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COMPARISON BETWEEN CLASSICAL UNIVARIATE FREQUENCY
ANALYSIS AND BIVARIATE ANALYSIS WITH COPULA
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Izvleéek

Verjetnostne analize so osnova za dolocanje projektnih pretokov. Obicajno se pri analizah uposteva le ena
spremenljivka, ve¢inoma letna konica pretoka. Ker pa so hidroloski pojavi doloceni z ve¢ medsebojno
odvisnimi spremenljivkami, je pri analizah smiseln multivariaten pristop. Primer takega postopka je funkcija
kopula. Klasi¢ne, univariatne verjetnostne analize so Se vedno predpogoj za izvedbo analiz z uporabo
funkcije kopula. Bivariatno verjetnostno analizo z uporabo funkcije kopula smo naredili za letne konice
pretokov in pripadajoce volumne vodomerne postaje Litija na reki Savi. Uporabili smo tri funkcije kopula iz
Arhimedove druzine in parametre ocenili s pomocjo Kendallovega koeficienta korelacije (metoda
momentov). Izracunali smo skupne povratne dobe in jih primerjali z univariatnimi povratnimi dobami.
Ugotovili smo, da razlike med povratnimi dobami niso zanemarljivo majhne. Pri dogodku iz leta 1990, ki je
bil najvedji v opazovanem obdobju, povratna doba 7" znaga 92 let, 7°% pa 17 let. Univariatni povratni dobi
konic in volumnov pa lezita v obmocju med omenjenima povratnima dobama. S pomocjo statisticnih in
grafi¢nih kriterijev ustreznosti smo ugotovili, da kopula Gumbel-Hougaard za obravnavani primer izkazuje
boljse rezultate kot kopula Clayton ali kopula Frank.

Kljuéne besede: funkcija kopula, bivariatne analize, Kendallov koeficient korelacije, Arhimedova druzina
kopul, skupna povratna doba OR, skupna povratna doba AND.

Abstract

Frequency analyses are a basis for designing discharge estimations. Univariate flood frequency analyses are
usually applied in hydrological practice. Hydrological processes are multivariate, however multivariate
analyses are needed. Copula function can be used for multivariate modelling. Classical univariate flood
frequency analyses are a precondition for the copula analyses. Flood frequency analyses were made on the
annual maximum series data from gauging station Litija on the Sava River. Three copulas from the
Archimedean family were used; parameters were estimated with method of moments (based on the Kendall
correlation coefficient). Some joint return periods were calculated and compared with the univarite return
periods. Differences between return periods were not negligible. In the case of a flood event in 1990, which
was the largest in the observed period, 7" was 92 years and 7% was 17 years. Univariate return periods lay
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between these two values. Statistical and graphical performance measures were used to choose the best fit
copula function. Gumbel-Hougaard copula gave better results than Clayton and Frank copulas.

Keywords: copula function, bivariate analyses, Kendall’s correlation coefficient, Archimedean copula
family, joint return period OR, joint return period AND.

1. Uvod

Verjetnostne analize doloCajo razmerje med
velikostjo in verjetnostjo nastanka opazovanega
So osnova za doloCanje projektnih
pretokov pri dimenzioniranju hidrotehni¢nih
objektov, dolo¢anju poplavnih obmocij, pri
upravljanju z vodami, obvladovanju tveganja
zaradi poplav ipd. Ker gre ve¢inoma za ukrepe, ki

pojava.

neposredno vplivajo na ogrozenost dolo¢enega
obmocja in prebivalstva (Purovi¢ & Mikos, 2004;
Brilly & Poli¢, 2005; Kobold et al., 2005; Mikos et
al., 2004;), je potrebno verjetnostne analize izvesti

s ¢im vejo zanesljivostjo in s hkratnim
upoStevanjem ve¢ spremenljivk, ki dolocajo

visokovodni val. V svetovni praksi se najveckrat
uporabljajo univariatne verjetnostne analize, kjer
se vecinoma upostevajo le konice pretokov. To
velja tudi za Slovenijo. Ce Zelimo verjetnostne
analize izvesti zanesljivo, je smiselno poleg konic
pretokov statisticno obravnavati tudi volumne in
Case trajanja visokovodnih valov (Karmakar &
Simonovic, 2008). Z uposStevanjem le ene
spremenljivke lahko podcenimo dejansko povratno
dobo opazovanega ekstremnega dogodka (Favre et
al., 2004; Renard & Lang, 2007). Za izvedbo
verjetnostne analize lahko uporabimo klasic¢ne
bivariatne porazdelitvene funkcije, kot so:
normalna, logaritemsko normalna, gama in
generalizirana porazdelitev ekstremnih vrednosti
(Genest & Favre, 2007). Pogoj za uporabo klasi¢ne
bivariatne analize je, da sta obe spremenljivki
definirani z isto porazdelitveno funkcijo (Genest &
Favre, 2007). Kot alternativa klasicnemu
bivariatnemu pristopu se v zadnjih letih v svetovni
hidroloski praksi uveljavlja funkcija kopula, ki so
jo pred tem Zze uspeSno uporabljali zlasti v
ekonomiji. V zadnjem desetletju so jo Ze uporabili
tudi v nekaterih hidroloskih $tudijah, predvsem pri
analizah visokovodnih valov (Genest & Favre,
2007; Karmakar & Simonovic, 2008; Karmakar &
Simonovic, 2009; Zhang & Singh, 2006; Zhang &
Singh, 2007), ter tudi pri analizah suse (Ma et al.,
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2011; Wong et al., 2010), analizah padavin
(Balistrocchi &  Bacchi, 2011; Grimaldi &
Serinaldi, 2006), preverjanju ustreznosti prelivnega
objekta (De Michele et al.,, 2005), analizah
tveganja (angl. risk) (Chen et al., 2012; Ganguli &
Reddy, 2013). Glavna prednost funkcije kopula
pred klasi¢nimi bivariatnimi analizami je, da lahko
spremenljivke opiSemo z razlicnimi robnimi
porazdelitvenimi  funkcijami (angl. marginal
distribution functions) (Genest & Favre, 2007).
Poleg tega sta izbira ustreznih robnih porazdelitev
in uporaba funkcije kopula dva locena koraka. Je
pa res, da take kompleksne,
verjetnostne analize z uporabo funkcije kopula
zahtevajo predhodno natan¢no analizo lastnosti in
odvisnosti  posameznih spremenljivk  ter
verjetnostne analize vsake
spremenljivke (Bezak et al., 2013; Sraj et al.,
2012), kar vsekakor pomeni mnogo vec vlozenega
Casa in dela. Zastavlja se vprasanje, kolik$na je

multivariatne

posamezne

razlika razmerij med velikostjo in verjetnostjo
pojava pri uporabi univariatnih verjetnostnih analiz
in bivariatnih analiz z uporabo funkcije kopula. V
prispevku so prikazani rezultati bivariatnih analiz z
uporabo funkcije kopula za konice in volumne,
mozno pa je tudi hkratno uposStevanje vseh treh
spremenljivk (konice, volumni in Casi trajanja), ki
doloc¢ajo visokovodne valove (trivariatne analize).

Cilji raziskave so bili: (i) narediti klasicne,
univariatne verjetnostne analize konic in volumnov
visokovodnih (i1)
verjetnostne analize konic in volumnov z uporabo
funkcije kopula, (iii) primerjati
povratne dobe z razlicnimi skupnimi povratnimi
dobami (angl. joint return periods), dolo¢enimi z

valov, izvesti  bivariatne

univariatne

bivariatno kopulo.

2. Podatki

Za potrebe raziskave smo uporabili podatke z
vodomerne postaje Litija I na reki Savi (slika 1).
Hidroloska postaja Litija je najstarejSa postaja
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Agencije RS za okolje, kjer vodostaje opazujejo od
leta 1893, podatki pa so na razpolago od leta 1895
(Ulaga, 2011). Leta 1953 je bila postaja zaradi
zasipavanja dna prestavljena priblizno 500 m
gorvodno in opremljena z limnigrafom, kar
pomeni, da so od takrat dalje na voljo podatki o
celotnih hidrogramih. Za analize smo torej
uporabili 58 let podatkov (1953-2010) dnevnih
vrednosti pretokov z vkljuenimi maksimalnimi
konicami, ki so bili izmerjeni z limnigrafom Seba
Omega.

Lukgica |
pri DoméZalah Krasnja
o

Slika 1: Hidroloska postaja Litija I na reki Savi
(ARSO, 2013).

Figure 1: Hydrologic station Litija I on the Sava
River (ARSO, 2013).

Za uporabo dnevnih vrednosti pretokov z
vkljuenimi absolutnimi konicami smo se odlocili
po pregledu podatkov in analizi ter primerjavi vseh
treh spremenljivk pri uporabi urnih in dnevnih
vrednosti (Sraj & Bezak, 2013). Ker smo za
analize potrebovali tudi volumne visokovodnih
valov, smo najprej izlo€ili bazni odtok z uporabo
grafi¢ne tri-tockovne metode. Nato smo dolocili
vzorec letnih maksimumov (Bezak, 2012), ki so ga
sestavljale maksimalne vrednosti pretokov in
pripadajocih volumnov posameznih let.

3. Metode

3.1 Univariatne verjetnostne analize

Vzorec smo dolocili po metodi letnih maksimumov
(Bezak et al., 2013). Za vsako spremenljivko
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posebej (konice pretokov in pripadajo¢i volumni)
smo najprej naredili
analize (Sraj et al., 2012).

univariatne verjetnostne

Uporabili smo razli¢ne porazdelitvene funkcije, ki
se v svetovni hidroloski praksi najpogosteje
uporabljajo (logaritemsko normalno porazdelitev,

Pearsonovo Il  porazdelitev, logaritemsko
Pearsonovo Il  porazdelitev, = Gumbelovo
porazdelitev, normalno porazdelitev,

generalizirano porazdelitev ekstremnih vrednosti
(GEV) in generalizirano logisticno porazdelitev
(GL)) in tri metode ocenjevanja parametrov
(metodo momentov, metodo momentov L in
metodo najvedjega verjetja) (Bezak, 2012; Turk,
2012; Sraj et al., 2012). Z uporabo statisti¢nih
testov, kriterijev ujemanja in graficnih prikazov
ujemanja smo dolocili najprimernejSo porazdelitev
za izvedbo verjetnostnih analiz konic in volumnov
(Sraj et al., 2012).

3.2 Funkcija kopula

Funkcija
klasi¢nemu,

kopula predstavlja alternativo

univariatnemu pristopu k
verjetnostnim analizam. Postopek analize je
sestavljen iz naslednjih korakov, ki jih lahko
zdruzimo v dve skupini:

e Oblikovanje vzorca letnih maksimumov ali
metode vrednosti nad izbranim pragom,
izloCanje baznega odtoka, izvedba univariatnih
verjetnostnih analiz in izbira najustreznejSe
porazdelitvene funkcije (Bezak, 2012; Sraj et
al., 2012).

e Dolocitev robnih porazdelitvenih funkcij,
ocena odvisnosti obravnavanih spremenljivk,
pregled nabora funkcij in izbira ustreznih
kopul, dolocitev parametrov izbranih funkcij,
uporaba statisti¢nih testov, kriterijev ujemanja
in graficnih prikazov ujemanja za dolocitev
najprimernejSe kopule ter izraCun razlicnih
skupnih ter pogojnih (angl. conditional)
povratnih dob.

Prva skupina korakov je identi¢na tistim pri
univariatnih  verjetnostnih analizah. Zapisemo
lahko, da je izvedba klasi¢nih verjetnostnih analiz,
kjer upostevamo le eno spremenljivko, predpogoj
za izvedbo verjetnostnih analiz z uporabo funkcije
kopula.
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Robne porazdelitvene funkcije so tiste, ki najbolje
opisejo spremenljivke pri univariatnih
verjetnostnih analizah (Karmakar & Simonovic,
2009). Za prikaz odvisnosti spremenljivk, ki
dolocajo visokovodne valove, lahko uporabimo
graficne prikaze kot so: diagram K (Kendallov
diagram), diagram Chi (Genest & Favre, 2007) ali
razsevni diagram podatkov (Brilly & Sraj, 2005).
Fisher in Swatzer (2001) sta podala ve¢ informacij
o diagramu Chi, Genest in Boies (2003) pa o
diagramu K.

Za oceno parametrov kopul lahko podobno kot pri
univariatnih  verjetnostnih analizah uporabimo
razlicne metode: metodo momentov (angl. method
of moments) (Genest & Favre, 2007), metodo
najveCjega verjetja (angl. maximum likelihood
method) (Dupuis, 2007), pseudo metodo
najveCjega verjetja (angl. maximum pseudo-
likelihood method) (Genest & Favre, 2007). Pri
metodi momentov parametre dolo¢imo s pomocjo
Kendallovega ali Spearmanovega koeficienta
korelacije (Genest & Favre, 2007). Ta nacin
ocenjevanja parametrov je v praksi pogost (Genest
& Favre, 2007; Karmakar & Simonovic, 2009;
Zhang & Singh, 2006). Kendallov koeficient
korelacije temelji na vrstnem redu podatkov in ga
lahko izratunamo z naslednjim izrazom (Genest &
Favre, 2007):

4

T=——PF,—1, 1)

T am-1) "

kjer P, oznacuje Stevilo parov spremenljivk (X,Y)
za katere velja: (xx;)(»-;)>0, n pa je velikost
vzorca.

Na podlagi Kendallovega koeficienta korelacije
lahko dolo¢imo kopule, ki so primerne za
modeliranje  odvisnosti med obravnavanimi
spremenljivkami. Tako lahko z nekaterimi
funkcijami opiSemo le pozitivne vrednosti
Kendallovega koeficienta korelacije, nekatere pa
so primerne le za vrednosti koeficienta blizu
vrednosti 0 (neodvisni spremenljivki). Razvitih je
ze veliko razlicnih tipov kopul, ki pripadajo
posameznim druzinam kopul, kot so: Arhimedova
druzina (angl. Archimedean copulas), elipticna
druzina (angl. Elliptical copulas), druzina kopul
ckstremnih  vrednosti (angl. Extreme value
copulas), Farlie-Gumbel-Morgensternova druZzina
kopul (Genest & Favre, 2007) in Se nekatere druge
(Nelsen, 1999). V prispevku smo uporabili le
kopule iz Arhimedove druzine kopul (preglednica
1). Kopula Gumbel-Hougaard je primerna le za
pozitivne vrednosti Kendallovega koeficienta
korelacije, medtem ko lahko kopuli Frank in
Clayton uporabimo tudi pri negativnih vrednostih
korelacijskega  koeficienta. =~ Do  negativnih
vrednosti lahko pride predvsem pri hkratnem
obravnavanju konic pretokov in Casov trajanja
visokovodnih valov.

Preglednica 1: Osnovne lastnosti nekaterih kopul iz Arhimedove druZine.

Table 1: Some properties of copulas from Archimedean family .

Ime / Name Co(u,v) T 0 €
Gumbel-Hougaard exp {—((—ln 0P + (—In U)g)l/e} 1-p-t [1,0)
Clayton (Cook-Johnson) (u® +v-0 — 1}—1/9 QL [—1, 0)\{0}

+2
Frank 1, { 1 000~ DlexpCn) - ”} - g<1 = f e dt> (—o0,0\(0)
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Multivariatno porazdelitveno funkcijo H, ki jo
lahko
naslednjim izrazom (Zhang & Singh, 2006):

dolo¢a n spremenljivk, zapiSemo z

H(xy, ..., xn) = Co{Fx, (x1), ..., Fy, (xn)}. ()

Porazdelitvena funkcija H za bivariatni primer pa
ima naslednjo obliko:

H(xJY) = Ce{F(x),G(Y)}: (3)

kjer sta F(x) in G(y) robni porazdelitveni funkciji,
Co teoreticno funkcijo kopula
(preglednica 1). V preglednici 1 so zapisani tudi
izrazi, s katerimi lahko dolo¢imo parameter kopule
0 na podlagi Kendallovega koeficienta korelacije ¢
(metoda momentov) in obmocje vrednosti
parametra izbrane funkcije kopula.

pa oznacuje

Z uporabo statistiCnih testov, kriterijev ujemanja in
graficnih prikazov ujemanja
kopulo, ki se najbolje prilega vzorcu letnih
maksimumov. Vecina testov in kriterijev ujemanja

lahko dolo¢imo

temelji ali na Kendallovi porazdelitveni funkciji
(Genest & Boies, 2003; Genest & Favre, 2007) ali
na empiriéni kopuli (Genest & Favre, 2007).
Skupna empiri¢na verjetnost (angl. empirical joint
probability) je doloCena z naslednjim izrazom
(Karmakar & Simonovic, 2009; Zhang & Singh,
2006):

Pn
H(x,y)) =PX <x;,Y <y) =—+

Evey “)

Najprej je potrebno vzorec urediti v nara$¢ajocem
redu po spremenljivki X, nato pa s Stetjem parov,
za katere velja x; <x;iny; <y;, dolo¢imo
skupno empiri¢no verjetnost posameznega para
(x;,y;). V enacbi (4) n oznacuje velikost vzorca
oziroma S$tevilo let podatkov, ki jih analiziramo.
Ane in Kharoubi (2003) sta za izbiro kopule
predlagala dva kriterija ujemanja, ki temeljita na
primerjavi empiricne in teoreti¢ne funkcije kopula
Anderson-

(Anderson-Darling in Integrirani

Darling):
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AD = max  n—Cel
tsusnisvsn [Cp(1 — Cp) ’ ()
(Cn=Cp)?
IAD = Y51 Xp=1 59(1—?:9)’ (6)

kjer je Cg teoreti¢na funkcija kopula, C, pa je
empiri¢na kopula (Genest & Favre, 2007). Kriterija
ujemanja, ki sta zapisana z enacbama (5) in (6), se
lahko uporabita le za primerjavo posameznih
kopul, ne moremo pa jih uporabiti za testiranje
hipotez (Genest et al., 2009). Gre za podoben tip
kriterijev ujemanja kot RMSE ali MAE (Sraj et al.,
2012) testa.

Zadnji
dolocitev povezave med ocenjenimi vrednostmi
spremenljivk  in skupnimi  (ali
pogojnimi) povratnimi dobami. Salvadori in
sodelavci (Salvadori et al., 2007) so v teorijo kopul
vpeljali dve skupni primarni (angl. primary)
povratni dobi:

korak pri uporabi funkcij kopula je

razli¢nimi

e OR, ko se zgodi vsaj eden od obravnavanih
dogodkov,

e AND, ko se zgodita oba obravnavana dogodka
hkrati.

Izraza za izraCun skupnih povratnih dob imata pri
metodi letnih maksimumov naslednjo obliko
(Salvadori et al., 2007):

1
1-Co(w,v)’

OR _
Tu,v -

(7

TAND — 1
uv >
1-u-v+Cq(u,v)

®)

kjer so uporabljene spremenljivke razlozene ze pri
enacbi 3.

4. Rezultati

4.1 Rezultati univariatnih verjetnostnih analiz

Rezultat verjetnostne analize je povezava med
ocenjeno vrednostjo spremenljivke in povratno
dobo oziroma verjetnostjo. Sraj s sodelavci (Sraj et
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al., 2012) je prikazala rezultate verjetnostnih analiz
ter postopek izbire najustreznejSe porazdelitvene
funkcije v primeru podatkov z vodomerne postaje
Litija I na reki Savi. Pri analizi konic smo kot
najprimernejSo dolocili logaritemsko Pearsonovo
I porazdelitev (LP3), pri analizi volumnov
visokovodnih valov pa smo izbrali Pearsonovo III
porazdelitev (P3) (Sraj et al, 2012). Metoda
momentov L je pokazala boljSe rezultate kot
metoda momentov in metoda najvecjega verjetja
(Sraj et al., 2012).

Preglednica 2: Ocenjene vrednosti pretokov in
volumnov.

Table 2: Estimated discharge and wave volume

values.
Povratna doba/Return Q-LP3 V-P3
period [m?/s] [10° m’]

2 1184,2 305,6

10 1775,1 546.,9

50 22374 751,5

100 2422.6 835,2

500 2835,6 10233

V preglednici 2 so prikazane ocenjene vrednosti
pretokov (LP3) in volumnov (P3) za nekatere
znacilne dobe (univariatne) pri
ocenjevanju parametrov z metodo momentov L.
Izbrane porazdelitve so izkazale najboljSe rezultate
pri vecini uporabljenih graficnih in statisti¢nih
testov (Sraj et al., 2012).

povratne

4.2 Rezultati bivariatnih verjetnostnih analiz s
funkcijo kopula

Pri izvedbi verjetnostne analize z uporabo funkcije
kopula smo sledili postopku, ki je opisan v
poglavju 3.2. Rezultate prve skupine korakov je
prikazala Sraj s sodelavci (Sraj et al., 2012). Za
robno porazdelitveno funkcijo pretokov smo
dolo¢ili logaritemsko Pearsonovo III porazdelitev
(parametri: oo = 182,88; f = -0,01; ¢ = 4,99), za
robno porazdelitev volumnov visokovodnih valov
pa smo izbrali Pearsonovo III porazdelitev
(parametri: a = 2,53; = -98,2-10% ¢ = 88,7-10).
Na sliki 2 je prikazan razsevni diagram letnih
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maksimumov. Vidimo lahko, da je za obravnavani

spremenljivki  znailna pozitivna  odvisnost.
Vrednosti  Pearsonovega, Kendallovega
Spearmanovega koeficienta korelacije so: 0,525;

0,385; 0,541 in potrjujejo ugotovitve s slike 2.
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Slika 2: Razsevni graf pretokov [m’/s] in
volumnov [m’] visokovodnih valov Save v Litiji
(1953-2010).

Figure 2: Scatter plot of discharges [m’/s] and
wave volumes [m’] for Sava in Litija (1953-2010).

Z enacbami iz preglednice 1 in s Kendallovim
koeficientom korelacije (metoda momentov) lahko
dolo¢imo parametre izbranih teoreti¢nih kopul iz
Arhimedove druzine. Vrednosti parametrov za
kopule Gumbel-Hougaard, Clayton in Frank so:
1,624; 1,248 in 3,947. Glede na izraGunano
vrednost Kendallovega koeficienta korelacije lahko
uporabimo vse tri funkcije kopula iz preglednice 1.

Ko smo dolocili parametre enoparametrskih kopul,
lahko s pomocjo statisticnih testov, kriterijev
ujemanja in grafiénih prikazov ujemanja izberemo
funkcijo, ki se najbolje prilega vzorcu letnih
maksimumov.

Prvi graficni prikaz ujemanja je sestavljen iz
generiranja velikega Stevila podatkov. Najprej smo
generirali podatke, ki pripadajo testirani teoreti¢ni
kopuli. Tako smo dolo¢ili 10.000 parov podatkov,
ki pripadajo testirani kopuli s parametrom, ki je bil
dolocen iz vzorca letnih maksimumov s hidroloske
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postaje Litija I na reki Savi. Generirane pare
podatkov smo nato primerjali z merjenimi.
Ujemanje med generiranimi (¢rne oznake) in
izmerjenimi podatki (rdece oznake) je prikazano na
slikah 3 in 4. Za transformacijo generiranih
podatkov ~ smo  uporabili  izbrani  robni
porazdelitveni funkciji. Iz slik 3 in 4 lahko vidimo,
da prikazane kopule iz Arhimedove druZine
izkazujejo razlino obnasanje. Razlike so ocitne
predvsem v primeru ekstremnih dogodkov (desni
zgornji kot grafov; angl. upper tail dependence) in
v primeru dogodkov z nizkimi povratnimi dobami
(levi spodnji kot grafov; angl. tail
dependence). Vidimo lahko, da ima kopula
Clayton vecjo gostoto dogodkov v levem spodnjem
kotu (slika 3), zato ta funkcija ni najprimernej$a za
modeliranje podatkov z vodomerne postaje Litija L.
V vzorcu letnih maksimumov ni veliko dogodkov,

lower

ki imajo relativno majhne vrednosti pretokov in
volumnov visokovodnih valov. Kopula Gumbel-
Hougaard ima vecji poudarek na dogodkih, za
katere so znacilne velike vrednosti pretokov in
volumnov. Kopula Frank nima poudarka niti na
levem spodnjem niti na desnem zgornjem robu.
Zaradi teh lastnosti lahko z uporabo kopule Frank
podcenimo opazovani pojav (Poulin et al., 2007).
Ujemanje med merjenimi podatki (tocke) in
teoretinimi funkcijami kopula (Crte) je prikazano
tudi na sliki 5. Vidimo lahko, da se s podatki s
hidroloske postaje Litija I nekoliko slabSe ujema
kopula Clayton. Kopuli Frank in Gumbel-
Hougaard pa sta izkazali dokaj podobne rezultate.
Za natan¢nejSo dolocitev razlik med uporabljenimi
funkcijami kopula je potrebno uporabiti statisticne
teste ali kriterije ujemanja. Za izbrane funkcije smo
uporabili  Anderson-Darlingov in Integrirani
Anderson-Darlingov kriterij ujemanja (enacbe (5)
in (6)). Rezultati kriterijev ujemanja so prikazani v
preglednici 3. Najboljse ujemanje med empiri¢no
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in teoreticno funkcijo kopula smo dobili pri
uporabi kopule Gumbel-Hougaard iz Arhimedove
druzine kopul.

Preglednica 3: Rezultati Anderson-Darlingovega
in Integriranega Anderson-Darlingovega testa .

Table 3: Test results for Anderson-Darling and
Integrated Anderson-Darling tests.

Funkcija kopula/ Anderson-  Integrirani
Copula function Darling Anderson-
Darling
Gumbel-Hougaard 0,16 7,47
Clayton 0,22 17,83
Frank 0,21 9,79

Kopula Gumbel-Hougaard je tudi pri analizah
nekaterih drugih avtorjev izkazala najboljSe
Tako sta Zhang in Singh (2006)
ugotovila, da je omenjena funkcija dala najboljSe

rezultate.

rezultate pri analizah podatkov z dveh vodomernih
postaj v Kanadi, Karmakar in Simonovic (2009) pa
sta zapisala, da je kopula Gumbel-Hougaard dala
boljse rezultate kot kopuli Clayton in Ali-Mikhail-
Haq pri analizah podatkov s hidroloske postaje v
ZDA. Vsi avtorji so ugotovitve podali na podlagi
bivariatnih analiz konic in volumnov visokovodnih
valov.

V preglednici 4 so zapisane skupne povratne dobe
za primer OR, ki oznacuje situacijo, ko se zgodi
vsaj eden izmed obravnavanih pojavov. V
preglednici 5 so prikazane skupne povratne dobe
za primer AND, ko se zgodita oba dogodka hkrati,
tako konica kot volumen visokovodnega vala.
Rezultati so izracunani z uporabo kopule Gumbel-

Hougaard iz Arhimedove druzine kopul, kjer smo

parameter  funkcije  doloc¢ili na  podlagi
Kendallovega koeficienta korelacije (metoda
momentov).
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Slika 3: Prikaz ujemanja med generiranimi in izmerjenimi podatki za tri teoreticne funkcije kopula.

Figure 3: Presentation of graphical fit between generated and measured data for three copula functions.
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Slika 4: Prikaz ujemanja med generiranimi in izmerjenimi podatki pri uporabi robnih porazdelitvenih

Sfunkcij.

Figure 4: Presentation of graphical fit between generated and measured data in case of use of marginal

distribution functions.
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Slika 5: Primerjava med skupno empiricno verjetnostjo in teoreticnimi funkcijami kopula.

Figure 5: Comparison between joint empirical probabilities and theoretical copula functions.
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Preglednica 4: Vrednosti povratnih dob za primer Preglednica 5: Vrednosti povratnih dob za primer
OR (zgodi se vsaj eden izmed dogodkov). AND (zgodita se oba dogodka).
Table 4: Return period values for the OR case (at Table 5: Return period values for the AND case
least one event occurs). (both events occur).
V[10°m’)/Q [m’/s] 1000 1500 2000 2500 V[10°m’}/Q [m*/s] 1000 1500 2000 2500
100 1,0 1,0 1,0 1,0 100 1,4 43 21,3 1344
250 1,2 1,5 1,5 1,5 250 1,9 4,8 22,0 135,77
500 1,4 3,6 6,5 7,1 500 7,5 10,6 28,6 146,3
750 1,4 4,3 18,7 444 750 50,3 549 74,1 1954

4.3 Primerjava rezultatov

Preglednica 6: Primerjava povratnih dob za nekatere ekstremne dogodke obravnavanega obdobja.
Table 6: Comparison of return periods for some extreme events in the discussed period.

Leto dogodka/Year of Q [m’/s] V[10°m’]| T"™-Q TNy TR TANP
the event [let/years] [let/years] [let/years] [let/years]
1965 1837 425 12,2 4,2 3,9 15,9
1968 1411 766 34 56,3 34 60,7
1982 1994 383 17,6 3,2 3,1 23,7
1990 2326 624 69,5 18,0 17,0 91,9
2007 1510 179 4,5 1,1 1,1 4,6
2010 2087 431 29,0 4.4 43 33,6
12000
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Slika 6: Primerjava med skupnimi povratnimi dobami (bivariatni primer) in univariatnimi povratnimi
dobami.

Figure 6: Comparison between joint bivariate return periods (bivariate case) and the classical univariate

return periods.

45



Sraj M. et al.: Primerjava med klasi¢nimi univariatnimi verjetnostnimi analizami in bivariatnimi z uporabo funkcije
kopula — Comparison between classical univariate frequency analysis and bivariate analysis with copula
Acta hydrotechnica 26/44 (2013), 37-48, Ljubljana

Na sliki 6 je
univariatnimi in skupnimi bivariatnimi povratnimi
dobami. Prikazani so rezultati tako za primer OR
kot za primer AND. Opazimo lahko, da velja
pravilo: T%<T'<7"™P (slika 6). Do podobnih
ugotovitev so prisli tudi nekateri drugi raziskovalci
(Salvadori & De Michele, 2007; Salvadori et al.,
2007). Te ugotovitve so deloma pricakovane, saj je

prikazana primerjava med

verjetnost, da se zgodita oba dogodka, konica in
volumen hkrati, manjSa kot verjetnost, da se zgodi
vsaj eden izmed njiju. Univariatne povratne dobe
smo izracunali z uporabo logaritemsko Pearsonove
III porazdelitve za konice in Pearsonove III
porazdelitve za volumne, kjer smo parametre
dologili z uporabo metode momentov L (Sraj et al.,
2012).

Primerjava med razlicnimi povratnimi dobami
nekaterih ekstremnih dogodkov, ki so se zgodili v
obdobju, je predstavljena v
preglednici 6. Maksimalna konica v opazovanem
obdobju se je zgodila leta 1990. Izmerjena
vrednost pretoka je takrat znaala 2326 m’/s,
pripadajo¢i volumen visokovodnega vala pa je
znasal 624-10° m’ (preglednica 6). ARSO (Kobold,
2011) je temu dogodku pripisal ve¢ kot stoletno
povratno dobo za konico pretoka, z upostevanjem
podatkov do leta 2008. Iz preglednice 6 lahko
vidimo, da uporabo
verjetnostnih analiz (metoda momentov L) in
nekoliko daljSega niza podatkov ocenili vrednost
tega dogodka na 70 let, pripadajocega volumna pa
na 18 let. Poleg tega lahko iz rezultatov vidimo, da
skupne bivariatne povratne dobe precej odstopajo
od univariatnih. Tako povratna doba za dogodek iz
leta 1990 za primer OR znasa 17 let, za primer
AND pa 92 let. Za val iz leta 2010 je ARSO
(Kobold, 2011) dolocil povratno dobo konice 50
let, iz preglednice 6 lahko vidimo, da smo z
upostevanjem nekoliko daljSega niza izracunali
manj$o povratno dobo, manjsa pa je tudi skupna
skupna povratna doba za primer AND. Ker lahko v
nekaterih  primerih  dogodek, ki ima le
nadpovprecno veliko konico, povzro¢i manj skode
kot visokovodni val, za katerega sta znacilna
povprecna konica in volumen (Renard & Lang,
2007), je hkratno upostevanje obeh spremenljivk v
analizah smiselno. Z upostevanjem le ene izmed

opazovanem

smo z univariatnih

46

spremenljivk lahko namre¢ podcenimo dejansko
skupno povratno dobo opazovanega pojava, kot jo
da primer AND. (Salvadori & De Michele, 2007;
Salvadori et al., 2007).

5. Zakljucki

S podatki visokovodnih valov s hidroloske postaje
Litija I na reki Savi smo najprej naredili klasi¢ne
univariatne verjetnostne analize (Sraj et al., 2012).
Te so predpogoj za izvedbo verjetnostnih analiz z
uporabo  funkcij kopula (doloCitev  robnih
porazdelitvenih funkcij). Za oceno parametrov
izbranih teoreti¢nih kopul iz Arhimedove druzine
smo uporabili metodo momentov, ki temelji na
povezavi med Kendallovim  koeficientom
korelacije ter parametrom kopule in se v praksi
pogosto uporablja (Genest & Favre, 2007;
Karmakar & Simonovic, 2009; Zhang & Singh,
2006). Z uporabo nekaterih statisti¢nih in grafi¢nih
kriterijev ujemanja smo ugotovili, da se s podatki
najbolje ujema kopula Gumbel-Hougaard. Ta
funkcija je tudi pri nekaterih drugih S$tudijah
visokovodnih  valov dala dobre rezultate
(Karmakar & Simonovic, 2009; Zhang & Singh,
2006). Zhang in Singh (2006) sta ugotovila, da se
je funkcija kopula boljSe ujemala s podatki kot
klasi¢na bivariatna normalna porazdelitev. V
Studiji smo tudi nekatere skupne

povratne dobe (primera OR in AND) ter ugotovili,

1zraCunali

da lahko =z wupoStevanjem le ene izmed
spremenljivk, ki dolo¢a visokovodni val, s
precejsno razliko ocenimo povratno dobo

opazovanega dogodka (preglednica 6). Izracunali
smo tudi skupne povratne dobe za nekatere
ekstremne dogodke, ki so se zgodili na obmocju
srednjega toka reke
obdobju. Poleg tega smo ugotovili, da je povratna
doba v primeru OR manjsa kot pri primeru AND,
kar je v skladu z rezultati drugih raziskovalcev
(Salvadori & De Michele, 2007; Salvadori et al.,
2007).

Save v obravnavanem

V hidroloski praksi so analize z uporabo funkcije
kopula sele v razvoju in $e ne povsem uveljavljene.
V  primerjavi s  klasi¢nimi, univariatnimi
verjetnostnimi analizami, je postopek uporabe

kopule precej bolj zapleten, potrebno je izvesti
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Stevilne korake, ki pri univariatnih analizah niso
potrebni. Kon¢ni rezultati pa so ve¢inoma drugacni
od tistih, ki jih dobimo pri klasi¢nih analizah. Pri
pomembnejsih  hidrotehnicnih  posegih, kot je
dimenzioniranje hidrotehnicnih objektov, je torej v
verjetnostnih analizah smiselno in priporocljivo
upostevati vec¢ spremenljivk visokovodnih valov
hkrati, kar pa lahko naredimo z uporabo funkcije
kopula, kot je prikazano v prispevku.
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