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NOVILE

CASUS IRREDUCIBILIS
Ob 240. obletnici rojstva Jurija Vege

V gri€evju, ki spremlja levi breg Save na vijugasti poti od Ljubljane do
Litije, leZzi Zagorica. Pred 240 leti, natanneje 23. marca 1754, se je v
Zagorici revnim starem rodil slovenski matematik Jurij Vega. Rojen je bil
v vznemirljivih Easih vladanja Marije Terezije, odra¥¥al v obdobju reform
njenega sina JoZefa Il., kot €astnik avstrijske vojske pa je na boji%€u doZivljal
zaletek konca turSkega imperija v bojih za Beligrad ter posledice francoske
revolucije v §tevilnih bitkah zoper Francoze ob Renu, da vojne s Prusi niti ne
omenjamo.

Vegovo matematiéno delo poznamo predvsem po zbirki logaritmovnikov,
s katerimi je zaslovel po vsem svetu in so jih uporabljali e dolgo po njegovi
smrti. Manj znane, vendar ni€ manj zanimive, so njegove znanstvene razprave.
Najpomembnej%a je gotovo tista, v kateri je izratunal 140 decimalk 3tevila
7. Z njo je vet kot pol stoletja drzal “rekord" pri ratunanju decimalk te
najznamenitejfe matemati€ne konstante.

Vega je za svoje delo dobival Stevilna priznanja. Za drZavo, oziroma
cesarja, je bil najpomembnej3i njegov doseiek na podro&ju balistike, ko je
konstruiral izvrsten moZnar. Leta 1800, le dve leti pred smrtjo, je bil povzdig-
njen v barona. Jurij Vega je bil eden redkih Slovencev, ki se je dokopal do
druZinskega grba. Prav gotovo pa je bil edini, ki si je grb zasluZil s svojim
delom in ga ni pridobil zaradi bogastva in mo&i: na grbu je naslikana prizgana

bomba (slika 1).

Vega si je po kon€anem Zolanju v Ljubljani, kjer sta bila z Linhartom
sodolca, v resnici sluZil kruh tako kot ve&ina matematikov vseh Z¥asov: s
pougevanjem. UEil je na topniski Soli na Dunaju. Svoja predavanja je izdal v
obliki uébenika Vorlesungen iiber die Mathematik (Predavanja o matematiki).
S tem se je postavil na €elo vrsti izvrstnih slovenskih piscev matemati€nih
uébenikov. Dokler smo bili Slovenci 3e vkljuZeni v Avstro-Ogrsko, je bilo
razumljivo, da so u€benike Vega, Mo&nika, Holevarja in Zupan&i€a tiskali v
nem3&ini in prevajali v druge jezike. Kasneje je tudi Plemelj izdal monografijo
v angle§&ini, vendar je postalo jasno, da je iz male drave mnogo teZe prodreti
na svetovni trg. Tako smo pravzaprav v paradoksalnem poloZaju. Slovenski
matematiki dandanes mnogo laZe izdajamo v tujini svoje znanstvene spise
kakor pa u€benike.
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Slika 1. Vegov grb

Vsakomur mora biti jasno, da so u€beniki izpred dvesto let zastareli.
Kljub temu pa je vredno pogledati, kaj je Vega pisal v svojih Vorlesungen iiber
die Mathematik. Na%a matemati€na nrav nam narekuje, da se spomnimo tega
velikana na natin, ki matematikom najbolje pristoji. Poskusimo podoZiveti
nekaj razmislekov, ki jih je Vega prelil na strani svojega uZbenika.

Oglejmo si dodatek druge knjige, ki nosi naslov: Analytische Darstellung
der Sinus fiir jeden dritten Grad von 0 bis 90° (Analitiéna predstavitev sinusa
za vsako tretjo stopinjo od 0° do 90°). Gre za razpredelnico vrednosti sin o,
za kote & = 0°,3°,6°,...,90° (tabela 1).

Matematik pa si ob tej razpredelnici nehote zastavi veZ vprasanj. Neka-
tera med njimi utegnejo zanimati tudi bralce Preseka:

e Zakaj so sinusi privilegirani? Zakaj ni 3e razpredelnic za tangense in
kotangense?

o Zakaj niso koreni v razpredelnici izra€unani, ampak so pug€eni v "anali-
ti¢ni obliki" ?

e Zakaj je korak v razpredelnici ravno 3° in ne morda 1°, 2°,4° ali 5°7

e Kako si lahko samiizragunamo takZno razpredelnico, €e bi jo potrebovali?

e Ali je razpredelnica v dobi raunalnikov zastarela, odve&?

Preden odgovorimo na zastavljena vpra3anja, le beZno ponovimo defini-
cije trigonometrijskih funkcij (sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans in
kosekans) za ostre kote, torej za kote v pravokotnem trikotniku.
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Za pravokotni trikotnik s katetama a, b, hipotenuzo ¢, kotom a nasproti
a in kotom 90° — o nasproti b definiramo:
sina 1= , seca :=

cosoy i= —; cotaxi=—; csCcx =

|l
oo w|n

Vse trigonometrijske funkcije je mogo€e izraziti samo s sinusom:

cosa = V1 —sinfa= sin(90° — ),

sina 1
tana = , cota = ;
cos & tan
1 1
seca = , CSCox = — "
cos & sin o

Zato je razumljivo, da lahko vrednosti drugih trigonometrijskih funkcij
izratunamo s seStevanjem, od3tevanjem, mnoZenjem in deljenjem iz vrednosti
sinusov. S tem smo odgovorili na prvo vpraganje.

No, natanénej$i pogled na razpredelnico pokaZe, da je uporabniku pre-
glednice Vega pripravil vse potrebno za raéunanje sinusov. Na zaZetku stojijo
naslednje iracionalne konstante:

V2 |1,414213562373
V3 | 1,732050807569
V5 |2,236067977500
5+ /5 |2,689994047856

Njegove konstante se potem nadaljujejo z

\/5— V5, \/1u+2\/§: V2\/5 + V5, itd.

Vse te pa je mogoce izraunati iz osnovnih Stirih konstant s celimi $tevili in z
elementarnimi ra€unskimi operacijami.

Odgovor na drugo vpraSanje je skoraj oliten. Vega je s preglednico
omogotil, da si sami izratunamo tabelirane sinuse s poljubno natanZnostjo.
Za vse prakti¢ne raune seveda zadoS€ajo konstante, izrafunane na 12 deci-
malnih mest.

Zakaj si je Vega izbral ravno korak 3° pri svoji razpredelnici? Ali gre za
slu¥aj? Kako to, da je mogote izraziti sinuse vseh teh kotov s koreni?
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sin3° =cos87° =k[—\/F - I+ /3 + VB +V5+ V5 V15+3 V5]
sin6® =cos84° =%—[—1 -5+ \/30—-—6\/5]

sin9° =cos81° :%[\/g+ \/g— /5 — \/g]

sin12° =cos78° =%3- [\/5- V15 + \/10—+27§]

sin15° =cos 75° (\/E— \/1_)

(-1

[\/T \[J,v/‘ VE+V15-35+ /5 - V5

[V3+ VI5— \/10-2 3]

[VE-VE+ V5t ]
f

Vi3 VE+ /E+ /B - V5484 /15+38]

Il

Il

sin 18° =cos 72°

sin 21° =cos69°

sin 24° =cos66°
sin 27° =cos63°
sin 30° =cos60° =
sin 33° =cos57° [
© sin36° =cos54° =}[1/10 - 2 V5]
sin39° =cos51° =1[\/3 + \/_+ VE+VE-V15-364 V/5- /5
sin42° =cos48° = [1 V5 +41/30+6 \/_]
1

sin45° =cos45° =/%

sin48° =cos42° =1[-V3+ V15 + /10 + 2 /5]
VE-VE-VE+VE+V15-3/5+ /53
(

sin51° =cos39° =
1+ 5)

I

w|-- ooj A Cope N|r- N - - R N e

sin54° =cos36° =

sin57° =cos33° =3 [\/%—- \/;+ \/g* \/12—-?+ \/5+ V5 + \/15+3\/§]

sin 60° =cos 30° 2\/5

s5in63° =cos27° —;—[ \/_+ \/_+ \/5+—]

sin66° =cos24° =11+ V5 + \/:m—sf]

sin69° =cos21° =L [\/3+ /E+ /3 + /2 + v/15—3\/§—\/5—\/§]
sin 72° =cos18° :-1'- V1042 \/g’

sin 75° =cos 15° =%— \/§r+ \/;)

sin 78° =cos12° =} [-1+ /5 + \/m]

sin81° =cos9° :L[\/Z—‘—# \/g-i- \/5——\/51

sin84° =cos6° =}[v3+ VI5+ \/10_—275]

sin87° =cos3° =i[-/T+\/F-/E+VE+V5+ 5+ /15435

Tabela 1. Vegova razpredelnica sinusov. Vrstni red &lenov v izrazih je nekoliko spremenjen.

1
]
L
8
1
N
L
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Ponovimo Vegov razmislek. UpoStevati moramo zvezi:

sin(a + B) = sina cos B + cos a sin B

sin(ac — B) = sin et cos B — cos a sin 3,

ki ju spoznamo v srednji Zoli pri pouku trigonometrije.
Od tod zlahka izpeljemo obrazce za sinuse dvojnih, trojnih in petkratnih
kotov:

sin2a = 2sinacos o, sin3a = 3sina —4sin3a‘

sin5a = 5sina — 20sin® & + 16sin° a.

Uporabili bomo Ze zvezi

o (EE 1 . 1 -
sin = = Ex/l—ksma—E\/l—sma

cosa = V1—sinla

ter znano dejstvo, da sinus nara$Za, ko kot nara¥€a od 0° do 90°. Iz izrojenega
trikotnika dobimo:

sin0° =0, sin90° =1.

Ce znamo izragunati sin 3°, lahko z obrazcem za sinus vsote naéeloma
izratunamo sinuse vseh manjkajo€ih kotov. lzpeljava lahko poteka takole: -

Ker je 30° tretjina 90°, ozna&imo x = sin 30 in iz zveze za sinus trojnega
kota

sin 90° = sin(3 - 30°) = 35sin 30° — 4sin> 30°
dobimo ena&bo
1=3x—4x3,

ki ima reditve x;3 = —1,x23 = % Ker je 0 < x = sin30° < 1, mora biti
sin30° = % Isti trik lahko uporabimo pri ra€unanju y = sin 18°. Razlika
je le v tem, da izberemo obrazec za sinus petkratnega kota. Re%iti moramo
enacbho

1="5y —20y>+ 16y° .
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Koren y; = 1 uganemo, potem pa dobimo enatho 4. stopnje 16y% +
+ 16y — 4y2 —4y 4+ 1 =0, ki je kvadrat kvadratne enatbe
(4y? +2y —1)? = 0.

Le-ta ima dve dvojni reditvi: yo 3 = —;1[(\/5-1- 1), v = %(\/E- 1). Ker
is¢emo sin 18° na intervalu (0, %} ustreza temu pogoju le ena dvojna reSitev.
Tako imamo

sin18° = %(\/g— 1).
Iz obrazca za sinuse poloviénih kotov debimo
sin 15° = sin 32 = %\/1 + sin 30° — %\/1 —sin30° = %\/g— %\/g

Ce uporabimo %e obrazec za sinus razlike kotov za kota a = 18° in

B = 15°, dobimo

sin 3° = sin(18° — 15°) = sin 18° cos 15° — cos 18° sin 15°.
Pri tem dobimo manjkajo&e vrednosti za kosinuse iz obrazca

cosa = V1—sin?a.

Tako imamo

cos18° = V1 —sin?218° = 5:;—

cos 15° = V1 —sin? 15° = 2 +

Konéni rezultat je torej

sin3° = % ((—1+\/§)\/2+\/§+(1—\/§)\/5+\/§)_

Obliko je izbral ragunalniski sistem Mathematica. Z raZunalnikom smo
preverili (bralec pa naj se o tem prepri€a brez ragunalnika), da je vrednost
enaka tisti, ki jo je zapisal Jurij Vega:

sin3°=%(\/§+\/12§+\/5+ »/5—\/15+3\/5_—\/§—\/§),
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Ko smo z Mathematico prerafunavali sinuse, smo opazili, da je mogote
V2 + /3 izraziti s /2 in /6. Ali lahko ugotovite, kako? Ce tega niste storili
e prej, zdaj brez teZav pokaZete enakost gornjih izrazov za sin 3°,

Ratunalnikarji pa si ob pogledu na Vegovo razpredelnico zastavimo
naslednje vpraSanje: Koliko &asa bi porabili, da bi po navodilih iz tabele
izratunali sinuse na n decimalnih mest? Zanima nas torej &asovna zahtevnost.
Ob tem moramo upoitevati nekaj predpostavk.

1. Rakunanje n decimalk iracionalnega kvadratnega korena iz majhnega
celega Stevila zahteva priblizno n? operacij.

2. RaZunanje n decimalk produkta dveh iracionalnih 3tevil zahteva priblizno
n? operacij.

3. Ragunanje n decimalk kvocienta dveh iracionalnih Stevil zahteva pribliZzno
n? operacij. Pri tem mora biti deljenec znan na 2n decimalk.

4. Ratunanje n decimalk vsote dveh iracionalnih Stevil zahteva priblizno n
operacij.

5. Rafunanje n decimalk razlike dveh iracionalnih 3tevil zahteva priblizno
n operacij.

6. Razpolavljanje iracionalnega %tevila (prvih n decimalk) zahteva priblizno
n operacij.

Ob teh predpostavkah lahko ugotovimo, da je za ralunanje razpredelnice
po Vegovi metodi potrebnih 16n2 + 90n operacij: 16 zahtevnejiih in 90
linearnih. Ker je 1/v/2 = \/2/2, bi lahko tevilo konstant, ki jih je potrebno
rafunanti s kvadratnim algoritmom, zmanj3ali na 15. Ni pa jasno, ali ni
mogote tega Stevila Se zmanj%ati. Zato lahko takej zastavimo naslednje
vprasanje:

Kolik&no je najmanjge Stevilo korenov (iracionalnih konstant), s kate-
rimi lahko potem izrazimo vse sinuse samo s seitevanjem, odStevanjem in
razpolavljanjem? (Namesto razpolavljanja bi lahko dopustili tudi deljenje s
celimi 3tevili.)

Zakaj torej Vega ni zapisal obrazca za ratunanje ¢ = sin1° (in drugih
sinusov)? ¢ je refitev enacbe

a=3x— 4x3 kjer je a =sin3°.
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Postopek za raunanje decimalk te konstante so poznali Ze v petnajstem
stoletju Arabci. Al-KaZi je priblizke za resitev dobil takole:

¢o ;= a,
¢1 = (a+443)/3,
¢o = (a+447)/3,

in tako naprej. Torej dobimo ¢n(n=1,2,3, ...) rekurzivno

n=(a +4¢i_1)/3.

Enacba tretje stopnje ima eksaktno reditev. Poi&€emo jo lahko s Car-
danovim obrazcem. V konkretnem primeru lahko z Mathematico tudi pois€e-
mo reditve enakbe

4x3 —3x +sin3° = 0.

7al se refitve enatbe izra%ajo s kompleksnimi koreni. Ko jih poskusimo izraziti
z realnimi operacijami, nam to uspe le tako, da prevedemo ratunanje na
trigonometrijo. Privzeti moramo, da vemo, koliko je sin1°. To pa je circulus
vitiosus (zatarani krog). V Vegovih &asih matematiki e niso vedeli, da je ta
konkretna ena&ba neresljiva z realnimi koreni. Kasneje so dokazali, da kubi&na
enatba z racionalnimi koeficienti, ki ima tri realne reZitve in ni razcepna v
racionalnih 3tevilih, nima resitev, ki bi se jih dalo izraziti z realnimi koreni.
Tak primer kubiZne enatbe so poimenovali casus irreducibilis (primer, ki se
ne di poenostaviti). In prav enaéba za sin1° je casus irreducibilis. To pa
ima za Vegovo tabelo globoke posledice. Jasno je, da nobenega sinusa s
celimi stopinjami, ki niso v tabeli, ni mogo€e izra€unati s koreni. To pomeni,
da je Vega izratunal vse, kar je mogote izratunati. (No, lahko bi izradunali
sin 1°30’, vendar nas to ni zanimalo.)

Najlepse se zahvaljujem kolegu Marku Petkoviku za sodelovanje pri
nastanku tega prispevka.

TomaZ Pisanski





