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FIZIGA

0 ZACETNIH STEVKAH V NIZIH STEVIL

Vzemite v roke telefonski imenik in upo3tevajte prvih tiso& naroénikov, pri
katerih je v naslovu navedena hi%na Stevilka. Tako dobite na primer na prvih
Zestih straneh in delu prvega stolpca na naslednji na zaZetku imenika za
Ljubljano (od strani 5 do prvega stolpca na strani 11) tiso& hi¥nih 3tevilk, to
Je &tevil. Koliko od njih se zaenja s 3tevko (cifro) 17 Koliko se jih zaenja z
2 in tako po vrstis 3, 4,5, 6, 7, 8 97 Pri tem se ne oziramo na to, ali ima
Stevilo eno, dve ali tri mesta, ampak se zanimamo samo za prvo 3tevko. Ali
je vsaka od devetih Etevk na prvem mestu zastopana priblizno enakokrat, to
je 1000/9 = 111-krat? Ne, nikakor ne, kakor kaZeta preglednica in diagram
(slika 1).

1 2 3 4 5 6 7 8 9
325 189 121 88 79 64 54 38 42
0,325 0,189 0,121 0,088 0,079 0,064 0,054 0,038 0,042

P, 0301 0,176 0,125 0,097 0,079 0,067 0,058 0,051 0,046
V prvi vrstici so navedene 3tevke in v drugi pogostnost, s katero se
pojavljajo na prvem mestu. Tretja vrstica vsebuje relativno pogostnost ali

deleZ, ki ga dobimo, ko pogostnost delimo s celotnim 3tevilom. V nagem
primeru je to 1000, tako da deleZa ni tezko izra&unati.
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Slika 1. DeleZ hisnih Stevilk, ki se zaZenjajo s 3tevkami od 1 do 9, za prvih tisoZ telefonskih
naro&nikov v Ljubljani (sklenjene &rte) in napovedi Benfordovega zakona (Zrtkane Zrte).
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NajveZkrat je na prvem mestu 3tevka 1, sledijo ji po vrsti 2, 3 in tako
dalje. Devetica je v nafem primeru na prvem mestu sicer pogosteje kot
osmica, a to je posledica razmeroma majhnega celotnega Stevila. Opazimo

namre¥, kako se postopno kaZe urejenost, ko upoStevamo vet in veé Stevil
(slika 2).
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Slika 2. Dele? hisnih 3tevilk, ki se zatenjajo s Stevkami od 1 do 9, za prvih 323 (prve tri
strani) telefonskih naroZnikov v Ljubljani (sklenjene &rte) in za prvih 728 (prvih pet strani)
telefonskih naroZnikov (Ertkane &rte). Pri manjSem 3tevilu zajetih Stevil so odstopanja
vetja.

Ugotovitev, o kateri porofamo ima zanimivo zgodovino. Simon New-
comb (1835 do 1909), profesor matematike in astronomije, je veliko dela
vloZil v izdelavo novih in natanZnejsih tablic za gibanje planetov in Lune. Pri
svojem rafunanju je opazil, kot Ze drugi pred njim, da so knjige z logaritmi
bolj zdelane na zaZetku. Za logaritme ni mogo&e reéi, da so jih bralci zaZeli
brati, pa nad njim obupali kakor nad slabim romanom. Zato je Newcomb leta
1881 pojav poskuZal okvirno pojasniti.

Temeljiteje se je ukvarjal z vprasanjem fizik Frank Benford pri ameriZki
druzbi General Electric. Leta 1938 je objavil élanek z naslovom Zakon ano-
malnih Stevil. Po Benfordovem zakonu se dele? Etevil, ki se zagenjajo s Etevko
n, z nara¥€ajolim Ztevilom preiskanih podatkov bliZa

n+1

h '

Pn = log g= 1 B i 0l

Po tej enatbi izratunane deleZe navaja zadnja vrstica preglednice.
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Benford je raziskal prve Stevke v dvajsetih nizih podatkov, med njimi
povriine porefja 335 rek, relativne atomske mase tisof kemijskih spojin,
hi¥ne Stevilke 342 znamenitih Ameri€anov. V celoti je obdelal veZ kot 20
tisof podatkov. V njih se je enica pojavila z najve&jim delezem 0,306, ...
devetica pa z najmanjdim delezem 0,047, kar se dobro ujema z zakonom.
Od posamiénih nizov so se nekateri zakonu bolje prilegali, drugi slab%e. Med
zadnjimi so bili na primer kvadratni koreni naravnih Stevil. Mednje sodijo tudi
telefonske Ztevilke iz naZega telefonskega imenika, saj se ljubljanske 3tevilke
sploh ne zaZenjajo s 6, 7, 8, 9. Benford je sodil, da velja njegov zakon za
Stevila, ki jih dobimo pri merjenju kake koli€ine, na primer doloZene snovne
lastnosti za razliéne snovi, &e izida ne moremo napovedati. Zato je govoril o
anomalnih Stevilih.

V fiziki poznamo veé podobnih zakonov. Logaritem razmerja med
vpadnim svetlobnim tokom in tokom, ki ga prepu%ta plast enakomerno ab-
sorbirajo€e snovi, je sorazmeren z debelino plasti. Logaritem razmerja zage-
tnega Stevila atomskih jeder in &tevila atomskih jeder, ki preostane pri radioak-
tivnem razpadanju po doloenem &asu, je sorazmeren s €asom. V fiziologiji
velja za odziv Eutil Weber-Fechnerjev zakon, po katerem je odziv sorazmeren
z logaritmom draZljaja, na primer izdatnost obZutka zvoka, to je glasnost, je
sorazmerna z logaritmom jakosti zvoka. Navadno mislimo na inverzno odvis-
nost in govorimo o eksponentnem zakonu. Tak zakon velja tudi v biologiji za
Stevilo bitij doloZene vrste pri neomejeni rasti.

Leta 1991 sta J.Burke in E.Kincanon preskusila Benfordov zakon na os-
novnih fizikalnih konstantah in poroZala o tem v American Journal of Physics.
Izbrala sta dvajset konstant od atomske enote mase preko Avogadrovega
Stevila do mase protona in hitrosti svetlobe. Za tako maloZtevilen niz ne
pricakujemo dobrega ujemanja z zakonom. Zares ni konstante, ki bi se zaZela
s 4 ali 7, a zakuda se jih z 1 zalenja 8, z 9 pa samo 2. Skoraj vse konstante
imajo enoto, kar pomeni, da je njihovo mersko Stevilo odvisno od uporabljenih
osnovnih enot. ObiZajno jih navedemo v mednarodnem sistemu enot, a Burke
in Kincanon sta jih za primerjavo naved|a tudi z angle$kimi osnovnimi enotami
in nista dobila ni€ slab%ega ujemanja.

Zares pri¢akujemo, da ugotovljena lastnost obseZnega niza podatkov ni
odvisna od izbire enote, &e gre za izide merjenja kake fizikalne koli€ine. Hitro
uvidimo, da Benfordov zakon obvelja, €& pomnoZimo vsa &tevila danega niza
z izbranim Stevilom. To je napeljalo nekatere na misel, da je zakon povezan
s kaosom in fraktali, za katere vemo, da so samopodobni in neob&utljivi na
merilo.
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Leta 1993 so B.Buck, A.C.Merchant in S.M.Perez v European Journal
of Physics porotali o svojem delu z razpolovnimi &asi atomskih jeder, ki
razpadajo z radioaktivnim razpadom «. Pri takem razpadu izstreli jedro
delec «, to je jedro helijevega atoma, in se spremeni v jedro elementa,
ki pride v periodni preglednici na vrsto dve mesti prej. V razpolovnem
Zasu razpade polovica zafetnega Stevila jeder. Razpolovni &asi segajo od
majhnih delov sekunde do milijard let. Trije fiziki so raziskovali podrobnosti
radioaktivnega razpada in poskuSali pojasniti izmerjene razpolovne Case s
teorijo. Porazdelitev podatkov po prvih Stevilkah je bil samo stranski proizvod
tega raziskovanja. Ugotovili so, da so se izmerjeni razpolovni &asi za 477
jeder dobro prilegali Benfordovemu zakonu: deleZ 1 je bil 0,296, ... delez 9
pa 0,052. Podobno so ugotovili za te razpolovne Zase, ki jih napove teorija:
deleZ 1 je bil 0,310, ... delez 9 pa 0,044. Pri nizu, ki vsebuje le 477 podatkov,
moramo biti pripravljeni tudi na nekaj odstopanja.

Doslej smo poroéali o tem, kaj ugotovimo, e se zanimamo za zaetne
Stevke v nizih Stevil. Ali je ugotovitev mogote pajasniti? Mnenja o tem niso
enotna.

S.Newcomb je izhajal iz dejstva, da lahko vsako pozitivno Ztevilo a
zapiSemo v obliki 10° z realnim 3tevilom s = loga, &€ mislimo na logaritme
z osnovo 10. Tisti, ki so Ze ralunali z logaritmi, se spominjajo, da celi del
s dolo€a lego decimalne vejice v Stevilu a, Stevilo samo, ne glede na vejico,
in s tem tudi njegovo prvo Stevko, pa dolo€a del s za vejico. Newcombu se
je zdelo samo ob sebi umljivo, da je neceli del s enakomerno porazdeljen na
intervalu [0,1). Tako bi Ze on lahko odkril Benfordov zakon.

Tudi Benford je mislil, da gre za zakon narave, ki ga ni treba podrobno
pojasnjevati. Po njegovem mnenju “narava Steje” na primer takole 1, 1-2
=222=442=28,82=16,... Vtem primeru so deleZi 3tevil, ki se
zalenjajo s posami€nimi $tevkami, sorazmerni z dolZino, ki ustreza tej Etevki
na logaritmiZnem ra&unalu (slika 3). Pred tremi desetletji so z njimi raéunali
Studenti, dokler jih niso izpodrinila Zepna raéunala.

Leta 1944 sta fizika S.A.Goudsmit in W.H.Furry ugovarjala, da gre
zgolj za posledico na%ega pisanja Stevil. To sta W.H.Furry in matematik
H.Hurwitz poskusila naslednje leto v isti reviji dodatno utemeljiti. Namesto
Benfordovega zakona bi dobili P, = loga[(n+1)/n], n < A, Ee bi pisali
Stevila v 3tevilskem sistemu z osnovo A, ne v desetizkem. Pri tem pomeni
log 4 logaritem z osnovo A.
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Slika 3. Na logaritmi€nem ratunalu ustrezajo doliine delefem zaZetnih Ztevilk; deleZ
podatkov z 2 na prvem mestu in deleZ podatkov z 1 na prvem mestu sta v enakem razmerju
kot daljica med 3 in 2 in daljica med 2 in 1 na skali C ali D.

B.J.Flehingerjeva je leta 1966 v reviji American Mathematical Monthly
izhajala od deleZa 3tevke n na prvem mestu v nizu naravnih Stevil n < N.
DeleZ Stevke 1 se na primer spreminja z NV, povpre&je, povpregje povpredja . ..
se za N — oo bliZajo log2. V isti reviji je leta 1969 R.A.Raimi raziskal pogoje,
pri_katerih dobimo Benfordov zakon, in je pri tem vklju&l neodvisnost od
merila. Razprava, ki smo jo nakazali, je zahtevna. Zato se je najbolje omejiti
na to, da ugotavljamo, kako dobro velja za doloZen niz podatkov Benfordov
“zakon”, in se ne ukvarjati s teZavami.
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