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RACUNARLNISTVD
POSPLOSENI HANOJSKI STOLP

Hanojski stolp verjetno vefina bralcev e pozna (slika spodaj). Vendar se v
prispevku ne bomo ukvarjali le z osnovno verzijo hanojskega stolpa, temve&
bomo nalogo nekoliko posplosili.

Najprej pa nekaj uvodnih besed za tiste, ki se boste s tem stolpom
sredali prvi€. Kot je razvidno z zgornje slike, hanojski stolp sestavljajo okrogle
plo3tice razli€nih velikosti, zlo%ene na poloZaju z oznako A. Naloga zahteva,
da prestavimo stolp z n plo¥&icami na poloZaj C, pri €emer si lahko pomagamo
s pomoZnim poloZajem B. Pri prestavljanju pa moramo upo¥tevati naslednji
pravili:

1. na vsaki ploZ€ici lahko leZijo le manj¥e plo¥€ice;

2. hkrati lahko prestavimo le po eno vrhnjo plo3&ico.

Najprej poskusimo prestaviti stolp z majhnim Ztevilom ploZ&ic, potem
pa 3tevilo plos€ic poveujmo. Pri ve&jem Etevilu plo$&ic izgubimo pregled in
nalogi nismo veZ kos brez papirja in svinnika. Program, napisan v pascalu,
nam pomaga prestaviti stolp z veliko plo&&icami:

program Hanojski_stolp;
var n: integer; { velikost stolpa }

procedure Prestavi(izvor, pomozni, cilj: char; n: integer);
{ Prestavi n plo$¢ic s poloZaja izvor na poloZaj cilj, }
{ pri &emer si pomaga s pomoZnim poloZajem pomozni. }
begin
if n>0 then begin
Prestavi(izvor, cilj, pomozni, n-1);
writeln('Prestavi ploscico s polozaja ',izvor,’ na polozaj '.cilj,".');
Prestavi(pomozni, izvor, cilj, n-1);
end;
end;
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begin { glavni program }
write("Vnesi velikost stolpa: '); readin(n);
Prestavi('A’, 'B", 'C’, n);

end.

Na&in re$evanja naloge je rekurziven. Vidimo, da podprogram Prestavi
klite sam sebe, vendar z druga&nimi parametri. Delovanje podprograma lahko

razloZimo takole: ‘IEIH

A =] c

Prestaviti Zelimo stolp z'n plos€icami s poloZaja A na poloZaj C preko
pomoZnega poloZaja B; klic Prestavi('A’, 'B', 'C', n) v glavnem programu.
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To storimo takole: Najprej prestavimo stolp z n — 1 plo&icami na po-
moZni polozaj; klic Prestavi(izvor, cilj, pomozni, n-1) v podprogramu.

=
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Potem prestavimo spodnjo plo%€ico na ciljni poloZaj; izpis writeln('Pre-
stavi ploscico s polozaja 'izvor,' na polozaj ',cilj,’.") v podpro-

gramu.
=

L
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Nazadnje stolp z n — 1 plo&icami prestavimo s pomoZnega na ciljni
poloZaj; klic Prestavi(pomozni, izver, c¢ilj, n-1) v podprogramu.

Premik stolpa z n — 1 plog&cami seveda opravimo rekurzivno na enak
na&in, le izvorni, ciljni in pomoZni poloZaj so drugae razporejeni. Rekurzijo
kon&amo, ko nam ni veZ potrebno prestaviti nobene plogice.

Izratunajmo Ze tevilo potrebnih premikov za prestavitev stolpa n plo&€ic.
Ozna&imo to Stevilo z N(n). |z podprograma Prestavi zlahka razberemo
N(1) = 1 in rekurzivno zvezo

N(n)=N(n—1)+1+N(n—1)=2-N(n—1)+1.
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Tako je
N(n)=2-N(n—-1)+1=2-(2-N(n—-2)+1)+1
=2-(2-(2-N(n=3)+1)+1)+1
=2-(2-2-...-2-2-NO+ D)+ D)+ ...+ 1)+1)+1
=R 902y  FBH44241=0"-1

Zadnjo enakost dobimo, &e v zvezo a" — b" = (a— b)(a""1 + 2" 2b+
+...+ab"™24 b”_l) vstavimo a = 2 in b= 1. To je tudi najmanj$e moZno
Stevilo premikov, kar se da lepo dokazati z matemati€no indukcijo.

Pa pove&ajmo Stevilo poloZajev. Kako si lahko sedaj, z vegjim ¥tevilom
pomoZnih poloZajev pomagamo pri prestavljanju stolpa? Navedeni program
poise reditev, ki zaradi uporabe dodatnih pomoZnih poloZajev potrebuje
precej manj premikov kot reditev, ki jo pois€e prejinji program.

program Posploseni_hanojski_stolp;

var
n: integer; { velikost stolpa }
k: integer; { skupno 3tevilo poloZajev }
izvor, cilj: integer; { zacetni in konéni poloZaj }

function Pomozni{i. izvor, cilj: integer): integer;
{ Pois¢e stevilko i-tega pomoZnega poloZaja, }
{ &e izvzamemo poloZaja izvor in cilj. }
begin

if i>=izvor then i:=i+1;

if i>=cilj then i:=i+1;

if i=izvor then i:=i+1;

Pomozni:=i;
end;

procedure Prestavi(izvor, cilj, n, k: integer);
{ Prestavi n plos¢ic s poloZaja izvor na poloZaj cilj, }
{ pri &emer si pomaga s k-2 pomoZnimi poloZaji. }
var i, maxPom: integer;
begin
if n>0 then begin
Prestavi(izvor, Pomozni(1, izver, cilj), n-(k-2), k);
if n<(k-2) then maxPom:=n else maxPom:=k-2;
for i:=2 to maxPom do
writeln('Prestavi ploscico s polozaja 'izvor," na polozaj ',
Pomozni(i,izvor cilj),".");
writeln('Prestavi ploscico s polozaja ' izvor,' na polozaj 'cilj,’.");
for i:=maxPom downto 2 do
writeln('Prestavi ploscico s polozaja ' ,Pomozni(i,izvor,cilj),
' na polozaj 'cilj,".");
Prestavi(Pomozni(1, izvor, cilj), cilj, n-(k-2), k);
end;
end;
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begin { glavni program }
write('Vnesi stevilo polozajev: '); readin(k);
writeE'Vnesi stevilko zacetnega polozaja: '); readin(izvor);
write('Vnesi stevilko koncnega polozaja: '); readin(cilj);
wrile('Vnesi velikost stolpa: '); readin(n);
Prestavi(izvor, cilj, n, k);

end.

PoloZaje ostevil€&imo s Stevili od 1 do k. Funkcija Pomozni(i, izvor,
cilj) vrne 3tevilko i-tega pomoZnega poloZaja. Ce je na primer izvor = 2,
cilj =4, potem z indeksom i takole naslovimo ostale, to je pomoZne, po-
loZaje:

izvor cilj
poloZaji 1 2 3 4 5 ... k—1 |k
i 1 2 3 ... k=3 k-2
Spremenljivka maxPom v podprogramu Prestavi predstavlja najvefji
indeks pomoZnega poloZaja, ki ga bomo uporabili. Ce je plo¥¢ic manj kot je
vseh pomoZnih poloZajev (n < k — 2), potem je maxPom = n, sicer pa je
maxPom = k — 2.

Delovanje podprograma Prestavi lahko prikaZemo na podoben naéin
kot v prejinjem primeru.

Prestaviti Zelimo stolp z n plos€icami z izvora na cilj; klic
Prestavi(izvor,cilj,n, k)

v glavnem programu.

To naredimo takole: Najprej prestavimo stolp z n—(k —2) plo&&icami na
prvi pomoZni poloZaj; klic Prestavi(izvor, Pomozni(1, izvor, cilj),
n-(k-2), k) v podprogramu. Na zaZetnem poloZaju ostane %e k — 2 (oziro-
ma n, & je n < k — 2) plo¥ic.
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V drugem koraku na ostale pomoZne poloZaje (teh je ravno k — 3)
razporedimo po eno plo¥tico z izvora; zanka for i:=2 to maxPom do
writeln(’Prestavi ploscico s polozaja ’,izvor,’ na polozaj ’,
Pomozni(i,izvor,cilj),’.’) v podprogramu. Na zaZetnem poloZaju
tako ostane le e ena plo3€ica, ciljni poloZaj pa je 8e vedno prost.

Z izvora prestavimo najvegjo plo&€ico na cilj; izpis writeln(’Prestavi
ploscico s polozaja ’,izvor,’ na polozaj ’,cilj,’.’) v podpro-

=, =

0 1 2 3 4

Z ostalih pomoZnih poloZajev v obratnem vrstnem redu prestavljamo
plo¥&ice na cilj; zanka for i:=maxPom downto 2 do writeln(’Prestavi
ploscico s polozaja ’,Pomozni(i,izvor,cilj),’ napolozaj ’,cilj,
'.?) v podprogramu.

o] 1 2 3 4

Stolp s prvega pomoZnega poloZaja prestavimo na cilj; klic Presta-
vi(Pomozni(1, izver, cilj), ¢ilj, n-(k-2), k) v podprogramu.

Premik stolpa z n — (k — 2) plo¥&icami zopet opravimo na enak natin,
le da so izvor, cilj in pomoZni poloZaj drugate razporejeni.

Pri vrednostih k = 3, izver = 1 in cilj = 3 je delovanje drugega
programa enako prvemu.
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Prestejmo $e Stevilo potez, ki jih potrebuje gornji program za reditev pos-
ploene naloge hanojskega stolpa. Z nekaj sistematiZnega dela, pri katerem
nam je rafunalnik v pomo&, sestavimo naslednjo tabelo, v katero vpi¥emo
Stevilo potez N(k, n) v odvisnosti od tevila plos&ic n in $tevila poloZajev k:

nk| 3456
¥l L3 33
2| 338 33
3| 7555
41597 7
5 9
6
7
8

311311

63211513
127 29 19 17
255 45 27 21

Iz tabele lahko uganemo tele formule, ki veljajo za poljuben n:

n n
NEB.n)=)> 271, N@n)=) 2792

i=1 i=1
& ' n
N(5,n) = Z 2(i+1) div3 (g ) = S o(i+2) div 4
i=1 g

Z natan&nim pregledom programa lahko razberemo tudi splogno formulo,
ki velja za poljubna k in n:

N(k,n) = i Hi+k—4)div (k-2)
i=1

= 21+(”_1)d'."(k_2)(k —2+(n—1)mod(k —2)) — (2k —5).

Ce vstavimo k = 3, dobimo ravno 2" — 1.

Seveda se lahko vpraZamo, ali je postopek optimalen glede 3tevila potez,
ali pa mogofe obstaja postopek, s katerim bi prestavili stolp z manjsim
Stevilom potez. Zal odgovora ne poznam.



Za konec pa %e legenda, ki sem jo slifal o hanojskem stolpu. Legenda
pravi, da je v Hanoju tempelj, v katerem menihi prestavljajo stolp iz 68 ploZic.
Ko bodo stolp prestavili, naj bi bilo konec sveta. Poskusite oceniti, kdaj naj bi
do tega prislo. Koliko Zasa pa bi potreboval izjemno hiter ra&unalnik? Koliko
potez na sekundo bi moral narediti, da bi prestavil tak stolp v sto letih? Bo
to kdaj moZno?

Ciril Pezdir





