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PREDGOVOR

Ta ucbenik je namenjen predvsem Studentom, ki poslusajo predmet
Racunalnisko nacrtovanje vezij oziroma jih zanima problematika nacrtovanja
vezij. V ucCbeniku sem predpostavil, da je bralec seznanjen z osnovnimi
analizami vezij oziroma s simulatorjem SPICE ter da obvlada osnove
elektronike. Osnovne analize vezij s simulatorjem SPICE so opisane v mnogih
tujih' in domacih knjigah [TUMA, 1997].

Tezavnost ucCbenika je prilagojena novim bolonjskim ucnim programom:
dodano je dosti zgledov, izpuSena je nepotrebna teorija in naprednim
Studentom je omogoceno poglabljanje. Nekatera poglavja so sicer dokaj obSirna,
vendar so dodana zato, da je z njimi zaokroZena celotna problematika.
Konkretne zahteve glede potrebnega znanja so podrobneje definirane v u¢nem
nacrtu.

Proucevanje vpliva variabilnosti parametrov je zelo zanimiv segment
nacrtovanja, ki je v ucbenikih pogosto zanemarjen. Ker so teoreti¢ni temelji
ob¢utljivosti zelo temeljito opisani v u¢beniku [BRATKOVIC, 1992], sem se
osredotoCil bolj na prakticno uporabo. Ker je bila v preteklosti uporaba
racunalnika povezana z nakupom dragih delovnih postaj in ustrezne programske
opreme, se je le malo inZenirjev ukvarjalo s problematiko, ki je povezana s
tolerancami. S pocenitvijo racunalniske opreme so tudi CAE/CAD orodja
postala dostopna SirSi strokovni javnosti. Sodobni simulatorji omogocajo
uporabo skriptnih jezikov, s pomocjo katerih je mozno implementirati mnoge
zahtevnejSe analize, kot je na primer analiza najbolj neugodnega primera. Kljub
doloceni avtomatizaciji je potrebno razumevanje ozadja teh analiz. Prav to pa je
namen tega ucbenika.

Vsebina ucbenika je razdeljena na devet poglavij. Naloge, ki so povezane z
nekim ra¢unanjem, so dodane le na koncu poglavij. ReSitve, ki naj olajsajo
pripravo Studentov na izpit, bodo kasneje izdane v posebni publikaciji. Do
izdaje bodo dostopne na mojih spletnih straneh®. V vsakem poglavju je mnogo
konkretnih zgledov, pri katerih je uporabljen simulator SPICE firme Intusoft, ki
temelji na Berkleyevem simulatorju 3f4. Vecina izpisov oziroma analiz je
napravljena s pomocjo skriptov oziroma skriptnega jezika.

Po uvodu sledi poglavje, ki je namenjeno definiciji tolerance. Ker se koeficienti
obcutljivosti uporabljajo skoraj v vseh poglavjih, je poglavie z naslovom
Analiza obcutljivosti skoraj takoj na zaCetku. Razumevanje tega poglavja je za
nadaljnje analize zelo pomembno. Analiza toleranc je razdeljena na dva dela: na
analizo najbolj neugodnega primera in na oceno statisticne tolerance. Ker je pri
slednji potrebno obvladati osnove statistike in verjetnosti, je v zadnjem poglavju
dodana kratka razlaga osnov statistike. Podrobnejse razlage so v mnogih

' [HYMOWITZ, 1988], [TUINENGA, 1988], [LAMEY, 1994], [RASHID, 2003].
http://saturn.uni-mb.si/~dogsa/



ucbenikih, od katerih najbolj priporo¢am [CIBEJ, 1998] in [CHATFIELD,
1983]. Po kratkem poglavju Primerjava metod za analizo toleranc sledi
pomembno poglavje Nacrtovanje toleranc. Za razumevanje tega poglavja je
potrebno obvladati vsa predhodna poglavja. Na koncu je nasteta literatura, ki
naj Studenta vpelje v podrobnej$o problematiko nacrtovanja in analize toleranc
ter statistike. V prilogi je Se dodana lestvica vrednosti po DIN IEC 63.

Predgovor k drugi izdaji

Vecjih sprememb ni. Popravil sem samo vse najdene napake. Ta izdaja obstaja
samo v elektronski obliki.

Junij, 2010
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1.

Uvod

Nacrtovanje vezja se zacne s postavitvijo zahtev oziroma specifikacij, ki morajo
biti definirane v obliki intervalov (glej sliko 1.1). Nato sledi nacrtovanje z
idealnimi vrednostmi elementov in drugih parametrov. Idealni so zato, ker pri
njih ne upostevamo njihove neizogibne variabilnosti. Tem vrednostim pravimo
tudi nazivne ali nominalne. Najprej poiSCemo takSne nazivne vrednosti
elementov, da je zadosceno specifikacijam. Ker variacija vrednosti elementov
(npr. temperature, baterijske napetosti, vrednosti uporov) povzroci tudi variacijo
lastnosti vezja, sledi nacrtovanje toleranc, ki pove, v kakSnem obsegu lahko
variirajo parametri, ne da bi presegli dovoljene meje, podane v specifikacijah. S
postopkom, ki mu pravimo analiza toleranc, nato preverimo vpliv zunanjih
dejavnikov (npr. temperature) in pravilnost nacrtovanja toleranc.

Zahteve

nacrtovanje z
nominalnimi vrednostmi,
preverjanje pravilnosti

A =20dB + 5dB

P =100mW + 50mW
Ubat=6..9V
Temperatura: -40° .. 80°
CENA< 20 EUR
MTBF<1000dni

50K 1K

nacrtovanje

toleranc
BC108C

!

6.9V

1K+20% -
1K£20% analiza
+ —_—
toleranc

BC108C
100<hfe<200

50K+10%

Predvidene —<
lastnosti vezja
A=21dB + 2dB

P = 80mW + 10mW
CENA< 20 EUR
MTBF<1000dni

Slika 1.1 Nacrtovanje in analiza toleranc v razvojnem ciklusu.
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Tako poteka vsako naértovanje, ki je namenjeno masovni proizvodnji. Tipi¢na
vpraganja, na katera mora naértovalec odgovoriti, so’:

e Ali bo vezje Se delovalo znotraj dopustnih odstopanj, ¢e se bo
temperatura spreminjala v -20 °C do 60 °C?

e Ali bo ojacevalnik Se vedno deloval, ko bo napetost padla za 20 %?

e Koliksne so lahko tolerance uporov in kondenzatorjev?

e Alije komponenta LM741 primerna za doseganje postavljenih zahtev?

Proucevanje vpliva variiranja vrednosti elementov je glavni namen tega
ucbenika. Ker vedno velja, da se z oZzenjem toleranc elementov viSa njihova
cena, je nacrtovanje toleranc zelo pomembna aktivnost. Robustnost je lastnost
vezja, ki pove, v kolik§ni meri je odporno na spremembo vrednosti elementov,
iz katerih je zgrajeno. Z dobrim nacrtovanjem lahko zelo zmanjSamo vpliv
toleranc elementov oziroma povecamo robustnost.

V poglavjih, ki sledijo, se bomo podrobneje seznanili s celotnim postopkom
analize in nacrtovanja toleranc.

3 Vpraganja se nanagajo na zgled, ki je na sliki 1.1.
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2. Definicija in meritev toleranc

Vzroke za spremembe lastnosti vezja lahko razdelimo v dve skupini:
notranji in zunanji vzroki. Notranji vzroki so povezani z lastnostmi gradnikov.
Tovarna, ki izdeluje 10nF kondenzatorje, nikakor ne more izdelovati
popolnoma enakih kondenzatorjev. Vrednost neke lastnosti, ki je bila pri
izdelavi zahtevana, bomo imenovali nazivna ali nominalna vrednost. Razlike,
ki se bodo vedno pojavljale med posameznimi gradniki, nastanejo zaradi
tehnoloskih postopkov in merilne negotovosti. Zunanji vzroki so povezani s
spremembo okolja (npr. temperatura), staranjem elementa (npr. napetost
baterije) in variacijo zunanjih virov oziroma bremen (npr. na izhod usmernika
lahko priklju¢imo razli¢na bremena). V vecini primerov na zunanje vzroke ne
moremo vplivati, saj so sestavni del zahtev. Zaradi tega dejstva mora vsak
kvantitativni opis lastnosti ali parametra vsebovati tudi dopustno
odstopanje, kar pomeni, da mora biti definiran z odprtim ali zaprtim
intervalom. Temu intervalu pravimo toleranca. Za toleranco obstajata dve vrsti
definicij.

1. definicija: toleranca je dopustna razlika med najvi§jo in najnizjo
dovoljeno vrednostjo nekega parametra oziroma lastnosti.

V bistvu gre za maksimalno in minimalno vrednost parametra oziroma
lastnosti. Odstopanje je lahko simetri¢no ali nesimetricno. Najpogosteje imamo
opravka s simetri¢no podano toleranco.

Zgled:

1. simetri¢no podana toleranca: U=5V 0,5V ali(5§£0,5)Vali5V+10%
2. nesimetri¢no podana toleranca: 7 V do 10 V nominalna vrednost 9 V

Prva definicija zado$¢a, kadar govorimo o nekaj primerkih. V primeru masovne
proizvodnje se toleranca nanasa na vecje Stevilo primerkov. Ker nikoli ne
moremo zagotovo vedeti, koliksna bo dejanska vrednost parametra naslednjega
primerka, oziroma lastnosti, je njegova vrednost nakljuc¢ni dogodek, ki ga
lahko obravnavamo s staliSCa verjetnosti oziroma statistike. Vecina
proizvodnih procesov je takSne narave, da se izmerjene vrednosti, s katerimi
podajamo neko lastnost, distribuirajo po Gaussovi porazdelitveni funkciji. Zato
se po dogovoru definira toleranca kot podrocje, v katerega pade 99,73 % vseh
vrednosti, oziroma (glej sliko 2.2) :

x" 130 2.1)
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2. definicija: toleranca je podrocje, v katerega pade 99,73 % vseh
primerkov.

Tako definirana toleranca pomeni, da Se vedno obstaja priblizno 0,3 %
verjetnosti, da bo vrednost nekega primerka lezala izven toleran¢nega intervala
(glej tabelo 2.1). V mnozici elementov se bo najveckrat pojavil taksen, ki bo
imel nominalno vrednost in zelo redko ekstremne vrednosti. Tipicen zgled je
upor, npr. 1kQ+5 %.

fr A fr A

[
-

©36 x° x°+36 950 1000 1050 RIQ]

Slika 2.2 Gaussova porazdelitev vrednosti neke lastnosti x in upora 1kQ+5 %

V praksi se vedno ne sreCujemo z Gaussovo porazdelitvijo, saj pogosto
proizvajalci izlo€ijo elemente, ki imajo ozje tolerance (glej sliko 2.3a). Izlocene
elemente ponujajo kot elemente, ki so izdelani v oZjem tolerancnem razredu.
Obcasno se pojavlja tudi enakomerna porazdelitev, kjer obstaja enaka
verjetnost, za vsako vrednost znotraj intervala x° + 36 (glej sliko 2.3b).

Tabela 2.1 Verjetnost pri razlicnih vrednostih c.

k P{-k <X <k } P{-k >X >k }
c 68.26 % 31,74 %

20 95.44 % 45,60 %

36 99.73 % 0,27 %

4o 99.9936 % 6,410° %

56 99.999 9426 % 5,7:10° %
60 99.999 999 802 % 1,98:107 %
7o 99.999 999 999 74 % 2,6:101°%
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Variacije parametrov niso vedno statisti¢cno neodvisne, ampak so lahko tudi
korelirane. Npr. pri proizvodnji integriranih vezij imajo vsi difuzijski upori
bodisi preveliko ali pa premajhno vrednost.

fr

v

v

x° +3¢ X° x° +30

»
o
+
(&)
Q
A
w
(o]
+
o’
Q
w

Slika 2.3 a. Porazdelitev, pri kateri so izloCeni elementi z 0zjimi tolerancami in
b. enakomerna porazdelitev.

Lastnosti vezij so lahko definirane tudi z grafi. Tudi tukaj uporabljamo
simetri¢ni in nesimetri¢ni nacin podajanja toleranénega obmocja, npr. nariSemo
lahko nominalno karakteristiko in obmocje +3c.

Uizh A lc A
/ S \\&
o W o N
Ic N
MANNNNN
'th Uce° ’Uce
a b

Slika 2.4 Toleran¢no podrocje neke karakteristike (a) in tolerancno obmocje
delovne tocCke tranzistorja (b).
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2.1

960 1000 104 R[Q]

Slika 2.5 Zgled — Porazdelitev upornosti 1kQ+5 % v vzorcu 40 uporov.
Proizvajalec A: srednja vrednost =1001€Q2, s = 5Q. Proizvajalec B: srednja
vrednost = 984Q), s = 7Q). Zahtevano : srednja vrednost = 1000€2, s = 17Q.

Porazdelitev Hfe

Frekvenca

200 250 300 350 400 450 500 550
Hfe

Slika 2.6 Porazdelitev izmerjenih vrednosti tokovnega ojacenja tranzistorja
BC547B. (Podatki v katalogu: tipi¢na vrednost 450, minimalna 200.)

Meritev toleranc

Ce imamo veliko $tevilo elementov, izberemo samo vzorec le-teh, s pomogjo
katerega nato ocenimo standardno deviacijo celotne populacije. Predpostavili
bomo, da imamo naklju¢no izbranih N primerkov in da lahko pri meritvi
dolocene lastnosti oziroma parametra zanemarimo merilni pogresek. Naj bo s
standardna deviacija vzorca in ¢ standardna deviacija celotne populacije. Le pri
velikem N je srednja vrednost vzorca priblizno enaka nominalni vrednosti
celotne populacije, iz katere smo izbrali N primerkov. Isto velja za standardno
deviacijo: ¢ = s. Z manjSanjem Stevila primerkov se natan¢nost ocene slabsa
(glej tabelo 2.2 in sliko 2.7). Npr. pri 100 vzorcih in pri 95 % stopnji zaupanja
je standardna deviacija celotne populacije 6 = s+14 %. Sele pri 200 primerkih
pade natancnost ocene na =10 % Pri oceni standardne deviacije celotne
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populacije vzamemo najbolj neugoden primer, to je pozitivno vrednost
napake. Na sliki 2.7 je to oznaceno s polno ¢rto.

A
o

N

Slika 2.7 Z vecanjem Stevila primerkov se manjsa interval, znotraj katerega lezi
o. Polna ¢rta je najbolj pesimisti¢na ocena, ¢rtkana pa najbolj optimisticna.

Tabela 2.2 Standardna deviacija celotne populacije ¢ v odvisnosti od Stevila
primerkov za 95 % stopnjo zaupanja. Standardna deviacija vzorca je oznacena s
¢rko s. Prikazan je najbolj neugoden primer.

N G

10 s+44 %
50 s+20 %
100 s+14 %
200 s+10 %

Zgled 1

Iz mnozice istih napetostnih virov z znano toleranco +20 % smo vzeli
razli¢no velik vzorec nakljuénih primerkov. Na podlagi tega vzorca smo
ocenili standardno deviacijo celotne populacije oziroma toleranco (glej
tabelo 2.3). Vidimo, da se rezultat neprestano spreminja in Sele pri
velikem Stevilu primerkov se ocena pribliza dejanski toleranci.

Tabela 2.3 Statisti¢ni podatki za napetostni vir UG = 10V£20 %. Velikost
vzorca je oznacena z N. Stopnja zaupanja je 95 %.

UG N=10 N=50 N=100 N=200 N=500 N=oo
Sred. vred. 10,05 10,06 9,97 9,98 9,99 10,00
Stand. dev. s 0,743 0,58 0,610 0,568 0,626 0,666
Toleranca 30 31,9 % 20,8 % 20,9 % 18,7 % 19,9 % 20,0 %
Max. vred. 11,61 11,61 11,61 11,61 11,93 12,00
Min. vred. 8,940 8,779 8,77 8,77 8,28 8,00
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Zgled 2

Iz mnozice kondenzatorjev smo naklju¢no izbrali 10 primerkov in
izmerili njihovo kapacitivnost. Izmerjene so bile naslednje vrednosti v
pF: 25, 24, 22, 25, 26, 20, 25, 24, 26, 21. Priblizno oceni, kolik$ne so
tolerance.

ReSitev:

Kondenzatorji v vzorcu imajo kapacitivnost med 20 pF in 26 pF. Srednja
vrednost vzorca je 24 pF in standardna deviacija je 2 pF. Ker imamo zelo
majhen vzorec (samo 10 primerkov), ocenjujemo, da lezi ¢ celotne
populacije nekje v intervalu 2 pF+44 % oziroma 1,12 pF..2,88 pF. Ker
bomo upostevali najbolj neugoden primer, bomo izbrali za sigmo
vrednost: 2 pF+44 % =~ 3 pF. Na podlagi vzorca ocenjujemo, da imajo
kondenzatorji v celotni seriji kapacitivnost (24+9) pF.

Popolnoma napacen je =zakljucek, da je toleranca kondenzatorjev
20 pF ... 26 pF, saj se ti podatki nanaSajo le na vzorec in ne na celotno
populacijo!

2.2 Standardne vrednosti parametrov

Vecina vrednosti parametrov oziroma lastnosti lahko zavzame katerokoli
vrednost in katerokoli toleranco. Npr. ojacevalnik ima lahko mo¢ 22W=+7 % in
integriran upor upornost 11,2K+5 %. Zaradi enostavnejSega nacrtovanja in
ekonomskih vzrokov je pogosto smotrno, da lastnosti gradnikov zavzamejo
tocno dolocene standardizirane vrednosti, ki imajo tudi doloceno toleranco.
Npr. diskretni upor ima lahko vrednost 150K+20 %, medtem ko kombinacija
180K+20 % ne obstaja.

Po standardu DIN IEC 63 so vrednosti parametrov in njihove tolerance izbrane
tako, da brez lukenj pokrijejo dolo¢eno podro¢je. Niz vrednosti je definiran z
izrazom, ki ga je potrebno pravilno zaokroziti:

oy

x(i) =100e ¥ (2.2)

i: zaporedni indeks v seriji, N: Stevilo vrednosti v dekadi.

Niz vrednosti ima oznako E<N>, kjer je N Stevilo vrednosti v dekadi. Npr. E6
pomeni, da je dekada razdeljena na 6 vrednosti. Po dogovoru ima naslednja
vrsta vedno dvakrat ve¢ vrednosti: E3, E6, E12, itd. (glej tabelo 2.4). Stevilo
vrednosti v dekadi in toleranca ter cena so seveda povezani: ve¢ je vrednosti,
nizZja je toleranca in vi§ja je cena. Npr. lestvica E6 ima v dekadi 6 vrednosti,
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druga po vrsti je 150420 %. Pri izbiri vrednosti je pogosto potrebno izbrati eno
izmed sosednjih vrednosti. Ce poznamo obgutljivost®, je odlo¢itev enostavna.

Tabela 2.4 Standardizirana lestvica vrednosti’.

E3(50%) | E6(20%) | E12 (10 %)

100 100

100 120
150 150

180

220 220 220

Tudi nacrtovalci integriranih vezij so pri izbiri dimenzij vezani na tehnoloske
parametre: vsaka dimenzija mora biti mnogokratnik doloc¢ene konstante.

* Obcutljivost bo razlozena v naslednjem poglavju.
> Celotna tabela je v prilogi.

15
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2.3 Naloge za poglavje 2

1. Tovarna proizvaja ojacevalnike z nazivno mocjo 24W. Iz tekocega traku smo vzeli 10

ojaCevalnikov in izmerili njihovo moc. Oceni toleranco moci ojacevalnikov, ki jih
proizvaja tovarna.

Rezultati meritev: 25W, 24W, 22W, 25W, 26W, 22W, 25W, 24W, 26W, 21W.
2. Imamo usmernik z napetostjo 5£1V. Kolik$na je verjetnost, da bo napetost na njegovem

izhodu lezala v intervalu 4,8 do 5,2V? Koliks$na je verjetnost, da bo napetost manjsa od
4,5V? Predpostavi, da so vrednosti napetosti porazdeljene po Gaussovi porazdelitvi®.

6 Za resitev te naloge je potrebno obvladati podpoglavie Normalna ali Gaussova porazdelitev, ki se nahaja v
poglavju Osnove statistike.
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3.

Analiza obcutljivosti

Proucevanje vpliva majhne spremembe nekega parametra na doloceno
lastnost vezja je osrednji problem, s katerim se ukvarja analiza obcutljivosti
(sensitivity analysis). V bistvu nas zanima, v kolik$ni meri je neka lastnost vezja
obcutljiva na spremembo posameznih parametrov. Npr. za ojacevalnik na sliki
3.1 nas zanima, v kolik$ni meri vpliva sprememba napajalne napetosti UCC na
kolektorski tok Ic.

ucc

Uizh

thl

I £

Slika 3.1 Preprost ojacevalnik.

To bi enostavno ugotovili tako, da bi najprej izmerili tok delovne tocke, nato pa
povisali napetost UCC za 2V. Ugotovili bi, da se je tok povecal za 4mA.
Kvantitativno ovrednotimo obcutljivost tako, da izracunamo kvocient:

sprememba lastnosti Al
i _ Al _AmAd v 3.1)
sprememba parametra AU 2V

Obcutljivost obi¢ajno oznacujemo s ¢rko S, ki ji lahko dodamo tudi dva
parametra:

Sk =2mAlV ali  S(Icc,Ucc)=2mAlV

Rezultat preberemo in interpretiramo na naslednji nacin: obcutljivost toka Icc na
spremembo napetosti Ucc v delovni tocki je 2mA/V, kar pomeni, da se pri dvigu
napetosti za 1V tok poveca za 2mA.

Podatki o obcutljivostih so zelo uporabni, saj jih potrebujemo pri:

1. analizi in nacrtovanju toleranc,

17
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2. pravilnem zaokroZevanju nazivnih vrednosti’,
3. iskanju parametra, s katerim bomo korigirali lastnost,
4. identifikaciji kriticnih elementov.

Obcutljivost lahko izratunamo na ve¢ nacinov: na analiticni naéin, s
perturbacijsko metodo, s pomoc¢jo Tellegenovega teorema in inkrementalnega
vezja®. V nadaljevanju bomo obravnavali samo prvi dve metodi.

Sedaj skusajmo idejo o obcutljivosti posplositi. Vezje, ki ga nacrtujemo, mora
zadostiti ve¢ zahtevam oziroma mora imeti dolocene lastnosti, npr.: vhodna
upornost, ojacenje, zgornja frekven¢na meja, prenosna karakteristika itd. Npr.:

U2
P=—=F(U,RLR2)
R1+ R2
kW /L
Au == ,'l ‘ “ :FZ(Wa’La’Wb’Lb)
kab/Lb

Te lastnosti bomo oznacili s F;, F>, ... Lastnost F; je odvisna od strukture,
vrednosti posameznih komponent’ in zunanjih dejavnikov (npr. temperatura).
Vrednosti komponent in zunanjih dejavnikov bomo poimenovali parametri.
Splosno odvisnost vseh lastnosti od m parametrov lahko zapiSemo kot niz
funkcij, ki imajo m argumentov:

Fy = F,(3,%500%,) = F (%)

F, =F,(x,x;,.,x,) = F,(x) (32)

Fn = Ez (‘xl’xz 7"’xm) = Fn (E)

Iz niza vseh lastnosti bomo izbrali samo na eno in jo oznacili s F. Lastnost F je
v matematicnem smislu funkcija, ki je lahko definirana na analiti¢ni nacin, s
tabelo ali pa z grafom. Pri obravnavi se bomo omejili samo na vezja in na
funkcije, ki so definirane v realnem prostoru. Ce je vezje Ze zgrajeno, lahko
lastnost F' in parametre tudi izmerimo. Tudi s simulatorjem lahko dolo¢imo
lastnost F' le, ¢e poznamo ustrezen model vezja in vrednosti parametrov. Torej
bo pogoj, ki ga bomo postavili takoj na zacetku, to, da lahko na neki nacin
doloc¢imo lastnost F, ¢e poznamo vrednosti parametrov.

7 Glej poglavije 2.2 Standardne vrednosti parametrov.
8 Vet o tem pristopu glej v [BRATKOVIC, 1992].
° Pri ojagevalniku na sliki 3.1 je bila lastnost kolektorski tok Ic.
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3.1

Ne smemo pozabiti, da lastnost F' ni odvisna samo od vrednosti parametrov,
ampak tudi od strukture vezja. Izbor strukture vezja je odvisen od zahtevanih
lastnosti, razpoloZljive tehnologije in od znanja, ki ga ima nacrtovalec. V vec€ini
primerov velja, da sprememba vrednosti parametrov ali strukture povzroci tudi
spremembo lastnosti.

Meritev obcutljivosti (perturbacijska metoda)

Najprej nas bo zanimalo, kako majhna sprememba samo enega izmed
parametrov vpliva na lastnost F. Ker bomo parameter x; spremenili samo za
majhno vrednost, nas bo zanimalo obnasanje /' v okolici dolocene tocke (glej
sliko 3.2). To tocko, ki jo bomo poimenovali nominalna ali nazivna vrednost,

bomo ozna¢ili zz x =(x| ,x;,..x;). Parameter x; za malenkost spremenimo

(ostali parametri morajo ostati nespremenjeni!) in izmerimo spremembo AF (za
zgled glej izraz 3.1):

AF|  F(x,+Ax,)-F(x,)
A (A —(x)

Tako izraCunani obcutljivosti pravimo inkrementalna obcutljivost.

Perturbacijska metoda je uporabna, kadar lahko parametre enostavno
spreminjamo in merimo spremembo lastnosti. Ce vezje Se ni zgrajeno, lahko s
simulatorjem to meritev zelo enostavno simuliramo.

Ce bi izbrali drugo to¢ko oziroma nazivno vrednost parametrov, bi se razen
izjem, obcutljivost spremenila.

Z manjSanjem spremembe parametra Axi se razlika med diferencialno in
inkrementalno obcutljivostjo manjSa. Ker v imenovalcu racunamo razliko med
dvema skoraj enakima S$teviloma, lahko pride pri majhnih spremembah do
velikih pogreSkov. Pri meritvi na toCnost tudi vpliva kakovost instrumenta.
Velikost spremembe je obi¢ajno 10 % do 30 % nazivne vrednosti. Ce je
toleranca znana, potem obicajno izberemo o, 20 ali pa 3c.

Najvecja prednost perturbacijske metode je njena enostavnost oziroma
univerzalnost, saj ne zahteva analiticnega izraza za opis lastnosti F. Pri velikem
Stevilu parametrov postane neprakticna, saj moramo za m parametrov izvesti
m+1 meritev'® oziroma simulacij. Ker obstajajo tudi druge metode, kjer lahko z
eno ali dvema simulacijama dobimo obcutljivosti neke lastnosti na vse
parametre, lahko to §tejemo za njeno slabost.

' Ena meritev oziroma simulacija je potrebna tudi za dologitev vrednosti lastnosti pri nominalnih vrednosti

parametrov.

(3.3)

19
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Zgled

S perturbacijsko metodo'' izraunaj obgutljivost resonanéne frekvence
nihajnega kroga na spremembo induktivnosti (L = 0,01H, C = 0,01F).

Nominalna vrednost resonanéne frekvence:

w, =F(L,C)= L _ ! =100s""

VL 710771077

Izberemo 10 % poviSanje L. Pri L = 0,011H je frekvenca:

1

@, = =953s"
J11-1072:1072
S, _AF ] =w=—4,7.103s‘1 /H =-4,7s" I mH
AL 15 0,001

Ce se induktivnost poveda za 1mH, pade frekvenca za 4,7s™.

3.2  Analiti¢ni izracun obc¢utljivosti

Ce je F v tej to¢ki odvedljiva, je ob&utljivost lastnosti F na majhno spremembo
parametra x; definirana kot parcialni odvod F po x;:

(3.4)

F
A

Ker gre za infinitezimalno majhne spremembe, bomo S poimenovali

diferencialna obcutljivost'? lastnosti F na spremembo parametra Xj.

Pogosto ji pravimo kar koeficient obcutljivosti oziroma obcutljivost lastnosti F

na parameter x;.

"' Ce poznamo analiti¢ni izraz za lastnost, raje uporabimo analitini pristop, ki je v nadaljevanju opisan. Tukaj je
samo zaradi zgleda uporabljena perturbacijska metoda.
12 Stresico smo dodali zato, da bomo lahko razlikovali med normirano in nenormirano ob&utljivostjo.
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v

Slika 3.2 Spreminjanje neke lastnosti v odvisnosti od parametra x;. Obcutljivost
v delovni tocki je v bistvu vrednost odvoda v tej tocki, ki je odvisna tudi od
poloZzaja tocke oziroma nominalne vrednosti parametra.

Zgled

Izracunaj obcutljivost resonancne frekvence nihajnega kroga na
spremembo induktivnosti (L = 0,01H, C = 0,01F).

Obcutljivost frekvence na spremembo L:

. —%(LC)_M C= —%(102 102)7"%.0,01=-5000s" / H

Kadar so pricakovane spremembe oziroma nazivna vrednost precej
manjSe, kot je osnovna vrednost enote, ustrezno spremenimo enoto
parametra. Ker je nazivna vrednost 10mH, bomo obcutljivost podali v
enoti s /mH:

S. = % =-5000s" /H =55 /mH

Kot smo pricakovali, se rezultata za malenkost razlikujeta.

3.3 Normirana obcutljivost

Spremembo oziroma odvod lahko izrazimo tudi v procentih. Pogosto Zelimo
ugotoviti, kako vpliva relativna sprememba parametra, izrazena v procentih, na
spremembo lastnosti. Ce je ena izmed sprememb izrazena v procentih, potem
govorimo o normirani ob¢utljivosti. To ugotovimo s primerjavo posameznih
obcutljivosti. Za primerjavo med raznimi obcutljivostmi je primerno normiranje
na relativno spremembo parametra:

S, = = L (3.5)
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Enota tako definirane obcutljivosti se nanasa na en procent spremembe. Na
primer 5 V/% pomeni, da se bo napetost povecala za 5V, ¢e se poveca vrednost
parametra za 1 %. Obcutljivost lahko normiramo tudi na nominalno vrednost
lastnosti:

Sy =—— (3.6)
Ce gre za zelo majhne spremembe, se pogosto uporablja enota ppm (parts per

million — milijoninka), npr.: 2-107/V = 2000ppm/V.

Normiramo lahko hkrati na nominalno vrednost lastnosti in parametra:

AF
Sy =—- 3.7
e 3.7

~ |><

Zgoraj definirana obcutljivost nima enote in se podaja v razmerju %/%.

Zgled 1

Nazivna vrednost nekega stabiliziranega vira pri 27 °C je 2V. Ce se
temperatura dvigne za 2 °C, se napetost poveca na 2,0008V. Izracunaj
obcutljivost in jo normiraj na razlicne nacine.

/\U J—
, AU 2220008 e
AT = T 2729
U
o AU T _(@-2000927
AT 100 (27-29)100
U
oL AU 100 220008100 (oo si00
AT U (@27-292
U
, AU T @=20008027 05404/

AT U (27-29)2

Pogosto ne poznamo analiticnega izraza za neko lastnost, ampak samo
obCutljivost. Ce sprememba parametra ni prevelika, lahko kljub temu
izratunamo posledico, ki jo povzro¢i majhna sprememba parametra x; (glej
sliko 3.3):

AF =S - Ax,

X; i
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Flx; +Ax, )~ F* + AF = F* + 8 - Ax, (3.8)

V bistvu smo linearizirali lastnost F° v okolici delovne tocke. Popolnoma
natancen rezultat bi dobili, ¢e bi vrednost spremembe vstavili v funkcijo:

F=F(x +Ax,)
A
y ¢ 1
F(x° +4x°) \ A/
S‘AX /
F(x°) y

T T >
x°  X+Ax

Slika 3.3 Z ve€anjem spremembe parametra (Ax) se veca tudi napaka €.

Oznaéimo z AF(x;) spremembo lastnosti, ki je posledica spremembe i-tega
parametra.

Ce je obéutljivost normirana na relativno spremembo, izrazeno v procentih
(enacba 3.5 ), potem mora biti tudi Ax izrazen v %. Ce se hkrati spremeni ve¢
parametrov in so te spremembe majhne, je skupna sprememba kar vsota 4F(x;):

AF = > AF(x,) (3.9)

oziroma

AF ~ ST Ax +SEA, +..+ 5] Ax, =) S[Ax, =S"-x (3.10)

i=1



24 T. Dogsa: CAE/CAD v elektroniki: Analiza in nacrtovanje toleranc

Zgled 2

Z analizo obcutljivosti filtra smo dolocili obc¢utljivost mejne frekvence na
spremembo posameznih parametrov'®. Za koliko se spremeni mejna
frekvenca, ¢e se C1 poveca za 10 % in R2 zmanjsa za 5 %?

UA741

vcc

R1 R2
10k 10k

[ + Vout

1
"
Vin 1 c1 C2

T 1n I 1n Vee

Parameter | S [Hz/%]
vce -3,9-107°
VEE -1,3-1077
Cl 20

R1 -50

R2 -50

Cc2 =117

Afeg = SFEACT+ SFEAR2 = 20Hz / %-10% + (= S0Hz / %)~ 5%) = 450 Hz

Mejna frekvenca filtra se je dvignila za 450Hz.

V nekaterih primerih so parametri odvisni od neke skupne spremenljivke, npr.
napajalne napetosti, temperature:

F(T) = F(x,(T)....x, (T)) (3.11)

V tem primeru obcutljivost na temperaturo izracunamo tako, da vsak parameter
dodatno odvajamo po T:

~" OF OF dx, OF dbx, OF dx,,
Sr=—=—"—+—"—""F+..+—
oT ox, dT 0Ox, dT ox, dT

(3.12)

"3 Na sliki je Sallen-Keyev filter.



T. Dogsa: CAE/CAD v elektroniki: Analiza in nacrtovanje toleranc 25

AF oF A A AF Am A A X

Sr=—=8,8Sr+S8, Sr+..+85:, Sr (3.13)
oT

A Xm

V tem primeru imenujemo S7 temperaturni koeficient parametra x,,.

Zgled 3

Izra¢unaj obcutljivost napetosti U na spremembo temperature.

cOl R v

U=I,R in R=R, + kT?*. Nazivne vrednosti: I = 0,1A, R = 1000,
k=2Q/rC*, T=25°C

Resitev:

Ker so znani analiticni izrazi, bomo uporabili analiticni izra¢un

obcutljivosti:

AU
U _Udly BUdR _o oy

"Tor " al, dT ' R dT

Obcutljivost v tocki, ki jo dolo¢a nazivna vrednost:

U

Sy =21,kT =2-01.2-25=10V/°C

3.4 Dolocitev obcutljivosti s simulatorjem

Vecina simulatorjev ima vgrajen ukaz le za izracun diferencialne obcutljivosti
delovne togke'* na spremembo posameznih parametrov. Za izradun drugih
obcutljivosti je potrebno simulirati ustrezno meritev (perturbacijska metoda)
oziroma uporabiti ustrezni skript"’.

' Delovna togka vezja so vse vrednosti enosmernih tokov in napetosti. Pogosto merimo samo najpomembnejse

napetosti in tokove.
15 To je poseben jezik, s katerim lahko krmilimo delovanje simulatorja.
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Zgled 1 — Izracun obcutljivosti s simulatorjem

Zanima nas obcutljivost napetosti v vozlis¢u Stevilka 1 na spremembe
vseh parametrov. Ker gre za obcutljivost delovne tocke, uporabimo ukaz
.SENS V (1), ki sprozi analizo diferencialne obcutljivosti. Izpis
prikazuje slika 3.4.

Spremembo lastnosti ' dobimo tako, da pomnozimo normiran koeficient
obcutljivosti, ki ga izpiSe SPICE, kar z odstotno vrednostjo spremembe
parametra. Npr. ¢e je AR2 = 10 %, je sprememba napetosti
AV(1)=0,125V.

DC SENSITIVITIES OF OUTPUT V(1)

ELEMENT ELEMENT ELEMENT NORMALIZED
NAME VALUE SENSITIVITY SENSITIVITY
(VOLTS/UNIT) VOLTS/PERCENT)

R2 2.000D+03 6.250D-04 1.250D-02

R3 2.000D+03 6.250D-04 1.250D-02

R1 1.000D+03 -2.500D-03 -2.500D-02

VG 1.000D+01 5.000D-01 5.000D-02

Il 2.500D-06 9.815D+04 2.454D-03
Q4

BF 1.000D+02 6.238D-04 6.238D-04

Slika 3.4 Zgled izpisa rezultatov'® analize ob&utljivosti (verzija SPICE 2G6).

Zgled 2: Izracun obcutljivosti s simulatorjem IsSpice4

Zanima nas obcutljivost napetosti UR oziroma V(2) na spremembe

parametrov.
1 1k 2
L O
R1
0 R2 R3 UR
uG 2k
10V 2k
O
0

Diferencialna ob¢utljivost

Vgrajen ukaz .sens izraCuna samo nenormirane koeficiente
obcutljivosti delovne tocke.

' D+03 pomeni 10°. Crka D pomeni, da gre za dvojno, E pa za enojno natanénost.
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E:\..\ZGLED-DELILINK.CIR SENS

*#SAVE V(1) @V1[I] @V1[P] V(2) @R1[I] QR1[P] @R2[I]
*#SAVE QR2[P] QR3[I] @R3[P]

*#ALIAS UIZH

*#SENS V(2)

*#PRINT ALL

vl 1 0 DC=10

R1 1 2 1K

R2 2 0 2K

R3 2 0 2K

.END

ELEMENT ELEMENT ELEMENT
NAME VALUE SENSITIVITY
rl 1.000e+003 -2.500e-003
r2 2.000e+003 6.250e-004
r3 2.000e+003 6.250e-004
vl.dc 1.000e+001 5.000e-001

Slika 3.5 Diferencialna obcutljivost napetosti UR (verzija IsSpice4).

Inkrementalna obcutljivost

Isto nalogo lahko reSimo tudi s perturbacijsko metodo. Velikost
spremembe parametrov naj bo 1/3 vrednosti tolerance oziroma o. Ker
imamo 4 parametre, je potrebno izvesti 5 simulacij. Problem hitreje
re§imo, ¢e uporabimo ustrezen skript za izracun obcutljivosti. Kljub
obstoju takSnega skripta, je potrebno napisati Se lastni skript, ki izracuna
doloCeno lastnost. Ker gre v naSem primeru za preprosto lastnost
(napetost UR), je ta skript zelo enostaven.

PARAMETER NOMINALNA | SPREMEMBA | OBCUTLJIVOST | RELATIVNA
VREDNOST PARAMETRA [V/ENOTO] OBCUTLJIVOST
(V/%]
rl 1,0K 66,667 -2,41e-3 -2,41e-002
r2 2, 0K 133,33 5,95e-4 1,19e-002
r3 2, 0K 133,33 5,95e-4 1,19e-002
vl 10,0 0,66667 5,00e-1 5,00e-002

Slika 3.6 Inkrementalna obcutljivost UR na posamezne parametre.

Ce primerjamo diferencialno in inkrementalno obé&utljivost napetosti UR,
vidimo, da se za malenkost razlikujeta.
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3.5 Naloge za poglavje 3

1. Lastnost F je opisana s funkcijo F =4x,x; +3x] —2. Nominalna vrednost delovne

tocke je x; =1 x; = 2. Kateri parameter najbolj vpliva na F?

2. Pri temperaturi 25 °C je bila izhodna napetost 250mV, pri 30 °C pa 245mV. Koliksna je
obcutljivost napetosti na temperaturo (temperaturni koeficient)? Obcutljivost izrazi na
dva nacina: v enotah mV/ °C in v ppm/ °C.

3. Nazivna vrednost toka je 200pA, obcutljivost toka na spremembo napajalne napetosti pa
100ppm/V. Za koliko pA se bo povecal oziroma zmanjsal tok, ¢e se bo povecala

napajalna napetost za 2V?
2

4. Disipacija nekega vezja je opisana z izrazom: P =1 2R1 +——. Nominalne vrednosti so:
2

I=2A,U=4V,R1=6Qin R2 = 1Q. Kolik$na je nazivna moc? Na spremembo katerega
parametra bo mo¢ najbolj obc¢utljiva? Kolik$na je sprememba moci, ¢e se upor R1 poveca
za 2 %, napetost U pa zmanj$a za 4 %? Spremembo moci izracunaj na dva nacina.

5. IzraCunaj na dva nacina obcutljivost izhodne napetosti na spremembe vrednosti uporov: z
analiti¢no in perturbacijsko metodo. KolikSna je natan¢nost izratuna AUizh s pomocjo
obcutljivosti, ¢e pricakujemo naslednje spremembe:

= povecanje posameznega upora za 10 %,
= povecanje posameznega upora za 0,5Q in

= upora R1 in R2 se povecata za 10 % in R3 se zmanjsa za 5 %?

R2

R3
IG 9 A R1 Uizh

T o

IG=1A, R1=2Q, R2=16Q, R3 = 6Q.

6. Doloci potek moci na uporu RG v odvisnosti od napetosti UG.
a. Koliksna je obcutljivost mo¢i na uporu R na spremembo napetosti UG?
b. Koliks$na je obcutljivost moci na uporu RG na spremembo napetosti UG?
c. Koliksna je obcutljivost mo¢i na uporu R na spremembo upora R?
Obcutljivosti izrazi v enoti W/%.

(RG = 1Q, UG = 10V, R = 9Q)
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Vg
10

Uizh

7. Kolik$na je obcutljivost toka I na spremembo napetosti UG? Uporabi perturbacijsko
metodo. (RG = 1Q, UG = 10V, R = 9Q, R1 = 100, IB = 5A). Izberi 5 % spremembe
parametrov. Obcutljivost izrazi v enoti [%/V].

RG |
1 _>.
+
R IB
VG() R1 9 l 5
10 10
— 1

8. S pomocjo obcutljivosti ugotovi, za koliko se spremeni tok I, ¢e se upor R zmanjsa za 5
%? Vezje je enako kot pri nalogi 7. Uporabi analiti¢ni izracun obcutljivosti.

9. Z nominalnimi parametri smo izvedli simulacijo 1. Nato smo Vdd povisali na 5,5V in
izvedli simulacijo 2. Parameter W2 smo povecali za 0,8 pum in izvedli simulacijo 3. Nato
smo povecali temperaturo za 100 °C in izvedli simulacijo 4. Vsakic¢ smo spremenili samo
en parameter. Izracunaj obcutljivost toka na spremembo napajalne napetosti in na

spremembo dimenzije W2.
obcutljivosti.)

X3
1u
L=1u

X2
w=2U
L=1U

X1
W =2U
L=1U

-

(IzraCunaj nenormirano

T

=~

q

=

In vse variante normirane

Vdd
5

Simulacija 1 Simulacija 2 | Simulacija3 | Simulacija 4

+AVdd +AW2 +AT
V(2) 2.96e+000 3.21e+000 2.88e+000 2.89%e+000
V(1) 1.35e+000 1.47e+000 1.39e+000 1.32e+000
V( 3) 5.00e+000 5.50e+000 5.00e+000 5.00e+000
tok 4.68e-005 6.44e-005 5.22e-005 3.89e-005
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10. Glej podatke iz prej$nje naloge. Koliksna je obcutljivost V(2) na spremembo napajalne
napetosti? Obcutljivost izrazi v enoti V/%. KolikSen je temperaturni koeficient toka
izrazen v ppm/ °C?

11. Zanima nas obcutljivost toka delovne tocke Ic na spremembe upornosti in napajalne
napetosti oziroma kateri element najbolj vpliva na Ic? Tokovno ojaenje tranzistorja je
500.

vee
RC
R
Q
R2
L RE
GND

12. Imamo enak ojaCevalnik kot pri prejSnjem zgledu. Kateri upor najbolj vpliva na
diferencialno vhodno upornost v vozlis¢u 2?

13. Kako bi s pomocjo simulatorja SPICE dolo¢il, kateri element najbolj vpliva na zgornjo
frekvencno mejo ojacevalnika? Na kratko opiSi postopek.

14. Znani so podatki o naslednjih obcutljivostih: S;MZ =01V /°C, Sy =001V /%,
SU* = 0,02V /% . Kolikéna bo sprememba Uizh, ¢e se temperatura dvigne za 20 °C,

obe upornosti pa se povecata za 10 %?

15. Toleranca katerega izmed uporov R1 in R4 najbolj vpliva na Rvh?

R4

R3 R2
Rvh
| —
T

R1

R3 =R2=10Q, R4 =200, R1 =5Q

16. Izracunaj normirano obcutljivost [/%)] napetostnega ojacenja na spremembe uporov.

R2=100K

| —
| S|

R1=10K
>
+
Uvh l Uizh
R3=10K
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4. Pregled metod za analizo toleranc

Analiza toleranc je postopek, kjer iS¢emo toleranco dolocene lastnosti vezja, pri ¢emer
poznamo tolerance in nominalne vrednosti parametrov (glej zgled na sliki 4.1). V
razvojnem ciklusu vezja (glej sliko 1.1) najprej nacrtujemo z nominalnimi vrednostmi, Sele
nato sledi nacrtovanje toleranc parametrov. TipiCni variabilni parametri so: temperatura,
napajalne napetosti in tolerance diskretnih elementov (npr. hgg). V bistvu nas zanima, kako
vplivajo variacije vseh parametrov na spremembo lastnosti. V vecini primerov analiziramo
tolerance zato, da bi preverili, ali smo pravilno dolo¢ili tolerance parametrov.

Glede na definicijo tolerance lahko metode za analizo razdelimo v dve skupini. V prvi, ki je
usmerjena v iskanje najbolj neugodnega primera (worst case analysis), so naslednje
metode:

analitiCna metoda,

linearizacija lastnosti,

vse mozne kombinacije vrednosti parametrov,
ustrezen izbor ekstremnih vrednosti,
matemati¢no programiranje,

izku$nje (empiri¢na ocena toleranc),

genetski algoritmi in

poskusanje.

PRNAN B DD =

V drugo skupino spadajo metode, kjer iS¢emo toleranéno obmocje, ki je definirano s
podrocjem +3c. Med temi metodami, ki jim pravimo tudi statisticne metode, je najbolj znana
Monte Carlo analiza.

R1+20%
——— 1 0
+
uc+20% (D R2420% R3+20% | UR+??
f O
RVH* ??

Slika 4.1 Zgled za analizo toleranc — znane so nominalne vrednosti in tolerance parametrov,
iS¢emo toleranco dveh lastnosti: UR in Rvh.

Ce poznamo dopustno toleranco lastnosti, potem s to analizo tudi preverjamo, ali dejanska
toleranca lastnosti presega dopustno.
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S.

5.1

Analiza najbolj neugodnega primera

V prej$njem poglavju smo ugotovili, da se vrednosti parametrov glede na
posamezen primerek spreminjajo, vendar lezijo vedno znotraj predpisanega
tolerancnega obmocja. Te spremembe se odrazajo tudi v spremembah lastnosti.
Najbolj neugoden primer'’ je takina kombinacija vrednosti parametrov,
pri katerih doseZe variacija lastnosti maksimalno vrednost. Zgodi se lahko,
da vrednost lastnosti preseze dopustna odstopanja, ali pa da vezje sploh ne
deluje pravilno. Nacrtovalca zanima, kolik§ne so vrednosti lastnosti v najbolj
neugodnem primeru in kolik$na je verjetnost, da se to zgodi. Pri iskanju najbolj
neugodnega primera verjetnostnega vidika ne bomo upostevali. Predpostavili
bomo, da obstaja zadostna verjetnost, da se najbolj neugoden primer zgodi.

Analiti¢cna metoda

Lastnost F (npr. napetost usmernika, mo¢, cena) naj bo odvisna od m
parametrov. x; .. x;. Parametri so lahko dimenzije (npr. W = 2um) ali pa
vrednosti elementov (npr. R = 10K, UG = 5V), vrednosti parametrov v modelih
polprevodnikov (npr. hpp, Ug), vrednosti generatorjev, s katerimi vzbujamo
vezje in pa vsi drugi dejavniki, ki kakorkoli vplivajo na lastnost F (npr.
temperatura). Pri proizvodnji integriranih vezij so to procesni parametri.

Oznacimo z n Stevilo lastnosti, ki nas zanimajo:

E = E(xl’xz :"7xm) = E(K)
Ey = Fy(x;,%,,..,x,) = F5(x)

F,=F, (x,%,,..,x,) = F,(x)

Znane so tolerance vsakega parametra: x;" < x;, <x, . Vsi intervali, znotraj

katerih se gibljejo vrednosti parametrov, tvorijo parameterski prostor. Pri
analizi najbolj neugodnega primera i§¢emo maksimum'® in minimum
funkcij Fj na prostoru, ki ga definirajo tolerance parametrov. Ce problem
prevedemo v matemati¢ni jezik, v bistvu iS¢emo maksimum in minimum
funkcije FJ v omejenem prostoru. Tiste z najve¢jimi oziroma najmanjSimi
vrednostmi bomo poimenovali absolutni, ostale pa lokalni minimumi oziroma
maksimumi. Ker imajo te funkcije v ve€ini primerov veC parametrov, iskanje
ekstremov ni enostavno. Ce gre za samo en parameter, je problem zelo
enostaven:

= Poisc¢emo tocke, v katerih ima funkcija odvod enak nic.
= Z drugim odvodom dolo¢imo, ali so ekstremi maksimumi ali minimumi.

17 Angl. worst case (WC).
'8 Maksimum oziroma minimum bomo oznaéili z naslednjo notacijo: mianj (X)J, max[Fj ({)J .
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Zgled

Izra¢unamo vrednosti na robovih intervala.
1z podatkov, dobljenih v 2. in 3. koraku, dolo¢imo absolutne ekstreme.

Neko vezje ima dve lastnosti F; in F,. Obe sta odvisni samo od enega
parametra, ki lahko zavzame vrednost 3 < x < 6. Nominalna vrednost
parametra je x° = 4.

F=f (x) (natancen potek lastnosti je v tem zgledu zahtevna funkcija,
zato je samo simboli¢no podana)

F, =2(x-2)

Ce poteke lastnosti nariemo, lahko takoj od¢itamo obmogje, znotraj
katerega se bosta gibali obe lastnosti. Problem bomo resili na analiti¢ni
nacin.

ReSitev za lastnost F1:

Izratunamo odvod Fl: F| = (x - 0,5)(x - 1)(x - 3,5)(x - 5) . Znotraj
parameterskega prostora sta samo dve ni¢li: x = 3,5 in x = 5. Vrednosti
lastnosti v teh lokalnih ekstremih sta: F; (x = 3,5) =52 in

F(x=5)=2.

Izratunamo Se vrednosti na robovih: F| (x = 3) =4 in F| (x = 6) =T7.
Sedaj lahko izberemo absolutna ekstrema:

F™ =F(x=6)=7in F™ =F(x=5)=2
Najbolj neugoden primer oziroma toleranca lastnosti F je:

2<F <7

Nominalna vrednost lastnosti: £}’ (x = 4) =3
ReSitev za lastnost F2:

F, = 4(x - 2) Nicle odvoda 0= 4(x - 2) so prix = 2. Ker te vrednosti
parameter ne more zavzeti', nas ta ekstrem ne zanima. Izradunamo
vrednosti na robovih: F, (x = 3) =2 in F, (x = 6) =32 . Takoj vidimo,
da sta edina ekstrema tista, ki sta na robovih. Najbolj neugoden primer
oziroma toleranca lastnosti F; je

2<F, <32

' Vrednost lezi zunaj prostora, ki ga definirajo tolerance parametrov.
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Nominalna vrednost lastnosti: £, (x = 4) =8

Pri spremembi parametra 3 < x < 6, lahko pricakujemo spremembe
lastnosti:

2<F <7 in2<F, <32.

Na sliki 5.1 sta prikazana poteka obeh lastnosti.

32 [T

Slika 5.1 Potek obeh lastnosti, ki sta odvisni samo od enega parametra. Funkcija
na desni ima vec¢ lokalnih ekstremov.

V ve€ini primerov je potek lastnosti znotraj parameterskega prostora monotona
funkcija (glej sliko 5.2) in ekstremi so na robovih parameterskega prostora.
Velika dinamika (ve¢ lokalnih ekstremov), ki jo kaze slika 5.1, je zelo redka. S
tem zgledom smo skusali samo pokazati, da ne velja vedno, da se ekstremne
vrednosti lastnosti pojavljajo pri ekstremnih vrednostih parametrov.

Ce imamo veé kot en parameter, se postopek zelo zaplete, tako da v splonem ni
mozno dolociti ekstremnih vrednosti lastnosti F' na analitiéni naéin in si je
potrebno pomagati z numeri¢nimi postopki. Pri optimizacijskih metodah gre za
zelo podoben problem?®. Bistvena razlika je v tem, da je pri optimizaciji prostor,
ki ga lahko zavzamejo parametri, dosti vecji. Pri analizi toleranc gre za zelo
ozko podrogje, kjer lahko pogosto predpostavimo, da je F priblizno linearna.

Le analiticna metoda lahko garantira natancne meje toleranc oziroma doloci
absolutno najbolj neugodno vrednost lastnosti F. Z vsemi drugimi metodami
lahko dolo¢imo meje le z neko doloc¢eno verjetnostjo. Z numeri¢nimi metodami
sicer lahko poiS¢emo ekstreme lastnosti F, vendar zelo tezko ugotovimo, ali gre
za lokalne ali pa za absolutne ekstreme.

2 Vet o tej problematiki je v literaturi, ki obravnava optimizacijo (glej npr. [BRATKOVIC, 1992]).
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FA F A
F max F max
. F’ !
F 1
F min i
F min i
3 c 1 >
> 2
X min X0 x M x X min X° x max X
F F
]:‘ —————— W‘? F N
‘ 1 | .
i | ! ! ! i
I | | 1
| | |
: P >
Pt | C
min o max min o max X
X X X X X X X

Slika 5.2 Tipi¢ne oblike poteka lastnosti znotraj parameterskega prostora.

Analiticna metoda ne zahteva nobenih omejitev glede velikosti sprememb
parametrov, saj so le-te lahko poljubno velike. Rezultat, ki ga dobimo pri
velikih spremembah parametrov, je pogosto potrebno zapisati v nesimetri¢ni
obliki. Problem analize najbolj neugodnega primera se poenostavi, ¢e so
tolerance parametrov majhne, saj lahko takrat funkcijo F v okolici nazivne
vrednosti lineariziramo.

5.2  Linearizacija lastnosti v prostoru toleranc

J

Fmin -
Fmin

>
min o max
X X

Slika 5.3 F™" je dejanski minimum, F™" pa vrednost, ki jo dobimo, &e lastnost
F v delovni tocki lineariziramo. Pri maksimalnih vrednostih je napaka v tem
zgledu dosti manjsa.
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Kadar so tolerance parametrov relativno majhne, lahko nelinearen potek
lastnosti v tem intervalu poenostavimo z linearizacijo. Pri analizi obcutljivosti
smo poiskali povezavo med majhnimi spremembami parametrov in spremembo
lastnosti F:

AF
AF ~ Ax.
S, A (5.1)

Ce so spremembe parametrov zelo majhne in funkcija ni pretirano nelinearna,
potem je sprememba lastnosti kar enaka vsoti prispevkov posameznih
parametrov. Ker ima sprememba Ax lahko pozitiven ali pa negativen predznak,
izberemo takSnega, da se vsi prispevki seStejejo ali pa odstejejo. Prispevek k
spremembi lastnosti, ki nastane zaradi spremembe parametra x; bomo oznacili z
AF (Axi ). Ce spremembe niso prevelike, velja:

AF ~ AF(Ax, )+ AF(Ax, ) +..AF(Ax,, ) (5.2)
AF ~ 87 Ax, + Sy Ax, +..5] Ax,, (5.3)

Ce so tolerance parametrov nesimetricne, je tudi toleranca lastnosti
nesimetricna.

Zgled 1

Tok nekega tokovnega generatorja je odvisen od dveh parametrov: Rb in
UG. V koliksnem obmocju lezi IG?

Nazivne vrednosti parametrov:
Rb° = 12K, Rb = 10K...20K
UG°=5V,UG=5,2V...3V

Obcutljivosti toka tokovnega generatorja sta:

SéG =2%/V in Séb =-3%/kQ
ReSitev:

+ARb = 8k in —ARb = 2k
+AUG = 0,2V in —AUG =2V

Al =S} ,AUG + S;, ARb

AI™ =2%/V -0,2V + (= 3%/ kQ)— 2kQ) = +6,4%
AI™ = 2%V (= 2V )+ (= 3%/ kQ)(8kQ) = —28%

Enacba 5.3 se poenostavi, ¢e so tolerance parametrov simetricne: v najbolj
neugodnem primeru dobimo kar vsoto posameznih sumandov. Seveda je tudi
toleranca lastnosti zaradi tega simetri¢na:
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AF =

S, Ax1\+ A sz‘+...+ S, Axm‘ (5.4)

(5.5)

m
i=1

AF=3

S -AX;

Ekstremni vrednosti F sta: maX[F ()_c)] =F"+AF in min[F (g)] =F" —AF

Ta metoda je uspesna le, ¢e je F monotona funkcija in ¢e jo lahko brez velikih
pogreskov zamenjamo z linearno. V tem primeru leZita ekstrema lastnosti pri
ekstremnih vrednostih parametrov.

Zgled 2

Nominalna vrednost UR = 5V in znane so obcutljivosti. Oceni najbolj
neugoden primer UR.

R1
]
|
* 1k +20%
UR
uG C) R2 R3
10V £20% 2k+20% 2k+20%
ELEMENT Nominalna Obc¢utljivost Normirana
vrednost ob&utljivost
[V/enoto] [(V/%]
R2 2,000E+03 6,250E-04 1,250E-02
R3 2,000E+03 6,250E-04 1,250E-02
R1 1,000E+03 -2,500E-03 -2,500E-02
VG 1,000E+01 5,000E-01 5,000E-02

Ker so vse tolerance parametrov simetricne, lahko kar seStejemo
prispevke vsakega parametra:

AU, =1,25-107-20+1,25-107-20+2,5-107-20+5-107 - 20 = 2V

oziroma 40 %

UR™ =7V in UR™"=3V

37
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5.3

Zgled

Metoda z vsemi moZnimi kombinacijami vrednosti parametrov

Ce bi za vsako mozno vhodno kombinacijo parametrov analizirali vezje, bi
dobili vse mozne vrednosti, ki jih lahko zavzame dolocena lastnost vezja.

To je najenostavnejSa, vendar ¢asovno najzahtevnejSa metoda. Z njo bi lahko
ugotovili tudi absolutne ekstremne vrednosti. Ce so vrednosti parametrov
zvezne velicine, razdelimo toleran¢no obmocdje parametrov na kon¢no Stevilo
enako oddaljenih tock Axi. Ce to Stevilo oznatimo z w, potem je za m
parametrov potrebnih w” simulacij ali izraCunov ali meritev. Iz dobljenih
rezultatov izberemo ekstremne vrednosti.

FA
Fmax|_ © B
|
|
? o :
[
. I'AX °©
L T o |
| A
| |
| |
| [
| [
1 I >
i X
X min Xo Xmax

Slika 5.4 Ce ima funkcija F samo en parameter, lahko to metodo tudi
enostavno ilustriramo. 1z slike je razvidno, da se v tem zgledu ekstremne
vrednosti F' ne nahajajo pri ekstremnih vrednostih parametra.

UR = f,(R1,R2,R3,UG)
R1=10+2Q

R2 =10+2Q

R3 =5+2Q

UG =582V

ReSitev:

Odlo¢imo se, da iz intervala, v katerem lezi vrednost parametra, izberemo
5 enako oddaljenih vrednosti (Ax = 1Q in Ax = 1V):

R1 8.0 9.0 10.0 11.0 12.0
R2 8.0 9.0 10.0 11.0 12.0
R3 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0

uG 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0
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5.4

Ker obstaja 54 = 625 kombinacij, moramo opraviti prav toliko izratunov
ali meritev ali simulacij. Iz dobljenih rezultatov nato pois¢emo ekstremne
vrednosti UR.

Metoda z izborom ekstremnih vrednosti parametrov

Ker je prejSnja metoda zahtevala izredno veliko S$tevilo simulacij, bomo
poskusali mnozico kombinacij zmanjSati s tem, da ne bomo izbrali prav vseh
kombinacij, ampak samo tiste, za katere velja velika verjetnost, da bodo odkrile
maksimum oziroma minimum funkcije F. Ce tolerance niso prevelike in je F
monotona funkcija, se ckstremne vrednosti nahajajo na robovih
parameterskega (toleran¢nega) prostora. Torej pri tej metodi izbiramo samo
ekstremne vrednosti parametrov (npr. maksimalno in minimalno temperaturo,
maksimalno in minimalno napetost baterije).

Za ocenitev toleranc po tej metodi imamo na razpolago tri pristope:

1. Poskusimo z vsemi moznimi kombinacijami ekstremnih vrednosti
parametrov. Ker si lahko za vsak parameter izberemo eno izmed dveh
moznosti (maksimalna ali minimalna vrednost), je potrebno za m
parametrov preveriti 2M kombinacij.

2. Z empiricnim poznavanjem lastnosti vezja dolo¢imo predznake
obcutljivosti in nato izberemo pravo kombinacijo.

3. Z analizo obcutljivosti dolo¢imo predznake in nato izberemo ustrezno
kombinacijo.

To metodo se uporablja, kadar imamo majhno §tevilo parametrov oziroma kadar
proucujemo vpliv variacije zunanjih dejavnikov. Tipi¢na parametra, katerih
vpliv variacije je potrebno skoraj vedno preveriti, sta temperatura in napajalna
napetost.

Zgled

Pri nacrtovanju integriranih vezij na lastnosti vezja vplivajo variacije v
samem proizvodnem procesu. Variacije nastopajo med posameznimi
Sarzami, znotraj rezine so relativno majhne. Proizvajalec nikakor ne more
zagotoviti konstantnih procesnih razmer, kar pomeni, da bodo tudi
parametri tranzistorjev®' variirali okrog tipi¢nih vrednosti. Te spremembe
parametrov se odraZajo v variaciji hitrosti preklopa®. Ce narisemo mozne
vrednosti  hitrosti, dobimo obmocje, ki ima priblizno obliko
paralelograma (glej sliko 5.5). Proizvajalci navajajo tipicni model za
NMOS in PMOS tranzistor in S§tiri ekstremne modele, ki lezijo v
oglis¢ih.

2! Predvsem gre za debelino oksida, pragovno napetost (£15 % do £20 %) in dolZino kanala.
2 Povedanje pragovne napetosti povzro&i zmanganje toka v obmo&ju nasi¢enja in s tem zniZanje hitrosti.
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Tabela 5.1 Oznake modelov za MOS tranzistorje.

NMOS PMOS
TT tipi¢na hitrost tipina hitrost
FF hiter hiter
SS pocasen pocasen
FS hiter pocasen
SF pocCasen hiter

Nacrtovalec mora preveriti, ali bo vezje delovalo pri tej variaciji hitrosti.
Pri analizi izbere vse Stiri ekstremne vrednosti. Ce k temu e dodamo
variacijo zunanjih parametrov (napajalne napetosti, temperatura), dobimo
4 parametre. Zraven simulacije s tipicnimi (nominalnimi vrednostmi) je
potrebno opraviti $e 2* simulacij. Pri tej analizi, ki ji pravimo analiza
ogliscnih tock™, gre v bistvu za analizo najbolj neugodnega primera, kjer
preizkusimo vezje z vsemi kombinacijami ekstremnih vrednosti nekaterih
pomembnih parametrov.

hitrost

FF

PMOS

-
-

NMOS hitrost

Slika 5.5 Obmocje, znotraj katerega lezijo hitrosti preklopa PMOS in NMOS
tranzistorjev. Oglis¢ne tocke so oznacene s ¢rno barvo.

5.5 1Izbor ustreznih ekstremnih vrednosti parametrov s pomo¢jo podatkov o
obcutljivosti

Namesto da bi izbrali prav vse mozne kombinacije ekstremnih vrednosti
parametrov, izberemo samo tiste, za katere velja velika verjetnost, da bodo

% Angl. Corner analysis.
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F max

5

odkrile pravi ekstrem. Ko na ta nac¢in dolo¢imo pravo kombinacijo ekstremnih
vrednosti parametrov, s simulacijo, izraCunom ali meritvijo dolo¢imo

maksimalno in minimalno vrednost oziroma toleranco /' ()_c)

V nekaterih primerih variacije parametrov niso neodvisne, ampak so
povezane. Npr. pri proizvodnji integriranih vezij imajo vsi difuzijski upori
bodisi preveliko ali pa premajhno vrednost.

Ce je obcutljivost parametra x; pozitivna, to pomeni, da ve¢anje parametra
povzroci vecanje F (glej sliko 5.6). Za maksimalno vrednost F torej v tem
primeru izberemo maksimalno vrednost parametra x;. Ce je obcutljivost
negativna, izberemo minimalno vrednost parametra. Oznacimo tako dobljeno

max*

kombinacijo parametrov z £ . Za izra¢un minimalne vrednosti F izberemo
ravno komplementarne vrednosti. Ozna¢imo tako dobljeno kombinacijo

min*

parametrov z X

Sedaj lahko s simulacijo, izraunom ali meritvijo dolo¢imo maksimalno in
minimalno vrednost oziroma toleranco F (g):

F(
F(

max* )

|&=

max[ F ( E)
min[F ( g)

| =
|=

min* )

|=

Za kontrolo monotonosti poteka lastnosti F' lahko izracunamo obcutljivosti pri
ekstremnih vrednostih parametrov. Ce je lastnost monotona funkcija, se
predznaki obcutljivosti ne bodo spremenili. Ker dejanski potek funkcije ne
poznamo, lahko trdimo le, da obstaja verjetnost, da je funkcija monotona. Ce se
predznak spremeni, potem potek funkcije zagotovo ni monoton, kar pomeni,
da obstaja lokalni ekstrem znotraj prostora, ki ga definirajo tolerance. Ce $e
vedno vztrajamo pri tej metodi, potem poskusimo tudi z izborom ravno
nasprotne ckstremne vrednosti parametra.

}! B
| C
A | max |---coo—oo &
| F :
| ! A =dF
********************** ~ - ~Q~S dF/dx
77777777777 X i i min i §
o | | B R N
- S=dF/dx B
_ . 3 | |
X min X Xmax X Xmin °X Xmax

Slika 5.6 Povezava med obcutljivostjo in izborom ekstremne vrednosti
parametra dveh lastnosti £/ = Fi(x) in F2 = F2(x).
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Zgled

Kolik$na je najmanjSa oziroma najve¢ja napetost UR? Preveri tudi
monotonost UR.

R1
* 1k +20%
UR
uG <::> R2 R3
10V £20% 2k:20% L) 2k220%

ReSitev:

S simulatorjem ali pa na analiti¢ni na¢in doloc¢imo obcutljivosti:

nenormirana
obcutljivost

(v/Q1, [V/V]

R2 6.250D-04
R3 6.250D-04
R1 -2.500D-03
VG 5.000D-01

Glede na predznak obcutljivosti izberemo maksimalno ali minimalno
vrednost parametra. Nato s simulacijo dolo¢imo URMAaX jn URMIN pr
obeh izbranih kombinacijah vrednosti parametrov. Dobimo dve
vrednosti: UR = 7,2V in UR = 3,2V. Za test monotonosti v obeh delovnih
to¢kah ponovno izradunamo obéutljivosti**. Ker nobena ni spremenila
predznaka, predvidevamo, da je potek funkcije monoton in da smo

izbrali pravo kombinacijo ekstremnih vrednosti.

nenormirana ustrezna kombinacija za

ob¢utljivost

v/ 1Q], V/V yrhax yrRMin
R2 6,250D-04 R2MaX=p 4K r2Min_1 gk
R3 6,250D-04 R3MaX=2 4K R3MiN=1 ¢k
R1 | -2,500D-03 rR1MiN=p, 8K RI1MaX=1, 2K
VG 5,000D-01 VGEmax=12y vemin=gy

2% Rezultati te analize niso prikazani v zgledu.
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5.6 Naloge za poglavje 5

1. Na dvopolni element, ki je opisan s karakteristiko i =u(u” /3 —3u+8), je pritisnjena

napetost u, = 4,5V£1,5V. Z matemati¢no analizo ugotovi, v kolikSnem obmocju leZi tok
delovne tocke 1,?

2. Karakteristika dvopola je enaka kot pri vaji 1. Delovna tocka je u, = 6V+20 %. KolikSna
je toleranca i,? Skiciraj karakteristiko.

3. Koliksna je nazivna vrednost toka? V koliksnem obmocju lezi vrednost toka? Kolik$na je
verjetnost, da bo tok vecji od izracunane zgornje meje?

1K£10% 1K+10% 1K+10% 1K£10% 1K+10%

I S L

10V+20%

4. Resonanéna frekvenca nekega oscilatorja je opisana z izrazom: fr = k;R; - kiR
(R, =1k£20 %, R, =100+20 %, k; = 10'3HZ/QZ, k> = Hz/Q)). Koliksna je nazivna vrednost
fr? Kolik$na je zgornja oziroma spodnja meja resonancne frekvence?

5. S pomocjo rezultatov simulacije izracunaj najbolj neugoden primer Uizh, Ce je toleranca
uporov 5 %, baterije 20 % in hfe = 150435 %.

IME IN NOM, VRED,LASTNOSTI uizh = 5,026V
PARAMETER NOMINALNA VREDNOST OBCUTLJIVOST [ENOTA/%]

r3:resistance 5,0000K -2,0e-002

rl:resistance 500,00 -1,2e-002

r2:resistance 20,000K 3,1e-002

vce:dc 10,0000 2,5e-002

g3 _tol.bf 150,00 -9,8e-003

5.1 Imamo enako vezje kot pri prejsnji nalogi, vendar drugacne tolerance. Izra¢unaj najbolj
neugoden primer Uizh, ¢e je toleranca uporov 5%, baterije 6...11V in hfe=50...200.

6. Stabiliziran vir, ki naj bi imel toleranco 5V+2 %, mora delovati v temperaturnem obmocju
od -30 °C do 100 °C. Napetost 9V baterije lahko pade za najve¢ 3V. Kolik$na je toleranca
vira? Preveri tudi, ali vezje ustreza zahtevam. Znane so obcutljivosti pri nazivnih
vrednostih temperature (25 °C) in napajalne napetosti (9V):
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Sy ==50ppm/°C, Syw =10mV IV

7. Izpelji analiti¢ni izraz za napetost UR in izraunaj toleranco napetosti UR z metodo, ki
linearizira lastnost. Tolerance uporov so 10 %, tokovnega generatorja pa 30 %.

Diferencialne obcutljivosti napetosti UR za nominalni primer:

PARAMETER  VREDNOST OBCUTLJIVOST  NORMIRANA
PARAMETRA OBCUTLJIVOST [V/%]
R1 2,000E+03 -7,500E-04 -1,500E-02
R2 4,000E+03 -2,500E-04 -1,000E-02
R3 2,000E+03 2,500E-04 5,000E-03
IG 2,000E-03 -1,000E+03 -2,000E-02

8. Glej podatke iz naloge 5. KolikSne naj bodo vrednosti parametrov, da bomo lahko
simulirali najbolj neugoden primer Uizh?

R}
R +R,

R1 = 1420 %, R2 = 2420 %, k = 1W/Q. Kolik$na je toleranca oziroma obmocje P?
Uporabi metodo z ustreznim izborom ekstremnih vrednosti.

9. Mo¢ nekega vezja je dolocena z izrazom: P = -k . Vrednosti parametrov so:

10. Izpelji analiti¢ni izraz za napetost UR in dolo¢i najbolj neugoden primer. R = 1k+20 %,
Ug = 10V+20 %. Uporabi ustrezen izbor ekstremnih vrednosti parametrov.

R

Ug

11. Resi nalogo 7 z ustreznim izborom ekstremnih vrednosti. Z izratunom obcutljivosti pri
ekstremnih vrednostih parametrov preveri monotonost poteka lastnosti.

12. Izracunaj najbolj neugoden primer za napetostno ojacenje na dva nacina: a. z ustreznim
izborom ekstremnih vrednosti in b. z linearizacijo lastnosti. Upori imajo 10 % toleranco.

R2=100K

Uizh
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6. Ocena statisti¢ne tolerance in izmeta

6.1 Hitra ocena statisti¢ne tolerance

Podobno kot pri iskanju najbolj neugodnega primera nas tudi tukaj zanima, kako
vpliva variabilnost parametrov na variabilnost lastnosti. Tokrat bomo upostevali tudi
verjetnost. Prispevek k spremembi lastnosti, ki nastane zaradi spremembe parametra

X;, bomo oznacili z AF (Axi ) Ce spremembe Ax;, niso prevelike, potem velja:
AF(Ax,)~ SI - Ax,

Spremembe parametrov naj bodo sedaj izrazene s statisticnimi merami npr. o. Ce
se hkrati spremeni ve¢ parametrov, potem se rezultat vseh sprememb oceni z enacbo:

AF ~ \JAF?*(Ax, )+ AF?(Ax, )+ .. AF>(Ax,, ) (6.1)

Ce za spremembo parametra izberemo 36, potem se izra¢unana sprememba lastnosti
AF tudi nanasa na velikost 3c. Na ta nacin lahko hitro ocenimo statisticno toleranco
lastnosti (glej zgled na naslednji strani).

Najbolj neugoden primer smo ocenili z:
AF,, ~|AF(Ax, ) +|AF(Ax, | +...+]AF (Ax,, ) (6.2)

Takoj vidimo, da velja:
AF, > AF

To pomeni, da je vrednost najbolj neugodnega primera vedno vecja kot
statisticno dolofene meje. Verjetnost, da zavzame lastnost vrednost, ki je vecja ali
enaka toleranci®, je priblizno 0,15 %. Ce je porazdelitev vseh parametrov
normalna, je verjetnost nastopa najbolj neugodnega primera vedno manjsa kot
0,15 %.

fr 4 Statisticna

toleranca
Najbolj neugoden

/ / primer

A e T T F
F°-3c Fe Fo430  Fo+Fy,

Slika 6.1 Najbolj neugoden primer vedno lezi nad 3c.

%5 Statisti¢na toleranca je vrednost, ki ustreza 3o. Glej tudi tabelo 2.1.
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Zgled

Za narisano vezje poznamo normirane obcutljivosti. UR® =5V.
Oceni (statisti¢no) toleranco napetosti UR.

R1
| S|
+ 1k £20%
UG () R2 R3 UR
10V £20% 2k+20% 2k+20%
PARAMETER Toleranca Normirana
obcutljivost
[%] [(V/%]
R2 20 1,250E-02
R3 20 1,250E-02
R1 20 -2,500E-02
VG 20 5,000E-02

ReSitev:
Prispevek k spremembi lastnosti, ki nastane zaradi spremembe parametra x;:

AF(Ax,)~ ST Ax,

AUR ~ |AF*(AR2)+ AF*(AR3)+ AF*(AR1)+ AF*(AUG)

PARAMETER  Ax; Normirana AF(Ax,) AF?*(Ax,)
ob&utljivost
[%] [(V/%]
R2 20 1,250E-02 0,25  0,0625
R3 20 1,250E-02 0,25 0,0625
R1 20 -2,500E-02 -0,50 0,2500
VG 20 5,000E-02 1,00 1,0000
> 2,00 1,37

Sprememba vsakega parametra je bila enaka vrednosti tolerance oziroma 3c.

Statisticna ocena tolerance je AUR =/1,37 =117V oziroma 23 %.
Ocenjena ¢ = 0,39. Najbolj neugoden primer je AUR =2,00V.
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fr 4

@ © P
3,83

Z analizo najbolj neugodnega primera smo za to vezje ugotovili, da je UR™ = 7. Ta
vrednost je za priblizno 5¢ oddaljena od nominalne vrednosti. Verjetnost, da bo UR>7, je
2,35:107 % (glej tabelo 6.1).

6.2 Statisticna ocena z Monte Carlo analizo

Monte Carlo analiza, ki je v bistvu simulacija proizvodnje, poteka v treh
zaporednih korakih:

1. nakljucni izbor parametrov za vsak primerek,
simulacija vezij (primerkov) in izracun lastnosti,
3. statisti¢na analiza.

Ker je mozno vse tri korake avtomatizirati, je ta analiza vgrajena v ve¢ino

simulatorjev vezij. Celoten postopek bomo podrobneje prikazali kar na
konkretnem zgledu, kjer bo UR lastnost, ki nas zanima.

R1=5Q+20 %, R2 = 5Q+10 %, UG =4V%10 %

L o
. R1
e O R2 UR
1 °

1. korak — nakljucni izbor parametrov

Pri Monte Carlo analizi naklju¢no izbiramo vrednosti parametrov. Na primer, ¢e
je v vezju napetostni vir UG = 10V+20 %, potem bomo izbirali vrednosti
znotraj intervala 8V do 12V v skladu z ustrezno porazdelitvijo (glej sliko 6.2),
ki velja za ta parameter.

V tem zgledu si bomo izbrali zelo malo primerkov®®, saj bomo ra¢unali brez
uporabe racunalnika. Odlo¢imo se za 10 primerkov (N = 10) in pripravimo
tabelo, kamor vpisujemo naklju¢ne vrednosti parametrov.

%6 7a resno izvedeno Monte Carlo analizo je potrebno vegje Stevilo primerkov.

47
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fr A fr A
—= | > ! ' ! >
x° 3¢ X° x° + 30 X x° 3¢ X x°+3¢ *
a b
fr 4 fr 4
| - I | -
o ; I o X'
x° 30 X x° + 30 x° 36 X x° + 30
c d

Slika 6.2 Najpogosteje uporabljene porazdelitve parametrov: a. Gaussova, b.

Gaussova, ki ima izlo¢en srednji del, c¢. enakomerna in d. binarna.

Obmocje 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
parametra

3,6 <UG4.,4 43 (3,740 (413942 |3,8|4,0]3,9]3,7
4,0 <R1<6,0 50152148159 14,5]5014,7]142]58]5,3
4,5 <R2<5.5 54 (52 14,6 (51147149 (52]53(53]5,0

Dobili smo 10 primerkov vezja, katerih parametri imajo nakljucne vrednosti, ki
se nahajajo znotraj toleranc.

2. korak — simulacija vezij

V drugem koraku vsak primerek simuliramo in dobimo N naklju¢nih vrednosti
lastnosti F: F(1), F(2), ...F(N). Namesto simulacije bomo UR kar izracunali in
vrednosti UR vpisali v tabelo 6.1.

R2

R=——-—-UG
R1+R2

Tabela 6.1 Naklju¢ne vrednosti lastnosti UR

10

UR

1,8

(6.3)
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Podoben niz dobljenih naklju¢nih vrednosti bi dobili, ¢e bi zgradili N vezij. V
bistvu z Monte Carlo analizo simuliramo proizvodnjo. Postopek se ne spremeni,
¢e nas zanima vec¢ lastnosti hkrati.

3. korak — statistiéna analiza

V zadnjem koraku se izvede statisticna analiza nakljucnih vrednosti lastnosti
F@), kjer jej = 1..N (glej tabelo 6.1).

F'~F (6.4)
AF =30 (6.5)

Pri velikem vzorcu je standardna deviacija vzorca priblizno enaka standardni
deviaciji celotne populacije (o = s). Isto velja za povpre¢no vrednost.
Povpre¢no vrednost lastnosti raCunamo zgolj za kontrolo, saj pravo nominalno
vrednost lastnosti ve¢inoma poznamo®’. Veg&ji je vzorec, bolj natan¢na in
zanesljiva bo ocena tolerance (ve¢ o tem glej v poglavju Osnove statisti¢ne
analize).

Rezultati statisti¢ne analize:

e Srednja vrednost: UR = 1,97V

e Nominalna vrednost: UR® = 2,0V

e Standardna deviacija vzorca: s = 0,16/

e Standardna deviacija celotne populacije™: o ~ 0,16-1,44 = 0,23V
e Najbolj neugoden primer v nizu: UR™ =22V in UR™ =1,7V
e Toleranca lastnosti UR =(2 £0,7)V

V nizu lastnosti je zanimivo poiskati ekstremne vrednosti lastnosti /' (to bomo
poimenovali iskanje najbolj neugodnega primera s poskusanjem). Verjetnost
nakljucnega odkritja pravega najbolj neugodnega primera je seveda izredno
majhna in odvisna od porazdelitve in §tevila N.

6.3 Lastnosti in uporaba Monte Carlo analize

V primerjavi s predhodnimi metodami dobimo tukaj tudi porazdelitev lastnosti
F. Za vsako vrednost F lahko izratunamo tudi verjetnost, da se bo zgodila. Z
analiticno metodo smo sicer lahko poiskali resni¢ne ekstremne vrednosti
lastnosti F, vendar nismo mogli podati ocene, kolik$na je verjetnost, da se bodo
zgodili. To pomanjkljivost odpravlja Monte Carlo analiza, saj lahko ocenimo®:

%" Nominalno vrednost lastnosti dobimo, &e za parametre izberemo njihove nominalne vrednosti.

% Ker imamo samo 10 primerkov, je standardna deviacija celotne poulacije za 44 % ve&ja (glej tabelo 2.2 in
sliko 2.7).

? Glej zgled, ki sledi.
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e Koliko vezij ne bo ustrezalo zahtevam oziroma kolik§en bo izmet**?

e Katere vrednosti se bodo najpogosteje pojavljale?
e Koliksna je verjetnost, da se bo pojavila najbolj neugodna kombinacija
parametrov?

Nekatere prejsnje metode so bile uporabne le, ¢e tolerance parametrov niso bile
prevelike. Za Monte Carlo metodo ta omejitev ne velja. Edini pogoj, ki ga
moramo izpolniti, je poznavanje porazdelitvene funkcije parametrov. Slabost te
analize je, da potrebujemo veliko primerkov, ¢e hocemo zanesljivo ocenjevati
tolerance oziroma verjetnost najbolj neugodne kombinacije parametrov. Z
veCanjem racunalniskih zmogljivosti postaja ta problem c¢edalje man;jsi.

Le e gre za ozke tolerance, se vrsta porazdelitve ohranja. Npr., ¢e so vsi
parametri porazdeljeni po Gaussovi distribuciji, bo tudi porazdelitev lastnosti '
porazdeljena po Gaussovi. Razlika bo le v srednji vrednosti in standardni
deviaciji. Velike spremembe parametrov oziroma nelinearnost funkcije F lahko
povzroci tudi preoblikovanje porazdelitvene funkcije.

Pri navadni Monte Carlo analizi predpostavljamo, da so variacije med parametri
statisticno neodvisne. Ker to vedno ne velja (npr. pri proizvodnji integriranih
vezij), dobimo bolj pesimistiéne ocene®, kot jih dajejo kasnejie meritve.

6.4  Racunalni§ko podprta Monte Carlo analiza

Ker je vse tri korake mozno avtomatizirati, Monte Carlo analizo podpira vecina
simulatorjev. Ce lastnost ni delovna tocka (npr. zgornja frekvenéna meja), je
potrebno napisati skripte, ki pri vsaki simulaciji iz rezultatov izracunajo
vrednost lastnosti.

Zgled

Vrednosti parametrov v narisanem vezju so porazdeljene po Gaussovi
porazdelitvi. Dolo¢i toleranco napetosti UR. Rac¢unalnisko analizo izvedi
s 50 primerki vezij. Za primerjavo ponovi analizo z 10, 100, 200 in 500
primerki vezij. Vezje ustreza narocnikovim zahtevam, ¢e lezi UR znotraj
intervala 5V+10 %. KolikSen bo izmet?

R1
E—
| S|
+ 1K £20%
UR
uG C) R2 R3
10V £20% 2k+20% 2k+20%

3% Angl. prevod yield.

1 PCA (Principal Components Analysis) Monte Carlo analiza odpravlja ta problem. Zgled take analize je v
¢lanku [CANTATORE, 1999].
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Resitev:

Nominalno vrednost poznamo: UR = 5 V, dolo¢iti je potrebno samo 3c
podro¢je. V simulatorju elementom dodamo toleranco, izberemo
Gaussovo porazdelitev in opravimo 50 analiz. Standardna deviacija tako
dobljenih 50 vrednosti UR je s = 0,346 V. Ker gre za vzorec in ker
nimamo velikega Stevila podatkov, ne moremo predpostaviti, da je G =s.
S pomocjo tabele 6.1 ugotovimo, da standardna deviacija celotne
populacije o lezi v intervalu s+20 %. Za najbolj neugoden primer
izraCuna deviacije je o = s+20 %=0,4.

Statisti¢na ocena toleranc (3c) je: UR =5V + 1,2 V oziroma UR = 5V £
24 %. URMAX =62 V in URMIN =38V,

Na podoben nacin izvedemo analizo za druge vrednosti N. Iz podatkov iz

tabele 6.2 je razvidno, da smo se Ze pri 50 primerkih zelo dobro priblizali
dejanski toleranci, ki naj bi znasala 22,7 %.

Tabela 6.2 Statisti¢ni podatki v odvisnosti od Stevila primerkov.

UR N=10 N=50 N=100 ©N=200 N=500 N=00
Sred. vred. 5,047 5,055 4,990 4,984 4,992 5,000
Stand. dev. 0,387 0,346 0,346 0,356 0,370 0,391
Toleranca 33,2 % 24,6 % 23,7 % 24,5 % 22,2 % 22,7 %
Max. vred. 5,750 5,750 5,750 5,951 6,107 7,200
Min. vred. 4,514 4,320 4,295 3,958 3,958 3,200

UR[V]

6,2

5.0

3,8

Opomba: N = oo; vrednosti so dobljene na analitiéni nacin, razen
tolerance, ki velja za N = 2000. Standardna deviacija se nanasa na vzorec,
toleranca pa na celotno populacijo.

30

v

10 20 30 40 50

Slika 6.3 Variacija UR v odvisnosti od j-tega primerka. S ¢rtkano crto je

oznacena toleran¢na meja.
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10.0

6.00 |

2.00(

3.66

Slika 6.4 Porazdelitev vrednosti izhodne napetosti UR, prikazane v obliki
histograma za N = 50.

Za kontrolo smo izrisali tudi porazdelitev napetostnega vira UG (glej
sliko 6.5) in ocenili toleranco, ki je sicer bila znana. Toleranca, dobljena s
simulacijo, je znasala 20,9 %, dejanska pa je bila 20 %.

V tem zgledu nas tudi zanima, kolikSen bo izmet oziroma koliksna je
verjetnost, da bo UR lezala izven 5+10 % intervala. Ta podatek dobimo z
enostavnim odStevanjem verjetnosti, ki jih od¢itamo na kumulativni
distribuciji’*(glej sliko 6.6) lastnosti UR:

P{UR < 4,5}=16,3% in P{UR <5,5}=95,5%

Verjetnost, da je UR znotraj intervala:

P{4,5 <UR < 5,5}=95,5%—16,3% = 79,2%

Verjetnost, da je UR zunaj intervala:

P{4,5> UR > 5,5} =100% —79,2% = 20,8% ~ 21%

21 % vezij ne ustreza naro¢nikovim zahtevam, saj pri njih lezi UR izven
intervala 5£10 %.

32 Kumulativna distribucija prikazuje verjetnost P{UR<ur}.
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Slika 6.5 Porazdelitev (parametra) napajalne napetosti UG = 10V£20 %,
prikazana v obliki histograma za 50 in za 1000 primerov.

90.0

UR=5.50, P =95.5% /’
70.0 /

o
o
o

Verjetnost  [%]

30.0 /

UR=4.50,P=16.3%

10.0

P

3.60 4.30 5.00 5.68
ur

Slika 6.6 Kumulativna porazdelitev UR. Vezje je sprejemljvo, Ce velja
5V+£10 %. Na sliki od¢itamo, da bo izplen 95,5 % - 16,3 % = 79,2 % oziroma
izmet bo znasSal 20,8 %.
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6.5 Simulacija proizvodnje

Na sliki 6.7 je prikazan zelo preprost diferencni ojacevalnik, ki ga bomo
uporabili za zgled. Diferen¢ni ojacevalnik mora ojacevati samo razliko vhodnih
napetosti. Ce sta vhodni napetosti popolnoma enaki in &e je tudi leva stran
enaka desni, je napetost U enaka ni¢. Ker vrednosti parametrov rahlo variirajo
(npr. upornost R1, R2, pragovna napetost itd.), na izhodu vedno obstaja neka
napetost, ki ji pravimo preostala napetost’. Preostala napetost naj bo lastnost, ki
nas bo v tem zgledu zanimala.

UDD=5V

R1 R2
100Q 100Q

O—{ M1 M2 }—o
Uvh1 i i Uvh2

W=1U L=1u W=1U L=1u
Slika 6.7 Preprost diferencni ojacevalnik

Nekorelirani parametri. Pri najpreprostejsi proizvodnji je vezje sestavljeno iz
diskretnih elementov, ki so povezani na tiskanini. Vsak element ima vrednost
znotraj dolocenih toleranc (npr. AR = +5 %). Med dejanskimi vrednostmi
parametrov ni nobene povezave. Tudi nominalna vrednost vsakega parametra
med proizvodnjo se bistveno ne spreminja. Dejanska vrednost R1 je popolnoma
neodvisna (nekorelirana) od vrednosti, ki jo ima upor R2 (glej sliko 6.8). Z
enostavno Monte Carlo analizo, ki smo jo predhodno opisali, bi dolocili
toleran¢no obmocje U oziroma ocenili izmet.

R2[Q] A
105
© oo o° o
© e} o
100 STl o
© oooogoo °
o o
95

95 100 105 R1[Q]

Slika 6.8 Nekorelirane vrednosti dveh uporov 100+5 %.

33 Ang. offset voltage.
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Korelirani parametri. Narava proizvodnje nekaterih elektronskih elementov je
takSna, da se nominalna vrednost parametrov obcasno spremeni. To je Se
posebej izrazito pri proizvodnji integriranih vezij. Natan¢nost izdelanih
elementov je odvisna od natan¢nosti orodij in homogenosti materiala. Vrednost
upornosti integriranega upora je odvisna od njegovih dimenzij in plastne
upornosti materiala. Plastna upornost je predvsem odvisna od koli¢ine primesi.
Ce proizvodnjo ¢ez as ponovijo (nova serija)’*, so dimenzije uporov $e vedno
iste, vendar je koli¢ina primesi rahlo spremenjena, saj tehnologi ne morejo
zagotoviti popolnoma enakih pogojev (temperatura, koli¢ina primesi itd.), kot
so bili pri prej$nji seriji. Zato imajo vsi upori lahko rahlo prevelike ali pa
premajhne vrednosti, kar se v porazdelitvi kaze kot premik nominalne
vrednosti® (glej sliko 6.9 in sliko 6.10). Na sliki 6.7 bi imela oba upora pri prvi
seriji npr. vrednost 108Q, pri drugi 99Q, tretji 80Q itd. To variabilnost med
serijami bomo imenovali variabilnost procesa. S primernim nacrtovanjem
lahko vpliv variabilnosti procesa izdelave pogosto odpravimo™®.

3. serija (LOT=3)

1. serija (LOT=1)

2. serija (LOT=2)

76 100 R

76 100 R

Slika 6.9 Porazdelitev upornosti 100Q integriranega upora, kadar so razlike
med serijami velike (a) in majhne (b).

Kljub temu, da bomo na eni rezini izdelali upore, ki naj bi bili enaki, nastanejo
med njimi zelo majhne razlike’’, ki so ve¢inoma posledica nenatanénosti orodij.

3* Sinonim je $arza. Angl. prevod je lot.

35 Angl. global process variations, intra-die variations.

36 Kljub pove&ani vrednosti uporov (glej sliko 6.7) bi preostala napetost bila enaka ni¢, saj bi bila padca napetosti
na obeh uporih enaka.

37 Angl. local mismatch.
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To variabilnost znotraj serije bomo poimenovali variabilnost elementov. Npr.
pragovna napetost med tranzistorji, ki so na isti rezini, variira za nekaj desetink
mV, med rezinami pa celo do 150mV [TARIM, 1999].

Ugotovili smo, da pri proizvodnji integriranih vezij vrednosti parametrov
variirajo zaradi variabilnosti procesa in variabilnosti elementov. Oznacimo
tolerance (izraZene v procentih) med serijami s T; 7 in tolerance znotraj serije s
Tppy Pricakujemo lahko, da bo v vseh serijah najvecja in najmanjsa vrednost
nekega parametra x znasala:

xmax:xo 1+TLOT 1+TDEV xmin:xo l_h l_TDi
100 100 100 100

Za proizvodnjo integriranih vezij velja, da je T} o> Tpgy. Zaradi variabilnosti
procesa so nekateri, sicer razli¢ni parametri (npr. R in pragovna napetost) med
seboj tudi delno korelirani, kar zelo zaplete natanc¢no simulacijo proizvodnje in
dolo¢evanje izmeta®. Z dologeno poenostavitvijo lahko simulacijo izvedemo
tudi s cenejSimi simulatorji (PSpice, Intusoft). V takih primerih je potrebno
opisati variabilnost parametrov z dvema tolerancama’”: prva se nanada na
variabilnost procesa, druga pa variabilnost elementov. Prav tako je potrebno
izbrati zadostno $tevilo primerkov v eni seriji in §tevilo serij*’. V tabeli 6.3 so
prikazane dejanske vrednosti treh enakih uporov, ki se pojavljajo v Stirih
serijah. Za vsako serijo je prikazanih prvih pet primerkov vezij.

R2[Q] A
140
100 1. serija
L 5
| >
R1[Q]

60 100 140

Slika 6.10 Korelirane vrednosti dveh uporov R® = 100Q iz razli¢nih serij (glej
tudi tabelo 6.3).

3 Vet o tem glej v [MICHAEL, 1993], [TARIM, 1999].
39 Zelo pogosto sta to parametra LOT in DEV. LOT je za variabilnost procesa in DEV za veriabilnost elementov.
0V Intusoftovem simulatorju sta to parametra CASES in LOTS.



T. Dogsa: CAE/CAD v elektroniki: Analiza in nacrtovanje toleranc

Tabela 6.3 Nakljuéno izbrane vrednosti*' za enake upore R1, R2 in R3. Znotraj
Stirih serij se vrednosti uporov razlikujejo za 5 %, med serijami pa za 40 %.

CASE=1 CASE=2 CASE=3 CASE=4 CASE=5
Serija 1 76.214 78.033 76.505 77.672 77.915
78.883 79.575 75.993 75.687 78.770
77.678 77.275 78.647 77.134 76.662
Serija 2 105.72 104.89 105.45 104.30 103.47
104.48 103.59 103.31 102.69 105.31
105.39 102.60 104.70 101.37 103.18
Serija 3 80.846 83.023 82.040 80.460 82.982
80.643 82.177 83.658 84.027 83.042
80.866 81.336 81.120 82.406 86.130
Serija 4 103.98 106.78 101.42 104.28 104.48
104.64 104.26 106.27 101.92 106.17
103.39 103.67 106.33 105.20 106.54

! Simulirano s simulatorjem SPICE/Intusoft (LOT=40%, DEV=5%).
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6.6 Naloge za poglavje 6

1. Doloci toleranco UR oziroma najbolj neugoden primer napetosti UR na naslednje nacine:
1. najbolj neugoden primer z linearizacijo lastnosti,
2. najbolj neugoden primer z ustreznim izborom ekstremnih vrednosti,
3. s hitro oceno statisti¢ne tolerance,
4. s statisti¢cno metodo (Monte Carlo metoda, sam si naklju¢no izberi 10 vrednosti).

R1=50+20 %, R2 =50+10 %, UG =4V%10 %

R1
R2 UR

\+
—/

uG

1 °

2. Oceni najbolj neugoden primer in statisticno toleranco Uizh.

VCC
10
+
n [
R1
R2 500
20k Uizh
—%::}———7——1——6
R3
Sk Q3
3 5 2N2222
+
V1
0
IME IN NOM.VRED.LASTNOSTI uizh = 5.026V
PARAMETER TOLERANCA OBCUTLJIVOST
[ENOTA/ %]
r3:resistance 5% -2,0e-002
rl:resistance 5% -1,2e-002
r2:resistance 5% 3,1e-002
vcc:de 20 % 2,5e-002
g3 _tol.bf 35 % -9,8e-003

W, /L,
W,/L,

so: W1 = 10pum, L1 = Ipm, W2 = 1um, L2 = 10um. Vsi parametri imajo toleranco +0,2um.
Oceni najbolj neugoden primer ojac¢enja na dva nacina.

3. Ojacenje NMOS ojacevalnika je definirano z 4, = — Vrednosti parametrov

4. Imamo isti ojacevalnik kot pri prej$nji nalogi. Z Monte Carlo analizo (10 primerov)
izracunaj toleranco ojacenja. Pravilnost izracuna preveri s hitro oceno statisti¢ne tolerance.

5. S simulacijo smo dobili potek kumulativne distribucije za moc¢ P.
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a. Koliksna je verjetnost, da bo mo¢ P manjSa od 80mW?
b. Koliksen bo priblizno izmet, ¢e je zahtevano, da velja 80mW<P<100mW?
c. Koliksna je nazivna vrednost mo¢i?

v

90.0 | /
700} /

Kumulativna
verjetnost in [%]s
()]

o
o

\

100f /

I T I I R R I I I
40.0m 80.0m 120m 160m 200m
p W

6. Oceni statisticno toleranco ojacenja in najbolj neugoden primer. Upori imajo 10 %
toleranco.

R2=100K
| S
R1=10K
1
| S| -
N
Uvh Uizh
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Primerjava metod za analizo toleranc

Vezje, ki ga prikazuje slika 7.1, smo analizirali z vsemi obravnavanimi
metodami, razen z analiticno metodo. Rezultati, ki se nahajajo v tabeli 7.1,
kazejo, da oc€itno lezijo ekstremne vrednosti UR na robovih, ki jih dolocajo
ekstremne vrednosti parametrov. Ker so bile vrednosti parametrov normalno
porazdeljene, obstaja izredno majhna verjetnost, da se bo pojavil najbolj
neugoden primer. Tudi v 500 primerkih (glej tabelo 7.2) se najveCja in
najmanjsa vrednost v znatni meri razlikujeta od dejanskega najbolj neugodnega

primera.
R1
]
| S
+ 1k £20%
UG C) R2 R3
10V £20% 2k+20% 2k+20%

UR

Slika 7.1 Vezje, ki smo ga analizirali z vsemi metodami.

Tabela 7.1 Rezultati analiz

Carlo (N = 1000)

Najbolj neugoden primer URMIn UR° | Urmax

Analiti¢na metoda 3,20 5,00 7,20

(-36 %) (+44 %)
Linearizacija lastnosti 3,00 5,00 7,00

(-40 %) (+40 %)
Ustrezen izbor ekstremnih vrednosti 3,20 5,00 7,20

(-36 %) (+36 %)
S poskusanjem (N = 50) 4.32 5,75

Ocena statisti¢ne tolerance G Toleranca

Hitra ocena toleranc 0,39 5V+1,17V o0z.5V+23%
Statistina metoda — Monte 04V | 5V+1,2V 0z.5V+24 %
Carlo (N=50)
Statisticna metoda — Monte 04V | 5V+12V 0z.5V+£23 %
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8.

Nacrtovanje toleranc parametrov

Z nacrtovanjem toleranc (parametrov) zacnemo Sele, ko s pravilno izbiro
nominalnih vrednosti parametrov uspemo, da so nominalne vrednosti lastnosti
znotraj dopustnih obmod¢ij. Sedaj nas zanima, za koliko lahko wvariirajo
vrednosti preostalih parametrov (glej sliko 8.1). Naloga nacrtovalca je, da
doloci taksne tolerance parametrov, pri katerih so lastnosti Se vedno znotraj
dopustnih odstopanj. Nekatere tolerance oziroma obmocja so v¢asih Ze znana
(npr. temperaturno obmocje).

Robustnost vezja je lastnost, ki pove, v kolik$ni meri je odporno na spremembo
vrednosti elementov, iz katerih je zgrajeno. V vecini primerov Zelimo ¢im vecjo
robustnost, saj se z oZenjem toleranc elementov viSa njihova cena. Ugotovili
bomo, da v vecini primerov obstaja neskoncno resitev in le v izjemnih primerih
reitev ne obstaja oziroma je samo ena: vse tolerance so enake nic.

\ R1 \
- —
+ ! !
AT | |
ue( L R2 'R3| UR
| Y
RVH “-—=—=—-=-mmmmooo ‘
Element Nominalna | Toleranca Lastnost |Nominalna |Toleranca
(parameter) [vrednost oziroma vrednost
obmodje
R1 1K ? UR S5V 15 %
R2 2K ? RVH 2K 12 %
R3 2K ?
UG 10V ?
temperatura |25 °C 30 °C...100 °C

Slika 8.1 Pri na¢rtovanju toleranc (parametrov) poznamo nominalne vrednosti
parametrov in znane so tolerance lastnosti F. IS¢emo, kolik$ne so lahko
tolerance parametrov.

Nacdrtovanje toleranc parametrov je torej obraten postopek kot analiza
toleranc. Podobno kot pri analizi tudi tukaj lo¢imo:

e nacrtovanje toleranc za predpisan najbolj neugodnem primer in
e nacrtovanje toleranc za predpisano statisti¢no toleranco lastnosti.

Vecinoma z enostavnimi metodami dolofimo priblizne zacetne vrednosti
toleranc parametrov, nakar z analizo preverimo, kolikSna je toleranca lastnosti.
V primeru presezenega odstopanja gremo v drugi krog nacrtovanja: na podlagi
obcutljivosti spremenimo vrednosti nekaterih toleranc in ponovimo analizo. To
delamo tako dolgo, dokler ne najdemo ustreznih toleranc ali pa ugotovimo, da
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je potrebno spremeniti nominalne vrednosti ali pa celo strukturo vezja. V praksi
je torej nacrtovanje iterativni proces, v katerem si pomagamo z analizo toleranc
in analizo obcutljivosti. Na sliki 8.3 je prikazan zgled takega naértovanja. Ker
nismo uspeli ze v prvi iteraciji, se moramo odlociti: ali bomo povecali
korektnost, ali pa zozili tolerance parametrov. Kljub temu da smo se v drugi
iteraciji odlocili za korekcijo nominalne vrednosti, je zgornja meja Se vedno
izven dopustnega podrocja. Zato se v tretji iteraciji odlo¢imo Se za zoZenje
toleranc parametrov in uspemo.

Zahteve:
nominalne vrednosti parametrov
tolerance lastnosti

/

/

analiza toleranc popravki toleranc

najvecje dovoljene

izraunane tolerance
tolerance

primerjava

Tolerance parametrov, pri katerih je zado$¢eno zahtevam

Slika 8.2 Nacrtovanje toleranc je iterativni proces.

Robustnost vezja lahko v nekaterih primerih povecamo tudi z ustrezno
spremembo nominalnih vrednosti, s ¢imer se ukvarjajo optimizacijski postopki,
ki vkljucujejo tudi robustnostne kriterije [BURMEN, 2002], [BURMEN, 2003].

o

100 12
Zahteve

Au=100£20%

1. iteracija 110

-— O
o

Au=110£18%

105
2. iteracija

Au=105£19%

©
o

3. iteracija 108 120

Au=105+14%

AN
Ny -

NN

Slika 8.3 Zgled nac¢rtovanja toleranc

Predno zacnemo z nacrtovanjem toleranc, moramo ugotoviti, kateri parametri Ze
imajo dolo¢eno toleranco. Npr. pri vezju na sliki 8.1 je to temperatura.
Parametrov, ki ze imajo predpisano toleranco, ne moremo spreminjati, njen
vpliv pa je vseeno potrebno upostevati.
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8.1

Predpisana je (statisti¢na) toleranca samo ene lastnosti

Najprej se bomo omejili samo na tiste primere, kjer je simetricna toleranca samo
ene lastnosti. To je najbolj enostaven primer nacrtovanja toleranc. Pri
nacrtovanju vedno izhajamo iz enacbe, ki smo jo uporabili pri analizi. Pri hitri
analizi toleranc smo ugotovili, da kadar je lastnost monotona funkcija, je
statisticna toleranca lastnosti odvisna od vsote kvadratov vseh prispevkov
parametrov:

AF? =~ AF*(Ax, )+ AF*(Ax, )+ ...+ AF*(Ax,,)
Enacba velja le, ¢e funkcija ni preve¢ nelinearna in hkrati ne nastopajo

prevelike spremembe parametrov. Prispevke posameznih parametrov lahko
izrazimo z obcutljivostmi:

AF? > (S5 ) (Ax, )P + (S5 ) (Ax, ) +...+(S% ) (Ax, ) (8.1)

x1

Dobili smo enacbo, s pomocjo katere lahko dolo¢imo tolerance parametrov. Ker
je predpisano maksimalno odstopanje AF, je lahko desna stran enacbe seveda
tudi manjSa. Edine neznanke v tej enacbi so tolerance parametrov, ki jih
izbiramo tako, da je zado$¢eno zgornji enacbi.

Ce nobena izmed toleranc ni Ze predpisana, imamo m neznank in samo eno
neenacbo. Izberemo si lahko m-1 toleranc, eno pa nato izraCcunamo. Vecanje
tolerance enega parametra zahteva nizanje drugih. Ce si izberemo prevelike
tolerance parametrov, se lahko zgodi, da reSitev ne obstaja. Na podlagi
medsebojne primerjave normiranih obcutljivosti se lahko odlo¢imo, katere
parametre bomo zanemarili. Tako lahko problem dolocevanja parametrov delno
omilimo.

Pri izboru toleranc tudi upostevamo ceno, ki je povezana s toleranco. Npr. upor
s toleranco 1 % je zagotovo cenejsi kot napajalnik z enako toleranco.

Zgled 1 Koliksne naj bodo tolerance parametrov, ¢e naj bo UR=5V+5 %?

1 1k 2
O
R1
s O §k2 R3 UR
10V 2k
0
0
UR° =5V
PARAMETER Normirana
oblutljivost[V/%]
R2 1,250E-02
R3 1,250E-02
R1 -2,500E-02
VG 5,000E-02
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ReSitev:

5% od UR =5V je 0,25V
62,5107 = (S ] (AR, +(SE8 ) (AR, ) + (S5 ) (AR, ) + (552 (aUGY
62,5-107 > 0,625-10° (AR, )’ +0,156-107 (AR, )* + 0,156 -10 (AR, )’ +2,5-107(AUG)’

Odloc¢imo se, da si bomo toleranco AUG izbrali in da bodo imeli vsi upori enake
tolerance. Ce izberemo AUG = 4 %, potem zanaSa prispevek

2,5-107°(AUG)* =2,5-107(4)* =40-107 in za upore ostane 22,5-10°.

62,5-107 20,625-107(AR)* +0,156-107(AR)’ + 0,156 - 10> (AR)’ +2,5-107 - (4%)’

AR < 62,5-40 =4,9% ~ 5%
0,625+ 0,156 + 0,156

Vsi upori naj imajo 5 % toleranco, napajalni vir pa 4 %.
Z analizo napravimo Kkontrolo:

Hitra ocena toleranc: ‘
UR®=5,0000 AUR=0,234V (4,68 %) AUR™ =523V AUR™=4,77V

Monte Carlo (N=100): '
UR°=4,99869 AUR =0,237V (4,75 %) AUR™ =521V AUR™ =479V

Predpisan je najbolj neugoden primer za eno lastnost — poenostavitev z
linearizacijo

Zopet bomo obravnavali najenostavnejSi primer, kjer nas zanima samo ena
lastnost, ki je odvisna od m parametrov in jo je mozno v izbrani tocki tudi
linearizirati:

F =F(x,x,,..x,) = F(x)

Predpisan je tudi najbolj neugoden primer lastnosti F"* in F™”. Zahtevali
bomo, da funkcija ni preve¢ nelinearna in da hkrati ne bodo nastopale prevelike
spremembe parametrov ter da poznamo obcutljivosti. Pri analizi toleranc smo
poiskali povezavo med majhno spremembo parametrov in spremembo lastnosti.
Najbolj neugoden primer lastnosti smo izracunali po enacbi :
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m

=2

i=1

(8.2)

Apz‘S:Axl‘+‘SiAx2++‘SiAxm S)ZA)CZ

V tej enacbi so edine neznanke tolerance parametrov, ki jih izbiramo tako, da je
zadoSceno zgornji enacbi.

Zgled 2

8.3

Prepustni pas F nekega filtra je odvisen od dveh kondenzatorjev. Obcutljivosti
prepustnega pasu so: S/, =0,5kHz/% in S., =1kHz/%. Dopustno

odstopanje prepustnega pasu je AF = +2kHz . Koliksni sta lahko toleranci C1
in C2?

1. resitev:
Ce se odlo¢imo za enaki toleranci AC = AC, = AC,, lahko toleranco kar
izraCunamo:

AF 2
0,5+1

=1,3% (8.3)

2. resitev:
Ce si izberemo toleranco prvega parametra: AC, = 2%, potem je lahko

toleranca drugega: AC, =1%.

3. resitev:
Ce pa si izberemo za toleranco prvega parametra: AC , = 4%, potem ze

prispevek tega parametra presega dovoljeno toleranco F in v tem primeru
reSitev ne obstaja.

Predpisan je najbolj neugoden primer za ve¢ nelinearnih lastnosti

V vecini primerov mora vezje zadostiti ne samo eni, temve¢ ve¢ zahtevam, npr.
P = 100W£20 %, fzg = 100Hz 10 %, cena = 1000SIT£10 %. Nacrtovanje
toleranc se sedaj zelo zaplete, saj sprememba enega parametra lahko vpliva
hkrati na ve¢ lastnosti:
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F = F(x,x,,..,x,) = F(x)
Fz = Fz(xlﬂxza"axm) = Fz(z)

F, = F,(x,%,,..,x,) = F,(x)

Ce je F odvisna samo od dveh parametrov in je opisna z enostavnim analiticnim
izrazom, je problem kljub temu relativno enostavno resljiv.

F =F(x,x,)
F, = F(x,,x,) (8.4)

Znani naj bosta tudi zgornji in spodnji meji obeh lastnosti: F™",F™ in
F™ , F™ . Tudi pri izboru vrednostih parametrov smo v splo§nem omejen,
saj le-ti zaradi fizikalnih in drugih omejitev ne morejo zavzeti poljubne
vrednosti. Npr. pri uporu smo omejeni samo na pozitivne vrednosti. Z
upostevanjem Se teh omejitev dobimo naslednje pogoje, katerim mora zadostiti
resitev:
min max
R™<F<F,
min max
F™<F <F
min max
X, < X, < X (8 5)

min max
X, <X, <X,

Torej mnozica parov x/, x2, ki ustreza vsem S§tirim pogojem, predstavlja
. R . .- e .
vrednosti, ki jih lahko zavzameta x/ in x2. Ozna¢imo z F*"" maksimalno

oziroma minimalno vrednost lastnosti /. Ce sta enacbi 8.4 relativno preprosti,
lahko izrazimo eksplicitno odvisnost parametra x;:

x, = F(F x,)

V tem izrazu je sedaj F,, parameter.

Zgled 3

k= _4(x1 _5)2 t X,
X, = 4(x1 _5)2 +F

Ce sedaj nariSemo obe funkciji za F™ in F,™, predstavlja povrSina med

obema krivuljama mnozico reSitev (slika 8.4). Ker parametra ne moreta v
splosnem zavzeti katerekoli vrednosti, na grafu oznaCimo veljavni interval.



T. Dogsa: CAE/CAD v elektroniki: Analiza in nacrtovanje toleranc

Podobno napravimo $e z drugo lastnostjo. Sedaj vris§emo $e obe krivulji, med
katerima leZijo resitve za drugo lastnost. Ce se ti krivulji sekata s tistima, ki smo
ju pred tem narisali, potem dobimo v pravokotniku mnozico parov x/, x2, ki
ustrezajo vsem S§tirim pogojem (8.5). Mnozica moznih reSitev se je glede na
sliko 8.4 drasti¢no zmanjsala. Lahko se tudi zgodi, da reSitev sploh ne obstaja —
krivulje so vzporedne ali pa se sekajo v tistem podroc¢ju, kateremu ne ustrezajo
omejitve glede parametrov.

max

>
X X x1

Slika 8.4 MnoZica resitev, ki ustreza enatbam: F™" < F; < F™

max

min max min
X <x<x imnx, <x,<x,

max

min

=Y

Slika 8.5 Srafiran pravokotnik je mnoZica resitev.
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Zgled 4

Dopustno odstopanje toka in moc¢i za najbolj neugoden primer je: I° £ 20 % in
P° £ 10 %. Dolo¢i najprej nominalne vrednosti in nato toleranci R1 in R2.
Toleranci UG2 in UG1 zanemari. ResSitev preveri z ustrezno analizo.

R2=10 3
+ +
Q) R1=5 @ UG2=5V
UG1=10V

5 5 25 25
Izpeljemo izraza za tok inmo¢: [ =——-—  P= +

Rl R2 "R2 Rl
Nominalne vrednosti so: I° = 0,5A in P°=7,5W.

P =825 W P""=6,75 W
™=06A I"™=04A

Funkeciji sta hiperboli in zato jih lahko enostavno nariSemo, vriSemo nominalne
tocke in nato vriSemo najvecji mozni pravokotnik. Ker obstaja neskon¢no
resitev, bomo prikazali samo dve.

Ena izmed mozZnih resitev: 4,7Q<R1<5,2Q in 9Q<R2<11Q2

Oziroma, ¢e se odlo¢imo za simetrine tolerance: R1 = 5+4 % in
R2=10+10 %

R2

Imin

AN
AN

Pmin

Imax

| 7 Pmax

35 4 45 5 55 6.5

R1
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Druga moZna reSitev:  4,6Q<R1<5,3Q in 10,5Q<R2<9,5Q2

Oziroma, e se odlo¢imo za simetri¢ne tolerance: R1 =546 % in R2 = 10+5 %

Imin

Z
%

1 9 Pmin

Imax

17 Pmax

Z analizo napravimo kontrolo:

Uporabili bomo kar ustrezen izbor ekstremnih vrednosti parametrov. Preverili
bomo pravilnost prve resitve 4,7Q<R1<5,2Q in 9Q<R2<11Q:

]max — 5 _ 5 :i—izo’61A
lem Rzmdx 4’7 1 1
Imin — 5 _ 5 - =i—§=0,41A
leax R2m1n 5’2 9
Pmax — 25 + 25 — g +£ = S’IW
R2m1n lem 9 4’7
Pmin _ 25 + 25 — 25 +£ = 791W

TR2™X T RI™ 1] 52

Vidimo, da smo dolo¢ili prave tolerance uporov.

8.4 Predpisan je najbolj neugoden primer za vec lastnosti — poenostavitev z
linearizacijo

Pri pravkar obravnavani analitiéni metodi smo zahtevali, da je F zapisana v
analiti¢ni obliki. Glede nelinearnosti nismo postavljali nobenih omejitev, prav

R1
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tako ne za velikost oziroma simetri¢nost tolerance. Ce odvisnost lastnosti od
parametrov ni izrazito nelinearna, lahko funkcije v okolici tocke lineariziramo
in celoten postopek poenostavimo. Ta pristop seveda zahteva simetriéno podane
tolerance in pa poznavanje obcutljivosti.

AF1>SH'Ax, + SO Ax, +..8 Ax |
AF2>STPAx + ST A, +..8 Ax,

AFn> S Ax, + S0 Ax, +..8" Ax,

Dobimo sistem n neenacb z m neznankami. V redkih primerih je m =n in Ce se
hkrati odlo¢imo za maksimalne mozne tolerance, se neenacaji spremenijo v
enacaje. Takrat obstaja samo ena resitev, ki jo dobimo, ¢e reSimo sistem enacb.

Ce imamo samo dva parametra, je problem relativno enostavno resljiv.

AF1> ST Ax, + 85 Ax,
AF2> ST Ax, + ST Ax,

(8.6)
AFn > Sfl"Ax1 +S52"Ax2
Ko izrazimo eksplicitno odvisnost Ax,, dobimo niz neenacb:
S AF1
Ax, < —— Ax1+| m|
Sx2 ‘ Sx2 ‘
Si AF2
Ax, < —— Ax1+| F2|
Sx2 ‘ Sx2 ‘
Fn
Ax, S_Sxpln i +|A]Zf|
Sx2 ‘ Sx2
Ax,
Ax, =
8.7

Ker je lahko AF pozitiven ali negativen, smo v enacbi upostevali pozitivno
vrednost kvocienta AF/S. Dobili smo niz premic, katerih sivo podrocje
predstavlja mnozico reSitev (glej sliko 8.6). Ker sta Ax1 in Ax2 statisticno
neodvisna, lezijo prave reSitve v vrisanem pravokotniku, ki se zaCne v
koordinatnem izhodis¢u. Podobno kot prej je tudi tukaj mozno vrisati vec
razli¢nih pravokotnikov.
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AX2 A

F3

Ax2max 7
U

Ax ]mex Ax1

v

AX 2 max

2

Ax1™ Axl

Slika 8.6 Sivo podrocje so dopustne vrednosti, ki zados¢ajo vsem lastnostim
(narisane so samo F1, F2 in F3). Vrisemo lahko neskon¢no pravokotnikov.
Prikazani sta dve moznosti.

Zgled 5 (enako vezje in zahteve kot pri zgledu 4)

.. . . . v . " .. .42
S perturbacijsko metodo s simulatorjem izracunamo normirane obcutljivosti™:

F .
AF X,
Sxi =—-
Ax, F°
Parameter Obcutljivost P Obcutljivost 1
R2 -0,33 %/% 0,99 %/%
Rl -0,66 %/% -1,98 %/%

Ce se parameter R2 poveca za 1 %, se mo¢ zmanjsa za 0,33 %.

2 Pri simulaciji smo izbrali AR1

=AR2=1"%.
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Sy AP
AR, < ——ELAR, +|—
SRZ SRZ
S]
AR, < ——EL AR, + A[I
SRZ SRZ

Ko vstavimo vrednosti v enacbo, dobimo meje podroc¢ja, znotraj katerih se
lahko gibljeta toleranci AR1, AR2 izraZeni v procentih:

AR, < -2,00AR, +30,3
AR, <2,00AR, +20,2
AR, >0

AR, >0

AR2[%] 4

L

it

2,6

AR1[%]

Napravimo skico podrocja, ki ga definirajo enacbe in vriSemo pravokotnik, ki se
mora zaceti v koordinatnem izhodis¢u. Takoj vidimo, da lahko pravokotnik
vriSemo na neskoncno nacinov. Izberemo AR2 = 20 % in sedaj lahko iz prve
enacbe izracunamo poloZzaj desnega zgornjega vogala (tocka B): AR1 =5 %.

Toleranci uporov sta: R1 =545 % in R2 = 10+20 %.

Analiza

Z analizo najbolj neugodnega primera bomo preverili, ali resitev R1 = 5+5 % in
R2 = 10£20 % ustreza postavljenim zahtevam:

P=7,5W £ 10 %,Pmax =8,25 W, Pmin=6,75 W
I=0,5A £20 %, Imax=0,6 A, Imin=0,4 A

Najbolj neugoden primer (pri mejnih vrednostih parametrov):

Pmax=838W o0z +12%
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Pmin= 6,84 W 0z. ‘9%
Imax = 0,63 A oz. 127 %
Imin= 0,32 A 0z. -35%

Vidimo, da mo¢ rahlo presega dovoljeno odstopanje, medtem ko je tok izrazito
prevelik. Ce pogledamo obgutljivosti, vidimo, da je potrebno zmanjiati
toleranco R2 za priblizno 15 %. Tudi ¢e bi zmanjsali toleranco R1 na nic, bi se s
tem zmanj$ala toleranca I samo za 5 %-1,98 % =10 % tock.

V drugem krogu naértovanja bi ustrezno spremenili vrednosti toleranc in
ponovno preverili naértovanje.
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8.5 Naloge za poglavje 8

1. Predpisane so zahteve za statisti¢no toleranco vhodne upornosti: Rvh = 2k+5 %. Dolo¢i
tolerance uporov.

R1
2 1
I o
.
ue //—%> R2 R3| UR
0
/
RVH 0
Obcutljivostni koeficienti:
PARAMETER  VREDNOST NORMIRANA NORMIRANA
PARAMETRA OBCUTLJIVOST UR OBCUTLJIVOST RVH
[V/%] [Q/%]
R2 2,000D+03 1,250D-02 5
R3 2,000D+03 1,250D-02 5
R1 1,000D+03 -2,500D-02 10
VG 1,000D+01 5,000D-02 0

2. Za vezje iz naloge 1 so predpisane zahteve za najbolj neugoden primer napetosti: UR =
5%1V. Pripravi naslednje mozne resitve:

vse tolerance so enake
izberemo UG%15 %
izberemo R+2 %
izberemo UG#25 %

aoc op

3. Koliksne so lahko tolerance kondenzatorjev v nizkoprepustnem filtru, ¢e je zahtevana
statisti¢na toleranca zgornje frekvencne meje =5 %? Toleranca uporov je 2 %.

PARAMETER NOMINALNA NORMIRANA
VREDNOST OBCUTLJIVOST[%/%]
cl 1N 0,2
rl 10K -0,5
r2 10K -0,5
c2 1N -1,2

4. Napravili smo analizo obcutljivosti za Uizh in za tok ICC, ki tece iz baterije. Izhodna
napetost nikakor ne sme preseci intervala Uizh = 5£15 %. Kolik$ne so lahko tolerance
uporov in napajalne napetosti, ¢e je hfe = 15035 %? Pois¢i najmanj dve resitvi: a) ¢e
izberemo AVCC ==£10 %, b) ¢e izberemo toleranco uporov 1 %.
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2N2222

IME IN NOM.VRED.LASTNOSTI uizh = 5.0267V
PARAMETER NOMINALNA VREDNOST OBCUTLJIVOST[ENOTA/%]
r3:resistance 5,0000K -2,01558e-002
rl:resistance 500,00 -1,26834e-002
r2:resistance 20, 000K 3,154205e-002
vce:dc 10,0000 2,561671e-002
g3 _tol.bf 150,00 -9,80126e-003
IME IN NOM,VRED,LASTNOSTI  vcci#branch®® = -9,9467M
PARAMETER NOMINALNA VREDNOST OBCUTLJIVOST[ENOTA/%]
r3:resistance 5,0000K -4,03115e-005
rl:resistance 500,00 7,360934e-005
r2:resistance 20,000K 6,308410e-005
vce:dc 10,0000 -1,48767e-004
g3_tol.bf 150,00 -1,96025e-005

5. Koliksne so tolerance parametrov pri prejsnji nalogi, ¢e so zahtevane statisti¢ne tolerance:
Uizh = 5V£15 % in ICC=10mA=+10 %. Tokovno ojacenje tranzistorja ima toleranco hfe =
150435 %, AVCC =+10 %.

* Tako oznaduje simulator SPICE tok skozi baterijo VCC.
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9.

Osnove statisti¢ne analize

Kadar imamo opravka s proizvodnjo nekega sistema, je potrebno njegove
lastnosti opisati na statisti¢en na¢in. Ceprav je statisti¢na analiza ena izmed zelo
uporabnih vej matematike, je mnogokrat zapostavljena. V tem poglavju bodo na
kratko in na poenostavljen nacin razlozena nekatera poglavja iz statisticne
analize. Poudarek bo na tisti snovi, ki jo potrebujemo za razumevanje nekaterih
poglavij pri analizi toleranc. Pri obravnavi bomo marsikatere probleme
poenostavili oziroma se ne bomo spuscali v podrobnosti.

Slu€ajni ali nakljucni dogodek: je dogodek, za katerega nikoli ne moremo z
absolutno gotovostjo trditi, da se bo v predpisanem trenutku zgodil (npr.
odpoved racunalnika, Stevilo pik pri metu kocke itd.). Slucajni dogodek je
rezultat nekega pojava, eksperimenta ali opazovanja. Dogodek, ki se bo vedno
zgodil, je gotov dogodek. Dogodek, ki se ne bo nikoli zgodil, imenujemo
nemogo¢ dogodek. Gotov in nemogo¢ dogodek v bistvu nista slucajna, saj
vemo da se bo prvi zagotovo zgodil, drugi pa nikoli. Kljub temu oba priStevamo
k slucajnim. Slucajni dogodek bomo oznacili z X, Stevilo opazovanj oziroma
eksperimentov pa z N.

Vse mozne izide nekega eksperimenta lahko predstavimo z mnozico, ki jo
imenujemo vzoréni prostor!. Oznacili jo bomo z D. Vrednosti v vzorénem
prostoru so lahko zvezne (npr. napetost baterije) ali pa diskretne (npr. Stevilo
napak).

Ko racunamo s slucajnimi dogodki, moramo paziti, da ne bomo uporabili
matemati¢nih operacij, ki so za dolocen tip podatka nesmiselne. Glede na
smiselnost matemati¢nih operacij lahko vrste podatkov (dogodkov) razdelimo v
Stiri kategorije, ki so opisane v tabeli 9.1.

Tabela 9.1

Ime dovoljene (smiselne)
kategorije zgled matematicne

operacije
nominalna | spol, odpoved, logi¢no stanje = #
ordinalna vrstni red na tekmi = #£> <
intervalna temp. v C° = #> <+ -
racionalna | temp. v K°, napetost, ojacenje = #£> <+ - */

Sinonim je zaloga vrednosti.
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Zgled 1

Sluc¢ajni dogodek je stevilo pik pri metu kocke. Ker je moznih natanko 6
razli¢nih vrednosti, je Stevilo pik diskretni dogodek. Dogodek X = 1,214
npr. ne obstaja. Stevilo pik spada v intervalno kategorijo. Vzoréni prostor
je: D={1,2,3,4,5,6}.

Zgled 2

Napoved jutranje temperature. Mnozica moznih vrednosti so vsa realna
Stevila med 0 °K in o« °K. Ta podatek uvr§¢amo v racionalno kategorijo.
Vzor¢ni prostor je mnozica pozitivnih realnih Stevil.

Zgled 3

Na tekoCem traku proizvajamo enake ojacevalnike. Izbrali smo 12
ojacevalnikov in izmerili ojacCenje. OjaCenje vsakega ojaCevalnika je
vrednost slucajne spremenljivke. Vzoréni prostor je mnoZica pozitivnih
realnih Stevil.

163
140
110
150
130
143
145
126
150
184
148
135

0N DN B W —

—_ = \O
N = O

Slika 9.1 Vrednost ojacenja Au dvanajstih ojacevalnika

Navadna spremenljivka je popolnoma definirana, ¢e povemo, kakSne vrednosti
lahko zavzame oziroma kaksna je zaloga njenih vrednosti. Npr.: ye*R pomeni,
da lahko y zavzame katerokoli realno $tevilo. Tudi slucajnim dogodkom lahko
priredimo neko spremenljivko, ki je obi¢ajno oznacena z veliko ¢rko, npr. X.
Slu¢ajna spremenljivka je popolnoma definirana, ¢e poznamo njen vzor¢ni
prostor oziroma zalogo vrednosti in neki zakon, ki pove, kolik$na je
verjetnost posameznega dogodka.

Temu zakonu pravimo porazdelitveni zakon ali na kratko porazdelitev?.
Porazdelitev je vedno mozno opisati na ve¢ nacinov. Najbolj pogosta sta:

2

Sinonim je distribucija.
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verjetnostna funkcija in porazdelitvena funkcija. Med obema nastopa
preprosta povezava, ki jo bomo kasneje podrobneje opisali.

Najprej bomo obravnavali diskretne porazdelitve, nato pa zvezne. Ce je
porazdelitveni zakon formalno opisan (npr. z analiticnim izrazom), potem
taksno porazdelitev uvr§¢amo med teoreti¢ne. Porazdelitve, ki so dobljene na
podlagi poskusov ali opazovanj, bomo uvrsc¢ali med empiri¢ne.

9.1 Diskretna porazdelitev

Diskretni porazdelitveni zakon podajamo na dva nacina:

1. zdiskretno verjetnostno funkcijo ali verjetnostno shemo ali
2. zdiskretno porazdelitveno funkcijo?.

Kadar ne bo nobenega dvoma, da govorimo o diskretnih oziroma zveznih
porazdelitvah, bomo atribut diskretni oziroma zvezni izpuscali.

Verjetnostna shema je lahko tabela ali matrika, v kateri so nastete vse mogoce
vrednosti in pripadajoce verjetnosti.

X= 9.1)

Verjetnostno shemo lahko prikazemo tudi graficno s pali¢astim grafom. Na
abscisi nariSemo vzor¢éni prostor, tako da ozna¢imo vse vrednosti v
naras¢ajoCem zaporedju. Obicajno dogodke ostevil¢imo (npr. dez naj bo
dogodek stev. 1, sonce dogodek Stev. 2 itd.). Z dolzino debele Crte oznac¢imo
velikost verjetnosti (glej sliko 9.2).

Zgled 4
Mozni so §tirje dogodki. Verjetnost, da se zgodi dogodek Stev. 1, je 0,1,

verjetnost dogodka Stevilka 2 je 0,3, dogodka Stevilka 3 je 0,5 in dogodka
Stevilka 4 je 0,1. To lahko prikazemo z naslednjo verjetnostno shemo:

1 2 3 4]
X :Lo,l 03 05 0,1J

3 Sinonim je kumulativna distribucija
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PO A

06
04

027

I | | I -

1 2 3 4 x

Vzoréni prostor \

Ime slu¢ajne
spremenljivke

Slika 9.2 Diskretna verjetnostna funkcija. Verjetnost, da se zgodi dogodek Stev.
3,je 0,5. To lahko zapiSemo kot P{X =3} =0,5.

Obicajno opisujemo verjetnostno funkcijo z ustreznim analiticnim izrazom in
opisom vzorénega prostora (zaloge vrednosti). Npr. porazdelitev, ki jo
imenujemo binomska, je opisana z izrazom:

e e A

Najbolj preprosta je enakomerna porazdelitev, kjer za vsako vrednost naklju¢ne
spremenljivke obstaja enaka verjetnost, da se zgodi.

p() A

02 |

Slika 9.3 Zgled enakomerne diskretne porazdelitve.

Pogostost pojavljanja slu¢ajnega dogodka, ki smo ga opazili, lahko prikazemo s
tabelo ali pa s funkcijo oziroma grafom. To funkcijo bomo oznacili s fg. Ce
Stevilo teh dogodkov delimo s Stevilom poskusov, dobimo relativno frekvenco
f(i). To empiricno porazdelitev imenujemo tudi frekvenéna porazdelitev.
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Zgled 5
Imamo 5 racunalnikov, ki delujejo v mrezi. Ce mreZa razpade, lahko
sistem diagnostike identificira odpoved samo enega racunalnika. Takoj,
ko se kateri izmed njih pokvari, ga posljemo v servis, kjer ga popravijo.
Vsakic torej peljemo samo en racunalnik na popravilo. Slu¢ajni dogodek
naj bo Stevilka racunalnika, ki se je pokvaril. Ce oznaCimo vsak
{aéunalnik s Stevilko od 1 do 5, je vzor¢ni prostor D = {1,2,3,4,5}.
Stevilo odpovedi smo vpisali v tabelo.
i fo(i) S
g i = g
f@ N
1 /111 4 0,133
2 /1117 6 0,200
3 /|10 0,333
4 /111 5 0,167
5 /111 5 0,167
N 30 Y=
fg( fi) A
10 0,337
6 T 0,201
4 T 0,171
| 1 2 3 4 5 I | 1 2 3 4 5 i

Slika 9.4 Frekvencna (empiri¢na) porazdelitev odpovedi petih ra¢unalnikov.
Verjetnost, da bo odpovedal racunalnik Stevilka 2, je priblizno 0,20.

Ce bi racunalnike v zgledu 5 opazovali dlje &asa, bi se Stevilo odpovedi
povecalo in frekvenéna porazdelitev bi se neprestano delno spreminjala. Sele pri
neskoncno dolgem c¢asu bi porazdelitev limitirala proti doloc¢eni obliki. Takoj se
seveda pojavi vprasanje, kateri teoreti¢ni distribuciji ustreza nasa empiri¢na. Ce
bi znali zelo dobro opisati mehanizem odpovedovanja rac¢unalnikov, bi lahko
izpeljali izraz za porazdelitveno funkcijo. Ker tega ne poznamo, lahko samo s
primerjavo znanih porazdelitev ugibamo, kateri je najbolj podobna. S posebnimi
statisti¢nimi testi lahko izra¢unamo verjetnost, da neka empiri¢na porazdelitev
ustreza doloceni teoreticni.
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Ce je N (3tevilo podatkov oziroma poskusov) dovolj velik, potem velja, da je
vrednost to¢ke i v frekvenéni distribuciji priblizno enaka verjetnosti, da se
dogodek Stevilka i zgodi. Ce povetujemo §tevilo poskusov (N—»o0), potem
konvergira relativna frekvenca v verjetnost oziroma frekvencna distribucija
postane verjetnostna funkcija*:

P{X =i}~ f(i) (9.2)

Npr. verjetnost odpovedi prvega racunalnika iz prejSnjega zgleda je priblizno
0,133.

Zgled 6

Mecemo kovanec. MozZna sta dva izida: Stevilka ali zival. Prvi slucajni
dogodek bo zival, drugi pa Stevilka. Opravimo 10 metov in Zzival se
pojavi 6-krat, Stevilka 4-krat. Porazdelitev bomo prikazali s pali¢astim
grafom (glej sliko 9.5). Ta porazdelitev, ki smo jo narisali na podlagi
opazovanja, je empiri¢na. Ce ponovimo poskus, v veéini primerov ne
bomo dobili enakih rezultatov.

V tem primeru lahko kar s preprostim sklepanjem ugotovimo, kaksna je
teoreti¢na porazdelitev. Pri kovancu, ki ni dodatno predelan, je verjetnost,
da se pri metu pojavi zival, enaka verjetnosti, da se pojavi Stevilka. Torej
obe verjetnosti sta enaki, to je 0,5. Takoj lahko vidimo, da gre za
enakomerno porazdelitev. Z vecanjem Stevila poskusov se spreminja
oblika empiri¢ne porazdelitve. Pri neskoncnem $tevilu metov bi oblika
empiri¢ne porazdelitve konvergirala proti teoreticni.

fi) A p@) A
N=10 N=c0
0.6 T zival : 1
Stevilka : 2 05

a b

Slika 9.5 Empiri¢na oziroma frekvencna porazdelitev (a) in teoreticna
porazdelitev oziroma verjetnostna funkcija (b).

4V anglosaksonski literaturi se za to verjetnostno funkcijo pogosto uporablja tudi kratica
pdf, ki izvira iz: probability density function.
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Le redko lahko na tako enostaven nacdin dolo¢imo teoreti¢no porazdelitev
oziroma verjetnostno funkcijo.

Lastnosti verjetnostne funkcije in frekven¢ne porazdelitve
1. Za empiricno in teoreticno diskretno porazdelitev velja, da nobena vrednost
ne more biti negativna.

f(i)=0 zavsakieD (9.3)

2. Vsota verjetnosti vseh moznih dogodkov je 1.

2 f(0)=1 9.4)
i=1
3. Iz obeh pogojev sledi, da se vrednosti f{i) nahajajo med O in 1:

0< f(i)<1
S sestevanjem verjetnosti dogodkov lahko izraCunamo verjetnost sestavljenega

dogodka, to je dogodka, ki je sestavljen iz ve¢ drugih dogodkov. Npr.
verjetnost, da odpove prvi ali drugi racunalnik, je:

P{X=1ali X=2}=p1)+p(2)
To lahko tudi krajse zapiSemo v naslednji obliki:
PLX <2}=p()+p(2)
Ce to posplosimo, potema velja, da je vsota verjetnosti na nekem intervalu [j.k]

enaka verjetnosti, da bo sluCajna spremenljivka zavzela vrednost na tem
intervalu.

Plj<X<kl= D p(i) (9.5)

j<i<k

Npr. verjetnost, da odpove 2. ali 3. ali 4. ra¢unalnik, je 0,2 + 0,333 + 0,167 =
0,7

Porazdelitvena funkcija

Izracun, kot smo ga pravkar napravili, lahko poenostavimo, ¢e si ze vnaprej
izraunamo verjetnost, da zavzame slu¢ajna spremenljivka vrednost enako ali
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manjso od i. To funkcijo, ki jo bomo oznacili s F, imenujemo porazdelitvena
funkcija>:

F()= PLX<i)= Y p()) ©06)

Ker so verjetnosti ali frekvence pozitivna Stevila, je (i) monotono skokoma
narascajoca funkcija, katere zacetna vrednost je 0 in koncna 1.

FG) A

F(i) - —

| >
J

Slika 9.6 Pri vrednosti i funkcija skoci na vrednost F(i).

V nekaterih primerih nas zanima P{X >1i } Ce sta mozna samo dve moznosti,
potem velja, da je P{X < i}+ P{X >1 } =1. Iz tega lahko izraGunamo
verjetnost P{X > i}:

P{X >i}=1-P{X <i}=1-F())

P{X > i} =1-F(i) 9.7)

Ce poznamo F(i), lahko z odstevanjem izra¢unamo verjetnost, da pade X v
dolocen interval:

P{j< X <k|=F(k)-F()) (9.8)

Spoznali smo dva nacina podajanja porazdelitve: z verjetnostno ali pa s
porazdelitveno funkcijo. Oba nacina sta enakovredna.

Vcasih je v besedilu potrebno razlikovati med empiri¢no in teoreticno
porazdelitvijo. Empiri¢no porazdelitveno funkcijo, ki je dobljena s seStevanjem
frekvenc, bomo poimenovali kumulativna frekvencna porazdelitev ali vsota
frekvenc.

V tuji literaturi se za to porazdelitev pogosto uporablja tudi kratica cdf, ki izvira iz:
cumulative distribution function (kumulativna porazdelitvena funkcija).
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Zgled 7

Podatki so enaki kot pri zgledu S$tevilka 5. Nari§i empiri¢no
porazdelitveno funkcijo. Koliksna je priblizno verjetnost, da bo
odpovedal prvi ali drugi racunalnik?

i fg(l) )= & F(@)
N

1 111 4 0,133 0,133
2 111 6 0,200 0,333
3 11T 10 0,333 0,666
4 111 5 0,167 0,833
5 111/ 5 0,167 1

N 30 2=

Iz tabele ali iz grafa (glej sliko 9.7) od¢itamo P{X < 2} =F(2)=0,333.

FG) A

1 T —_—
l
|
0,833 T "_‘
|
|
0,666 —

0,333 T <o

0,133

Slika 9.7 Empiric¢na porazdelitvena funkcija. Verjetnost, da bo odpovedal prvi
ali drugi racunalnik je 0,333 in ne 0,133.

9.2  Zvezna porazdelitev

Koncept zvezne porazdelitve je v mnogih delih zelo podoben diskretnemu.
Slucajna spremenljivka je popolnoma definirana, ¢e je definirana zaloga
vrednosti, ki jih lahko zavzame in porazdelitev.

Naj bo vzor¢ni prostor slucajne spremenljivke X mnozica realnih Stevil na
neskonénem ali pa na kon¢nem intervalu D = (c,d). Slucajna spremenljivka
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lahko torej zavzame katerokoli vrednost na realni osi oziroma znotraj nekega
intervala.

Podobno kot pri diskretnih porazdelitvah je tudi tukaj porazdelitev lahko
teoreticna ali empiri¢na. Empiri¢no zvezno porazdelitev prikazujemo na dva
nacina:

1. s frekvencno porazdelitvijo ali
2. s kumulativno frekvencno porazdelitveno funkcijo.

Teoreti¢no pa:

1.  z gostoto verjetnosti ali
2. z(zvezno) porazdelitveno funkcijo.

Frekvencna porazdelitev

Najprej si bomo pogledali, kako opisSemo zvezno empiri¢no porazdelitveno
funkcijo. Zalogo vrednosti oziroma vzor¢ni prostor razdelimo na enako Siroke
intervale, ki jim pravimo tudi razredi. Vecinoma definicijsko obmocje D
razdelimo na 5 do 20 intervalov. Glede na najve¢jo in najmanjSo vrednost
sluc¢ajne spremenljivke dolo¢imo Sirino posameznih razredov. Na zacetku in na
koncu obmocja, v katerem lezijo podatki, dodamo Se en interval, v katerega pa
ne bo padla nobena vrednost. Ta dva intervala potrebujemo za pravilno risanje
pribliznega poteka frekvenéne porazdelitve. Nato prestejemo®, koliko slu¢ajnih
dogodkov pade v vsak razred. Ker nikakor ne moremo vnaprej predvideti, v
kateri interval bomo uvrstili dogodek, je Stevilo dogodkov v intervalu slucajna
diskretna spremenljivka.

Ce to stevilo delimo s $tevilom vseh podatkov N, dobimo diskretno empiri¢no
porazdelitev (frekvenc¢no porazdelitev), katere lastnosti smo obravnavali ze v
prejSnjem poglavju:

f(i)>0 zavsakieD in 9.9)

Z fi)=1 (9.10)

6 IzraGunamo frekvenco.
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f(i) )

0.4 0.4
0.3
0,2
0.2
1 2 3 4 5 i A B C D E X
a b

Slika 9.8 Histogram (a) in diskretna porazdelitev (b).

Graficno prikazujemo tako dobljeno porazdelitev kot histogram (glej sliko
9.8a). Le-ta je sestavljen iz enako Sirokih stikajocih pravokotnikov, katerih
vi§ina je proporcionalna frekvenci. Na abscisi ozna¢imo indekse razredov ali
pa njihove sredine. Ker gre za zvezne slucajne spremenljivke, je nacin risanja
drugacen kot pri diskretnih porazdelitvah (glej sliko 9.8b). Pri diskretnih
slu¢ajnih spremenljivkah smo uporabili odebeljene ¢rte, ki se niso stikale in
tako nedvoumno poudarili, da vmesne vrednosti ne obstajajo.

Priblizen potek frekvencne porazdelitve dobimo, ¢e v histogramu potegnemo
krivuljo skozi tocke, ki so dolocene s sredino razreda in viS§ino posameznega
stolpca (glej sliko 9.9). Tako dobljenemu grafu pravimo frekvenéni poligon.
Zaradi dodanih razredov na zacetku in na koncu se ta krivulja vedno zacne in
kon¢a z vrednostjo ni¢. Kasneje bomo spoznali, da tako dobimo empiri¢no
gostoto verjetnosti.

Sirina razreda je 10.

f(x) A

04
Priblizen potek f(x)

odatni interval na desni

Slika 9.9 Iz histograma izriSemo (empiri¢no) zvezno porazdelitev.

Kot bomo videli na naslednjem zgledu, je celoten postopek dolocevanja
frekvenéne porazdelitve zelo enostaven.



T. Dogsa: CAE/CAD v elektroniki: Analiza in nacrtovanje toleranc

Zgled 8

Narisi frekvencno porazdelitev, ¢e se spremenljivka X pojavlja z naslednjimi
vrednostmi.

11 242 25 22 33 343 32 33 38 35
34 37 43 45,1 48 45 44 44 56 51

Ker imamo malo podatkov, se odlo¢imo za 5 razredov. Ker so vrednosti med 10
in 60, se odlo¢imo, da bo interval Sirok 10.

i Ax sredina f(i) ~ [
razreda s S0 = gN

1 -0 - 10 5 0 0

2 11-20 / 15 1 0.05

3 21-30 I 25 3 0.15

4 31-40 i 35 8 0.4

5 41-50 "/ 45 6 0.3

6 51-60 // 55 2 0.1

7 61 - 65 0 0

N =20 ZX=1

Najprej nariSemo histogram, nato pa povezemo sredine stolpcev.

(i) N
frekvenca fi (X)
\ frekvenéna porazdelitev
04 I 7§

T + ; t } —>
1 2 3 4 5 | <——— indeks razreda

15 25 35 45 55 X -4——— sredinarazreda

Slika 9.10 Histogram in frekven¢na porazdelitev.

Za zelo velik N oziroma za N—o je frekvenca vsakega razreda enaka
verjetnosti, da pade slucajna spremenljivka vanj.
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P{X ei}~ f(i) 9.11)

Npr. v prej$njem zgledu je verjetnost, da pade X v 5. interval (41,50), enaka
0,3. To lahko zapiSemo tudi takole:

P {X € 5} = 0,3, Ce se verjetnost nanasa na indeks intervala,
ali

P{X € (41,50)} = 0,3, Ce se verjetnost nanasa na interval.

i) A i) A i) A

£ - £ N=50 £
N=10 N=200

Slika 9.11 Oblika empiri¢ne porazdelitve je odvisna tudi od $tevila podatkov.

Stevilo podatkov zelo vpliva na obliko porazdelitve in seveda tudi na
natancnost statistiCne analize (glej sliko 9.11). Velja preprosto pravilo: z
veCanjem Stevila podatkov se veca natanénost’. Pri majhnem $tevilu podatkov
ne smemo pozabiti, da pri ponovitvi eksperimenta oziroma opazovanja vsakic¢
ne dobimo enake porazdelitve, saj vsakokrat dobimo drugacen niz slucajnih
podatkov (glej sliko 9.12).

f(i) ) 16 A

€ N=10 - N=10

Y

Slika 9.12 Ponovitev eksperimenta pri majhnem Stevilu podatkov ne daje
popolnoma enake porazdelitve. Vecji je N, vecja je podobnost.

7 Natanénej$a povezava se nahaja v [CHATEFIELD, 1978], [SPIEGEL, 1972].
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94 Kumulativna frekvencna porazdelitev

Podobno kot pri diskretni porazdelitvi (glej enacbo 9.6) lahko tudi tukaj tvorimo
varianto empiri¢ne porazdelitve, ki prikazuje, kolikSna je verjetnost, da bo
sluc¢ajna spremenljivka X enaka ali manjSa od vrednosti v izbranem intervalu.

F()= PLX<i)= 2/ ()) 9.12)

Tudi ta funkcija je monotono narasc¢ajoca in se vzpenja od 0 do 1. Enako kot pri
diskretni porazdelitvi tudi tukaj veljata izraza:

P{X >if=1-F(i)
P{j<X <k}=F(k)-F())
Zgled 9
Imamo enake podatke kot pri prejsnjem zgledu. Kolik$na je verjetnost, da

bo X < 39? Kolik$na je verjetnost, da bo 19 < X < 40?7 Narisi pribliZzen
potek porazdelitve in od¢itaj verjetnosti.

i Ax sredina i) - [, F(a)
razreda fg( S0 = é}v ‘

1 -0 -9 5 0 0 0

2 10-20 / 15 1 0.05 0.05

3 21-30 // 25 3 0.15 0.20

4 31-40 /i 35 8 0.4 0.60

5 41-50 /117 45 6 0.3 0.90

6 51-60  // 55 2 0.1 1.00

7 61 - 65 0 0

N =20 ZX=1

x =39 se nahaja v 4 intervalu: P{X <39} =F(i=4) =0,6.
P{19<X<40}=F(i=4)-F(i=2)=0,6-0,05=1055

Ce narisemo graf kumulativne frekvenéne porazdelitve, lahko te podatke
zelo hitro odc¢itamo tudi iz grafa (glej sliko 9.13).
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15 25 35 45 55 X

Slika 9.13 Kumulativna frekvenéna porazdelitev. Ce potegnemo krivuljo skozi
sredine stolpcev, dobimo priblizek zvezne porazdelitves.

9.5  Gostota verjetnosti

Z ozenjem intervalov in vecanjem Stevila opazovanj lahko frekvencno

distribucijo aproksimiramo z zvezno funkcijo, ki ji pravimo gostota verjetnosti
(glej sliko 9.14).

) A
06 —+
04 —+

I
ﬂ :
| T
c d

-
-
X

zaloga vrednosti oz. definicijsko obmocje
Slika 9.14 Gostota verjetnosti.

Gostota verjetnosti f(x) je funkcija, ki je definirana na definicijskem obmocju D
= (¢,d) in ima naslednje lastnosti:

1. vrednosti so vedno vecje ali enake nic.

f(x) >0 zavsak xeD (9.13)

8 Zvezna porazdelitev bo opisana v nadaljevanju.
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2. Z ozenjem intervalov se je seStevanje pretvorilo v izracun povrSine pod
krivuljo, ki jo lahko izraCunamo tudi z integralom. Iz tega sledi, da je
povrsina znotraj definicijskega obmoc¢ja D vedno 1.

Tf(x)dx =1 (9.14)
3. Povrsina pod gostoto verjetnosti v intervalu (a,b) je enaka verjetnosti,
da X pade v interval (a,b).
b
Pla<X <b}= j £ (x)dx (9.15)
fx) A Povrsina = 0,33
o5 L P{a<X<b}=0,33
04 4

/

>
>
X

Slika 9.15 Povrsina pod grafom gostote verjetnosti na intervalu (a,b) je enaka
verjetnosti, da X pade v interval (a,b).

Iz enacbe (9.15) sledi, da je:
P{X=a}=0 (9.16)
Torej vrednosti f{x) ne moremo interpretirati kot verjetnost, da X zavzame

vrednost x. To je mozno samo pri empiriéni porazdelitvi (frekvencni
porazdelitvi), kjer se verjetnost nanasa na interval.

Zgled 10
f(x)

0.25

|
\
1

Koliksna je verjetnost, da X pade v interval (2,4)?
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Ce Zelimo izraCunati verjetnost, da zavzame X vrednost med 2 in 4,
moramo izracunati ¢rtkano povrsino. To lahko storimo z integriranjem ali
pa kar s preprostim geometrijskim izraCunom:

4
P2<X<4}= jf(x)dx =2.0,25=0,5
2

9.6 Zvezna porazdelitvena funkcija

Pri diskretni slucajni spremenljivki smo s seStevanjem posameznih verjetnosti
dobili porazdelitev F(x)= P{X < x}. To lahko tukaj storimo z izraunom
dolocenega integrala, ki ima spremenljivo zgornjo mejo:

P{X <x}= j f(w)ydw (9.17)

Izracunana povrsSina pod f{x) predstavlja verjetnost, da bo dogodek X zavzel
vrednost enako ali manjSo od x. To funkcijo, ki jo bomo oznalili s F(x),
imenujemo zvezna porazdelitvena funkcija®. Podobno kot diskretna
porazdelitev je tudi monotono nara$¢ajoca funkcija, ki je zvezna in ni nikoli
negativna. Njena zacetna vrednost je nic, konca pa se pri ena.

IzraCun zvezne porazdelitvene funkcije s pomocjo integrala je primeren le za
teoreti¢ne porazdelitve. Ce riSemo empiri¢no zvezno porazdelitev, potem je njen
priblizek enak kumulativni frekvenc¢ni porazdelitvi (glej sliko 9.16).

FOA FOO\
1 /
06 T <
A
i ' —> —t — >
12 3 45 ' 15 25 35 45 55 X
15 25 35 45 55 X
a b

Slika 9.16 a) Empiri¢na zvezna porazdelitev za slucajno spremenljivko iz
zgleda 9. b) Verjetnost, da je X< 35, je 0,6. Verjetnost, da je X> 35, je
1- 0,6 =0,4.

9 Ker gre za integral gostote verjetnosti, imenujemo to funkcijo tudi verjetnostni integral.
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9.7

Razlika med porazdelitvama

Zvezna slucajna spremenljivka je popolnoma definirana, ¢e poznamo njen
vzoréni prostor (zalogo vrednosti) in njeno porazdelitev. Npr. slucajno
spremenljivko X iz zgleda 8 in 9 bi opisali z:

e opisom zaloge vrednosti: 9<x<61
e opisom frekvenéne ali kumulativne frekven¢ne porazdelitve (glej sliko
9.17).

Za katero vrste porazdelitve naj se odlo¢imo? Iz frekvenéne porazdelitve
(gostote verjetnosti) lazje razberemo, kako so porazdeljene verjetnosti. Npr.
najvecja je verjetnost, da pade spremenljivka v tretji interval (glej sliko 9.17).
To ni tako razvidno na kumulativni porazdelitvi, ki pa je zelo primerna za
rac¢unanje raznih verjetnosti.

i) A F) A

04 1 +

02 05 T
1.2 3 4 5 i 1 2 3 4 5 i
15 25 35 45 55 X 15 25 35 45 55 X

Slika 9.17 Frekvenéna porazdelitev (levo) in kumulativna frekvenéna
porazdelitev (desno) spremenljivke X iz zgledov 8 in 9.

Namesto prikazovanja porazdelitve je pogosto enostavneje, ¢e lastnosti slu¢ajne
spremenljivke opiSemo z doloCenimi parametri, ki so preproste skalarne
vrednosti. Najpogostej$a sta: povpre¢na vrednost in razpr§enost.

Mere povprecja

Ce imamo nek niz podatkov, nas pogosto zanima, kolikina je tipi¢na vrednost.
V statistiki se uporablja ve¢ nacinov izracunavanja povprecja. Najbolj pogosti
so naslednji:

1. aritmeti¢na sredina,
2. modus in
3.  mediana.

Mere povprecja izberemo glede na obliko frekvencne distribucije in kategorijo
podatkov.

Niz podatkov je vc¢asih tako velik, da raje izberemo samo podmnozico, ki ji
pravimo vzorec, celotni niz pa menujemo celotna populacija. Npr, proizvodnja
kondenzatorjev predstavlja neskoncno veliko populacijo. Z analizo vzorca nato
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sklepamo, kaksne so lastnosti celotne populacije. Ocenjevanje lastnosti celotne
populacije zahteva dodatne izratune, ki pa jih ne bomo obravnavali.
Zapomnimo si le preprosto pravilo, vecji je vzorec, vecja je natancnost analize.

1. aritmeti¢na sredina

Kadar bomo izracunavali povpre¢no vrednost celotne populacije, bomo to
oznadili z p. Ker v izracunu seStevamo posamezne vrednosti, morajo podatki
spadati najmanj v intervalno lestvico.

Za vzorec iz populacije:

.1;42

(9.18)

=1
I

22‘

Za celotno populacijo:

U= (9.19)

Pogosto zelimo na podlagi vzorca dolociti srednjo vrednost celotne populacije.
Vrednost aritmeti¢ne sredine vzorca je odvisna od Stevila podatkov v vzorcu ali
z drugimi besedami: vrednost aritmeticne sredine vzorca lezi znotraj nekega
intervala, ki se z veCanjem vzorca manjsa.

Zgled 11

Kupili smo 10000 enakih uporov. 1z te zaloge jemljemo razli¢no velike
vzorce (Stevilo uporov) in izra¢unavamo aritmeti¢no sredino vrednosti
upora v vzorcu. Npr. Stirikrat po 5 uporov, nato Stirikrat po 20 uporov itd.
Rezultate prikazuje naslednja tabela:

N X X X X

5 242 20,2 234 19,2
20 199 229 20,0 239
30 21,0 223 21,9 21,0
50 21,2 21,1 214 21,2

Kolik$na je aritmeticna sredina celotne populacije? Pri petih podatkih se
je srednja vrednost gibala med 19,2 in 24,2, pri 50 pa med 21,1 in 21,4.
Vidimo, da Stevila pocasi limitirajo proti neki vrednosti. Kolik$ne so
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meje, znotraj katerih se nahaja aritmeti¢na sredina celotne populacije, je
mozno dologiti s posebnim statisti¢nim testom!0.

2. modus

Naslednje merilo za opis povprecja je modus. Modus je vrednost podatka

oziroma vrednost intervala, ki se najpogosteje pojavlja. Primeren je za podatke,
ki spadajo v nominalno lestvico.

Zgled 12

Znana je frekvencna porazdelitev. Dolo¢i modus.

fr(i)

123 4567 i
Najbolj pogosto se pojavljajo dogodki, ki jih uvr§¢amo v tretji interval.

Modus je tri.

3. mediana

To je tocka (vrednost vzorca), ki razdeli povrsino pod frekvencno distribucijo

na dva enaka dela. Primerna je za podatke, ki spadajo vsaj v ordinalno
lestvico.

f(¥))

_

0.6
047

0.2 7,
- 50% 50%

>
X

-1 1 2 3 4

Slika 9.18 Mediana je priblizno 2,3.

10 Vec o tem je v vsaki knjigi, ki podrobneje obravnava statistiko.
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. oy . . s - — — !
Samo za simetri¢ne porazdelitve z enim modusom velja: X =X 00 = X oq0 !

fr(i)

12345867 i

Slika 9.19 Ker je oblika porazdelitvene funkcije simetri¢na, je aritmeti¢na
srednja vrednost enaka modusu (i = 4).

Ve

Ce ne poznamo porazdelitve, se lahko zgodi, da izberemo popolnoma
napacno merilo za oceno povprecja. Za podatke na sliki 9.20 bi izracunali, da
je aritmeti¢na sredina priblizno 4 interval, vendar v njem sploh ni nobenega
podatka.

fr(i)

1234567 i

Slika 9.20 Aritmeti¢na sredina je priblizno 4 interval, vendar v njem sploh ni nobenega
podatka.

9.8 Mere razprsenostill

To so merila, ki povedo, kako so razprSeni podatki.

f(x) A

-2

Slika 9.21 Porazdelitvi f; in /> imata priblizno enaki povprec¢ni vrednosti x=4 ,
vendar so pri /> podatki bolj razprseni kot pri .

11 Sinonimi so: mere variabilnosti, disperzija.
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Najbolj pogoste mere:

variacijski razmik,
povprecni absolutni odklon,
standardna deviacija in
varianca.

halb o e

Variacijski razmik

To najpreprostejSe merilo je razlika med najvecjo in najmanjSo vrednostjo v
nizu podatkov.

Povprecni absolutni odklon:

MD=""—— (9.20)

Standardna deviacija!2:

(9.21)

za celotno populacijo za vzorec iz populacije

Varianca ali disperzija:

To je kvadrat standardne deviacije.

12 ysak povpreéen kalkulator ima to funkcijo. Ce je nima, si moramo pomagati s tabelo.

97
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Zgled 13
Izracunaj vsa obravnavana merila razprSenosti.
8 10 7 11 12 8 8 9 10 7
- ~ 2
X; ‘x—xi‘ (x—xi)
8 1 1
10 1 1
7 2 4
11 2 4
12 3 9
8 1 1
8 1 1
9 0 0
10 1 1
7 2 4
) 90 14 26
x=9
1. variacijski razmik x"* - X" = 5
2. povprecni absolutni odklon = 1,4
3. standardna deviacija (za celotno populacijo) = 1,61
4. varianca = 2,60.
Opomba: ¢e imamo na kalkulatorju funkcijo za standardno deviacijo,
tabele ne potrebujemo.
9.9 Enakomerna porazdelitev

Med zveznimi porazdelitvami je najbolj enostavna enakomerna porazdelitev.

f(x) F(x)

a b
Slika 9.22 Gostota verjetnosti (a) in porazdelitvena funkcija (b).

Ker mora biti povrSina pod f(x) enaka ena, je vrednost ¢ doloc¢ena z izrazom:
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Porazdelitvena funkcija linearno naras¢a znotraj intervala, v katerem je
definirana slu¢ajna spremenljivka X:

X—a

b—a

F(x):P{XSx}zjf(x)dx=

Empiricna gostota oziroma frekvencna porazdelitev je samo priblizno
konstantna.

Zgled 14

Narisana je empiricna porazdelitev. Koliks$na je verjetnost, da zavzame
slucajna spremenljivka katerokoli vrednost znotraj posameznih razredov?

f(x)

0,1 7 A

Verjetnost, da zavzame slucajna spremenljivka katerokoli vrednost
znotraj posameznih razredov, je priblizno 0,1.

9.10 Normalna ali Gaussova porazdelitev

To je zvezna teoreti¢na porazdelitev, pri kateri je gostota verjetnosti opisana z
naslednjo funkcijo:

A
T o2r ’ (9.22)
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f(x) a

I, | -
I I
p-c 8 pto X

Slika 9.23 Gostota verjetnosti (Gaussova porazdelitev), ki je opisana z izrazom
(9.22).

Pri empiri¢ni porazdelitvi izra¢unamo srednjo vrednost p in standardno
deviacija ¢ z naslednjima izrazoma:

Kadar imamo opravka z vzorcem, je potrebno izraz za ¢ ustrezno korigirati.
Mnogo pojavov v naravi ustreza tej distribuciji in zato lahko pogosto
predpostavimo, da je empiri¢na distribucija dejansko Gaussova. Z uvedbo
standardiziranega odklona (spremenljivka z) se izraz (9.22) poenostavi:

(9.23)

2

1
f(2)= e
Vorm (9.24)

Ker je izratun dolocenega integrala, s katerim bi lahko izracunali
porazdelitveno funkcijo F(x) oziroma F(z), zapleten, se uporablja samo
numericna integracija, katere rezultati so v tabeli 9.2. Tej inacici Gaussove
funkcije pravimo standardizirana ali normirana Gaussova funkcija.
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Slika 9.24 Potek standardizirane Gaussove funkcije.

Nekaj vrednosti povrsin, s katerimi se pogosto sre¢amo:

Interval z Povrsina
ptlc -1...1 0,6826
u+1,96c -1,96..1,96 | 0,9500
u+2c 2.2 0,9545
p 3o -3...3 0,9973
Ty
0.4
povrsina je 0,6827
3 2 0 1 2 3 .

Slika 9.25 Povrsina, ki ustreza intervalu +1c.
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Tabela 9.2 Povrsina pod standardizirano normalno distribucijo v intervalu od 0 do z

Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0754
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293 0,1331 0,1368 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2258 0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 0,2454 0,2486 0,2518 0,2549
0,7 0,2580 0,2612 0,2642 0,2673 0,2704 0,2734 0,2764 0,2794 0,2823 0,2852
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2996 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389
1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 0,3599 0,3621
1,1 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 0,3770 0,3790 0,3810 0,3830
1,2 0,3849 0,3869 0,3888 0,3907 0,3925 0,3944 0,3962 0,3980 0,3997 0,4015
1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 0,4115 0,4131 0,4147 0,4162 0,4177
1.4 0,4192 0,4207 0,4222 0,4236 0,4251 0,4265 0,4279 0,4292 0,4306 0,4319
1,5 0,4332 0,4345 0,4357 0,4370 0,4382 0,4394 0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452 0,4463 0,4474 0,4484 0,4495 0,4505 0,4515 0,4525 0,4535 0,4545
1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1.8 0,4641 0,4649 0,4656 0,4664 0,4671 0,4678 0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
1,9 0,4713 0,4719 0,4726 0,4732 0,4738 0,4744 0,4750 0,4756 0,4761 0,4767
2,0 0,4772 0,4778 0,4783 0,4788 0,4793 0,4798 0,4803 0,4808 0,4812 0,4817
2,1 0,4821 0,4826 0,4830 0,4834 0,4838 0,4842 0,4846 0,4850 0,4854 0,4857
2,2 0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 0,4875 0,4878 0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
2,3 0,4893 0,4896 0,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 0,4911 0,4913 0,4916
2,4 0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
2,5 0,4938 0,4940 0,4941 0,4943 0,4945 0,4946 0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
2,8 0,4974 0,4975 0,4976 0,4977 0,4977 0,4978 0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
2,9 0,4981 0,4982 0,4982 0,4983 0,4984 0,4984 0,4985 0,4985 0,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
3,1 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 0,4993 0,4993
32 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 0,4995
33 0,4995 0,4995 0,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
34 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4998
35 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3.8 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
39 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
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Zgled 15

Zgled 16

Koliksna je povrsina pod krivuljo v intervalu 0 < z < 2,247

povrsina je 0,4875

Z

0 2,24 z

Iz tabele 9.2 odc¢itamo, da je pri z = 2,24 povrSina 0,4875.

Vrednosti napetosti so distribuirane po normalni distribuciji. Srednja
vrednost je 230 V, standardna deviacija pa 8. Kolik$na je verjetnost, da

bo napetost vecja od 245 V?

Najprej napravimo preprosto skico poteka gostote verjetnosti in oznac¢imo

iskano povrsino.

230 245
5 ‘ass z
z= w =1,875~ 1,88

Iskano povr$ino izratunamo z odstevanjem dveh povrsin:

Za celotno desno polovico velja P{0 <z <+ } =0,5000 in za
P{0<z<1,88} =0,4699

P{ 1,88 <z <400 }=0,5000 - 0,4699 = 0,0301

Verjetnost, da bo napetost vecja od 245, je 3 %.
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9.11  Ocenitev standardne deviacije celotne populacije s pomoc¢jo vzorca
Pogosto bi radi na podlagi vzorca ocenili, kolikSna je standardna deviacija
celotne populacije (npr. ocenjevanje toleranc). 1z celotne populacije nakljucno
izberemo N elementov in izraCunamo standardno deviacijo. Postopek
ponavljamo. Vedno bomo dobili druga¢no vrednost. Z veCanjem Stevila
podatkov se bo interval, znotraj katerega se nahajajo izraCunane standardne
deviacije vzorca, ozil.

Ce za populacijo velja normalna porazdelitev, je interval zaupanja, v katerem
lezi standardna deviacija celotne populacije, doloCen z naslednjim pribliznim
izrazom:
S e~ j 5(1+Asj (9.25)
O=85T = T = r— .
V2N V2N S
o : standardna deviacija celotne populacije
s : standardna deviacija vrednosti v vzorcu
N : Stevilo vzorcev
z: : standardiziran odklon
Z vecanjem Stevila podatkov v vzorcu se veca natan¢nost ocene. Pri N — o, je
oO=S.
V spodnji tabeli je prikazana povezava med velikostjo vzorca in relativno
napako ocene za 95 % stopnjo zaupanja (z = 1,96).
Tabela 9.3 Nekaj tipicnih vrednosti.
N As
s
10 0,44
50 0,20
100 0,14
200 0,10
Zgled 17

1z tekocCega traku, na katerem izdelujemo 5 V usmernike, smo nakljucno
izbrali 100 usmernikov. Povprec¢na vrednost v vzorcu je bila 4,95 V,
standardna deviacija pa 0,1 V. Kolik$na je standardna deviacija napetosti
usmernikov, ki prihajajo s tekocCega traku? Ocena naj velja za 95 %
stopnjo zaupanja.

s=(0,1£0,1-0,14)V =(0,1+0,014)V = 0,1(1+0,14)V

Torej s 95 % verjetnostjo lahko trdimo, da lezi standardna deviacija vseh
usmernikov v intervalu 0,086 V - 0,114 V.
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9.12 Naloge za poglavje 9

1. Nakljucni dogodek je Stevilo pik pri metu ene kocke.

Doloc¢i vzoréni prostor.

Narisi verjetnostno funkcijo.

Narisi porazdelitveno funkcijo.

Koliksna je verjetnost, da bomo vrgli 5 pik?

Koliksna je verjetnost, da bomo vrgli najmanj 5 pik?

Koliksna je verjetnost, da bomo vrgli najman;j 2 in ne ve¢ kot 4 pike?

S i e

2. KolikSen je vzor¢ni prostor slucajne spremenljivke X? Ali je f(x) porazdelitvena funkcija?

f(x)
0.2

L.
>

L
1
1 2 3 45 X

3. Znana je gostota verjetnosti f{x).

Preveri, ali gostota verjetnosti f{x) ustreza vsem zahtevam.
Dolo¢i verjetnost, da bo X<3.

Doloci verjetnost, da bo X>3.

Dolo¢i verjetnost, da bo 1<X<3

Narisi porazdelitveno funkcijo F(x) in ponovi izracune od 2 do 4.

Rl o

f(X)}

_

037

0.2
1

4. Narisi empiri¢no gostoto verjetnosti (frekvencno distribucijo). Kolik$na je verjetnost, da
bo X>11?

12 10 9 11 12 14 13 14 15 12
9 1m 12 13 11 12 10 12 13 11

5. V laboratoriju smo merili napetost usmernikov. Podatki so zbrani v tabeli. Enote so volti.
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121 174 132 168 159 17,5 124 163 13,0 16,2
153 143 11,5 13,7 164 147 155 11,3 134 15,0
161 172 16,1 16,1 162 179 157 16,0 16,1 16,7
129 134 161 159 188 13,6 12,6 17,5 153 20,6

Kaj je sluc¢ajni dogodek?

Koliksen je priblizno vzor¢ni prostor?

Nari$i empiri¢no gostoto verjetnosti (frekvenéno distribucijo).

Narisi kumulativno frekvenéno distribucijo.

Komentiraj frekvencno distribucijo. Kaj lahko iz nje razberes?

Kolik$na je ocena verjetnosti, da je napetost manjsa od 14,0V?

Kolik$na je ocena verjetnosti, da se napetost nahaja med 12,2V in 16,8V?
Kolik$na je ocena verjetnosti, da je napetost ve¢ja od 12,0V?

Kolik$na je ocena verjetnosti, da je napetost enaka 16,0V?

VXN R WD =

6. Povprecna vrednost zgornje frekvencne meje (fzg) 500 ojacevalnikov je 151 MHz in
o = 15 MHz. Podatki so porazdeljeni skladno z normalno porazdelitvijo.

1. Koliko ojac¢evalnikov ima zgornjo frekven¢no mejo med 120 MHz in 155 MHz?
2. Specifikacije zahtevajo, da mora imeti ojaCevalnik zgornjo frekvenéno mejo
vecjo od 120 MHz. Koliko procentov ojacevalnikov specifikacijam ne ustreza?

7. Glej podatke iz naloge 4. Predpostavi, da so vrednosti porazdeljene po Gaussovi
porazdelitvi. Kolik$na je ocena verjetnosti, da bo X>11?

8. Glej podatke v nalogi 5. Predpostavi, da se dogodki distribuirajo po Gaussovi distribuciji.
Odgovori na vprasanja od 6 do 9 iz iste naloge.

9. S tekocega traku smo nakljucno vzeli 12 ojacevalnikov in izmerili napetostno ojacenje.
Pogreske, ki nastanejo pri meritvi, bomo zanemarili.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Au 163 140 110 150 130 143 145 126 150 184 148 135

Dolo¢i in nari$i frekven¢no in kumulativno frekvencno distribucijo. Kolik$na je
ocena verjetnosti, da bo ojacenje med 130 in 160? KolikSna je ocena verjetnosti,
da bo ojacenje 150?
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11. Priloge

11.1  Lestvice vrednosti po DIN IEC 63

E3 (50 %): 1; 2,2; 4,7
E6 (20 %): 1; 1,5; 2,2; 3,3; 4,7; 6,8
E12 (10 %): 1; 1,2; 1,5; 1,8; 2,2; 2,7; 3,3; 3,9; 4,7; 5,6; 6,8; 8,2

E24 (5 %): 1; 1,1; 1,21; 1,33; 1,47; 1,62; 1,78; 1,96; 2,15; 2,37;
2,61; 2,87; 3,16; 3,48; 3,83; 4,22; 4,64; 5,11; 5,62; 6,19;
6,81; 7,50; 8,25; 9,09

E48 (2 %): 100; 105; 110; 115; 121; 127; 133; 140; 147; 154; 162;
169; 178; 187; 196; 205; 215; 226; 237; 249; 261; 274; 287; 301;
316; 332; 348; 365; 383; 402; 422; 442; 464; 487; 511; 536; 562;
590; 619; 649; 681; 715; 750; 787; 825; 866; 909; 953;

E96 (1 %) 100; 102; 105; 107; 110; 113; 115; 118; 121;
124; 127; 130; 133; 137; 140; 143; 147; 150; 154; 158;
162; 165; 169; 174; 178; 182; 187; 191; 196; 200; 205;
210; 215; 221; 226; 232; 237; 243; 249; 255; 261; 267;
274; 280; 287; 294; 301; 309; 316; 324; 332; 340; 348;
357; 365; 374; 383; 392; 402; 412; 422; A432; 442; A453;
464; A475; 487; 499; 511; 523; 536; 549; 562; 576; 590;
604; 619; 634; 649; 665; 681; 698; 715; 732; 750; 768;
787; 806; 825; 845; 866; 887; 909; 931; 953; 976;

E192 (0,5 %) 100; 101; 102; 104; 105; 106; 107; 109; 110;
111; 113; 114; 115; 117; 118; 120; 121; 123; 124; 126;
127; 129; 130; 132; 133; 135; 137; 138; 140; 142; 143;
145; 147; 149; 150; 152; 154; 156; 158; 160; 162; 164;
165; 167; 169; 172; 174; 176; 178; 180; 182; 184; 187;
189; 191; 193; 196; 198; 200; 203; 205; 208; 210; 213;
215; 218; 221; 223; 226; 229; 232; 234; 237; 240; 243;
246; 249; 252; 255; 258; 261; 264; 267; 271; 274; 277;
280; 284; 287; 291; 294; 298; 301; 305; 309; 312; 316;
320; 324; 328; 332; 336; 340; 344; 348; 352; 357; 361;
365; 370; 374; 379; 383; 388; 392; 397; 402; 407; 412;
417; 422; 427; 432; 437; 442; 448; 453; 459; 464; 470;
475; 481; 487; 493; 499; 505; b511; 517; 523; 530; 536;
542; 549; 556; b562; 569; 576; 583; 590; 597; 604; 612;
619; 626; 634; 642; 649; 657; 665; 673; 681; 690; 698;
706; 715; 723; 732; 741; 750; 759; 768; 777; 787; 796;
806; 816; 825; 835; 845; 856; 866; 876; 887; 898; 909;
920; 931; 942; 0953; 965; 976; 988;
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12. Stvarno kazalo
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