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Predgovor

Avtomatsko vodenje (angl. automatic control) predstavlja enega izmed temeljev sodobne druZzbe.
Uporablja se prakti¢no na vseh tehni¢énih podrodjih, v zadnjem ¢asu pa zasledimo veliko primerov
uporabe avtomatskega vodenja tudi na netehni¢nih podro¢jih - v medicini, biologiji, ekonomiji, ...
Avtomatsko vodenje je definirano kot vodenje, pri katerem regulirno ali krmilno veli¢ino dolo¢a sis-
tem vodenja brez poseganja Cloveka. Avtomatsko vodenje teoreti¢no in prakti¢no sodi na podrodje
avtomatike. Avtomatika je interdisciplinarna veda, ki proucuje metode analize in sinteze sistemov
avtomatskega vodenja. Avtomatsko vodenje je eno izmed kljuénih orodij, ki omogo¢ajo bolj humano
industrijsko delo, ve¢jo kakovost izdelkov, ve¢jo fleksibilnost proizvodnje, vi§jo produktivnost, man-
j8o porabo surovin in energije. Obstaja pa tudi mnogo dinami¢nih sistemov, katerih delovanje bi
bilo brez avtomatskega vodenja nevarno in nestabilno in predstavlja uporaba avtomatskega vodenja
osnovni pogoj za delovanje teh sistemov. NajpomembnejSe odkritje na podrocju avtomatskega vo-
denja je odkritje povratne zanke. Centrifugalni regulator hitrosti parnega stroja je bila ena izmed
prvih inovacij, ki je temeljila na ideji povratne zanke. Vpliv te iznajdbe je bil tako velik, da je njena
uporaba povzro¢ila prvo industrijsko revolucijo in s tem velik svetovni gospodarski in druzbeni
napredek. Kljub temu, da je bila vecina teoreti¢nih osnov avtomatskega vodenja odkritih v zadnjih
stoletjih prejdnjega tisocletja, pa je teoreti¢ni razvoj na tem podrocju Se vedno intenziven. Se bolj
pa je pomemben napredek na podrocju realizacij avtomatskega vodenja, ki je neposredno povezan
z odkritji na podro¢ju novih tehnologij.

Zaradi tolik§ne pomembnosti avtomatskega vodenja je razumljivo, da sodobni inZenirji potrebujejo
temeljna in aktualna znanja s tega podrodja. Ker je avtomatsko vodenje interdisciplinarna disci-
plina, ki sodi na razli¢na inZenirska podroéja, se s predajanjem znanj s podrocja avtomatizacije
ukvarjajo na mnogih fakultetah. Na vecini tehniskih fakultet imajo enega ali celo ve¢ predmetov s
tega podroc¢ja. Predvsem zaradi nacina izvedbe avtomatskega vodenja (regulirane fizikalne veli¢ine s
senzorji ve¢inoma pretvorimo v elektriéne signale, regulatorji so realizirani z elektronskimi ali racu-
nalnigkimi napravami, aktuatorji in izvrni ¢leni velikokrat temeljijo na uporabi elektropogonov) se
z avtomatskim vodenjem e posebej intenzivno ukvarjamo na elektrotehni¢nih fakultetah. Za pri-
dobivanje znanj s tega podrodja je Studentom namenjenih veliko predmetov, prav tako je studentom
na izbiro veliko strokovne literature v tujih jezikih in v slovenséini. Razlog, da sem kljub mnozici
razpolozljive literature napisal Se en ucbenik je v tem, da sem Zelel na enem mestu zbrati osnovna
teoreti¢na znanja skupaj s primeri uporabe, ki so potrebna v celotnem procesu razvoja regulacijskega
sistema. Prav tako je ta u¢benik namenjen tistim, ki so ta znanja v celoti ali delno ze neko¢ obvladali,
pa jih sedaj zelijo ponoviti ali dopolniti. U¢benik je primarno namenjen §tudentom univerzitetnega
in visokoSolskega studijskega programa Elektrotehnika, smer Moc¢nostna elektrotehnika. Namenjen
je uporabi pri visokoSolskih predmetih Regulacijska tehnika, Industrijska krmilja in Rac¢unalnigko
vodenje procesov ter uporabi pri univerzitetnih predmetih Modeliranje in vodenje, Elektrodinamika
in Krmilno regulacijski sistemi.

Temu ustrezno je prilagojena tudi zgradba ucbenika. Velik del v ucbeniku predstavljenih znanj
temelji na uporabi Laplaceove transformacije. Za Studente, ki teh znanj ne obvladajo ali pa jih ob-
vladajo pomanjkljivo je namenjen dodatek A, kjer je temeljito, z definicijami, lastnostmi in primeri
predstavljena Laplaceova transformacija in njena uporaba. Poglobljeno poznavanje Laplaceove
transformacije in njena ves¢a uporaba sta nujni za razumevanje glavnih §tirih poglavij u¢benika.
Gradnje regulacijskega sistema se je smiselno lotiti sistemati¢no. Seveda lahko pri enostavnejsih
regulacijskih sistemih izberemo krajSe poti, ki se pa, pri kompleksnejsih sistemih ne izkazejo za
uporabne. Sistemati¢ni razvoj vsakega regulacijskega sistema zato razdelimo v §tiri osnovne korake,
ki so, v enakem vrstnem redu kot se izvedejo v praksi, predstavljeni v u¢beniku.
i



V prvem poglavju u¢benika so opisane osnove modeliranja dinami¢nih sistemov. Matemati¢ni model
predstavlja osnovo za nadaljne delo pri gradnji regulacijskega sistema, zato je to poglavje izredno
pomembno. V ucbeniku sem se omejil na modele elektriénih vezij in naprav, mehanskih sistemov
in elektromehanskih sistemov. Predstavljeni so: klasi¢ni pristop k modeliranju linearnih sistemov,
klasi¢ni pristop k modeliranju nelinearnih sistemov in linearizacija ter pristop k modeliranju, ki
temelji na uporabi Lagrangeove enache.

Naslednji korak pri izgradnji regulacijskega sistema predstavlja podrobnejSa analiza stati¢nih in
dinami¢nih lastnosti obravnavanega objekta. Bolj ali manj popolno analizo lahko do dolocene
mere izvedemo z meritvami in preizkusi. Velikokrat pa je izvedba meritev in preizkusov predraga,
pretezavna, nevarna ali celo neizvedljiva. V tem primeru pridobimo podrobno poznavanje objekta s
pomocjo analize matematicnega modela. Kako izvedemo analizo modela je predstavljeno v drugem
poglavju u¢benika. Predstavljeni sta kvantitativna in kvalitativna analiza objekta na osnovi njego-
vega matemati¢nega modela.

Na osnovi podrobnega poznavanja lastnosti procesa, ki ga zelimo regulirati, izvedemo sintezo regu-
lacijskega sistema. Sinteza regulacijskih sistemov je predstavljena v tretjem poglavju.

Rezultat sinteze regulacijskega sistema predstavlja na ustrezen nacin opisana zgradba regulacijskega
sistema in regulacijski predpis, ki ga izvajajo posamezni elementi regulacijskega sistema. Le-to je
potrebno realizirati. Skoraj vsi sodobni regulacijski sistemi so realizirani s pomod&jo €¢asovno in
ampitudno diskretnih komponent. Njihov opis in realizacija sta predstavljeni v ¢etrtem poglavju.

U¢benik je bogato opremljen s primeri. Veéina primerov ima predstavljen potek, kako pridemo do
resitve, nekatere naloge pa imajo podano samo kon¢no reSitev. Na ta na¢in lahko Studenti bolje
razumejo uporabo predstavljene teorije, prav tako pa lahko preverijo svoje znanje. Vecina primerov
in nalog izhaja iz mojega vecletnega dela na tem prodrocju [1].

V dodatku je obdelana ze omenjena Laplaceova transformacija. Podane so tudi tabele Laplaceovih
in z-transformirank pogosto uporabljanih funkcij.

Uc¢benika ne bi bilo, ¢e ne bi imel izvrstnih znanstvenikov in pedagogov, ki so me vpeljali na to
podrocje. Iskreno se zahvaljujem mojemu dolgoletnemu mentorju prof. Dragu Dolinarju. Prav
tako gre iskrena zahvala tudi dobremu sodelavcu na tem podroc¢ju prof. Bojanu Gréarju. Oba sta
mi, z vpraSanji, pripombami in korekcijami, tudi zelo veliko pomagala pri nastanku tega u¢benika.
U¢benik pa zagotovo ne bi bil taksen kot je, ¢e ne bi imel dveh izredno prizadevnih in temeljitih
recenzentov. Naloge recenzentov sta opravila prof. Maja Atanasijevi¢ Kunc in izr. prof. Bostjan
Polajzer. Obema se iskreno zahvaljujem. Za pomo¢ pri urejanju ucbenika se zahvaljujem asis. dr.
Robertu Brezovniku in sodelaveu Mitji Hriberniku.
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Poglavje 1

Modeliranje dinamic¢nih sistemov

1.1 Splosno o modelih

Za znanstveno ali strokovno obravnavo sistemov iz realnega sveta velikokrat uporabljamo modele.
Postopek izdelave modela imenujemo modeliranje. V uvodnem poglavju bomo odgovorili na osnovna
vpraSanja, povezana z modeli in modeliranjem [1]-[5].

Kaj je osnovni cilj modeliranja?
Osnovni cilj modeliranja je izdelava modela, ki ustrezno opisuje lastnosti obravnavanega realnega
sistema.

Kaks8ne modele poznamo?
V osnovi lo¢imo dve skupini modelov:

e fizi¢ni modeli

e abstraktni modeli, med katere sodijo tudi matemati¢ni modeli

Kaj so fiziéni modeli?

Fizi¢ni modeli stvarno predstavijo obravnavani sistem. Tovrstna na predstavitev temelji na enakih
lastnostih dimenzijsko razli¢nih sistemov in na analogijah med fizikalno razli¢nimi sistemi (elektri¢ni
- mehanski - termi¢ni - pnevmatski - hidravli¢ni - ...).

Kaj so abstraktni modeli?

Abstraktni modeli na abstraktni nacin, t. j. simboli¢no, verbalno ali miselno predstavijo obrav-
navan realni sistem. Pri simboli¢ni predstavitvi realnih sistemov priredimo sistemskim koli¢inam
(napetosti, toku, polozaju, hitrosti, ...) modelne spremenljivke. V primeru, ko opiSemo povezavo
med modelnimi spremenljivkami z matemati¢nimi funkcijami, dobljen model imenujemo matem-
ati¢ni model.

V okviru obravnavane snovi se bomo omejili na podrobnejso obravnavo matematiénih modelov.

Kaj je matematiéni model?
Matemati¢ni model je abstraktni model, ki uporablja matemati¢ne koncepte (enacbe, grafe, tabele)
za opis sistema [6],[7].

Kaksne sisteme lahko opiSemo z matemati¢nimi modeli?

Z matemati¢nimi modeli lahko opiSemo sisteme iz razliénih podroéij. Najbolj znacilna podrocja
uporabe matemati¢nih modelov predstavljajo naravoslovje in tehnika (astronomija, fizika, kemija,
elektrotehnika, ra¢unalnistvo, strojnistvo, gradbenistvo) ter medicina, farmacija, biologija in ekonomi-
ja. Manj pogosta, vendar tudi pomembna, je uporaba matemati¢nih modelov v drugih druzboslovnih
vedah (politika, sociologija, filozofija) [8],[9].



2 POGLAVJE 1. MODELIRANJE DINAMICNIH SISTEMOV

Zakaj uporabljamo matematiéne modele?
Matemati¢ni modeli nam omogocajo poenoteno analizo lastnosti sistemov in poenoteno naértovanje
vodenja, ki zagotavlja zahtevano delovanje sistemov.

Kako dobimo matemati¢ne modele?
Matemati¢ne modele dobimo s pomocjo teoretiénega in eksperimentalnega modeliranja. Za uspesno
modeliranje je smiselno obe metodi med sabo iterativnho dopolnjevati.

Kako delimo matematiéne modele?
Matemati¢ne modele klasificiramo na razli¢ne nacine. NajpomembnejSe delitve matemati¢nih mo-
delov so [10]-[12]:

e glede na lastnost linearnost operatorjev v matemati¢nem modelu v linearne (vse preslikave so
aditivne in homogene) ali nelinearne (pogoja aditivnosti in homogenosti nista izpolnjena),

e glede na verjetnost napovedi obnaSanja v deterministi¢ne (pri enakih vhodih imamo enake
izhode) ali stohasti¢ne (pri enakih vhodih se pojavijo naklju¢ne spremembe izhodov),

e glede na to, ali obravnavamo sistem v ustaljenem stanju ali pa nas zanima ¢asovno obnaSanje
sistema v staticne (povezujejo vhode in izhode samo za sistem v ravnoteZju) ali dinami¢ne
(uporabni so za raziskovanje dinami¢nih lastnosti sistema),

e dinami¢ne modele delimo glede na na¢in obravnave spreminjanja ¢asa v zvezne (¢as se sprem-
inja zvezno in zavzame vse vrednosti v obravnavanem ¢asovnem intervalu) ali diskretne (Cas
zavzame samo izbrane vrednosti v obravnavanem ¢asovnem intervalu),

e glede na obliko predstavitve modela v parametri¢ne (enacbe) ali neparametricne (tabele, grafi)
[13],14].

V nadaljevanju se bomo omejili predvsem mna deterministicne, zvezne, dinamicne, parametricne
matematic¢ne modele. Z namenom bolj zgo$éenega zapisa bomo zanje velikokrat uporabljali skrajsan
1zraz matematicéni modeli.

Zakaj najveckrat uporabljamo matemati¢ne modele?

V matemati¢nih modelih nastopajo vhodne spremenljivke, ki ustrezajo vhodom sistema in izhodne
spremenljivke, ki ustrezajo izhodom sistema. Osnovno metodo analize sistemov predstavlja izracun
tasovnega poteka izhodnih spremenljivk modela pri predpisanih vhodnih spremenljivkah modela.
Ker matemati¢ne modele ve¢inoma predstavljajo diferencialne ena¢be potrebujemo za njihovo rege-
vanje tudi zacetne vrednosti. Diferencialne enac¢be, ki tvorijo matemati¢ne modele, resujemo s
pomodjo analitiénih in numeri¢nih metod za reSevanje diferencialnih enacb [15].

1.2 Predstavitve parametri¢nih matemati¢nih modelov

Parametri¢ni matemati¢ni modeli prikazujejo povezavo med vhodnimi in izhodnimi spremenljivkami
v obliki ena¢b in vsebujejo v splo§nem konéno Stevilo parametrov v eksplicitni obliki.

7 ozirom na obravnavo spremenljivk v posameznih prostorskih elementih sistema lo¢imo dve vrsti
parametri¢nih dinamiénih modelov teh sistemov. V primeru, ko obravnavamo posamezne volu-
menske elemente sistema kot celoto, ki ima enako vrednost obravnavanih spremenljivk v vseh tockah,
dobljen parametri¢ni matemati¢ni model imenujemo model s koncentriranimi parametri in ga za-
pi8emo z navadnimi diferencialnimi ena¢bami. Ti modeli so enostavnejsi in hitrej§i za analizo,
lazja je njihova izpeljava ter njihova uporaba za dinami¢ne izra¢une. V primeru, ko pa predvidimo
moznost razli¢nih vrednosti obravnavanih spremenljivk v razliénih to¢kah posameznih prostorskih
elementov sistema, pa dobljen parametri¢ni model imenujemo model s porazdeljenimi parametri in
ga zapiSemo s parcialnimi diferencialnimi ena¢bami. V nadaljevanju se bomo omejili na obravnavo
parametri¢nih modelov dinamiénih sistemov s koncentriranimi parametri.
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Loc¢imo dve obliki zapisa parametri¢nih zveznih dinami¢nih modelov s koncentriranimi parametri:

e matemati¢ni modeli, ki za opis dinamike sistema uporabljajo spremenljivke stanja modela in
jih imenujemo modeli v prostoru stanja in

e matemati¢ni modeli, ki opisujejo dinamiko sistema samo na osnovi povezave vhodnih in izhod-
nih spremenljivk modela in jih imenujemo vhodno-izhodni modeli.

1.2.1 Matemati¢ni modeli v prostoru stanja

Matemati¢ni modeli v prostoru stanja so enostavni za dolo¢itev in primerni za analiti¢no in nu-
mericno reSevanje. V modelih v prostoru stanja poleg vhodnih in izhodnih spremenljivk nastopajo
tudi spremenljivke stanja. Pri izpeljavi matemati¢nega modela v prostoru stanja obi¢ajno izberemo
za spremenljivke stanja fizikalne veli¢ine, ki oznacujejo napolnjenost energijskih posod. Pri analizi
matematiénega modela in naértovanju regulacijskega sistema je velikokrat smiselna zamenjava tako
izbranih spremenljivk stanja s spremenljivkami stanja, ki nimajo ekvivalenta v fizikalnih veli¢inah

sistema [3]-[5].

Splosna oblika modela v prostoru stanja je prikazana z dvema sistemoma enach:

l‘l(t) = fl(l‘l(t)7l‘
) = )

Ea(t

(1.1)

l‘n(t) = Jn (xl(t)7x2(t)7 7x’rl(t>7u1(t)7u2(t)v 7um(t)7t)
yi(t) = gui(@a(t),z2(t), - 2n(t),us(t), ua(t), ... um(t),t)
) = ga(zi(t),2(t), sz (t), ua (t), ua(t), ..y um(t), 1)

(1.2)

kjer posamezne oznake pomenijo:

1(t), z2(t), . .., &, (t) — spremenljivke stanja,
(1), ua(t)

y1(t),y2(t), ..., yr(t) — izhodne spremenljivke,

I 5
U s+, U () — vhodne spremenljivke,
fi,fa, oy fny 91,92, ..., g — skalarne funkcije vektorskih spremenljivk,

n, m,r — §tevilo spremenljivk stanja, vhodnih in izhodnih spremenljivk modela.

Prvi sistem enacb imenujemo enacbe spremenljivk stanja, drugi sistem enacb pa izhodne enacbe.

Enac¢be (1.1) in (1.2) lahko zapiSemo v vektorsko-matri¢ni obliki:

kjer posamezne oznake pomenijo:

x(t) — vektor spremenljivk stanja (x(t) = [z1(t), z2(t), ..., 2, (t)]T),
u(t) - vhodni vektor (u(t) = [u1(t), ua(t), ..., um(t)]?),

y(t) — izhodni vektor (y(t) = [y1(t),y2(t), ...,y (£)]"),
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f, g — vektorski funkciji vektorskih spremenljivk.

Linearne modele lahko zapiSemo v naslednji obliki:

:cl(t) = all(t)xl(t) + alz(t)$2(t) + ...+ aln(t)xn(t) + bu(t)ul (t) + le(t)UQ(t) + ...+ blm(t)um(t)
Ba(t) = asi(t)z1(t) + ass()za(t) + ... + azn (E)2n(t) + bay ()us () + bas ()us(t) + . .. + bom ()um (t)
i) = @ (O)T1(t) + ans(Oea(t) + - + aun ()2 (E) + but ()1 (£) + bra (Eun () + - .- -+ b (£t (1)
(1.5)
Y1 (t) = Cll(t)l‘1(t) + Clg(t)l‘g(t) + ...+ cln(t)xn(t) + dn(t)ul(t) + du(t)?l,g(t) + ...+ dh,,,(t)um(t)
Y2 (t) = Cgl(t)lﬂl(t) + C29 (t)IQ (t) + ...+ Con (t)fﬂn (t) —+ dgl(t)ul(t) —+ d22 (t)UQ(t) + ...+ dgm(t)um (t)
() = n(a1(t) + eaaa(t) + .+ crn(OTn(t) + dpn(ur(t) + dra(Oua(t) + ... + dyma (i (1)

(1.6)

Vv primeru, ko so parametri an(t), alg(t), ceey bll(t), blg(t), ey Cll(t), Clg(t), ... 1in dll(t), dlz(t), .
Casovno odvisni (spremenljivi), oznatujejo enacbe (1.5) in (1.6) linearni, ¢asovno spremenljivi si-
stem, ¢e pa so ti parametri nespremenljivi (konstantni), pa oznatujejo te enacbe linearni, ¢asovno
nespremenljivi sistem.

Linearne, ¢asovno nespremenljive sisteme lahko zapiSemo v vektorsko-matri¢ni obliki z enacbama
(1.7) in (1.8):

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.7)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Matriko A imenujemo sistemska matrika (tudi matrika stanj) in je dimenzij n x n, matriko B
imenujemo vhodna matrika in je dimenzij n x m, matriko C imenujemo izhodna matrika in je
dimenzij r x n ter matriko D imenujemo direktna matrika in je dimenzij r x m.

Dolocene sisteme je mogoce opisati z modelom z enim vhodom in enim izhodom. Taksen model
zapiSemo v obliki:

x(t) = Ax(t) + bu(t) (1.9)
y(t) = c"x(t) + duf(t) (1.10)

1.2.2 Vhodno - izhodni matemati¢ni modeli

Dinamiko procesa lahko opiSemo tudi z matemati¢nim modelom, ki ga tvori sistem linearnih difer-
encialnih enac¢b, v katerih spremenljivke stanja ne nastopajo. Sistem diferencialnih enacb opisuje
povezavo med vhodnimi in izhodnimi spremenljivkami matemati¢nega modela — zato taksen model
imenujemo vhodno - izhodni model. Linearni vhodno - izhodni model n-tega reda z m vhodi in r
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izhodi lahko zapiSemo z r diferencialnimi enacbami [3]-[7]:

net, n-z, ;
E £ an 1 (T an o) S ()M + ao(Dn (1) =
b 11 () o) ;tln(t) +bn—1 11(t)ddtn7ufl(t) +...F b1,11(t) dul( ) 4 bo 11 (F)ur (t)+

n—1
bn,m(t)d thi(t) + by 1712(0% + ...+ b1aa(t) d"jt(t) + bo,12(t)uz(t)+

u A nflum U
b1 (8) L) 4 p 1 () Tt b 1 (8) 2 b (Bt

n n—1 n—2
T+ a1 () S+ an o (0 572+ 4 an ()25 + ao()ya(t) =
b1 ()% :tln(t) +bn—1 21(0%@1@ +.o b () dul(t) + bo,21 (t)u1 (t)+

n—1
D22 (t) L2284 b,y oo (1) L2 g by g (1) 22D d‘”“) + b 2a(t)ua(t)+

(1.11)

u . " (t Uy,
bn,2m(t)d d;(t) + bn 1 2m(t)ddtn7,—1(f) + ...+ b1,2m( )d ) + bO Qm( ) m(t)

Tar a1 (0T £ an ()T 4+ ()5 ao(D)y (1) =
bn,rl (t) d u1 (t) + bn 17r1(t)%w + ...+ bl,rl(t) dul(t) + bO rl( )ul (t)+

n—1
by ra(t) 2 ;;;2,5” b1 () L@ by a(t) dw(t) + bo o (E)ua (t)+

: n—1 »
bn,rm (t) d” Z{:Lz(t) + bn 1,rm (t)dTu—"i(t) + ...+ bl,rm (t)d:i%;(t) + bO,rm (t)um.(t)

Matemati¢ni model z eno vhodno in eno izhodno spremenljivko zapiSemo v obliki diferencialne
enacbe:

. - N
0 4 g, () dtny“uanf <>Ty“>+ ar (1) D 4 ao(t)y(t) =

“ d"u(t) d"— u(t) d"~ u(t) du(t) (112)
b (1) 8D 4, (4) S by, o (1) TS b () 2 by () u(t)
V primeru, ko so parametri ao(t), a1(t),. .., bo,11(£),b1,11(t), ..., bo21(t), b1,21(t), ... €asovno odvisni

(spremenljivi), oznacujejo enacbe (1.11) in (1.12) linearni, ¢asovno spremenljivi sistem, &e pa so
ti parametri nespremenljivi (konstantni), pa oznacujejo te enacbe linearni, ¢asovno nespremenljivi
sistem.

1.3 Modeliranje linearnih sistemov

1.3.1 Elektri¢na vezja

Za zapis enach, ki opisujejo dinamiko elektri¢nih vezij, uporabimo Kirchoffova zakona:
e 1. Kirchoffov zakon: V poljubnem vozlis¢u elektricnega vezja mora biti vsota pritekajocih
tokov enaka vsoti odtekajoc¢ih tokov.

e 2. Kirchoffov zakon: V vsakem zakljuéenem tokokrogu elektri¢nega vezja mora biti vsota
gonilnih napetosti enaka vsoti padcev napetosti.
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Omejili se bomo na elektriéna vezja, ki jih sestavljajo pasivni linearni elementi: idealni upor, idealna
tuljava in idealni kondenzator:

ip ic i
——

ve| R ve| C=—— VL L
— |

Slika 1.1: Osnovni pasivni elementi elektri¢nih vezij

Enaébe, ki opisujejo dinamiko pasivnih elementov elektri¢nih vezij so:

® upor
vr(t) = Rig(t) (1.13)

e kondenzator

volt) = é/ic(t)dt + e (0) (1.14)
e tuljava
on(t) = L4 (1.15)

dt

V ena¢bah oznacujejo R, C' in L upornost idealnega upora, kapacitivnost idealnega kondenzatorja
in induktivnost idealne tuljave, vg(t), vo(t) in v (t) oznacujejo padce napetosti na uporu, konden-
zatorju in tuljavi in ig(¢), ic(t) in i1 () oznacujejo toke skozi upor, kondenzator in tuljavo.

Za dolotitev matemati¢nega modela v prostoru stanj je potrebno izbrati ustrezne spremenljivke
stanja. Smiselna je izbira spremenljivk, ki oznacujejo koli¢ino energije v sistemu. V primeru elek-
tri¢nih vezij so to napetosti na kondenzatorjih (ve(t)) in tokovi skozi tuljave (ir(t)) [16].

Dogovor 1.1
V nalogah zaradi kompaktnosti zapisa ne bomo pisali neodvisne spremenljivke ¢.

Naloga 1.1

Za vezje na sliki 1.2 dolo¢ite matemati¢ni model v prostoru stanja in vhodno - izhodni model.
Vhodna spremenljivka modela (u) naj ustreza napetosti izvora (v1), izhodna spremenljivka modela
pa napetosti na kondenzatorju (vs).

Slika 1.2: Elektri¢no vezje, naloga 1.1
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Resitev

S pomodjo 2. Kirchoffovega zakona in enacb (1.13) in (1.14) zapiSemo enacbi, ki opisujeta dinamiko
sistema, prikazanega na sliki 1.2.

v1 = 1R + vg, UQZ%fidt

Vhod in izhod modela sta:

U = vq, Yy = U2

e Model v prostoru stanja
Za spremenljivko stanja izberemo napetost na kondenzatorju: r; = v
Model vezja na sliki 1.2 zapiSemo v obliki enacb (1.7) in (1.8):
@2:7%1}2+%U1, (}.(:AX+B11)
vy = Vg, (y =Cx+ Du)
Elementi modela v prostoru stanja so torej:

_ 1 _ 1 — —
A=—7, B=-:, Cc=1, D=0

e Vhodno - izhodni model
Model vezja zapiSsemo v obliki diferencialne enac¢be (1.12):
’UQRO + v9 = V1

Naloga 1.2

Za vezje na sliki 1.3 doloc¢ite matemati¢ni model v prostoru stanja in vhodno - izhodni model.
Vhodna spremenljivka modela (u) naj ustreza napetosti izvora (v1), izhodna spremenljivka modela
pa napetosti na kondenzatorju (vs).

Slika 1.3: Elektri¢no vezje, naloga 1.2

Resitev

S pomocjo 2. Kirchoffovega zakona in ena¢b (1.13), (1.14) in (1.15) zapiSemo enachi, ki opisujeta
vezje na sliki 1.3.

UlziR+Li+’U27 ngéfldt

Vhod in izhod modela sta:

U = V1, Y =2

e Model v prostoru stanja
Za spremenljivki stanja izberemo tok skozi tuljavo in napetost na kondenzatorju: x = [i  vg }T
Model vezja na sliki 1.3 zapiSemo v obliki:
i=—L; %’02 + %vl
Vo = 62
oziroma v vektorsko-matri¢ni obliki enacb (1.7) in (1.8):

a)=12 ]+ [a]

’UQZ[O 1 |: }4—01}1
V2
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Matrike modela v prostoru stanja so torej:

_kR 1 1 T
— L L = | L = =
a=[F 3] s=[E] e 0 an

C

e Vhodno - izhodni model
Model vezja zapisemo v obliki diferencialne enacbe (1.12):
UQLC + 'UQRC + vy = V1

Naloga 1.3

Za vezje na sliki 1.4 dolo¢ite matemati¢ni model v prostoru stanja in vhodno - izhodni model.
Vhodna spremenljivka modela (u) naj ustreza napetosti izvora (v1), izhodna spremenljivka modela
pa napetosti na kondenzatorju (vs).

Slika 1.4: Elektri¢no vezje, naloga 1.3

Resitev
e Model v prostoru stanja

=0 )]+ [

vy =1[0 1] [Zﬂ + 0vy

o

e Vhodno - izhodni model
U9 Ro LC + ®2(L + RlRQO) + Ug(Rl + Rg) =v1 Ry

Naloga 1.4

Za vezje na sliki 1.5 doloc¢ite matemati¢ni model v prostoru stanja in vhodno - izhodni model.
Vhodna spremenljivka modela (u) naj ustreza napetosti izvora (v1), izhodna spremenljivka modela
pa napetosti na kondenzatorju (vs).

Slika 1.5: Elektri¢no vezje, naloga 1.4
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Resitev

e Model v prostoru stanja

2 _R _1
11 Ly 0 Ly
; — _Ry 1
2= 0 L, I,
V2 ¢ ¢ 0
11
Vg = [O 0 1} i | + O0vq
U2

e Vhodno - izhodni model

. 1

11 I

i2 + 0 (%
(%) 0

U2(3)L1LQC + 09(R2L1C + RiCLs) + 02(R1RoC + Ly + La) + va(R1 + R2) = 01La + v1 R

Naloga 1.5

Za vezje na sliki 1.6 doloCite matemati¢ni model v prostoru stanja in vhodno - izhodni model.
Vhodna spremenljivka modela (u) naj ustreza napetosti izvora (v1), izhodna spremenljivka modela
pa napetosti na kondenzatorju (v2) [16].

Slika 1.

Resitev

e Model v prostoru stanja

_ Ry 1 _1
(37 L L L
5 _ | -1 __1_ 0
vor | = 1 R.1Ch
Vo2 C% 0 0
i
Vg = [O 0 1} ve1 |+ Ovg
V2

e Vhodno - izhodni model

6: Elektri¢no vezje, naloga 1.5

ir 0

1
ver | + | mer | 1
VC2

23 C1Co LRy + 9(CoL + C102 Ry Ry) + 92(Co Ry + C1 Ry + CoRy) + vy = vy
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Naloga 1.6

Za vezje na sliki 1.7 dolocite matemati¢ni model v prostoru stanja. Vhodna spremenljivka modela
(u) naj ustreza toku izvora (i1), izhodna spremenljivka modela pa napetosti na kondenzatorju (vs).

in ir1

i3 . L,

iy ic1
il L3 ::x vy fr— Ll

8

Slika 1.7: Elektri¢no vezje, naloga 1.6

Resitev
1 1
Vo1 0 0 01 101 C1 Vel C%
D02 00 - & O | ve 0
i | =10 £ 0 0 0 ||im|+]|0 |0
. X X .
ir2 - 1 O 0 0 ‘L2 0
L3 1 9 0 0 0 i3 0
L3

(Joal

VC2
va=[1 0 0 0 0]|ig | +0i

112

113

1.3.2 Mehanski sistemi

Pri modeliranju mehanskih sistemov bomo uporabili Newtonove zakone:

e 1. Newtonov zakon: Ce je rezultanta sil in navorov na neko telo enaka ni¢, potem telo miruje
ali pa se giblje premoenakomerno.

e 2. Newtonov zakon: Rezultanta sil, ki delujejo na telo, je enaka produktu njegove mase in
pospeska (f(t) = ma(t)).
e 3. Newtonov zakon: Ce prvo telo deluje na drugo telo s silo f(t), potem deluje drugo telo na

prvo z enako veliko in nasprotno usmerjeno silo f(t).

Osnovni elementi mehanskih sistemov so idealna vzmet, idealni duSilni element in telo z maso v
teziscéu.

— ) s |,

L [
[ —ess O [e}>ry
kd m

Slika 1.8: Osnovni elementi mehanskih sistemov
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Enacbe, ki opisujejo dinamiko osnovnih elementov:

e idealna vzmet (Hookov zakon)

f(t) = kys(t) (1.16)
e idealni dugilni element

£(t) = k20 (1.17)

Ve

e telo 7z maso v tezis¢u (2. Newtonov zakon)

f(t) = md%t(zt) (1.18)

V enacbah f(t) oznacuje silo na obravnavan mehanski element, s(t) oznacuje relativni premik (odmik
od izbranega koordinatnega izhodis¢a), k, oznacuje koeficient vzmeti, kg oznacuje dusilni koeficient
in m oznatuje maso telesa [17]-[24].

Za ustrezne spremenljivke stanja matematic¢nega modela v prostoru stanja izberemo spremenljivke,
ki opisujejo koli¢ino shranjene energije v mehanskem sistemu. To so spremenljivke, ki oznacujejo

v

polozaj in hitrost tezii¢ teles in stanja vzmeti.

Naloga 1.7

Za mehanski sistem na sliki 1.9 dolo¢ite matemati¢ni model v prostoru stanja in vhodno - izhodni

model. Vhod modela predstavlja sila na telo (f), izhod modela pa polozaj tezis¢a telesa (s). Trenje
med telesom m in podlago zanemarimo.

ky
.
i N
C kg |
T
:—>s,v
0

Slika 1.9: Mehanski sistem, naloga 1.7
Resitev
Enacba, ki opisuje mehanski sistem na sliki 1.9:
f—kys — kq$ =mé
Vhod in izhod modela sta: u= f, y = s

e Model v prostoru stanja
Za spremenljivki stanja izberemo polozaj in hitrost tezis¢a mase: z1 = s, Ta = $ =0

Model v prostoru stanja zapiSemo z enac¢bama:

1 - 14 ][]

5 1 0][Z}+Of
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e Vhodno - izhodni model
ms+ kqs+ kys = f

Naloga 1.8

Za mehanski sistem telesa, ki ga podpirata vzmet in dugilni element, dolo¢ite matemati¢ni model
v prostoru stanja in vhodno - izhodni model. Na sliki 1.10 so prikazana tri stanja obravnavanega
mehanskega sistema: stanje sistema v brezteZnostnem prostoru (desno), stanje sistema, na katerega
deluje samo gravitacijska sila (sredina) in stanje sistema, na katerega poleg gravitacijske sile deluje
tudi zunanja sila f (levo). Vhod modela predstavlja sila na telo (f), izhod modela pa vertikalni
polozaj telesa.

f A
S

— —|— -e
m 0-———5-*-

Slika 1.10: Mehanski sistem, naloga 1.8

Resitev

Pri modeliranju taksnega sistema je pomembna izbira koordinatnega izhodis¢a 0, glede na katerega
izberemo spremenljivke stanja. Kot koordinatno izhodisce izberemo vertikalni polozaj tezisca telesa,
pri katerem je Ze upostevano delovanje sile teze (slika 1.10, sredina). Dinamiko sistema, kjer spre-
menljivka s oznacuje vertikalni odmik telesa od tako izbranega koordinatnega izhodis¢a, opisuje
enacba:

f—kys —kqs =més

Vpliv sile teze je pri tako izbranem koordinatnem izhodi§¢u kompenziran s stisnjenostjo vzmeti in ga
v enacbi ni potrebno upostevati. (Silo teze mg bi morali upostevati v primeru, ko bi za spremenljivko

v

stanja, ki oznacuje vertikalni pomik telesa, izbrali razdaljo med tezi§¢em obravnavanega telesa in
poloZajem teZiica telesa, ko na telo ne deluje nobena sila (0, slika 1.10, desno).

Izbrana vhod in izhod modela sta: v = f, y = s (slika 1.10, levo)

e Model v prostoru stanja
izbrani spremenljivki stanja sta: z; = s, x93 =v

HIR BN LY

(1 0] [;‘j +0f

S

e Vhodno - izhodni model
ms+kqs+ kys=f
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Naloga 1.9

Za mehanski sistem na sliki 1.11 dolo¢ite matemati¢ni model v prostoru stanja. Mehanski sistem
na sliki odgovarja avtomobilskemu kolesu, ki je preko vzmeti in duSilnega elementa pri¢vriceno
na podvozje. DuSenje pnevmatike (gume) zanemarimo, vhod predstavlja vertikalni odmik sq, ki
odgovarja profilu cestid¢a, izhod pa predstavlja polozaj ss [25].

b
- =0

mo®—

kv [EX

1
me— - — L

kvl
t
- =0

Slika 1.11: Mehanski sistem, naloga 1.9

ky1 — koeficient vzmeti avtomobilske gume
ky2 — koeficient vzmeti vzmetenja,
kg1 — koeficient duSenja blazilnika
m1 — masa kolesa
mg — masa odgovarjajocega dela podvozja
s1 — vhod - profil cestis¢a (odmik od izbrane referencne pozicije - 0)
s2,s83 — polozaja teZis¢ kolesa in odgovarjajocega dela podvozja (odmik od izbranih referencnih
pozicij - 0)
Resitev

Enachi, ki opisujeta dinamiko sistema:

m159 kyi(s1 — s2) + kya(sz — s2) + ka1(83 — $2)
ma83 = kypa(s2 — s3) + ka1 (S2 — $3)

Izbrana vhod in izhod modela sta: v = s1, y = s3

e Model v prostoru stanja
izbrani spremenljivki stanja sta: 1 = So, To = $9 = V9, T3 = S3, T4 = §4 = V4,

S 0 1 0 0 S2

Y _kvl_kUZ _@ kvz @ kvl

1{2 = mi mi mi ma v2 _|_ mi S1
S3 0 0 0 1 S3 0

03 ky2 kan  Zkea  —Zkar vs 0

m2 ma ma m2
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S3

[0 0o 1 o]|%|+of

Naloga 1.10

Dolocite matemati¢ni model mehanskega sistema na sliki 1.12. Model zapiSite v prostoru stanja in
v vhodno-izhodni obliki. Vhod predstavlja sila f, izhod pa polozaj telesa s;.

ko kg m
— ¢ | 5 f
I I
I I
T T
:—» S1 :—» S
0 0

Slika 1.12: Mehanski sistem, naloga 1.10

Resitev

Enatbe, ki opisujejo dinamiko sistema:

még f — /{id(ég — Sl)
kvsi = ka(s2 — $1)

Izbrana vhod in izhod modela sta: u = f, y = s

e Model v prostoru stanja
izbrani spremenljivki stanja sta: r1 = s1, To = S2, T3 = $2 = Vo,

$1 — 0 1] [s 0
$o = 0 0 1 so |+ | 0| f
b S I L
51
ss, = [0 1 0]|s2| +0f
V2

e Vhodno - izhodni model )
mkgso® + mkyéy + kykaso = kaf + ko f

1.3.3 Elektromehanski sistemi

Naloga 1.11

Dolocite matemati¢ni model instrumenta z vrtljivo tuljavo. Model zapiSite v prostoru stanja in v
vhodno-izhodni obliki. Vhod predstavlja tok skozi vrtljivo tuljavo, izhod pa kotni odklon kazalca.
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Slika 1.13: Instrument z vrtljivo tuljavo, naloga 1.11

Resitev

Enacbe, ki opisujejo dinamiko sistema:

Jp = me—my —my
me = ket
my, = kyp
mqg = kqp

1 — tok skozi tuljavo

¢ — odklon kazalca

J — vztrajnostni moment vrtljive tuljave in kazalca

Me, My, My — elektriéni (pogonski), vzmetni (torzijski) in dusilni navor
ke, kv, kg — elektri¢na konstanta, koeficient vzmeti in dugilni koeficient

1) — magnetni sklep

Izbrana vhod in izhod modela sta: u =i (tok skozi tuljavo), y = ¢ (kotni odklon kazalca)

e Model v prostoru stanja
izbrani spremenljivki stanja sta: z; = ¢, 9 = ¢ = w,

2] - 18 Sl (]

e = [0 1][5}—#02‘

e Vhodno - izhodni model
JO 4+ kap + kyp = kethi

Naloga 1.12

Dolo¢ite matemati¢ni model enosmernega motorja s trajnimi magneti. Model zapiSite v prostoru
stanja in v vhodno-izhodni obliki. Vhoda modela naj predstavljata rotorska napetost in navor
bremena, izhoda modela pa rotorski tok in vrtljaji [16].
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Resitev
Enatbe, ki opisujejo dinamiko sistema:
v = ip R+ Lydy + kemw
Jw = kemir — kyw —my
vy, & — rotorska napetost in tok
R,, L, — rotorska ohmska upornost in induktivnost
kem — elektromehanska konstanta
ky¢ — koeficient viskoznega trenja
J — vztrajnostni moment rotorja
w — kotna hitrost rotorja

my — navor bremena,
Izbrana vhod in izhod modela sta: u=[v, mp ]T, y=[ir w]

e Model v prostoru stanja
izbrani spremenljivki stanja sta: z1 = i,, 2 = w,

L —
SO
—_
I
L —
= |
KS |5
3=
|
k‘ha‘
kgﬂ’g‘
| —
ISR
—_
+
| —
OFH
| S
<=
—_
| —
S <
S 3
—_

o) = el Lo o] L)

e Vhodno - izhodni model

ZIJLI + ZI(‘]RT + k'utL'r') + i'r(R'rk'ut + kgm) = 1}7.] + kvtvr + ke7rzmb

wJL, + W(JR'r + kvtLr) + W(Rrkwt + kgm) = kemVr + 1y Ly + Ry,

Naloga 1.13

Dolo¢ite matematic¢ni model elektromehanskega sistema na sliki 1.14. Za premik mase sluzi enos-
merni motor s trajnimi magneti, pri katerem zanemarimo vpliv viskoznega trenja. Model zapiSite v
prostoru stanja. Vhod naj predstavlja rotorska napetost motorja, izhod pa polozaj tezi§¢a telesa z
maso m. Trenje med telesom z maso m in podlago zanemarimo.

ko enosmerni motor
—W— m f €I T ems

L4

F ! of

L kd |
T
o S
I
0

Slika 1.14: Elektromehanski sistem, naloga 1.13
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Resitev

Enatbe, ki opisujejo dinamiko sistema:

Ji = kepiy — fr
1}7' = Z:,R,, + L’r'/]:’!' + ke’rnw
w o= 2
r

Izbrana vhod in izhod modela sta: v = v,, y = s.

e Model v prostoru stanja
izbrane spremenljivke stanja so: ©1 =4, X2 =85, x3 =5 =v

: R, _kem ; 1
tr — I, 0 L,.r br L,
S = 0 0 1 s|+ 10 |ov
: kem — _ky _ka _ _J
v mr m m r2m 0
iy
s = [0 1 0]|s|+0v
v

1.4 Modeliranje nelinearnih sistemov in linearizacija

Pri podrobnejSem opazovanju sistemov v SirSem obmodcju delovanja dobimo za opis vecine realnih
sistemov nelinearne matemati¢ne modele, zapisane v obliki ((1.1) do (1.4). Izhajali bomo iz mate-
mati¢nega modela, zapisanega z enacbo (1.19) [16].

(1) = £(x(1), u(t)) (1.19)
Velikokrat nas zanima obnaSanje nelinearnega modela v relativno majhni okolici ravnoteZnega
stanja. S pomodjo linearizacije nelinearnega modela za ustrezno ravnotezno stanje, dobimo li-

neariziran model, ki zadovoljivo opisuje dinamiko nelinearnega modela v relativno majhni okolici
ravnoteznega stanja.

Ravnotezno stanje ozna¢imo z indeksom ,.5, odstopanje od ravnoteznega stanja pa z indeksom a:

x(t) = Xps +xa(t) (1.20)
u(t) = u.st+ual(t) (1.21)

Vektorja x,s in u,, izraCunamo s pomocjo enacbe:

0 = f(Xps, Ups) = Xy, Upsg (1.22)
Lineariziran model odstopanj v okolici ravnoteznega stanja zapiSemo v obliki:

xa(t) = Axa(t) + Bua(t) (1.23)

Sistemsko in vhodno matriko lineariziranega sistema izra¢unamo z enacbama:

of  Ofr 9f1

oxq Oxo e Oy

_ _ 1 xr2 T,
A= &’(xrs’“rs) ] S (1.24)

0fn Ofn  Ofa

oz Oxo Oz~ (Xps,Urs)
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ofr  Ofh Of1
Ouq Ousg e O
of gfz gﬁ o gfz
_ = — U1 u2 Ui,
B B au|(x7‘5)ur's) : : . : (125)
ouq Ous e Oy, ~ (Xrs, Urs)
kjer so f1, fa, ..., fn skalarne funkcije vektorskih spremenljivk, parametra n, m pa oznacujeta Stevilo

spremenljivk stanja in vhodnih spremenljivk modela (1.1).

Naloga 1.14

Segrevanje predmeta na osnovi toplotnega sevanja opisuje model:
y=k (u4 — y4)

u — temperatura pe¢i (vhodna spremenljivka)
y — temperatura predmeta, ki ga segrevamo (izhodna spremenljivka)

k — koeficient segrevanja

Dolocite ravnotezno stanje, linearizirani model odstopanj in prenosno funkcijo lineariziranega mo-
dela.

Resitev

Iz enacbe
0=k (u4 — y4)

je razvidno, da ima model neskon¢no ravnoteznih stanj, dolo¢enih s pogojem:
Urs = Yrs

Model odstopanj dobimo z uporabo enacb (1.23) do (1.25):

>

8y (Wrs,Yrs)

9y
% | (u"‘s 72/7‘5)

= _4]?:1/?5

= 4ku3,

Enacba lineariziranega modela je:

Ja = —4kylya + 4kuduna

Naloga 1.15

Dinamika nihala na sliki 1.15 je opisana z nelinearno diferencialno enac¢bo:

ml?¢ = —mglsin p — ko
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m — masa nihala
[ — dolZina nihala

k — koeficient viskoznega dugenja

k

I
I
I
| !
I
I

e

Slika 1.15: Nihalo, naloga 1.15

Dolocite ravnotezno stanje in linearizirani model.
Resitev

7 uvedbo spremenljivk stanja 1 = ¢ in x93 = ¢ = w zapiSemo model nihala v prostoru stanja:

p = w

w = —%sin@—ﬁw

Ravnotezno stanje dobimo z regitvijo sistema enacb:

0 = w
0 = —Zsing— Lw
N R T R

:(prs:(L wrs =0

Linearizirani model dobimo z uporabo enacb (1.23) do (1.24):

A 07>‘c’ B 0 1] Jo 1
T k) T | —feospn, —kr | T8 -k

Enacba lineariziranega modela je:

721N 0 1 ©A . . 0 1
2 = oziroma ~ Xa = X
[WA] {—z —m’?J L’J srom . {— ]

)
~la

Naloga 1.16

V biologiji sta dobro poznani Lotka-Volterrini diferencialni enacbi, ki opisujeta dinamiko razmnoze-
vanja dveh Zivalskih vrst, ki prihajata v medsebojni konflikt kot ropar in plen. Diferencialni enacbi
sta nelinearni [16]:

1 (a1 + brx1 + c1x2)2q
o = (ag+ boxo + com1)T2
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1, Ty — Stevilo osebkov posamezne vrste
a1, as — koeficient prirastka posamezne vrste brez vpliva druge vrste
b1, by — koeficient, ki opisuje medsebojni vpliv znotraj ene same vrste

c1, co — koeficient, ki opisuje vpliv med obema vrstama
Za izbran numeri¢ni primer dolo€ite ravnotezno stanje in linearizirani model odstopan].

a1:10 bl -1 61:—5
(12:—5 b2:—5 62:2

Resitev

Sistema enacb

0 = (a1 + bz + 011‘2).%1
0 = ((12 + boxo + cle)xQ

ima §tiri reSitve:
ZT1rs =0 T1ps =0
ZT1rs =0 Tors = —1
T1rs = 10 275 =0
Tirs =5 Tors = 1
Za obravnavani primer je smiselna zadnja reSitev, ki predstavlja biolosko ravnotezje obeh vrst:
Tirs = 57 Tors =1
Matriko A lineariziranega modela dobimo z uporabo enacb (1.23) do (1.25):

A = ox l:al + lexlrs + C1Tors C1T1rs :l _ |:_5 _25:|

Ox |(‘”7‘5) - C2Tors az + 2b2T2,5 + C2T1rs 2 =5

Enagba lineariziranega modela je:

EREEREER

Naloga 1.17

Na sliki 1.16 je prikazan elektromehangski sistem krogle v magnetnem polju.

7

Slika 1.16: Krogla v magnetnem polju, naloga 1.17
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Pomen oznak na sliki 1.16 je naslednji:

1 — tok skozi elektromagnet

fm — magnetna sila, ki deluje na kroglo
fq — sila teze krogle

s — odmik krogle

m — masa krogle

Sila, s katero elektromagnet deluje na kroglo, je opisana z enacbo:

Z'2

= k —_
fm m 82

kjer parameter k,, opisuje vpliv odmika krogle in toka skozi elektromagnet na magnetno silo, ki
deluje na kroglo.

Vhodno spremenljivko predstavlja tok skozi elektromagnet (u = ), izhodno spremenljivko pa odmik
tezis¢a krogle (y = s). Dolotite ravnotezno stanje in linearizirani model odstopanj.

Resitev
Nelinearni model sistema predstavlja enacha:

2
.. 7
ms=mg — kms—Q

Z uvedbo spremenljivk stanja x1 = s in £5 = § = v zapiSemo model sistema v prostoru stanja:

Ravnotezno stanje dobimo z resitvijo sistema enacb:

Urs

-2
0 = _@Zﬁ

2
m Sig

km

= Urs = 07 Srs = lrs
am

Matriki zapisa modela v prostoru stanja dolo¢imo kot:

% 0 1

_ X B

b 3"'(”””*“”)_[2’2%3‘? o}
8X 0

b = &L’um,um):{_g%?}

Enacba lineariziranega modela je:

5A - 0‘2 1 SA 0 ) .
]-lns 2] Lot
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Naloga 1.18

Na sliki 1.17 je prikazan model vzmetenega dvokolesnega sistema (npr. motorno kolo). Telesi z
masama my in meo predstavljata Kkolesi sistema, vzmeti s koeficientoma k,1 in k2 opisujeta pnev-
matiki koles, vzmeti in duSilna elementa s parametri k3, k43, kpa in kgq predstavljata amortizerja
(t. j. vzmet in dusilni element), telo z maso ms in vztrajnostnim momentom J pa predstavlja okvir
motocikla, na katerega je pricvricen sedez. Sedez je vzmeten, vzmetenje sedeza je predstavljeno z
vzmetjo s koeficientom k,5. Na sedezu sedi voznik z maso my.

4

1

kv5
. [ ‘ la - l3 ——
" : —
S8 _ 5 7
0 ——|— ¢ "———£0 #—3“”—}80 i
mg,J
ky3 L= ks kya L= kg
83¢ 154
0 — == *m mo &— — — 0
kvl kv2
4 t,
0 — —N 0

Slika 1.17: Dvokolesni sistem, naloga 1.18

Vhodni spremenljivki predstavljata polozaja s1 in sq, ki sta odvisna od konfiguracije terena, izhodno
spremenljivko pa polozaj tezigc¢a voznika sg. Dolo¢ite nelinearni in linearizirani model.

Resitev

Nelinearni model sistema predstavljajo enacbe:

mi183 = ky1(s1 — 53) + kuz(ss — s3) + kaz(55 — $3)
mo8y = kya(S2 — 54) + koa(se — 54) + kaa(56 — 34)
mgS7 = ky3(s3 — S5) + kas($3 — $5) + kva(sa — S6) + kaa($4 — $6) + kus(s9 — Sg)
mg8y = kys(ss — Sg)
J¢ = T[kva(s1 — 86) + kaa($4 — 36)] I3 cos ¢ + [ky5 (58 — 59)] l2 cos o+

Ob upostevanju enachb:

s5 = s7—(l1+12)siny
s¢ = S7+lssing
sg§ = S7—lgsingp
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in izbiri spremenljivk stanja, vhodne in izhodne spremenljivke:

53
U3
84
V4
18): , W= |:81:| y Y =959
S9
Vg
14
w

zapiSemo nelinearni model sistema v prostoru stanja:

4 =

V3 =

S4 =

Uy =

s7 =

Uy =

59 =

Vg =

U3

1 .
p— {kv1(s1 — 83) + ks [s7 — (I1 + l2) sin — s3] + kas [vr — (I1 + l2)w cos  — v3]}
1

Vg

1
— {kuva(s2 — 84) + kypa(s7 + l3sin — s4) + kaa(vr + lzw cos p — vg)}
2

U7
1 .
P {ky3 [s3 — 87+ (I1 + 12) sin ] + ka3 [vs — v7 + (11 + 12) cos pw]
3
+hya [s4 — (s7+ I3sin Q)] + kag [vg — (v7 + l3w cos )] + kys [s9 — (87 — lasin )]}

Vg

1
—kys(s7 — lasing — sg)
my

S

1 .

7 {[kva(s4 — (87 + l3sin)) + kaa(ve — (v7 + l3w cos )] I3 cos p

—+ [k‘v5(57 — ZQ sing& — 89)] lQ COSQO

+ [kus(s7 — (I1 + o) sing — s3) + kaz(vr — (11 + l2) cos pw — v3)] (I1 + l2) cos p}

Izberemo ravnotezno stanje:

Xrs =

. — 0
? TS T 0

OO DO DO O oo

23
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in izra¢unamo sistemsko in vhodno matriko lineariziranega modela:

POGLAVJE 1. MODELIRANJE DINAMICNIH SISTEMOV

ox
A = a:‘(xr51urs):
r 0 1 0 0 0
—ky1—kys __kas 0 0 Eys
ma ma ma
0 0 0 1 0
0 0 —kyo—kya  —kaa kya
mao mao mao
0 0 0 0 0
= kys ka3 kuva kaa —ky3—kya—kys
ms3 ms ms ms ms3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ke
0 0 0 0 0
kos(litle)  kaz(li4l2) kyals kaals  —kvals+kosla+kys(li+12)
- J J J J J
0 0 0 7
%df 0 0 (—ll;lllz)kvg (—ll;llg)kdg
0 0 0 0 0
Eas 0 0 lakys lskaa
mo mo mo
1 0 0 0 0
—kaz—kaa kus 0 ko3 (litl2)+kvalz+kosla kaz(li+l2)—kaals
0 0 1 0 0
0 —kus 0 —kusla 0
ma ma
0 0 0 1
“haalathas(Wtl+2)  —lokys () Zkeali—kesly—kus(atla)?  —kuali—kes(litla)?
J J J J -
- 0 0 "
kyl 0
m1
0 0
ky
. O 7”;
B - X Lo 0
- au (wrsvurs)_ 0 0
0 0
0 0
0 0
L 0 0
¢/ = [00000O0T1TO0O0 O]

Naloga 1.19

Na sliki 1.18 je prikazan model nakladalnega mostica. Za premikanje bremena sluzi vozi¢ek z maso
M, na katerega je z neraztegljivo vrvico dolzine [ pritrjeno breme z maso m. Za premikanje vozicka
je uporabljen elektromotorni pogon, kjer je motor opremljen s tokovnim regulatorjem [16].
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iy

s
! ™
otor.s
tgifovrrlim MM @)
regulatorjem I

f = kiriy

o~

-

Slika 1.18: Nakladalni mosti¢ s pogonom s tokovnim regulatorjem, naloga 1.19

Pomen oznak na sliki 1.18 je naslednji:

M — masa vozicka

m — masa bremena

I — dolzina vrvice

s — odmik vozicka

¢ — kot med vrvico in navpi¢nico

f —sila, s katero pogon deluje na vozi¢ek

i, — referencna vrednost toka regulacijskega sistema motorja s tokovnim regulatorjem

Povezavo med referen¢no vrednostjo tokovnega regulatorja elektromotorja in silo, ki deluje na vo-
zi¢ek, opisuje enacha

f = ktrir

kjer je parameter k- odvisen od koeficienta za izra¢un navora elektromotorja in od geometrijskih
podatkov mehanskega sistema, ki rotacijsko gibanje elektromotorja pretvori v linearno gibanje vo-
zicka. Dinamiko motorja s tokovno regulacijo zanemarimo.

Vhodno spremenljivko predstavlja referencna vrednost tokovnega regulatorja v = 4,. Izhodno spre-

menljivko predstavlja polozaj teziS¢a vozicka y = s. Dolocite nelinearni model in linearizirani model.
Pri izpeljavi modela zanemarite trenje med nakladalnim vozi¢kom in podlago ter maso vrvi.

Resitev
Gibanje vozi¢ka v horizontalni smeri opiSemo z enacbo:

2

d .
Mﬁs = f+ F,.sinp,

kjer je F,, sila, s katero je napeta vrvica.
Horizontalno gibanje bremena opisemo z enacbo:

2

d
mﬁ(s +Ilsing) = —F,, singp,

vertikalno gibanje bremena opisemo z enacbo:

d2

mﬁ(l cos @) = mg — Fy, cos .
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Iz ena¢be za horizontalno gibanje bremena izrazimo silo vrvi F,.:

F,.=— .m (5 +1pcosp — 1p?sin p)
sin

in dobljeni izraz vstavimo v ostali dve ena¢bi. Dobimo:

(M 4 m)5 +ml(@cosp — @*sing) = f
§cosp+1lp=—gsingp

Iz dobljenega sistema enacb izrazimo § in ¢:

[+ (gcos + lp*)msin ¢

§ = —

M + msin® ¢
. feosp+ (g + 1¢? cos p)msin g + gM sin ¢
4 I(M + msin? p)

Izberemo spremenljivke stanja:

E6 2w

in ob upostevanju enacbe f = ky.i, zapiSemo nelinearni model sistema v prostoru stanja:

s = w

trir + (gcos o + lw?)msin @

v o= —5
M +msin® @
p = w
. Ktriy cos @ + (g + lw? cos p)msin p + gM sin
w o= -

I(M + msin® @)

Izberemo ravnotezno stanje:

Xrs = Urs = U

OO OO

in izra¢unamo sistemsko in vhodno matriko lineariziranega modela odstopanj:

01 0 0
ok |0 0 Gt 0
A= Ao =00 U
0 0 —gmtM)

IM
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0
Y ktr
B = %’ — M
ou ' (@rs,urs) 0
_ ker
M
Linearizirani model je:
SA 0 1 0 0 SA 0
ian | _ |00 g 0] | va e
ol = o 0 0 1 loal ] 0|
N 0 0 —2mE 0] Lwa ke
SA
VA .
= [1 0 0 O + 07,
sA [ ] on irA
wA

Naloga 1.20

Na sliki 1.19 je prikazan model nakladalnega mostic¢a s pogonom z regulatorjem hitrosti.

w, S0
t Il
re I13111023u’c(2)]rrjzem © M @)
itrosti [ I-(‘)—k(‘)-l

Slika 1.19: Nakladalni mosti¢ s pogonom z regulatorjem hitrosti, naloga 1.20

Pomen oznak na sliki 1.19 je naslednji:

M — masa vozicka

m — masa bremena

[ — dolzina vrvice

s — odmik vozitka

¢ — kot med vrvico in navpi¢nico
v — hitrost vozicka

w, — referen¢na vrednost hitrosti regulacijskega sistema motorja z regulatorjem hitrosti
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Povezavo med referen¢no vrednostjo regulatorja hitrosti in hitrostjo vozic¢ka opisuje diferencialna
enacba prvega reda:

T.0+v=uw,

kjer je s T,, oznacena ¢asovna konstanta ¢lena prvega reda.

Vhodno spremenljivko predstavlja referencna vrednost regulatorja hitrosti v = w,., izhodno spre-
menljivko predstavlja poloZaj tezi§¢a vozitka y = s. DoloCite linearizirani model. Pri izpeljavi
modela zanemarite trenje med nakladalnim vozickom in podlago, izgube v prijemalisc¢u vrvi ter
maso vrvi.

Resitev

Izberemo spremenljivke stanja:

E6 2 »

Za ravnotezno stanje

Xrs = , Ups =0

o O OO

izrat¢unamo sistemsko in vhodno matriko lineariziranega modela:

0 1 0 0
0% |0 =% 0 0
A = &hwmuw)* o 0 0 1
1
L0 & -% 0
0
135S .
_ _ — T
B B au |($rs7urs) o 0
_ k.
- 1T,

Linearizirani model, ki opisuje obnaSanje sistema v okolici izbrane delovne tocke, je:

N 0 1 0 07TFsa 0
ian |l _ |0 =& 0 0 |va =
oal = o 07 0 1||ealT| @ ¥
N 0 7= —% 0l lwa e

SA
spelta = [1 0 0 0] " | +0wa

YA

wA
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Naloga 1.21

Na sliki 1.20 je prikazan model inverznega nihala.

Slika 1.20: Inverzno nihalo, naloga 1.21

Pomen oznak na sliki 1.20 je naslednji:

M — masa vozicka

mq — masa palice

mo — masa utezi

m — masa palice in utezi (m = mq + ma)

I — dolzina od to¢ke O, v kateri je palica pritrjena na vozic¢ek, do tocke skupnega teZzis¢a palice z
utezjo (tocke T')

J — vztrajnostni moment palice in uteZi okoli tocke skupnega tezisca (7')

ky+ — koeficient viskoznega tenja med vozickom in podlago

Vhodno spremenljivko predstavlja sila, ki deluje na vozi¢ek (u = f), za izhodni spremenljivki pa

izberemo polozaj tezii¢a vozicka in kotni odmik palice od vertikalne lege (y = [s @}T). Dolocite
nelinearni model in linearizirani model.

Resitev

Komponenti sile, s katero deluje vozi¢ek na palico (in obratno) ozna¢imo na naslednji nacin:

H — horizontalna komponenta sile med vozi¢kom in palico

V' — vertikalna komponenta sile med vozi¢kom in palico

Horizontalno gibanje tezis¢a palice z utezjo opiSemo z enacbo:

2

m@(s—}—lsin(p) =H

Vv

vertikalno gibanje tezisc¢a palice z utezjo pa z enacbo:

d2

mﬁ(lcosgo) =V —mg
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v

Vrtenje palice z utezjo okoli njunega tezi§¢a opisuje enacha:

d2
JWQ; = Vlisingp — Hlcos p,

Gibanje vozi¢ka v horizontalni smeri:

d?s ds
e =f—H—ky—

M
dt’

V prvih dveh ena¢hah izra¢unamo odvoda:

m(38+1pcosp — lp?*sing) = H
—ml(@gsing + ¢*cosp) =V —myg

izrazimo komponenti V in H in ju vstavimo v preostali dve enacbi. Dobimo:

(J +mi*)p —ml(gsingp — 5cos ) = 0
(M 4 m)5 4+ mi(@cos + @2 sinp) + kys = f

Iz tako dobljenega sistema nelinearnih enacb izrazimo § in ¢:

. 1
S = .
M+m
PR gsinpcos (M +m) — cos? o(f — kyts + P? sin ) N H? sin
vt (M 4+ m)(J + mli2) — m2i2 cos? ¢ ml
. ml [gsin (M +m) — cos o(f — kut$ + @*sin )]
80 =

(M +m)(J +ml?) — m2I2 cos? ¢

Izberemo spremenljivke stanja:

Z1
T2
T3
Ty

6.6 w ®

in zapiSemo nelinearni model s sistemom diferencialnih ena¢b prvega reda:

j)l = X2

1
M+m

Ty =

{f  koys — m2 gsinzz cosw3(M +m) — cos? z3(f — kypro + 23 sin x3) N 3 sinxg] }

(M 4+ m)(J + ml?) — m21? cos? z3

T3 = Xy

ml [g sinag(M + m) — cosz3(f — kypra + 22 sin ,7:3)]
(M +m)(J 4+ ml?) — m2l2 cos? x3

ml
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Enacbe nelinearnega modela odvajamo po spremenljivkah stanja in vhodni spremenljivki in dobimo:

Tia = 1 |Xo7uol‘2A
m21% cos(z3)*kye } -1
Tapn = |:_kvt - (M +m) 28
(M +m) (J + mi%) — m2I2 cos(z3)? Xo,t10
o2 gcos(z3)? (M + m) — gsin(zs)? (M 4 m)
(M +m) (J +mi2) — m212 cos(z3)?
3., 2

2 cos(zz) (u — kytzo + 142 sin(mg)) sin(zg) — cos(z3)xzy
(M 4+ m) (J + ml?) — m?2I2 cos(z3)>?

(2gsin(zs) cos(zs) (M + m) — 2 cos(x3)? (u — kpze + 3% sin(zs))) m?1? cos(zs) sin(zs)

((M 4 m) (J + ml2?) — m212 cos(z3)2)”

n 7,2 cos(zs)

)(M+m)‘1

I T3A
m X0,U0
2 cos(rg)?z, sin(zs) 21y sin(zs) -
272 4 3 4 3 1
o l | M
m ( (M +m) (J +ml2) —m?212 cos(z3)? ml (M+m) xo,uomA

m21?

* (1+ (M +m) (J +mli2) —m?2[2

LN
X0,Uo

) )

xBA = 1|x0,uox4A

ml cos(z3)kyt
(M +m) (J +ml2) — m2I? cos(z3)?
+ml (g cos(zs) (M +m) + sin(z3) (u — kytzo + 142 sin(mg)) — cos(x3)2$42)
(M 4+ m) (J + mi?) — m2l2 cos(zs)?
2m313 (gsin(zs) (M +m) — cos(zs) (u — kwze + 742 sin(z3))) cos(zs) sin(zs)
B (M +m) (J + mi2) — m2i2 cos(zs)2)° e
2ml cos(zs)zy sin(zs)
(M 4+ m) (J +mi?) — m2l2 cos(zs)?
ml
(M 4+ m) (J +mi?) —m?2l?

Tyn = TaA

X0,U0

Tan
X0,%0

ua
X0,U0

Za ravnotezno stanje:

Xrs =

O O OO

dobimo linearizirani model:

TIA = T2a

Taa = G22%2A + a23T3A + baaua
T3A = Tan

Tan = @a2Taa + aa3T3A + baua

katerega parametre izraCunamo z enac¢bami:

kvt kvtm2l2

" M+m  (M+m)?a

a22
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2l2

—m2l2g
a - "I
23 (M—I—m)a’
a - kvtml
42 - (M—i—m)a’
mlg
a43 = 7»
m2? 1
b2 = + )
(M +m)2a M+m
h, - o m
LT T M+ m)a’
kjer je:
2l2
a=J+ml?— Merm'

Linearizirani model inverznega nihala zapiSemo v vektorsko-matri¢ni obliki:

ro 1 0 O 0

. 0 0 b

XA =1 GSQ ag?’ 1| Xa+ 02 ua = Axa + Bua
L O a42 a43 0 b4

(1 0 0 0 0
yA__O 0 1 O:|XA+|:O:|UA—CXA+DUA

Naloga 1.22

Na sliki 1.21 je prikazan mehanski sistem vozicka z nihalom.

(@) O
M
k

WA o
,yl

f—» :90
O T O

e

Slika 1.21: Mehanski sistem vozicka z nihalom, naloga 1.22

Pomen oznak na sliki 1.21 je naslednji:

M — masa vozicka
m — masa bremena na nihalu

v

I — dolzina od tocke, v kateri je nihalo pritrjeno na vozic¢ek do to¢ke skupnega tezis¢a nihala
J — vztrajnostni moment nihala okoli toc¢ke tezisca
k — koeficient vzmeti

f —sila, s katero delujemo na vozi¢ek
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n — navor, s katerim delujemo na nihalo
¢ — odmik nihala iz ravnoteznega polozaja
s — relativni premik vozi¢ka v horizontalni smeri
Vhodni spremenljivki predstavljata sila, ki deluje na vozifek in navor, ki deluje na nihalo (u =

[f n ]T), izhodni spremenljivki pa polozaj tezigéa vozicka in kotni odmik nihala od vertikalne lege
(y=1[s ¢]"). Dolotite nelinearni in linearizirani model.

Resitev

Komponenti sile, s katero deluje vozitek na palico nihala (in obratno), definiramo:

H — horizontalna komponenta sile med vozi¢kom in palico

V' — vertikalna komponenta sile med vozi¢kom in palico

Horizontalno gibanje tezis¢a nihala opiSemo z enacbo:

2

mﬁ(s—&—lsin@) =H

vertikalno gibanje tezis¢a nihala podamo z enacbo:

d2
mﬁ(lcosgo) =V +mg

vrtenje nihala okoli tezis¢a opisuje enacba:

d2
J% =Vising — Hlcosp +n

Gibanje vozi¢ka v horizontalni smeri:

d?s

V prvih dveh enacbah resimo odvoda

m(5+ lgcosp — lp?sing) = H
—mil(psing + ¢ cosp) =V +mg

izrazimo komponenti V' in H in jih vstavimo v preostali dve enacbi. Dobimo:

(J+ml®)p = n—micosps—mlgsing

(M 4+m)s = f—ks—mlpcosp+mlpsing
Iz tako dobljenega sistema nelinearnih enacb izrazimo § in ¢:

(J +mi?)(f — ks) + m?I%gsin pcos p — nml cos ¢
(J +ml2)(M +m) — m2l2 cos? p

(M +m)(—mglsinp +n) —ml cos o(f — ks +mlp? sin @)
(J 4+ mi2)(M 4+ m) — m2I2 cos? ¢
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Izberemo spremenljivke stanja:

T
T2
z3
T4

£E6 2w

in zapiSemo nelinearni model s sistemom diferencialnih enacb prvega reda:
§ = v

(J +ml?)(f — ks) + m?%2gsin ¢ cos p — nml cos ¢

v (J +mi?)(M +m) —m2l2 cos? ¢
Y = w
o = (M + m)(—mglsin ¢ +n) —ml cos p(f — ks + mip? sin p)

J +ml2) (M +m) — m2l2 cos?
( v

Za ravnotezno stanje izberemo:

w. — 0
? TS T O

in po odvajanju nelinearnega modela dobimo linearizirani model v naslednji obliki:

OO OO

éA 0 1 0 SA
. —k(J+ml?) 0 m?1? 0
vA _ (m+M)(J+ml2)—m212 (M~+m)(J+mlZ)—m?212 va +
on 0 0 0 N
. kml 0 —(m+M)mgl 0
wA (m+ M) (J+ml2)—m2I? (m+M)(J+m12) m212 wA
0
J+ml? ml
4 (7n+M)(Jmel2)7m212 (J\I+m)(J+ml2 —m?21?
—ml 7n+JVI
(m4+M)(J+mi2)—m?212  (m+M)(J+mi2)—m?31?
SA
sal _ [t 00 0]|wa
PA o 00 10 @A
wa

1.5 Pristop k modeliranju ob uporabi Lagrangeove enacbe

Pri takSsnem nacinu modeliranja zapiSemo diferencialne enacbe sistemov s pomocjo Lagrangeovih
enacb upostevajoc energijske koncepte. Modeliranje s pomo¢jo Lagrangeovih enac¢b je primerno za
razli¢ne sisteme: mehanske, elektriske, termi¢ne, hidravli¢ne, pnevmatske, elektromehanske, ...

Za izbrano predstavitev najprej izberemo tako imenovane posplosene koordinate. PosploSene koor-
dinate so koné¢ne in odvedljive (vsaj do druge stopnje) ¢asovne funkcije. Njihovo Stevilo je enako
Stevilu prostostnih stopenj sistema (t. j. $tevilu neodvisnih moznosti gibanja telesa). Oznacimo jih
s: q1(t), g2(t), .., gn(t).
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Postopek izpeljave matemati¢nega modela s pomo¢jo Lagrangeovih enacb razdelimo v 6 faz [17]-[30]:

1. Izberemo primerne posploSene koordinate, ki enoli¢no dolo¢ajo stanje sistema.

2. ZapiSemo izraz, ki na osnovi posploSenih koordinat in njihovih odvodov (t. j. posploSenih
hitrosti) dolo¢a kineti¢no energijo sistema:

Wi(d) = h1(g1(t),G2(t), - - - 4n(t)) (1.26)

3. Za konzervativne sisteme (v njih nastopajo samo potencialna polja, to so polja, pri katerih
je delo odvisno samo od zafetne in konéne tocke in je neodvisno od poti) napiSemo izraz za
potencialno energijo sistema:

Wy(q) = ha(q1(t),q2(t), - - - qn(?)) (1.27)

Potencialna energija je odvisna samo od posploSenih koordinat sistema in ne od njihovih
odvodov.

4. Za bolj kompakten zapis kon¢nih ena¢b uvedemo Lagrangeovo funkcijo (uporabljamo tudi
izraza lagranzijan ali potencial L), ki predstavlja razliko med izrazeno kineti¢no in potencialno

energijo:
L(g,4) = Wk(q) — Wp(q) (1.28)
5. Poizpeljavi (v u¢beniku smo izpeljavo izpustili) zapiSemo Lagrangeeve enacbe za konzervativne
sisteme:
d (0L(q,q 0L(q,q
d (q Q) _9L@4d) _ (1.29)
dt 9q; 0q;

kjer indeks ¢ oznacuje izbrano posploseno koordinato.

V primeru sistemov, v katerih nastopajo konzervativne in nekonzervativne sile, zapiSemo
enacbo 1.29 v obliki:

d (9L(0.4)\ OL(g,d)
dt< 9%, )‘ o — 2t (1.30)

Izraz na desni strani predstavlja vsoto sil, ki niso bile upostevane pri izra¢unu potencialne
energije (1.27).

Lagrangeeve enafbe napiSemo za vse posploSene koordinate. Dobimo toliko diferencialnih
enach, kot je posploSenih koordinat.

6. Dobljene diferencialne enatbe lahko v nadaljevanju pretvorimo v standardno obliko zapisa
parametri¢nih modelov dinami¢nih sistemov v prostoru stanja (1.19):

(1) = £(x(t), u(t)) (1.31)

Naloga 1.23

Zapisite matemati¢ni model prostega pada to¢kastega telesa z maso m. Silo zra¢nega upora zane-
marite.

Resitev

Postopek izpeljave matemati¢nega modela s pomodéjo Lagrangeove enatbe razdelimo v 6 faz:

1. Izberemo posploSeno koordinato, ki enoli¢no dolo¢a stanje sistema. Definiramo tudi odvod
posplogene koordinate:

qt) = s(t)
q(t) = ()
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s(t) — vertikalni pomik telesa v smeri navzdol

v(t) — vertikalna hitrost telesa v smeri navzdol

2. ZapiSemo izraz za kineti¢no energijo sistema (W}):

pri ¢emer predstavlja m maso telesa.

3. ZapiSemo izraz za potencialno energijo sistema (1),):
Wilq(t)) = —mgs(t)
kjer je g teZzni pospesek prostega pada.
4. Lagrangeova funkcija L(q(t), ¢(t)) tako dobi naslednjo obliko:

mu?(t)

L(q(1), 4(t)) = Wi(4(8)) = Wy(a(t)) = —5— +mgs(t)

5. Izra¢unamo potrebne odvode Lagrangeove funkcije:

IL(a(®),q(t)  _ "’(m”;”*mgs(“)mvm
d (0L ?Q(?)t d o)
(it((qa(qzta)q())) = 2 (mu(t) = mi()
OL(g(),4(t) _ 0 (75 + mos(t)) = myg
dq(t) 9s(t)

Kon¢no zapisemo Lagrangeovo enacbo za obravnavani konzervativni sistem:

d <5L(q(t),d(t))) ~ OL(q(1).4(t))
dt d4(t) dq(t)

mo(t) —mg =0

=0

6. Dobljeno diferencialno enac¢bo po uvedbi spremenljivk stanja

o[z - 2]
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Naloga 1.24

Zapisite matemati¢éni model prostega pada tockastega telesa z maso m. Upostevajte silo zratnega
upora padajofega telesa. Sila zra¢nega upora je proporcionalna kvadratu hitrosti [21].

Resitev
Postopek izpeljave matemati¢nega modela ponovno razdelimo v 6 faz:

1. Kot posplogeno koordinato ¢(t) izberemo pomik opazovanega telesa s(t). Definirajmo tudi
odvod posplogene koordinate:

q(t) = s(t)
q(t) = ()
kjer je:

s(t) — vertikalni pomik telesa v smeri navzdol,

v(t) — vertikalna hitrost telesa v smeri navzdol.

2. Izraz za kineti¢no energijo lahko predstavimo kot:

mu?(t)
2

Wi(q(t)) =

kjer je m masa telesa.

3. ZapiSemo Se izraz za potencialno energijo sistema:

Wila(t)) = —mgs(t)
kjer je g pospeSek prostega pada.
4. Lagrangeovo funkcijo L(q(t), ¢(t)) lahko zapigemo kot:

mu?(t)

L{q(1), 4(t)) = Wi(@)(t) = Wi (q(t)) = —5— +mgs(t)

5. Izra¢unamo potrebne odvode Lagrangeove funkcije:

or.aw) _ (M)
] d4(t) ] ov(t)
o <((2;)Q(t))) = = (mo(t)) = mo(t)
ora.ey _ 2 (2 rme0)
dq(t) Os(t)

Enacba za silo zra¢nega upora f(t) ima naslednjo obliko:

71y = = “P52y)

kjer je pomen oznak v gornji enacbi naslednji:

¢y — koeficient upora,
p — gostota okoliskega medija,

S — Celni presek telesa.
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Tako dobi Lagrangeova enac¢ba naslednjo obliko:

d (0L(q(t),q(t))\ OL(q(t),q(t))
dt( 94() )_ o =240

mo(t) —mg = —

oo

6. Dobljeno diferencialno enac¢ho po uvedbi spremenljivk stanja
_ (@) | _ | s(®)
x(t) = L;z(t)} = L)(t)

pretvorimo v standardno obliko zapisa parametri¢nih modelov v prostoru stanja:

Naloga 1.25

Zapisite model matemati¢nega nihala dolzine [ ob uporabi Lagrangeovega pristopa k modeliranju
(slika 1.15). Zanemarite silo trenja v osi vrtenja (k = 0) [21].

Resitev

Postopek izpeljave matemati¢nega modela ponovno razdelimo v 6 faz:

1. Kot posploseno koordinato izberemo zasuk ¢(t). Definiramo tudi odvod posplosene koordinate:

Pomen opazovanih veli¢in je naslednji:

©(t) — kotni odmik nihala od navpiéne lege,
v(t) — kotna hitrost nihala.

2. ZapiSemo izraz za kineti¢no energijo sistema (Wp):

) ml?w?(t
W) = "
kjer je m masa telesa.

3. ZapiSemo izraz za potencialno energijo sistema (W),):
Wp(q(t)) = mgl(1 — cos(p(t)))

kjer je g pospesek prostega pada.
4. Lagrangeova funkcija L(q(t), ¢(t)) je tako:

Llg(8).(6) = Wi@)(®) ~ Wla(8) = " XX ngi(1 — cos(otr))
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5. Izra¢unamo potrebne odvode Lagrangeove funkcije:

oLty 0 (58— mal(1 = cos(e(1) ol
d4(t) w(t)
i(W) _ %(mm(t)) — mlZi(t)
o) 0 (P —mgl(1 — cos(p(t)))) _
L OR L =0 — —mglsin(e(t))

Tako lahko zapisemo Lagrangeovo enacbo za obravnavani sistem:

d (auq(t),q'(t))) 0L, 4y _

dt 9q(t) 9q

mi2&(t) +mglsin(e(t)) =0

6. Dobljeno diferencialno enac¢bo po uvedbi spremenljivk stanja
_|m@) ] _ @)
<0= 7] =[50

pretvorimo v standardno obliko zapisa parametri¢nih modelov v prostoru stanja:

-
—~
~
~—

—~sin(p(t))

39

Naloga 1.26

Zapisite model matemati¢nega nihala z upoStevanjem sile duSenja v osi vrtenja (slika 1.15) ob

uporabi Lagrangeovega pristopa [21].
Resitev

Postopek izpeljave matemati¢nega modela razdelimo v 6 faz:

1. Izberimo najprej posploSeno koordinato ¢(t) = ¢(t). Definiramo tudi odvod posplosene koor-

dinate:
q(t) = (1)
qt) = w(t)

Pomen uporabljenih veli¢in je naslednji:

(t) — kotni odmik nihala od navpicne lege,
v(t) — kotna hitrost nihala.

2. Zapisimo izraz za kineti¢no energijo sistema (Wy):

m(lw(t))?

mae) = "

kjer je m masa telesa.
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3. ZapiSemo izraz za potencialno energijo sistema (W),):
Wila(t)) = mgl(1—cos(p(t)))

kjer je g pospesek prostega pada.

4. Lagrangeova funkcija L(q(t), ¢(t)) tako dobi naslednjo obliko:

milw 2
Lla(8). (1)) = W) 1) ~ Wyla(t) = " ngi(1 — eos(io(t)))

5. Izra¢unamo potrebne odvode Lagrangeove funkcije:

oLg.a) _ O(MF - me—coste®)
24(t) - D (t) =miw(®)
d (OL(q(t), .
u <W> = L i) = mPo(t)
oL, ) O (" —mgl(1 - cos(p(t)))) _
5078 _ E90 = —mglsin(p(t))

in zapiSemo enacho za silo duSenja v osi vrtenja f(t):
ft) = —kw(t)

kjer je k koeficient duSenja.

Lagrangeova enacba za obravnavani sistem je:
d (0L(q(t),4(t)\ _ OL(q(t),4(t))
dt 9q(t)

mi%o(t) + mglsin(p(t)) = —kw(t)

6. Dobljeno diferencialno ena¢bo po uvedbi spremenljivk stanja
_ (@) | _ ()
0= | o] = |50

lahko zapigemo kot:

P = wlt) )
ot) = —Tsin(e(t)) - —Hw(t)
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Naloga 1.27

Zgradite matemati¢ni model nihala na gibajoem vozicku (slika 1.18) ob uporabi Lagrangeovega
pristopa k modeliranju.

Resitev

Postopek izpeljave razdelimo v 6 faz:

1. Izberemo najprej posploSeni koordinati in definirajmo tudi pripadajofa odvoda:

a(t) = s()

ai(t) = 31) =0
@) = )

Q2(t) = ¢(t) =w(t)

2. Uporabimo kosinusni izrek:
c? = a® + b — 2abcos(7)

kjer so a, b in ¢ stranice trikotnika s kotom y med stranicama a in b. Stranica a ustreza hitrosti
vozitka (v(t)), stranica b obodni hitrosti bremena, ki je samo posledica nihanja bremena (lw(t))
ter stranica ¢ skupni hitrosti bremena (v, (t)), ki je posledica gibanja vozi¢ka (v(t)) in nihanja

vrvi (w(t)).
Ob upostevanju trigonometriénega izraza:
cos(180° — ¢) = — cos(p)
zapiSemo izraz za hitrost gibanja utezi vy (t) :
V2 (1) = v (t) + Pw?(t) + 2v(t)lw(t) cos(p(t))
in izraz za kineti¢no energijo sistema (Wy):

Wald(t) = MU; (t) N m (v2(t) + 12W2(t) +22v(t)lw(t) cos(go(t)))

3. Zapidimo 3e izraz za potencialno energijo sistema (WWp,):
Wp(q(t)) = mgl(1 = cos(p(t)))
4. Lagrangeova funkcija L(q(t), ¢(t)) ima naslednjo obliko:

L(q(t), (1)) = Wi(q(t), ) (t) = Wp(q(t)) =

_ Mfu2 () N m (v2(t) + Pw?(t) +221)(t)lw(t) cos(¢(t))) — mgl (1 — cos(p(t)))

5. Koné¢no izra¢unamo 8e potrebne odvode Lagrangeove funkcije:

(8(52275)(1()) = Mo(t) + mu(t) + mlw(t) cos(p(t))
% (W) = Mo(t) + mo(t) + miw(t) cos(p(t)) — miw(t)p(t) sin(e(t))
ILUW. i) _ |
0s(t)
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= ml%w(t) + mo(t)l cos p(t)

0p(t
(Z@“ﬁﬁwv = ml%0(t) + mid(t)l cos p(t) —mo(t)Ip(t) sin (1)
OL(q(1).q(t) _ . ,
doty Ok sin(e(t)) - mglsing(t)

d (0L(q(1),4(t)\ _ 9L(a(t),4(t) .\ _

i (i) - e =0

(M +m)i(t) + mli(t) cos o(t) — mlw?(t) sin(t) = 0
o) + 29 cos o(t) + < sin o(t) = 0

l

6. Spremenljivke stanja izberemo na naslednji na¢in:

xlgtg sgt;
To(t v(t
XO= oy | = |l
4(t) w(t)
in tako dobimo:
5(t) = ()
o) = (gcos(t) + lw?(t))msin p(t)
M + msin? o(t)
ot) = w(t)
o) = - (g + lw?(t) cos p(t))msin @(t) + gM sin ¢(t)
B I(M + msin® p(t))

Naloga 1.28

S pomocjo Lagrangeovega postopka k modeliranju dolofite matemati¢ni model lastnega nihanja
dusenega mehanskega sistema brez zunanje vzbujalne sile f(t) (slika 1.9) |21].

Resitev

Postopek izpeljave razdelimo v 6 faz:

1. Izberimo posploSeno koordinato in dolo¢imo tudi pripadajoci odvod:

qt) = s(t)
q(t) = w(t)

s(t) opisuje horizontalni polozaj tezis¢a telesa, v(t) pa horizontalno hitrost tezista telesa
mehanskega sistema na sliki 1.9.

2. ZapiSimo izraz za kineti¢no energijo sistema (Wj,):




1.5. PRISTOP K MODELIRANJU OB UPORABI LAGRANGEOVE ENACBE

3. Zapisimo izraz za potencialno energijo sistema (W,):

2 2
5. Izra¢unajmo potrebne odvode Lagrangeove funkcije:
. mu(t) _ kus’(t)
9L(a(t), 4(t)  _ 2(™ 2):m@
dq(t) dv(t)
d(OLG.de) _ A
T < 0 7 (mu(t)) = mi(t)
_ mo?(t) _ kys®(t)
9L(4(t),4(t)) _ 2(*5 2 >=—ks(t>
aq(t) 0s(t) :

in zapi$imo enacbo za konzervativno silo dusenja f4(t):

fa (t) = —kdv(t)

43

Na osnovi podanih relacij lahko zapiSemo Lagrangeovo enacbo za sistem, v katerem nastopajo

konzervativne in nekonzervativne sile v naslednji obliki:

d (9L(q(t),4(t)\ _ 9L(q(1),4(t)) .\ _

& (2 DA ) = " satt
mo(t) + kys(t) = —kqu(t)

6. Zgrajeni matemati¢ni model po uvedbi spremenljivk stanja

o[z - 23]

pretvorimo v standardno obliko zapisa parametri¢nih modelov v prostoru stanja:

oziroma zapisemo v vektorsko-matriéni obliki:

Rl
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Naloga 1.29

Zapisite matemati¢ni model skripéevja na sliki 1.22, ki ga sestavlja kolut, preko katerega sta z
neraztegljivo vrvjo povezani dve bremeni [21]. Predpostavimo, da maso vrvi lahko zanemarimo.
Uporabimo naslednje oznake parametrov sistema:

r,J — polmer in vztrajnostni moment koluta,

I — dolzina vrvi, ki povezuje obe bremeni,

m1, Mo masa bremen,

g — pospesek prostega pada.

Slika 1.22: Enostavno $kripcevje, naloga 1.29

Resitev
Postopek izpeljave matemati¢nega modela razdelimo v 6 faz:
1. Izberimo posploSeno koordinato.
Ker so vsa tri telesa (obe bremeni in kolut) povezana z neraztegljivo vrvjo, ima sistem le eno

prostostno stopnjo. Za posplo$eno koordinato izberimo vertikalni polozaj bremena z maso my.
Definirajmo tudi odvod posplogene koordinate:

Pri tem je:

s(t) — vertikalni poloZaj bremena m; od koordinatnega izhodig¢a v smeri navzdol,

v(t) — vertikalna hitrost bremena m; od koordinatnega izhodig¢a v smeri navzdol.

2. Zapisimo izraz za kineti¢no energijo sistema (Wy):

myv2(t) n mav?(t)  Jvi(t)

Wk (q(t)) 9 2 22

3. ZapiSemo izraz za potencialno energijo sistema (1),):

Wy(q(t)) = —mags(t) —mag(l — s(t))
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4. Dolo¢imo Lagrangeovo funkcijo L(g(t),§(t)):

L(q(t), (1)) = Wi(q(t), ) (t) — Wp(q(t)) =

mﬂ; ), mﬂ; . J;rgt) +migs(t) +mag(l — s(1))

5. Izra¢unamo potrebne odvode Lagrangeove funkcije:

oL(a(t).d(t) _ O (@m0 T o gs(t) + mag (1 - (1) )
9q(t) ou(t)
= myu(t) + mov(t) + ngt)
d (OL(q(t),d(t)\ _ d Ju(t)
at ( 0 ) = w (ml”(’f) Fmav(t) + =5 )
= myo(t) + mao(t) + J:igt)
AL(q(t), 4(t) _ 0 (mlgz(t) + mzv;(t) + J;igt) + mags(t) + mag(l — s(t))>
dq(t) ds(t)

= Mmig —mag

ter zapiSemo Lagrangeovo enacbo za konzervativne sisteme:

d <8L(q(t),(j(t))) _ OL(4(t),4(t))
dt d4(t) dq(t)

myo(t) +mao(t) + —myg+mag =0

=0

Jo(t)

r2

6. Po uvedbi spremenljivk stanja
1 () S(t)}
t) = =
0= 00| = 10
lahko model predstavimo v prostoru stanja:

§(t) = o(t)

. mig —mag
U(t) = 7
mq + mao =+ =z
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Poglavje 2

Analiza matemati¢nih modelov

2.1 Analiza modela v prostoru stanja

2.1.1 Zapis modela v prostoru stanja

Zapis nelinearnega in linearnega modela v prostoru stanja je bil podrobneje predstavljen v poglavju
2.1.1. V okviru tretjega poglavja bomo obravnavali analizo linearnih, ¢asovno nespremenljivih mod-
elov. V primeru sistema z ve¢imi vhodi in ve¢imi izhodi zapiSemo linearni, ¢asovno nespremenljivi
model z enacbama (2.1) in (2.2) [3]-[14]:

M
—~

~~
~—

I

Ax(t) + Bu(t) (2.1)
y(t) = Cx(t) + Du(¢)

Sisteme z enim vhodom in enim izhodom opiSemo z ena¢bama (2.3) in (2.4):

Zapis modela v prostoru stanja je zelo priroCen iz Stevilnih razlogov:

e omogoc¢a obravnavo pomembnih kvalitativnih lastnosti dinamiénih sistemov (vodljivost, spoz-
navnost),

e nafin opisovanja je prilagojen teoriji resevanja diferencialnih enacb (sistem diferencialnih enacb
prvega reda),

e iz zapisa modela v prostoru stanja je enostavno doloc¢iti simulacijsko shemo in obratno,

e iz zapisa modela v prostoru stanja je mozno enostavno razbrati parametre modela (sistemsko,
vhodno, izhodno in direktno matriko).

2.1.2 Simulacijska shema

Model v prostoru stanja lahko prikazemo v grafi¢ni obliki s pomodjo splosne simulacijske sheme. Os-
novni gradniki simulacijskih shem linearnih modelov so integrator, mnozilnik s konstanto in sumator,
kar sovpada z rac¢unskimi operacijami v enacbah (2.1), (2.2), (2.3) in (2.4). S tankimi linijami so
oznadene skalarne spremenljivke, z debelejsimi (ali dvojnimi) pa vektorske spremenljivke. Slika 2.1
predstavlja simulacijsko shemo modela v prostoru stanja, opisanega z enacbama (2.3) in (2.4).

47
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Y
o

Y
o
o
'

=

Slika 2.1: Simulacijska shema sistema z enim vhodom in enim izhodom

Simulacijske sheme so namenjene izdelavi elektronskega vezja (analogni racunalnik) in racunal-
niskega programa (digitalni rac¢unalnik), s pomo¢jo katerih simuliramo obnaSanje matemati¢nega
modela.

2.1.3 Karakteristi¢cna enac¢ba, lastne vrednosti, naravni nacini in lastni
vektorji modela

Karakteristi¢no enacbo, lastne vrednosti, naravne nacine in lastne vektorje modela lahko dolo¢imo
s pomocdjo sistemske matrike A.

Karakteristi¢na enac¢ba

det(AI—A)=0 (2.5)
Po dolo¢itvi (izracunu) determinante zapiSemo karakteristi¢no enacbo v obliki:

A 4 P AN T D N T2 iAo =0 (2.6)

kjer je n dimenzija kvadratne sistemske matrike A, polinom na levi strani enacbe (2.6) imenujemo
karakteristi¢ni polinom, p,_1, Pn—2, - ..,p1 in po pa koeficiente karakteristi¢nega polinoma [31]-[36].

Lastne vrednosti

Resitve karakteristi¢ne enacbe imenujemo lastne vrednosti sistemske matrike A in jih ozna¢imo z
A1, Agpel o An.

detM —A)=0=(A—A)A=A2)...(A=Xn) = 0= A, Aay oy A (2.7)

Lastne vrednosti so lahko realne ali konjugirano kompleksne, enojne ali veckratne.

Nadini sistema

Vsaki lastni vrednosti (tudi veckratni) pripada en naravni nadin. Konjugirano kompleksnemu paru
lastnih vrednosti A\; » = 0 + jw pripada periodi¢ni naravni nagin:

A2 =0+ jw= e coswt, (2.8)
realni lastni vrednosti A = ¢ pa aperiodi¢ni naravni nacin:

A=o0c= e (2.9)
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Lastni vektorji
Lastne vektorje izra¢unamo z enacbo:
(MI-—A)p=0 (2.10)

Matriko, katere stolpci so lastni vektorji sistemske matrike A, imenujemo matriko lastnih vektorjev
in jo oznac¢imo s P.

P = [p1,p2,-..,Pn (2.11)
Naloga 2.1
Izra¢unajte lastne vrednosti, lastne vektorje in nacine sistemske matrike A = B 3} .
Resitev
A—-1 =3 9
det (\I — A) = 9 y_9 =X-3A—-4=A+1)(A—4)

(A+1)(A—4) =0 = lastni vrednosti matrike A sta: A\ = —1, 2 =4

A1 = —1, A3 = 4 = nafina sistemske matrike A sta: e~ !? in e*

()\I—A)p:02>[)‘_1 -3 } {pl}:()@ (A—1)py —3ps =0

-2 )\ — 2 D2 —2}71 + ()\ — 2)])2 =0
A —1)pr—3p2=0 (-1-1)p1 —3p2 =0 —2p1 —3p2 =0
AN =—-1= ( = = =
! —2p1+ (M —2)pa =0 —2p1+(-1-2)p =0~ —2p; —3py =0

= dobljeni sistem enacb ima dve neznanki in dve linearno odvisni enacbi =

= en parameter lahko izberemo poljubno in dobimo enoparametri¢no druzino resitev: p; = [ pQI;
—3DP11
A2 —1)p1 —3p2 =0 (4=1)p1 —3p2=0 3p1 —3p2 =0
Ao =4 = ( = = =
? 21+ Qe =2p2=0 " =21+ (4=2)p2=0 " ~2p1 +2p> =0

= Podobno velja tudi za drugi lastni vektor ps = {212}
12

Lastna vektorja sta dolo¢ena do smeri natan¢no.

Prosta parametra pi; in pio izberemo poljubno. V mnogih primerih izberemo prosta parametra
tako, da je evklidska norma lastnih vektorjev enaka 1. V naSem primeru uporabimo enacbi:
\/(2911)2 +(=2p11)?=1 in (p12)? + (P12)? =

in dobimo:

p11 = 0.8321,p12 = 0.7071 = matrika lastnih vektorjev je: P = [

0.8321  0.7071
—0.5547 0.7071

Naloga 2.2

0o 1 0
Izra¢unajte lastne vrednosti, lastne vektorje in nacine sistemske matrike A = |0 —1 1
0 0 =2

|
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Resitev
A -1 0
det MI—A)=1]0 A+1 -1 | = XA+1D)(A+2)
0 0 A+2
AN+ 1)(A 4+ 2) = 0 = lastne vrednosti matrike A so: A\; =0, 2 = =1, 3 = —2
A1 =0,)s = —1X\3 = —2 = naravni nacini sistemske matrike A so: €% =1,e~ in e=2*
A -1 0 P1 (Mp1 —1po +0ps =0
M—-Ap=0= |0 A+1 -1 p2| =0= 0p1 +(A+1)ps —1p3 =
0 0 A+2] |ps Op1 +0p2 +(A+2)ps =0
(A1)p1 —p2 +0p3 =0 —p2 =0
AM=0= 0pr +(A+1)p2 —1ps =0= +p2 -p3 =0
0[)1 +0p2 +()\1 + 2)[)3 =0 +2p3 =0
P11
= tri neznanke in dve linearno neodvisni enac¢bi = enoparametri¢na druZzina resitev: p;y = | 0
0
(A2)p1 —p2 +0p3 =0 -p1 —pe =0
A=-1= 0p1 +(A2+1)p2 —1ps =0= -ps =0
Op1 +0p2 +(A2+2)ps =0 +ps =0
P12
= tri neznanke in dve linearno neodvisni enac¢hi = enoparametri¢na druzina resitev: po = | —pi2
0
(A3)p1 —p2 +0p3 =0 —=2p1 —p2 =0
A3=-2= 0p1 +(A3+1)p2 —1ps3 =0 = —-p2 —p3 =0
Op1 +0p2 +(/\3 + 2)]93 =0 0 =0
P13
= tri neznanke in dve linearno neodvisni enac¢bhi = enoparametri¢na druZzina resitev: ps = | —2p13
2p13

Proste parametre p11, p12 in p13 izberimo tako, da je evklidska norma lastnih vektorjev enaka ena:

V(p11)? =1 (p12)2+ (—p12)2 =1 in /(p13)2+ (—2p13)2 + 2(p13)%2 =1

in dobimo:
1 0.7071 0.3333

p11 = 1.0,p12 = 0.7071, p13 = 0.3333 = matrika lastnih vektorjev je: P = [0 —0.7071 —0.6667

0 0 0.6667

Naloga 2.3

1 1 2
Izracunajte lastne vrednosti, lastne vektorje in nacine sistemske matrike A = | -1 1 -2

0 1
Resitev

A-1 -1 -2
det (\I — A) = I A=1 2 | =X=-32+4A-2=AA-1)A-1-5)(A=-1+7)
0 0 A+1

A=1)(A—=1—-7)(A—1+j) =0 = lastne vrednosti matrike A so: Ay =1, a3 =1+
A =1,Ma3 =14 j = natina sistemske matrike A sta: e!® =1 in e'? cos 1t

A -1 -1 —2 P1 ()\ — 1)p1 71])2 72])3 = O
AM-Ap=0= 1 A—1 2 p| =0= 1y +(A = 1)py +2ps3 =
0 0 A—1 D3 Op1 +0p2 +()\ — 1)p3 =0
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(A = 1)p —p2 —2p3 =0 —p2 —2p3 =0
A =0= D1 —‘y-()\l —1)po 2ps =0= —p; +2p3 =0
Op: +0p2 +(A = 1)ps =0 0 =0
P11
= tri neznanke in dve linearno neodvisni ena¢bi = enoparametri¢na druZina regitev: p;1 = | p11
—%Pn
(A2 = 1)py —P2 —2p3 =0  Jjp1 —p2 —2p3 =0
=14+j= 1y +(A2 — 1)po +2p3 =0= p1 +jp2 +2p3 =0
Op1 +0p2 +(A2—=1ps =0 +jps =0
P12
= tri neznanke in dve linearno neodvisni ena¢bi = enoparametri¢na druZina regitev: ps = | jpi2
0
(A3 = 1)p1 —P2 —2p3 =0  —Jjpr —p2 —2p3 =0
M=1—-j= 1Ipy +(As — 1)p2 +2p3 =0= p1 —jp2 +2p3 =0
Op1 +0p2 +(As—Lps =0 —jps =0
P13
= tri neznanke in dve linearno neodvisni enacbi = enoparametri¢na druzina resitev: ps = | —jpis
0

Proste parametre p11, p12 in p13 izberemo tako, da je evklidska norma lastnih vektorjev enaka ena:

\/(P11)2 + (p11)? + (—3p11)? =1 (p12)? + (p12)2 =1 in (P13)? + (=p13)? =1

in dobimo: p11 = 0.6667, p1o = 0.7071, p13 = 0.7071

0.6667 0.7071 0.7071
= matrika lastnih vektorjev je: P = [ 0 — 0.66671 70.7071 —30.7071

0.333 0 0
Naloga 2.4
Izrac¢unajte lastne vrednosti, lastne vektorje in na¢ine sistemske matrike A = [_11 :é]
Resitev
A+ 41, -
det(AIA)‘ 1 /\+3‘)\ +F4AA+4=(A+2)(A+2)

(A4 2)(A +2) = 0 = lastni vrednosti matrike A sta:\; = —2, Ay = —2

A1l = —2, A2 = —2 = nadina sistemske matrike A sta enaka: e~%

(\T— A)p =0 = [Hl +1 } {pl} Com OHDp 1P =0

—1 A+3 D2 —1p1—|—(/\—|—3)p2 =0
A2+ 1)p1 +1p2 =0 -p1 +tp2 =0
A =-2= ( ’ =
b2 —Ipr+ M2 +3)p2=0 " —p1 +p2 =0
= sistem ima dve neznanki in eno linearno neodvisno enac¢bo
= enoparametri¢na druzina resitev: p; = | 21! , = | P12
P11 P12

Prosta parametra pi1 in pis izberemo tako, da je evklidska norma lastnih vektorjev enaka 1. V
nobenem primeru ne obstaja tak$na izbira prostih parametrov pi; in pi12, da bi dobili dva linearno
neodvisna vektorja.
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(p11)?2+ (p11)? =1 in (p12)? + (p12)? =1
in dobimo:

p11 = 0.7071, p12 = 0.7071 = matrika lastnih vektorjev je: P = {0'7071 0'7071]

0.7071 0.7071

je zato singularna.

Naloga 2.5
2 -1 0
Izracunajte lastne vrednosti, lastne vektorje in naéine sistemske matrike A= |1 0 0
0 1 0
Resitev
A—2 41 0
det (\I— A) = -1 A0 =X=-2X2+ A= 0-1)(A-1)
0 1 A
AA—1)(A—1) =0 = lastne vrednosti matrike A so: A\; =0, 23 =1
A1 =0, X235 =1 = nafina sistemske matrike A sta: € =1 in e!’
A—2 -1 0] [p A=2)p1 +1p2 Ops =0
M—-Ap=0=| =1 X 0| |[p|=0= —1p1  +(N)p2 +0p3 =0
0 -1 X]| |p3 Op1 +1lp2 +(M)ps =0
(M —=2)p1 +pe2 Ops =0 —=2p; +1 =0
A=0= —lp; +(A1)p2 +0p3 =0= p; =0
Op1 =1p2 +(M)ps =0 —Pp2 =0
0
= tri neznanke in dve linearno neodvisni enac¢bi = enoparametri¢na druzina resitev: p;1 = | 0
P31
(A2,3 —2)p1 +1p2 Ops =0 —p1  +p2 =0
Aoz =1= —1py +(A2,3)p2 +0ps =0= —p1 +p2 =0
Op1 —1po +(A23)ps =0 —p2 +ps =0
P12 P13
= tri neznanke in dve enacbi = enoparametri¢na druzina reSitev: pe = | p12 | in p3 = | p13
P12 Dbis3

Proste parametre ps1, p12 in p13 izberemo tako, da je evklidska norma lastnih vektorjev enaka ena.
V nobenem primeru ne obstaja tak$na izbira prostih parametrov, da bi dobili tri linearno neodvisne
lastne vektorje.

Vs)Z=1 Bpr)?=1 in /Bpy)?=1

0 0.5774 0.5774
dobimo: p3; = 1,p12 = p13 = 0.5774 = matrika lastnih vektorjev je: P = |0 0.5774 0.5774

1 05774 0.5774
Tudi v tem primeru je matrika lastnih vektorjev singularna.

Naloga 2.6
1 0 0
Izra¢unajte lastne vrednosti, lastne vektorje in nacine sistemske matrike A= 1 1 1
-1 0 0
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Resitev

A—1 0 0
det \MI—A)=| -1 Xx—=1 —1|[=X-224+A=2A-1)(\-1)
1 0 A
A(A = 1)(A — 1) = 0 = lastne vrednosti matrike A so: A\; =0, 23 =1

A1 = 0, X253 = 1 = naravna naéina sistemske matrike A sta: e% =1 in e!?

A-1 0 0 P1 (A=1Dp1 Opa Ops =0
MNM-Ap=0=| -1 I-1 -1 p2| =0= 1py +A=1Dps +1ps =0
1 0 Al Lps —1ps +0p2 +(A)ps =0
(M —1)py Op2 Ops3 =0  —p =0
A =0= 1p1 +(A—1p2  +1lps =0= p1 —p2 +p3 =0
—1p: +0p2 +(A)ps =0 —p1 0 =0
0
= tri neznanke in dve linearno neodvisni enac¢bi = enoparametri¢na druzina resitev: p1 = | po1
—Pp21
(A23 — 1)p1 Opa Ops3 =0 0 =0
Aoz =1= 1p: +(A2,3 — 1)p2 +1p3 =0= p +p3 =
—1py +0p2 +(A23)p3 =0 —p1 -p3 =0
P12 P13
= tri neznanke in ena enacba = dvoparametri¢na druzina reSitev: ps = | pos in ps = | pos
—P12 —D13

Proste parametre pa1, p12, P22, P13 in pog izberemo tako, da sta lastna vektorja ps2 in ps linearno
neodvisna in da je evklidska norma lastnih vektorjev enaka ena:

(P12) : (p22) : (=p12) # (P13) : (P23) : (—p13)

(p21)2 + (—p21)? =1 V/(p12)? + (p22)> + (—p12)> =1 in  /(p13)® + (p23)® + (—p13)> =1
Ena izmed moznih reSitev je: po; = 0.0.7071,p12 = 0,p20 = 1,p13 = 0.7071,pa3 = 0

0 0 0.7071
= matrika lastnih vektorjev je: P = | 0.7071 1 0
—-0.7071 0 -0.7071

2.1.4 Ekvivalentni sistemi in spektralna transformacija

Za model lahko izberemo razliéne spremenljivke stanja. Tako dobimo razli¢ne matemati¢ne mo-
dele v prostoru stanj, ki pa opisujejo isti sistem. Razlicne matematiéne modele, katerih vektorji
spremenljivk stanja so povezani z enacbo (2.12), imenujemo ekvivalentni sistemi.

x*(t) = Tx(t) (2.12)
kjer je:

x(t) — vektor spremenljivk stanja originalnega modela,
x*(t) — vektor spremenljivk stanja transformiranega modela,

T — transformacijska matrika.
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Originalni sistem naj bo opisan z ena¢bama (2.13) in (2.14):

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (2.13)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (2.14)

kjer so z A, B, C, D in x(t) oznacene matrike in vektor spremenljivk stanja originalnega sistema.
Sistem, transformiran iz originalnega zapisa (enacbi (2.13) in (2.14) s pomocjo enacébe (2.12), lahko
zapiSemo 7 enacbama (2.15) in (2.16):

x*(t) = A*x*(t) +B*u(t) (2.15)
y() = C*x*(t) + D*u(t) (2.16)
kjer so A*, B*, Cx, D" in x*(t) matrike in vektor spremenljivk stanja transformiranega sistema.

Iz primerjave enach (2.13) do (2.16) dobimo ob upostevanju transformacijske enacbe (2.12) enacbe,
ki povezujejo originalni in transformirani model:

A* = TAT! (2.17)
B* = TB (2.18)
cr = CcT! (2.19)
D* = D (2.20)

Ena izmed osnovnih transformacij je transformacija originalnega modela v transformirani model,
katerega sistemska matrika je diagonalna. To transformacijo imenujemo tudi spektralna transfor-
macija. Transformacijska matrika T (enacba (2.12) je v tem primeru inverzna matrika lastnih
vektorjev: T = P~1 (enacba 2.11).

2.1.5 Dolocitev odziva modela v prostoru stanj
Resitev matemati¢nega modela v prostoru stanja

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (2.21)
y(t) = ©Cx(t)+ Du(t) (2.22)

izra¢unamo v dveh korakih:

e najprej refimo enacbo spremenljivk stanja (2.21) - dolo¢imo x(¢),

e nato dobljeno reitev uporabimo v izhodni enac¢bi (2.22) in dolo¢imo Se odziv sistema y(t).
Enagba spremenljivk stanja je linearna diferencialna enacha prvega reda. ZapiSemo jo lahko kot:
x(t) — Ax(t) = Bu(¢) (2.23)
Enacbi (2.23) izracunamo integracijski multiplikator:

() = ef At — A (2.24)

—A

Enac¢bo (2.23) z leve mnozimo z integracijskim multiplikatorjem p(t) = e~A* in dobimo:

e A%(t) — e AT AX(t) = e A'Bu(t) (2.25)
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Leva stran enacbe (2.25) je odvod produkta e~ A*x(t):

d(e=Atx(t))

= = e ABu(t) (2.26)

Iz enacbe (2.26) izrazimo x(t) tako, da ena¢bo najprej integriramo:
¢
e Ax(t) =k —l—/ e A"Bu(r)dr (2.27)
0
nato pa preoblikujemo:
¢
x(t) = At (k+/ eATBu(T)dT) (2.28)
0
V enacbi (2.28) izberemo ¢ = 0 in izracunamo vrednost konstante k:
0
x(0) = A0 (k +/ 6_ATB11(T)dT> =k =x(0) (2.29)
0
Iz enacb (2.28) in (2.29) zapiSemo resitev enacbe spremenljivk stanja (2.21):
¢
x(t) = eAx(0) + / AT Bu(r)dr (2.30)
0

Iz enac¢b (2.22) in (2.30) sestavimo resitev izhodne enacbe:

t
y(H)=c" <eAtx(0) + / eA(tT)Bu(T)dT> + Du(t) (2.31)
0
V resitvah (2.30) in (2.31) je racunsko najzahtevnejia dolocitev ¢lena eA?. Izraz e? imenujemo
matrika prehajanja stanj in jo ozna¢imo s ®(¢).
¢11(t) ¢12(t) cee ¢1n(t)
B21(t)  d22(t) ... d2n(t)
A =d(t) = . . . . (2.32)

i) burlt) - bun(t)

Posamezni elementi matrike prehajanja stanj so linearne kombinacije naravnih nacinov pripadajoce
sistemske matrike. V primeru samih enojnih in realnih lastnih vrednosti sistemske matrike n-te
stopnje lahko zapiSemo matriko prehajanja stanj v obliki:

oAt _

it Ant At Ant At Ant

Bii1e’ 4+ .o 4 Bripe™t Bigiet + . 4 Biape™t Lo Bt 4+ Bipne™

At Ant At Ant At Ant

Borae™t + .. 4 Borpe’t Bognet o4 Boa et Lo Bon1e’t 4L 4 Bop e

it Ant At Ant At Ant

ﬁnl,le ! +-~+ﬂn1,ne 6712,16 ! +~~~+ﬁn2,ne ﬁnn,le ! ++ﬁnn, €
(2.33)
kjer so A1,... )\, lastne vrednosti sistemske matrike, z 3111, ..., Bii,n, Bi12,15 -+ -5 Bi2ny -+ Bin,1,
<oy Binns -+ Bands -+ -5 Ban,n D& so oznadeni koeficienti posameznih linearnih kombinacij.

Za dolocitev matrike prehajanja stanj je na razpolago ve¢ metod. Pogledali si bomo samo najpo-
membnejse.
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Doloc¢itev matrike prehajanja stanj s pomoéjo razvoja matrike v Taylorjevo vrsto

Matriko e? lahko zapiSemo v obliki Taylorjeve vrste z neskonéno mnogo &leni:

At A2t2 A3t3 tZ
At __ I — E A’ 2.34

Ob upostevanju enacbe (2.33) zapiSemo za vsak element matrike (4117 do ¢n,) sistem enalb iz
katerega izra¢unamo koeficiente 11,1 do Bnn,n-

Naloga 2.7

. . . . . . oo . -2
S pomocjo Taylorjeve vrste izracunajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = [(1) 3].

Resitev

Ob upostevanju enacbe (2.34) zapiSemo matriko prehajanja stanj:

At A% 10 0 -2 -2 6]t
At _ £ _ -
RO O Y e P e
Cfrvor—2620 0-2t4+ 82 [ouilt) éia(t)
‘I’(t)_[o+1t+23t2... L=3t+ 4582 .. | [da(t) ¢20(t) (2.35)

Funkcije ¢11(t), ¢12(t), Pp21(t) in ¢oa(t) izra¢unamo s pomocjo enacbe (2.33).

Najprej izra¢unamo lastne vrednosti in nacine:

det(\I-A)=| % TE =X as2=041)0+2)
(A+1)(A +2) = 0 = lastni vrednosti matrike A sta: A\; = —1, Ay = —2
A1 = —1, A3 = —2 = nadina sistemske matrike A sta: e in e=%

Ob upostevanju enacbe (2.33) zapiSemo matriko prehajanja stanj:

oAt _ Briet + 511,267% Biae tt + 512,267215
521,167” + 521,267225 522,167” + 522,26721&

_ {511,1(1—t+gz...)+511,2(1—2t+4;z...) 51271(1—t+%..)+ﬁ12,2(1—2t+%...)
Borg(l—t+ 5 . )+ Baro(l—2t+2C ) Bogr(1—t+ 5. )+ Bap(l—2t+2 )
(2.36)

Iz primerjave koeficientov posameznih elementov matrik (2.35) in (2.36) zapiSemo $tiri sisteme enach,
iz katerih izracunamo koeficiente 611,1, ﬂ1172, ﬂ12,1, 51272, ﬁ2171, 621,2, 52271 in ﬁgg,g.

Sistem 1:
16111+ 16112 = 1
—1611,1 — 26112 = 0 = Bi1=2, PBuz=-1
Sistem 2:

\
=

16111 + 18112
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—168111 — 26112 = —2 = B2 =—2, Bi22=2

Sistem 3:

18111+ 168112 =

18111 —2B112 = 1 = B =1, [oo=-1
Sistem 4:
18110 +18112 = 1
—18111 — 26112 = -3 = fa2,1=—1, [ago=2

Izratunane koeficiente vstavimo v ena¢bo (2.36) in dobimo:

A 2671t _ 1672t _2671t + 267215
T lle Tt —1em% et 4 2e72

Dolo¢itev matrike prehajanja stanj s pomoéjo spektralne transformacije

Ce je moZno sistemsko matriko A diagonalizirati (t. j. izvesti spektralno transformacijo), potem
lahko izra¢unamo matriko e®* tako, da transformiramo matriko prehajanja stanj pripadajotega
diagonalnega zapisa sistema. Na glavni diagonali se v tem primeru nahajajo naé¢ini sistema.

Originalni homogeni sistem in njegov odziv na zafetne pogoje (x(0)) naj bosta opisana z enacbama
(2.37):

x(t) = Ax(t) = x(t) = eAx(0) (2.37)
Z matriko lastnih vektorjev P transformiramo originalni sistem v diagonalni ekvivalentni sistem:
x*(t) = P7'x(t) (2.38)

Ob upostevanju enacb (2.37) in (2.38) zapiSemo diagonalni sistem in njegov odziv na transformirane
zadetne pogoje z enacbo (2.39):

X*(t) = A" (1) = x*(t) = eATx(0) (2.39)

kjer je A* diagonalna matrika lastnih vrednosti

A0 0
B 0 X O
A" =P 'AP = _ ,
0 0 An

At
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transformirani zacetni pogoji pa z x*(0):
x*(0) = P~'x(0)

Iz primerjave refitev enach (2.37) in (2.39) ob upo$tevanju transformacije (2.38) dobimo izraz za
izracun matrike prehajanja stanj originalnega sistema:

et 0 0
0 e 0 ...
A=pP| . . . |P! (2.40)
0 0 et

Naloga 2.8

S pomocjo spektralne transformacije izrac¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A =
0 -2

i)

Resitev

Najprej izra¢unamo lastni vrednosti in matriko lastnih vektorjev:

detOI—A) = |~ T2l ox2ims2—(0+1)0+2)
1 oA+3

(A4 1)(A +2) = 0 = lastni vrednosti matrike A sta: A\; = —1, Ay = —2

A +2le}_0;5 Ap1 +2ps =0

(/\I—A)p—()é[

-1 A+3]||pe —1p1 + (A +3)p =0
A1)p1 +2p2 =0 _ —1p1 +2p2 =0
M=o N =
! —1p1 +(M+3)p2 =0 -p1 +2pp =0

= sistem ima dve neznanki in eno linearno neodvisno enatbo = enoparametri¢na druzina reSitev: p; =
P11
pu
2

Ny = 2= 2P +2p2 =0_ —2p1 +2p» =0

=
—1p1 +(A2+3)p2 =0 -p1 +lpa =0
= sistem ima dve neznanki in eno linearno neodvisno enac¢bo = enoparametri¢na druZzina resitev: ps =

P12
P12
Prosta parametra izberemo poljubno. Zaradi enostavnosti izberimo:

p11 = 1,p12 = 1 = in dobimo matriko lastnih vektorjev: P = {015 ”

Transformacijska matrika je torej:

o[22
T-P {_1 2}

Diagonalna sistemska matrika transformiranega modela je:

R I
A*=P AP{O 2]

in pripadajofa matrika prehajanja stanj:
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Matriko prehajanja stanj za originalno sistemsko matriko A izratunamo s pomocjo enatbe (2.40):

Al _ P APl 1 1] [e 0 2 =2 [2e7M—1e7? —2e71t 4272
o 105 1 0 e 2||—-1 2| |le™—1le 2 —le !t 422

Izrac¢un matrike prehajanja stanj s pomoéjo Cayley-Hamiltonovega izreka

Matriko prehajanja stanj lahko izra¢unamo tudi s pomo¢jo Cayley-Hamiltonovega izreka (izrek 2.1).

Izrek 2.1
Vsaka kvadratna matrika zadovoljuje svojo karakteristi¢no enacbo.

Velja torej:
A" +pp A" 4, 2 AT L A+l =0 (2.41)

kjer so pp—_1, Pn—2, ---,p1 in po koeficienti karakteristitnega polinoma (enacbi (2.5) in (2.6)).
Iz izreka 2.1 oz. enalbe (2.41) je razvidno, da lahko predstavimo n-to potenco sistemske matrike A
(A™) kot linearno kombinacijo matrik A"~* A"=2 ... AinI

A" = —p, A" —p, pA"T? — . —p1A —pol (2.42)

To pomeni, da lahko tudi vsako vi§jo potenco sistemske matrike A zapiSemo kot linearno kombinacijo

matrik A"~1, A2 ... Ain I - torej kot linearno kombinacijo kon¢no mnogo ¢lenov:
A" = AAT = A(—pu1 AV —pu s AT — L= pr A — pol) =
= —pu1A" =AM — L —pA® — poA
= —Ppo1(—pa1 AV = = 1A —pl) — pp s A" — L —piA® — poA

= (p2_1 —pa-2)A" + (Pno1Pn—2 — Pn—3)A""2 ...+ (pr_1p1 — Po)A + pr_1pol

Iz enacbe za izrac¢un matrike prehajanja stanj s pomo¢jo neskoné¢ne vrste (2.34) dobimo ob uposte-
vanju izreka 2.1 in njegovih posledic ena¢bo za izra¢un matrike prehajanja stanj v obliki:

A=l + a1 A+ awA? ... +a, A"} (2.43)
kjer je n dimenzija kvadratne matrike A, koeficiente g, a1, g, ..., a,—1 pa izra¢unamo s pomodjo

sistema z n enac¢bami in n neznankami:

M= ap 4 agh + 042)\% +...+ ozn_l/\’f_l
6)\2t = Qp + OélAQ + Oég)\g + ...+ Otn_l)\g_l
)\nt. _ ’ 2 n—1
e = apt oA, + a4+ ...+ an_1A (2.44)

V primeru veckratnih lastnih vrednosti dobimo manj kot n razli¢nih enacb. Za dosego enoli¢ne
resljivosti sistema oz. zadovoljivega Stevila razliénih enacb dopolnimo sistem (2.44) z odvodi enach
(2.44) - npr. v primeru 3-kratne lastne vrednosti Ay sistem (2.44) dopolnimo z ena¢bama:

te*t = aq + 2a9hs + B3asAi+ ...+ (n— 1)04"_1)\;‘_2
t2eMt = 2054+ 6azdo+ ...+ (n—1)(n—2)a, 1 N33 (2.45)
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Naloga 2.9

S pomodjo Cayley-Hamiltonovega izreka izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike

0 -2
A= 2]

Resitev

Najprej izra¢unamo lastni vrednosti in nacina:

det(AIA)‘Al ;fg A2 43A4+2= (A 4+ 1)(A+2)

(A+1)(A +2) = 0 = lastni vrednosti matrike A sta: A\; = —1, Ay = —2

A1 = —1, 2 = —2 = naéina sistemske matrike A sta: e~ in e~ 2

Matriko prehajanja stanj e? izra¢unamo s pomoéjo enacbe (2.43), koeficienta o in o; pa z enacbo
(2.44):

A = ool + a1 A

6)\1t = (7)) + Oél)\l

€>\2t = (67)) —+ 0[1)\2

Najprej re§imo sistem enach:

et = ag+ay(-1)
e = ag+ai(-2)

=ap=2e""—e? ap=e e

nato pa izra¢unamo matriko prehajanja stanj:

1 0 0 -2 _ _ 1 0 _ _ 0 -2
eAt:ao{O 1]+a1[1 _3]:(26 e 2t)[0 1:|+(€ e 215)[1 _3]:

2e 1t _ 172t _2e~1t 4 92
le™ ™ — 172t —le~ 1t 4 2¢72

Izraédun matrike prehajanja stanj s pomoéjo Laplaceove transformacije
Izhajamo iz homogenega dela enacbe spremenljivk stanja:

x(t) = Ax(t) (2.46)
Resitev enacbe (2.46) za poljubne zafetne pogoje x(0) doloca enacba (2.47):

x(t) = e®'x(0) (2.47)

Do regitve homogene enatbe (2.46) lahko pridemo tudi s pomodjo Laplaceove transformacije. Enatbo
(2.46) pretvorimo v s-prostor, pois¢emo refitev v s-prostoru in dobljeno resitev pretvorimo nazaj v
¢asovni prostor:

x(t) = Ax(t) = sX(s) —x(0) = AX(s) = X(s)=(sI—A) 'x(0)
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= x(t) =L {(51 - A)*l} x(0) (2.48)
Iz primerjave resitev (2.47) in (2.48) zapiSemo enacbo za izrac¢un matrike prehajanja stanj:

At = £-1 {(sI - A)_l} (2.49)

Naloga 2.10
S pomocjo Laplaceove transformacije izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike
A 0 -2
1 =3
Resitev

Matriko eA* bomo izracunali s pomodjo enacbe (2.49):
eAl = £71 {(SI - A)fl}
Najprej dolo¢imo izraz (sI — A)~! (glej dodatek A):
s 0] [o 2]\ [s 217"
0 s 1 -3 -1 s+3
il s 2 s+3 177 [s+3 -2
NL-1 s+3)f | -2 s| | 1 s

det s 2 T s24354+2 0 $243s5+2
€ -1 s4+3

(sT—A)~!

s5+3 —2

|: s24+35+2 s24+35+2 :l

1 s
s24+35+2 s24+35+2

Za izvedbo inverzne Laplaceove transformacije (glej dodatek A) je potrebno dobljen rezultat razs-
taviti v parcialne ulomke:

s+3 -2 s+3 —2 A1 + Bi Al + Bio
s24+3s5+2  s2+3s+2 — (s+1)(s+2)  (s+1)(s42) | _ | s+1 s+2 s+l 542
1 s - 1 s | A + Ba1 Az + Bas
5243542  s2+3s+2 (s+1)(s+2)  (s+1)(s+2) s+1 s+2 s+l 5+2

2 —1 —2 2
|:s+1 + s+2 s+1 + s+2:|

1 —1 —1 2
s+1 + s+2 s+1 + s+2

Po uporabi tabele Laplaceovih parov (dodatek B) dobimo:

eAt _ 26_1t _ 16_2t —26_1t + 26—2t
T le® —1e7?  —lemlt 4 2e72

Izradun matrike prehajanja stanj s pomoéjo Sylvestrove metode

Matriko prehajanja stanj lahko izratunamo tudi s pomocjo enacbe (2.50):

A=) "Mz, (2.50)
=1
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kjer matriko Z; dolo¢imo z enacbo (2.51):

[TAa- AT
i=1
zZ, =% (2.51)

H (/\i )‘])
j=1
i

Naloga 2.11

S pomodjo Sylvestrove metode izracunajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike

A— 0 -2

1 =3
Resitev

Najprej izra¢unamo lastni vrednosti:

det (M — A) = fl A*f3 S4B 2= (A 1)(A+2)

(A+1)(A +2) = 0 = lastni vrednosti matrike A sta: A\; = —1, Ay = —2

Matriko eA? bomo izracunali s pomocjo enach (2.50) in (2.51):

eAt — e/\ltzl + 6)\2tz2

PRV i S e

Zl_)\l—)\g_ “1+2 - 1 1 -1
0 -2 BV 10 1 -2

7 _A-NI |1 -3 0 1] [1 =2 [-1 2

T oA —2+1 T 1 -1 o2

_ _ —1t _ 1,-2t o, —1t —2t
eAtzeMﬁ ﬂjLeZt{ 1 2}:[26 le 2e 71t 4 2¢ }

Enagbi (2.50) in (2.51) lahko zapiSemo tudi v kompaktni matriéni obliki s pomocjo Sylvestrove
interpolacijske formule:

LA A At et
1 X A A Mg ehet

detd |1 A A3 A3 N (2.52)
I A A2 A3 ... Al oAt

kjer je n dimenzija kvadratne matrike A.

Naloga 2.12

S pomocjo enacbe (2.52) izracunajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = {(1) _iﬂ .
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Resitev

Matrika A je dimenzije n = 2, zato se Sylvestrova formula v naSem primeru glasi:

1 Al 6)‘1t
det 1 Ay et =0
I A At

oziroma:
Aoe 4 A eM T4 eMA = NpeM ' T — e A — Nyt = 0=

)\ )\2t _ )\ )\1t I )\1t _ )\zt A
oAt — e QeAl)_J;Q(e <) (2.53)

Ko v enac¢bo (2.53) vstavimo vrednosti matrik I in A in pripadajoci lastni vrednosti A\; = —1 in
Ao = —2, dobimo:

L0 —1t _ -2ty |0 =2
0 1} e e I =3] [2e1—1e? —2e71t 4272
11— (_2) - 1671t _ 167215 7167115 + 267215

(—le™2t 4 271t [

GAL _

Naloga 2.13

Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = [(1) 0} .

Resitev

Lastne vrednosti:
AM=—2 X =2

Matrika prehajanja stanj

AL 0.562'Ot + 0.56_2'0t 62.01‘, _ 1.06_2'0t
e —

| 0.25€20t — 0.25¢720t (520 4 (. 520t

Naloga 2.14

. . L . . —11 -1
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = [ 1 OO} .
Resitev

Lastne vrednosti:
A =—-10 X=-1

Iskana matrika:

Ar 70.11671'(” + 1.116710.0t 71.11671.015 + 1'11671(),015
0.11e719" —0.11e710-00 1117100 — 0.11=10-0¢
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Naloga 2.15

. . o o . -2 =2
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = [ 1 0 ] .
Resitev

Lastne vrednosti:
M=-14j do=-1-j

Iskana matrika:

At e 1% cos(t) — 1.0e =10 sin(t) —2.0e~ 0% gin(t) ]

e~ 10t gin(t) e 1% cos(t) + e 10 sin(t)

Naloga 2.16

Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = [_14 _&3]
Resitev
Lastne vrednosti:
M=—-243] A=-2-3j
Matrika prehajanja stanj:
At e~ 2% cos(3.0t) — 0.67e =2 sin(3.0¢t) —4.33¢=2-% 5in(3.0t)
(& =
0.33e= 2% sin(3.0t) e 2% cos(3.0t) + 0.67e =2 sin(3.0t)

Naloga 2.17

. . . . . -2 -1
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = [ 1 0 ] .

Resitev

Lastne vrednosti:
AM=—-1 X=-1

Iskana matrika:

e 10t _1.0te 10t —1.0te—1:0t ‘|
At __

tefl.Ot efl.Ot +t€71.0t

Naloga 2.18

Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = [(1) 8} .

Resitev

Lastne vrednosti:
)\1 == 0 )\2 = 0
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Iskana matrika:

1.0 0
GAL
t 1.0

65

Naloga 2.19
-6 —-11 -6
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = 1 0 0
0 1 0
Resitev

Lastne vrednosti:
AM=—-1 X=-2 A3=-3

Iskana matrika:

oAt _

45e 3t —4e 2t £ 0.5e" 1t 13.5e73t — 16.e 2t +2.5e 1t Qe 3t — 1272t 4 31t
—1.5e 3t 4272t —0.5e 1t —4.5e73t 4872t — 2571t 373t 4 G2t — 31t
0.5e73t —1.e72t 4 (0.5e" 1t 1.5e73t —4.e72t 4 2.5¢" 1t e 3t —3.e7 2t £ 31t

Naloga 2.20

-1 =25 -99
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A= | 0 —25 —100
0 1 0

Resitev

Lastne vrednosti:
AM=—-1 X=-5 A3=-20

Iskana matrika:
e 1t —0.974e~1* — (0.433e75 + 1.41e720t  1.63e~ 1t — 8.67e % + 7.04e—20¢

eAt=1 0 —0.333e7 + 1.33¢ 20 —6.67e > + 6.67¢ 20
0 0.067¢ =5t — 0.067¢ 2% 1.33¢7%t — 0.333¢ 20t

Naloga 2.21

—11 —-44 -34
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = 1 0 0
0 1 0

Resitev

Lastne vrednosti:
AM=-1 X=-5+4+3] A3=-5-3j
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Iskana matrika:

0.0de~1t + 0.960e 5t cos 3t — 2.05¢ 2t sin 3¢
eAt = | —0.04e 1 + 0.04¢ % cos 3t + 0.387¢ >t sin 3t
0.04e=1* — 0.04e~5% cos 3t — 0.0533¢ =5t sin 3¢t

0.4e~ " — 0.4e %t cos 3t — 15.2¢ % sin 3t 1.36e~1* — 1.36e % cos 3t — 13.1e 5 sin 3t
—0.4e 1t 4+ 1.40e 5 cos 3t + 2.20e % sin3t —1.36e 1 + 1.36e 5t cos 3t + 1.81e 5t sin 3¢
0.4e=1t — 0.4e 5 cos 3t — 0.200e %sin3t  1.36e~ — 0.360e 5t cos 3t — 0.147e 5t sin 3¢

Naloga 2.22
-3 —28 —26
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = | 1 0 0
0 1 0
Resitev

Lastne vrednosti:
AM=-1 X=-145j A3=-1-5j

Matrika prehajanja stanj :

0.0de~1t + 0.960e 1t cos 5t — 0.400e 1t sin 5t
eAt = | —0.0de 1 + 0.04e~ ! cos 5t + 0.2 sin 5t
0.04e~1* — 0.04e~ ! cos 5t

0.08¢~1* — 0.08¢ ™ cos 5t — 5.60e " sin5t  1.04e ' — 1.04e~ ' cos 5t — 5.20e~* sin 5t
—0.08¢~ 1t + 1.08¢ ! cos 5t + 0.2¢ 1 sin 5t —1.04e7 1 + 1.04e 1 cos 5t
0.08¢7 1t — 0.08¢ 1t cos 5t + 0.2¢ 1t sin5t  1.0de— 1t — 0.04e—* cos 5t + 0.2¢ 1 sin 5¢

Naloga 2.23
-5 -8 —4
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A = | 1 0 0
0 1 0
Resitev
Lastne vrednosti:
AM=—-1 d=-2 A3=-2
Iskana matrika:
et — Ate 2t de7t —4e72 — 12te™  de7t — 4e 2t — 8te™ %
At = | —etpe 2 4 2te™2 et 4 5e 2 4 Gtem2t  —det 4 de 2t + dte2t
et —e % —te? de7t —4e72 —3te 2 de !t —3e72% —2te?
Naloga 2.24
-5 0 0
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A= | 1 0 0
0 1 0
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Resitev

Lastne vrednosti:
)\1 == 0 )\2 = 0 )\3 == —5

Rezultirajo¢a matrika:

e bt 0 0
eAt = —0.2e7%" +0.2 1 0
0.04e7 % —0.04+ .2t ¢t 1

Naloga 2.25
A1 0
Izra¢unajte matriko prehajanja stanj sistemske matrike A= [0 A 1
0 0 X
Resitev
Lastne vrednosti:
A3 =A
Iskana matrika:
eM et %e’\t e 00 1t %
AM=10 M tM|=]0 e 0|0 1 ¢
0 0 M 0 0 eM{]o 0 1
Naloga 2.26

Izracunajte odziv sistema na enotsko stopnico u(t) = o(t) (glej dodatek A, definicija A.3)in zafetne
pogoje x(0) =[2 1]".

x(t) = {_éé _gl}x(t)+[%]u(t)
y(t) = [1,0]x(?)

Resitev

Potek spremenljivk stanja in izhodne spremenljivke izra¢unamo s pomocjo enacb:
t
x(t) = x1(t) + x2(t) = eA'%(0) + / A by(r)dr
0

y(t) = cTx(t) + du(t)

7 x1(t) je oznafen odziv spremenljivk stanja na zacetne pogoje x(0) (pri ni¢elnem vzbujanju u(t) =
0), z x2(t) pa je oznacen odziv spremenljivk stanja na vzbujanje u(t) (pri ni¢elnih zacetnih pogojih
x(0) = 0).

Lastni vrednosti obravnavanega sistema sta:
AM=—4 A=-9
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Za izratun odziva potrebujemo matriko prehajanja stanj:

3,4t |, 8,-9t 2 4t 2 -9t

A= | EC TR B, B

_36,—4t 4 36,0t 8,-4t _ 3,9t
5 5 5 5

Qdziv na zacetne pogoje je:

_§e—4t+ §e—9t 4t 26—9t:| |:2:| B |: 166_4t+ ﬁe—gt

2 _
2 -4t _ _16

x1(t) = 6AtX(0) = [_336—41: + gje—Qt 1§e—4t _ gi‘z—gt 1 _ﬁe—u i ge—gt
5 5 5 5

5

Odziv na enotsko stopnico je:

t
xo(t) :/ A bu(r)dr =
0

[

[ R B[4
I N I e S Gl B

_/t [_%1364t647+£;€9t697:| B [_?1864t64r+ ]2%6915697}15 B
= —4t 4 —9t 97 | = —4t 4 —9t,9 =
o |L—18€ eT—&-ﬁe e’ —55¢ eT—l—ﬁe eTO

1 1 -4t _ 2 -9t
_ |36 T &0€ ¢
= 1o—4t _ 1,9t
5 5

Odziv spremenljivk stanja na zacetne pogoje in dolo¢eno stopni¢no vzbujanje je:

36— 656

L 63,4t | 136,-9¢
() =xa(t)+ xal) = | %0 T
5 5

Qdziv izhodne spremenljivke je:

1 _ 63 _—4t 136 ,—9t 1 63 136
=cT = 36 g0¢ T a5€ _ L9 —9¢
y(t) =c x(t) +du(t) =[1 0] { _%§36_4t n %Se_gt ] 3% a0° 5 ¢

Naloga 2.27

Izracunajte odziv sistema

K0 = |y o|x0+ | 5]
W0 = [1 1)x0)

na:

e zafetne pogoje x(0) = [1 —1]"
e enotsko stopnico u(t) = o(t)
e vzbujanje u(t) =1t

e vzbujanje u(t) = sint
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e vzbujanje u(t) = e™*

e vzbujanje u(t) = e~ !sint
e vzbujanje u(t) = sint + sin 3t
Resitev

Lastni vrednosti obravnavanega sistema sta:
A =—4 A=-2

Matrika prehajanja stanj je:

At —e7 % 4 2e7%  (0.5e72 — 0.5e~%
e = —de2t 4 fo— 4t 9p—2t _ o—4t

e odziv na zadetne pogoje x(0) = [1 —1]":

—1.5e72t + 2.5~ %
X(t) = —66_2t + 56_4t

y(t) = —7.5e 2 + 7.5~

e odziv na enotsko stopnico u(t) = o(t) = 1(t)

2 3¢ % 4 o4t
xX(t) = | 10 _ 1962 4 ge—4

y(t) =12 — 1572 4 3¢~

e odziv na vzbujanje u(t) =t

x(t) = 2t — 1.25 + 1.5e72t — (0.25¢ 4
T | 10t —5.546e 2t —0.5¢*

y(t) = 12t — 6.75 4 7.5~ — 0.75te~*

e odziv na vzbujanje u(t) = sint

x(t) = 2sint — 0.0218 cos(t) + 0.026e~2¢ — 0.004e~4
~ | 10sint —0.096 cost + 1.037e~2 — 0.09e~#

y(t) = —0.1178 cost + 12sint + 1.063e ™" — 0.094e 4
—t

e odziv na vzbujanje u(t) = e

x(t) = 4.67et — 6e 2 +1.35e4
T | 21.33e7t — 2472t + 2,674

y(t) = 266" — 302t + 4.02e~

e odziv na vzbujanje u(t) = e *sint

x(t) = 4.67e"tsint — 0.097e~! cost + 0.105e 2 — 0.0078¢ 4
T | 21.33¢ tsint — 0.403e "t cost + 0.42¢~2t — 0.016e—*

y(t) = 26e 'sint — 0.5~  cost + 0.525¢ 2" — 0.024e*

69
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e odziv na vzbujanje u(t) = sint + sin 3¢

x(t) = 2sint + 2sin 3t — 0.022 cost — 0.065 cos 3t + 0.105e2t — 0.017e~ 4
T | 10sint+ 10sin3t — 0.1cost — 0.29 cos 3t + 0.42¢=2t — 0.035¢ 4

y(t) = 12sint + 12sin 3t — 0.122 cos t — 0.36 cos 3¢ + 0.525¢ 2% — 0.052¢ 4

Naloga 2.28

Izracunajte odziv sistema

0 1 0 0
x(t) = [0 =1 1 [x(t)+ [0 u(¢)

0 0 =2 1
y(t) = [1 2 3]x(1)

na:

e zafetne pogoje x(0) =[1 0 —1]"

e enotsko stopnico u(t) = o(t)

Resitev

Lastne vrednosti obravnavanega sistema so:
AM=0 d=-1 Ag=-2

Matrika prehajanja stanj je:

1 1—e 1t 05— 4052
6At =10 e 1t e~ 1t _ g2t
0 0 e~

e odziv na zadetne pogoje x(0) =[1 0 —1]":

1, -t 1_-92
s te 2¢

x(t) = —e bt f e
2
1 3
y(t) = 5~ e’ — 567%

e odziv na enotsko stopnico u(t) = o(t) = 1(¥)
0.5t — 0.75 4+ e~ — 0.25¢=2¢

x(t) = 0.5 —e t+0.5e"2
0.5 — 0.5~ %

y(t) = 0.5t + 1.75 — e~ " — 0.75e %
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Naloga 2.29

Izrac¢unajte odziv sistema

-5 —17 -13 0
x(t) = 1 0 0 [x(®)+ |0 ut)

0 1 0 1
y(t) = [1 2 3]x()

na:

e zatetne pogoje x(0) =[1 0 —1]"

e enotsko stopnico u(t) = o(t)

Resitev

Lastne vrednosti obravnavanega sistema so:
AM=-1 X=-243] A3=-2-3j

Matrika prehajanja stanj je:

0.10e'* 4+ 0.90e 2 cos 3t — 1.0e %! sin 3¢
eAt = | —0.10e + 0.10e2t cos 3t + 0.37e 2t sin 3¢
0.10e~1* — 0.10e= 2 cos 3t — 0.33¢ 2 sin 3t

0.40e~1t — 0.40e2* cos 3t — 5.8¢ 2t sin 3¢ 1.3¢7 " — 1.3¢7 2t cos 3t — 4.8¢~ 2t sin 3t
—0.40e " 4+ 1.4e=%* cos 3t + 0.80e % sin3t —1.3e 't + 1.3¢~2* cos 3t + 0.43¢ 2t sin 3¢
0.40e~1* — 0.40e= % cos 3t + 0.20e % sin3t  1.3e~ ™ — 0.30e~2* cos 3t + 0.23e~ 2t sin 3t

e odziv na zadetne pogoje x(0) =[1 0 —1]":

—Set 4 1?)16_% cos 3t + ‘;’—ge_zt sin 3¢

x(t) = gr)e’t — Se 2 cos3t — {re ! sin3t
fge’t + %e’zt cos 3t — %6*2'5 sin 3t

12 2 14
y(t) = —Ee_t + ge_Qt cos 3t + Ee_% sin 3¢

e odziv na enotsko stopnico u(t) = o(t) = 1(t)
—1.3e7t 4+ 1.3¢7 2! cos 3t + 0.43e 2! sin 3t

x(t) = —1+1.3e7t—0.33¢ "2t cos 3t + 0.23¢ 2t sin 3¢
1.31 — 1.3¢=t — 0.0077¢2 cos 3t — 0.105¢~%* sin 3t

y(t) = —2.6e7" +0.677e 2" cos 3t + 0.585¢ 2 sin 3t + 1.923
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2.2 Analiza vhodno-izhodnega modela

2.2.1 Zapis vhodno-izhodnega modela

Ker je zapis vhodno - izhodnega matematic¢nega modela z diferencialnimi ena¢bami (poglavje 1.2.2)
nekompakten in véasih nepregleden, transformiramo sistem (1.11) ob upostevanju nicelnih zacetnih
vrednosti

n—1 dn—
1 (0) = 240 = .. = Tty = 0.y, (0) = 20y = .. = Tpi) = 0,
up(0) = 2@y — = d o wm®) gy, (0) = Lg;(f) = =4 um®)

v s—prostor D0b1m0 sistem algebrai¢nih enacb

8"Y1(8) + an_18""1Y1(8) + an_28""2Y1(s) + ... + a1sYi(s) + agYi(s) =
bn,llanl (S) + bn_l,llsn_lUl (8) + ...+ b17115U1(8) + b0,11U1(3)+
bmlgang(S) + bn_1,128n_1U2(8) + ...+ b17128U2(8) + b0712U2(8)+

bmlmSnUm(S) + bnfl)lmsn_lUmQS) + ...+ bl}lmSUm(S) + bo’lmUm(S)

5"Y2(8) + an_18"1Ya(8) + an_28""2Ya(s) + ... + a1s8Ya(s) + agYa(s) =
bn’lenUl (S) -+ bn_LQlSnilUl (S) + ...+ b17218U1(S) + b0721U1(S)+
bn7228nU2(8) + bn71’228n71U2(8) + ...+ b17228U2(8) + bO,QQUQ(S)"_

: (2.54)
bn,QmSnUm(S) + bn—1,2m5n71Um(5) +...+ bl,QmSUm(S) + bO,QmUm(S)

8"Y(8) + 18" YR (8) 4+ an 28" 2V (8) + ...+ a1sYy(s) + agYy(s) =
bn,rlanl(S) + bnfl’rlsn_lUl (S) + ...+ bl,rlsUl(s) + bO,r1U1(3)+
bn’TQSnUQ(S) + bn,17r28n_1U2(8) + ...+ bl’T28U2<S> + bO’TQUQ(S)“F

bn,rmanm(s) + bnfl,rmsn_lUm(S) +...+ bl,rmSUm(S) + b(),rmUm(s)

Sistem enach (2.54) lahko zapisemo krajse kot:

Yi(s) = Gu(s)

11 1(5) +G12(S)UQ(S) -+ Glm(S)Um(S)
Ya(s) = Gai(s)

U
Ui(s) + Gaa(s)Us(s) + ... G2 (8)Un(s)
. (2.55)

Y. (s) = Grl(s)Ul(.s) + Gra(8)Us(s) + ... Grmn (8) U ()

kjer vpeljane racionalne funkcije G11(s), G12(8), ... Gim(s), G21(8), G22($), ... Gam(s), ... Gr1(s),
Gr2(8), -..Grm(s) imenujemo prenosne funkcije. Prenosne funkcije opisujejo vpliv posameznih
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vhodov (Ui(s), Ua(s), ... Upn(s)) na posamezne izhode (Y1(s), Ya(s), ... Y. (s)):
G (S) _ Yi(s) _ bna1s™4bn—1,118" '+ 4bi1istbo.in
11 T Ui(s) T s"tap—18""1+an_2s""24...+ais+ao
G (s) _ Yi(s) _ bp,128"+bn_1,125" T4 4b1,125+bo 12
12 T Ua(s) T s"tan—18""14an_2s""24...+aistao
G (S) —Yi1(8) _ baimS b 1,1ms" T e b1 1m s +b0,1m
im T Um(s) = s"tan—18" " 14an—2s"2+...4ais+ao
_ Ya(s) _ bp218"4bn_1,218" " . dby 015+bo,21
GQl(s) T Ui(s) T s"tan—18""14an_25""24...+aistao
G (S) _ Yo(s) _ bn,228"+bn_1,208" " +...4b1 225+bo 22
22 T Uzx(s) T s"tanp—18" " 14an_2s""2+...4ais+ao
: 1 (2.56)
G (S) _ Ya(s) _ bnoams"+bn_1,2ms" " +...4b1,2ms+bo,2m
2m T Un(s) T s"tan—18" 14an—2s"2+...+ais+ao
G (S) _ Ye(s) _ bnr1s"tbaoi1r1s™ T o 4by r1s+bor1
7l T Ui(s) T s"tapn—18" " +an_2s" " 2+4...4aistag
G (8) _Ye(8) _ bpr28"dbn1,028" 4 4b1 r2stbo o
r2 T Ua(s) T s"tap—18" " 4an—28""2+...+a1s+ag
G (S) _ Y;(S) _ bn,rmsn"l'bn—1,7‘771,3’"71+---+bl.rvns"l'b(),r‘m
rm T Um(s) T s"tap—15" " 14an—2s""2+...+ais+ag
Enacbe (2.55) lahko zapiSemo tudi v vektorsko-matri¢ni obliki:
Yl(S) Gll(s) Glg(s) PN Glm(S) Ul(s)
}/2(8) Ggl(s) GQQ(S) e GQm(S) UQ(S)
. = . . . . (2.57)
Y. (s) Gr1(s) Gra(s) ... Grm(s)d LUn(s)
oziroma krajse:
Y(s) = G(s)U(s) (2.58)

Matriko G(s) imenujemo matrika prenosnih funkcij. Matemati¢ni model z enim vhodom in enim
izhodom zapiSemo v obliki diferencialne enacbe (1.12):

" n—1 n—2
dd:lt/'r(zt) + a’nfl(t) ddtnijgt) + a”ll*Q(t) ddtng—!gt) + M a’l (t)d%(tt) + a(] (t)y(t) =

nos -1y, -2, . (2.59)
b (8) 2 4 by, () i+ by o () S L+ by 2 o () u(t)

Ce nad diferencialno enacho (2.59) ob upostevanju nicelnih zatetnih vrednosti izvedemo Laplaceovo
transformacijo in tako dobljeno algebrajsko enac¢bo preoblikujemo, dobimo prenosno funkcijo:

Y(s)  bps™+ bp_18" 14 ...+ bis+ by
U(s)  Sp+ap 18" 14+ ... +ais+ag

G(s) = (2.60)
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2.2.2 Blokovni diagram

V okviru modeliranja regulacijskih sistemov velikokrat ne poznamo oz. ne izra¢unamo prenosne
funkcije celotnega regulacijskega sistema ampak dolo¢imo oz. poznamo prenosne funkcije posameznih
delov regulacijskega sistema (torej ne poznamo prenosne funkcije, ki povezuje vhod in izhod celot-
nega regulacijskega sistema). Sistem, ki je sestavljen iz veih, med sabo povezanih enostavnejsih
procesov, za katere poznamo prenosne funkcije, grafiéno predstavimo z blokovnim diagramom. Vsaki
prenosni funkciji procesa pripada ustrezni blok. Velikokrat nas zanima vpliv dolofenega vhoda
na dolo¢eno izhodno ali notranjo spremenljivko modela dinamiénega sistema. V tem primeru je
potrebno iz blokovnega diagrama izra¢unati prenosno funkcijo, ki povezuje izbrani spremenljivki.

Preoblikovanje blokovnega diagrama oziroma izracun prenosne funkcije, ki povezuje izbrani spre-
menljivki, je mozno na dva nacina:
e za preoblikovanje enostavnejsih sistemov uporabimo pravila o pretvorbi blokovnega diagrama,
e preoblikovanje kompleksnejsih sistemov vecinoma izvedemo tako, da ustrezno re§imo sistem

enach, ki opisuje obravnavan blokovni diagram.

Dogovor 2.1
V blokovnih diagramih zaradi kompaktnosti ne bomo pisali neodvisne spremenljivke s.

Uporaba pravil za preoblikovanje blokovnih diagramov

Osnovna pravila za preoblikovanje blokovnih diagramov so prikazana na sliki 2.2. Pretvorba sistema
se obic¢ajno izvede v vecih korakih.
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Slika 2.2: Osnovna pravila za preoblikovanje blokovnih diagramov
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Naloga 2.30

Za blokovni diagram na sliki 2.3 izraCunajte prenosno funkcijo G(s), ki povezuje vhod U(s) in izhod
Y(s).

U
—»Q—» Gy G Y

+

Y
Y

A

Gs

0
[

Slika 2.3: Blokovni diagram, naloga 2.30

A

G4

Resitev

Najprej uporabimo pravili o serijski in paralelni vezavi blokov in nadomestimo bloke v direktni in
povratni veji z ustreznima nadomestnima blokoma.

U Y
—»Q—» GGy -

+

G3— Gy |«

Slika 2.4: Blokovni diagram, naloga 2.30

Z uporabo pravila o zaprtozanéni vezavi dobimo iskano prenosno funkcijo:

U Y
e G1Go L e
1+G1G2(G3—Gy)

Slika 2.5: Blokovni diagram, naloga 2.30

Preoblikovanje blokovnih diagramov s pomod¢jo reSevanja sistema enac¢b

Uporaba pravil za preoblikovanje blokovnih diagramov je za izracun prenosne funkcije obseznejsih
sistemov zamudna in neucinkovita. Zato v teh primerih raje zapiSemo sistem enacb, ki opisuje
topologijo blokovne sheme, nato pa na osnovi tako dobljenega sistema pois¢emo prenosno funkcijo,
ki povezuje ustrezno vhodno in izhodno spremenljivko.

Doloéitev prenosne funkcije izvedemo v treh korakih:

1. uvedemo toliko pomoznih spremenljivk kot je seStevalnikov - vsak izhod iz seStevalnika je ena
pomozna spremenljivka,
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2. zapiSemo algebrajske enacbe, ki opisujejo blokovni diagram. Ena¢b mora biti ena ve¢ kot je
uporabljenih pomoznih spremenljivk,

3. v sistemu eliminiramo pomoZzne spremenljivke in izra¢unamo prenosno funkcijo.

Naloga 2.31

Za blokovni diagram na sliki 2.6 izracunajte prenosno funkcijo G(s), ki povezuje vhod U(s) in izhod
Y(s).

U O Z 4 - Y
+ A- Zs
\i
Gl G2 Gd G4

-——
Jr

1+ A

Slika 2.6: Blokovni diagram, naloga 2.31

Resitev

1. Uvedemo pomozne spremenljivke Z;(s), Z2(s) in Z3(s) (slika 2.6).

2. ZapiSemo sistem enach:

Zi(s) = U(s) —G1(s)Za(s)

ZQ(S) = GQ(S)Zl(S) + Gg(S)Zg(S)

Zs(s) = Zi(s)—=Y(s)

Y(s) = G3(8)Ga(s)Z5(s) (2.61)

3. Iz sistema enacb eliminiramo Z1(s), Za(s) in Z3(s) ter izra¢unamo prenosno funkcijo G(s):

_ Gg(S)G4(S)
1+ G1(s)Ga(s) + G1(5)G3(s) + G3(s)Ga(s) + G1(s)G2(5)G3(s)Ga(s)

G(s)

Naloga 2.32

Za blokovni diagram na sliki 2.7 izra¢unajte prenosno funkcijo G(s), ki povezuje vhod U(s) in izhod
Y (s).

U Zl Z2 Z3 Y

Gy () » Go Gy = )—o—>»

+ A + -I-TF

Y

'
O
Y

Slika 2.7: Blokovni diagram, naloga 2.32
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Resitev

Po regitvi sistema, enachb:

dobimo prenosno funkcijo G(s):

Z1(s) = U(s)— Ga(s)Za(s
Zy(s) = Gi1(8)Z1(s) = Y(s
Zg(s) = Zl(S) + G2(5>G3(
Y(s) = Zs(s)

POGLAVJE 2. ANALIZA MATEMATICNIH MODELOV

1 -+ G1 (S)GQ (S)Gg (S)

(2.62)

Za blokovni diagram na sliki 2.8 izra¢unajte prenosno funkcijo G(s), ki povezuje vhod U(s) in izhod

Go

Y

»
L

Slika 2.8: Blokovni diagram, naloga 2.33

G(s) =
) = TG (5)Ga(5) T Ga(5)Cs(5) — Gas)
Naloga 2.33
Y (s).
U
- G
Resitev

Po resitvi sistema enacb:

Zi(s) = Gui(s)U(s) — Za(s)
Zy(s) = ( )= Uls
Y(s) = Gas)Zi(s)

dobimo prenosno funkcijo G(s):

GQ(S) + Gl(s)Gg(s)
1+ GQ(S)

G(s) =

2.2.3 Dolocitev odziva vhodno-izhodnega modela

Odziv vhodno-izhodnega modela, opisanega z matriko prenosnih funkcij G(s) (enacba 2.57), na

vzbujanje u(t) izratunamo v treh korakih:

1. izrac¢unamo Laplaceovo transformiranko vhodne spremenljivke:

U(s) = L{u()},

2. izra¢unamo Laplaceovo transformiranko izhodne spremenljivke: Y (s) = G(s)U(s),

3. Laplaceovo transformiranko Y pretvorimo v ¢asovni prostor: y(t) = L71{Y(s)}.
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Naloga 2.34

Izracunajte odziv sistema, opisanega s prenosno funkcijo G(s), na enotsko stopnico u(t) = o (t).

Resitev

L U(s) = L{u(t)} = 1

2. Y(s) = G(s)U(s) = iy !

3. y(t) = LY ()} = £ g} = L7 — i} = (k= ke T)a(t) = k(1 — e F)

s+%

2.3 Povezava vhodno-izhodnega modela in modela v prostoru
stanja

2.3.1 Pretvorba modela v prostoru stanja v prenosno funkcijo

Pretvorbo modela v prostoru stanja v prenosno funkcijo izvedemo s pomodjo enacbe (2.63):

G(s)=C(sI—A)'B+D (2.63)

Naloga 2.35

Modelu v prostoru stanja,

AB _ﬂ, bH, c’'=[3 4], d=0

dolocite prenosno funkcijo G(s).
Resitev

Prenosno funkcijo G(s) izra¢unamo s pomocjo enacbe (2.63), ki jo za sistem z enim vhodom in enim
izhodom zapiSemo v obliki:

G(s)=cT (sI—A) 'b+d

V naSem primeru dobimo:

Y R RIRETEEaR R
S e
3 4] 52 +3s+2 {2}_52—&-35—&—2

G(s)
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Prenosno funkcijo sistema z enim vhodom in enim izhodom lahko izra¢unamo tudi z enacbo (2.64).
Uporaba enatbe (2.64) je enostavnejsa, saj ni potrebno invertiranje matrike.

_ det (sT — A +bc?) — det (sI — A)

Gls) det (sI — A)

+d (2.64)

Naloga 2.36

Modelu v prostoru stanja,

AB _ﬂ, bH, cl'=[3 4], d=0

dolo¢ite prenosno funkcijo G(s) s pomocjo enacbe (2.64).

Resitev

Prenosno funkcijo G(s) izratunamo s pomodjo enacbe (2.64):

G(s) = det (sI — A +bcT) —det (sI — A)
o= det (sI — A)

+d

V naSem primeru dobimo:

SN e ) | S )
52

(2 4+ 145 +6) — (s + 35+ 2) 11s+4

524+ 3542  $243s5+2

2.3.2 Pretvorba prenosne funkcije v model v prostoru stanja

Pri pretvorbi modela v prostoru stanja v vhodno-izhodni model dobimo vedno samo eno re§itev
(prenosno funkcijo G(s) ali matriko prenosnih funkcij G(s)). Nasprotno pa lahko dobimo pri
pretvorbi vhodno-izhodnega modela v model v prostoru stanja mnozico reSitev, ki vse na enak
nacin povezujejo vhodne in izhodne spremenljivke modela, razlikujejo pa se v izbiri vektorja spre-
menljivk stanja. Izmed mnozice teh razli¢nih zapisov modela v prostoru stanja so pomembnejge tri
kanoni¢ne oblike:

e vodljivostna kanoni¢na oblika,
e spoznavnostna kanoni¢na oblika in
e diagonalna kanoni¢na oblika.

Za pretvorbo vhodno-izhodnih modelov z enim vhodom in enim izhodom v kanoni¢ne oblike v
prostoru stanja lahko uporabimo naslednje nastavke (enacbe (2.65) do (2.72)).
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Vodljivostna kanoni¢na oblika

Vhodno-izhodni model, opisan s prenosno funkcijo G(s),

Y(s)  bps™+ D181 4. ..+ bis+ by

G(s) = 2.65
() U(s) s+ ap_15" 1. .. +ais+ag ( )
pretvorimo v vodljivostno kanoni¢no obliko s pomodjo:
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A = ) b= ;
0 0 0 1 0 (2.66)
—ap —al —a9 cee —Qp—1 1
' = [bO —aob, b1 —aib, by —asb, ... by_1— an—lbn} , d = by,

Spoznavnostna kanoni¢na oblika

Vhodno-izhodni model, opisan s prenosno funkcijo G(s) (enatba 2.65), pretvorimo v spoznavnostno
normalno obliko s pomod¢jo nastavka:

0 O 0 —ap bo—aobn
1 0 ... 0 —a1 bl—albn
A — 0O 1 ... 0 —ag , b= bz*Qan ,
oL : : (2.67)
0O 0 ... 1 —Qnp—-1 bn,1 — an,lbn
¢ =000 ... 0 1], d=b,

Diagonalna kanoniéna oblika

Vhodno-izhodni model, ki ima razli¢ne (enojne) pole (poli prenosne funkcije ustrezajo lastnim vred-
nostim pripadajoce sistemske matrike), lahko pretvorimo v model v prostoru stanja v diagonalni
obliki. Sistemska matrika taksnega modela je diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi na diagonali.
Model pretvorimo v diagonalno matriko preko razstavitve prenosne funkcije v parcialne ulomke.

bps™ +b, —1s" L+ .. 4+ bis+ by c1 Co c
G(s) = = L = n 2.
(5) s+ ap_18" ... +ais+ag CO+S—)\1+S—>\2+ +s—)\n (2.68)
M0 0 0 1
1
A = 0 X O ’ b= |:|.
0 0 0 1 (2.69)
0 O An 1
c' = [e1 e e3 ... cnl, d=cg

Ce ima prenosna funkcija veckratne pole, potem pretvorba v diagonalno matriko ve¢inoma ni mozna.
V taks$nih primerih pretvorimo vhodno-izhodni model v model v prostoru stanja, katerega sistemska
matrika ima na diagonali lastne vrednosti, pod (ali nad) veckratnimi lastnimi vrednostmi pa ima
enice. Tak3no obliko zapisa modela v prostoru stanja imenujemo Jordanova kanonicna oblika.
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Prenosna funkcija, kjer je Az m-kratni pol, je predstavljena z enatbo (2.71):

bps™ +b, —1s" L+ .. 40 b
Gy = e = 270)
S+ an—18 +...4+a1s+ag

C1 Co c3 C4 Cn
= et 2.71
CO+s—)\1+s—)\2+s—)\3+(S—)\3)2+ +(S—>\3)m ( )

Pripadajo¢ model v prostoru stanja v Jordanovi kanoniéni obliki je:

A1 0 0
1
0 X O 1
1
A = |00 0
o 0 1 . 0 : (2.72)
0 0 . .0 0
| 0 0 1 Az
c' = [ e ¢ enl, d=co

Naloga 2.37

Vhodno-izhodni model v obliki prenosne funkcije G(s) pretvorite v vse tri kanoni¢ne oblike modela
v prostoru stanja.

11s+4

Gls) = s2+3s+2

Resitev

Modele v prostoru stanja zapiSemo s pomocjo enacb (2.65) do (2.71).

e Vodljivostna kanoni¢na oblika

R

c’ [4 11], d=0

A

e Spoznavnostna kanoni¢na oblika

Sl e B B

c = [0 1], d=0
e Diagonalna kanoniéna oblika

s [ el

" = [-7 18], d=0
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2.3.3 Pretvorba modela v prostoru stanja v kanoni¢ne oblike

Model v prostoru stanja lahko pretvorimo v ustrezno kanoni¢no obliko tako, da originalni model v
prostoru stanja pretvorimo v vhodno-izhodni model, nato pa iz prenosne funkcije zapiS§emo model
v prostoru stanja v ustrezni kanoni¢ni obliki (enatbe (2.65) do (2.72). Obstaja pa tudi direktna
pretvorba modela v prostoru stanja iz originalne v kanoni¢no obliko. Za direktno pretvorbo je
potrebno doloéiti transformacijsko matriko T, ki preslika vektor spremenljivk stanja originalnega
modela x(t) v vektor spremenljivk stanja v ustrezni kanoni¢ni obliki x*(¢):

x*(t) = Tx(t) (2.73)

Sistemsko (A*), vhodno (B*), izhodno (C*) in direktno matriko (D*) tako transformiranega kanon-
iénega modela dolo¢imo z enacbami:

A* = TAT! (2.74)
B* = TB (2.75)
ct = cr! (2.76)
D* = D (2.77)

Vodljivostna kanoni¢na oblika

Model v prostoru stanja z enim vhodom, enim izhodom in n spremenljivkami stanja (A, b, ¢! in
d) pretvorimo v vodljivostno kanoni¢no obliko s pomocjo enacb (2.78) do (2.84).

1. Izra¢unamo vodljivostno matriko Q,:
Q,=[b Ab A%b ... A" !b] (2.78)

2. Matriko Q, invertiramo:

qi1 q12 ... (Qin
g21 G2 ... Q2

Qvi = ;1 = . :" (279)
dn1 qn2 c++ Qnn

3. S pomocjo spodnje vrstice matrike Q,; tvorimo transformacijsko matriko T:

Quiv — [in gn2 -+ Q4nn }
Quiv
qvivA
2
T = QuivA (2.80)
qvan—l

4. Model v vodljivostni kanoni¢ni obliki dolo¢imo s pomoc¢jo naslednjih enach:

Ao = TAT (2.81)
byto = Tb (2.82)
cl = cI'rt (2.83)
dopo = d (2.84)
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Spoznavnostna kanoni¢na oblika

Model v prostoru stanja z enim vhodom, enim izhodom in n spremenljivkami stanja (A, b, ¢’ in
d) pretvorimo v spoznavnostno kanoni¢no obliko s pomodjo ena¢b (2.85) do (2.91).

1. Izra¢unamo matriko Qj:

cT

cTA
Q,= | c'A? (2.85)

CTAn—l

2. Matriko Qg invertiramo:

q11 q12  --- (Qin
421 Q22 ... (Q2n

Qi=Q'=| . . (2.86)
dni gn2 <o QGnn

3. S pomocdjo zadnjega stolpca matrike Qg; tvorimo transformacijsko matriko T:

qin
Qsis = @2n
Ann L
T = [qsis Aqsis A2qsis s An_lqsis }_ (287)

4. Model v spoznavnostni kanoni¢ni obliki dolo¢imo z enac¢bami:

Ay, = TAT? (2.88)
bsko = Tb (2.89)
cl, = o't (2.90)
dsko = d (2.91)

Diagonalna in Jordanova kanoni¢na oblika

Model v prostoru stanja z enim vhodom, enim izhodom in n spremenljivkami stanja (A, b, cT in d)
pretvorimo v diagonalno kanoni¢no obliko s pomoc¢jo matrike lastnih vektorjev na naslednji nacin:

1. Izrac¢unamo lastne vrednosti A1, Aa, A3, ..., An.
2. Dolo¢imo lastne vektorje pi, P2, P3, - - -, Pn-

3. Transformacijska matrika T je inverzna matrika lastnih vektorjev:

T=[p1 P> P3s --- Pu) ' (2.92)

Proste parametre v matriki lastnih vektorjev dolo¢imo s pomod&jo pogoja:

T!' . |=b (2.93)
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4. Model v diagonalni kanoni¢ni obliki dolo¢imo z ena¢bami:

Ao = TAT !
bgo = Tb
cgko = CTT_ !
daro = d

Naloga 2.38

Model v prostoru stanja

A:[é :ﬂ’ bzm, T =[3 4], d=0

pretvorite v:

e vodljivostno kanoni¢no obliko,
e spoznavnostno kanoni¢no obliko in

e diagonalno kanoni¢no obliko.
Resitev

e Vodljivostna kanoni¢na oblika:

1. Izracunamo matriko Q,:

Q,=[b Ab]= [; :g}

2. Matriko Q, invertiramo:

_ 1 -31"" [-5 3
Q’l)i:Qvlz |:2 _5:| = l:_2 1:|

3. Vzamemo spodnjo vrstico matrike Q,; in tvorimo transformacijsko matriko T:

Quiv -2 1
Qoiv = [¢21 g22] = [—2 1]:‘T:[qu}:{1 o}

4. Model v vodljivostni kanonic¢ni obliki:

RIS

TAT !

Avko

b = szm

1
ch, = T =[4 11]
dvko = d=0

e Spoznavnostna kanoni¢na oblika:
1. Izra¢unamo matriko Qg:
c’ 3 4
Qs = [CTA |15 22

2. Matriko Qg invertiramo:

Q.—q'-|3 ¢ b1 [-22 3] [01746 0.0317
SRS T 15 —22 T —126 |—15 —4| | 0.119 —0.0238
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3. Vzamemo zadnji stolpec matrike Qg; in tvorimo transformacijsko matriko T:
o qi1 | 0.0317
sis = | g0 | = | —0.0238

—1
T = [quis qusA]! = [ 0.0317 0.0794} _ [24 _10]

—0.0238 0.1905 3 4

4. Model v spoznavnostni kanoni¢ni obliki:

A, = TAT '= {(1) _ﬂ
buo = Th= [141]
ch, = T 1=[0 1]
dso = d=0
e Diagonalna kanoniéna oblika:
1. Lastni vrednosti sistema sta: Ay =1, Ay = —2

2. Pripadajoc¢a lastna vektorja sta p; = {pu] in pg = {??912 ]
P21 3P12
3. Transformacijska matrika T je:
-1
T — -1 _ | P11 P12
[P pe] {pn %pm

Po resitvi sistema enacb:
P11 P12 y_ |1 ]
pii Spiz| |1 2
dobimo: p1; = —1 in p12 = 2 in s tem ustrezno transformacijsko matriko:

r_[-1 2] _1[3 -2
S |-1 3] —1]1 -3

4. Model v diagonalni kanoni¢ni obliki:

_ -1_|-1 0
Ago = TAT {0 y
1
buo = - [1]
cho = T t=[-7 18]
daro = d=0

2.4 Frekvencne karakteristike

V prejsnjih poglavjih smo spoznali parametriéne matemati¢ne modele. Parametri¢ni modeli so
enacbe, ki povezujejo vhode, izhode in spremenljivke stanja. V teh enac¢bah so parametri mo-
dela izrazeni eksplicitno. Neparametri¢ni modeli pa podajajo povezavo med vhodom in izhodom v
obliki tabele ali krivulje. Enega izmed najpomembnejsih neparametri¢nih matemati¢nih modelov
predstavljajo frekven¢ni odzivi.

Frekvenéna karakteristika sistema pove, kako se sistem odziva na sinusno vhodno vzbujanje v sta-
cionarnem stanju. Ena izmed lastnosti linearnih, ¢asovno nespremenljivih sistemov je, da je pri
sinusnem vzbujanju v ustaljenem stanju izhodna veli¢ina tudi sinusna veli¢ina z enako frekvenco,
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kot jo ima vhodna veli¢ina. Seveda pa v sploSnem vhodna in izhodna veli¢ina nimata enakih ampli-
tud in nista sofazni. S spreminjanjem frekvence vhodne veli¢ine se spreminjata tudi amplituda in
faza izhodne veli¢ine.

Slika 2.9 prikazuje c¢asovna poteka sinusne vhodne veli¢ine u(t) = Usin(wt) in izhodne veli¢ine
y(t) = Ysin(wt + ¢). U in Y oznacujeta amplitudi vhodne in izhodne veli¢ine, z w je oznacena
njuna krozna frekvenca in s ¢ fazni premik izhodne veli¢ine glede na vhodno veli¢ino.

u(?), K(t) "
)4

wt [rad]
(@)

A
A 4

Qo u(?)

Slika 2.9: Sinusni vhod in izhod sistema za izra¢un frekvenc¢ne karakteristike

Frekvenéno karakteristiko sistema torej predstavlja tabela oz. ustrezna grafi¢na predstavitev odvis-
nosti ojadenja a(w) = % (t. j. razmerja med amplitudama sinusne izhodne in vhodne veli¢ine)
in odvisnosti faznega premika ¢(w) med izhodno in vhodno veli¢ino od krozne frekvence w
vhodnega sinusnega vzbujanja.

Frekven¢no karakteristiko sistema lahko dobimo z meritvijo (eksperimentalno) ali z izra¢unom (teo-
reticno).

e Pri eksperimentalni dolocitvi frekven¢ne karakteristike sistema le-tega vzbujamo z vhodnim
sinusnim signalom. Poc¢akamo, da je doseZeno stacionarno stanje in nato izmerimo amplitudo
vhodnega in izhodnega signala in fazni premik med vhodnim in izhodnim signalom. Dobljene
rezultate predstavimo v tabeli oz. v ustreznem diagramu.

e Pri teoreti¢ni dolo¢itvi frekvencéne karakteristike sistema izhajamo iz njegove prenosne funkcije.
V prenosni funkciji sistema G(s) kompleksno spremenljivko s nadomestimo s spremenljivko
Jw.

G(s) =% G(jw) (2.98)
Tako dobljeno kompleksno funkcijo G(jw) zapiSemo v algebrajski obliki
G(jw) = Re(w) + jIm(w) (2.99)

in izratunamo ojacenje a(w) in kot fazne premaknitve p(w):

alw) = \G(jw)l:¢Re[G(jw>]2+_Im[G(jw)]2 (2.100)
olw) = A{Gow)}:arctanm (2.101)

Izratunani vrednosti a(w) in ¢(w) predstavimo v ustreznem diagramu. V diagramih frekventnih
karakteristik prikazujemo oja¢enje a(w) velikokrat v decibelih. Povezavo med ojacenjem o (w)
in ojacenjem v decibelih agp(w) predstavlja enacba (2.102):

agp(w) = 20log,, a(w) (2.102)
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Za graficno predstavitev frekvenénih karakteristik imamo na razpolago ve¢ razli¢nih diagramov.
Najbolj pogosto uporabljana sta Bodejev in polarni diagram.

e V Bodejevem diagramu predstavimo frekvenéno karakteristiko z dvema diagramoma, v enem
prikaZzemo odvisnost ojacenja agp(w) od frekvence vzbujalnega signala, v drugem pa odvis-
nost faznega premika ¢(w) od frekvence vzbujalnega signala. Na abscisah v obeh diagramih
uporabimo logaritemsko merilo (z osnovo 10), na ordinatah pa uporabimo linearno merilo. V
primeru, ko v diagramu ojafenja prikazujemo brezdimenzijsko ojacenje a(w), uporabimo na
ordinati diagrama ojacéenja logaritemsko merilo.

e V polarnem diagramu prikazemo frekvenéno karakteristiko z grafom v kompleksni ravnini, kjer
prikaZemo realno in imaginarno komponento kompleksne veli¢ine G(jw) za razliéne vrednosti
krozne frekvence w (najpogosteje od w = 0 do w = c0). Na obeh oseh uporabljano linearno
merilo.

Naloga 2.39

Narisite frekvenéno karakteristiko ¢lena 1. reda z ojacenjem k = 1 in ¢asovno konstanto T = 1s v
Bodejevem in polarnem diagramu.

Resitev

Frekvenéno karakteristiko izra¢unamo tako, da v prenosni funkciji G(s) kompleksno spremenljivko
s nadomestimo s spremenljivko jw:

k k

Gol=7g71 = G0 =777

Za dobljeni izraz izra¢unamo realni in imaginarni del:

k k kwT

=" 5 Gw) = i(—
JoT + 1 (w) = 15 T T e

G(jw) ) = Re[G(jw)] + jIm[j(w)]

Realna in imaginarna komponenta G(jw) sta:

k kwT

Re[G(jw)] = Tr 27 Im[(jw)] = TroeT?

Iz realne in imaginarne komponente izratunamo izraze za ojacenji a(w) in agp(w) ter fazni premik
p(w):

k
V1 4+ w?T?

a(w) = |G(jw)| = VRe[G(jw)]? + Im[G(jw)]? =

k
agp(w) = 20log;y aw) = 20logyg itz
, Im|[G(jw)] -
w) = Z{G(jw)} = arctan : = arctan
p(w) = L{G(jw)} Re[G(jw)]
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V dobljene izraze vstavimo vrednosti ¥ = 1 in T' = 1s in izra¢unamo a(w), agp(w) in p(w) za
razliéne vrednosti krozne frekvence w v razponu od w = 0 do w = oco. Z namenom ¢im boljsega
prikaza frekvenc¢ne karakteristike v celotnem frekven¢nem razponu je smiselno frekven¢no obmocje
od w =0 do w = oo logaritemsko diskretizirati. Tabela 2.1 prikazuje izra¢unane vrednosti:

w [rad/s] a(w) aap(w) [dB] | ¢(w) [°]
0 1 0 0
0,0001 0,999999995 | -4,34294e-08 | -0,0057
0,0002 0,999999980 | -1,73718e-07 | -0,0115
0,0004 0,999999920 | -6,94871e-07 | -0,0229
0,0007 0,999999755 | -2,12804e-06 | -0,0401
0,001 0,999999500 | -4,34294e-06 | -0,0573
0,002 0,999998000 | -1,73717e-05 | -0,1146
0,004 0,999992000 | -6,94866e-05 | -0,2292
0,007 0,999975501 | -0,000212799 | -0,4011
0,01 0,999950004 | -0,000434273 | -0,5729
0,02 0,999800060 | -0,001736831 | -1,1458
0,04 0,999200959 | -0,006943159 | -2,2906
0,07 0,997558967 | -0,021228462 | -4,0042
0,1 0,995037190 | -0,043213738 | -5,7106
0,2 0,980580676 | -0,170333393 | -11,3099
0,4 0,928476691 | -0,644579892 | -21,8014
0,7 0,819231921 | -1,731862684 | -34,9920
1 0,707106781 | -3,010299957 | -45,0000
2 0,447213595 | -6,989700043 | -63,4349
4 0,242535625 | -12,30448921 | -75,9638
7 0,141421356 | -16,98970004 | -81,8699
10 0,099503719 | -20,04321374 | -84,2894
20 0,049937617 | -26,03144373 | -87,1376
40 0,024992191 | -32,04391332 | -88,5679
70 0,014284257 | -36,90284703 | -89,1815
100 0,009999500 | -40,00043427 | -89,4271
200 0,004999938 | -46,02070849 | -89,7135
400 0,002499992 | -52,04122697 | -89,8568
700 0,001428570 | -56,90196966 | -89,9181
1000 0,001000000 | -60,00000434 | -89,9427
2000 0,000500000 | -66,020601 -89,9714
4000 0,000250000 | -72,0412001 | -89,9857
7000 0,000142857 | -76,90196089 | -89,9918
10000 0,000100000 | -80,00000004 | -89,9943
20000 0,000050000 | -86,02059992 | -89,9971
40000 0,000025000 | -92,04119983 | -89,9986
70000 0,000014286 | -96,9019608 | -89,9992
100000 | 0,000010000 -100 -89,9994
200000 | 0,000005000 | -106,0205999 | -89,9997
400000 | 0,000002500 | -112,0411998 | -89,9999
700000 | 0,000001429 | -116,9019608 | -89,9999
00 0 -00 -90

Tabela 2.1: Tzracunane vrednosti a(w), agp(w) in ¢(w) v razponu od w = 0 do w = oo za ¢len 1.
reda z ojacenjem k = 1 in ¢asovno konstanto 7" = 1s, naloga 2.39

Bodejev diagram sestoji iz dveh diagramov, ki ju nariS§emo enega pod drugim. V obeh na absciso
nana8amo krozno frekvenco v logaritemskem merilu, v zgornjem diagramu na ordinato nari§emo
ojacenje v decibelih, v spodnjem pa fazni premik v stopinjah.
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0
m ~
S o 20
_(U =]
o 3
-40 i 1 | 1
+2
o
A
g
N
&
w [rad/s]
Slika 2.10: Bodejev diagram ¢lena 1. reda, naloga 2.39
1 T T T T T T T
0.5 1
(%]
o
«
= ;
g ot o+ -
= !
@
=
-0.5 1
_1 1 1 1 1 1 1 1
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

realna os

Slika 2.11: Polarni diagram clena 1. reda, naloga 2.39

Frekvencno karakteristiko lahko v Bodejevem diagramu nariSemo tudi poenostavljeno oziroma asimp-
toti¢no. Potek ojaenja, ki smo ga narisali na osnovi izra¢unanih vrednosti v tabeli 2.1, nadomes-

timo z dvema asimptotama, ki predstavljata dober priblizek originalni krivulji pri nizkih in visokih
frekvencah:

7a w <K priblizno velja alw) =~k (nizkofrekvent¢na asimptota)

za w>> priblizno velja alw) = (visokofrekvenéna asimptota)

el e

k
wT
Obe asimptoti, visoko- in nizkofrekvenéna, se sekata pri krozni frekvenci wg = % Krozno frekvenco
wp imenujemo lomna frekvenca.
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Podobno postopamo tudi pri faznem kotu ¢(w):

1
za w< O.lT priblizno velja olw) =0° (nizkofrekvenc¢na asimptota)

1
za w > 1OT priblizno velja plw) =~ —90° (visokofrekvenéna asimptota)

V frekvenénem obmotju 0.17 < w10+ nadomestimo ¢(w) z linearno upadajoto funkcijo, ki seka kot
—45° v opazovani lomni tocki % Asimptotski Bodejev diagram prikazuje slika 2.12:

0 -
G) —
=3 w =1/T
8 T 20T ° .
o 3
o 3

-40 i 1 il 1
0 T T T ]

fazni kot
ol
A
o1

w [rad/s]

Slika 2.12: Asimptotski Bodejev diagram ¢lena 1. reda, naloga 2.39

Naloga 2.40

Narigite frekven¢no karakteristiko integratorja z integracijsko konstanto 7; = 1s v Bodejevem dia-
gramu.

Resitev

Frekvendéno karakteristiko sistema, opisanega s prenosno funkcijo G(s), nariemo tako, da najprej
dolo¢imo frekven¢no karakteristiko:

G(s) = = Gjw) =

Dolo¢imo realni in imaginarni del frekven¢ne karakteristike:

1

G(jw) = T,

= Gjw)=0+j(—

) = RelGw) + jm{G ()



92 POGLAVJE 2. ANALIZA MATEMATICNIH MODELOV

Realna in imaginarna komponenta G(jw) sta:

1

RelG(ju)] =0, hn[G(jw)] = - —

Sedaj lahko dolo¢imo ojacenje frekvencne karakteristike v odvisnosti od frekvence «(w) in fazni
premik ¢(w):

a(w) = |G(jw)| = VRe[G(jw)? + Im[G(jw)]? = \/E - wln

agp(w) = 20log; o aw) = 20log

1
T = —20log, o wT;

Wiy

p(w) = {G(jw)} = arctan m = arctan _zTi = —90°

Izra¢unana agp(w) in p(w) narisemo v Bodejevem diagramu (slika 2.13):

40 T T T T T T T T TTTTY T T T T T

ojaCenje
Ay [dB]
o

N
o

90 —T

fazni kot
@[]
o

cL)0=1/Ti
-90 ! - 4’ .
1072 107t 10° 10t 10?
w [rad/s]

Slika 2.13: Bodejev diagram integratorja, naloga 2.40
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Naloga 2.41

Narigite frekvenéno karakteristiko idealnega diferenciatorja z diferencirno konstanto Ty, = 1s v
Bodejevem diagramu.

G(s) = sTy, T;=1s

Resitev Za podano prenosno funkcijo najprej dolo¢imo frekvenéno karakteristiko (s zamenjamo z
jw)

G(s)=sTy = G(w)=jwTy

Realna in imaginarna komponenta G(jw) sta:

Re[G(jw)] =0, Im[G(jw)] = wTy

Iz realne in imaginarne komponente izra¢unamo ojacenje frekvencne karakteristike a(w) in fazni
premik ¢(w):

a(w) = |G(jw)| = VRe[G(jw)? + Im[G(jw)]? = \/wTTg — Wy

agp(w) = 20log o a(w) = 20logyqwTy

_ N Im(G(jw)] _ wla _ oo
o(w) = L{G(jw)} = arctan RelGUjw)] arctan o = 90

Dobljena ayp(w) in ¢(w) nariSemo v Bodejevem diagramu (slika 2.14):

40 T T T T T 177177 T T T 1T T T T T T T T 177177
qu—|
S= 0
o 3
o J
-40
90 T T T T T 17777 T T T ""'IT T T T T T 17777
_%T w.=1T
a.g, 0OFr 0 d _
&
-90‘ | Ll il .
1072 107t 10° 10t 102
w [rad/s]

Slika 2.14: Bodejev diagram idealnega diferenciatorja, naloga 2.41
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Naloga 2.42

Narigite frekvenéno karakteristiko diferencirnega ¢lena 1. reda z ojacenjem k = 1 in parametrom
T = 1s v Bodejevem diagramu.

G(s) = k(sT + 1), k=1 T=1s

Resitev

Za podano prenosno funkcijo G(s) dolo¢imo frekvencéno karakteristiko:
G(s)=k(sT+1) = G(w)=k({wl+1)

Realna in imaginarna komponenta G(jw) sta:
Re[G(jw)] = K, Im[G(jw)] = kwT

Iz realne in imaginarne komponente izra¢unamo ojac¢enje frekvencéne karakteristike v odvisnosti od
frekvence a(w) in fazni premik frekvencne karakteristike v odvisnosti od frekvence ¢(w):

a(w) = |G(jw)| = VRe[G(jw)]2 + Im[G(jw)]2 = V2 + k2w2T? = k\/1 + w?T?
agp(w) = 20log o a(w) = 20logg kv 1 + w?T?

B N Im|[G(jw
o(w) = L{G(jw)} = arctan RelGja)]

wT
= arctan B

V dobljene izraze vstavimo vrednosti £ = 1 in 7' = 1s in izra¢unamo «a(w), agp(w) in p(w) za
razli¢ne vrednosti krozne frekvence w v razponu od w = 0 do w = oco. Tabela 2.2 prikazuje izra¢unane
vrednosti:
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w [rad/s] o(w) aap(w) [dB] | ¢(w) [°]
0 1 0 0
0,0001 1,000000005 | 4,34294e-08 0,0057
0,0002 1,00000002 1,73718e-07 | 0,0115
0,0004 1,00000008 | 6,94871e-07 | 0,0229
0,0007 1,000000245 | 2,12804e-06 0,0401
0,001 1,0000005 4,34294e-06 0,0573
0,002 1,000002 1,73717e-05 0,1146
0,004 1,000008 6,94866E-05 | 0,2292
0,007 1,0000245 0,000212799 | 0,4011
0,01 1,000049999 | 0,000434273 | 0,5729
0,02 1,00019998 | 0,001736831 | 1,1458
0,04 1,00079968 | 0,006943159 | 2,2906
0,07 1,002447006 | 0,021228462 | 4,0042
0,1 1,004987562 | 0,043213738 | 5,7106
0,2 1,019803903 | 0,170333393 | 11,3099
0,4 1,077032961 | 0,644579892 | 21,8014
0,7 1,220655562 | 1,731862684 | 34,9920

1 1,414213562 | 3,010299957 | 45,0000
2 2,236067977 | 6,989700043 | 63,4349
4 4,123105626 | 12,30448921 | 75,9638
7 7,071067812 | 16,98970004 | 81,8699
10 10,04987562 | 20,04321374 | 84,2894
20 20,02498439 | 26,03144373 | 87,1376
40 40,01249805 | 32,04391332 | 88,5679
70 70,00714249 | 36,90284703 | 89,1815
100 100,0049999 | 40,00043427 | 89,4271
200 200,0025 46,02070849 | 89,7135
400 400,00125 52,04122697 | 89,8568
700 700,0007143 | 56,90196966 | 89,9181
1000 1000,0005 60,00000434 | 89,9427
2000 2000,00025 66,020601 89,9714
4000 4000,000125 | 72,0412001 | 89,9857
7000 7000,000071 | 76,90196089 | 89,9918
10000 10000,00005 | 80,00000004 | 89,9943
20000 20000,00003 | 86,02059992 | 89,9971
40000 40000,00001 | 92,04119983 | 89,9986
70000 70000,00001 | 96,9019608 | 89,9992
100000 100000 100 89,9994
200000 200000 106,0205999 | 89,9997
400000 400000 112,0411998 | 89,9999
700000 700000 116,9019608 | 89,9999
00 o0 o0 90

95

Tabela 2.2: Izrac¢unane vrednosti a(w), agp(w) in p(w) v razponu od w = 0 do w = oo za diferencirni
¢len 1. reda z ojafenjem k = 1 in parametrom T = 1s, naloga 2.42

Tzrac¢unane vrednosti ojafenja agp(w) in faznega kota p(w) narisemo v Bodejevem diagramu (slika

2.15).
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40_ T T T
mf_|
>8I_. 0 7
s 3
o J
40 ¢ 1 1 1 ]

fazni kot
@[]
o

w [rad/s]
Slika 2.15: Bodejev diagram diferencirnega ¢lena 1. reda, naloga 2.42

V mnogih primerih se izkaZe kot, zelo priro¢no, ¢e frekvenéno karakteristiko prikazemo zgolj asimptot-
sko. Funkcijo agp(w) prikazemo z dvema asimptotama, ki predstavljata dober priblizek originalnemu
izrazu pri visokih in nizkih frekvencah:

1
za W< m priblizno velja agp(w) =~ 20log (k) (nizkofrekven¢na asimptota)
1
za w> o priblizno velja a(w) = 20log;, (kwT) (visokofrekven¢na asimptota)

Obe asimptoti podaljSsamo tudi v frekven¢no obmodje w ~ % Podobno aproksimiramo tudi izraz
p(w):

1
za w< O.lf priblizno velja p(w) =0° (nizkofrekvenéna asimptota)

1
za w > IOT priblizno velja p(w) =90° (visokofrekvenéna asimptota)

V frekventnem obmodéju 0.1% < wl0+ aproksimiramo izraz ¢(w) z linearno naraiéajoco funkcijo.
Poenostavljen Bodejev diagram prikazuje slika 2.16:
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40 F T T T
ml_|
>8I_. 0 7
8 8
o J
40 ¢ 1 1 1 u
90_ T T T

fazni kot
@[]
o

w [rad/s]

Slika 2.16: Asimptotski Bodejev diagram diferencirnega ¢lena 1. reda, naloga 2.42

Naloga 2.43

Narigite frekven¢no karakteristiko ¢lena drugega reda, kot ga opisuje spodnja prenosna funkcija, v
Bodejevem diagramu.

1
GO = Z 10

Resitev

Prenosno funkcijo lahko razstavimo v serijsko vezavo dveh €lenov prvega reda:

1 1 1

G(s) = _
)= E s 710 5415110

V Bodejevem diagramu nariSemo frekvenéni karakteristiki obeh ¢lenov 1. reda. Fazni premik serijske
vezave obeh €lenov dobimo tako, da sestejemo fazna premika obeh ¢lenov. Ojacenje serijske vezave
obeh c¢lenov dobimo tako, da ojacenji obeh ¢lenov pomnozimo. Zaradi tega, ker v Bodejevem
diagramu ojacenje obiCajno prikazemo v decibelih, lahko oba ojadevalna prispevka, izracunana v
dB, kar seStejemo pri dolo¢anju skupnega ojacevalnega poteka. Rezultirajoca amplitudni in fazni
odziv sta prikazana na sliki 2.17.
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ojacenje

fazni kot

w [rad/s]

Slika 2.17: Bodejev diagram clena drugega reda, naloga 2.43

Naloga 2.44

Narigite frekvenéno karakteristiko realnega diferenciatorja v Bodejevem diagramu.

s
s+ 10

G(s) =

Resitev

Realni diferenciator predstavlja serijska vezava idealnega diferenciatorja in ¢lena 1. reda:

Gls) = S 1

s+10  “s+10

Loceno narisemo obe frekvencni karakteristiki in nato geometri¢no dolo¢imo skupno amplitudno in

fazno karakteristiko. Amplitudna in fazna karakteristika realnega diferenciatorja sta prikazani na
sliki 2.18.
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fazni kot
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w [rad/s]

Slika 2.18: Bodejev diagram realnega diferenciatorja, naloga 2.44

2.5 Stabilnost

2.5.1 Splosne metode ugotavljanja stabilnosti dinami¢nih sistemov

Ugotavljanje stabilnosti se v ve¢ini primerov pretvori v izra¢unavanje realnega dela polov ulomljene
racionalne funkcije oziroma lastnih vrednosti kvadratne matrike. V primeru, ko je sistem opisan
z vhodno-izhodnim modelom - to je s prenosno funkcijo ali z matriko prenosnih funkcij, je sistem
stabilen, €e so vsi realni deli polov prenosnih funkcij negativni. V matriki prenosnih funkcij imajo
vse prenosne funkcije enak imenovalec, zato je za ugotavljanje stabilnosti modela z ve¢imi vhodi
in izhodi dovolj, da ugotovimo stabilnost ene prenosne funkcije (seveda v primeru skupnih korenov
Stevca in imenovalca le-teh ne smemo krajsati). V primeru, ko je sistem opisan z modelom v prostoru
stanja, pa je sistem stabilen, ¢e so vsi realni deli lastnih vrednosti negativni.

Naloga 2.45
Ugotovite stabilnost sistema, opisanega s prenosno funkcijo:

1
s3+3s2+3s+1

G(s) =

Resitev

Izra¢unamo pole prenosne funkcije:
24352435+ 1=0=8123=—1

Vsi poli prenosne funkcije imajo negativni del, zato je model stabilen.
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Naloga 2.46

Ugotovite stabilnost sistema, opisanega z modelom v prostoru stanja:

—-12 2 1
v o 3 3
X = {—36 _Jx—k{l}u
y = [1,0]x
Resitev

Izra¢unamo karakteristi¢ni polinom in lastne vrednosti sistemske matrike A:

A+12 =2 5
det M- A) = | 7 = =N 4 13A+36=A+4)(A+9)

(A4 4)(A +9) = 0 = lastni vrednosti matrike A sta: A\; = —4, Ay = —9

Obe lastni vrednosti imata negativni realni del, zato je model stabilen.

Osnovni pravili o predznaku realnih delov korenov polinoma

Za ugotavljanje stabilnosti sistema moramo poiskati korene karakteristi¢nega polinoma (¢e je podan
model v prostoru stanja) ali korene polinoma v imenovalcu prenosne funkcije (¢e je model podan v
vhodno/izhodni obliki s prenosno funkcijo). Korene polinomov vigjih redov izra¢unamo s pomocjo
numeri¢nih metod (tangentna, sekantna, ...). Za potrebe ugotavljanja stabilnosti, kjer nas ne
zanimajo vrednosti posameznih korenov, ampak samo odgovor na vprasanje, ali so vsi koreni v
levi polravnini ali ne, obstajajo poenostavljeni kriteriji doloCanja stabilnosti. Najbolj znana sta
Hurwitzev in Routhov stabilnostni kriterij.

Hitri vpogled v stabilnost sistema nam velikokrat omogocata osnovni pravili o predznaku realnih
delov korenov polinoma. Polinom I(s) naj bo opisan z enatbo (2.103):

I(s) = aps" + 18"V + ap_os" 2+ ...+ azs® +a1s+ ag (2.103)
kjer je a, pozitivno Stevilo. Velja:
e Ceima polinom (2.103) vsaj en koeficient negativen ali enak ni¢, potem bo imel vsaj en koren

polinoma pozitivni ali ni¢elni realni del - v kompleksni s-ravnini bo torej vsaj en koren lezal
desno od imaginarne osi ali na njej.

e Polinom drugega reda, katerega vsi koeficienti so pozitivni, ima oba korena z negativnim
realnim delom.

Hurwitzev stabilnostni kriterij

1z koeficientov polinoma (2.103) reda n tvorimo kvadratno matriko H dimenzije n x n:

[Gn—1 Gn—3 Gn—5 Gn-7 ]
Gnp p—2 Qapn—4 Q(Gn—6
0 ap—-1 Qanpn—-3 QAQp—-5 ...
H= 0 Ay Ap—2 QAp—g4 ... (2104)
0 0 Ap—-1 ap—-3 ...
0 0 an ap—2
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Izra¢unamo n zgornjih levih poddeterminant matrike H:

H1 = det(Hl) = Qp—1
Hy = det(H,) = az* Z”:;

Gp—-1 Ap-3 0p-5
H3 = det(H?)) = Qp Ap—2 (Anp—4
0 Gp—1 QAnp—3

p—-1 Ap-3 Gp-5 Aap-7
Gp—2 0apn—4 0an—6

a
Hy, = det(Hy) = "
( ) 0 anp—-1 QAp—3 0ap_—5 (2105)
0 Up—2 QApn—4 Gp—¢
Gp—1 Ap-3 Gp—5 Qap-7
anp ap—2 0Ap—4 0(p—g
0 ap—1 (Anp-3 0p-5
H, = det(Hn) = 0 QA Gp—2 Qnp—4
0 0 Gp—1 Qapn—3
0 0 an,  Ap_9

Vsi koreni polinoma (2.103) bodo imeli negativni realni del, ¢e bodo vse poddeterminante matrike
H pozitivne. Ce bo katerakoli izmed poddeterminant negativna, bo imel vsaj eden koren polinoma
(2.103) realni del pozitiven ali enak nic.

Naloga 2.47

Ugotovite stabilnost sistema, opisanega s prenosno funkcijo:

53 + 1852 + 107s + 210
5% 4+ 1083 + 3552 + 505 + 24

G(s) =

Resitev

Tvorimo kvadratno matriko H (enacba (2.104)):

10 50 0 O
1 35 24 0
H= 0 10 50 O

0 1 35 24
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Vrednosti ustreznih poddeterminant so (enatba (2.104)):

H, = 10
10 50
Hy = || 5| =300
10 50 0
Hy = | 1 35 24| =12600
0 10 50
10 50 0 0
1 35 24 0
Hi = |y o 50 o | = 24Hs = 302400
0 1 35 24

Vse &tiri poddeterminante so pozitivne, kar pomeni, da vsi poli prenosne funkcije lezijo v odprti
levi polravnini - torej je sistem stabilen. (Z numeri¢nimi metodami lahko potrdimo resitev - poli
prenosne funkcije so: p1 = —1, po = =2, p3 = =3, py = —4).

Naloga 2.48

Ugotovite stabilnost sistema, opisanega s prenosno funkcijo:

_ 5% +185° + 1075 + 210
T 154 40.7s3 + 0.3552 + 1.05s + 0.1

G(s)

Resitev

Tvorimo kvadratno matriko H (enacba (2.104)):

0.7 1.05 O 0
1 03 01 O
0 07 105 0
0 1 035 01

H =

Vrednosti ustreznih poddeterminant so (enacba (2.104)):

H = 07
0.7 1.05

Hy = |50 s | = 08050
0.7 105 0

Hy = |1 035 0.1 |=-08943
0 07 1.05

0.7 1.05 0 0
1 03 01 0
Hy = 0 07 105 o0 |= 0.1H3 = —0.0894

0 1 035 0.1

Ker niso vse §tiri poddeterminante pozitivne, sledi, da vsi poli prenosne funkcije nimajo negativnega
realnega dela - torej je sistem nestabilen. (Z numeri¢nimi metodami potrdimo regitev - poli prenosne
funkcije so: py = —1.1367, po = —0.0979, p3 4 = 0.2673 £ 50.9095).
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Naloga 2.49

Ugotovite stabilnost zaprtozancnega sistema z negativno povratno vezavo, prikazanega na sliki 2.19:

U %
130 -
—=O— ity =

+

1 |
(s+3)(s+4) =7

Slika 2.19: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.49

Resitev

Za analizo stabilnosti regulacijskega sistema je odlo¢ilnega pomena polinom v imenovalcu prenosne
funkcije, ki povezuje vhod in izhod regulacijskega sistema t. j. imenovalec prenosne funkcije za-
prtozancénega sistema.

Odprtozanc¢na prenosna funkcija predstavlja zmnozek prenosnih funkcij direktne poti in povratne
zveze. Odprtozan¢na prenosna funkcija G,(s) sistema na sliki 2.19 je:

Guls) = 130 _ %(s)

(s+1)(s+2)(s+3)(s+4) (s)

Za podan regulacijski sistem izracunamo imenovalec zaprtozan¢ne prenosne funkcije z enacbo

kjer je z I(s) oznacen imenovalec zaprtozancne prenosne funkcije, z S,(s) in z I,(s) pa sta oznadena
§tevec in imenovalec odprtozanéne prenosne funkcije.

I(s) = Io(s) + So(s) = I(s) = (s + 1)(s + 2)(s + 3)(s + 4) + 130 = s* + 10s® + 355 + 50s + 154

Tvorimo kvadratno matriko H (enacba (2.104)):

10 50 O 0

1 35 154 O
H= 0 10 50 O

0 1 35 150
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Vrednosti ustreznih poddeterminant so (enatba (2.104)):

H = 10
10 50
Hy = 1 35 = 300
10 50 O
H; = 1 35 150 | =0
0 10 50
10 50 O 0
1 35 150 0
H, = 0 10 50 0 =150H3 =0
0 1 35 150

Ker niso vse §tiri poddeterminante pozitivne sledi, da vsi poli prenosne funkcije ne leZijo v odprti levi
polravnini - torej je sistem nestabilen. (Z numeri¢nimi metodami potrdimo resitev - poli prenosne
funkcije so: p12 = —5.0176 £ j2.2557, p3 4 = 0.0176 £ j2.2557).

Naloga 2.50

Analizirajte vpliv ojafenja k na stabilnost zaprtozancnega sistema, prikazanega na sliki 2.20:

U: Y

+

-
L

w |

1
/ST1+1)(8T2+1) o

Slika 2.20: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.50

Casovni konstanti Ty in Ts sta pozitivni.

Resitev

Odprtozanéna prenosna funkcija sistema je:
k So(s)

Go(s) = (sTy + 1) (sTy + 1)(s) - L,(s)

izrac¢unamo polinom v imenovalcu zaprtozan¢ne prenosne funkcije:
I(s) = L,(s) 4 So(s) = I(s) = (sTy + 1)(sTo 4+ 1)(s) + k = T1 T + (Ty + To)s* + s+ k
Tvorimo kvadratno matriko H (enacba 2.104)):

T+ T k 0
T\T5 1 0
0 T +T1, k O

H
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Vrednosti ustreznih poddeterminant so (enatba 2.104):

T+ k| B
H2 = ‘ T1 + T2 1 = T1 + TQ leTQ
Ti+T, k 0
Hy = Ty 1 0| =kH,

0 T, k
Pogoj H; > 0 je izpolnjen, saj sta obe ¢asovni konstanti pozitivni. Pogoj Hs > 0 je izpolnjen v
primeru, ko velja
T+ Ty — KT'T5, >0

oziroma

V primeru, ko je pogoj Hs > 0 izpolnjen, je za izpolnitev pogoja Hs > 0 potrebno:
k>0

Ob zdruzitvi zadnjih dveh pogojev lahko zaklju¢imo, da je zaprtozanéni sistem stabilen, ¢e ojacenje
k izpolnjuje neenacbi:

11
0<hk<—+—
<k<mtg

Naloga 2.51

Analizirajte vpliv ojacenja k na stabilnost zaprtozancnega sistema, prikazanega na sliki 2.21:

U Y

—(— k >
STi+1) (572 1)

+

A

sTs+1

Slika 2.21: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.51

Casovne konstante T3, T5 in T3 so pozitivne.
Resitev

Prenosna funkcija odprtozan¢nega sistema je:

B k o So(s)
Go(s) = (sTy + 1) (sTo + 1) (sT3 +1) 1
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Izra¢unamo polinom v imenovalcu prenosne funkcije zaprtozanénega sistema:
I(s) = L,(s) + So(s) = I(s) = (sTh + 1)(sTo + 1)(sT3 + 1) + k
= 1(s) = i To T35 + (1 Ty + T1 T3 + ToT3)s* + (Ty + Ty + T3)s + (k + 1)

Tvorimo kvadratno matriko H (enacba (2.104)):

Wy + ThT5 + 1515 k+1 0
H= 15T T+ Ty + T3 0
0 T +ThT5+ 1T k+1

Vrednosti ustreznih poddeterminant so (enacba (2.104)):

Hy = TYhL+TTs+ 115
0 — TTo + T3 + ToT3 kE+1
2 T1 T2T3 Tl + T2 + T3

= (N + T + ToTs)(Ty + To + Ts) — (T ToTs)(k + 1)

Ty +ThT3+ TrT5 k+1 0
Hy = T\T5Ts T+ T+ T3 0 =(k+1)Hs
0 W +ThT3+T5T5 k+1

Pogoj H; > 0 je izpolnjen, saj so vse Casovne konstante pozitivnhe. Pogoj Hz > 0 je izpolnjen v
primeru, ko velja:

(TlTQ + TiT5 + TQTg)(Tl +T5 + Tg) — (TngTg)(ki + 1) >0

oziroma;:

11 1
k+1<(=+m+ )T+ +T
+ <(T1+T2+T3)(1+ b+ T3)

V primeru, ko je pogoj Ha > 0 izpolnjen, je za izpolnitev pogoja Hs > 0 potrebno:
k+1>0

Ob zdruzitvi zadnjih dveh pogojev lahko zaklju¢imo, da je zaprtozan¢ni sistem stabilen, ¢e ojacenje
k izpolnjuje neenacbi:

1 1 1
1<k — 4+ — 4+ =) T 1+ T+ 1T3) -1
< <(T1+T2+T3)(1+ 5+ T3)

Routhov stabilnostni kriterij

Routhov stabilnostni kriterij nam da vec¢ informacij o legi korenov polinoma v imenovalcu opazovane
prenosne funkcije - pove, koliko korenov je levo, desno in na imaginarni osi kompleksne s-ravnine.
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Izhodisce predstavljajo koeficienti karakteristi¢nega polinoma (enac¢ba (2.103)). Iz koeficientov poli-
noma reda n tvorimo tabelo z n + 1 vrsticami:

s Ap Gn—2 Gp—4 Gn—6

Sn_l Ap—1 Op—3 An—5 An-7

sn2 bn bn—l bn—2 bn—?)

Snii Cn Cn—1 Cn—2 Cp—3 (2]_06)
s"T

dn dn—l dn—2 dn—3

0
Koeficiente b, bp—1, bp—2, bp—3, -..Cn, Cn—1, Cn—2, ---dpn, dp_1, -..izratunamo s pomocjo enach
(2.107):

_ An—-1An—2—0nan—3

bn - Qp—1

b _ An—1an—4—Anan—>5

n—1 - A1

) _ bpan_3—an_1bn_1

Cn - b bn, b
_ An—5—0n—10n—2

Cpoy = Pnfnsdiaciinc? (2.107)
_ cnbn_1—bncn_1

fn by ot
_ CnOn—2—0nCn—2

dnfl - Cn

Iz predznakov elementov v prvem stolpcu tabele (2.106) (elementi a,, an—1, bn, ¢n. ...) lahko

sklepamo na vrednosti realnih delov korenov karakteristi¢nega polinoma:

e Ce so vsi elementi prvega stolpca tabele (2.106) pozitivni, ima polinom le korene z negativnim
realnim delom.

e Ce se predznak elementov prvega stolpca tabele (2.106) spremeni k krat, ima polinom k
korenov s pozitivnim realnim delom.

e Ce so vsi elementi ene vrstice tabele (2.106) enaki ni¢, ima polinom enega ali ve¢ polov na
imaginarni osi ravnine s (realni deli so enaki nic).

Naloga 2.52

Ugotovite stabilnost sistema, opisanega s prenosno funkcijo

10
$5 454 +9s3 4752+ 145+ 6

G(s) =

Resitev

Tvorimo tabelo (2.106):

s° 1 9 14

st 1 7 6

s3 211 84 0 /2
52 3|11 6|2 /3
st 2 0

50 2
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Izra¢un elementov v tabeli se poenostavi, ¢e vse elemente neke vrstice mnozimo ali delimo z istim
Stevilom.

Vsi elementi v prvem stolpcu so pozitivni, kar pomeni, da vsi poli prenosne funkcije lezijo v levi
s-polravnini - torej je sistem stabilen. (Z numeri¢nimi metodami potrdimo re§itev - poli prenosne
funkcije so: p12 = —0.075 £ j2.6156, p3 4 = —0.1878 £ j1.3461, ps = —0.4744).

Naloga 2.53

Ugotovite stabilnost sistema, opisanega s prenosno funkcijo:

10
T 208t + 1483 4+ 752 + 215+ 2

G(s)

Resitev

Tvorimo tabelo (2.106):

st1 20 7 2
3| 142 2113 0 /7
2| =23 2
st 63 0
23
s° 2

Elementi v prvem stolpcu dvakrat spremenijo predznak (14 v -23 in -23 v g—g), zato imata dva pola
pozitivni realni del. Sistem, opisan s prenosno funkcijo je torej nestabilen. (Z numeri¢nimi metodami
potrdimo reSitev - poli prenosne funkcije so: p12 = 0.2673 £ j0.9095, p3 = —0.0979, ps = —1.1367).

Naloga 2.54

Ugotovite stabilnost sistema, katerega karakteristi¢ni polinom je:
det (A\I — A) = 242* + 50\% + 3577 + 10\ + 2

Resitev

Tvorimo tabelo (2.106):

Mpo24 3502
A3 | 5055 10/1 0 /10

A% 18151 2010 *5
101

)‘1 151 0

A0 2

Vsi elementi v prvem stolpcu so pozitivni kar pomeni, da ima karakteristi¢ni polinom samo korene
z negativnim realnim delom - sistem s tak$nim karakteristi¢nim polinomom je torej stabilen. (Z
numeri¢nimi metodami potrdimo refitev - lastne vrednosti karakteristicnega polinoma so: ;2 =
—0.9005 £ j0.2030, A3 4 = —0.1411 £ j0.2791).
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Naloga 2.55

Ugotovite stabilnost sistema, opisanega s prenosno funkcijo:

10
$5 4+ 254 4+ 353 + 952 + 25+ 10

G(s) =

Resitev

Tvorimo tabelo (2.106):

s? 1 3 2
st 2 9 10
$ | —15—1 =3/-2 0 /1.5
2| 51 10[2 /5

2
81 0‘2 0|0 d(sd:2)
50 2

Vsi elementi predzadnje vrstice so enaki ni¢. Za nadaljnji izra¢un nadomestimo nicelne elemente
z vrednostmi, ki jih dobimo z odvajanjem polinoma, katerega koeficiente zapiSemo iz elementov
predhodne vrstice.

Elementi v prvem stolpcu tabele dvakrat spremenijo predznak (iz 2 v -1 in iz -1 v 1), zato ima
polinom dve reSitvi s pozitivnim realnim delom. Ker so bili v tabeli v predzadnji vrstici vsi elementi
enaki ni¢, ima polinom dve reitvi, katerih realni del je enak ni¢. Polinom ima torej pet reSitev -
eno z negativnim realnim delom, dve s pozitivnim realnim delom in dve z ni¢elnim realnim delom.
(Z numeri¢nimi metodami potrdimo resitev - poli prenosne funkcije so: p; 2 = 0.2167 + j1.417,
P34 = 04 451.4142, ps = —2.4334).

Naloga 2.56

Ugotovite stabilnost sistema, opisanega s prenosno funkcijo:

10

G(s) —
(5) = 57351 1 105% 1 1652 1 245 1 16

Resitev

Tvorimo tabelo (2.106):

$11 10 24

s'| 3 16 16

31 4 0

21 4 0 )

st 02 ofo dls +4)
O 4

Ker so bili v tabeli v predzadnji vrstici vsi elementi enaki ni¢, ima polinom dve regitvi, katerih
realni del je enak ni¢. Po nadomestitvi ni¢elnih elementov v predzadnji vrstici tabele z elementi, ki
jih dobimo z odvajanjem ustreznega polinoma vidimo, da elementi v prvem stolpcu ne spremenijo
predznaka. Polinom ima torej pet reSitev - tri z negativnim realnim delom in dve z nicelnim realnim
delom. (Z numeri¢nimi metodami potrdimo resitev - poli prenosne funkcije so: pi12 = 0 =% 52,
psa = —1+71.7321, ps = —1).
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Naloga 2.57

Analizirajte vpliv ojacenja k na stabilnost zaprtozan¢nega sistema, prikazanega na sliki 2.22:

1 Y(SL

(s+3)(s+4)

'
T

Slika 2.22: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.57

Resitev

Iz odprtozanéne prenosne funkcije:

B k B So(s)
Cole) = e s 1

izra¢unamo polinom v imenovalcu zaprtozanéne prenosne funkcije:
I(s) = L,(s) + So(s) = I(s) = (s)(s +3)(s +4) + k=5 + 75 + 125 + k

Tvorimo tabelo (enacba (2.106)):

53 1 12
52 7 k
84—k
51 N 0

s0 k

Povratnozanc¢ni sistem bo stabilen, ¢e bo imel imenovalec zaprtozanc¢ne prenosne funkcije samo
korene z negativnim realnim delom - t. j. ¢e bodo vsi elementi v prvem stolpcu tabele pozitivni. Za
izpolnitev tega pogoja mora veljati:

84—k

0
- >

k>0 A

Ob zdruzitvi obeh pogojev lahko zaklju¢imo, da je zaprtozanéni sistem stabilen, ¢e ojacenje k
izpolnjuje neenacbi:

0<k<84

Naloga 2.58

Analizirajte vpliv ojacenja k in parametrov T3 in T na stabilnost zaprtozan¢nega sistema, prikazanega
na sliki 2.23:

Y

R(s) - o k Y(s)
+ ST2I§ 872 o

;-

Slika 2.23: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.58
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Resitev

Iz odprtozanéne prenosne funkcije:

Go(s) =

k(sTy +2)  So(s)
(2)(sTy+1)  I,(s)

izra¢unamo polinom v imenovalcu zaprtozanéne prenosne funkcije:

I(5) = I,(s) + So(s) = I(s) = k(sTh +2) + (s*)(sTa + 1) = 83Ty + s + skTy + 2k

Tvorimo tabelo (enac¢ba (2.106)):

S TQ le
52 1 2k
st | k(Ty —2T%) 0
s0 2k

Povratnozanc¢ni sistem bo stabilen, ¢e bo imel imenovalec zaprtozan¢ne prenosne funkcije samo
korene z negativnim realnim delom - t. j., ¢e bodo vsi elementi v prvem stolpcu tabele pozitivni.
Za izpolnitev tega pogoja mora veljati:

To>0 A k(T —2T5)>0 A 2k>0

Ob zdruzitvi pogojev lahko zaklju¢imo, da je zaprtozanéni sistem stabilen, ¢e je ojacenje k pozitivno,
¢asovni konstanti pa izpolnjujeta pogoj:

Ty > 2T,

2.5.2 Metode za ugotavljanje stabilnosti zaprtozan¢nih dinamic¢nih siste-
mov

Splosne metode ugotavljanja stabilnosti so primerne tako za ugotavljanje stabilnosti sistemov,
opisanih z vhodno - izhodnimi modeli, kot tudi z modeli v prostoru stanj. Ce je model podan
v obliki blokovnega diagrama, je potrebno izracunati nadomestni vhodno - izhodni model - t. j.
prenosno funkcijo, ki direktno (brez vmesnih spremenljivk) povezujejo vhode in izhode modela.

V teoriji regulacij je zelo pogosta uporaba negativne povratne zanke. Regulacijski sistem je v tem
primeru sestavljen iz dinami¢nega sistema v direktni veji (v primeru enovhodnih - enoizhodnih sis-
temov velikokrat opisanim s prenosno funkcijo G1(s)) in iz sistema v povratni zanki (opisanim s
prenosno funkcijo Ga(s)). Vekrat se sre¢amo s situacijo, ko je merilni element v povratni zanki
proporcionalni ¢len z ojacenjem ena (Gz(s) = 1). V tem primeru govorimo o regulacijskem sistemu
z enotsko negativno povratno zanko. Stabilnost taksnih sistemov lahko ugotovimo z ze predstavl-
jenimi metodami, vendar moramo za njihovo uporabo predhodno izracunati nadomestni model za-
prtozanénega regulacijskega sistema (Ce sta sistema v direktni veji in v povratni zanki opisana z
G1(s) in z G3(s) izratunamo prenosno funkcijo zaprtozancénega sistema z izrazom ﬁ%)

V regulacijski tehniki zasledimo veliko metod, ki so namenjene ugotavljanju stabilnosti zaprtozancénih
sistemov. Pri uporabi nekaterih med njimi ni potrebno izradunavati zaprtozanéne prenosne funkcije,
ampak temelji analiza stabilnosti na uporabi odprtozanc¢ne prenosne funkcije (G, (s) = G1(s)Ga(s)).
Zaradi tak$nega pristopa je bolj pregleden vpliv posameznih parametrov regulacijskega sistema na
stabilnost zaprtozan¢nega sistema. Izmed razliénih metod za ugotavljanje stabilnosti zaprtozanénega
sistema na osnovi poznane odprtozan¢ne prenosne funkcije je najbolj razsirjen Nyquistov stabilnostni
kriterij. Uporaba Nyquistovega stabilnostnega kriterija se razlikuje glede na stabilnost odprtozanéne
prenosne funkcije.
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Nyquistov stabilnostni kriterij za regulacijske sisteme s stabilno odprtozanéno prenosno
funkcijo

Odprtozanéna prenosna funkcija G,(s) naj bo opisana z enacbo (2.108):

1 bps™ +byp18™ L.+ bis+1 S,
Go(s) = b bmS" Fomoas™ A s H L Sol) (2.108)
s aps" +ap_18" 1+, . +ajs+1 I,(s)

Uporaba Nyquistovega stabilnostnega kriterija se poenostavi, ¢e odprtozanéna prenosna funkcija
(enacba (2.108)) izpolnjuje naslednje pogoje:

e Polinoma S,(s) in I,(s) naj bosta tuja, polinom v §tevcu (So(s)) naj bo niZje stopnje od
polinoma v imenovalcu (I,(s)), ojafenje k naj bo pozitivno (k > 0), mrtvi ¢as T, naj bo
nenegativen (7T, > 0), odprtozan¢na prenosna funkcija naj bo najve¢ druge vrste (naj vsebuje
najvet dva integralna dela ¢ = 0, 1 ali 2).

e Vsi poli odprtozanéne prenosne funkcije G,(s) (razen enega ali dveh v koordinatnem izhodis¢u)
naj lezijo levo od imaginarne osi v s-ravnini.

e Krivulja ojaCenja v Bodejevem diagramu naj samo enkrat seka linijo ojac¢enja 0 dB, frekvenco
sekanja imenujemo prese¢na frekvenca in ozna¢imo z we.

V frekvenénem podroc¢ju, v katerem je ojafenje odprte regulacijske zanke veje ali enako ena
(|Go(jw)| > 1), naj lezi fazna karakteristika med —540° in 180°.

Ce odprtozantna prenosna funkcija (enacba (2.108)) izpolujuje te pogoje, bo zaprtozanéni sistem
stabilen, ¢e lezi fazna karakteristika pri presecni frekvenci w. nad fazo —180° in bo nestabilen, ¢e to
ni izpolnjeno.

Naloga 2.59

Analizirajte vpliv ojafenja k na stabilnost zaprtozan¢nega sistema, prikazanega na sliki 2.24:

Y(s
o & - i L

Slika 2.24: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.59

Resitev

Odprtozanc¢na prenosna funkcija je:

k

Gols) = (s+1)(s+1)(s+1)

Ker odprtozanna prenosna funkcija G,(s) izpolnjuje zahtevane pogoje, lahko uporabimo Nyquis-
tov stabilnostni kriterij za regulacijske sisteme s stabilno odprtozanéno prenosno funkcijo. V ta
namen izracunamo frekvencno karakteristiko odprtozanéne prenosne funkcije G,(s) in jo nariemo
v Bodejevem diagramu. Bodejev diagram za vrednost ojacenja k = 1 prikazuje slika 2.25.
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2@
>83 N
s 38 T
o J

fazni kot
e[l

-270

w [rad/s]

Slika 2.25: Bodejev diagram odprtozancne prenosne funkcije G,(s) za k = 1, naloga 2.59

Iz Bodejevega diagrama je razvidno, da je pri vrednosti k¥ = 1 ojacenje odprtozanéne prenosne
funkcije za vse vrednosti w > 0 manjse od 1. Ojacenje odprtozanéne prenosne funkcije je enako 1
pri krozni frekvenci w = 0s~! kar pomeni, da je presec¢na frekvenca w. enaka 0s~!. Fazna karak-
teristika poteka pri presecni frekvenci w, nad fazo —180°, iz Cesar sklepamo, da je zaprtozanc¢ni
sistem za vrednost k = 1 stabilen. S spreminjanjem parametra k vplivamo na prese¢no frekvenco
we. Mejno vrednost parametra k, do katere je sistem stabilen, ugotovimo tako, da iz Bodejevega
diagrama od¢itamo ojacenje pri frekvenci, pri kateri ima fazna karakteristika vrednost —180°. Odéi-

tano ojacenje oznafimo z a,—_1g80o. Mejno vrednost parametra k, do katerega je sistem stabilen,
izratunamo z enacho:

1

Oms =
Qp=—180°

V naSem primeru velja:

Qp=—180° = 0.12 Ams = 8.3
k < 8.3 = sistem je stabilen
k> 8.3 = sistem je nestabilen

Nyquistov stabilnostni kriterij za regulacijske sisteme z nestabilno odprtozanéno prenosno
funkcijo

Odprtozanéna prenosna funkcija G,(s) naj bo opisana z enacbo (2.109):

Go(s) = Sol8) -, (2.109)
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Polinoma S,(s) in I,(s) naj bosta tuja, polinom v steveu (So(s)) naj bo nizje stopnje od polinoma v
imenovalecu (I,(s)), mrtvi ¢as T}, naj bo nenegativen (T},, > 0). Stevilo polov prenosne funkcije Gy (s)
(enacba (2.109)) levo od imaginarne osi ozna¢imo z l,, $tevilo polov na imaginarni osi (ordinati) z
n, in Stevilo polov desno od imaginarne osi z d,,.

Zaprtozanéni sistem je stabilen, ¢e v polarnem diagramu Zarek iz tocke —14-05 na krivuljo frekvenéne
karakteristike odprtozan¢nega sistema, ko gre w od 0 do oo opise kot W, ki je enak:

W= do77+aog (2.110)

Zaprtozanéni sistem je nestabilen, ¢e ena¢ba (2.110) ni izpolnjena.

Naloga 2.60

Analizirajte vpliv ojafenja k na stabilnost zaprtozancnega sistema, prikazanega na sliki 2.26:

=

\

R(s) Y(s)
—( —»| Lk >
+ s—1

;

Slika 2.26: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.60

Resitev

Odprtozanéna prenosna funkcija je:

Odprtozanéna prenosna funkcija G,(s) ima en pol v desni s-polravnini, kar pomeni, da moramo
uporabiti Nyquistov stabilnostni kriterij za regulacijske sisteme z nestabilno odprtozanéno prenosno
funkcijo. V ta namen nariSemo frekvencno karakteristiko odprtozancne prenosne funkcije Go(s) v
polarnem diagramu. Diagram prikazuje slika 2.27.

0.5

imaginarna os

-0.5

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
realna os

Slika 2.27: Polarni diagram odprtozan¢ne prenosne funkcije G, (s), naloga 2.60
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Iz polarnega diagrama je razvidno, da je kot, ki ga opiSe Zzarek iz tocke —1+4-07 na krivuljo frekvencne
karakteristike odprtozancénega sistema, ko gre w od 0 do oo, odvisen od ojacenja k. V primeru, ko je
ojacenje k vecje od 1, zna8a kot 180°, v primeru, ko pa je ojacenje k manjse od 1, pa znaSa kot 0°. Ker
ima obravnavana odprtozanéna prenosna funkcija en pol v desni s-polravnini (d,=1) in nobenega na
imaginarni osi (a, = 0), lahko v skladu z enacbo (2.110) zakljutimo, da mora za stabilni zaprtozan¢ni
sistem Zarek iz to¢ke —1 + 0j na krivuljo frekvencne karakteristike odprtozanénega sistema, ko gre
w od 0 do oo, opisati kot:

W:dow+aog:1ﬂ+0g:7r

V naem primeru velja:

k>1 = sistem je stabilen
k <1 = sistem je nestabilen

2.6 Diagram lege korenov

Eno izmed osnovnih nalog v regulacijski tehniki predstavlja ugotavljanje vpliva uvedbe povratne
zanke na dinamiko tako nastalega zaprtozancénega sistema. Vefinoma namreé¢ poznamo dinamicne
lastnosti sistema brez regulacijske zanke, ne vemo pa, kako se bo spremenila dinamika sistema, ko
bomo realizirali zaprto zanko. Numeri¢no problem ni zahteven. Ce natanéno poznamo odprtozanéno
prenosno funkcijo G,(s) (dobimo jo tako, da prekinemo povratno zanko in izra¢unamo podukt vseh
prenosnih funkcij v zanki, enacba (2.111)), lahko s pomocjo enacbe (2.112) enostavno izra¢unamo
zaprtozantno prenosno funkcijo G, (s)

ol o) e = B gy XY
Jr

U oo

Slika 2.28: Ekvivalentni predstavitvi zaprtozan¢nega sistema

Gols) = G1(s)Gal(s) (2.111)
G.(s) = 15'1623)(8) (2.112)

Iz tako dolo¢ene zaprtozanéne prenosne funkcije G, (s) (ki je v bistvu ulomljena racionalna funkcija
s polinomoma v §tevcu in imenovalcu), izra¢unamo nicle in pole, ki omogocajo doloéitev lastnosti
zaprtozancnega sistema.

Pogosto pa odprtozan¢na prenosna funkcija G,(s) ni dokon¢no dolo¢ena. Izbran parameter odprtozancne
prenosne funkcije G,(s) lahko spreminjamo in s tem vplivamo na dinamiko zaprtozancénega sis-
tema. V taksnih primerih bi koristila metoda, s pomodjo katere bi lahko na relativno enostaven
nacin pokazali vpliv izbranega parametra odprtozan¢ne prenosne funkcije G,(s) na dinamiko za-
prtozannega sistema, opisanega z zaprtozanéno prenosno funkcijo G, (s). Ni¢le zaprtozanéne prenosne
funkcije G (s) so enake niclam odprtozan¢ne prenosne funkcije G,(s). Za dolo¢itev vpliva izbranega
parametra odprtozan¢ne prenosne funkcije G, (s) na zaprtozanéno prenosno funkcijo G (s) pa lahko
uporabimo diagram lege korenov.
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Diagram lege korenov tvorijo v kompleksni s-ravnini narisane krivulje, katerih tocke predstavl-
jajo lego polov zaprtozancne prenosne funkcije G, (s) pri razlicnih vrednostih prostega parametra
odprtozanéne prenosne funkcije G,(s). Kot prosti parameter obi¢ajno izberemo ojacenje odprtozantne
prenosne funkcije G, (s) in predpostavljamo, da se spreminja med 0 in oo.

Konstrukcijo diagrama lege korenov lahko razdelimo v tri korake:

1. Izhodisge za risanje diagrama lege korenov predstavlja odprtozanéna prenosna funkcija G,(s).
Prenosno funkcijo G,(s) zapisemo v faktorizirani obliki in izpostavimo prosti parameter:

bps™ + by 15" P+ ... +b b — - .o (85— qm
GO(S) _ S + 15_1 + + 1S + 0 _ KQ (S q1)(5 q2) (S q ) (2.113)
s+ an_15" " 4+ ... +a1s+ag (s—p1)(s—p2)...(s—pn)

kjer posamezne oznake pomenijo:

K — spremenljivo ojafenje G,(s) (prosti parameter),
@ — nespremenljivo ojacenje G, (s),

q1, Q2 - - -, gm — nicle prenosne funkcije G,(s),

m — §tevilo nicel prenosne funkcije G, (s),

P1, P2, - - -, Pn — poli prenosne funkcije G, (s),

n — Stevilo polov prenosne funkcije G, (s),

Pole in nicle prenosne funkcije G,(s) nariSemo v kompleksni s-ravnini. Pole oznacimo z X,
nicle pa s o.

2. Diagram lege korenov ima toliko krivulj, kot je polov prenosne funkcije G, (s). Pri vrednosti
prostega parametra K = 0 zafnejo vse krivulje v polih prenosne funkcije G, (s), pri vrednosti
prostega parametra K = oo se m krivulj kon¢a v ni¢lah prenosne funkcije G,(s), n —m krivulj
pa gre z nara$¢anjem prostega parametra K — oo v neskonc¢nost. Asimptote, katerim se
n — m krivulj priblizuje pri vrednosti K — oo, se sekajo v preseci§¢u asimptot 0 4. Preseciice
asimptot lezi na realni osi, oddaljenost prese¢i§a asimptot od koordinatnega izhodis¢a pa

izra¢unamo z enacbo (2.114)

o4 = Dim1Pi = D1 Ui (2.114)

n—m

Asimptot je n —m, vse izhajajo iz realne osi v toCki 0 4. Vsaka od asimptot tvori z realno osjo
kot ¢, ki ga izratunamo s pomodjo enacbe (2.115):

o= G n KQ >0
O = w 7 KQ<0 (2.115)
zak=1,23,...,.n—m

V kompleksno ravnino narifemo presecisée asimptot in asimptote.

3. Krivulje diagrama lege korenov potekajo po realni osi ali pa so simetri¢ne na realno os. Tocka
na realni osi pripada krivulji lege korenov sistema s KQ > 0, ¢e je desno od nje na realni osi
liho stevilo polov in nicel prenosne funkcije G,(s). Tocka na realni osi pripada krivulji lege
korenov sistema s K@ < 0, ¢e je desno od nje na realni osi sodo $tevilo polov in nicel prenosne
funkcije Go(s).

4. Ob upostevanju napotkov iz to¢k 1 do 3 lahko skiciramo potek krivulj v diagramu lege ko-
renov. V primeru, ko lahko natan¢no dolo¢imo potek krivulj (enostaven potek krivulj ali
zadostno tabeliranje), lahko na geometri¢ni na¢in izra¢unamo vrednost prostega parametra K
pri poljubni vrednosti pola zaprtozancnega sistema. Za izra¢un vrednosti prostega parametra
K moramo izmeriti razdalje med izbranim polom in ni¢lami in poli odprtozanc¢ne prenosne
funkcije G, (s). Vrednost prostega parametra K izracunamo z enacbo 2.116:

K— 1T Ipa.(s) — pil
Q Hi:1 |sz(s) - Qi|

(2.116)
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kjer je:
|pG. (s)—Pi| — razdalja med izbranim polom zaprtozanc¢nega sistema p_ (s) in polom odprtozancénega
sistema p;,

|Pc. (s)—@i| —razdalja med izbranim polom zaprtozanénega sistema pg_ () in niclo odprtozanénega
sistema p;,

Naloga 2.61

Narigite diagram lege korenov za zaprtozanéni sistem, prikazan na sliki 2.29:

Y(s)

Y

—>O—> K

5
s2+11s+10

Slika 2.29: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.61

Izrac¢unajte vrednost spremenljivega ojacenja K, kjer ima zaprtozanéni sistem pola, ki imata abso-
lutno vrednost realnega in imaginarnega dela enako.

Resitev

1. Odprtozan¢no prenosno funkcijo G,(s) zapigemo v faktorizirani obliki:

oK 1

Gols) = s2+11s+10 K5(s—|— 1)(s + 10)

Iz faktorizirane prenosne funkcije od¢itamo:

spremenljivo ojacenje: K
nespremenljivo ojacenje: @Q =5
nicle: m=20

pOh: n= 2a 1= _17 P2 = -10

2. Izra¢unamo preseciice asimptot in kote, ki jih asimptote tvorijo z realno osjo:

i Pi =3 i _ (=1-10) = (0)

A= n—m = 5.0 =—-5.5
2k — 1)180° 2k — 1)180°
Y = (2k )180 :( ) = (2k — 1)90°
n—m 2—-0

o1 =90° pg = 270°

3. Narigemo krivulje diagrama lege korenov v kompleksni s-ravnini:
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10 T T (— T T T
ﬁ : \
L \ i
8 K = oo \
ol | ]
\
4 ‘ b
K=0 K=0 ‘
8 2r ‘ i
o \
E
S o o b
o \
g 2r preseéiste \ |
- asimptot }
4+ | -
\
6 \ B
K — oo ‘
8t \ il
\! |
_10 1 1 1 : 1 1 i
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
realna os

Slika 2.30: Diagram lege korenov, naloga 2.61

4. Iz diagrama lege korenov je razvidno, da ima zaprtozanéni sistem pola, ki imata absolutno

vrednost realnega in imaginarnega dela enako pri: pg_(s) = —5.5+75.5. Iz diagrama od¢itamo
razdalji med izbranim polom zaprtozan¢ne prenosne funkcije pg,(s) = —5.5 + j5.5 in poloma
odprtozanéne prenosne funkcije p; = —1 in py = —10.

pgz(s) =-5.5 +]55 pP1 = —1, P2 = —10
IPG.(s) —p1il =71 |pg.(s) —p2| =71

Izra¢unana vrednost spremenljivega ojacenja K znasa:

1T o —pil  1(7.12
o Visilpeu —pil _1(71%)

QI Ipe.s —al 5 1

Naloga 2.62

Narisite diagram lege korenov za zaprtozancni sistem, prikazan na sliki 2.31:

R(s) . Y(s)
: O = K > sZ(jj(l)m >

;

Slika 2.31: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.62
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Resitev

1. Odprtozan¢no prenosno funkcijo G,(s) zapisemo v faktorizirani obliki:

s+ 10 s+ 10

Gols) = K 3. 15) s5(s + 15)

Iz faktorizirane prenosne funkcije od¢itamo:

spremenljivo ojacenje: K
nespremenljivo ojafenje: @ =1
nicle: m=1, ¢ =-10

pOh: n= 3a 1= 07 P2 = Oa p3 = —15

2. IzraCunamo preseciice asimptot in kote, ki jih asimptote tvorijo z realno osjo:

i Pi =3 6 _ (=15) = (=10)

fr— = :_2.
74 n—m 3—-1 g
2k — 1)180° 2k — 1)180°
kaz(k )180 :(k: )180 — (2k — 1)90°
n—m 3—1

w1 = 90° o = 270°

3. Narigemo krivulje diagrama lege korenov:

30 T T T T T T

20

10

imaginarna os
o
I
%
?
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
?’
\
\
\

-10

-30 ! ! ! ! ! !
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4

realna os

Slika 2.32: Diagram lege korenov, naloga 2.62

119
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Naloga 2.63

Narisite diagram lege korenov za zaprtozancni sistem, prikazan na sliki 2.33:

1 Y(s)

s2+10s+50 o

\i

R(s) O
i S(Sfiﬁ)

¢

Slika 2.33: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.63

Resitev

1. Odprtozan¢no prenosno funkcijo G,(s) zapisemo v faktorizirani obliki:

1 1

() = K 7655 + 1102 + 300 s(s+6)(s+5+5j)(s+5—5j)

Iz faktorizirane prenosne funkcije od¢itamo:

spremenljivo ojacenje: K
nespremenljivo ojaenje: Q =1
nicle: m=20
poli: n=4, p1 =0, ps=—-6, p3=-5-—05], ps=-5+5Hj

vy

2. Izra¢unamo presecisée asimptot in kote, ki jih asimptote tvorijo z realno osjo:

Z:‘L:l Pi — 221 qi (_16) - (0) - 4

oA = =

n—m 4—0
(2k — 1)180° (2k — 1)180°
= = - 2 - 1 ©
Pk - 1-0 (2k —1)90

o1 = 45° o = 135° 1 = 225° g = 315°

3. NariSemo krivulje diagrama lege korenov:
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10 T T T T T

imaginarna os
o
I
\
\
\
\
il

realna os

Slika 2.34: Diagram lege korenov, naloga 2.63

121

Naloga 2.64

Narigite diagram lege korenov za zaprtozanéni sistem, prikazan na sliki 2.35:

R(s) . Y(s)
_:O—> = > (571;i+8) >

;-

Slika 2.35: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.64

Resitev

1. Odprtozan¢no prenosno funkcijo G,(s) zapigemo v faktorizirani obliki:

s+1

e

Iz faktorizirane prenosne funkcije od¢itamo:

spremenljivo ojacenje: K
nespremenljivo ojacenje: @ =1
nicle: m=1, q =-1

poli: n=3 p1=0, pp=1 p3=-8
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Moy

2. IzraC¢unamo preseciice asimptot in kote, ki jih asimptote tvorijo z realno osjo:

Z?:l pi — Z:il ¢ (=7)—(-1)

4= n—m - 3—1 =3
2k — 1)180° 2k — 1)180°
P = ( ) = ( ) = (2k —1)90°
n—m 3—1

o1 =90° pg = 270°

3. NariSemo krivulje diagrama lege korenov:

10 T T T

imaginarna os
o
I
\

-8 -6 -4
realna os

Slika 2.36: Diagram lege korenov, naloga 2.64

Naloga 2.65

Narigite diagram lege korenov za zaprtozanéni sistem, prikazan na sliki 2.37:

R(s) O K o |5°+205496 Y(SL
Jr

T s2+44s

Slika 2.37: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.65

Resitev

1. Odprtozan¢no prenosno funkcijo G,(s) zapisemo v faktorizirani obliki:

52 +20s + 96 (s +8)(s+12)
o :Kiz 1—
Gols) s2 +4s s(s+4)
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1z faktorizirane prenosne funkcije od¢itamo:

spremenljivo ojacenje: K
nespremenljivo ojacenje: @Q =1
nicle: m=2, q=-8 q=-12
poli: n=2, p1=0, p2=-4

2. Ker je stevilo polov enako $tevilu nicel se bodo vse krivulje diagrama lege korenov koncale v
ni¢lah. Asimptot torej ni.

3. NariSemo krivulje diagrama lege korenov:

-4 1 1 1 1 1 1
-12 -10 -8 -6 -4 -2

realna os

Imaginarna os
o
[
\
\
(0]
(0]
\
\
\
\
\
\
\
\
3
o -——————————T———————————
i

Slika 2.38: Diagram lege korenov, naloga 2.65

Naloga 2.66

Narigite diagram lege korenov za zaprtozanéni sistem, prikazan na sliki 2.39.

E(s
T_

Slika 2.39: Zaprtozanéni sistem, naloga 2.66

Y(s)

L

U(s)
+1 - 1
K= s | $2F2s5+5

rg
Jr
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Resitev

1. Odprtozan¢no prenosno funkcijo G,(s) zapisemo v faktorizirani obliki:

_ s+1 _ stl
Go(s) = K(S)(SQ +2s+5) K(s)(er 14+ 25)(s+1—2j)

Iz faktorizirane prenosne funkcije od¢itamo:

spremenljivo ojacenje: K
nespremenljivo ojafenje: @ =1
nicle: m=1, ¢ =-1

pOh: ’I’L:3, plzov p2:_1_2.7a p3:_1+2]

2. IzraCunamo preseciice asimptot in kote, ki jih asimptote tvorijo z realno osjo:

Y Pi— i _ (=2) = (=1)

A= n—m - 3—-1 =05
2k — 1)180° 2k — 1)180°
RS ( ) = ( ) = (2k — 1)90°
n—m 3—1

w1 = 90° o = 270°

3. Narigemo krivulje diagrama lege korenov:

imaginarna os
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\

\

\

\
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\

\

\

\

\

\
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\
\
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5
realna os

Slika 2.40: Diagram lege korenov, naloga 2.66




2.6. DIAGRAM LEGE KORENOV

Naloga 2.67

Narisite diagram lege korenov za zaprtozancni sistem, prikazan na sliki 2.41.

R : 2
_(j% E(S KOSQ-L_-];-l U(S) > 52—&-%54—5 Y(SL

¢

Slika 2.41: Zaprtozancni sistem, naloga 2.67

Resitev

1. Odprtozan¢no prenosno funkcijo G,(s) zapisemo v faktorizirani obliki:

s+1 s+1
Go(s) = K — K5 ; ,
O = R 2 D2+ 25 15) (5+5)(s+1+25)(s+1—2j)

Iz faktorizirane prenosne funkcije od¢itamo:
spremenljivo ojacenje: K
nespremenljivo ojacdenje: @ =5
nicle: m=1, ¢ =-1

pOh: n=3, p1=-9, p2:_1_2ja p3:_1+2j

vy

2. Izra¢unamo presecisée asimptot in kote, ki jih asimptote tvorijo z realno osjo:

YimaPi— i _ (1) = (=1)

4= n—m - 3—-1 =3
2k — 1)180° 2k — 1)180°

O D G e VL VPO
n—m 3—1

w1 = 90° o = 270°

3. NariSemo krivulje diagrama lege korenov:
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-6 r

1 1 I 1 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1
realna os

imaginarna os

(@]

[

\

\

\

%

i)

\

\

\
v

\

\

\

l

Slika 2.42: Diagram lege korenov, naloga 2.67

2.7 Vodljivost

Poenostavljeno opisemo pojem vodljivost kot lastnost dinami¢nega sistema, ki pove, ali lahko preko
vhodov vplivamo na vse spremenljivke stanja sistema. Natan¢neje dolo¢a pojem vodljivost definicija
2.1:

Definicija 2.1
Zvezni, ¢asovno nespremenljivi sistem

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.117)
je vodljiv, e lahko vsako zacetno stanje x(to) z ustreznim vhodnim signalom u(t), top < t < t;
pripeljemo v nielno stanje x(¢1) = 0.
Vodljivost sistema, opisanega z enatbo (2.117) izra¢unamo s pomodjo izreka 2.2

Izrek 2.2

Sistem (2.117) je vodljiv, ¢e je vodljivostna matrika Qy, definirana z enac¢bo (2.118), nesingularna
(t. j. determinanta Qy je razlitna od ni¢ v primeru kvadratne matrike Q) oz. rang matrike Qy
je enak dimenziji matrike A v primeru, ko Q. ni kvadratna matrika.

Q. = [B,AB,A’B,A’B,... A" 'B] (2.118)

Izrek 2.2 je uporaben za izracun vodljivosti eno- in veé¢vhodnih sistemov.
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Ugotavljanje vodljivosti s pomocjo pretvorbe v diagonalno kanoniéno obliko

Lastnost vodljivost je neodvisna od izbire spremenljivk stanja - ¢e je sistem vodljiv so vodljivi tudi
vsi njegovi ekvivalentni sistemi. Vodljivost je najbolj ofitna, ¢e zapiSemo sistem v diagonalni ali
Jordanovi obliki. Za diagonaliziran sistem

A 0 ...0 by
: b
x=|0 xt| | u (2.119)
0 0 A\, bn

lahko zapigemo vodljivostno matriko kot produkt dveh matrik:

R U U I D VR D Lt
: RO VD RIS Vo
Q, = (_) b2 R I ? (2.120)
: .0 o : :
0O ... 0 b, Lo, A2t

Iz tako zapisane vodljivostne matrike je razvidno, da je sistem popolnoma vodljiv, ¢e sta izpolnjena
dva pogoja:

e vsi parametri vhodnega vektorja so razliéni od ni¢ (b1, ba,...,b, # 0) in

e so vse lastne vrednosti sistema (A1, Ag, ..., A,) razli¢ne.
V primeru, ko ugotovimo, da je obravnavan sistem nevodljiv, velikokrat Zelimo ugotoviti, katere

lastne vrednosti so vodljive in katere so nevodljive. Iz zapisa sistema v diagonalni kanoni¢ni obliki
lahko neposredno razberemo vodljivost posameznih lastnih vrednosti.

1z enacbe (2.120) je razvidno,
e da so nevodljive tiste lastne vrednosti, ki imajo pripadajo¢ ¢len b; vhodnega vektorja b enak
ni¢ in
e da so vodljive tiste lastne vrednosti, ki imajo pripadajo¢ ¢len b; vhodnega vektorja b razli¢en
od nic.
Ugotavljanje vodljivosti posameznih lastnih vrednosti s pomoéjo Hautusovega kriterija

Velikokrat zelimo ugotoviti vodljivost posamebnih lastnih vrednosti brez pretvorbe sistema v di-
agonalno kanoni¢no obliko. Obstaja ve¢ postopkov, s katerimi ugotovimo, kateri na¢ini oz. lastne
vrednosti so vodljivi in kateri so nevodljivi, ki ne zahtevajo zapisa sistema v diagonalni kanoni¢ni
obliki. Eden izmed postopkov za ugotavljanje vodljivosti posameznih lastnih vrednosti je Hautusov
kriterij, predstavljen z izrekom 2.3

Izrek 2.3
Lastna vrednost \; sistema 2.117 je vodljiva, ¢e velja enacha 2.121:

rang [A — NI, B] =n (2.121)

kjer je n red sistema.
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Naloga 2.68

Dolocite vodljivost sistema:

0 1 0 0
x(t) = [0 =1 1 [x(&)+|0]|u)

0 0 -2 1
y(t) = [1 2 3]x(t)

Resitev

Sistem je tretjega reda: n = 3. Lastne vrednosti obravnavanega sistema so:
A=0 A=-1 Ag=-2

Za ugotavljanje vodljivosti potrebujemo vodljivostno matriko:

Q. = [b,Ab, A%b|

Posamezni elementi vodljivostne matrike so:

0
b=10
1

0 1 0 0
Ab=1|0 -1 1 ol=1|1

0 0 -2 |1 -2

0 1 0 0 1
A’b=|0 -1 1 1|=1]-3

0 0 -2 -2 4

0
Q=0 1 -3
1

Izra¢unamo determinanto vodljivostne matrike:

0 0 1
detQ, =det [0 1 —-3[=-1#0
1 -2 4

Ker je determinanta vodljivostne matrike Q, razli¢na od ni¢ je sistem vodljiv.
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2.8 Spoznavnost

Poenostavljeno opiSemo spoznavnost kot lastnost dinami¢nega sistema, ki pove, ali lahko iz vhodov in
izhodov sistema dolo¢imo vse spremenljivke stanja sistema. Natancéneje doloca to lastnost definicija
2.2:

Definicija 2.2
Zvezni, ¢asovno nespremenljivi sistem

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.122)
y(t) = Cx(t) + Du(¢) (2.123)

je spoznaven, ¢e lahko dolofimo stanje x(¢1) na osnovi poznanih potekov u(t) in y(¢) v konénem
intervalu tg < t < tq.

Sporznavnost sistema, opisanega z enacbama (2.122) in (2.123) izracunamo s pomodjo izreka 2.4.

Izrek 2.4

Sistem (2.122), (2.123) je spoznaven, ¢e je spoznavnostna matrika Qg, definirana z enacbo (2.124),
nesingularna ( t. j. determinanta Qg je razli¢na od ni¢ v primeru kvadratne matrike Qg) 0z. rang
matrike Qg je enak dimenziji matrike A v primeru, ko Qg ni kvadratna matrika.

- o
CA
CA?

Q.= | CA? (2.124)

CA*

| CA(-1) |

Algebrsko je spoznavnost dualna lastnost vodljivosti in zato veljajo vse ugotovitve v okviru vodljivosti
tudi za spoznavnost.

Naloga 2.69

Ugotovite spoznavnost sistema:

0 1 0 0
x(t) = [0 =1 1 [x(®)+|0]|u®)

0 0 -2 1
y(t) = [1 2 3]x(?)

Resitev

Sistem je tretjega reda: n = 3. Lastne vrednosti obravnavanega sistema so:
AM=0 d=-1 A3=-2

Za ugotavljanje spoznavnosti potrebujemo spoznavnostno matriko:

Qs = [CT, cTA, cTAQ]
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Posamezni elementi spoznavnostne matrike so:

c'=[1 2 3]
0 1 o0
c’A=[1 2 3]0 -1 1 |=[0 -1 —4]
0 0 -2
0 1 0
c’A?=[0 -1 —4]|0 -1 1 |=[0 1 7]
0 0 -2

Izra¢dunamo determinanto spoznavnostne matrike:

1 2 3
detQs=det |0 —1 —4|=-3+£0
0o 1 7

Ker je determinanta spoznavnostne matrike Qs razli¢na od ni¢, je sistem spoznaven.




Poglavje 3

Sinteza regulacijskih sistemov

3.1 Razclenitev nalog pri sintezi regulacijskih sistemov

Cilj sinteze regulacijskega sistema predstavlja zadovoljiv ¢asovni odziv zaprtozan¢nega sistema v
primeru spreminjanja referen¢ne veli¢ine in v primeru prisotnosti motenj. Postopek razvoja, projek-
tiranja in gradnje regulacijskih naprav oz. sistemov poteka v ve¢ih fazah. Delo najveckrat razdelimo
v naslednje korake:

1. Dolo¢itev parametri¢nega matemati¢nega modela izhodi§¢nega procesa. Za dolo¢itev parame-
tri¢nega matematicnega modela uporabimo postopke teoreti¢nega in/ali eksperimentalnega
(identifikacija) modeliranja. Dolofeni matemati¢ni model vrednotimo pogosto tako, da primer-
jamo simulacijsko dobljene odzive matemati¢nega modela z izmerjenimi odzivi opazovanega
sistema.

2. Analiza matemati¢nega modela: dolo¢imo pomembne lastnosti (red, vrsta, poli, nicle, ojacenje
pri enosmernem vzbujanju v stacionarnem stanju, stabilnost, vodljivost, spoznavnost, .. .)

3. Definicija in utemeljitev zahtev, ki naj jih regulacijski sistem izpolnjuje: stacionarna to¢nost,
hitrost in duSenje prehodnega pojava v primeru pri¢akovanih sprememb referenénega signala
in v primeru pojava pri¢akovanih motenj, ...

4. Izbira strukture regulacijskega sistema, izbira vrste (strukture) regulatorja in izra¢un parametrov
regulatorja.

5. Simulacija obnaSanja regulacijskega sistema.
. Projektiranje, gradnja in montaza regulacijske naprave oz. sistema.

. Dokonc¢na uglasitev parametrov regulatorja v obratovalnih pogojih.

L N O

. Poskusno obratovanje in optimiranja.

V okviru tega u¢benika se bomo pri obravnavi sinteze osredotocili predvsem na tocko 4, to pomeni
na:

e izbiro strukture regulacijskega sistema,
e izbiro strukture regulatorja in

e izraCun parametrov regulatorja.

Poudarek bo predvsem na izra¢unu parametrov regulatorja.
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3.2 Nacrtovanje na osnovi prenosne funkcije

3.2.1 Regulacijska struktura

Obstajajo razlicne strukture regulacijskih sistemov. Osnovna struktura, ki prestavlja temelj za
razvoj zapletenejsih regulacijskih struktur, je prikazana na sliki 3.1:

referenca motnja

REGULATOR SISTEM

= :

Slika 3.1: Osnovna struktura regulacijskega sistema

Ob poznavanju vhodno-izhodnih matemati¢nih modelov regulatorja in reguliranega sistema na-
riSemo blokovni diagram modela regulacijskega sistema:

Dl Ga(s)

Slika 3.2: Blokovni diagram zaprtozan¢nega sistema

Na sliki 3.2 imajo posamezne oznake naslednji pomen:

G, (s), Gp(s), Gq(s) — prenosne funkcije regulatorja, procesa in motnje,

R(s), E(s),U(s), Y(s), D(s) —referenca, vhod v regulator, vhod v proces, izhod iz procesa, motnja.

Za regulacijski sistem na sliki dolo¢imo odprtozanéno prenosno funkcijo in znaéilne prenosne funkcije
zaprte zanke na naslednji nadin:

Gols) = Gr(9)Gpls) (3.1)
Gr-y(s) = 28‘1%28) (3.2)
Goy(s) = ;EZ;:ldegjzs) (33)
Gr-pl(s) = ggnga@ (34
Gp_n(s) = ﬁglffészs) (3.5)

Od regulatorja pri¢akujemo, da bo zagotovil ¢im vecjo podobnost izhodnega signala Y'(s) refer-
entnemu signalu R(s) kljub motnjam v sistemu in spremembam reference R(s). V nadaljevanju se
bomo omejili na problematiko dologevanja regulatorjev za regulacijske sisteme, katerih struktura je
prikazana na sliki 3.2.
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Naloga 3.1

Dolo¢ite odprtozanc¢no prenosno funkcijo in vse §tiri znacilne zaprtozancne prenosne funkcije sistema,
prikazanega na sliki 3.3.

D(s) 1
— SH1
R(s) _E(s) U(s) Ty v(s)
» ngl > 32+és+3 (>

Slika 3.3: Blokovni diagram regulacijskega sistema, naloga 3.1

Resitev
3s+1
Gols) = s34 252 + 3s
G _Y(s)  Gols) 3s+1
r-v(s) = R(s) 1+Go(s) s3+2s2+6s+1
a _Y(s)  Gals) s34+ 2s% + 3s
p-v(s) = D(s) 1+4+Go(s) 443534852 +7s+1
G _ E(s) 1 8P +25%+3s
r-p(s) = R(s) 1+4+Go(s) s3+2s2+6s+1
G _ E(s) . Gals) 53+ 252 + 3s
p-(s) = D(s)  14+Go(s)  s*+3s3+8s2+T7s+1

3.2.2 Znacilne strukture regulatorjev
Osnovne strukture regulatorjev so:

e Proporcionalni regulator (P regulator):
G, =K, (3.6)
e Proporcionalno-integrirni regulator (PI regulator):

sT; +1
sT;

1 K

Gr(s) = Kp

s
e Proporcionalno-integrirni-diferencirni regulator (PID regulator)

(sT; +1)(sTy + 1) 1 sTy

S ¢ —
sTi(sTh 4+ 1) p(1F sT* +

K] SKD
_o7d g o4
sTc’l*+1) pt s +5T(§+1

G, (s) = K, (3.8)

V enafbah (3.6), (3.7) in (3.8) parameter K, oznafuje ojacenje, parameter T; integrirno
¢asovno konstanto in parameter T, diferencirno ¢asovno kostanto regulatorjev.
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e prehitevalno (zakasnilni) regulator (imenujemo tudi ¢len za dvig (spust) faze)

T, + 1 (3.9)

G.(s)

Regulator v primeru, ko velja 77 > T5 dvigne fazo v izbranem frekvenénem obmodju in v
primeru, ko velja T1 < T5 spusti fazo v izbranem frekvenénem obmodcju.

Naloga 3.2

V okviru sinteze regulacijskega sistema smo dolo¢ili parametre PID regulatorja v skladu s prenosno
funkcijo (3.8). Regulator nameravamo realizirati z elektronskim vezjem, katerega model prikazuje
blokovni diagram na sliki 3.4. Kaksna je povezava med parametri K,, T;, Ty, T (enacba 3.8) in
parametri K, T}, Ty, T (slika 3.4)?

= 1
+
FE Uls
A» K; > s]l‘;‘ L e (
+ +
| 5Td
T ST

Slika 3.4: Blokovni diagram realiziranega regulatorja, naloga 3.2

Resitev

Iz blokovnega diagrama (slika 3.4) izra¢unamo prenosno funkcijo regulatorja:

SATrT; + 1T +s(Tr + 1) + 1

Gi(s) = K* (sT* + 1)(sT}) + (sTy* 4+ 1) + sT;sT;
T STE (T +1)

p sTH(sTy + 1)

in jo primerjamo s prenosno funkcijo, za katero smo dolo¢ili parametre regulatorja (enatba (3.8))

(sT; +1)(sTy + 1) S2TTy+ s(T; +Ty) + 1
GT(S) = Ryp ] / = Ky ] ’
sTi(sTy + 1) sTi(sTh+ 1)

Po primerjanju koeficientov obeh prenosnih funkcij dobimo povezavo med parametri obeh regula-
torjev:

T} =T}
T+ Ty =T,+Ty = TF'=T,+T;—T,

T +TiTy =TTy = Hfﬂn+%ﬁfﬂﬁ7nﬁ
7 7 T -

T+ T, 1)
K K T, +T;—1T/
P_"P o K=K, % ~d
Ty T L ¥
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Naloga 3.3

Narigite frekven¢no karakteristiko PID regulatorja v Bodejevem diagramu. Parametri PID regula-
torja so:

(sb+1)(s+1)
s5(s0.1 4+ 1)

K,=2, T,=5s, Ty=1s, T;=01ls = G,(s)=2

ojacenje
s [dB]

50
+>
E_ o
= 5
& 50
_100 i Lol i Lol i I | i Lol
1073 1072 101 10° 10t 102
w [rad/s]
Slika 3.5: Bodejev diagram PID regulatorja, naloga 3.3
Naloga 3.4

Narigite frekven¢ni karakteristiki prehitevalnega in zakasnilnega regulatorja:

s10+1

k=1, T1=10s, To=1s = G.(s)=1 P (3.10)
s+1
-1 -1 =1 J(s) =1 .
k=1 Ty s, Tb=10s = G,(s) S0+ 1 (3.11)

Komentirajte razliko.

Resitev
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ojacenje
g [dB]

fazni kot

0 i i i i PR R | i i i i PR R |
1072 10t 10° 10t
w [rad/s]

Slika 3.6: Bodejev diagram prehitevalnega regulatorja, naloga 3.4

ojaCenje
g [dB]

fazni kot

1072 10t 10° 10t
w [rad/s]

Slika 3.7: Bodejev diagram zakasnilnega regulatorja, naloga 3.4

Poglavitno razliko med ¢lenoma, opisanima z enac¢bama (3.10) in (3.11) predstavlja dejstvo, da lahko
s ¢lenom (3.10) v dolo€enem frekvenénem obmod&ju dvignemo fazni premik odprtozanéne frekven¢ne
karakteristike, medtem ko s ¢lenom (3.11) v dolocenem frekventnem obmodju spustimo fazni premik
odprtozanéne frekvenéne karakteristike.
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3.2.3 Dolocanje parametrov PID regulatorjev s pomoc¢jo nastavitvenih
pravil

Najenostavnejsi nadin izrac¢una parametrov regulatorja predstavlja uporaba nastavitvenih pravil.
Osnovno prednost uporabe nastavitvenih pravil v primerjavi z ostalimi metodami predstavlja dej-
stvo, da pri uporabi nastavitvenih pravil ne potrebujemo parametricnega matemati¢nega modela
sistema. Izmed mnoZice razli¢nih nastavitvenih pravil bomo predstavili metodi, ki sta jih razvila
Ziegler in Nichols in se po njiju imenujeta Ziegler-Nicholsovi metodi.

Ziegler-Nicholsova metoda odziva na stopnic¢asto vzbujanje

Pri tej metodi potrebujemo za dolo€itev parametrov regulatorja odziv odprtozancnega sistema na
stopnicasto vzbujanje. Odziv odprtozanénega sistema dobimo tako, da prekinemo povratno regu-
lacijsko zanko in stopnic¢asto vzbujamo samo sistem z aktuatorjem. Iskani odziv dolo¢imo obic¢ajno
eksperimentalno. Na opazovanem odzivu dolo¢imo prevojno to¢ko. V tej tocki nariSemo tangento

vvvvv

odprtozancénega sistema na stopnicasto vzbujanje z enotino amplitudo.

A
y(t)

\
A
Y

Slika 3.8: Doloditev parametrov regulatorja s pomocjo Ziegler-Nicholsove metode stopni¢nega odziva

Na osnovi eksperimentalno-graficno dobljenih vrednosti a in L dolo¢imo parametre regulatorjev s
pomodjo tabele 3.1:

vrsta regulatorja | K, | T; | Tq

P regulator Ly

a

~ | >~

PI regulator 0913

a

PID regulator | X2 | 2L

a

|t~

Tabela 3.1: Tabela izrazov za izra¢un parametrov regulatorjev po Ziegler-Nicholsovi metodi odziva
na stopnicasto vzbujanje

Ziegler-Nicholsova metoda nihajnega preizkusa

Parametre regulatorja lahko dolo¢imo tudi tako, da ostane povratna regulacijska zanka ves cas
aktivna. V tem primeru na regulatorju izklopimo integrirni in diferencirni ¢len in pustimo aktiven
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samo proporcionalni del regulatorja. Ojafenje proporcionalnega regulatorja povecujemo tako dolgo,
da preide regulacijski sistem v mejno stabilno stanje (slika 3.9).

A
y(t)

\j

Slika 3.9: Dolocitev parametrov regulatorja s pomodcjo Ziegler-Nicholsovega nihajnega preizkusa

Na osnovi poznane vrednosti ojacenja proporcionalnega regulatorja Ky, pri kateri je zaprtozanéni
sistem mejno stabilen in periode nihanja mejno stabilnega regulacijskega sistema T},;; dolo¢imo
parametre regulatorjev s pomocjo tabele 3.2:

vrsta regulatorja K, T; Ty
P regulator 0.5 Kprit / /
PI regulator | 0.4 Kgpit | 0.8 Thrit /

PID regulator | 0.6 Kypir | 0.5 Thrit | 0.12 Ty

Tabela 3.2: Tabela izrazov za izratun parametrov regulatorjev po Ziegler-Nicholsovi metodi niha-
jnega preizkusa

Naloga 3.5

Odprtozanéni odziv sistema na stopnic¢asto vzbujanje v blizini izbrane delovne to¢ke je prikazan na
sliki 3.10. S pomocjo Ziegler-Nicholsove metode dolocite parametre P, PI in PID regulatorjev.
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10 T T

y(®)

t[s]

Slika 3.10: Odziv odprtozanénega sistema na stopnico amplitude 1, naloga 3.5

Resitev

Za krivuljo na sliki 3.10 ocenimo tocko prevoja in potegnemo tangento.

Odéitamo presecisca z
obema koordinatnima osema (slika 3.8) in dobimo:

a=1.18, L=0.85s

S pomodjo izrazov iz tabele 3.1 dolo¢imo parametre regulatorjev:

P regulator: K, =0.85
PI regulator: K, =0.76, T;=2.55s
PID regulator: K,=1.02, T,=17s, T;=042s, T;=0.06s

Prenosne funkcije regulatorjev so:

P regulator: G,.(s) = 0.85
5255 +1

52.55
(s1.7+1)(s0.42 4+ 1)
51.7(s0.06 + 1)

PI regulator: G,(s) = 0.76

PID regulator: G,(s) = 1.02

Odzivi obranavanega regulacijskega sistema s tako dolofenimi parametri regulatorjev so prikazani
na sliki 3.11.
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P-regulator
Pl-regulator

PID-regulator

y(®)

0 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Slika 3.11: Odzivi zaprtozanénega regulacijskega sistema iz naloge 3.5 pri uporabi P, PI in PID
regulatorja pri vzbujanju sistema s stopni¢nim referenénim signalom amplitude 1

Naloga 3.6

Za zaprtozanéni sistem s P regulatorjem smo dolo¢ili kriti¢no ojacenje K,y = 2.4 . Odziv reg-

ulacijskega sistema je prikazan na sliki 3.12. S pomocjo Ziegler-Nicholsove metode frekvencnega
odziva dolocite parametre P, PI in PID regulatorjev.

y(t)

t[s]

Slika 3.12: Odziv zaprtozan¢nega sistema s P regulatorjem pri vrednosti ojacenja Ky,.;; = 2.4, sistem
je vzbujan z referen¢nim signalom stopnicaste oblike in amplitude 1, naloga 3.6
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Resitev

Za krivuljo na sliki 3.12 ocenimo periodo nihanja:
Tirit = 3.1658

Ob upostevanju vrednosti kriti¢nega ojacenja Ky, = 2.4 izratunamo s pomocjo izrazov iz tabele
3.2 parametre regulatorjev:

P regulator: K,=12
PI regulator: K, =096, T;=2.53s
PID regulator: K,=144, T,=158s, T;=0.38s, T;=0.07s

Prenosne funkcije regulatorjev so:

P regulator: G,(s)= 1.2
52.53 +1

52.53
s1.58 4+ 1)(s0.38 + 1)

51.58(50.07 + 1)

PI regulator: G,(s) = 0.96

PID regulator: G,(s) = 1.44 (

3.2.4 Dolocanje parametrov regulatorjev s pomoéjo frekvencénih karak-
teristik

Povezava med frekven¢no karakteristiko odprte regulacijske zanke in ¢asovnim odzivom
zaprte regulacijske zanke

Tezavnost sinteze regulacijskih sistemov predstavlja dejstvo, da ne obstaja neposredna kvantita-
tivna povezava med parametri regulatorjev in ¢asovnimi odzivi zaprtozanénega sistema. Metode
dolo¢evanja parametrov regulatorjev s pomocjo frekvenénih karakteristik izhajajo iz kvalitativne
in kvantitativne povezave med frekvencéno karakteristiko odprte regulacijske zanke in ¢asovnimi
odzivi zaprte regulacijske zanke. Ob poznavanju omenjenih povezav poteka postopek dolofevanja
parametrov obic¢ajno v §tirih fazah:

1. Definicija zahtev, ki naj jih izpolnjuje €asovni odziv zaprtozanénega sistema.

2. Doloéitev frekvencne karakteristike odprtozanénega sistema, ki bo omogoéila izpolnitev pred-
pisanih zahtev za obnaSanje zaprtozancnega sistema.

3. Izbira strukture in dolo¢itev parametrov regulatorja, ki bo zadovoljil zahtevi po predpisani
frekvenc¢ni karakteristiki odprtozancénega sistema.

4. Preizkus obnasanja zaprtozanc¢nega regulacijskega sistema v ¢asovhem prostoru.

V nadaljevanju so posamezne faze predstavljene podrobneje.
1. Definicija ciljev naértovanja v ¢asovnem prostoru

Osnovne zahteve, ki jih mora izpolnjevati vefina regulacijskih sistemov, se nanaSajo na:

e stacionarno to¢nost regulacijskega sistema v primeru razli¢nih potekov referen¢nega in motilnih
signalov (pogreski v ustaljenem stanju naj bodo &m manjsi),
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e hitrost in duSenje prehodnih pojavov v primeru razliénih potekov referen¢nega in motilnih
signalov in

e neobcutljivost regulacijskega sistema na visokofrekvenéne motnje merilnikov (obi¢ajno je defini-
rano frekven¢éno obmod¢je in amplituda motenj) ter spremenljive lastnosti realnih sistemov.

Slika 3.13 prikazuje ¢asovni potek odziva zaprtozanénega sistema na stopni¢asto vzbujanje.

1.6 T T T T T T T T T
Cas prehodnega pojava
-

1.4 -
cas vzpona

A

prenihaj

1= —— PR — —_ RN B —

A

y(t)
o
[oe]

04 r n

0.2 n

0 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t[s]
Slika 3.13: Casovni potek odziva zaprtozanénega sistema na stopni¢asto vzbujanje

2. Dolocitev frekvenéne karakteristike odprtozanénega sistema

Za izpolnitev definiranih zahtev ¢asovnih odzivov regulacijskega sistema mora biti frekven¢na karak-
teristika odprte regulacijske zanke oblikovana v skladu s smernicami, prikazanimi na sliki 3.14.
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Slika 3.14: Frekvencna karakteristika odprtozancénega sistema

A) Dobre razmere v ustaljenem stanju zagotavlja ¢im ve¢ja vrednost ojacanja odprtozanénega sis-
tema pri nizkih frekvencah:

|Go(jw)| > 1 za 0<w<w,: (3.12)

B) Dobre prehodne pojave (t. j. majhne prenihaje in veliko duSenje regulirane velifine) na spre-
membe referen¢ne veli¢ine in motenj bomo dosegli z ustrezno frekvenco w. (t. j. frekvenca, pri
kateri ima amplitudna karakteristika vrednost 0 dB), z ustrezno vrednostjo fazne karakteristike pri
frekvenci w, in z ustrezno obliko amplitudne karakteristike v bliZini frekvence w.

Od vrednosti frekvence w. je odvisna hitrost odziva regulacijskega sistema. Ce zelimo imeti hiter
prehodni pojav naj bo vrednost frekvence w, ¢im ve¢ja. Za ¢as vzpona t, pri stopni¢nem vzbujanju
velja izkustveno pravilo:

we tr~ 1.5 (3.13)
Od vrednosti fazne karakteristike pri frekvenci w. je odvisno duSenje prehodnega pojava. Regu-
lacijski sistem je tem bolje dusen, ¢im vedja je fazna rezerva. Za oceno amplitude prvega prenihaja
pri stopni¢nem vzbujanju regulacijskega sistema velja izkustveno pravilo:

¢rez[’] 4+ prenihaj[%] =~ 70 (3.14)

v katerem ;... [°] predstavlja fazno rezervo, ki jo od¢itamo iz frekvencne karakteristike odprtozancénega
sistema, t. j. razlika med faznim kotom odprtozanénega sistema pri krozni frekvenci w, in vrednostjo



144 POGLAVJE 3. SINTEZA REGULACIJSKIH SISTEMOV

—180° (e je npr. p(w.) = —100° potem znasa .., = 80°]), prenihaj[%)] predstavlja relativno vred-
nost prve amplitude regulirane veli¢ine glede na njeno ustaljeno vrednost pri stopni¢ni spremembi
referen¢ne veli¢ine.

Glede oblike amplitudne karakteristike je priporocljivo, da amplitudna karakteristika v blizini frekvence
w, upada s strmino QO% (t. j- ojacenje se zmanj$a 10-krat ko se frekvenca poveca 10-krat).

|Go(jw)| =~ za 0.5w, < w < Bw, (3.15)

OE‘E‘)—'

V primeru, ko je izpolnjen pogoj (3.15), lahko ocenimo ¢as trajanja prehodnega pojava T’y pri odzivu
na stopnifasto vzbujanje z enacho:

We

C) Zmanjsanje vpliva visokofrekvenénih motenj (merilnega Suma) doseZemo s strmim upadanjem
amplitudne karakteristike pri vi§jih frekvencah:

|G, (jw)] < 1 72 W > We (3.17)

3. Izbira strukture in doloéitev parametrov regulatorja

Proporcionalni regulator v ve€ini primerov omogoca samo zagotovitev zahtev, ki izhajajo iz pred-
pisane stacionarne to¢nosti regulacijskega sistema in ne omogoca poljubnega preoblikovanja frekvenéne
karakteristike odprtozanénega sistema. Za preoblikovanju frekvenéne karakteristike uporabljamo
proporcionalno-integrirne regulatorje, proporcionalno-integrirno-diferencirne regulatorje, predvsem
pa prehitevalne in zakasnilne regulatorje (¢lene za dvig (spust) faze):

e za dvig fazne karakteristike v dolo¢enem frekven¢nem podrodju uporabimo ¢len s pozitivnim
faznim kotom:

_kST1+1

G(’S) - ST2 + 17

T >1Ts (318)

e za spust fazne karakteristike v dolo¢enem frekvenénem podroéju uporabimo ¢€len z negativnim
faznim kotorm:

o kSTl +1

s+ 1

G(S) T < Ty (319)

4. Simulacijski preizkus obnasanja regulacijskega sistema

Pravilnost izbrane strukture in parametrov regulatorja preverimo obiajno tudi s simulacijo ob-
nasSanja regulacijskega sistema v razpolozljivem programskem okolju.

Poenostavljena kompenzacijska metoda doloanja parametrov regulatorjev

Izbira strukture in parametrov regulatorja v skladu z nakazanimi zahtevami nas pripelje do regu-
lacijskih sistemov, katerih ¢asovni odzivi zadovoljujejo zahtevane cilje. Tako dobljeni regulatorji so
obicajno sestavljeni iz ve¢ serijsko vezanih ¢lenov, ki poskrbijo za ustrezno oblikovanje frekvencne
karakteristike. Pogosto zahteve glede ¢asovnih odzivov regulacijskega sistema niso povsem natan¢no
dolo¢ene. V teh primerih lahko za zafetno grobo nastavitev regulatorjev uporabimo poenostavl-
jeno kompenzacijsko metodo dolocanja parametrov regulatorjev. Izhodiice pri uporabi te metode
predstavlja zahtevana stacionarna to¢nost in fazna rezerva (¢re.[°]) oz. prenihaj (prenihaj[%]) pri
stopni¢ni spremembi referen¢ne veli¢ine. Dobljeni regulatorji so obi¢ajno P, PI ali PID strukture.
Postopek poenostavljene kompenzacijske metode dolo¢anja parametrov regulatorjev lahko razdelimo
v §tiri korake:
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1. Doloc¢itev vseh ¢asovnih konstant izbranega regulatorja - pri P regulatorju ta korak preskoc¢imo,
pri PI regulatorju dolo¢imo ¢asovno konstanto 7;, pri PID regulatorju pa dolo¢imo ¢asovne
konstante T;, Ty in T7). Casovne konstante izberemo tako, da z njimi kompenziramo najdaljse
Casovne konstante reguliranega procesa:

e integrirno konstanto 7; izberemo enako najvecji ¢asovni konstanti reguliranega procesa,

e diferencirno konstanto Ty izberemo enako drugi najdaljsi ¢asovni konstanti reguliranega
procesa (pri PID regulatorju) oziroma enako najdaljsi ¢asovni konstanti reguliranega
procesa (pri PD regulatorju),

e Casovno konstanto 7)) izberemo glede na izbrano konstanto T}:

1

T, = —T, 3.20

T (3.20)

2. Iz prenosne funkcije reguliranega procesa Gy (s) in tako dolofene prenosne funkcije regulatorja

G, x,—1 (0jaenja regulatorja ne poznamo, zato vstavimo vrednost ojacenja regulatorja K, =

1) izraGunamo prenosno funkcijo odprte regulacijske zanke za regulator z vrednostjo ojacenja
K,=1:

Gorc,=1(5) = Gr i, =1(5)Gp(s) (3.21)

3. V Bodejevem diagramu nariemo odprtozanéno frekvenéno karakteristiko G x,—1. Iz Bode-
jevega diagrama od¢itamo vrednost ojacenja pri frekvenci, pri kateri ima fazna karakteristika
vrednost, kot je predpisano s fazno rezervo (¢r..[°]). Od¢itano vrednost ozna¢imo z o, .
Ojacenje regulatorja izra¢unamo z enacbo

1
K, =

(3.22)

Ao,

4. Rezultat naértovanja preverimo glede na nastavljene cilje.

Naloga 3.7

Doloéite parametre P, PI in PID regulatorja za proces, opisan s prenosno funkcijo

10

Gp(s) = (s +1)(0.1s +1)(0.01s + 1)

Parametre regulatorjev izracunajte samo na osnovi predpisane fazne rezerve. Izracunajte parametre
regulatorjev, ki bodo zagotovili fazno rezervo 30° oz. 60°.

Resitev

1. Dolocitev ¢asovnih konstant regulatorjev
Glede na ¢asovne konstante procesa izberemo konstante regulatorjev:

T, =1s, T;=0.1s, T;=0.01s
Prenosne funkcije regulatorjev z ojacenjem K, = 1 so:

P regulator: Gy k,=1,p =1
1s+1
1s
(Is+1)(0.1s+1)
15(0.01s + 1)

PI regulator: G k,=1,pr =

PID regulator: G, x,=1,pI1D =
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2. IzraCun prenosne funkcije odprte regulacijske zanke za regulatorje z vrednostjo ojafenja K, =

1:
P lat G 0
regulator: o = =
g JK,=1,P (s+1)(0.1s+1)(0.01s + 1)
1s+1 10
PI lator: G k= =
reguiator: Gk, =1,P1 =~ (1015 + 1)(0.01s + 1)
B 10
" 5(0.1s + 1)(0.01s + 1)
(1s+1)(0.1s + 1) 10
PID lator: G, g, — =
regulator JK,=1,PID 1s(0.01s + 1) (s + 1)(0.1s + 1)(0.01s + 1)
10

~ 5(0.01s + 1)(0.01s + 1)

3. Na osnovi izra¢unanih odprtozanénih prenosnih funkcij nari§emo pripadajoce frekvenéne karak-
teristike v Bodejevem diagramu, kot prikazujejo slike 3.15, 3.16 in 3.17.

0 ——————————————— -
R~y <5 Lo T ————
’é g aSDrez—30 : :
8 8 -50r S
o J | |
I I
-100 & L : . : a
L
I I
| I
0 1
I I
I I
2 _-100 o
g S
& -200

w [rad/s]

Slika 3.15: Frekvenéna karakteristika odprtozan¢nega sistema s P regulatorjem z ojacenjem K, = 1,
naloga 3.7

Iz frekven¢ne karakteristike odéitamo ojacenje pri predpisanih faznih rezervah:

Prez = 307 = Ay, . =300 = 0377 Prez = 60° = Ay, . =600 = 1.2
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Slika 3.16: Frekvencna karakteristika odprtozan¢nega sistema s PI regulatorjem z ojacenjem K, = 1,
naloga 3.7

Iz frekvenéne karakteristike od¢itamo ojacenje pri predpisanih faznih rezervah:

Prez = 307 = Q. =300 = 0.45, Prez = 60° = Xy, =600 = 1.7
T T T T T
50 o
m ~—
— m
[ Oy, .. =60°
Q S Qe T
Wy o~ oo oI
_(2 -cg aﬁorezzsoo
o J 50

fazni kot

w [rad/s]

Slika 3.17: Frekvenc¢na karakteristika odprtozancénega sistema s PID regulatorjem z ojafenjem K, =
1, naloga 3.7

Iz frekvenéne karakteristike od¢itamo ojacenje pri predpisanih faznih rezervah:

Prez = 30° = Qyp,...=300 = 013, Orez = 60° = Ny, ..=600 = 0.34



148

POGLAVJE 3. SINTEZA REGULACIJSKIH SISTEMOV

Iz od¢itanih vrednosti amplitudne karakteritike izra¢unamo ojacenja regulatorjev:

P regulator

PI regulator

PID regulator

Prez = 3007
Prez = 6007
Prez = 3007
Prez = 6007
Prez = 300»
Prez = 6007

Oé‘PTez =30°

Ay, =60°

a‘PTez =30°

Q.. =60°

Qp,., =300

Oé@?ez =60°

=037 => K, =27,
=12= K, =083

=045 = K, = 2.2,
= 1.7= K, = 0.59

=013 = K, = 7.7,
—034= K, =29

Prenosne funkcije naértanih regulatorjev so:

Prez = 307
P regulator: G,(s) = 2.7

141
PI regulator: G.(s) =2.2 i 31_

s1+1)(s0.1+1)
s1(s0.01 + 1)

PID regulator: Gy,(s) =7.7 (

Prez = 600
P regulator: G, (s) =0.83

1+1
PI regulator: G,(s) = 0.59> SJlr

(s1+1)(s0.14+1)
s1(s0.01 +1)

PID regulator: G, (s) =

4. Odzivi nacrtanih zaprtozanénih sistemov na referen¢ni stopnicasti signal amplitude 1 so prikazani
na slikah 3.18 in 3.19:

15 T T

y [t

P regulator

0.5 PI regulator .

PID regulator

t[s]

Slika 3.18: Odzivi zaprtozanénega regulacijskega sistema iz naloge 3.7 pri uporabi P, PI in PID
regulatorja za fazno rezervo @,., = 30°, sistem je vzbujan z referen¢nim signalom stopnic¢aste oblike
in amplitude 1
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1.4 T T

1.2 y

0.8 S .
S P regulator

0.6 R ]

—————— PI regulator

y [t

0.4 R
"/ —  PID regulator

T
N
1

0.2

t[s]

Slika 3.19: Odzivi zaprtozanénega regulacijskega sistema iz naloge 3.7 pri uporabi P, PI in PID
regulatorja za fazno rezervo @,., = 60°, sistem je vzbujan z referen¢nim signalom stopnic¢aste oblike
in amplitude 1

Naloga 3.8

Dolocite parametre PI regulatorja za regulacijski sistem, prikazan na sliki 3.20.

sT;+1 1 s -
O K, sTi - 211545 ' o

Slika 3.20: Regulacijski sistem iz naloge 3.8

Parametre regulatorja dolocite tako, da bo fazna rezerva odprtozanénega sistema 60°.
Resitev

Za doloditev parametrov regulatorja G,(s) moramo najprej dolociti prenosno funkcijo reguliranega
procesa Gp(s):

.
Gp(s) _ s2+11s+5

1+

0.1
(s+1)(0.1s+ 1)

5
s24+11s+5
Parametra regulatorja K, in T; dolo¢imo s poenostavljeno kompenzacijsko metodo:

1. Dolocitev konstant, regulatorjev:
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Glede na Gasovni konstanti procesa (77 = 1s, To = 0.1s) izberemo ¢asovno konstanto inte-
grirnega dela PI regulatorja kot najveéjo konstanto procesa:

T, =1s
Prenosna funkcija regulatorja z ojacenjem K, =1 je:

1s+1
1s

Grk,=1=

2. Izra¢un odprtozanéne prenosne funkcije, ko ima regulator ojacenje K, = 1:

Cls+1 0.1 0.1

G -
0,Kp=1 1s (3 + 1)(0.18 + 1) 8(0.18 + 1)

3. Iz izra¢unane odprtozanéne prenosne funkcije dolo¢imo pripadajoco frekvenéno karakteristiko
in jo prikazemo v Bodejevem diagramu, kot je ilustrirano na sliki 3.21.

20 T T T LI, L L | ]
oz O |
3 -20 .
S Q40F TS -
SIS _60 m,;:_sot ______________________

-80 & . P | . R |

}

o
o
1 1 1 1 1
e o =
o o A N O
O O O O O
T

fazni kot

w [rad/s]

Slika 3.21: Frekvenc¢na karakteristika odprtozanénega sistema s PI regulatorjem z ojacenjem K, = 1,
naloga 3.8

Iz frekvenéne karakteristike od¢itamo amplitudo pri predpisani fazni rezervi:
Prez = 60° = ay,. . —c0o = 0.015

Iz odé¢itane vrednosti amplitudne karakteritike izracunamo ojacenje regulatorja:
Prez = 60%, @, =600 = 0.015 = K, = 66.7

Prenosna funkcija regulatorja je:

s1+1
sl

PI regulator: G, (s) = 66.7

4. Odziv na stopnicasti referen¢ni signl z amplitudo 1 obravnavanega regulacijskega sistema s
tako dolocenimi parametri regulatorja je prikazan na sliki 3.22.
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Slika 3.22: Odziv zaprtozanénega regulacijskega sistema iz naloge 3.8 pri uporabi PI regulatorja za
fazno rezervo .., = 60°, sistem je vzbujan z referenénim signalom stopnicaste oblike in amplitude
1

Naloga 3.9

Doloéite parametre PI regulatorja za regulacijski sistem, prikazan na sliki 3.23.

\
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iJQ
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» ( ) > sT;+1 !
Kp sT; |
|

1

1

1

1

Slika 3.23: Regulacijski sistem iz naloge 3.9

Parametre regulatorja izracunajte za fazno rezervo 45°.
Resitev

Za dolod¢itev parametrov regulatorja G,(s) moramo najprej dolociti prenosno funkcijo reguliranega
procesa Gp(s):

10, 1 1

Gul) = 24 (s +10) — (s+1) 1

s+l s¥100" 9 (s+1)(s+10)  (s+1)(0.1s+ 1)

Parametra regulatorja K, in T; dolo¢imo s poenostavljeno kompenzacijsko metodo:

1. Dolocitev konstant, regulatorjev
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Glede na ¢asovni konstanti sistema (77 = 1s, T = 0.1s) izberemo konstanto integrirnega dela
PI regulatorja kot najvecjo ¢asovno konstanto procesa:

T, =1s
Prenosna funkcija regulatorja z ojacenjem K, =1 je:

1s+1
1s

Grk,=1=

2. Izracun odprtozancéne prenosne funkcije pri vrednosti ojacenja regulatorja K, = 1:

Cls+1 1 0.1

G -
0,Kp=1 1s (S + 1)(0.18 + 1) 8(0.18 + 1)

3. Iz izra¢unane odprtozan¢ne prenosne funkcijeizra¢unamo in nariSemo pripadajoco frekven¢no
karakteristiko v Bodejevem diagramu, kot prikazujejo slika 3.24.

100 ———————————————
L m
s
O m O;ﬂ“izfoo_ ____________________
Q ° «~—— - — — — - — - — - — - - — - — - — - — - — - — =
SIS aSDrsz:f;Oo | |
|
1 1 I 1 :
-100 i :
| |
! |
! |
O T T : T T
| |
+2 | I
Qo | |
~ [
o— |
= |
N |
&

w [rad/s]

Slika 3.24: Odprtozané¢na frekvenéna karakteristika sistema s PI regulatorjem z ojacenjem K, =1,
naloga 3.8

Iz frekven¢ne karakteristike odéitamo amplitudo pri predpisani fazni rezervi:
Orez = 45° =y, —450 = 0.0707

1z od¢itane vrednosti amplitudne karakteritike izratunamo ojafenje regulatorja:
Prez = 45%, vy, =600 = 0.0707 = K, = 14.14

Prenosna funkcija regulatorja je:

sl+1
sl

G,(s) = 14.14

4. Odziv obranavanega regulacijskega sistema na referenco stopnicaste oblike amplitude 1 s tako
doloCenimi parametri regulatorja je prikazan na sliki 3.25.



3.2. NACRTOVANJE NA OSNOVI PRENOSNE FUNKCLJE

153
1.5 T T T T T
1 ....................................................
=
0.5} ]
0 Il Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t[s]

1

Slika 3.25: Odziv zaprtozanénega regulacijskega sistema iz naloge 3.9 pri uporabi PI regulatorja za
fazno rezervo ¢r., = 45°, sistem je vzbujan z referen¢nim signalom stopnicaste oblike in amplitude
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Poglavje 4

Diskretna realizacija regulacijskih
sistemov

4.1 Diskretni regulacijski sistemi in signali

V preteklosti je bila vedina regulatorjev realizirana z analognimi elektronskimi vezji, zgrajenimi
iz operacijskih ojacevalnikov, uporov, kondenzatorjev in ostalih elektronskih elementov. Danes
pa pri realizaciji regulatorjev elektronska vezja vse bolj izpodrivajo digitalni ra¢unalniki. Shema
diskretnega regulacijskega sistema je prikazana na sliki 4.1:

Jd

R odtipalno analogno digitalni digitalno odtipalno aktuator in

— zadrzevalni —¥  digitani 9 . analogni [—¥ zadrzevalni u izvrsni —H sistem
“ . racunalnik . < Y
den pretvomik pretvomik clen clen

analogno odtipalno y
digitani  ¢— zadrzevalni
pretvomik élen

senzar in
pretvomik

Slika 4.1: Shema diskretnega regulacijskega sistema

kjer so z r, u, y in d oznafeni referenca, vhod, izhod in motnja.

Diskretni regulacijski sistem sestavljajo [40]-[44]:

o digitalni rac¢unalnik, ki na osnovi zaporedij, ki ustrezajo referen¢nemu signalu r in izhodnemu
signalu reguliranega procesa y s pomocjo ustreznega algoritma izrac¢una ustrezno zaporedje,
kateremu mora slediti vhodna veli¢ina procesa u;

e odtipalno zadrzevalni ¢leni, ki v pravilnem trenutku odtipajo vrednost vhodnega signala in
odtipano vrednost zadrzijo na svojem izhodu ves ¢asovni interval odtipavanja,

e analogno digitalni pretvornik, ki odtipano napetost pretvori v binarno Stevilo; pogresek, ki
nastane zaradi konénega Stevila bitov binarnega §tevila in s tem kon¢nega §tevila moznih
nivojev, imenujemo pogreSek kvantizacije;

e digitalno analogni pretvornik, ki digitalizirani signal ponovno pretvori v ¢asovno zvezni napetostni

ignal.
signa, 155
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Diskretni regulacijski sistemi imajo v primerjavi z zveznimi regulacijskimi sistemi, ki so realizirani
z analognimi komponentami, mnogo prednosti. Najpomembnejse prednosti so:

e parametre algoritmov diskretnih regulacijskih sistemov lahko nastavimo poljubno natanéno,
e parametri algoritmov diskretnih regulacijskih sistemov niso ob¢utljivi na motnje,

e v diskretnih regulacijskih sistemih lahko na enostaven nacin realiziramo zapletene regulacijske
algoritme (adaptivno vodenje, ...)

e diskretne regulacijske sisteme je moZno enostavneje povezati z nadrejenimi ra¢unalniki (hier-
arhi¢no vodenje).

Osnovno vpraSanje, ki se pojavi pri uporabi diskretnih regulacijskih sistemov je, ali pride pri
opisanem postopku pretvorbe zveznega signala v Steviléno zaporedje do izgube informacij. Zvezni
signal namre¢ vzor¢imo samo v dolocenih trenutkih, vrednosti zveznega signala med temi trenutki
vzoréenja ne poznamo, pri kvantizaciji pa dejansko vrednost nadomestimo z najblizjo standardno
vrednostjo. Ker je potrebno, da digitalni ra¢unalnik, ki izra¢unava regulacijski algoritem, dobi
¢im popolnejso informacijo o regulirani veli¢ini (y), moramo poskrbeti za ¢im manjso izgubo infor-
macij pri vzortenju in analogno digitalni pretvorbi (kvantizaciji). Shannonov teorem o vzoréenju
pravi, da lahko frekven¢no omejeni signal teoreti¢no rekonstruiramo iz ¢asovno diskretnih vzorcev,
Ce je frekvenca vzorcenja vel kot dvakrat vi§ja od najvi§je frekvence vzoréenega signala. Vhodni
analogni signal zato filtriramo z analognim nizkopasovnim vhodnim filtrom (antialiasing filter), ki
zadosti zahtevi po frekvenéni omejenosti vhodnega signala. Pogresek kvantizacije pa lahko poljubno
zmanj$amo s povecanjem Stevila bitov analogno digitalnega pretvornika. Razloéljivost analogno
digitalnega pretvornika, t. j. razliko med dvema sosednjima standardnima nivojema, izracunamo z
enacbo (4.1):

Vmam - Vmin
= 4.1
1 o 1 (4.1)

kjer je s ¢ oznagena razlogljivosr, z n tevilo bitov analogno digitalnega pretvornika in z V4, in Viin
maksimalna in minimalna dovoljena vrednost vhodnega signala analogno digitalnega pretvornika.
Maksimalna vrednost pogreska kvantizacije znaSa polovico razlocljivosti analogno digitalnega pretvornika,
standardni odklon pogreska pa izra¢unamo z enacbo (4.2):

o (4.2)

_ 1
2V/3

Zaklju¢imo lahko, da pri vzor¢enju ne izgubimo nobene informacije, ¢e izberemo dovolj veliko
frekvenco vzorcenja, z izbiro zadostnega Stevila bitov analogno digitalnega pretvornika pa lahko
zmanjSamo pogresek kvantizacije na poljubno majhen nivo. V naslednjih poglavjih bomo kvanti-
zacijski pogresek zanemarili.

Naloga 4.1

Analogni signal, ki vsebuje frekvence med 0 in 7 kHz in katerega vrednosti so v obmocju med -1 V in
+1 V zelimo vzor€iti z analogno digitalnim pretvornikom. Kak$na mora biti frekvenca vzor¢enja in
koliko biten mora biti analogno digitalni pretvornik, da bo kvantizacijski pogresek manjsi od 1 mV.

Resitev

Glede na najvisjo frekvenco vhodnega signala mora biti v skladu s Shannonovim teoremom vzorcéenja
[5] frekvenca vzoréenja ve¢ kot dvakratna vrednost najvigje frekvence vhodnega signala, kar znasa
v naSem primeru ve¢ kot 14 kHz. V praksi izberemo raje frekvenco vzoréenja vsaj tri do Stirikratno
vrednost najvigje frekvence analognega signala (21 do 28 kHz).

Glede na predpisan kvantizacijski pogresek 1 mV mora biti razlocljivost analogno digitalnega pretvornika
¢ manjsa ali enaka 2 mV. Ob poznanem obsegu analognega signala lahko izra¢unamo potrebno Stevilo
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bitov analogno digitalnega pretvornika:

on Z ‘/maa: - Vmin + 1=n=10
q

Naloga 4.2

Analogni signal, ki vsebuje frekvence manjse od 10 kHz vzor¢imo z 12 bitnim analogno digitalnim
pretvornikom. Najmanj koliko pomnilnika potrebujemo za shranitev ene minute analognega signala.

Resitev

Glede na najvigjo frekvenco vhodnega signala mora biti v skladu s Shannonovim teoremom vzorcenja
frekvenca vzoréenja ve¢ kot dvakratna vrednost najvigje frekvence vhodnega signala, kar znaga v
nasem primeru ve¢ kot 20 kHz. Za shranitev ene minute analognega signala torej potrebujemo:

pomnilnik = 12 bitov 60s 20 000s~! = 14 400 000 bitov

Naloga 4.3

Analogna veli¢ina vsebuje frekvence manjse od 1 kHz. Pri meritvi in prenosu analognega signala
se pojavi Sum v frekven¢énem podro¢ju od 500 kHz do 1 MHz. Kaksna naj bo frekvenca vzorcenja
taksnega analognega signala?

Resitev

Ker 3um ne nosi nobene koristne informacije uporabimo analogni nizkopasovni filter (imenovan tudi
antialiasing filter), s pomodjo katerega iz signala odstranimo Sumni del frekvenc. Model najeno-
stavnejSega nizkopasovnega filtra je ¢len 1. reda z ojafenjem k£ = 1 in Casovno konstanto T, ki jo
izberemo glede na zahtevano lomno frekvenco filtra:

Ker vsebuje koristni del analognega signala frekvence do 1 kHz, Sumni del analognega signala pa
frekvence nad 500 kHz, izberemo lomno frekvenco nizkopasovnega filtra v podro¢ju med tema
frekvencama. Nizkopasovni filter mora ¢im bolje dusiti Sum, zato naj bo njegova lomna frekvenca
blizje najvedji frekvenci koristnega signala. Ce izberemo lomno frekvenco nizkopasovnega filtra
enako 5 kHz, bo na izhodu nizkopasovnega filtra amplituda signala s frekvenco 500 kHz znagala
samo 1 % vhodne amplitude. Za izbrano lomno frekvenco 5 kHz (wo = 31400rad s ') znasa casovna
konstanta ¢lena 1. reda:

1
T=—=_-_ =318
wo 31400 i

Na ta nacin lahko uporabimo analogno digitalni pretvornik, katerega frekvenco vzoréenja izber-
emo glede na najvi§jo koristno frekvenco analognega signala. V skladu s Shannonovim teoremom
vzoréenja izberemo frekvenco vzoréenja ve¢ kot dvakratno vrednost najvi§je frekvence vhodnega
signala, kar znaSa v naSem primeru ve¢ kot 2 kHz. V praksi izberemo raje frekvenco vzoréenja tri
do stirikratno vrednost najvigje frekvence analognega signala (3 do 4 kHz).
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4.2 Z-transformacija

Diskretne signale lahko predstavimo v ¢asovno diskretnem prostoru kot zaporedje stevil:

f(k) ={£(0), (1), £(2),...} (4.3)

Podobno, kot smo pri analizi ¢asovno zveznih sistemov uporabili Laplaceovo transformacijo, s
katero smo originalne ¢asovno zvezne funkcije pretvorili v Laplaceove ali s-transformiranke, upora-
bimo pri analizi ¢asovno diskretnih sistemov Z-transformacijo, s pomodjo katere ¢asovno diskretne
signale pretvorimo v z-transformiranke. Obe transformaciji nam omogo¢ita, da sisteme opiSemo s
prenosnimi funkcijami. Praviloma bomo originalne ¢asovno diskretne funkcije oz. zaporedja in
njihove pripadajoce z-transformiranke oznacevali z istima ¢rkama - originalne casovno diskretne
funkcije z malimi ¢rkami (f(k), g(k), h(k),...), transformiranke pa z velikimi tiskanimi &rkami (F'(z),

G(z), H(2),...).

z-transformiranko zaporedja f(k) izraGunamo z enacbo:
F) =Y k)= (14
k=0

Rezultat F'(z) je v splosnem neskonéna vrsta. Za vrednosti z, za katere je neskon¢na vrsta konver-
gentna, lahko zapisemo F'(z) v zaprti ali zakljuceni obliki.

Izmed lastnosti Z-transformacije sta za nago uporabo najpomembnejsi linearnost in izrek o ¢asovnem
pomiku v desno:

1. Z-transformacija je linearna
Z{ayfi(k) + az f2(k)} = a1 Fi(2) + a2 F(2)
2. Izrek o ¢asovnem pomiku v desno
Ce je
Z{f(k)} = F(2),
potem velja

Z{f(k—a)} = z7"F(2)

Naloga 4.4

Izra¢unajte z-transformiranko ¢asovno diskretne enotine stopni¢ne funkcije

fk)={1,1,1,1,1,1,...}

Resitev

Uporabimo enacbo (4.4):

oo oo
F(z):Zf(k)z_k2212_k:1+z_1+z_2+z_3+z_4—|—z_5+...
k=0 k=0

Za vrednosti |z71| < 1 je dobljena neskonéna geometrijska vrsta konvergenta. z-transformiranko
¢asovno diskretne enotine stopni¢ne funkcije lahko zapiSemo v zaprti obliki:

5 1
F2)=1+z'422423 4244254+, = T :zil
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Naloga 4.5
Izrac¢unajte z-transformiranko ¢asovno diskretne funkcije
f(k?) _ e—ak:To

Resitev

Uporabimo enacbo (4.4):

P(z) =Y flk)zh =3 e ozh = S (emoTop 1y
k=0 k=0 k=0

Za vrednosti =270z 71| < 1 je dobljena neskonéna geometrijska vrsta konvergenta. z-transformiranko
¢asovno diskretne funkcije lahko zapiSemo v zaprti obliki:

F) = 1 _ z

- 1 _ 67aT0271 z — 67aTo

Naloga 4.6
Izrac¢unajte z-transformiranko ¢asovno diskretne funkcije
f(k) =k

Resitev

Uporabimo enacbo (4.4):

F(z)= Z f(k)z=F = Z kz " =041 42272 43273 4427 5275 ...
k=0 k=0

Rezultat je enak produktu dveh geometrijskih vrst in ga lahko zapiSemo v zaprti obliki:

1 21 271 z

F(Z):l_zfll—zfl_(1—2’1)2_(2_”2

4.3 Diferen¢éna enacba in diskretna prenosna funkcija
Linearni diskretni sistem z enim vhodom u(k) in enim izhodom y(k) opiSemo z linearno diferen¢no

enacbo:

y(k) +ary(k — 1) + agy(k — 2) + azy(k — 3) + ... + apy(k —n) =

bou(k) + bru(k — 1) + bou(k — 2) + bau(k — 3) + ... + bpu(k —m) (4.5)

Za poznano vhodno funkcijo u(k) in poznanih prvih n vrednosti y(k) izra¢unamo y(k) z rekurzivno
enacbo:

y(k) = Z bu(k — i) — Z ay(k — 1) (4.6)
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Ce nad diferen¢no enacbo (4.5) ob upostevanju ni¢elnih zacetnih pogojev izvedemo Z-transformacijo
in uporabimo izrek o premaknitvi v desno, dobimo polinomsko enacbo:

Y(2) +a127Y(2) + a2272Y (2) + a3z 3Y (2) +... + anz Y (2) = (@.7)
boU(2) + b127 U (2) + baz 72U (2) + b3z 3U(2) + ... + bz~ ™U(2) '
Razmerje med z-transformirankama izhoda in vhoda sistema, opisanega z diferen¢no enacbo (4.5),
imenujemo diskretna prenosna funkcija. Diskretno prenosno funkcijo oznacimo z G(z):

Y(z)  bo+ b1zl 4 boz 2+ b3z 3+ .. 4 by ™

G(z) = = .
(2) U(z) T14az7l4az72+a3z73+...4a,z""

(4.8)

Naloga 4.7

Za sistem, opisan s spodnjo diferen¢no enacbo, izra¢unajte prvih deset vrednosti izhoda y(k), k=
1,2,3,...,10.

y(k) + 0.4y(k — 1) — 0.15y(k — 2) = 1lu(k) + 0.5u(k — 1) — 0.3u(k — 2)

za vhodni signal u(k) =1 za k = 1,2,3,... in nifelne zadetne vrednosti y(0) = y(—1) = u(0) =
u(—1) = 0.

Resitev

Uporabimo enacbo (4.6):

y(k) = bk —1) = S, aiy(k — i)
y(k) = 1.0u(k)+0.5u(k —1) — 0.3u(k — 2) — 0.4y(k — 1) + 0.15y(k — 2)

in izra¢unamo:

y(k) = 1.0u(k)+0.5u(k —1) — 0.3u(k — 2) — 0.4y(k — 1) + 0.15y(k — 2)
y(1) 1.0u(1) + 0.5u(0) — 0.3u(—1) — 0.4y(0) + 0.15y(—1)

= 10-1+0+040+0=1.0000
y(2) = 1.0u(2)+ 0.5u(1) — 0.3u(0) — 0.4y(1) + 0.15y(0)
1.0-1405-14+0—-04-1+4+0=1.1000

y(3) = 1.0u(3)+0.5u(2) — 0.3u(1) — 0.4y(2) 4 0.15y(1)

= 1-1405-1-03-1-04-1.1+0.15-1=0.9100
y(4) = 1.0u(4)+ 0.5u(3) — 0.3u(2) — 0.4y(3) + 0.15y(2)

= 1.0-1+05-1-03-1—0.4-0.91+0.15- 1.1 = 1.001
y(5) = 1.0u(5) + 0.5u(4) — 0.3u(3) — 0.4y(4) + 0.15y(3)

= 1.0-1405-140.3-1—0.4-1.001 +0.15-0.9100 = 0.9361
y(6) = 1.0u(6)+ 0.5u(5) — 0.3u(4) — 0.4y(5) + 0.15y(4)

= 1.0-1405-140.3-1—0.4-0.9361+0.15 - 1.001 = 0.9757
y(7) = 1.0u(7) + 0.5u(6) — 0.3u(5) — 0.4y(6) + 0.15y(5)

= 1.0-1405-1+40.3-1—0.4-0.9757 4 0.15 - 0.9361 = 0.9501
y(8) = 0.9663

y(9) = 0.9560
y(10) = 0.9625
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Naloga 4.8

Diskretni sistem je opisan z diskretno prenosno funkcijo:

0.01(1 + 2271 +272)

G =
(4) = T 198:-1 7 0.99:-2

Napigite pripadajoco diferen¢no enacbo.
Resitev

Pripadajoca diferen¢na enacba se glasi:

y(k) — 1.984y(k — 1) + 0.99y(k — 2) = 0.01u(k) + 0.02u(k — 1) + 0.01u(k — 2)

4.4 Diskretni ekvivalenti zveznih prenosnih funkcij

4.4.1 Uporaba numeric¢ne integracije

NajenostavnejSe metode za izrac¢un diskretnih ekvivalentov zveznih prenosnih funkcij temeljijo na
pretvorbi zvezne prenosne funkcije v diferencialno ena¢bo in na aproksimativni re§itvi diferencialne
enacbe s pomodjo diferen¢ne enacbe. V odvisnosti od izbrane numeri¢ne integracijske metode dobimo
razli¢ne regitve. Najbolj uporabna je resitev, ki temelji na uporabi trapezne ena¢be za numeri¢no
integracijo. V tem primeru izra¢unamo diskretno prenosno funkcijo iz zvezne prenosne funkcije
enostavno tako, da v zvezni prenosni funkciji kompleksno spremenljivko s nadomestimo z izrazom:

2 z—-1
§= —
Toz+1

(4.9)

kjer Ty oznacuje ¢as vzorcenja. Metodo imenujemo tudi metoda bilinearne transformacije.

Naloga 4.9
S pomodjo metode bilinearne transformacije izra¢unajte diskretni ekvivalent zvezne prenosne funkcije:

2

R P )

Frekvenca vzorcenja znasa f, = 10 Hz
Resitev

Diskretno prenosno funkcijo dobimo tako, da v zvezni prenosni funkciji G(s) kompleksno spre-
menljivko s nadomestimo z izrazom iz enacbe (4.9):

2 z—1 z—1
= —— =20
5 Toz+1 z+1

Po vstavljanju v zvezno prenosno funkcijo dobimo:

G(z) = : = 2=+ 1) =
(2052 +1)(2052 +2) (202 -20+ 2+ 1)(202 20+ 22 +2)
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2(z +1)? 222 + 4z +2 0.00433(1 4 2271 + 272)

(212 — 19)(22z — 18)  4622% — 7962 + 342 1 — 172294z + 0.74026z 2

Naloga 4.10

S pomodjo metode bilinearne transformacije izra¢unajte diskretni ekvivalent zvezne prenosne funkcije:

2

Gls) = (+1)(s+2)

Frekvenca vzorcenja znasa f, = 100 Hz
Resitev
Diskretno prenosno funkcijo izra¢unamo s pomodjo enacbe (4.9):

~0.0000433(1 + 227! + 272)
T 1—-1.9702z"1 +0.97042—2

G(2)

Naloga 4.11

S pomodjo metode bilinearne transformacije izracunajte diskretni ekvivalent integratorja:

Frekvenca vzor¢enja znaga f, = 10 Hz
Resitev
Diskretno prenosno funkcijo izra¢unamo s pomodjo enacbe (4.9):

~0.05+0.0527
o 1—271

G(2)

Naloga 4.12

S pomocjo metode bilinearne transformacije izracunajte diskretni ekvivalent ¢lena 1. reda:

Frekvenca vzor¢enja znaga f, = 10 Hz
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Resitev
Diskretno prenosno funkcijo izratunamo s pomodjo enacbe (4.9):

Glz) = 0.0476 + 0.04762~1
 1-0.90482"1

4.4.2 Metoda stopni¢ne invariance

Pri izra¢unu diskretnega ekvivalenta zvezne prenosne funkcije s pomodcjo metode stopni¢ne invariance
izhajamo iz izhodis¢a, da naj bo odziv diskretnega sistema na stopni¢ni vhodni signal enak odzivu
zveznega, sistema na stopni¢ni vhodni signal v trenutkih vzorcenja. V tem primeru izra¢unamo
diskretno prenosno funkcijo s pomo¢jo enacbe (4.10):

Gy =21z {.Cl [G(S)} } (4.10)

z S

kjer Z oznacuje Z-transformacijo originalne ¢asovne funkcije, ki jo izvedemo s pomodjo tabele A.2 in

Gis), ki jo izvedemo

L~ ! oznacuje inverzno Laplaceovo transformacijo ulomljene racionalne funkcije
s pomodjo tabele A.1.

Naloga 4.13

S pomodjo metode stopni¢ne invariance izra¢unajte diskretni ekvivalent zvezne prenosne funkcije:

2

R P )

Frekvenca vzor¢enja znasa f, = 10 Hz
Resitev

Diskretno prenosno funkcijo izracunamo s pomocjo enacbe (4.10). Najprej izra¢unamo inverzno
G(s).

S

Laplaceovo transformiranko ulomljene racionalne funkcije

G(s) 2 12 1 e
= =-— = tabela A.1=1—2¢""+1e™*
s s(s+1)(s+2) s s—|—1+s—|—2 abeia ¢ tle

Dobljeni funkciji izrac¢unamo s pomocjo tabele A.2 ustrezno z-transformiranko:

2z z

—t —2t z
1—-2e""+1e étabelaA.Qﬁz_lfz_e_mo+Z_e—2To

V dobljen izraz vstavimo ustrezno vrednost ¢asa vzorcenja Ty = fi = 0.1s in ga preoblikujemo:

z 2z z z 2z z

1z 01T L0271 Z-00048  z_08187

0.0090622 4+ 0.00819z
(z —1)(22 — 1.723532 + 0.74075)




164 POGLAVJE 4. DISKRETNA REALIZACIJA REGULACILJSKIH SISTEMOV

Dobljen izraz pomnozimo z 27_1 in zapiSemo v pravilni obliki:

z—1 0.0090622 + 0.008192 0.009062 ! + 0.00819z 2

G(z) = -
(2)=—; (z—1)(22 — 1.72353z + 0.74075) 1 — 172353z~ + 0.7407522

Naloga 4.14
S pomocdjo metode stopni¢ne invariance izratunajte diskretni ekvivalent zvezne prenosne funkcije:

2

Gs)= —F——
() (5+1)(s +2)

Frekvenca vzorCenja znaSa f, = 100 Hz

Resitev

Diskretno prenosno funkcijo izraGunamo s pomocjo enacbe (4.10):

Glz) = 0.000099(1 + 2271 + 272)
T 1—-1.9702z"1 +0.97042—2

Naloga 4.15

S pomodjo metode stopni¢ne invariance izra¢unajte diskretni ekvivalent integratorja:

Frekvenca vzorcenja znasa f, = 10 Hz
Resitev

Diskretno prenosno funkcijo izratunamo s pomocjo enacbe (4.10):

B 0.1z71
T 1—21

G(2)

Naloga 4.16

S pomodjo metode stopni¢ne invariance izra¢unajte diskretni ekvivalent ¢lena 1. reda:

Frekvenca vzorcenja znasa f, = 10 Hz
Resitev

Diskretno prenosno funkcijo izratunamo s pomocjo enacbe (4.10):

0.09522 71

G(z) = ——20%
(2) = 10002871
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Dodatek A

Laplaceova transformacija

Laplaceova transformacija predstavlja zmogljivo orodje za reSevanje diferencialnih enacb [45],[46].
Osnovni lastnosti, zaradi katerih je Laplaceova transformacija tako uporabna, sta:

e linearnost Laplaceove transformacije - sestavljene funkcije lahko transformiramo tako, da
uporabimo tabele z Laplaceovimi transformirankami elementarnih funkcij in

e izrek o odvodu originalne funkcije - diferencialne enac¢be s pomocjo Laplaceove transformacije
pretvorimo v algebrajske enacbe.

A.1 Direktna Laplaceova transformacija

Funkcije, nad katerimi lahko izvedemo direktno Laplaceovo transformacijo, imenujemo originalne
funkcije ali originali. Definicija A.1 doloca potrebne in zadostne pogoje za to, da lahko dolo¢eno
funkcijo uvrstimo v mnozico originalnih funkcij.

Definicija A.1
Kompleksna funkcija ¢ — f(t), kjer je ¢ realna spremenljivka, se imenuje originalna funkcija, ¢e
izpolnjuje naslednje pogoje:

e funkcija ¢ — f(t) je zvezna na vsej realni osi razen morda v izoliranih tockah, v katerih ima
nezveznosti prve vrste, na vsakem kon¢nem intervalu osi ¢ sme biti kvefjemu konéno mnogo
taksnih tock,

e na negativnem delu realne osi je funkcija t — f(¢) identi¢na ni¢: t < 0= f(t) =0,

e funkcija ¢t — f(t) ima kve¢jemu eksponentno rast, t. j. obstajata tak$ni konstanti 0 < M < oo
in 0 < m < oo, da velja za Vt > 0: |f(t)] < Me™.

Nad vsako originalno funkcijo lahko izvedemo Laplaceovo transformacijo s pomocjo definicije A.2.

Definicija A.2
Naj bo funkcija t — f(t) original in s = « + j3 kompleksna spremenljivka. Kompleksna funkcija
s+ F(s), definirana z enacbo

F(s):= / f(t)e stat (A1)
Jo
se imenuje Laplaceova transformiranka funkcije f(t).
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Ce je funkcija ¢t — f(t) originalna funkcija, ki je na obmocju ¢t > 0 periodi¢na s periodo T, potem
njeno Laplaceovo transformiranko izra¢unamo z enacbo:

T
F(s) = ﬁ/o F(#)e—tdt (A2)

Dogovor A.1

e Praviloma bomo originalne funkcije in pripadajo¢e Laplaceove transformiranke oznacevali z
istima ¢rkama - originalne funkcije z malimi tiskanimi ¢rkami (f(¢), g(t), h(t),...), Laplaceove
transformiranke pa z velikimi tiskanimi érkami (F(s), G(s), H(s),... ). Originalno funkcijo in
pripadajoco Laplaceovo transformiranko imenujemo tudi Laplaceov par.

e Enacba A.1 se imenuje direktna Laplaceova transformacija in jo zapiSemo krajse F(s) =

L)}

e V tehniki mnozici originalnih funkeij pravimo tudi mnozica ¢asovnih funkeij. Laplaceova trans-
formacija torej preslikuje funkcije iz ¢asovnega podroc¢ja v funkcije v Laplaceovem podrodju.

V nadaljevanju bomo za opis ¢asovnih funkcij potrebovali enotino stopni€no funkcijo o(t), defini-
rano z definicijo A.3.

Definicija A.3
Enotina stopni¢na funkcija o(t) je definirana z ena¢bo (A.3) in prikazana na sliki A.1:

o-{ )12 s

t

0

Slika A.1: Enotina stopni¢na funkcija o(¢)

Naloga A.1

S pomocjo enacb (A.1) in (A.2) dolo¢imo Laplaceove transformiranke naslednjih funkcij:
f(t)=a(t), f)=0o(t—a);a>0, f(t)=t f(t) =to(t),
f(t) =t2a(t), ft) =1t0a(t) f(t) =e"a(t), f(t) =te="a(t),
f(t) =o(t)sinwt, f(t) = o(t)coswt, ft) =o(t)e“sinwt, f(t)=o(t)e " coswt,

Predhodno preverimo, ¢e so funkcije f(t) originalne funkcije.

Resitev

ft)y = ot
F(s) = fooole*“dt:[?_s)} =1
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o(t—a), a>0

[ et = =5 =

4
t ni originalna funkcija (definicija A.1)

to(t)

Jy< testdt = Br. 448 = [ (—st = 1)] " =

t20(t)

Sy et = Br. 449 = [e=t (L = 2+ 25| T = %

t3o(t)

Jo o t3e*tdt = Br. 450 = [e—st (ﬁ — A5+ s - (72)4)};” =£=5
e~ %a(t)

JoZ et = J% el otay = [0 Y = (L

te= %o (t)

o—(ats)t

Jo temtestdt = [[° te=2=)dt = Br. 448 = [W ((ma—s)t— 1)] . = Ta7

o(t) sinwt

et o0
[ sinwte™*tdt = [ sinwte™*'dt = Br. 459 = {(72)% (—ssinwt — w coswt)}
% ’
s24w

o(t) coswt

— o0
Iy coswte™stdt = [ coswte™*'dt = Br. 460 = [(72)% (—scoswt + wsin wt)} .

s
s2+w?

o(t)e % sinwt
[ e sinwte™*tdt = [;° e * *tsinwtdt = Br. 459
e—(ats)t) . > w
[m ((—a — s)sinwt — wcoswt)}o = GroTto?
o(t)e” " coswt
jboo e~ coswte Stdt = fooo e~ Stcoswtdt = Br. 460
oo

{ o~ (ats)t) sta

ErEE ((—a — s) coswt — wsinwt)] . = Grorre

Podobno bi lahko nadaljevali za ostale pogosto uporabljane funkcije. Na osnovi tako dobljenih
izra¢unov tvorimo tabelo parov originalnih funkcij in njihovih Laplaceovih transformirank (dodatek
A, tabela B.1).
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Naloga A.2

S pomodcjo enatbe (A.1) dolo¢imo Laplaceovo transformiranko grafi¢no predstavljene funkcije:

B |

—1+

Slika A.2: Casovni potek originalne funkcije f(t), naloga A.2

Resitev

F(s) = [ le~stdt + [2*(~1)e*tdt = 1(1 — e70%)?

Naloga A.3

S pomodjo enatbe (A.1) dolo¢imo Laplaceovo transformiranko grafi¢no predstavljene funkcije:

t

Slika A.3: Casovni potek originalne funkcije f(t), naloga A.3

Resitev

F(s) = Jy te*tdt + [} (41— )e~"dt = B(1— 72

Naloga A.4

S pomocjo enacbe (A.1) dolo¢imo Laplaceovo transformiranko grafi¢no predstavljene funkcije:
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i |

Slika A.4: Casovni potek originalne funkcije f(t), naloga A.4

Resitev
F(s) = fos 2e~sedt = 353-1 [1 - ei(SSH)]
Naloga A.5

S pomocjo enatbe (A.2) dolo¢imo ustrezno Laplaceovo transformiranko originalne funkcije, predstav-
ljene z opisom:

0 t<0
fy=¢ 1 0<t<a
-1 a<t<2a

Za t > 0 velja:f(t + 2a) = f(t)
Resitev

Funkcija f(t) je periodi¢na in jo grafi¢no predstavimo na sliki A.5:

f@®)
A
1 —

-y

-1+

Slika A.5: Casovni potek originalne funkcije f(t), naloga A5

Uporabimo enatbo (A.2) in dobimo:
F(s) = 1= an le~stdt + [2*(~1)e *tdt| = ey (L —e7)?

Naloga A.6

S pomocjo enatbe (A.2) dolo¢imo ustrezno Laplaceovo transformiranko originalne funkcije, predstav-
ljene z opisom:

0 t<0
f(t)_{ [sint] ¢>0
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Zat >0 velja:f(t +7) = f(t)

| sin |

Slika A.6: Casovni potek originalne funkcije f(t), naloga A.6

Resitev

—7s

— 1 T — — 1+
F(S) = {_¢—27s fO sinte Stdt = (LFSZ)(GW

A.2 Lastnosti Laplaceove transformacije

Poznavanje lastnosti Laplaceove transformacije nam velikokrat olaj$a njeno uporabo. NaStejmo
samo najosnovnejse lastnosti.

1. Laplaceova transformacija je linearna
L{a1 f1(t) + a2 f2(t)} = ar1Fi(s) + azFa(s)

2. Izrek o podobnosti
Ce je L{f(t)} = F(s), potem velja L{f(at)} = LF(%)

3. Izrek o zakasnitvi (paralelni pomik originala)

Ce je L{f(t)} = F(s), potem velja L{f(t — a)} = e % F(s)

4. Izrek o duSenju (paralelni pomik transformiranke)
Ceje L{f(t)} = F(s), potem velja L{e™ f(1)} = F(a + s)
5. Izrek o odvodu originalne funkcije
Ce je L{f(t)} = F(s), potem velja L{H} = sF(s) = f(0)
in podobno za odvode vi§je stopnje:
c{* dt2 U} = s2F(s) — sf(0) — L2,

2
c{ﬂ3}—sﬂw>—s%x> sdﬁm—diﬁm

t df (¢ A2 f(¢ a1V f(t
‘C{ d{()} ( )_Sn 1f( )_ n-2 ]:i(t)|0"‘_8 dtmffzg)\o— dt(nffl‘g)|0

6. Izrek o integralu originalne funkcije

Ce je L{f(t)} = F(s), potem velja E{fo T)dT} = 2 F(s)

7. Izrek o zacetni vrednosti
Ce je L{f(t)} = F(s), potem velja lim;_o f(¢) = lims_ oo sF(s)

8. Izrek o kon¢ni vrednosti
Ceje L{f(t)} = F(s), potem velja lim;_,, f(t) = lims_o sF(s) e limita obstaja.



A.3. INVERZNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA 173

Naloga A.7

S pomodjo izreka o zakasnitvi originalne funkcije dolo¢imo Laplaceovo transformiranko grafi¢no
predstavljene funkcije (slika A.7):

[
A

1

i )

—1+

Slika A.7: Casovni potek originalne funkcije f(t), naloga A.7

Resitev

Funkcijo f(t) lahko zapisemo kot vsoto treh stopni¢nih funkcij:

f@&)=0() —20(t —a)+o(t —2a)

Ker je Laplaceova transformacija linearna, transformiramo vsako funkcijo posebej, nato pa dobljene
transformiranke seStejemo:

F(S) — % _ 2%6_0’8 + %6_2(” — %(1 _ e—as)2

A.3 Inverzna Laplaceova transformacija

Pretvorbo Laplaceove transformiranke F'(s) v originalno funkcijo f(t) izvedemo s pomo&jo enacbe:

o+4joo
Ft) = £ P (s)} = — / F(s)estds (A4)

B 27T] —joo

Inverzna Laplaceova transformacija je ra¢unsko zahtevnejSa kot direktna Laplaceova transformacija,
zato za izraCun originalne funkcije praviloma uporabljamo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A,
tabela B.1).

Laplaceova transformiranka je v splosnem ulomljena racionalna funkcija:

by, s™ + bnflsnil +...4+bis+ by
F(s)= — — (A.5)
apS" + an—18 +...4+a1s+ag

Za pretvorbo Laplaceove transformiranke v originalno funkcijo s pomodcjo uporabe tabele Laplaceovih
parov je potrebno zaradi omejenega Stevila Laplaceovih parov zapisati Laplaceovo transformiranko
v obliki vsote parcialnih ulomkov. Glede na korene imenovalca ulomljene racionalne funkcije lo¢imo
§tirl nastavke za razstavitev enacbe (A.5) v parcialne ulomke.

1. koreni imenovalca: s1, Sa, ..., S, so realni in razli¢ni, npr.:
_ bys+by A B
F(S) T (s—s1)(s—s2) T s—s1 + s—52
2. koreni imenovalca: si, so, ..., S, so realni in veckratni, npr.:
) b ) )

_ bi1s+b _ A Ao By By B:
F(S) - (8781)2(8352)3 - + ( 2 + + (5752)2 + (87532)3

s—81 s—s81) s—5So
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3. koreni imenovalca: si, So, ..., S, so kompleksni in razli¢ni, npr.:
F(S) _ by1s+bg — As+B T Cs+D
(s2+c1s+co)(s2+d1s+do) s24cist+co | s?+dis+do
4. koreni imenovalca: s1, So, ..., S, so kompleksni in vec¢kratni, npr.:

_ b1 5+bo _
F(s) = (s24c1s+co)?(s2+dis+do)®

A1s+By + Ass+Bo + C1s+Dy + Cas5+Dy + C3s+Ds3
s24c154co (s2+c1s+co)? s24dys+dog (s2+d1s+dp)? (s24d1s+do)?

Naloga A.8

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F'(s):

_ 7
F(s) = 531652111516

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke:
F(s) =

7 _ 7
s34652+11s+6 ~  (s+1)(s+2)(s+3)

7 _ A B c
I+ 73 — 541 T 542 T 543 (%)

Koeficiente A, B in C najhitreje dolo¢imo s pomodcjo residuumov. Koeficient A izra¢unamo tako,
da enacbo (* * *) pomnozimo z izrazom, ki je v imenovalcu ulomka, katerega Stevec je koeficient A
(v nagem primeru (s + 1)), nato pa v tako dobljeno enacbo vstavimo za s vrednost pola ustreznega

ulomka (v naSem primeru s = —1). Na podoben na¢in dolo¢imo tudi koeficienta B in C.
7(s+1) _ A(s+1) B(s+1) C(s+1)
o (s+1)(xxx) = GID(+2)(73) — st T stz T si3
7 _ B(s+1) | C(s+1) o o
ém—fl"‘ P + 53 = vstavimo: s=—-1=> A =3.5
7(s+2) _ A(s+2) B(s+2) C(s+2)
* (s+2)(x*%) = GG = sFT T stz T 33
7 — A(s+2) C(s+2) C O S — —
= GG = sti + B+ =15 = vstavimo: s = -2= B = -7
7(s43) _ A(s+3) B(s+3) C(s+3)
i (S + 3)(* * *> = (s4+1)(s+2)(s+3) —  s+1 + s+2 + s+3
= (5+1)7(s+2) = Aiflg) + 321453) + C = vstavimo: s =-3=C =35

Fls) = 35 + 552 T 353

Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A, tabela B.1) in dobimo:
f(t) = [3.5e7 1 — Te72" + 3.5¢ 3] o (t)

Naloga A.9

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F'(s):
3

F(S) = s3+§s—;7285

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke:

3 s+3
F(S) = Jr—285 = S(s+7J)r(s—4)

s
s3+3s2

543 _A+B+

C
s(s+7)(s—4) ~ s s5+7 s—4 (* * *)

Koeficiente A, B in C' dolo¢imo s pomod¢jo residuumov.

o s( k%) = S(Si(;i;r(“:’)_@ = % + fi‘? + 50—84 = vstavimo: s = 0= A = —0.1071
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o (5+7)(wx) = LDl — ALED  BUAD 4 COHD o ytavimo: 5 = —7 = B = —0.0519

o (s—4)(x*x) = S(i;?)((iﬁf) = Ald) | BS;I) + 9 o ystavimo: s =4 = C = 0.1591
F(s) = =01071 | —0.0510 | 01501

Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A, tabela B.1) in dobimo:
f(t) = [-0.1071€ — 0.0519¢~ 7" 4 0.1591e] o(¢)

Naloga A.10

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F'(s):

2
F(s) = wyoerasetts

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke:
2 2
a 12 2.2 12
(s) 0.125 5 3.125

s _ s
T 8349s2423s5+15 T (s+1)(s+3)(s+5) —  s+1 s+3 s+5

Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A, tabela B.1) in dobimo:
f(t) = [0.125e7" — 2.25¢ 73 + 3.125¢ ] o (t)

Naloga A.11

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F(s):
_ s2+3s+7

F(s) = 52115518

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke:
F(s) = 243547 _ 5243547 — 14 04064 _ _12.4064
s2+155+8  (540.5538)(s+14.4462) 54+0.5538  s+14.4462

Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A, tabela B.1) in dobimo:
f(t) = [6(t) + 0.4064€%-5538¢ — 12.4064¢'4-44621] & (¢)

Naloga A.12

Izracunajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F'(s):
F(s) = 5465242352 +425449
= 0.25743.65%+23.852+68.451 72

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke:
F(s) 51465242352 4425+49 s?1+65% 423524425449 54 40.8333 _ 302.5 | 722.5 _ 520.8333

= 0.25%443.653+23.852468.45+72 (5+3)(s+4)(s+5)(s+6) s+3 s+4 s+5 s+6

Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A, tabela B.1) in dobimo:
fi) = [55(t) +40.8333¢ 73t — 302.5e74 4 722.5e 75" — 520.83336*“] o(t)
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Naloga A.13

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F(s):

_ 1
F(s) = srsreera

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke:
F(s) =

1 _ 1
s3+55248s+4 — (s+1)(s+2)2

__A By +B1

1
GIDGTE? = 41 T e Tz (enH)

Koeficiente A, By in By dolo¢imo s pomodjo residuumov. V primeru, ko imamo opraviti z veckrat-
nimi poli Laplaceove transformiranke, je potrebno do sedaj uporabljani postopek dolocevanja koe-
ficientov parcialnih ulomkov dopolniti. Koeficienta A in By dolo¢imo enako kot v prej$nih nalogah,
za dolo¢itev koeficienta By pa je potrebno enacbo (en. x x) odvajati po spremenljivki s.

o (s+1)(enx) = (SJ:S(EEQP = Ai‘fl” + B(’i(;;;;) + Bls(i;l) = vstavimo: s=—-1=>A4A=1
1(s42)% _ A(s+2)? Bs(s+2) Bi(s+2)2

o (s+2)%(en.x) = C =

s+1)(s+2)2 — s+1 + (s+2)2 + s+2

;11 = A(sz's_f)z—FBg—FBl(s—&—Q) (en. * x) = vstavimo: s = —2 = By = —1

o dlen.xx) N 0(s+1)—1(1) :A2(8+2)(s+1)—(s+2)21

ds (s+1)2 (s+1)2 + 0+ B; == vstavimo: s = -2 = B} = —1

_ 1 —1 —1
F(s) = 51 + o + 572

Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A, tabela B.1) in dobimo:
f(t) = [le7' — 1te™ — 1e7%] o(t)

Naloga A.14

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F(s):
1

F(s) = sisarne

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke:

_ s+1 _ s+1 _ 0.25 —0.25
F(S) T os%44s344s2 T s2(s+2)2 T s? + (s+2)2

Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A, tabela B.1) in dobimo:
f(t) = [0.25¢ — 0.25te 2] o(2)

Naloga A.15

Tzrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F'(s):

_ s3+232+3s+4
F(s) = st me 10078

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke:

_ 5425243544 _ s5425%43s+4 2 -1 -5 2
F(S) T s 4T7s34+18524+2054+8 T (s+1)(s+2)3 T s+1 + (s+2) + (s+2)2 + (s+2)3
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Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (dodatek A, tabela B.1) in dobimo:
F() = [2e71 — 172t — 5te=2 4 222 o(t)

Naloga A.16

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F(s):
F(s) = 55571
Resitev

Laplaceova transformiranka ima same razli¢ne konjugirano kompleksne korene zato razstavitev v
parcialne ulomke ni potrebna. Inverz Laplaceove transformiranke lahko izra¢unamo na dva nacina.

e Uporabimo enacbo iz tabele B.1:
L1 {52+2Cins+w%} — wn\/ll—Ge_gwnt sin (wy /1 — ¢3t)

V naSem primeru je :
¢ =0.5, wp, =1

sledi:
f(t) = 1.1547¢79-5¢ sin (0.8660t)

e Laplaceovo transformiranko lahko pretvorimo v obliko, kjer imamo v imenovalcu vsoto kvadra-
tov, in uporabimo enacbo (tabela B.1):

-1 1 _ 1 —at;
L {(S+a)2+w%} = ,oe “sinwyt

V naSem primeru je :
F(s) =

1 _ 1 _ 1
s24+s+1 — (s2+s+0.25)+0.75 ~ (5+0.5)2+(1/0.75)2

sledi:
f(t) = 1.1547¢79-5 sin (0.8660t)

Naloga A.17

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F'(s):

_ 2s+1
F(s) = wssriatt

Resitev

Laplaceovo transformiranko razstavimo v parcialne ulomke
F(S) _ 2s+1 _ 2s5+1 + __Bs+c + _ s+2
T s342s8242s+1 9+1)(82+9+1) 9+1 (s2+s+1) — s+1 (s24s+1)

Uporabimo tabelo Laplaceovih parov (tabela B.1) in dobimo:
t) = {—e~ ! + 705" [1.732sin (0.8660¢) + cos (0.8660¢)] } o (t)
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Naloga A.18

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F(s):
_ s2+25+3

F(S) T 3514253452

Resitev

F(t) = {3t — 4 4 0333 2,898 sin (0.4713t) + 4 cos (0.4713)] } o (t)

Naloga A.19

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F'(s):
_ 34574541
F(S) T Bsd42s34s2

Resitev

f(@) ={0.65(t) +t — 1+ e 02 [~1.680sin (0.4t) + 0.76 cos (0.4t)] } o (t)

Naloga A.20

Izrac¢unajmo originalno funkcijo Laplaceove transformiranke F(s):
F(s)=e*

_1
4s3+4s

Resitev

Izpostavimo e~ in preostali del razstavimo v parcialne ulomke:

_ ,—S 1 _,—s|A_Bs+C| _ ,—sl1 |1 _ _s
F(S) =€ 4s3+4s e [ :| =€ |:

s s2+1 4 |s s241
Ob upostevanju lastnosti o premiku originalne funkcije dobimo:

f@)={3[1—cos(t—1]}o(t—1)

A.4 Resevanje diferencialnih enacb z Laplaceovo transforma-
cijo

Laplaceova transformacija omogoc¢a enostavno reSevanje navadnih linearnih diferencialnih enacb s
konstantnimi koeficienti. Potek reSevanja je shemati¢no prikazan na sliki:

diferencialna enacba direktna . .
Y . - »algebrajska enacba
zacetni pogoji Laplaceova transformacija
\ \i
resitev B inverzna resitev.
diferencialne enac¢be| Laplaceova transformacija algebrajske enache

Slika A.8: ReSevanje diferencialnih ena¢b s pomocjo Laplaceove transformacije



A.4. RESEVANJE DIFERENCIALNIH ENACB Z LAPLACEOVO TRANSFORMACLIO 179

V naslednjih nalogah bomo z y(t) oznacevali odvisno, s ¢t pa neodvisno spremenljivko.

Naloga A.21

E{Qeéimo digerencialno enacbo:

t t .
ylt) 4 3D | 9y(t) =4t +8,  y(0) =6, §(0)=0
Resitev

Za primerjavo pois¢imo reSitev diferencialne ena¢be po klasi¢ni poti in s pomocjo Laplaceove trans-
formacije.

e Klasi¢na pot
Posebno resitev nehomogene diferencialne enacbe, ki ustreza predpisanim zacetnim pogojem,
izraGunamo iz sploSne resitve nehomogene diferencialne enacbe, za katero velja:

y(t)sn = y(t)sh + y(t)pn

y(t)sn — sploSna resitev nehomogene diferencialne enacbe
y(t)sn — splosna resitev homogene diferencialne enac¢be

y(t)pn — posebna resitev nehomogene diferencialne enatbe

Lastni vrednosti in naravna nacina diferencialne enacbe sta:
NABA+2=0= A+ DA+2) =0= A =1, Ap=-2= ¢l o2
Splogna resitev homogene diferencialne enacbe je: y(t)sn = cre™ + cpe ™2

Posebno resitev dolo¢imo s pomocjo nastavka: y(t),, = At + B

Nastavek dvakrat odvajamo, vstavimo v diferencialno enacbo in izra¢unamo A in B:

Y(t)pn = At+B = §(t)pn = A = §(t)pn = 0 = 0+3(A)+2(At+B) = 4t+8= A =2 B=1
Posebna resitev nehomogene diferencialne enacbe je: y(t)pn = 2t + 1

Posebno resitev, ki ustreza podanim zacetnim pogojem, dolo¢imo tako, da splosno reSitev ne-
homogene diferencialne enacbe odvajamo, vstavimo zacetne pogoje in iz sistema enacb izracu-
namo koeficienta c¢q in co:

Y sn =y sh + Yy()pn = cre ™ + e 2 + 2t + 1 = §(t)s, = —lere 1 — 2c0e72 42
=6=c +cy+1, O=—-c1—ca+2=c1=8, co=-3

Resitev podane diferencialne enacbe s predpisanimi zafetnimi pogoji:
y(t) =8e t —3e 2 + 2t +1

e Uporaba Laplaceove transformacije
Diferencialno enacbo z zadetnimi pogoji transformiramo v s-prostor. Pri tem uporabimo tabelo
B.1 in upoStevamo pravilo o odvodu originalne funkcije.
() + 39(t) +2y(t) = 4t +8,  y(0)=6, 5(0)=0
= [s?Y (s) — sy(0) — 9(0)] +3[sY (s) — y(0)] + 2V = 4% + 81
= [s2Y (s) — 6s] + 3[sY(s) — 6] + 2V (s) = 4% + 81

Poiséemo regitev tako dobljene algebrai¢ne enacbe:
_ 653418524 8s+4
Y(S) T 5143584252
Dobljeno Laplaceovo transformiranko (regitev v Laplaceovem prostoru) razstavimo v parcialne
ulomke:

3 2 3 2
Y(S):Gs +18s“+8s+4 __ 6s°+18s +83+4_A1+A2+ B 4 C _%‘i‘%‘f' 8 + —3

5143534252 T s2(s+1)(s+2) s s2 s+1 s+2

Inverzno Laplaceovo transformacijo opravimo s pomodcjo tabel B.1:
y(t) = (1+2t+ 8¢ " —3e ) o(t)
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Naloga A.22

Resuno diferencialno enacbo:

T O —ging,  y(0)=1, §0)=1, §(0)=0
Resitev

Za primerjavo pois¢imo refitev diferencialne enacbe po klasi¢ni poti in s pomodjo Laplaceove trans-
formacije.
¢ Klasi¢na pot
Velja:
y(t)sn = y(t)sh + y(t)pn

Lastne vrednosti in naravni naéini diferencialne enacbe so:
NMAA=0=AA+1)=0=X =0, Ag3==j=e" €%coslt
Splosna resitev homogene diferencialne enacbe je:

y(t)sn = c1e% + €% (cq cos 1t + czsin 1t) = ¢; + cp cost + cysint

Posebno resitev dolo¢imo s pomodjo nastavka: y(t),, = (Acost + Bsint)t
Nastavek trikrat odvajamo, vstavimo v diferencialno enacbo in izrac¢unamo A in B:
y(t)pn = (Acost + Bsint)t

= Wpn _ (—Asint + Bcost)t + Acost + Bsint

dt
2,
= % = (—Acost — Bsint)t — 2Asint + 2B cost
3
=4 lfi(t??" = (Asint — Bcost)t —3Acost — 3Bsint

= (Asint — Bceost)t —3Acost —3Bsint + (—Asint + Bcost)t + Acost + Bsint = sint
=A=0, B=-%
Posebna resitev nehomogene diferencialne enac¢be je: y(t),, = —% sint

Posebno resitev, ki ustreza podanim zacetnim pogojem, dolo¢imo tako, da splosno reSitev ne-
homogene diferencialne enatbe odvajamo, vstavimo zacetne pogoje in iz sistema enacb izratu-
namo koeficiente cq, ¢o in cs:

Y()sn = y(t)sh + y(t)pn = c1 + cocost + c3sint — % sint

= Y(t)sn = —cosint + czcost — %sint — %cost
= §J(t)sn = —cacost — cgsint — cost + %sint
= 1=-c1 + co, 1=cs, 0=—cy—1
=c =2, co=-1, c3=1

Resitev podane diferencialne enacbe s predpisanimi zafetnimi pogoji:
y(t) =2 —cost +sint — £sint

e Uporaba Laplaceove transformacije
Diferencialno enacbo z zacetnimi pogoji transformiramo v s-prostor. Pri tem uporabimo tabelo
B 1 in upoStevamo pravilo o odvodu originalne funkcije.

G+ diff’ sint, y(0)=1, §(0) =1, §(0)=0
=y 24(0) — s5(0) — §(0)] + [sY (s) — y(0)] = 5
= [’V (s) — s —SﬂsY(S)—]=ﬁ

Poiscemo resitev tako dobljene algebrai¢ne enacbe:

_ s 45542574542
Y(S) - s(s2+1)2

Dobljeno Laplaceovo transformiranko (resitev v Laplaceovem prostoru) razstavimo v parcialne
ulomke:

_ 454254542 _ A +C B1s+Cy _ —s+1
Y(S) - % - o + (5228+1)2 + (;§+1)1 - 3 + (52+1)2 + (528+1)

Inverzno Laplaceovo transformacijo opravimo s pomodcjo tabel B.1:
y(t) = (2 — Lsint — cost + sint) o (%)
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Naloga A.23

E{eéimo diferencialno enacbo:
WO L y(t) =0(t),  y(0)=0

Resitev

y(t) = e~'o(t)

Naloga A.24

E{eéimo diferencialno enacbo:
Yy =o),  y(0)=0

Resitev

y(t) = (1 —e")o(t)

Naloga A.25

E{eéimo diferencialno enacbo:
t
Wl —y(t)=o(t), y(0)=0

Resitev

y(t) = (=1 +€")o(t)

Naloga A.26

E{eéimo diferencialno enacbo:
WO 4y(t) = (e o(t),  y(0)=1

Resitev

y(t) = (et +teHo(t)

Naloga A.27

Resimo diferencialno enacbo:

d?y(t 6d .
W0 4 SO 4 syt =o(t),  y(0)=0, §(0)=0

Resitev
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Naloga A.28

Resuno diferencialno enacbo:
TUD 16D 4oyt = o(t),  y(0)=0, §(0)=0

Resitev
y(t) = (5 — e — ste™3") o (t)

Naloga A.29

E{esuno dlgerencialno enacbo:
t t .
dZE) + 280 4 3y(t) = a(t),  y(0)=0, F(0)=0

Resitev

y(t) = |5 — 3 cos (V2t) — %e‘t sin (\/515)} o(t)

Naloga A.30

Resimo diferencialno enac¢bo:

2
CuD 110 L 10y(t) = e o), y(0)=0, H(0)=0

Resitev

y(t) = (—2—106_5t + %e‘t + 4—156_10t) o(t)

Naloga A.31

Re&mo diferencialno enacbo:
Tyl + 1090 +95y(t) = e To(t),  y(0)=0, (0)=0

dt?

Resitev

y(t) = (ie’” — %e*& + %te*St) a(t)

Naloga A.32

Resuno diferencialno enacbo:

ddgigf) + 4dy(t) + 9y( ) _ e_to(t), y(o) _ 0’ y(o) =0

Resitev

y(t) = |te7t — Le=* cos (VL) — 5 e 2sin (\ft)} o(t)




A.4. RESEVANJE DIFERENCIALNIH ENACB Z LAPLACEOVO TRANSFORMACILIO

Naloga A.33

Resuno dlferen(:lalno enacbo:
TUO 6 lu 11 ey() =0, y(0)=1, §(0)=0, §(0)=0

Resitev

y(t) = (e7® = 3e7* +3e7) o(t)
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Naloga A.34

E{Beéimo dlgeren(:lalnodenacbo
t t y(t . ..
) 6Tt 1B | Gy(1) = o(r),  y(0)=1, §(0)=0, §(0)=0

Resitev

y(t) = (0.167 4+ 0.833¢ 73 — 2.5¢ 72 + 2.5¢~") o (t)

Naloga A.35

Rgeéimo dlferen(:lalno enacbo:
d3y(t d2y(t dy(t . . ..
0 T 11D 1 6y(t) = (sindt)o(t),  y(0)=1, §(0)=0, §0)=0

Resitev

y(t) = (0.00235 cos 4t — 0.0106 sin 4¢ + 1.08¢ 3" — 3.2¢72¢ 4 3.12¢~") o (1)

Naloga A.36

Re&mo dlfgren(:lalno enacbo:
o) g Lult) L 110 | 6y (1) = (sindt + D)o(t),  y(0)=1, §(0)=0, §(0)=0

Resitev

y(t) = (0.00235 cos 4t — 0.0106 sin 4¢ + 0.167 + 0.913e 3 — 2.7~ + 2.62¢ ") o (1)

Naloga A.37

%eéimo dlgeren(:lalnc? enacbo:
t t t . ..
0 g S 50 oy (h) = to(t),  y(0), $(0), §(0)

Resitev

yt)=[-2+3t+e '+ e +te i+
+y(0) (€72 + 2te™") + §(0) (—2e~" 4+ 2e72 + 3te™") + §j(0) (—e~" + e 2 + te™ )] o (t)
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Naloga A.38

Resimo diQferencialno enacbo:

Ty Tl y(t) = (cost)o(t),  y(0)=0, g(0)=-1, §0)=0, y®(0)=0

Resitev

y(t) = (0.5cost — 1 —t + 0.25¢" + 0.25e¢~")o (t)

Naloga A.39

E{eéite sistem difereélcialnih enacb:
ydlit(t) = yz(t)a ydzit(t) = yl(t)7 yl(o) = 17 yZ(O) =-1

Resitev

Naloga A.40

Resite sistem diferencialnih enacb:

dy1(t dya(t

Wl — o), D= y(1), pn(0) =1, 32(0)=0
Resitev

yi(t) = (cost)a(t),  ya(t) = (=sint)o(t)




Dodatek B

Laplaceove in z-transformiranke
pogosto uporabljanih funkeij

Tabela Laplaceovih transformirank (tabela B.1) je neobhodno potrebna predvsem za inverzno Laplaceovo
transformacijo, zato smo v prvi stolpec tabele zapisali Laplaceove transformiranke originalnih funkcij:

F(s) | f(t)

16(t) (impulzna funkcija)

L1o(t) (stopni¢na funkcija)
Lt
| St (n = naravno $tevilo)
L | et
(H_%)Q te—ot
W %t”e*“t (n = naravno §tevilo)
e | all—e™)

L é(at —1+e o)

S(s-&l-oc)z L(1—e o — ate™")

1 1 1 2\,—
s2(s+a)2 | o [t T + (t + 5)6 at}

m Fralem™ —e ) (a# 3)

@

185
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F(s) | f(t)
ﬁw% é sinwyt
S(S%w é(l — COS wnt)

Wn,

1 1 —at 1 x _
GToEren) | ez Ut onargor S (wnt — arctan <= )

1 1
s24+2Cwpn st+w? Wn \/1_42

e~ ntsin (w, /1 — 2t) (<1

1 1 —at
GFa)?Tw? o€ sin wy,t

T | T [1 = e St sin (way/T = Ct + arccos 4)] (C<1)

m é {t - 375 + ﬁ\/@e—@unt sin [wn 1— CQt + arccos (2(2 — 1):| } (C < 1)

(s+(x)s(s+ﬁ) ﬁ(_aeiat + ﬁeiﬁt) (a 7& ﬂ)

G (1 —at)e

S

m COS wnt

sta | 1 m Ty wa
Sror | onVa? +wisin (wnt + arctan <= )

P Ty —\/117?6_4”” sin (wp+/1 — (2t — arccos () (¢<1)

Wﬂ-ﬁ-wi 1 %e%wnt sin {wn /T — (2t + arctan (22Y— \/1_42) (¢ <1)

Wn a—Cwn

s+a

—at
(== e cos wpt

_t

S :
W 2w Sin (Unt

Tabela B.1: Tabela Laplaceovih parov
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Tabela z-transformirank (tabela B.2) je potrebna predvsem pri izra¢unu diskretne prenosne funkcije
z metodo stopni¢ne invariance. V tem primeru moramo elementarne funkcije pretvoriti v njihove
z-transformiranke.

F(t) | F(2)
ot) | 71
Toz
t =1
t2 TU22(2+1)
(z—1)%

43 T32(2%+42+1)
e i

—at z
Z—e—aTo

tefat Toze~ *To

(z—e—70)2

(2—at | T3ze”T0(sde "T0)
(z—e—270)3

X z sin wo Ty

sin wol 22 -2z cos woTo+1

oS wnt z(z—coswoTp)
Swo 22—2zcoswoTp+1

2e =270 sin wo Ty

—aTo o
€ sinwot 22—2ze= 270 cos woTy+e 2270

22— 2e= 70 cos woTh

22—2ze— 270 cos woTy+e— 2270

e~To cos wot

Tabela B.2: Tabela z-transformirank pogosto uporabljanih funkceij
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