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CELI TRIKOTNIKI

Trikotnike, ki imajo za dolZine stranic cela stevila, imenuje-
mo celi trikotniki. Trikotnik s stranicami =, y in =z o0zna-
¢imo s trojico Stevil (x,y,z) . Ta oznaka trikotnik popolnoma
karakterizira, saj je vsak trikotnik doloen s svojimi strani-
cami do skladnosti natanéno. Ker se za vrstni red stranic ne
menimo, doloca vsaka od Sestih permutacij (z,y.z), (@.z,.y)-
(ys2:2)s (yszsxz)s (2:m:y)s (25y-x) disti trikotnik, zato lahko
izberemo katerokoli med njimi. Odlo&ili se bomo za tisto troji

co, ki ima komponente urejene: (z,y,z); x Sy & =z

Naloga 1: DokaZi, da trojica (z,y.z), 0 <z £y £ z doloca
trikotnik, ¢e in samo Ce je =z + y > z

Ce imajo cela Stevila =z, y 1in =z skupni delitelj 4, lahko
zapisemo:

x = xcd i y = yod s 2 = a_d

Trikotnika sta si podobna! e 3tevila =, y in =z nimajo
skupnega faktorja, pravimo, da je celi trikotnik (ax,y.z)
primitiven.

V naslednji razpredelnici so zbrani nekateri majhni celi tri-
kotniki. Posebej so oznaceni enakostraniéni, enakokraki, pravo
kotni in neprimitivni. Stevilo v oklepaju oznacuje najvecji
skupni delitelj 3tevil =z, y in z pri neprimitivnih trikotni-
kih.

Celi trikotniki (Bsy48) s+ O0<ao ey s g%Eh (Tabela 1)
n £ Yy = n £ Yy =

1. 1 1 1 enakostranigen 12. 3 4 4  enakokrak

2, 1 2 2 enakokrak 13. | &4 4 4 enakostranicen (4)
3. 2 2 2 enakostranifen (2)(|14. | 3 3 5 enakokrak

. 2 2 3 enakokrak 15. 2 4 g5

5. 1 3 3 enakokrak ' 16. 3 4 5§ pravokoten

6. 2 3 3 enakokrak 17. L L 5  enakokrak

F i 3 3 3 enakostranicen (3)|/18. 1 5 5  enakokrak

8. 2 3 4 19. 2 5 5 enakokrak

9.1 3 3 4 enakokrak 20. [ 3 5 5 enakokrak

10. | 1 L 4 enakokrak 21. | 4 5 5 enakokrak

11.1 2 4 &  enakokrak (2) 22, | 5 5 5 enakostranien (5)

L=2]



Vnaprej si izberimo dolZino najdalj3e stranice z celega trikot
nika (xz,y.z) ! Z n(z) oznacimo Stevilo celih trikotnikov,
ki imajo najdaljsSo stranico z. Iz razpredelnice vidimo:

n(1) =1, n(2) = 2, n(3) = 4, n(4) = 6, n(5) =9

Naloga 2: Dokazi:

a) n(2k) = n(2(k-1)) + 2k
b) n{2k-1) = n(2k) - k

c) n(2k) = k(k+)

d) n(2k-1) = k2

To pomeni, da ima na primer 981090 celih trikotnikov najdaljso
stranico dolZine 1980. Naj #&(z) oznacuje Stevilo celih tri-
kotnikov, pri katerih nobena stranica ne presega z.

Naloga 3: DokaZi:

a) WN(2k) = N(2(k-1)) + 2k? + k
b) wm(2k-1) = N(2k) - k2 - k

c) WH(2k) = k(k+1)(8k+5)/6

d) WN(2k=-1) = k(k+1)(4k-1)/6

Naj e(z) oznacuje Stevilo celih enakokrakih trikotnikov z
najdaljso stranico =z in naj E(z) oznacuje Stevilo celih ena-
kokrakih trikotnikov, ki nimajo nobene stranice daljse od =z

Naloga 4: DokaZi:

a) e(2k) = 3k - 1

b) e(2k-1) = 3k - 2

c) E(2k) = B{(2(k-1)) + 6k - 3
d) E(2k-1) = E(2k) - 3k + 1
e) E(2k) = 3k2

f) E(2k=1) = 3%k2 -~ 3%k + 1

Seveda zdaj ni veg tezavno dobiti ustreznih obrazcev za Stevi-
lo raznostraniénih trikotnikov: n(z) - e(z) in W(=) - E(z).
Bralec jih zlahka izpelje sam. Mnogo tezja je tale naloga:



Naloga 5: Naj bo m(t) Stevilo celih trikotnikov z obsegom ¢
in M(¢) S&tevilo celih trikotnikov, katerih obseg ne preseie
Stevila ¢. Izpelji obrazce za racunanje m(¢) in M(&) !

Nekateri celi trikotniki so e posebej zanimivi. Imajo 3e kak$
no dodatno lastnost. Gotovo so najbolj znani med njimi Pitago-
rovi trikotniki; to so pravoketni eeli trikotniki . ObiCajno
pravimo trojicam (x.,y.z) Pitagorovih trikotnikov Pitagorej-
ske trojiece. Zanje je znacilna enacba:

2t + y? = 22 (1

Pitagorejske trojice so ravno vse pozitivne celodtevilske re-
gitve enacbe (1). Ce i3Cemo reSitve kake enacbe v celih Stevi-
1ih, recemo, da je taka enacba diofantska . Inano je, da pri
poljubnih celih m in »n Stevila

x = Z2mn ¥y =m ne s & =m?+ n? (2)

reSijo diofantsko enacbo (1). Ker nas zanimajo le pozitivne re
§itve, zahtevamo Se: m > n > 0 . S tem dobimo vse primitivne
Pitagorove trikotnike in 5e nekatere neprimitivne.

Naloga 6: (a) Dokazi, da vsak m in n, m > n > 0 , tako da je
en sod, drugi pa 1ih in nimata skupnega faktorja, dologa z ob-
razci (2) primitivni Pitagorov trikotnik.

(b} PoisS¢i med vsemi Pitagorovimi trikotniki, ki se
jih ne da izraziti z obrazci (2),tistega z najmanjSo hipotenu
zo.

(c) DokaZzi, da ima vsak Pitagorov trikotnik celodte-
vilsko ploséino.

Naslednja razpredelnica prikazuje nekaj najmanj3ih pitagorej-
skih primitivnih trojic.



Primitivni Pitagorovi trikotniki (x.y.z), 0 £z £y £ z £ 100

]
=

z Y z m n x Y 2
: 2 1 3 4 5 9. 6 5 11 60 61
P 3 2 5 12 13 10. 7 4 33 56 65
3. 4 1 8 15 17 13 8 1 16 63 65
4. 4 3 7 24 2% d 8 3 48. 55 73
B 5 2 20 2% 29 13. 7 6 13 84 85
6. 6 1 f2 35 37 14. 9 2 36 77 85
i 5 4 9 40 M 15. 8 5 39 80 8S
8. 7 2 28 45 53 16. 9 4 65 72 97

Tabela 2.

V tej razpredelnici opazimo precej zanimivih stvari. Strnimo
jih v nalogo.

Nagloga 7: (a) DokaZi, da je hipotenuza primitivnega Pitagoro-
vega trikotnika liho Stevilo.

(b) Dokazi, da je v primitivnem Pitagorovem trikotni
ku ena kateta soda, druga pa liha.

(c) DokaZzi, da je v vsakem Pitagorovem trikotniku
vsaj ena kateta deljiva s 3.

(d) DokaZi, da dobimo pitagorejske trojice (z,y,3),
pri katerih je hipotenuza =z za 1 vecja od katete y: z = y + 1,
z obrazei: w=2n+1s y = 2n(ntl), a = 2a(nl) + 1

Seveda pa lahko vprasamo Se marsikaj! Vse kaZe, da 5tevilo 6
ne more biti stranica kakega primitivnega Pitagorovega trikot-
nika. Katera Stevila ne morejo biti stranice (ali katete) nobe
nega Pitagorovega trikotnika? Vidimo, da sta 65 in 85 dolZini
hipotenuz dveh primitivnih Pitagorovih trikotnikov. Ali je lah
ko kako 3tevilo kateta dveh razlic¢nih primitivnih Pitagorovih
trikotnikov?

Kot smo Ze rekli, je diofantska enacba (1) karakteristiéna za
cele trikotnike z enim kotom 90°., Edvard Kramar je v Preseku
obravnaval cele trikotnike z notranjim kotom 60° (120°).



Naloga 8: (a) DokaZi, da je diofantska enalba

©f + gt ~.gg = b _ (3)

karakteristiéna za cele trikotnike, ki imajo kot nasproti stra
nici sz enak 60°,
(b) DokaZi, da je diofantska enacha

&2 ¥ y¥ v gy = 5o (4)

karakteristiéna za cele trikotnike, ki imajo kot nasproti stra
nici z enak 1200°.

Obstajajo pa §e drugacni celi trikotniki. Za konec omenimo 3e
Heronove trikotnike. Celi trikotnik (x.,y,z) Jje Heronov, ce
ima celoStevilsko plod€ino. Ce oznaiimo s P plodéino trikotni-
ka (x.y.z) , dobimo iz Heronovega obrazca diofantsko enacbo:

16P2 = (2 + y + z)(a +y -~ 2)(y + 3 -~ x)la + a2 - y) (5)
To je karakteristiéna enacba za Heronove trikotnike.

Naloga 9: DokaZi, da je obseg vsakega Heronovega trikotnika
sodo Stevilo.

Ma osnovi te naloge lahko obseg Heronovega trikotnika oznadimo
z 28 , kjer je s naravno Stevilo. V enacbo (5) lahko vpeljemo
nove spremenljivke:

T=p-—ms ¥Y=28=345 Z2=8-~3% (6)
in enacba (5) se precej poenostavi:
P? = XYZ(X + Y + Z) (7)

Vsaka celo3tevilska refitev enacbe (7) deoloa enolicno celoite
vilsko reSitev enacbe (5), saj je nasprotna transformacija k
(6) preprosta:

o= Y+ % 5 y=B+%, g=X+F¥ (8)



Naloga 10: Ce med Stevili =, y, 2, ¥, ¥ in 2 velja zveza
(8), tedaj je skupni delitelj Stevil =z, y, 3 skupni delitelj
§tevil x, ¥, Z 1in obratno.

Ta naloga zagotavlja, da vsaka reSitev enacbe (7), pri kateri
X, Y in Z nimajo delitelja d, d > 1 doloca primitiven Hero-
nov trikotnik in da na ta nacin dobimo vse primitivne Herono-
ve trikotnike.

Enacbe (7) na tem mestu ne bomo reSevali. Ogledali si bomo ra-
je nekaj lastnosti Heronovih trikotnikov.

Naloga 11: Dolzine visin Heronovega trikotnika so racionalna
Stevila.

Nalega 12: Naj bodo a, b in e racionalna Stevila in naj ve-
1ja: vYa + Vb = e . DokaZi, da sta tedaj tudi va in ¥» raci-
onalni Stevili.

Naloga 13: DokaZi, da v vsakem trikotniku leZi noZi3ce visine
na najdalj3o stranico z v notranjosti stranice =z.

Naloga 14: Naj bo & vidina

na = v Heronovem trikotniku
(z,y:2): ¢ £y £ 3 . Naj bo-
sta 27 in z; odseka, na ka-
tera razdeli noZisce visine

h stranico 2: 2 = 81 + 25 . i x;

Uporabi trditve nalog 11, o : S

12 in 13 in dokaZi, da sta =z; in =z, racionalni Stevili.

Ocitna posledica naloge 14 pa je, da sta pravokotna trikotnika
(21,h.x) in (z2,h,y), iz katerih je sestavlijen Heronov trikot-
nik (xz,y.z), racionalna - Stevila z;, 23, h, = in y so racio-
nalna. To pa pomeni, da sta podobna dvema Pitagorovima trikot-
nikoma. Obstaja torej tako naravno Stevilo ¢, da sta trikotni-
ka (2,0, hC,zC) in (2,C,hC,yC) Pitagorova. Ce zlepimo ta dva
trikotnika vzdolZ skupne katete #C, dobimo Heronov trikotnik
(xC,yC.aC), ki je podoben prvotnemu trikotniku (x,y.s).



Zdaj pa imamo metodo, s katero lahko dobimo vse Heronove tri-
kotnike. Recept je takle:

Izberi poljuben par Pitagorovih trikotnikov (x;.,y;.z;) in
(£25y2522) in na vsakem od njiju po eno kateto (npr. z; in =,).
Vsakega posebej povecaj tako, da se ujemata v kateti. Prvega
poveiamo x,-krat, drugega pa «,-krat. Dobimo trikotnika
(z1@p,¥12358122) In (Z1x2.x1¥2.2122), ki ju staknemo vzdolz
skupne katete z,x,. Dobimo Heronov trikotnik (zjz5.x 25,y 22+
+z14,)s ki ga lahko morebiti 3e okraj3amo. Na ta nacin dobimo
vse Heronove trikotnike.

TomaZ Pisanski
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