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198 Matematika

STEVILO 1 KOT VSOTA IN PRODUKT ULOMKOV

Stevilo %+ kjer sta a, b celi tevili in b # 0, imenujemo racionalno, tudi
ulomek. Ker je blahko 1 in je § = a, so med racionalnimi Stevili vsebovana
vsa cela Stevila. Izberemo dve, tri ali ve¢ racionalnih stevil. Ali jih lahko

izberemo tako, da bosta njihova vsota in produkt enaka 17

1. Zaénimo z dvema steviloma, zaznamujmo ju z, y. Ker naj bosta
njuna vsota in produkt 1, mora biti

i 1)
piy=1.

Ce bi sistem (1) resili, bi iz najdenih z, y videli, da le-ta nista racionalna.
Ravnali bomo drugace. 1z druge enacbe v (1) vidimo, da sta z, y oba
razliéna od 0 (saj je njun produkt 1). Ce torej obstaja racionalna resitev,
je x = ¢, kjer sta a, b od ni¢ razlicni celi stevili; iz druge enacbe (1) sledi
potem y = £. Ko oboje vstavimo v prvo enacbo iz (1), dobimo
b

a
ko
b+a

in po odpravi ulomkov
a® —ab+b*=0.

Iz te enacbe po mnozenju s 4 dobimo
(2a — b)® + 362 =0.

Kvadrat celega stevila je ni¢ ali pozitiven; vsota na levi je tako nié¢ le, ée
sta oba seStevanca ni¢, torej le za b = a = 0. To ne gre, saj mora biti
po privzetku b # 0. Sistem (1) v racionalnih stevilih ni re§ljiv. Drugace
povedano:

Ni dveh ulomkov, pri katerih bi vsota in produkt imela vrednost 1.

2. Ali obstajajo tri racionalna Stevila z vsoto in produktom 17 Da
dobimo odgovor, je treba ugotoviti, ali premore sistem
ct+y+z=1
(2)

r-y-z=1

racionalne resitve.
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Hitro vidimo, da ni celostevilnih resitev. Drugo enacbo v (2) je
mogoce v celih Stevilih izpolniti le tako, da so =, y, z vsi 1 ali pa sta
od &tevil z, ¥, z dve enaki —1, eno 1. Prvi¢ je vsota Stevil 3, drugi¢ —1
in prva enacba iz (2) ni izpolnjena. Celih Stevil z, y, 2, ki bi ustrezala
sistemu (2), ni.

Ali morda za sistem (2) obstajajo racionalne resitve, ki niso cela
Stevila? Dognali so, da ne (dokaz ni preprost). Povzemimo:

Ce tri ulomke seStejemo in zmnozimo, je od dobljenih vrednosti
kvecjemu ena enaka 1.

3. Pojdimo sedaj k sistemu

T+ zetrzst+as=1
3)
$1'I2'$3'l‘4:1.
Drugo enacbo lahko v celih stevilih izpolnimo le, ¢e so stevila z, =9, T3,
x4 vsa ali 1 ali —1 ali pa dve 1 in dve —1; njihova vsota je potem 4, —4,
0 in prva enacba (3) ne drzi. Sistem (3) torej celostevilnih resitev nima.
Nasli pa so racionalne resitve, ki niso cela stevila. Ce je n od 0, 1, —1
razli¢no racionalno stevilo, so

2 2 2
n 1 n*—1 l1—n
R — = ) — 3 0,1.“1
nz_lvz'z 1—'.’12,1‘3 = T4 i n;’_- 3
(4)

racionalna §tevila; da izponjujejo obe enagbi (3), se prepricamo z vsta-
vitvijo. Racionalnih 3tevil je neskonéno; zato je tudi neskonéno cetveric
oblike (4). Povzemimo:

Obstaja neskonéno Getveric ulomkov, katerih vsota in produkt
sta 1. : SUSs

Ir =

Ali so v obrazcih (4) zajete Ze vse racionalne resitve sistema (3)7? Na
to vprasanje pisec teh vrstic ne ve odgovora.

4. Zadnjo ugotovitev lahko razsirimo na pet in vec racionalnih stevil.
Poglejmo sistem

1+ a0+ Fap=1

(5)

kjer je k > 4. Pri k = 4 dajejo obrazci (4) neskonéno racionalnih resitev
sistema (5).

By~ oezamBy = L
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Za k = b so nasli resitve
1 1
Ty=n, Bp=—,m3=-n, Bu=-—, =1, n#l, (6

za k = 6 resitve

1 . -1 (+1)2
I = —— = —  Ia= (N
1 n2(ﬂ. + 1) ) 2 nz(‘n-’_ 1) 1 3 L) (?)
x4:—n2,:c5:—n,:cﬁ:—n, n+0,-1
in za k = 7 resitve
;1:1:(?1—1)2‘.’.[:2:71,—51$3:ﬂ—§,$4:1,$5:—ﬂ.2,
1 —1 Py (8)
&g = s Ty = B n sy 5
*Tam-1)@n-1)"T" T nn-1)n-1) 2

Da gre za resitve sistema (5), lahko neposredno preverimo. Stevila (6),
(7), (8) so pri racionalnem n, ki pride v postev, racionalna; ker je vsaki¢
za n neskonéno moznosti, ima sistem (5) tudi pri & = 5,6, 7 neskonéno
racionalnih resitev. (Ne vemo pa, ali smo s tem dobili Ze vse racionalne
resitve.)

Kako pa je pri k > 7?7 Stevila 4, 5, 6, 7 pusc¢ajo pri delitvi s 4 po
vrsti ostanke 0, 1, 2, 3. Zato je mogoce naravno Stevilo k, ki je vecje od
7, z naravnim Stevilom ¢ zapisati v obliki

k=4-+4t, ¢epusca k pri delitvi s 4 ostanek 0,
k=5+4t, ¢e pusca k pri delitvi s 4 ostanek 1,
k=6-+4t, ¢ce pusca k pri delitvi s 4 ostanek 2,
k=T7+4t, e pusca k pri delitvi s 4 ostanek 3.
Obrazci (4), (6), (7), (8) povedo, kako se dobi 1 kot vsota in produkt
stirih, petih, Sestih in sedmih racionalnih Stevil; tem Stevilom dodamo

2f-krat Stevilo 1 in 2f-krat Stevilo —1 in Ze je tu & racionalnih Stevil, ki
seSteta in zmnozena dajejo 1. Zato velja:

Ce je k > 4, lahko na neskonéno naginov izberemo k ulomkov,
katerih vsota in produkt sta enaka 1.
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Zgled.
Ker je 17 =5+ 3 - 4, dajejo po (6) pri racionalnem n # 0

1 1
B =%, By =y 173=—ﬂ'3«'4=;'335:1,
$5=...=$11=1, 1‘12=...=;B17=—1

neskonéno racionalnih resitev sistema (5) za k = 17.

Naloge.
1. Pri naravnem Stevilu a je sistem
r+y=a
r-y=a
v naravnih stevilih z, y resljiv le, ko je a = 4. Dokazi.

2. Naj bo racionalno stevilo ¢ razliéno od 1 in —1. Sistem

16
S A s T )
16
r-Yy-z=

(1 —¢2)(3+¢2)
ima racionalno resitev

2 2 __ 4
ISl W

Preveri.
3. Za racionalno stevilo ¢, razliéno od 0 in 1, ima sistem

1
(1-e)(1—c+c?)

1
(1—c)(1—c+c?)

zt+ytz=
c

:c.y-z:c
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