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Wilkinson (1961) je izdelal podrobno analizo za-

okroZitvenih napak pri reSevanju sistemov linearnih enaé&b
' po Gaussovi metodi za aritmetiko s premiéno vejico.

V tem delu sem obravnaval kot poseben primer pasovne
sisteme linearnih ena&b in dobil za Gaussovo metodo z del-
nim pivotiranjem izboljSane ocene za zaokroZitvene napake.
Posebej sem obravnaval pivotno rast in dobil novo oceno za
maksimalni pivot.

Ob tej priloZnosti &utim prijetno dolZnost zahvaliti
se svojemu u€itelju, profesorju dr. I. Vidavu za vso mate-
matiéno vzgojo, docentu dr. A. Suhadolcu, ki je vedno z za-
nimanjem spremljal moje delo in dr. J. H. Wilkinsonu, ki me
je s svojimi deli navduS$il za numeriéno linearno algebro in
posebej za analizo zaokroZitvenih napak. Prvoimenovana sta
tudi skrbno prebrala rokopis in mi dala vrsto dragocenih
nasvetov. Veliko zahvalo sem dolZan tudi Studentki A. Pavli-
Cevi za trud pri ;ipkanju tega dela.
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L, N Q. D

1. Osnovne predpostavke in pomoZne ocene

Pri analizi zaokroZitvenih napak je potrebno uposSte-
vati na¢in izvajanja aritmeti&nih operacij in navadno nare-
diti Se nekaj dodatnih predpostavk, ki omogo&ajo poenosta-
vitev sicer kompliciranih ocen.

Vzemimo, da imamo opravka z racunalnikom, ki raduna s
Stevili v b-narnem sistemu. Ta %tevila naj bodo zapisana v
obliki s premicno vejico (floating point) s t b-narnimi cifra-
mi. Obseg dopustnih Stevil naj bo tako velik, da pri obravna-
vanih racdunih nikdar ne pride do prekoraditve tega obsega.

MnoZica Stevil P, ki se dajo eksaktno upodobiti v ra-

é¢unalniku, je definirana takole:
P ={ fl(x), £fl(x) = * m-b% }

kjer imenujemo m mantiso in e eksponent Stevila fl(x) pri
Stevilski osnovi b. Pri tem naj veljajo naslednje omejitve:

=]

(1) b m< 1

A

Mantisa je vedno tako normalizirana, da je manjSa od
1 in ni manj$a od b-l.
sk " (
(d1) Ml < e M2

Eksponent je celo Stevilo, ki je po absolutni vred-

A

nosti sicer omejeno, a ta omejitev za analizo zaokroZitve-
nih napak ni bistvena.
(iii) m = O'dle"'dt =
_ =1 -2
= dlb + d2b
Za upodobitev mantise je na razpolago t b-narnih mest.

-t
+ wane ® dtb

Cifre di so cela 3tevila med 0 in b-1, le d1 je najmanj 1.
Izjema je Stevilo 0, ki ima mantiso 0. Za znak Stevila vze-
mimo, da je poskrbljeno posebej.

MnoZica P je torej kon&na mnoZica racionalnih Stevil,
ki leZijo na dovolj velikem intervalu, in ki so med dvema za-

porednima potencama osnove b razporejena ekvidistantno. Vsako



Stevilo iz mnoZice P ima natanko t b-narnih cifer, od katerih
~prva ni nig&, poloﬁaj vejice pa dolola eksponent e. Zato pra-

vimo, da so to Stevila s premi&no vejico. Stevila s premié&no

vejico se pri avtométiénem radunanju preteZno uporabljajo pri
simboliénih jezikih (ALGOL, FORTRAN in pd.).

Vsa druga Stevila, ki ne spadajo v mnoZico P, je tre-
ba aproksimirati s Stevili iz mnoZice P. Vzemimo, da pri tem
upostevamo pravilo pravega zaokroZanja, to je, da k vsakemu
realnemu Stevilu x poisS&emo kot aproksimacijo v mnoZici P k
x najbliZje 3tevilo. Ce oznadimo to Stevilo s f£1(x), potem
velja (Bohte (1970))

£l (x) = x(1+4¢), |s| & b

e le leZi |x| na intervalu med absolutno najmanj3im (razen 0)
in absolutno najve&jim Stevilom iz mnoZice P. Torej se dajo
Stevila v tej obliki aproksimirati z majhno relativno napako.

Stevilo
big %’.b"t, (1.1)

bomo imenovali osnovna zaokroZitvena napaka.

Nadalje privzemimo, da je aritmetidéna enota racunal-
nika tako zgrajena, da omogola izvajanje osnovnih Stirih a-
ritmeti&nih operacij s 8tevili iz mnoZice P tako, da je re=
zultat spet Stevilo iz te mnoZice. Ker eksaktni rezultat
take operacije v splosSnem ni Stevilo iz mnoZice P, pride
pri tem do zaokroZitvene napake. Vzemimo, da dobimo vedno
tak rezultat, kot bi ga dobili, &e bi eksaktni rezultat za-
okrozili na t mest.

Naj bosta x in y dve $tevili iz mnoZice P in naj *
pomeni enega od Stirih aritmeti&nih operatorjev +, -, -, /.
Izradunani rezultat imenujmo fl(x*y). Predpostavljamo torej,

da pri vseh dopustnih aritmeti&nih operacijah velja zveza

£1(x*y) = (x*y) (1+e), le| < a (1.2)

To prav gotovo velja za vse rafunalnike, ki imajo akumula-
tor z dvojno dolZino (Wilkinson (1963)).

Analiza zaokroZitvenih napak vodi &esto do bolj ali
manj kompliciranih izrazov, ki vsebujejo osnovno zaokro-



Zitveno napako a. Za boljsSo preglednost ocen se izplada te
izraze poenostaviti, Ceprav gre poenostavitev delno na radun
rahlega poslabSanja ocene.

Za strogo uposStevanje &lenov drugega velikostnega re-
da bomo privzeli dve predpostavki, ki naj bosta v nadaljnjem
vedno izpolnjeni:

3

(i) ag 9:10° (1.3)

Za osnovno zaokroZitveno napako a bomo vedno predpo-

stavili, da ni ve&ja od 9-10"3

. To je zelo majhna omejitev,
saj je navadno pri avtomatiénem racunanju a reda\‘lo-8 ali
vsaj 10_5. Ta predpostavka je izpolnjena celo v primeru

b =10, t = 3, ko je a po (1.1) enak 5-10_3, to je takrat,
ko radunamo s trimestnimi dekadiénimi Stevili s premicéno ve-

jico in pravim zaokroZanijem.
(ii) na < 0°1 ' (1.4)

Kjerkoli bo celo Stevilo n pomenilo dimenzijo radun-
skega postopka, to je Stevilo zaporednih operacij istega ti-
pa, bomo predpostavili veljavnost omejitve (1.4). To tudi ni
huda omejitev, kot se pokaZe v tistih primerih, kjer bomo to
oceno izkoristili. Na primer, pri najvecjem dopustnem a =

-3
= 9-10
i od 12. Pri a reda 10~

104, kar zadosSCa za vse prakticne potrebe.

; bodo naSe ocene veljavne pri vsakem n, ki je manj-

2 pa je najvedji dopustni n Ze reda

Pri nadaljnjih analizah bomo uporabljali Se naslednje
pomoZne ocene, ki sledijo iz binomskega izreka in ocen (1.3)
in (1.4) (Bohte (1970)): '

(1ii) (1-a"t<1+ 1012 (1.5)
(iv) (1 +a)® <1+ 1°06na (1.6)
(v) (1 -a™ <1+ 1'12na (1.7)
(vi) (1 +a)(l -a) ™ <1+ 1°12(n+l)a (1.8)

Kot zgled za uporabo enacbe (1.2) in omenjenih ocen
si oglejmo analizo zaokroZitvenih napak pri izracunu ska-
larnega produkta dveh vektorjev. Podobne izraze bomo pozne-

je velkrat sredali.



Naj bosta x in y dana vektorja:

m T
X 5. (Xl,.-.,xn), y = (yllfocifyn)
in naj bo
T n
s, = fl{x'y) = £1( L x,v,)
i=1

Radunanje skalarnega produkta S, poteka takole:

By ™ fl(xiyi) s p it BT | (1+9)
Sy =By
si+1 = fl(Si + Pi+1) ' i=l,...,n~1 (1.10)

Ce upostevamo zaokroZitvene napake, moremo na osnovi
zveze (1.2) enacbi (1.9) in (1.10) zapisati takole:

< a

Py = (xiyi)(l + ei) 4 Eei[

A
o]

ey ™ Byt Byl ot agd v ugl

Ce te enalbe poveZemo skupaj, dobimo rezultat

s (1 + cl) + ee. + xnyn(l + cn)

n - *1¥;1
kjer je
1+ g, = Q + gl)(l + nl) wwe L1 ¥ ”n-l)

LA By = (1 + ek+l)(1 + nk) sia {1 nn-l)
K81 ;2 iewq gl

Za Stevila 1 + Ty veljajo o¢itno ocene

(1 -an 1+, ¢ (1% a)?

(1 - a)n—k+l <

Ce upo¥tevamo poenostavitev (1.6), dobimo za $tevila [ck|

naslednje ocene:
lz,| ¢ 1706 na (1.11)

1°06 (n-k+l)a , k=1,...,n-1 {1.12)

A

Ick+1l
Rezultat analize zaokroZitvenih napak moremo v tem

primeru izraziti takole:




Izradunani skalarni produkt dveh vektorjev je enak
eksaktnemu skalarnemu produktu vektorja x z nekoliko spre-
menjenim vektorjem y:

fl(xTy) - xTz
kjer je

z, = yitl - ;i), p | P |

in veljajo za relativne spremembe v komponentah ocene (1.1l1)
in (1:12)s

Relativne napake v izradunanem skalarnem produktu
brez dodatnih predpostavk ni mogole oceniti, saj je ta lahko

poljubno velika.

2. Gaussova metoda za reSevanje sistemov linearnih enacb

Na kratko si oglejmo Gaussovo metodo za reSevanje
sistemov linearnih ena&b in sicer osnovno varianto in va-
rianto z delnim pivotiranjem. Ceprav je metoda dobro znana,
je le potrebno vsaj glede oznadb nekaj pojasnil.

Dani sistem linearnih ena&b zapiSemo v obliki

AXx = b o K2ieX)

kjer je A dana nesingularna kvadratna matrika reda n, b dani
vektor desnih strani, x pa iskani vektor.
Pri Gaussovi eliminacijski metodi tvorimo postopoma

ekvivalentne sisteme

A(r)x = b(r), 22Y, 2 50666 M (2.2)

kjer je AYY = A in bV = b, tako, da je kon&na matrika a ‘™

zgornja trikotna matrika.

Matrika A(r) je Ze zgornja trikotna matrika v prvih
r vrsticah in v prvih r-1 stolpcih. V desnem spodnjem vo-
galu imamo Se kvadratno matriko reda n-r+l. Na r-tem kora-
ku eliminacije Zelimo eliminirati neznanko X iz zadnjih
n-r enadb, to je, doseli v r-tem stolpcu pod diagonalo same
ni¢le. Matriko A(r+l) dobimo torej iz matrike A(r) tako, da




mnoZimo r-to vrstico s primerno izbranim faktorjem m . in
jo odstejemo od i-te vrstice za i=r+l,...,n.

O&itno je treba vzeti

o ™ aii)/aéi) ’ i=r+l,...,n (2.3)

r r

aj(.i—l-l) - ik irark ¢ 1,k=r+l1,...,n (2.4)
Pri tej eliminaciji se desne strani enalb transformirajo na
podoben nacin:

bj{-r+1) _ bir}

_ (r} -
mirbr 7 1—r+1,...;n {2-5)

Re8itev sistema x dobimo nato zelo enostavno iz zgor-
njega trikotnega sistema

Ux =y (2.6)
kjer je U = A(n) iny = b(n), po formulah
n
x, = (y, - ¥ Wik d/a, ., ; i=n,n-1,;eue3l £27)
i i kmidl ik"k ii .

(n)

Elemente zgornje trikotne matrike A smo oznadili z

= am _ (1)

Uik ik T %ix

k

v

i (2.8)

Ce definiramo spodnjo trikotno matriko L takole:

ii=l r i'_—l'n-.'n (2.9)
Pie " Myge + 1 > K
potem se izkaZe, da velja (gl. npr. Bohte (1970))
A=Ls0 , b =Ly ) (2.10)

(r)

e so le vsi B razliéni od ni&. Matriko A smo torej raz-

cepili na produkt spodnje in zgornje trikotne matrike.

= (xr)
Stevilo a .

imenujemo pivot na r-tem koraku elimina-
cije. Opisani racéunski postopek odpove, brZ ko je kak pivot
enak ni¢. Pri nesingularni matriki A se da deljenju z nié¢

izogniti s pivotiranjem, to je s posebnim nadinom izbire pi-
vota na vsakem koraku eliminacije. IzkaZe se tudi, da je pi-
votiranje potrebno zaradi zaokroZitvenih napak, ki so sicer

lahko poljubno velike.
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Na kratko si oglejmo le delno pivotiranje. Pri tem
naCinu izbire pivotov si na vsakem koraku eliminacije izbe-
remo za pivot absolutno najve&ji element v prvem stolpcu pre-
ostale kvadratne matrike. Pri tem moramo po potrebi zamenjati
dve enaCbi v sistemu, to je zamenjati dve vrstici v preostali
matriki in ustrezna elementa v vektorju desnih strani.

Naj velja na r-tem koraku eliminacije

s
r

Ia(r)

o |= max |a

r<i<n
Tedaj zamenjamo v sistemu (2.2) r-to in s-to enadbo ter iz-
vedemo eliminacijo. Pri nesingularni matriki A so tako izbra-
ni pivoti vedno razliéni od nié.

Pri delnem pivotiranju seveda ne veljata enac¢bi (2.10),

pa¢ pa velja (gl. npr. Bohte (1970))
PA =L-U, Ly =Pb
kjer je P primerna permutacijska matrika, ki je

P=1I 86

n-1,(n-1)""""

¢e na r-tem koraku zamenjamo vrstici z indeksoma r in r’/

1,1’

(r’ > r). Matrike Ii so elementarne permutacijske matrike.

3
Pri tem so vsi elementi spodnje trikotne matrike L absolutno
omejeni z 1. ReSitev x dobimo kot prej iz zgornjega trikot-

nega sistema (2.6).

3. Analiza zaokroZitvenih napak pri Gaussovi metodi =z

delnim pivotiranjem

Oglejmo si nekoliko podrobneje analizo zaokroZitvenih
napak pri Gaussovi metodi z delnim pivotiranjem v sploSnem
primeru, da bomo laZe navezali ustrezno analizo za primer
pasovnih matrik.

Wilkinson (1963) je dokazal, da je izra&unana reSitev
x sistema linearnih enadb (2.1) pri tej metodi enaka eksakt-

ni reSitvi nekega perturbiranega sistema

(A + 8A)x = Db



_11_

in podal oceno za normo perturbacijske matrike 68A.
Analizirajmo najprej razcep matrike A na produkt dveh
trikotnih matrik.
 Teoretiéni formuli (2.3) in (2.4) se z upocStevanjem

zaokroZitvenih napak prevedeta v formuli:

_ () o (B . (r) ,_ (r) : y

Byg = fl(air /arr ) = (air /arr )1+ e1) (3.1)
i=r+l,;...,n

age ) = Rl - malh)
_ (£) _ (r)
= (aik m; a (1 + 52))(1 + 33) (3:2)
i,k=r+l,...,n

kjer velja

ieil <a, i=1,2,3 (3.3)

Ce upo&tevamo definicijo matrik L in U, moremo enaé&bo

(3.1) zapisati v obliki

= = {r) (r) (r)
0 = Ay T Mirlrr t Eip
o o EY o (r)
= dr Pvirurr t ey (3.4)
kjer je
(r) _ (r)
Eir = g2, (3.5)

Enacbo (3.2) pa zapisSimo takole:

(r+l1) . z(x) _ (r) (x) ..
aik = 4k Mirlrx T Eix T
N ) (r)
T e (3.6)
kjer je e
(r) _ %3 _(r+1) _
€ix T T+e, ik 2y rBrk€a (3.7)

Oglejmo si sedaj, kako se spreminja element aii), ko

r te€e od 1 do n-1. Loditi moramo dva primera.

(1) k>4 (zgornji trikotnik)

Element v zgornjem trikotniku se spreminja po formuli
(3.6), dokler r ne dose¥e vrednosti i-1, nakar ostane pri vseh
nadaljnjih korakih nespremenjen. Torej velja enaCba (3.6) za
r=1,2,...,i-1. Ce vse te enalbe seitejemo in upoStevamo, da
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: _ A (1) . (1) :
je A = A in aj " = U dobimo
i1
Bak " Pax * rglzirurk T €k
ali B
i
a; t ey = rglzirurk (3.8)
kjer je T
2@
€.. = X g. (3.9)
ik e ik
(i1) k < i (spodnji trikotnik)

Element v spodnjem tfikotniku se tudi spreminja po
formuli (3.6) zar =1,2,...,k-1, nakar ga uporabimo v for-
muli (3.4), potem pa ga zamenjamo s Stevilom 0. Pri nadalj-
njih korakih se ne spreminja vecl.

Torej smemo podobno kot prej seSteti enacbe (3.6) za
r=1,...,k-1 in Ze enadbo (3.4) za r = k. Tako dobimo

k
a5 T €5 = rfﬁgirurk (3.c10)
kjer je
5. o % e (1) (3.11)
i Loy dk )

Enaébi (3.8) in (3.10) moremo zapisati v matriéni obli-
ki
A+ E =1L-U (3.12)

kjer so elementi matrike E definirani s formulama (3.9) in
(3.11).
Izradunani trikotni matriki L in U sta torej taki, da
predstavljata eksaktni razcep neke perturbirane matrike A + E.
Ce ho&emo dobiti ocene za elemente matrike E, moramo

narediti nekaj predpostavk, kajti potrebujemo ocene za Ste-
(r)

ik *©

Najprej je o&itno, da je m, . lahko poljubno veliko Ste-

vila m,_ in a
ir

vilo, Ce izvajamo elg¢iminacijo brez pivotiranja, saj je pivot
na kakem koraku lahko enak ni&. Tedaj je tudi matrika E lahko
poljubno velika.

Zato vzemimo, da izvajamo eliminacijo z delnim pivoti-

ranjem in zaradi enostavnejsega zapisa vzemimo, da ima prvot-
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na matrika A Ze tako permutirane vrstice, da velja pri na-

ravnem vrstnem redu eliminacij ocena

Im

A

; (3.13)
(x)

ir|

Glede velikosti elementov a pa zaenkrat predpoéta-

ik
vimo le to, da so omejeni in naj velja
g = max laii)l (3.14)
i 10 s o

0 ocenah za Stevilo g bomo govorili v zadnjem poglaviju.
Pri teh dveh predpostavkah moremo dobiti za elemente
perturbacijske matrike dokaj ugodne ocene.

Najprej ocenimo Stevila eii). Iz (3.3) in (3.7) sledi

(r)l a I (r+1)

Ce upoStevamo $e predpostavki (3.13) in (3.14), dobimo od tod
(r)l £ (a/{1 - a) + a)q , B (3.:15)

Iz (3.5) pa sledi

e (r)l < ag

Oceno (3.15) lahko poenostavimo, &e upoStevamo oceni
(1.3) in (1.5). Tedaj je

(r)l < 2°01 ag (3.16)

ki o&itno velja tudi v primeru k = r.
Kon&no dobimo za elemente matrike E iz (3.9) in (3.11)
oceni:

i

A

2°01(i-1)ga , k

v

A

2°01 kga , k< i

Brez posebnih teZav dobimo od tod naslednje ocene za norme
matrike E:

Bl ¢ 2° = .

Il ll; ¢ 2701 ga 3 n(n-1)
2|l ¢ 2701 ga 3 (n-1) (n+2)
e llg s 2701 ga( n®(n2-1))1/2

Tu pomenijo
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n
! =
Fally = max T lag,|
n
2]l =mnax T la,
i k=1| lkl
n n
lall2= £ I la;l?
B i=1 k=1 ix|

Naslednji del raduna je transformacija desnih strani

ali reSitev spodnjega trikotnega sistema
Ly = b

Formule za re3itev tega sistema so:

i-1
¥ = bi - kElmikyk i 81 yowagh (3:X7)
Stevila bir) v formglah (2.5) so namreé¢ ravno delne vsote v
enadbi (3.17) in bil) =v,.
V resnici seveda izradunamo Stevilo
i-1
¥y - fl(bi - kzl mikyk) (3.18)

Podobno kot pri skalarnem produktu, ki smo ga obravnavali v
1. razdelku, dobimo z upoStevanjem zaokroZitvenih napak zvezo:

i-1
y; = by (1 + £y) - kzl mikyk(l + L) (3.19)
kjer je
1+ ¢z, = (1 + nl)(l - nz) T - A ni_l)

1

in veljajo ocene

lel 22, Ing| < a (3.20)

Faktorji (1 + ek) nastanejo pri mnoZenju, faktorji (1 +nj)
pa pri seStevanju.
Enadbo (3,19) zapidimo rajsi v obliki
i-=1
y; (L + &) + k§1 mi v (1 + &) =

o
Il

1
kzlzikyk(l g €k)
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kjer velja

L+g, = (L+g) "t =
_ ; -\
= (1 +n) L1« ny) L.+ ni—l)- (3.21)
1+£k=(1+ck)(l+ci)_l= |
1 -1

= (L4 8 )L+ My) T wen (3 0# Meoy)

Izradunani vektor y je torej eksaktna reditev sistema
(L + éL)y = b (3.22)

kjer je perturbacijska matrika 6 L tudi spodnja trikotna mat-
rika in velja

58 i3k (3.23)

ik = Fixbx v
Za Stevila Ek dobimo iz (3.21) in (3.20) ocene:

<{3=1) -(i-1)

(1 + a) (1 - a)

A

I = Ei

A

- (k-1)

(1 - a) (1 + a) 2 1# &y ={k=1}

A

(1 + a) (1 - a)

ki jih moremo poenostaviti s pomo&jo ocen (1.7) in (1.8) v
ocene '
< 1°12(i-1)a

vy A
PO
Fal

A

1°12 ka

1, dobimo iz (3.23) ocene:

1712 (i-1)a

A

|6£ikf < 1°12 ka , i>k

Od tod dobimo hitro ocene za norme matrike dL:

I6L]l £ 1712 a 7(n-1) (n+3)
[éL]l, < 1712 a %(n—l)(n+2)
HGL!% < 1°12 a(%ixl(n—l)(nz + 5n - 2))1/2 (3.24)

Zadnji del reSevanja prvotnega sistema je reéevanje

zgornjega trikotnega sistema
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Ux =y

Formule (2.7) nam pri uposStevanju zaokroZitvenih na-

e,

pak dajo za komponente resitve naslednje vrednosti:

n
. x, = £1((y, = L  u,..%.J)/u..)
i i k=i+1n ik"k ii
= lygrgg) = B updgi(lbg)) (hey) fugy  (3.25)
p =i+]
kjer je
1 + By = (1 + ni+l)(l +,ni+2) sew X & nn)

1+, = (1 + ek)(l + nk) ees (1 + nn)

Faktorji (1 + nj) nastanejo pri seStevanju, faktorji (1 + gj)
pa pri mnoZenju ali deljenju. Pri tem veljajo ocene

- § :
gl gas Ingl ga
Ena¢bo (3.25) moremo zapisati v obliki
n
y; = kgi uikxk(l + Ey)
kjer je
-1 -1
1+¢, = (l+ei) (1+Ci) =
= =3 -1 -1
= (1+ey) " (I+ny,,) -- (14n))
1L+ g = (14gy) (g ) T =
_ o | i |
= (1+sk)(l+ni+l) i (1+nk_1)

Izradunana red$itev x je torej eksaktna reSitev sistema
(U + 8U)x = ¥y (3.26)

kjer jé perturbacijska matrika 8U tudi zgornja trikotna matri-
ka in velja

Sup ™ Wyl r k21
Stevila Uiger ki so enaka aii), moremo oceniti s Ste-
vilom g (3.14):
Iuikl £9
Za Stevila Ek pa veljajo ocene
(l+a)~(n-i+1} <1+ Ei < (l_a)—(n—i+1)
(r=a) (1eay™ it < (1+a) (1-a) " (k~i=1)

1 £k

[N
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Te ocene moremo poenostaviti z uporabo pomoZnih ocen
(1.7) in (1.8) takole:

lgi[ 1°12 a(n-i+1)

£, |

A

A

1°12 a(k-1i)

0d tod direktno sledijo ocene za elemente matrike &8U:

A

Iéuii[ 1°12(n-i+l)ga

A

[Suik! 1°12(k-i)ga , k > i

Brez teZav dobimo od tod ocene za norme matrike &U:

loull, 1712 ga5(n® - n + 2)
Il 6u ||, g 1712 ga 3n (n+1)
| 6u |lp g 1712 ga(-i-:lz-mn+1)2(n+2))1/2 (3.27)

Sedaj moremo zdruZiti analize posameznih korakov v
konéni rezultat. '

Iz (3.12), (3.22) in (3.26) sledi, da je izracunana
reSitev x eksaktna resSitev sistema

(L + 8L) (U + §U)x = Db
ali sistema

(A + §A)x = Db
kjer je perturbacijska matrika dA enaka

A =E + 8L-U + L-SU + S6L-8U
Za katerokoli normo velja potem ocena

leall < llell +l[sni] [[u]l +[lu]l llsul] + fisLl] [|su ||

Ocene za HE||p, HGIJIP in HéUle pri p = 1,»,E %e poznamo.

Norme matrik L in U pa ni tezko oceniti s predpostavkama
(3.13) in (3:14)z
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L], ¢n
Iz ]|, g n

Ll < (Enmen)) /2

il
o i,

o ll, - gt %n(nﬂ))u2

A

gn

A

gn

Z2 elementarnim radunom, primerno poenostavitvijo in upocite-
vanjem predpostavke (l1.4) dobimo od tod naslednje ocene:

| 6a]l, < 0°86(n® + 2n%)ga

A

| éall < 1716 (0> + 2n%)ga
| 6all

Vse tri ocene imajo skupno obliko

na

0'46(n3 + 5n2)ga

A

lleall, < £ (n)ga , p = 1,=,E . {329

Ejer je fp(n) polinom tretje stopnje v n z vodilnim koefici~-
entom reda 1. Ta koeficient je najmanj3i pri p ='E. Z bolj
natanénim ocenjevanjem elementov |6a,, | bi lahko ta koefici-
ent rahlo izboljSali. Pri p = E pride ta koeficient spet naj-
manjSi in sicer 0°36, kar pa ne da bistveno boljSe ocene.

Z oceno (3.28) primerljive ocene dobimo v Wilkinson
(1963) , Isaacson and Keller (1966) in Forsythe and Moler (1967).

Omeniti velja, da se da koeficient fp{n) v oceni (3.29)
v splo3nem bistveno izboljsSati le, &e radunamo skalarne pro-
dukte v vseh formulah, kjer nastopajo, z akumulacijo v dvojni
dolZini. Wilkinson (1965) je pokazal, da je tedaj fp(n) pri-
bliZno enak n. Na Zalost pa je tako radunanje lahko izvedlji-
vo le pri majhnem Stevilu radunalnikov.

Oceno (3.29) moremo uporabiti za apriorno oceno napake
v reditvi po formuli (Wilkinson (1965))
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| 8x] 12~ |eall
It = 1 - fa”Y Jeall

kjer je na levi relativna sprememba v reS$itvi sistema, &e
matriko spremenimo za SA. Ta ocena velja, e je

a7 peal < 1

Uporabna je seveda le, &e znamo oceniti HA_IH , kar pa na-
vadno ne gre brez dodatnega ra&unanja.

SploSno oceno (3.29) moremo v nekaterih posebnih pri-
merih matrik izboljSati. '
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IT. PASOVNE MATRIKE

V praksi pogosto nastopajo matrike, ki imajo od nic
razlicne elemente zbrane vzdolZ glavne diagonale in ob njej,
vsi drugi elementi pa so enaki ni&. S takimi matrikami ima-
mo najvedkrat opraviti pri numerilnem reSevanju diferencial-
nih enacb.

V tem poglavju bomo izdelali podrobno analizo zaokro-
Zitvenih napak pri reSevanju pasovnega sistema linearnih enacb
po Gaussovi metodi z delnim pivotiranjem. IzkaZe se, da se da

sploSna ocena (3.29) v tem posebnem primeru bistveno izboljSati.

. Pasovni sistem linearnih enadb

Matriko A imenujemo pasovno matriko s Sirino pasu 2p+l,

e velja

aj . =0, |i=k| >p (4.1)
in e je

n > 2p+l (4.2)

Tako matriko imenujemo v&asih tudi (2p+1l)-diagonalna
matrika. Za elemente a;, pri |i-k| < p bomo predpostavljali,
da so v splonem od ni& razli¥ni. e je pri dani pasovni ma-
triki kak tak element enak ni¢, tega v naS$i analizi ne bomo
uposStevali.

Omejitev (4.2) ni bistvena, saj v pqusi obravnavamo
matriko A kot pasovno le, &e je n >> 2p+l. Ce upoStevamo po-
sebno strukturo pasovnih matrik, se najve&ji red, ki ga do-
pusca spomin radunalnika pri polni matriki, znatno poveda.

Naj bo sedaj A nesingularna pasovna matrika, ki ustreza
pogojema (4.1) in (4.2).

Pri reSevanju pasovnega sistema enacb
Ax = b (4.3)

z Gaussovo metodo bi kot v splo$nem primeru brez kakrSnegakoli
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pivotiranja lahko dobili reSitev s poljubno veliko napako.
Delno pivotiranje se izkaZe za zelo primerno. Ne samo, da
moremo pri takem reSevanju pasovnega sistema enacb skoraj v
vse]j splo3Snosti upoStevati pasovno strukturo matrike in s tem
vardevati s spominom v racunalniku, ampak moremo s podrobno
analizo napak tudi pokazati, da je ta strategija s staliSc&a .
natanénosti racunanja popolnoma zadovoljiva.

Pri delnem pivotiranju zamenjujemo med eliminacijami
vrstice matrike s ciljem, da dobimo pri tekoc¢i matriki na
ustreznem mestu na diagonali absolutno najvecji element od
vseh, ki so pod njim. Zaradi tega pridejo na r-tem koraku
eliminacije za zamenjavo z r-to vrstico v postev le vrstice
r+l, r+2, ... , r+p, saj so v vseh naslednjih vrsticah v r-
tem stolpcu same nicle.

Vzemimo, da smo na r-tem koraku eliminacije zamenjali
r-to vrstico z r’-to. Tej zamenjavi ustreza elementarna per-
mutacijska matrika Ir

r’*
I
Ce oznalimo s P permutacijsko matriko

P=1I ees I (4.4)

n_].'(n_l)’ l,lr
potem ima matrika PA, kot smo omenili v prejs$njem poglaviu,
lastnost, da nam da pri Gaussovi eliminaciji brez pivotiranja

razcep

pri Cemer so vsi elementi spodnje trikotne matrike L absolutno
omejeni z 1.
V (4.4) velja pogoj

7

r min (r+p,n) (4.5)

A

r

A

Matrika PA, ki ima iste vrstice kot matrika A, le da
so primerno permutirane med seboj, v sploSnem ni ve& (2p+l)-
diagonalna, pa¢ pa ima v svoji strukturi vseeno posebnosti,
ki izvirajo iz pasovne strukture matrike A in ki se dajo iz-
koristiti pri podrobni analizi napak.

Dokazali bomo, da je izradunana reSitev x sistema (4.3)

eksaktna reditev sistema

(PA + §A)x = Pb (4.6)



in podali ocene za tri norme matrike éA.
Iz (4.6) in dejstva, da je P ortogonalna matrika, sle-

di, da je x tudi eksaktna reSitev sistema
(A + PT6A)x = b

pri Cemer o&itno velja

I
o
8
s

Ie%eall , = lleall, + @

saj je P permutacijska matrika.

5. Struktura matrike PA

Najprej si podrobno oglejmo strukturo matrike PA, kaj-
ti analiza napak je enostavnejsa, &e si mislimo, da je prvot-
na matrika tako permutirana, da v toku eliminacij ni potrebno
narediti nobene zamenjave vrstic.

Naj bo sedaj A poljubna (2p+1)-diagonalna matrika, P
pa poljubna permutacijska matrika oblike (4.4), pri Cemer ve-
ljajo pogoji (4.5). Vseh moZnih takih matrik je p! (p+1)"7P,

Ce je P = I, ali, kar je isto, &ée jer’' =r, r=1,.,n-1,"
potem je PA = A, torej je PA (2p+l)-diagonalna matrika. Primer
matrike, ki ima to lastnost, je diagonalno dominantna pasovna
matrika. Ta primer bomo obravnavali posebej.‘

Pri katerikoli drugi dopustni permutaciji P pride vsaj
en element, ki leZi znotraj (2p+l)-diagonalnega pasu, izven
njega in zato matrika PA ni ved (2p+1)—diagonalna. Zanima nas
predvsem, kako leZijo nidle v matriki PA, €e smatramo vse ele-
mente znotraj pasu za razline od nié..

Matrika P (4.4), ki je produkt elementarnih permitacij-

skih matrik I . Je permutacijska matrika. Ima natanko n

r,x"
enojk, vsi drugi elementi pa so enaki ni&. Te enojke leZijo ta-
ko, da je v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu natanko ena e-
nojka. Polozaj enojk fiksirajmo z zapisom. Naj bo v i-ti vrsti-
ci enojka v si—tem stolpcu:

P, = 5 ; Pik=-0; k?ési

1S 3
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Tedaj matriko P na kratko oznacimo s Py g » Stevila s,,.
1"-."1‘}
..,Sn SO neka permutacija Stevil 1,2,...,n.
Matrika PA ima potemtakem permutirane vse vrstice ma-

trike A in sicer je i-ta vrstica matrike PA enaka s,-ti vrstici

matrike A. :
Zanima nas pa tudi obratna zveza. Na katero mesto v
matriki PA pride i-ta vrstica matrike A ?
OCitno je zaradi (4.4)

Pl =p top T
Slf.lo'_sn SI'...;Sn

Transponirana matrika permutacijske matrike je tudi pernuta-

cijska matrika in naj velja

- 45
P =P Sk} °
51;..-;511 tlf.ao:tn ( }

To pa pomeni, da velja

A =P (PA) (5:2)

tz'---'tn

Torej i-ta vrstica matrike A preide v ti—to vrstico matrike
PA, kjer so Stevila ty definirana s (5.1).

Lahko se je prepricd¢ati bodisi iz zveze (5.1), bodisi
iz (5.2), da velja

t.,. =1, s 2, 4y 1=1;244 e+ {5.:3)

Sedaj pa upo3tevajmo pogoje (4.5) in jih prenesimo na
Stevila siin t.. Matriko P zapisSimo v obliki

1
P=P =1I s I I

T n-1, (n-1)’ 1,17

To pomeni, da dobimo matriko P tako, da v enotni matriki I po
vrsti izvrSujemo zamenjave vrstic (1,1’), (2,2"), ... , (n-1,
(n=1)’). Poglejmo, kaj se utegne zgoditi pri teh zamenjavah
(xi:x?) i Y=l eisusn=1l 2 si—to vrstico matrike I.

Zaradi pogoja r’ < r+p ostane si~ta vrstica na svojem
mestu, dokler je r < s;p. 0d r = s,-p do r = s.,-1 se utegne
zgoditi zamenjava {r,si), tedaj pride si-ta vrstica matrike I
na r-to mesto in tam tudi .ostane do konca vseh zamenjav, saj

vedne velja r’ > r. V tem primeru velja i = r in i > S;~P ali

s, ¢i+p (5.4)
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Ee_se taka zamenjava ne zgodi, je nadalje moZno, da je
pri r = S; ustrezni r’ = r, torej, da si~ta vrstica ostane na
svojem mestu. Tedaj je i = s, in ocena (5.4) tudi velja. Ce
pa se pri r = Ss zgodi zamenjava (r,r’), r’ > S;s se v tem
primeru si-ta vrstica pomakne navzdol in velja kve&jemu i > s
in ocena (5.4) tudi velja.

Ugotovili smo torej, da pogoj (4.5) pomeni, da je

S € L2 p , =1 5 o wpi (5.5)

Analogen pogoj za Stevila t, pa dobimo, e vstavimo namesto i

i
¥ {545) ti in upostevamo (5.3):

By 2 4 ~piy  dmly cenn i (5.6)

Ta rezultat moremo z besedami tolmaciti takole: Nobena vrsti-
ca matrike A se v PA ne pomakne za veé kot p mest navzgor.

Sedaj, ko dobro poznamo permutacijsko matriko P, lahko
tudi podrobneje opiSemo strukturo matrike PA, kjer je A (2p+l)-
diagonalna matrika. Dogovorili smo se Ze, da bomo pod ni&lami
matrike A razumeli samo elemente izven pasu.

DokazZimo najprej nekaj pomoZnih izrekov, ki jih bomo
uporabili pri nadaljnji obravnavi.

Vse nille matrike A, ki leZijo v spodnjem trikotniku
(1 > k), ostanejo v spodnjem trikotniku matrike PA. (T1)

Dokaz. Matrika A ima v spodnjem trikotniku niéle na
mestih |

a, =0, i=p+2,...,n , k=1,...,i-p-1
V i-ti vrstici je skrajna desna nic¢la v (i-p-1)-tem stolpcu.
Ker je i-ta vrstica matrike A enaka ti—ti vrstici matrike PA,
je ta skrajna desna nidla Ze vedno v spodnjem trikotniku, saj
zaradi (5.6) velja
i o= op e X < ti -1

kar pomeni, da ostane levo od diagonale.

V spodnjem trikotniku matrike PA se torej ohrani vseh
~(n p-1l) (n-p) nidel iz spodnjeges trikotnika matrike A.

Stevilo teh nidel v vsakem stolpcu je enako kot pri

matriki A (saj so le vrstice permutirane med seboj), v k-tem

stolpcu jih je torej natanko
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max (0, n-p-k)

IzkaZe se, da so za analizo napak bistvene le tiste
nic¢le v spodnjem trikotniku matrike PA, ki izvirajo iz nicel
v spodnjem trikotniku matrike A. Te niéle so skupaj na zacet-
ku vsake vrstice.

Definirajmo Stevila u. ki naj povedo, koliko zapored-
nih nidel, Steto od prvega stolpca dalje, je v i-ti vrstici
matrike PA. Naj torej velja za vsak i

(PA)ik =0, k=l,...,u

(PA) , # 0 , k=u,+l

Ker preide v i-to vrstico matrike PA s -ta vrstica

matrike A, oditno velja
u; = max (0, si-p—l) , i=l,...,n {5.7)

étevila,ui imajo lastnost, da je med njimi p+1 enakih
ni¢, vsa druga pa so neka permutacija Stewvil 1,2,...,n-p-1l.
Ker je zaradi (5.5)

s, =- < i
i P =

je od tod in iz (5.7) razvidno, da je

uy <4 il i=l,...,n

kar je le druga oblika trditve (T1).

Nic¢le v matriki PA, ki izvirajo iz zgornjega trikotnika
matrike A, se lahko bolj preme3ajo z elementi, ki so razliéni
od ni&. Nekatere od teh ni&el morejo preiti tudi v spodnji tri-
kotnik matrike PA, a so desno od elementov, ki niso enaki nig,
zato ne vplivajo na definicijo Stevil U, ki Stejejo le za-
Cetne zaporedne nic¢le v vrstici.

Nicéle iz zgornjega trikotnika matrike A se pri vsaki
permutaciji vrstic razdelijo v matriki PA v dve skupini. Prva
skupina se ohrani ves Cas v toku Gaussove eliminacije in te
moremo s pridom upoStevati pri analizi napak. Druga skupina
pa se v toku eliminacij sCasoma izgubi in teh pri analizi ne
bomo uposStevali. Z upoStevanjem teh nifel bi se analiza zao-
kroZitvenih napak nepotrebno skomplicirala. Za posamezne ele-




- 26 -

mente matrike 8A bi sicer lahko dobili rahlo ugodnej3o oceno,
norme te matrike pa ne bi mogli na preprost naéin bolje oceniti.

Prvo skupino ni&el opi¥imo takole: Naj bo v, Stevilo
zaporednih nidel matrike PA v k-tem stolpcu, Steto od prve
vrstice dalje. Torej, za vsak k naj bo

(PA) , = 0 , i=1,...,v,

(PR)j # 0 ,  i=v,+1

Xaj lahko povemo o Stevilih vy ?
Pri poljubni dopustni permutaciji vrstic matrike A
velja ocena (T2)
vy 2 max(0, k-2p-1) (5.8)

Dokaz. Naj bo i = tj' to je, naj j-ta vrstica matrike
A postane i-ta vrstica matrike PA.

e jei=3,3j=1, ... , n, potem je PA = A in je
o¢itno

vk = max (0, k=-p-1l) , k=1,...,n (5.9)

saj je v k-tem stolpcu matrike A pri k=p+l,...,n natanko k-p-1
zaCetnih zaporednih nifel. Ker pa je pri poljubni dopustni
permutaciji vrstic zaradi (5.6) i > j-p , j=1,...,n, se no-

bena vrstica matrike A ne pomakne za vel kot p mest navzgor.
To pa pomeni, da se 3tevilo zaletnih zaporednih nicel matrike
: v nobenem stolpcu ne more zmanjSati od prvotnih (5.9) za ve&
kot p. Torej velja ocena (5.8) za poljubno dopustno permuta-
cijo.

Mimogrede lahko omenimo, da tvorijo Stevila Vi nepada-
: joge zaporedje:

vk+1 > vk (5.10)

To je posledica dejstva, da v nobeni vrstici od ni& razliéni

elementi niso prepleteni z niélami. Niéle, ki so levo od ele-
mentov, ki so razliéni od ni&, pa po (T1l) ostanejo v spodnjem
trikotniku. B

} Z drugimi besedami lahko trditev (T2) formuliramo tako-
le: Od prvotnih (n—p—l)(n—p) nicel v zgornjem trikotniku ma-

. trike A, se Vv matrlkl PA ohrani najmanj E(n 2p=-1) (n=2p) nicgel,

s bl e s A
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ki so razporejene tako, da so nad vsako in desno od vsake sa-
me nicdle.

Te ni€le, ki so opisane s Stevili vy torej Stete po
stolpcih, moremo opisati tudi drugade.

Definirajmo Stevila

2g =k =41, i=l;i.q,n

kjer je k najmanjsSi indeks, za katerega velja, da so vsi vj,

j 2 k najmanj enaki i. Torej

V-1
Z drugimi besedami: Elementi matrike PA v i-ti vrstici so pri-
gensi z (i+zi)-tim elementom vsi enaki nié:

(PA)ik =0, k=i+zi,...,n
Dodatno definirajmo

Z. =n=-1+1
i

ce je (PA)in # 0.

Pri tem je lahko (PA)ik = 0 tudi pri k < i+zi,, toda
nad temi nic¢lami so od ni¢ razliéni elementi, ker je pri takem
Xk Vi < i, Torej so s 3Stevili z, popisane natanko iste nicle
kot s Stevili v,.

k
Pri P = I imamo od&itno

z;, = min(p+l, n-i+l)

in ker se pri nobeni dopustni permutaciji nobena vrstica ma-
trike A ne pomakne za vel kot p mest navzgor, se tudi nobeno
Stevilo z; ne more povelati za ve¥ kot p. Torej velja ocena

zi S 2p 4+ L 5 F=Ys en st

Ni&le druge skupine v matriki PA, ki izvirajo iz zgor-
njega trikotnika matrike A, so torej take ni&le, nad kateri-
mi je vsaj po en od ni¢ razlicen element, to je tak element, !
ki je bil v matriki A znotraj pasu.

Ni&le druge skupine se v toku eliminacij tzgubijo. (T3)

Dokaz. Naj bo prva nic¢la iz druge skupine v i-ti vrsti-
ci na k-tem mestu matrike PA. Tedaj je nad njo vsaj en od nié&
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razliCen element in naj bo (j,k)-ti tisti izmed njih, ki ima
najmanjsi prvi indeks. To pomeni, da je
v, =3-1, j<i (5.11)

Naj bo B = PA, tedaj je po predpostavki
b,, =0, b.,  #0

dk % (5.12)

b

rk O' r r=l'ao.'j_l

Dokazali bomo, da se na j-tem koraku eliminacije, ko
eliminiramo j-to neznanko iz i-te enacbe, nidla bik pokvari,
to je, postane od ni& razliéno Stevilo, &e ne uposStevamo e-
ventualnih nicel iz notranjosti pasu ali nidel, ki nastanejo
sluajno med radunom na mestih, kjer so bili v zacletku ali
pozneje od ni¢ razlilni elementi.

Iz formul (2.3) in (2.4) dobimo

(JJ

ik ik (J) Jk
JJ
Stevilo b(j) se ohrani kot niéla na vseh prejsnjih korakih
(j+l)

ellmlnac1je zaradi (5.12), toda b, £l je v sploS$nem razli-
gen od ni&, ker je razlifen od nid b(i), ki se tudi ohrani
na vseh prejsnjih korakih, pa tudi big) je v sploSnem od
ni&é razliden element. Kajti, &e je bik prva niéla iz druge
skupine v i-ti vrstici, potem je levo od te ni&le min(2p+1,

k-1) od ni¢ razlicnih elementov in zato je ustrezni

ui = max (0, k-2p-2) < vk =3 -1 (5.13)

pri &emer smo upostevali (5.8) in {5 11) . Torej b 3 ne more
biti ni€la iz spodnjega trikotnika matrike A in je zato od

ni& razli&en element. Stevilo big) torej lahko postane nié&

samo sluéajno. ;

Z analognim sklepanjem ugotovimo, da se tudi vse na-
daljnje nidle druge skupine v i-ti vrstici izgubijo na po-
znejS8ih korakih, saj velja (5.10). Le v (5.13) namesto prvega
enacaja velja znak (<.

S tem je trditev (T3) dokazana.

Oglejmo si sedaj nekaj primerov.
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(i) e je r’' = r, r=1,...,n , je P = I in matrika
PA = A, torej (2p+l)-diagonalna matrika. Pri n =11, p = 3
ima naslednjo obliko:

* *x * * 0 0000O00O0

¥k ok kD0 0000

* kK k & K K 0 O 00 0

* % % % w % % 0000

0 * * * % x * % (0 0 0

A = 00 * % %« % % % % () () = A

00 0 * % *x % % x % [ -
000 0Q * % % % % % %

0000 0 * % % % % %
000000 * * * % %
0000000 ****

Tu smo z znakom * oznacili v sploSnem od ni& razliden element.
-V tem primeru veljajo naslednje enacbe:

u,. = max (0, r-p-1l)
v, = max(0, r-p-1) , r=l,...,n (5.14)
z,. = min (p+l, n-r+l)

(ii) Vzemimo sedaj primer z n = 11, p = 3 in nasled-
njimi vrednostmi:

r r? S, t. u. Vi Z,
11 1 1 0 0 4
2 5 5 5 1 o -7
3 4 4 7 0 0 6
4 6 6 3 2 0 6
5 5 2 2 0 15
6 9 9 4 5 1 6
7 9 3 8 0 1 5
8 9 7 10 3 1 4
9 10 10 6 6 3 3
10 10 8 9 4 5 2
11 11 11 11 7 5 1
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Matrika PA ima sedaj naslednjo obliko:

*® x 20000000
0 % * ®* % % ¥ *x 0 0 0
*******ﬁooo
00 * % * % % % % () 0
*****ggggo.o
PA = 0 0000 * * * & % % = A,
* x % k x x g g g g g
000*******95
G000 Qg™ ®H¥ &
00 0 0 * * % % % % %
0000000 * * % *

V spodnjem trikotniku so vse nicle iz spodnjega tri-
kotnika matrike A in sicer so tako razporejene, da leZijo
skupaj, pric¢enSi s prvim stolpcem. Nidle iz zgornjega tri-
kotnika matrike A pa se razdelijo v dve skupini. Prvo smo
tudi oznac¢ili z ni&lami in jih opisujejo Stevila v ali z_..
Tudi te nicéle leZijo skupaj na zaletku vsakega stolpca in na
koncu vsake vrstice. Drugo skupino, ki se v toku rafuna izgu-

bi, pa smo oznac¢ili s pre&rtano nié&lo.

(iii) Oglejmo si Se skrajni primer. Naj se v toku eli-
minacij izvr8ijo naslednje zamenjave (r,r’), r=1l,...,n:

rl'

r+p, ¢e je r+p < n

r' =r r Ce je r+p > n

Pri tem se izkaZe, da veljajo naslednje formule:

ur =Lr = l r r=1,...,n"P
'Llr = O ’ r-_—n—p"l"l,...,n
- (5.15)
Vs max (0, r-2p-1l) , r=1,...,n
zZ,. = min(2p+l, n-r+l), r=l,...,n

v primeru n = 11, p = 3 imamo naslednje vrednosti:
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r rt S tr u. Yy Z.
1 4 4 10 0 0 7
2 5 TR § | 1 0 7
3 6 6 9 2 0 7
4 7 7 3 3 0 7
5 8 8 2 4 0 7
6 9 9 3 5 0 6
7 10 10 4 6 0 5
8 11 I3 5 7 1 4
9 9 '3 6 0 2 3
10 10 1 ¥ 0 3 2
11 1 2 8 0 4 ¢

Matrika PA ima torej naslednjo obliko:

'-*******0000
0 * % % % % * *x 0 0 0
0 0 * * % *x % % x ()
0 00 * * * % *x % % (
0000 * * * % % x %
PA = 0000 0%* % % & & =A3 (5.16)
0009 00 % % %N
0000O0O0O0®* * * *
* k ok k k% o 0 0@ @
xxxxgggg0g
S ERAS 3N NS S

V tem primeru imamo najmanj nicel iz prve skupine v zgornjem
trikotniku in najve¢ iz druge skupine.

_Preden nadaljujemo z analizo reSevanja pasovnega siste-
ma enalb, strnimo dosedanje ugotovitve.

Naj bo A poljubna matrika, ki more nastati iz nesingu-
larne (2p+l)-diagonalne matrike z dopustnimi permutacijami
vrstic (4.4) pri pogoju (4.5). PoloZaj nidel v matriki A, ki
jih bomo upoStevali pri analizi, moremo opisati takole:

(1) spodnji trikotnik (i > k)

a = 0, k=l,...,ui PO 2 I ;|

ik
(ii) zgornji trikotnik (i < k)

a =0, i=1,...,vk i K=l ;eea0

ik
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ali
aik =0, k=i+zi,...,n ¢ I=Lly . w0

Pri tem veljajo naslednje enalbe ali ocene:

(i) Lli = maX(O; Si"p-l) I3 i=1;...,1’l (5-17}

kjer so Sy v i=l,...,n neka permutacija’.stevil 1,...,n , pri
Cemer velja ;
i+p | (5.18)

s; <
in
u, <4 -1 (5.19)
(1) vy 2 max (0, k-2p-1) , k=1,...,n (5.20)
(iii) z, < min(2p+l, n=i+1l) ,; d=l,s.s,N (5:21)

Matrika A ima torej v spodnjem trikotniku natanko
%(n-p—l)(n—p) nic¢el, ki so razporejene tako, da leZijo v
vsaki vrstici skupaj na zacetku in jih je v k-tem stolpcu
natanko max (0, n-p-k).

V zgornjem trikotniku pa je najmanj 3(n-2p-1) (n-2p)
ni¢el, ki so razporejene tako, da leZijo skupaj na zaletku
vsakega stolpca in skupaj na koncu vsake vrstice.

6. Struktura matrik L in U

E Oglejmo si sedaj razcep matrike A na produkt spodnje
trikotne matrike L z enojkami na diagonali in zgornje tri-
kotne matrike U. Tudi matriki L in U imata posebno struktu-
ro glede poloZaja nicel, ki izvira iz posebne strukture ma=-
trike A,

Vse nidle iz spodnjega trikotnika matrike A se ohra-
nijo v matriki L. (T4)

Dokaz. Matrika L je bila v splosSnem primeru definirana

s formulami (2.9) in (2.3). Naj velja pri nekem i

=O I j=|1,...;r, l'<'l.1i

o,
1]
Potem sledi iz formul (2.4), da je
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a dtH o ii’, 5=1,e0esf » k=3+1,...,n (6.1)
(1) _ _ . L .
Ker pa je an = agy 0 pri k < Uy sledi iz (6.1), da je
+ .
aii 1) - o, k=r+l,...,n

Tedaj pa je po formuli (2.3) tudi

% - (r+1)/ (r+1) -
i L oL 2 1 r+l r+1,r+1
Pri r = 0 je trditev trivialna, saj je my, = ail/a11 = 0, Ce
Je uy > 0.
Torej pri vsakem i velja

:ﬁik = 0 I k=l;...;ui - (6-2)

Vse nidle 1z zgornjega trikotnika matrike A se ohrani-
jo v matriki U. (T5)

Dokaz. Matrika U je bila v splod3nem primeru definirana
kot A(n) z elementi (2.8).

Naj velja pri nekem k

a ) e 4

Y9k T 35k

P PR IR N N

Potem sledi iz formul (2.4)

a£i+1) - iii , 3=l,...,r , i=j+l,...,n
in ker je
: 1 .
ik) = 0 r l=1;.a. ,Vk
Je
+1 .
J(-}J{ ) = 0 r i=J+1,-- uka

Torej je tudi pri j=r in i = j+l

(r+1)
Yr+1,x T %r+1,k 0
. . L s B 2 (1) 5
Pri r = 0 je trditev trivialna, saj je u1k =a; = ax 0,

ce je Vi > 0.
Torej je

Was =200 50 A=Y ovas VP

ik k
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ali

u =0 k=i+zi,...,n (6.3)

7. Analiza zaokroZitvenih napak

Najprej na kratko ponovimo glavne korake analize za-
okroZzitvenih napak pri reSevanju sistema linearnih enadb v
sploSnem primeru (razdelek 3), nato pa upo3tevajmo posebnosti
obravnavanega pasovnega primera.

Izracdunana reSitev x sistema enacb
AX = b
je eksaktna reSitev sistema
(A + SA)x = Db
kjer je perturbacijska matrika podana z izrazom
A = E + 8L°U + L*6U + SL-8U (7.1)
in veljajo eksaktno enadbe

A+ E = L*U
(L + 6L)y
(U + 8U)x

n

b {7.2)
¥ (7.3)

It

Za norme nastopajo&ih matrik smo dobili ocene:

IEl, < 2701 ga &7l (7.4)
I, 2 1722 a Jlen’fy (7.5)
vl £ 1712 ga [lsu’] (7.6)
Izl < et (7.7
Iull, £ g llu’lly (7.8)

za p = 1,», E. Tu je a osnovna zaokroZitvena napaka, g maksi-
malni nastopajo&i element, matrike E’, 8L’, 6U’, L’ in U’ pa
so matrike s celosStevil&nimi elementi, ki dajo pri danem na-
€inu ocenjevanja skupaj z ustreznim faktorjem na desni strani

ocene za ustrezne elemente matrike na levi.
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V sploSnem primeru smo dobili za te elemente naslednje

vrednosti:

I
H

I
[
~
v
o

€ik
€ix
62f, =i -1

6£lk = k ; ki
éuik =k=-1i, k>»i

Guii =n-1i+1

k

]
[
-
A
-

zik

v
[

I
Uik
Nedefinirani elementi so vsi enaki 0.
Preden na kratko ponovimo analizo posameznih korakov

z upoStevanjem nidel, to je 3Stevil ﬁi, Vi in Z, dodatno de-
finirajmo Se Stevila

wW., = max
ik (u

a) Matrika E

i,Vk) ¥ i,k=1,...,n (7.9)

Pri razcepu matrike A na produkt LU smo v sploSnem
primeru imeli formule (3.1) - (3.11) za r=1l,...,n-1l. Ponovimo

samo najpomembnejSe:

_ (r) ,_(x)
mg. = (a. /a o ) (1 + El)
séi) = g;a ii) y i=r+l,...,n (7.10)
(r+1) (r) _ (r)
g ™ Ryt T WMyeBey (1hey)) (lteg)
J() 53 (xHl) _ (r)
ik T TFe, ik ir®rx €2 (7.11)
. i,k=r+l,...,n
i-1
(r) '
e = 3 , k> i (7.12)
ik 2y €ik =
k
e = I (x)
ik Foy Sik . ? k’< i (7.13)

(x)

Ker smo po (3.16) vse €k ocenili z istim 3Stevilom
2°01 ga, potem pomeni Stevilo eik §tevilo od ni€ razlidénih
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sumandov v vsotah (7.12) in (7.13).
Seda]j pa upostevajmo, da pri trivialni operaciji, to
je pri mnoZenju z 0 ali pri pristetju 3tevila 0, ne nastane

nobena zaokroZitvena napaka.

Napaka € je ni&, &e je aiz) = 0, ali, kar je isto,

e je m, . = £ir = 0. Ugotovili smo (T4), da je to pri danem

i za r=1,...,ui.

Napaka €, Pa je ni¢ in hkrati z njo tudi €4 takrat,
ko je produkt miraéi) = ﬁirurk = 0. To pa je takrgt, ko je
vsaj eden od obeh faktorjev enak ni&. Prvi faktor je ni& po
(T4) za r=1,...,ui, drugi pa po (T5) za r=1,...,vk. Torej sta
glede na definicijo (7.9) €, in €3 enaka nic¢ za r=1,...,wik.

Na tem mestu je razvidno, da bi bilo moZno, da je sa-
mo €4 enak nié, &e je aéi) = 0, produkt ﬂirurk pa ne. To so
nic¢le iz druge skupine, o katerih smo rekli, da jih ne bomo
upoStevali. V tem primeru bi za ustrezni eéi) iz (7.11) debi~
li oceno ga namesto 2°01 ga. Z upo3tevanjem takih nicel bi ne
mogli bistveno izboljSati ocene za normc matrike E.

Namesto enalbe (7.10) imamo torej za vsak i:

r
) (xr) _ "
Eir = Elair r r—Lli'!“l,...;i 1

in namesto (7.11) za vsak i in k

() . _ )

Eik = 0 I r“‘l;..-’wik

(r) _ 53 _(r+1) _ (x)
€ix T Ive. %ix mir8rk €2

3
r=wik+1,...,min(i-1,k—1)

Torej veljajo v nasSem primeru namesto (7.12) in (7.13)

formule: i-1 (x)
i = 5 €ix 1 i = max(o,l:l.—l—wik) , k21 (7.14)
r=w,,+1
ik
k-1
A (r) (k)
eik = E Eik e o Eik

r=wik+1
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e‘k = max (0, k-wik) , k < i (7.15)

L4
Pri (7.15) je trcba pojasniti, da so vsi Eii)' r < k enaki

(k)
ik
r < k. Ocena (3.16) seveda ostane pri tem v veljavi, zato je

nié, &e je ¢ = 0, kajti iz £ik = 0 sledi, da je zir =0,

[eik] < 2701 ga efy

Za ilustracijo navedimo matrike E’ za naSe tri primere
matrik, ki smo si jih ogledali v razdelku 5.
Iz (7.14) in (7.15) dobimo za te tri primere naslednje

matrike:
0 00000O0O0O0OO0DUD
11110000000
12221000000
12332100000
01233210000
Ei = 031 23 321080
00012332100
00001233210
00000123321
660 006 0123 32
000000012 33
0 0000O0D0O0O0O0OO0DUO 0 0000O0BO0OO0OODOOQO
0 000QCO00O0O0CODO0CDO 0000O0O0O0OO0OOQOQO
1l 22231 15113IDO00 0000O0O0O0CO0O0OOQDO
00111111000 0 000O0O0OODO0ODO0O0DQO
12343333100 00000O0CO0O0COO0DO
Eé = |000000O00O0O00OD0 Eé = 0O 0000O0BOO0OO0OO0DO
1 2344555311 00000O0O0OCOQCOODO
00012344422 0000O0O0O0OO0O0COD
00000012222 1234567 7¢637514
00001234544 123456777°¢635
0O 0000O0O011233 ' 1234567777 E6

b) Matriki L in 6L

Za matriko L smo Ze v (T4) ugotovili, kje ima nicle=

Za druge elemente pa velja

12,

I F f
lk| < zik p Ly =1, kewgtl,...i, 12k (7.16)

ik

Pri analizi reSevanja spodnjega trikotnega sistema bo-
mo upostevali nicle v matriki L.

V formuli (3.19) upo3tevajmo (€.2). Tako dobimo, &e

sledimo splos$ni analizi (3.18) - (3.24):
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_ i~1 :
v. =b.(1 + zg,) - b Loy Yol + 5i) (7.17)
& 3 I k=gl ik“k k
kjer je
1 + Ci = (1 + nUi+l) e ks B ni_l)
1 + ck = (1 + Ek)(l + nk) S (o L ni-l)
in veljajo ocene
[ekléar |nJ]§a
Enacbo (7.17) zapi$imo v obliki
i
by = T 2w (l+ gy
X4 . =u;+1
jer je
_ -1 _ -1 -1
1+ &, = (1+5,) = (1+nui+l) een (140, )
_ -1 _ -1 -1
1+ gk = (1+;k)(1+;i) = (1+ek)(1+nui+l) ...(1+nk_l}

Od tod sledi, da je izradunani vektor y eksaktna resSi-

tev sistema (7.2), pri &emer veljajo ocene

52, |

A

3712 a $LL;: 4 i, = 1i -1 - u,
ii b 5 I i (7.18)

max(o,k—ui),k<i

r
|62, 1 £ 1712 a 82,

A

kv G&iy

Matriki L' in 8L’ sta v naéih treh zgledih enaki:

1
[

SL! =

o~
COOO OO I
COOO O =
COO O
O OO
OO
O = b b
b
e
o
—
COOOOO NN
COCOOrNWN
COCOHWW
CoOO N WW
CoOHMNDWW
oMWW
oW W
oW W
W w

I
locoocoocor

rDC)OC)OODI—'HI—‘D
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1 0
01 0 0
1 11 1 2 2
0 011 0011
11111 12344

Ly = 1000001 sty = 000000
1111111 1234566
00011111 looo012344
0000000111 000000122
0000111111 0000123455
00000001111 0000000123 3
1 0
01 0 0
001 00 0
0001 0000
00001 00000

Ly = {000001 6L; = [0 00000
0000001 0000000
00000001 0000000D
111111111 123456788
1111111111 12345678909
11111111111 123456782910 10

c) Matriki U in 46U

V (T5) smo ugotovili, kje ima matrika U niéle. Za dru-

ge elemente veljajo ocene:

Iuik] <9 ufy o uik 1, k=i ... itz -1 (7.19)

ali uik = 1 , i=vk+l,...,k

Pri analizi reSevanja zgornjega trikotnega sistema bomo
upodtevali nidle matrike U, dololene-s (6.3).

Tako dobimo, &e sledimo sploSni analizi po formulah
{3:25) = (3:27)z

i+zi—1
xl = (Ylfl'H;i) - k"Z ulkxk(l-i-ck)) (I+El) /uii (7-20)
y ; =i+1
kjer je
1+zg, =@ f Nipq) --- (17 ni+zi—l)

1+, =@+ e ) (1 +mp) ... (14 ni+zi—l)

in veljajo ocene
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Enac¢bo (7.20) moremo zapisati v obliki

i+zi—1
Y; = L u,x (1 +E)
i feed ik"k k
kjer je
3 -1 -1 _ -1 -1 -1
1+, = (I+e;) " (1+g,) = = (1+e ) “(l+ng ) ...(1+ni+2i_l)
_ -1 _ -1 -1
1+g, = (1+gk)(1+;i) = (1+Ek){l+”i+1) ...(1+nk_1)

Izradunana resSitev x je torej eksaktna reSitev sistema

(7.3), pri emer veljajo ocene

- r r _—
[Guii[ <1712 ga éuf, , dui, =z, a5 B
| . r r = P . .
[Su;p | g 1712 ga su Suf, = k-i, ic<k<itz,

k ! ik

Vsi drugi elementi so enaki nic.

Matriki U’ in §U’ sta v nas$ih treh primerih enaki:

11 B!
1 4

=
el

H == O
HHHROO
R )
B R W
B WO
B o Wwo o

su! =

H - O OO

Lol B o il o R o o T o
HHEHMHOOOOO
HHHHH,OOODOOO
ll—'l—'l—‘l—'OCDDOC)DD
= HMNDWoOoO O o

- NDWoOOo oo
WHHMNDWOoOODOoOOoO O
MHFMNMNWODOOOOO
HHEHMNMWOODODOOOO

!
el o

]
ol

ol el
el
O
~

oI

o N W
MHDWO
OV WO

Uj =

e O
HHHFHRFO

o O
HHIHEEHOOO
HHIMMEEMOOOOO
HHHHEEHOOOOO
MHDWHWNO
BHNDWE N O
WHNDWAUNO OO
NHNWHOOO OO
HHNDWAUNOOOOO

I
1
i
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- o - i
1111131340 0040 71234560000
111111100,0 7123456000
L S G R A I e i1 712345600

1 433 1 L4 0 712345670

1117 1 141 1% 7123456

Ué= 1111 X1l 5Ué= 6123435
11111 ' 51234

1, 1.1 1 - 4123

1.1 1 3 12

113 b |

1 1

8. Ocene norm nastopajofih matrik

Poskusimo sedaj &imnatanéneje oceniti vse tri norme
petih nastopajo¢ih matrik E’, 6L’, &U’, L’ in U’. Zad&nimo pri

enostavnejsih radunih.
a) Matrika L'

Od ni&¢ razliéni elementi matrike L’ so podani s (7.16),
poleg tega pa vemo po (T4) in (Tl), da je v spodnjem trikot-
niku matrike L’ natanko %(n-p—l)(n—p) niéel in sicer jih je v
k-tem stolpcu natanko max(0,n-p-k).

Izradun vseh treh norm matrike L’ je preprost.

n n
(i) lz’]l, =max Y £/, =max Y &, =
L Ty a=1 ¥ p g 1K
= max ((n-k+1) - max(0,n-p-k)) =
k
= max min(n-k+1,p+l) = p + 1
k

Zadnji enadaj velja, &e je n > p, kar je vedno zaradi omejitve
(4.2), ki je ne bomo ve& povdarjali.
Iz (7.7) potem sledi, da velja

lLll; s p+1
n i .
(ii) |l =max T &, =max L &, =
§ k=1 T 4 keugsl o

Il

max (i - ui} <n
i
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Iz (7.7) potem sledi

lLll < »

-, M2 i o2 oL 1 Lt
(iii) Il L ”E = 3;1 fgieik sn(n+l) = 3(n-p-1) (n-p) =

= 2(p+1) (2n-p)
Zato velja

InlL ¢ G(e+1) (2n-p)) /2

b) Matrika U’

0d ni& razlidni elementi matrike U’ so podani s (7.18).

n k
(i) fu’ll, =max £ wuf, =max X uf, =
1 kK d=i & Ty i=v, +1 —
= max (k = v,)
K k
Ker velja (5.20) za vsak k, je
kK -v £2p+1 (8.1)
Zato je
lu’ll, £ 2p + 1
in iz (7.8) sledi |
flull ¢ g2p + 1)
T z TR
(ii) u’ll, = max ul/, =max L ul, = max z,
i k=1 ¥ 4 k=1 k4 d
Iz (5.21) potem sledi
luoll, £ 2p + 12
in
lull < g(2p + 1)
” “2 Zr:l ;o A 5 n i+z.-1 " n
(iii) U'lln = Yy ul, = Y% YOomiy e 5 2
B ogepxer M 4w k=1 ¥ gayced

Iz ocene (5.21) dobimo

n i
lor)2 < I, mn(2p+lm=itl) = (2p+l) (n-p)
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Torej velja sploSno

lull; 5 g((2p+1) (n=p)) /2

c) Matrika 6U’

Od ni& razliéni elementi matrike U’ so podani s (7.21).

n k-1
(1) [BU’]l, =max Y éu!, = max( ¥ (k=1i) + z,) =
S T = B S PR k
- L ereiin: -
= max {2(k Vi 1) (k Vk) = zk)

' k
Ce upoStevamo oceni (8.1) in (5.21), dobimo od tod
I
l8u’ll; < (pt+1) (2p+1)

Torej je zaradi (7.6)

lbull £ 1712 ga (p+l1) (2p+1)
n i+z i_l
(£1) |6G’]| = max ¥ éul, =max T sul, =
i k=1 +K i k=i &
i+z i_l
=max (z, + T (k=1)) =
i k=i+1

- 1
= mix 5 zi(zi + 1)

Iz ocene (5.21) potem sledi
HaU'Hm < (pt+l) (2p+1)
in
|6u]| < 1712 ga (p+1) (2p+1)

n n

(1i1) [eu’)|Z = _Zl kzl suls =
© i=1 k=
n 1¥Ei=1
= T i+ ¥ kDA =
i=1 k=i+1
B 1
= L z 2z;(z;+1) (2z,+1) (8.2)

Spet upodtevajmo oceno (5.21) in vsoto v (8.2) primerno raz-

delimo:
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3 , WPy
HGU'“E < = g(2p+1){2p+2)(4p+3) +
i=1
n 1 d
+ 3 g(n—i+l)(n—i+2)(2n—2i+3) =
i=n-2p+1

%(p+l)(2p+l)((4p+3)n - p(6p+5))
0d tod sledi

6ull; & 1712 ga(%(p+l)(2p+l)((4p+3)n - p(6p+5))) /2
d) Matrika &L’

0d ni¢ razliéni elementi matrike 8L’ so pocdani s (7.18).

(1) e,

I

max

n
§2L,. =
% dmy E
n
max ( L max{O,k—ui) + k—uk-l) =
k i=k+1
n
max ( 2. max(O,k—ui) - 1) (8.3)

k i=k

Naj bo najprej k > n-p. Tedaj je

n
max ( % max(o,k-ui) - 1) max (k(n=k+1l) - 1) =
k>n-p i=k k>n-p

np - p2 +p-1 (8.4)

A

Namre¢ funkcija -k2 + (n+l)k - 1 Jje nenarasajoa za k > n-p,
saj je odvod =2k + n+l manj3i od =-n + 2p+l1, kar- je po pred-
postavki (4.2) nepozitivno $tevilo. Zato je maksimum doseZen
pri k = n-p+l.

Sedaj pa naj bo k < n-p. Najprej ocenimo vsoto v okle-
paju v (8.3):

n n k-1

r max(0,k=u.) = ¥ max(0,k-u.,) - ¥ max(0,k-u,)

i=k ¥ ey R == Ly
V prvi vsoti pisSimo namesto Uy izraz (5.17) in preuredimo su-
macijo po indeksu j = S5 (] pomeni indeks vrstice prvotne pa-
sovne matrike, ki preide v i-to vrstico obravnavane matrike).

V drugi vsoti pa upoStevajmo oceno (5.19). Tako dobimo



- 44 -

n n

Y max(0,k-u.,) ¢ ¥ max(0,k-max(0,j-p-1)) -

i=k o 1T A

k-1
- ¥ max(0,k-i+l) = pk + 1
Torej je =l '
_ n
max ¥ éﬂik < max pk = p(n-p) <
k<n-p i=1 k<n-p
S pn = P2 +p=1 (8.5)

Oceni (8.4) in (8.5) skupaj nam dasta
I6L’]l, < pn - p> + p - 1
i & P P
Iz (7.5) potem sledi

H5L”1 <1°12 a (pn - p2 + p - 1)

n
max ) 8&!, =
i k=1 1K
=1
max( L max(O,k—ui) + i=l-u.) =
. = i
i k=1
i-1
max( X (k-ui) + i—l—ui) =

(ii) llex’]l

I

i

_ .. . _ -
= mix 2(1 Uy 1) (1 ui+2} <

(n=1) (n+2)

A
(ST

max %(i—l)(i+2) =
Torej velja tudi *

L] < 1712 a 2(n-1) (n+2)

2 2
Y 8&!L =
1 k=1 1K
{=1
(T xeup? o eugmn?) =

B iR . 3 2. _
(2i7+31 -111+6—2ui+3uifllui)

(1ii) leL)2 =
b B

I™MB8 18

i

b

Il
(=21 Ll
(R
nh~s

n
- igiiui(i-ui+l) (8.6)

Ce upostevamo enadbo (5.17) in piSemo j = S, dobimo
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n

T3

Y u, = X max(0,j-p-1) = 3(n-p-1) (n-p) (8.7)
2] J=1

2 2 2 . 2 1 _

) uy = Y max(0,j-p-1)" = E(n-p-l)(n—p)(2n~2p~l) (8.8)
i=1 j=1 ;

n n

b3 ui = Y max(o,j—p—1)3 = %(n—p-—l)z(n—p)2 (8.9)
i=1 j=1 _

Prva vsota v (8.6) se da torej izracdunati, drugo pa bomo oce-

nili z upostevanjem enadbe (5.17) in ocene (5.18) pri j=si -

n n
13 iui(i—u.+1) = Y imax(0,j-p-1) (i-max(0,j-p-1)+1) =
= i St
n n
= L 1(3-p~1) d~(5~p-1)#%L} > & 2(j-p) (j-p-1) =
j=p+2 j=p+2
= Z(E(n-p—l)(n—p)(Zn—Zp—l) - %(n-p-l)(n—p)) (8.10)

Ce zdruZimo (8.6) z izraduni (8.7) - (8.9) in z oceno

(8.10) , dobimo

lsrl2 < T§(4n3-6(p-2)n2+2(2p2—sp-7)n—(p3-4p2-7p—2))

Torej je

log ;¢ 1712 a(Tg(:m?'-e(p—2)n2+z(2p2-sp-7)n-(p3—4p2—7p-—2)))1/2
e) Matrika E’

Elementi matrike E’ so bili definirani s formulama (7.14)
in (7.15). Pri tem se spomnimo na definicijo (7.9).

n
(1) lEY, =max T e!, =
- L Tk g=r K
k n
= max( Y max(0,i=-l-w.,) =+ b max (0,k=-w.,))
k i=1 ok e

Zaradi ocene (5.20) velja

Wiy = max(ui,vk) > max(ui,k-Zp—l) (8.31%0

ik



L

0d tod potem sledi
k

HE'Hl < max(.z max(o,i—l—max(ui,k—ZP—l)) -
k i=1
n
+ ¥ max(O,k*max(ui,k—Zp-l)) ) (8.12)
i=k+1

Najprej vzemimo, da je
n>3p +1 {8.13)

in razdelimo mnoZico 1 < k < n na tri dele: 1 ¢ k ¢ 2p+l,
2p+l <k < n-p , n-p < k < n in pois€imo maksimum (8.12) na
vsakem delu posebej.

Ja prvi mnoZici velja max(ui,k~2p-1) = ui in zato ima-
mo, ker jg u; 2 0 in ui g i-1:

k n
max (¥ (i—l-ui) + b max(o,k—ui) ) =
1<k<2p+l i=1 i=k+1
T k
= max ( ¥ (i—l-ui - max(0,k=-u.)) +
1<k<2p+l i=1 *
n
+ 7 max(O,k-ui) ) . (8.14)
i=1

V drugi vsoti uposStevajmo zvezo (5.17) in preuredimo sumacijo
po indeksu j = s,:

8
n n &
% max(O,k-ui) = ¥ max(0,k-max(0,j-p-1)) =
i=1 j=1
pt+l n .
= ¥ k+ Y max(0,k-j+p+l)
j=1 j=p+2

Ker je na prvi mnoZici zaradi (8.13) k+p < n, dobimo
od tod K+p
max(O,k-ui) ¥ (k=j+p+1) =
1 Jj=p+2

Ll ne R=
|
)
-
bt
~
-+

i

(p+1)k + % k (k=-1) (8.15)

Prva vsota v (8.14) pa je enaka:

k
> (fi-1~ui) - max(0,k-u.)) = L min(i-l-u,,i-k-1) =
i=1 + i=1 s

a
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k(k+1)

£ 1
= I (k1) = -3

saj je u,

£ 1=1
1 =

A

-
|

=

Zato velja na prvi mnoZici

n

max T el & max (- £ k(1) + (prL)k + 3 k(k-1)) =
1<k<2p+l i=1 1<k<2p+l
- max pk = p(2p+1) (8.16)

1<k<2p+l

Na drugi in tretji mnoZici je izraz k-2p-1 pozitiven.
Najprej izraz na desni v (8.12) prepiSimo v obliko
k

n
max 7, eik < max ( X (max(O,i—l-max(ui,k—2p—l}) -
2p+1<k<n i=1 2p+l<ksn  i=1

n
- max(O,k—max(ui,k—2p~l))) + 7

max(O,k—max(ui;k*2p“l)) )
i=1 .

(8417)
V drugi vsoti upoStevajmo (5.17) in preuredimo

sumacijo po indeksu j = ;¢

n
b max(O,k-max(ui,k-Zp—l)) =
i=1

n
= Y. max(0,k-max(max(0,j-p-1) ,k-2p-1)) =

1
P n
(2p+1) + r max(0,k-j+p+1) (8.18)
j=k-p+1

j
k

J

I
™~

Prvo vsoto v (8.17) pa razdelimo na dva dela. Prvi del
je enak

k=-2p-1
¥ (max(O,min(i—l—ui,i-k+2p)) - max(o,min(k-ui,2p+l))) =
i=1
k-2p~1 :
= L =(2p+l) = - (2p+l1) (k-2p-1) (8.19)
i=1 ;
ker je
Uy & #-1 3 k=2p=2
torej

i-1-u, > i-k+2p+l
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in
k—ui > 2p+2

Drugi del prve vsote v (8.17) pa je enak

k
o (max (0,min(i-1-u, ,i-k+2p)) -
i=k-2p *
- max(o,min(k—ui,2p+l))) =
= ¥ (i=k=1) = = (p+1) (2p+1) ' (8.20)
i=k-2p

ker so sedaj zaradi
in

vsi Stirje izrazi i~1-ui, i-k+2p, k-ui in 2p+l1 nenegativni
in hkrati nastopita prvi in tretji ali drugi in Eetrti. Velja

namred
(1-1—ui) - (i-k+2p) = k—ui~gp~l

(x-ui) - (2p+1) = ﬁ-ui-2p—l
Zato je izraz v zunanjem oklepaju v (8.20) enak
(i—lﬁui) = (k—ui) = (i-k+2p) - (2p+l1l) = i-k-1

Prva vsota v (8.17) je torej na drugi in tretji mnoZici

enaka vsoti izrazov (8.19) in (8.20): .
- (2p+1) (k-2p-1) - (p+1) (2p+l) = —=(2p+1) (k-p) (8.21)

Iz (8.18) in (8.21) sledi, da velja na drugi mnoZici

n
max 5 eik < max ( (2p+1) (k-p) +
2pt+l<kgn-p i=l 2p+l<kgn-p

k+p
- ¥ max (0,k=j+p+l) = (2p+l1) (k-p) ) = p(2p+l)

j=k-p+1
(8.22)
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Na tretji mnoZici pa imamo

n n
max Y eik < max ¥ (k=3j+p+1) =
n-p<k<n i=1 n-p<kgn j=k-p+l
= max (p(2p+1l) - %(k—n+p+1)(k—n+p)) = p(2p+l) -1
n-p<ks<n (8.23)

kajti izraz v oklepaju zavzame maksimum pri k = n-p+l.
Torej sledi iz (8.16), (8.22) in (8.23) pri pogoju
(8.13), da velja
lE’]l; < p(2p+1) (8.24)
Ugotovimo Se, da je ta ocena veljavna tudi v primeru
2p+l < n < 3p+l (8.25)
IzkaZe se, da velja tedaj stroga neenakost.
Mno%¥ico k = 1,...,n razdelimo na tri dele takole:
1 < k < n-p, n-p < k < 2p+l, 2p+l < k < n.
Ce upoitevamo (8.16), dobimo za prvo mnoZico, ker je
n-p < 2p+l, oceno:

n
max B efk < max pk = p(n=-p) =
1<ksn=p i=1 = 1<kgn-p

Il

p(2p+l1) - p(3p+l - n) < p(2p+1)
Na drugi mnoZici pa upoStevajmo (8.16) s korekturo v
. formuli (8.15), ker je sedaj n < k+p. Tako dobimo
3 1
max > efk < max (pk - 5(k—n+p+1){k—n+p)) =
n-p<k<2p+l i=1 = T n-p<k<2p+l
= p(2p+l) = (3p+l-n) (3p+2-n) < p(2p+1)

saj je maximum doseZen pri k = 2p+l.
Na tretji mnoZici pa velja kot v (8.23):

n
max ¥ efk < max (p(2p+l) - %(k—n+p+l}-
2p+l<kgn i=1 % T 2p+l<ken

© (k-n+p)) = p(2p+1) - 3(3p+2-n) (3p+3-n) < p(2p+l) -
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Sedaj je maksimum doseZen pri k = 2p+2.
Torej pri pogoju (8.25) velja

HE’”l < p(2p+1)

in zato velja ocena (8.24) sploSno za vsak n > 2p+l.

Iz ocene (8.24) in iz (7.4) potem sledi

< 2°01 ga p(2p+l)

El, 2
. . r o ’
(ii) IE"]l = m?x kgleik =
=1 n -
= mix (kglmax(o,k—wik) + kEimax(o,l-l-wik) )

Iz definicije (7.9) in ocene (5.20) sledi, da velja

za vsak i1 ocena

ik

Zato imamo oceno

= max(ui,vk) >N, 2 max (0 ,k-2p-1)

-i=1
”E’[[°° < max ( - max (0,k-max (0,k-2p-1)) +
i k=1
n
+ Y max(0,i-l-max(0,k-2p-1)) ) (8.26)
k=i

Vzemimo najprej, da velja
n > 4p + 1 (8.27)

V tem primeru razdelimo mnoZico i = 1,...,n na tri dele takole:

1 <1< 2p+l, 2p+l < i < n-2p, n-2p < 1i g n.
Na prvem delu imamo

n i1 2p+1
max 43 efk < max { £ k+ £ (i-1) +
1gig2ptl k=1 ° 7 1gic2p+l k=1 k=1
 it+2p-1
- ¥ (i+2p=k) ) = max (2p+1) (i-1) = 2p(2p+l)
k=2p+1 1<i<2p+1 (8.28)

Na drugem delu dobimo -

n 2p

max L efy S max ( 2 k +
2p+l<ign-2p k=1 % 7 2p+l<ign-2p k=l
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i-1 i+2p-1
+ ¥ (2p+1) + ¥ (i+2p-k) ) = max (2p+1) (i-1)
k=2p+1 k=i 2p+l<ign-2p
= (2p+l)n - 4p° - 4p - 1 (8.29)

Na tretjem delu pa velja

n 2p i1
max Y efk 4 max (¥ k + PN (2p+1) +
n-2p<i<n k=1 ** T n-2p<i<n k=1 k=2p+1
n
+ ¥ (i+2p=k) ) = max ((2p+l) (i-1) =~
k=i n-2p<ign
- 3(i+2p-n) (i+2p-n-1)) = (2p+1)n - 2p° = p - 1 (8.30)

kajti maksimum je doseZen pri i = n.
Ker je izraz (8.30) ved&ji od izrazov (8.29) in (8.28),

je zato pri pogoju (8.27)
|E’|l < (2p+1)n - 2p° - p - 1 (8.31)
Prepric¢ajmoc se e, da je tudi pri pogoju
2p+l < m £ 4ptl

ocena (8.31) veljavna. Sedaj pa razdelimo mnoZico i = 1,...,n
na tri dele takole: 1 < 1 < n-2p, n-2p < i g 2p+l, 2p+l <
< ig<n . Brez teZav dobimo iz (8.26) naslednje ocene.

Na prvem delu je

n i-1 2p+1
max b & eik < max ( ¥ k+ ¥ (i-1) +
1<i<n=-2p k=1 1i<n=-2p k=1 k=1
i+2p=1
- r (i+2p-k) ) = max (2p+1) (i-1) = (2p+1) (n=-2p-1)
k=2p+2 1<i<n-2p

= (2p+l)n - 4p2 - 4p - 1 < (2p+l)n - 2p2 -p =1

Na drugem delu dobimo

n | i-1 2p+1
max ¥ efk < max ( ¥ k+ X (i-1) +
n-2p<i<2p+l k=1 T n-2p<i<2p+l k=1 k=1
n
+ ¥ (i+2p-k) ) = max ((2p+1) (i-1) -

k=2p+2 n-2p<i<2p+l
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= %(i+2p—n)(i+2p-n-l)) = 2p(2pfl) - %(4p+l - n) (4p - n)
(8:32)
Maksimum je namre¢ doseZen pri i = 2p+1. Izraz (8.32) ni vecji
od izraza (8.31), enak mu je lahko le pri n = 2p+l.

Na tretjem delu pa velja

n 2p i=1
max 2 eik < max ( Y k + ¥ (2p+1) +
2p+l<i<n k=1 ~ 2pt+l<izn k=1 k=2p+1

max ((2p+1)(i—1}—%(i+2p—n}(i+2pvn—1))=

n
{ + ¥ (i+2p-k) )
k=1 2p+l<ign

(2p+1)n - 2p2 =i Bl = E

Tu je spet maksimum doseZen pri i = n. Torej velja ocena (3.31)
za vsak n > 2p+l.
Iz (8.31) torej sledi

5 lle] . £ 2°01 ga((2p+l)n - 2p2 -p-1)

2] n n 5
(1ii) lE'l.= & £ e!l-=
R R
k > n 2
(= max(O,i-l-wik) + b3 max(D,k—wik) )
1 i=1l i=k+1

I
s

k
Tu spet uporabimo oceno (8.11) in dobimo
k

{ T max(O,i—l-max(ui,k—Zp-l})2 +
1 i=1

1A
nM~s

IE’)|2 < )

n
+ max(O,k-—max(ui,k—IZp—l))2 ) =
i=k+1
k . 2
( ¥ ( max(0,i-1-max(u, ,k-2p-1))" -
i i
1 i=1

il
INEE=]

k
- max(O,k-max(ui,k~2p-l))2 ) +

n
+ ¥ max(O,k~max(ui,k~2p—l)}2 ) (8.33)
i=1
Vsoto na = 1 do k = n razdelimo na tri dele: 1 £ k < 2p+l1,

2p+2 £ k

A

n-p, n-p+l <k £ n. Ce je 2p+1 < n < 3p+l, potem
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ima srednja vsota zgornjo mejo manjso od spodnje, kar pri

seStevanju prav ni& ne moti.

Pri prvi vsoti je k-2p-1 < O, max(ui,k—2p-l) = u, in

1

pri i < k je tudi uy £ i-1 < k. Vvsoti od i =1 do i =n pa

uporabimo Ze velkrat uporabljen prijem: upoStevamo formulo

(5.17) in preuredimo sumacijo po indeksu j = S;+ Tako dobimo

2p+1l n 2
L L ejy
k=1 i=1l

Tu uposStevajmo Se,
2p+l n

2
L 3 el
k=1 i=1 K

Drugo vsoto
liko predelajmo:
n-p n

z z ef
k=2p+2 i=1

Tu pomeni
Cix = max (0,

- max (0,

2p+l1 k 5 5
L (I ((i=1mu)® = (k=u) ) +
k=1 i=1

LN

max(O,k~max(0,j—p-l))2 ) =

et

((131)2 - x2 4 2(k+1-1)u,) +

I
- 4
™
|
oo
LU et S et e |t B
ol

[

5 k+p 5
k™ + Y (k=3j+p+l)™ )
j=p+2

-1-
.

da je ui
2p+1 k 2 2

Y (T =(i=k-1)° + (p+1)k™ +
k=1 i=1

A

i-1. Tako dobimo

A

2p+1 P
k(k-1) (2k-1) ) = ¥ pk° =
k=1

+
o

|
Wi

p(p+l1) (2p+1) (4p+3) (8.3%

od k=2p+2 do k=n-p v (8.33) najprej neko-

> n-p k
z ( L ey *
k=2p+2 i=1

A

k

. .
+ max(o,k-max(max(o,j—p—l),k—2p—1)}2)

j=1
n-p  k-2p-1 13
= Z ( Z C + Z C. +
k=2p+2 i=1 1K gakop K
k-p 2 k+p >
+ ¥ (2p+1)° + z (k=j+p+1) ") (8.34)
3=1 j=k-p+1

min(i—l—ui,i—k+2p))2 =

min(k-ui,2p+l)}2
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Ko je i £ k-2p-1, je u, 2 i-1 < k=2p-2 in zato je k-u, > 2p+2
in i-k+2p < -1. Torej je

k-2p-1 k-2p-1

S e,.= ¥  —(2p+1)? = -(k-2p-1) (2p+1)%  (8.35)
i ik i
i=1 i=1

Ko pa je k-2p < i

< k, je i-l-ui >0, i-k+2p > 0,
k—ui 2 k=i+l > 1 in ker je

(1-1-u;) = (i~k+2p) = (k-u,) = (2p+1)

je zato bodisi

C

Il

; 2 s 5 2 et s
ik (i-1 ui) (k ui) (i-1) ¥ + 2(k 1+1)ui

bodisi

- . 2 2
Cip = (i-k+2p)” - (2p+1)

Ker pa je u, £ i=Y; Je

- (k~i+1) (i-k+4p+1)

(1-1)% - %%+ 2(k-i+Du, g - (k-i+1)?
Obenem pa velja tudi

- (k-i+1) (i-k+dp+l) < - (k-i+1)2
saj je

—(k-i+1) % + (k-i+1) (i-k+4p+1) = 2(k=-i+1) (i-k+2p) 3 O

Zato moremo oceniti drugo vsoto takole:

= - 2 1
¥ Cip, £ Y =(k=i+l1)" = -3z (p+l) (2p+1) (4p+3)
i =}=2 ik = {=}=2 3
LERTER SR (8.36)
Iz (8.34), (8.35) in (8.36) dobimo torej
n-p n - n-p , 2
& L e £ L (= (E=2p-1) (2pa-l]) ™ =
k=2p+2 i=1 k=2p+2
- (p+1) (2p+1) (4p+3) + (k-p) (2p+1)° + 3p(2p+1) (4p+l)) =
= 4 2 5
= % p(2p+1)° = p(2p+1)“(n - 3p - 1) (8.37)
k=2p+2

Ocenimo Ze tretji del vsote v (8.33) in sicer vsoto

od k = n-p+l do k = n. Ta del obdelamo podobno kot prej3nji
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del, le da sedaj upo$tevamo, da je k+p > n in zato moramo V
vsoti (8.34) zgornjo mejo k+p nadomestiti z n. Upodtevajod

prejsnji rezultat tako dobimo:

n n 5 n 2 k+p 2
z L e 2 L (p@2prl)” = T (k=j+p+l)7) =
k=n-p+1 i=l k=n-p+1 j=n+1
= p2(29+1)2 C T%-p(p+1)2(p+2) =
= S47p° + 44p® + 7p - 2) (8.38)

Ce sedtejemo ocene (8.3*), (8.37) in (8.38), dobimo
Ie")2 < p(2p+1) ®n - B(65p° + 76p% + 25p + 2) (8.39)
Torej velja

2

Il < 2701 ga(p(2p+1)®n - B (65p° + 76> + 25p + 2)) /3

9. Konéne ocene

Zdaj lahko izpeljemo konéne ocene za norme perturbacij-
ske matrike 68A.
Iz zveze (7.1) in ocen za norme nastopajocih matrik

AL prejénjega razdelka dobimo

leall, < llell, + llstll, llull, + iz, leull, + llezil, llsull,
in .

$ 1° l2{p+1) % (2p+1) + 1’122(p_+1) (2p+1) (pn-p°+p-1)a

|[ Sal

V zadnjem ¢lenu uposStevajmo pogoj (1.4):
(pn—p2+p—l)a < pna £ 0°1lp
Tako dobimo

__llé

ga ! Wl < 1°12 p(2p+1) (n + 0°12p + 4°92)

Ce to oceno S$e malo polepSamo, dobimo

HGAHl < 1712 p(2p+1) (n+p+5)ga (9.1)
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Za ||6A]] A dobimo po podobni poti naslednje ocenec:

loall, = lIEll, + [lezll lull, + [zl Jleull, + [lsx]

il oo

Il 9]l ,

==}

a%—HSAHm < 2°01 ((2p+1)n-2p2-p-1) + 0°56(2p+1) (n2+n-2) +
+ 1°12(2p+l) (p+l)n + & 17122 (p+1) (2p+1) (n-1) (n+2)a

2
V zadnjem &lenu upoStevajmo pogoj (1.4):

(n-1)a < na g 0°1
in tako dobimo
1
ga !
in od tod po primerni zaokroZitvi navzgor

|6a|_ < (2p*1) (0°56n% + (1°19p+3°76)n - (1°88p+0°99))

| 8All . < 0°56 (2p+1)n(n+3p+6)ga (9.2)

Ta ocena je asimptoti&no za faktor n/2p slab3%a od ocene za ”5AH14
Konéno ocenimo Se HGAHE. Pri tem moramo zaradi enostav-
nejsSega racduna nekaj Zrtvovati na strogosti ocene, toda le pri
manj pomembnih ¢lenih. Znebiti se moramo namreé¢ kompliciranih
izrazov pod koreni. _
Z elementarnim radunom poenostavimo ocene za evklidske

norme nastopajocih matrik takole:

el < 2701 ga(2p+l)/pn (9.3)
HaLHE < 0°56 anv/2pn
llsullp < 0°65 ga(2p+1)/5pn

Ity < V258

lull; & 9/3pn

Pri nekaterih od teh ocen smc predpostavili, da je n > 4.

Iz ocene

leally < Welly + oullg liull;, + Izlg lsyl

sl !sull
E E i JiéL:' EJGUI.E

'E
sledi _
2°01(2p+1) v/pn +'0'56/€§n2 + 0°65/10(2p+l)pn +

[LE

== leall
+ 0°56-0°65/10 (2p+1) pn-na

Ker je na < 0°1, dobimo po elementarnih poenostavitvah
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]{GA][B- < 1°38 pn(n+5p+3)ga (9.4)

Tudi ta ocena je slab%a od ocene za Hé&Hl.

Da se ocene ne dajo izboljSati, se moremo prepricati
na primeru. Pri tem gre seveda le za preskus strogosti ocen
za posamezne norme nastopajodih matrik.

3 iz razdelka 5 (5.16). Iz for-
mul (5.15) in definicij matrik E’, 8L’, L', 88U’ in U’ dobimo

z direktnim radunom, &e vzamemo, da je

Vzemimo matriko tipa A

n>4p + 1

za vse norme teh matrik enake vrednosti kot so dobljene ocene,
razen pri evklidski normi matrike E’, kjer dobimo naslednjo
vrednost:
HE’”E = p(2p+1)2n - f%(71p3 - 96p2 + 43p + 6)
Torej je ocena (8.39) kveljemu malo pregroba, saj se v glavnem
¢lenu ujemata. V poenostavljeni oceni (9.3) se ta razlika nic
ne pozna.

Konéne ocene (9.1), (9.2) in (9.4) so torej kar se da

natanéno izradunane.

10. Diagonalno dominantne pasovne matrike

Se ugodnejSe ocene za normo perturbacijske matrike do-
bimo, &e je dana pasovna matrika diagonalno dominantna. Tudi
take matrike v praksi niso redke.

Vzemimo sedaj, da je dana nesingularna matrika A tak3na,

da velja poleg

aik =0 , [i“kl > p
se PQGOJ | j k-1 | k+p |
faus | 2 B el & §F |@nl ¢ BEL,eeedd
R e TS R

Vsak diagonalni element je vecji ali kvecdjemu enak vso-
ti absolutnih vrednosti' izvendiagonalnih elementov v istenm

stolpcu.
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IzkaZe se, da v primeru, ko je matrika diagonalno do-
minantna, pri delnem pivotiranju ni potrebna nobena zamenjaﬁa
vrstic. Diagonalna dominantnost se namred¢ ohranja.v toku Gaus-
sove eliminacije (Wilkinson (1961)). Za tako matriko veljajo

torej formule (5.14) (primer Al}. Tedaj imamo

=
It

max (0,r-p-1)

b
v, = max (0,r-p-1) (10.1)
By 2 min(p+l,n-r+1)

Pri oceni norm posameznih perturbacijskih matrik more-
mo torej izkoristiti splosne formule (7.4) - (7.8) in defini-
cije matrik E’, 5L’, §U’, L' in U'. Pojdimo kar v istem vrstnem
redu kot v razdelku 8.

a) Matrika L’

Iz (10.1) in definicije (7.16) sledi, da so od nié
razliéni elementi matrike L’ podani takole:
ﬁik =1, max(0,i-p-1) < k < i

0d tod dobimo

[!L’[!l =p+ 1 (10.2)
i, =p+1

i1 2 2 _ 1 1) (2n - th 3)
L g =35 + 1)(2n - p) .

b) Matrika U’

Iz (10.1) in definicije (7.19) sledi, da so od nig

razliéni elementi matrike U’ podani takole:
uik =1, i1tk < min(i+p,n)
Tudi tu dobimo brez teZav isti rezultat kot prej.
HU’Hl =p+ 1 (10.4)
ol =p + 12

“U'Hg = 2(p + 1) (2n - p) (10.5)
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c) Matrika 68U’

Iz (10.1) in definicije (7.21) dobimo, da so od nic
razliéni elementi matrike gU’ takile:

r
ii

du min (p+1l,n=-i+1)

(51-1:11( = k-i , i £ k £ min(i+P;n)

0d tod izracunamo

l6u’]ly = 3 (p+1) (p+2) (10.6)
l6u’ll, = 5(p+1) (p+2)
HGU’]E =-§§(p+1)(p+23(2(2p+3)n - p(3p+5))

"(10.7)
d) Matrika &L’

Iz definicije (7.18) in iz (10.1) sledi, da so od nié&

razli&ni elementi matrike 6L’ podani takole:

§L;, = min(i-1,p)
aiik = max (0,k-max(0,i-p-1)), k < i
0d tod izracunamo
lsnll, = 3p(p+3) (10.8)
lsL’]l,, = 30 (p+3)

lsn7)2 = B (2(2p%+9p+1)n = (p+1) (3p+11p-2))
' (0.9)

e) Matrika E’

Iz (10.1) in definicije (7.14) sledi, da je matrika E’

podana takole:

eik = max (0,min(i-1,i+p-k)) , k > 1
Cik = max (0,min (k,k+p+1-1i)) , k < i
saj je pri k 2> i, Wip = Wy in pri k < i, Wiy = Uy
O0d tod izracunamo
IE']], = p(p+1) (10.10)

1
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el = p(p+1)

ngrlg

E(p+l](2(2p+l)n - 3p(p+l)) (10.11)

Zdaj pa izpeljimo Se konéne ocene za perturbacijsko
matriko SA. Pri tem bomo uporabili poleg zveze (7.1) $e ocene
(7.4) - (7.8).

Iz (10.2), (10.4), (10.6), (10.8) in (10.10) sledi:

1

- - 1
= ll6all; £ 2°01 p(p+l) + 1712 5 p(p+3) (p+l) +

A

+ 1°12 %(p+l}2(p+2) ¥ 17122 % p(p+l) (p+2) (pt3)a

Tu upostevajmo, da je
2pa < na £ 0'1
in po elementarnih poenostavitvah dobimo oceno
62, £ 1714 (p+1) (p°+5p+1) ga
Prav tako velja
HSAHm < 1°14 (p+1) (p>+5p+1)ga

saj so ocene za posamezne matrike iste.
Ocenimo Se evklidsko normo. Najprej posamezne norme
(Y0+3) » {10:58)4 [(10.7),; (10.9) in (10.1)) ocenimq tako, da si

poenostavimo nadaljnji radun:

I/l < /TFDm
lu’lly < /ToFITR
lsu'lly < (p+2)/(p¥IT0/3
6Ll < p/TEFITE
|E"|, < (p+l)/ZpA73

0d tod dobimo

e | |
i] 5AII E

A

2°01(p+1)y2pn/3 + 1°12 p(p+l)n +
+ 1°12(p+2)V/1/3(p+l)n + 1'122p{p+2J/173(p+1)na

Tu upoStevajmo, da je na < 0°1. Tako dobimo po poeno-

stavitvi 2
< 1°77(p+1)“(n + Vn + p)ga

6all
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11. Povzetek rezultatov

Pri ocenjevanju norm perturbacijske matrike § A smo
prisli do nasledniih zakljudkov (pri fiksiranih pogojih glede
aritmetike) :

Pri sploSni matriki so vse tri norme ocenjene s (3.29),
kjer je fp{n) = O(n3),2pri sploSni pasovni (2p+1)-diagonalni
matriki je fl(n) = O0(p'n), druga dva faktorja fm(n) in fE(n)
pa sta reda O(pnz). Pri diagonalno dominantni pasovni matriki

pa velja £, (n) = £,(n) = 0(p°) in £ (n) = O(p°n).

Iz tega moremo sklepati, da je Gaussova metoda z del-
nim pivotiranjem za pasovne matrike tudi s staliSéa analize
napak zelo uspe$na in posebno priporo&ljiva, Ce so te matrike
diagonalnc dominantne.

Za Se boljSo potrditev tega sklepa pa si moramo ogle-
dati podrobno Se ocene za pivotno rast, to je ocene za Stevi-

lo g.



IIT. PIVOTNA RAST

12, Znane ocene

V oceni (3.29) za normo perturbacijske matrike nasto-
pa tudi faktor g, ki je bil definiran kot
g = max faii}!
i B

Stevilo g nam pove, kako veliki morejo postati elemen-

ti matrik A(r)

Vpeljimo ustrezno relativno Stevilo:

v toku Gaussove eliminacije.

R = g/max [aik}
i,k
To Stevilo nam pove, za kakSen faktor morejo kveljemu

(r)

narasti elementi posameznih matrik A glede na absolutno
najvetji element prvotne matrike.
Ce R poznamo, je tedaj
g = R max laik|
i,k
Pri ocenjevanju faktorja R bomo suponirali, da je ma-

trika A nesingularna in tako normirana, da je

max | a (181}

1,k ik] 1
Tedaj je ofitno g = R. Studirali bomo torej, kako narasdajo
elementi v toku eliminacij pri pogoju (12.1).

Eg izvajamo eliminacije brez pivotiranja, se v splod-
nem lahko zgodi, da je R poljubno veliko Stevilo. Torej brez
dodatnih predpostavk ni mogoce dobiti nobene ocene za R. Obe-
nem se spomnimo tudi, da je bila ocena (3.29) izpeljana pri
pogoju, da so elementi spodnje trikotne matrike L absolutno
- omejeni z 1, torej pri pogoju, da izvajamo eliminacije npr. z

delnim pivotiranjem.
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Oglejmo si nekaj ocen za Btevilo R, ki jih je izpeljal
Wilkinson (1961) .

a) Pri delnem pivotiranju velja ocena

R ¢ 2771 (12.2) -
Iz formul (2.4)
(r+1) _ _(r) _ (r)
fix T %k irdrx

in pogoja

ms | g1
ir! =
sledi i
(r+1) (r)
lag e | & 2 max |ag’|
I
Torej velja tudi
max ]agi+l)] < 2 max ]afr)[ (12.3)
Lik .k

Na vsakem koraku eliminacije je kveljemu moZen porast

elementov za faktor 2, torej velja

(n) n-1
max |a;y |

ik 1 ik

ph~l (12.4)

A
]
|
]
%
D

I

Iz (12.3) in (12.4) takoj sledi veljavnost ocene (12.2).
Enac¢aj je v tej oceni moZen. Vzemimo primer take matri-

ke pri n = 6.

1 0 0 0 0 1] 1 0 0 0 0 1

-1 1 0 0 0 1 01 0 0 0 2

s |7E -k 1 B @ 3 A(6) 2 1o 0 1 0 0 4
-1 -1-1 1 0 1 0 0 0 1 0 8

-1 -1 -1-1 1 1 0 0 0 0 116

-1 -1 -1 -1 -1 1 0 0 0 0 0 32

Toda to je zelo specialen primer. V praksi je znaten

porast elementov zelo redek.

b) Ce je A diagonalno dominantna matrika, je
R< 2

brez pivotiranja.



c) Ce je A tridiagonalna matrika, velja ocena

R

A

2 (12.3)

pri delnem pivotiranju.
Oglejmo si dokaz za oceno (12.5), ker bomo v zadnjem

razdelku ta rezultat posploSili na poljubne pasovne matrike.
Naj bo torej A tridiagonalna matrika:

=0, [i-k| >1, laj | g1

a,
ik

Pri Gaussovi climinaciji z delnim pivotiranjem prideta

v po3tev pri izbiri pivota vedno samo dva elcmenta. Oglejmo si

r-ti korak eliminacije in si ponazorimo samo tiste elemente

(r)

matrike A ;, ki so na tem koraku zanimivi:
2,
ar+1,r Iar+l,r+l ar+1,r+2
2 r42,r+1 qr+2,r+2

Elementi brez zgornjega indeksa so elementi prvotne matrike.
Vzemimo nadalje, da veljajo ocene:

(r) 5 (r) |

|a 3 7 [ | £ 1
rr = r,r+l (12.6)
!aikl g X 4 iLpetl, 2w
kar je pri r = 1 prav gotovo izpolnjeno.
Oglejmo si sedaj en korak eliminacije. Imamo dve
moZnosti:
(i) 2T 5 1a 1 (12.7)
rr = r+l,r

V tem primeru vrstic r in r+l ne zamenjamo in r-ta
vrstica zgornje trikotne matrike U postane

O oss Oy 850 5l¥)

# e 0
rr o i 3 0, !

Nova elementa (r+l)-te vrstice izracdunamo po formulah:
a
(r+1) _ a3 P o (r)

r+l,r+1 ar+l,r+l - a(r) r,r+l
rr



(r+1)

ar+l,r+2

- ar+1,r+2

Vsi drugi elementi ostanejo nespremenjeni. Ce upoStevamo (12.6)

in (12.7), dobimo od tod naslednje ocene:

(r+1) 4 (%)
! r+1 r+l] 3 1ar+l,r+ll * - r r+1]
] (r“l‘l) -
18r+1,r42/ !ar+1,r+2] .
!aik] <1, 4i3rx+2, k 3 r+l

(i1) (12.8)

(r)
|2 [ r+l rl

V tem primeru najprej zamenjamo r-to in (r+1) -to vrsti-

co tako, da dobimo na ustreznih mestih situacijo:

a a a
r+l,;x ot P e ) 8 r+l,r+2

(x) o (x)
arr r r+l 0

@ ar+2,r+1 .ar+2,r+2

Tako postane r-ta vrstica matrike U

Op wee o 0, ar+l,r’ ar+1,r+1’ ar+l,r+2’ 07 ¢e0 + O
Nato izvedemo eliminacijo po formulah
(r)
a (¥F1) o S e .
r+l e+l _ r,r+l ar+1,r r+l;r+l
(r)

(r+1) sl e Srr . &

r+l,r+2 - ar+l,r r+l,r+2

Vsi drugi elementi ostanejo nespremenjeni. Iz (12.6) in (12.8)

potem sledi:

| (r+l) (r) I

lacsy re1l & 120 pan ]+ l2pgy pa ] 52
(r+1) |

[ar+l,r+2' = ]ar+1,r+2! £1

r+l

A

1, i2>r+2 , k

v

gyl
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V obeh primerih imamo torej spet situacijo kot pred

tem korakom z ocenami (12.6) pri r, ki je za 1 velji. Na osno-

vi indukcije torej sklepamo, da velja ocena (12.5).

Preden preidemo na izpeljavo ocene za R pri poljubni

(2ptl)-diagonalni matriki, si pripravimo potrebne pripomolke.

13. PomoZni izrek

Pri danem naravnem Stevilu p konstruirajmo pravokotno

matriko B, ki ima p+l vrstic in 2p stolpcev po pravilu:

bi,2p =

bp+1,k

bijy = b

za k=2p-l,...,1 1in i=

I ¢ 3=);24% s s sPtl
= l I k=1'2;l..,2p

+ b

i+l ,k+1 1,k+1

1,2,...;9.

(13.1)
(13.2)

(13.3)

S temi predpisi je matrika B natanko dolo&ena. Ima

naslednje lastnosti:

(i) bik > 1
(ii) b1k > b
(iii) blk > b
(iv) ?ai bik
(v) bik = 2

-

za i=2,

By = 2
za i=1,
bix = 2

za i=2,

r izlrono’p r k=1’.oo’2p—1

y KFl pees g2 o 1322, see gl

ik

1’k+1 r k=1;‘-.’zp_l

= by,

2p=k 2p—k+i—1

+ 1 =

pk=2) 2P KL & (3upagyadi=k=2

3;--n;p in k=1'2'-¢.;i-1

2p-k _ ,p-kti-1 _

2ieewsd In keslpidtloesweD

2p-k:. _ 2p~k+i—1

+ 1

3,¢ee,p in k=p+l,...,pti~1

(p-k-2) 2P7%"1

(13.4)
(13.5)
(13.6).
(13.7)

(13.8)

(13.9)

(1:3:310)
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; . a2p=k
bik = 2

za 1=1,2,...,p din k=p+i,...,2p

(13.11)

Dokaz.

(i) Ocena (13.4) sledi neposredno iz definicije elemen-
tov matrike B (13.1) - (13.3), saj je zaradi (13.3) bik vedno
vsota dveh pozitivnih celih Stevil.

(ii) Pri dokazovanju neenacbe (13.5) lo¢imo dva primera:

a) kxp+i-1 (13.12)

Tedaj sledi iz (13.3), da je

Big = Pix = Py ki1 T Py xe1 T Pisn,xe1 t Prke1 =
® Byogny & Big gy ®
=b =1-1=0

2p=k+1,2p ~ O2p-k+i,2p
Pri pogoju (13.12) je namred
2p -k +igp+1

in zato smemo uporabiti definicijo (13.1). Torej pri pogoju
(13.12) je

b = b

1k ik

B ke p+ds 1 (13.12)

V tem primeru pa na osnovi (13.3) velja:

Bik ™ Pix = P2 x+1 " Pis1,k+1 =

bp-i+2,p+k--i+1 - bp+1,p+k—i+1 =
bp-i+2,p+k—i+l =1E4
saj je sedaj
p+k-i+l < 2p
in moremo. uporabiti oceno (13.4).
Pri pogoju (13.12) velja torej

bix * Bax
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NeenaZba (13.5) je torej dokazana.

(iii) Veljavnost neenadbe (13.6) sledi neposredno iz
(13.3) in (13.4) ali (13.1):

+ b > b

bix = P2 x+1 1,k+1

1,k+1
(iv) Enostavno se je prepridati, da je maksimalni ele-
ment matrike B ravno b,,. Iz (13.5) in (13.6) sledi

max b,, = max b =D
i,k ik k 1k 11

(v) Nekoliko ve¢ racdunanja je pri izpeljavi eksplicit-
nih formul za elemente matrike B. Lo¢iti je treba Stiri tri-
kotne dele matrike B.

V vseh Stirih primerih bomo uporabljali formulo, ki
sledi iz aditivne lastnosti (13.3) s

Bix = Pisy x+1 ¥ Py k41 ™

=bji2,x+2 P2, x+2 * 2Py k41

+ b + 25 + 4b =

= Bjs3,k+3 3,k+3 2,k+3 1,k+3

& s
= Digr x+r * § 27 brog k+r (13.13)

V tej formuli bomo vzeli &imvedji r, to se pravi, da
bo bodisi i+r = p+l in k+r < 2p, bodisi k+r = 2p in i+r <
< ptl.
Oglejmo si sedaj elemente matrike B v Stirih trikotnikih.
a) i=1,2,c009P » k=pti;e.i 2P
V tem primeru je
k 2p+1i
V enac¢bi (13.13) smemo torej vzeti r = 2p-k, saj je i+r =
= 2p-k+i < p. Pri tem upo3tevajmo definicijo (13.1). Tako do-
bimo 2p=k=1

= S
bix = Bopxei,zp* ' L 2

b =
s 2p-k-s,2p
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2p-k-1 - :
=1+ 3 28 = 22P7k (13.14)
s=0

S tem je dokazana formula (13.11).

b) i=2;3’on.’p I k=p+l’-.-,p+i_l
V tem primeru je
p<k<p+i (13.15)

V formuli (13.13) moremo sedaj vzeti r = p-i+l, saj je
k+r = ptk-i+l < 2p+l. Pri tem upoStevajmo definicijo (13.2).
Tako dobimo
p-i

Bk ™ Boyy, pik-ter * SEO

s =

p-i=-s+1,p+k=-i+1
p-i

=14+ y 25
s=0

Ker je sedaj na osnovi neenacbe (13.15)

bp—i—s+1,p+k—i+1 L1 Iuds)

(p+k=i+l) = (p=i-s+l) = k+s 2 k >p
moremo v (13.16) uporabiti formulo (13.14) in zato je

_ op~k+i-1
bp-i—s+1,p+k-i+1 .

Tako- dobimo iz (13.16)
i

P s
bik =1 + g 27 .2
s=0

S tem smo dokaza;i formulo (13.10).

c) 1=1,2,c0.,p » Kk=i,i41,...,p

Sedaj je
ick € p (13.18)

Spet uporabimo formuld (13.13) z r = p=-i+l, pri tem pa razdeli-

mo vsoto na dva dela:

s
2 bp-i-s+1,p+k—i+1 *

bp—i-s+1,p+k—i+1
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Prva vsota je pri k = p enaka nié¢, kot je navadno pri tem za-
pisu. V prvi vsoti velja zaradi (13.18)

ptk-i+l > p+l > p
in

(ptk=i+l) = (p-i-s+1) = k+s < p-1 < p
Zato moremo v prvi vsoti uporabiti formulo (13.17).

V drugi vsoti pa velja

(p+k-i+1) - (p-i-s+1) = k+s

v

P

Zato moremo uporabiti formulo (13.14).
Tako dobimo

by = 1 P'E'l 28 (aBTRFL=L | opekestl o gy o
s=0
N pii 58, oP=kti-1 _
s=p=-k
= 22P7k _ oPmkHi=l (o2 2P7RTL (13.19)
S tem je dokazana formula (13.9).
Konéno si oglejmo Se zadnji trikotnik.
a $22,3,000,0 » k=1,2,.00,4-1
Sedaj pa je
k <1
in spet uporabimo formulo (13.13) z r = p-i+l:
Pt s
by =1 +_s§0 2 bp—i—s+1,p+k—i+1 (13.20)
Ker sedaj 'velja
(p+k-i+1l) - (p-i-s+l) = k+s > k > 0

in
ptk=i+l < p+l1 < p

moremo v (13.20) uporabiti formulo (13.19). Tako dobimo
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p-i

bik =% & % 2sfzp-kﬂ.-l _ 2p—k—s—l _ (i—k-B)Zi-k—z) -
s=0
- 22p-—k _ 2p—k+i—1 & L & {p—k—2)2p—k—l ”
F (i=k=3y2tTk2

Tako je dokazana tudi formula (13.8) in s tem ves po-

mozni izrek.

14, Ocena za R pri pasovni matriki

Isrek. Ce je A nesingularna (2p+l)-diagonalna matrika
in e izvajamo na njej Gaussovo eliminacijo z delnim

pivotiranjem, velja pri eksaktni aritmetik<
R ¢ 2°P7L o (p-1)2P72 (14.1)
Ocena je stroga.

Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo. Na vsakem ko-
raku pride v poStev za eliminacijo samo p+l1 vrstic matrike.

Vzemimo situacijo na r-tem koraku. NapiSimo samo tiste ele-

mente matrike A(r) (Acl) = A), ki nastopijo pri izrafunu ma-
trike A(r+l):

aéij aéf;+1 Sl aéfi+2p—l 9

aéii,r aéii,r+l TEE aéil,r+2p—l 0

aéi;—l,r aéi;—1,£+1 s aéi;—l,r+2p—l 0

aéi;,r aéi;,r+l | e aéi;,r+2p—l aéi;,r+2p

Pri tem so elementi zadnje vrstice Se nespremenjeni elementi

prvotne matrike.
(r)  _ pre
Bran,k ™ Brap, k- 1 FErisET2p
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Vzemimo, da veljajo ocene

(r)

[ar+i—l,r+k—

g b

gx ¢ A=loeeesp¥l o, kSl,..,2p 0 (14.2)

]aéi;,r+2p! 1
kjer so by elementi matrike B, ki je bila definirana v prejs-
njem razdelku. Pri r = 1 je situacija taka, da tem pogojem prav
gotovo ustreza, saj je bik o

Ugotovili bomo, da dobimo po enem koraku eliminacije
analogno situacijo z enakimi ocenami.

Pri delnem pivotiranju si ogledamo elemente v r-tem
stolpcu na glavni diagonali in pod njo ter pois&emo tistega, ki
ima najve&jo absolutno vrednost. Ce je takih ve&, je vseeno,
katerega vzamemo.

Naj bo v naSem primeru pivot v (r+j)-ti vrstici, kjer
je j neko Stevilo med 0 in p. Velja naj torej

|aéf%,r| > Iaﬁf;,r] i 120,500 (14.3)

Tedaj zamenjamo r-to vrstico z (r+j)-to in elementi zgornje

trikotne matrike v r-ti vrstici so:

- 4 (xX) _
By, r+k = Pr+j,r+x ¢ X50e1se.-02P (14.4)

Nato izvedemo eliminacijo po formulah

a(r)
- r+i,r
r+i,r+k U, _ur,r+k (14.5)

(r+1) Y )
ar+i,r+k e

za 3=1;2,...:0; L #3 1in k=i,2,...,2p

in posebej

a ()
(r+1) - g ) - rro
r+j,r+k =~ “r,r+k T r,c+k '’

a k=1,...,2p (14.6)

Ce je j = 0, ta enadba ni potrebna. Vsi drugi elementi ostanejo

nespremenjeni in velja torej tudi

(r+1l) _ _
ar+p+1,r+k = @r4p+l,r+k ' KL e g SPEL

Ocenimo sedaj absolutne vrednosti novih elementov.
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Najprej dobimo iz (14.4) in (14.2) pri k=1;2,...,2p—1 oceno

lu (14.7)

r,r+k[ = bj+1,k+1
in iz (14.5) » (14.2)y (14.3) in (14.7)

jaterh)

| (r) |
r+1 r+k

a . - u
r+i,r+k’ l

r,r+k|

Bowt xer * Buyy i

A

Sedaj pa uporabimo lastnosti (13.5) in (13.3) matrike B in do-

bimo

+b, ,..=b

[ (r+1) ]
L,.k+1 ik

r+i r+k 1+l,k+1

Posebej pri k = 2p pa imamo iz (14.5) za i=1,2,...,p-1 , &e
i#3 in iz (13.1) ;

(r+1) _
| r+i,r+2p| 3 !ur,r+2p! 1= b1,2p
in pri i = p, kajti, &e je j # p, Jje ur,r+2p = 0:
(r+1) _ (r) _
!ar+p,r+2pl - [ar+p,r+2p| g lm= bp,2p

Torej velja za i=1,2,...,p , i # 3 in k=1,2,...,2p

ocena
(r+1)

r+1+i—1,r+1+k-1] £ by (14.8)

|a

torej analogna ocena .kot (14.2) pri r+l.

To oceno moramo potrditi Se pri i = j. Tedaj pa upora-
- bimo (14.6) in dobimo za k=1,...,2p-1

|a (r+1) [

1al®) |+
r+3 r+k

r,r+k 1 r r+k[ b3

A

By x+1 * Pys1,k+1 = Pix

A

Pri k = 2p pa imamo

1 (r+1) I

r+j r+2p =P%d =B

Uy, re2p] 3421
e je j £ p. Ce pa je j = ptl, je

(r+1) z 1k

laLr+p+1,r+2p| = ]ur,r+2p| = p+l,2p
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Torej velja ocena (14.8) za vse indekse i=1l,...,p+l in
k=1,...,2p .
Po enem koraku eliminacije se torej situacija popolno-
ma ponovi. |
Zato velja
(r)[

R = max |a, < max b,, = b
i,k,r ik = ik 11
Ker pa je iz (13.9)
: i o 22p—1 _ (p—1}2p_2

11
je s tem izrek dokazan.

Pokazati moramo le 8e, da je ocena stroga.

Konstruirajmo matriko A reda n = 2p+l1 s predpisom:

a.ii= 1 I i=l’.oo'n
aik = =1 ; i-k=1,...,p
ain =1, i=1,p+2,p+3,...,n

Vsi drugi elementi naj bodo enaki nid. Tako matriko lahko do-
bimo iz (2p+l)-diagonalne matrike, ki zado3&a pogojem !aikl <1,
¢e najprej zamenjamo prvo in (p+l)-to vrstico.

IzkaZe se, da elementi zadnjega stolpca matrik A
nastajajo po istih pravilih kot smo tvorili elemente matrike B.

()

Velja namred

(r) ' .
a, = r=2,...,0 i=r,...,r+
in bi-—r+1,n—r+1 £ ! fe 4 5P

Torej je v tem primeru

(n) _
dm C P11
Kot zgled vzemimo tako matriko pri p =5, n = 11:

1 0 0 0 0 0O O O O 0 1
-1 1 0 0 0 0O 0 0O O O O
-1-1 1 0 0 0 O O O O O
-1 -1-1 1 0 O O O O O O
-1 -1-1-1 1 0 0 0 0 0 O
A = -] -1 -1-1-1 1 0 0 0 0 0O
0 ~1 =1 =1 ~1 =1 1 0 Q@ 0 1
0 0~1=1+-=1-1-1 1 0 0 1
0 0 0 =1 ] «=1 =Y =1 ) @0 1
o 0 0 0~-1-1-1-1-1 11
o 0 0 0 0~-1-1-1-1-1 1
o —




V tem primeru je

0000O0CO0O0OOQ 1
100000000 1
1 000000O00O0 2
1000000 B
e 100000 8
Al g 10000 16
1000 32
100 63
1 0 124
1 244
480
Ustrezna matrika B pa je pri p = 5 enaka:
480 244 124 63 32 16 8 4 2 1
464 236 120 61 31 16 8 4 2 1
B = 432 220 112 57 29 15 8 4 21
369 188 96 49 25 13 7 4 2 1
245 125 64 3317 95321
1 1 1 1 1 11111

Ugotovili smo torej, da je pri pasovnih matrikah tudi
ocena za faktor g znatno boljSa od sploSne ocene (12.2). Ocena
(14.1) je odvisna samo od p, kar je zelo ugodno, saj je pri pa-
sovnih matrikah navadno n znatno #eéji od p.

Ce strnemo vse ugotovitve zadnjih dveh poglavij, moremo
trditi, da je Gaussova eliminacijska metoda z delnim pivotira-
njem tudi s staliS&a analize napak zelo priporo&ljiva za pasovne

sisteme linearnih enadb. ®
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