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1 Uvod

Glavni namen monografije je predstaviti nekaj novejsih rezultatov
s podrocja linearnih kot tudi nelinearnih ohranjevalcev na alge-
brah, t.j. linearnih in nelinearnih preslikav, ki ohranjajo dolocene
lastnosti, mnozice ali relacije med elementi.

Opisimo nekoliko podrobneje ozadje problemov, ki jih bomo obrav-
navali.

Naj bo M, (C) algebra n x n matrik nad poljem kompleksnih stevil
ter S,T € M, (C) taki matriki, da je det(ST) = 1. Definirajmo
preslikavo ¢ : M, (C) — M,(C) s predpisom

$(A) = SAT, A € M,(C). (1.1)

Preslikava ¢ je linearna in ohranja determinante matrik (t.j. za
vsako matriko A € M,,(C) je det(¢p(A)) = det(A)). Ker je det(A) =
det(A?), kjer A' oznacuje transponirano matriko matrike A € M,
(C), tudi preslikava ¢ : M, (C) — M, (C) definirana s predpisom

p(A) = SA'T, A€ M,(C), (1.2)

ohranja determinante matrik. Leta 1897 je Frobenius [28| poka-
zal, da je vsaka linearna preslikava na algebri M, (C), ki ohranja
determinante matrik, oblike (1.1) ali oblike (1.2).

Naj bosta S, T € M, (F) taki matriki, da je det(ST') # 0. Leta 1949
je Dieudonne [16] pokazal, da so preslikave oblike (1.1) in (1.2)
edine bijektivne linearne preslikave na algebri an((C), ki vsako sin-

gularno matriko preslikajo v singularno matriko. Se vec¢, ta rezultat
velja za poljubno polje F.

Za vsako matriko A ozna¢imo z rank(A) rang matrike A. Naj bo
¢ : M,(C) — M,(C) taka bijektivna linearna preslikava, da je
rank(¢(A)) = 1 za vsako matriko A € M,(C) ranga ena. Potem
je ¢ preslikava oblike (1.1) ali oblike (1.2) za neki obrnljivi matriki
S, T € M,(C), kar je leta 1951 pokazal Hua [33].



1 Uvod

Zgornji primeri so zgledi treh standardnih problemov linearnih
ohranjevalcev.

Problem A Naj bo F skalarna funkcija na algebri M, (F) (tukaj F
oznacuje poljubno polje). Karakterizirati zelimo linearne preslikave
¢ : My (F) — M, (F), za katere velja

za vsako matriko A € M, (F).

Opomba. Zgoraj omenjena funkcija F je lahko tudi vektorska funk-
cija ali funkcija, ki vsaki matriki priredi neko mnozico.

Problem B Naj bo S podmnozica algebre M, (F). Karakterizi-
rati zelimo linearne preslikave ¢ : M, (F) — M, (F), ki ohranjajo
mnozico S, oziroma preslikave, ki zadosc¢ajo

#(S) C S.

Veéasih (npr. ¢e zgornja predpostavka ne vodi do lepih struktur-
nih rezultatov) obravnavamo tudi problem karakterizacije linearnih
preslikav na M, (F), za katere velja

#(S) =S.

Problem C Naj bo ~ relacija definirana na mnozici M, (F). Ka-
rakterizirati Zelimo linearne preslikave ¢ : M, (F) — M,(F), ki
ohranjajo relacijo ~, oziroma preslikave, ki zadoScajo

A~ B = ¢(4) ~¢(B),
ali preslikave, ki ohranjajo relacijo ~ v obe smeri, t.j.
A~B < ¢(A) ~ ¢(B).

V zadnjih nekaj desetletjih je bilo odkritih veliko rezultatov o line-
arnih ohranjevalcih na matri¢nih algebrah kot tudi na bolj splosnih
kolobarjih in operatorskih algebrah. Poleg velikega Stevila zanimi-
vih rezultatov pa je na tem podrocju Se veliko odprtih vprasanj in
prav zato je to podrocje tako atraktivno. Problem je enostavno in
naravno formulirati, prav tako je odgovor pogosto zelo eleganten.
Poleg tega je na matri¢nih algebrah postal zanimiv tudi splosnejsi
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problem karakterizacije aditivnih ohranjevalcev in soroden problem
karakterizacije multiplikativnih ohranjevalcev. Zanimivo pa je, da
lahko v nekaterih primerih dobimo lepe strukturne rezultate za
ohranjevalce brez algebrai¢nih predpostavk kot so linearnost, adi-
tivnost in multiplikativnost.

Problem linearnih in nelinearnih ohranjevalcev se naravno pojavlja
pri Stevilnih osnovnih rezultatih na podrocju matri¢nih algeber in
operatorskih algeber. Na primer, naj bo ¢ : M,(C) — M,(C)
preslikava definirana s predpisom ¢(A) = UAU™* ali s predpisom
¢(A) = UAU*, kjer je U neka unitarna matrika. Potem ¢ ohranja
lastne vrednosti matrik, determinante matrik, spektralni radij, her-
mitske in normalne matrike... Zanimivo vpraSanje pa je, ali katera
od teh lastnosti zadostuje, da je ¢ oblike ¢p(A) = UAU™ ali oblike
#(A) = UA'U*, oziroma pod katerimi pogoji je preslikava ¢ oblike
¢(A) = UAU* ali oblike ¢p(A) = UAU*.

Naj bosta A in B algebri. Linearno preslikavo ¢ : A — B imenu-
jemo jordanski homomorfizem, ¢e velja ¢(ab + ba) = ¢(a)p(b) +
d(b)d(a) za vsak par a,b € A. Ze leta 1970 si je Kaplansky [37]
zastavil vpraSanje: pod katerimi pogoji je enotska linearna presli-
kava, ki ohranja obrnljivost, jordanski homomorfizem? Veliko dela
v zvezi s tem problemom je bilo narejenega na podrocju funkcio-
nalne analize, kjer so matematiki usmerili pozornost na ohranje-
valce obrnljivosti na Banachovih algebrah. Leta 1986 sta Jafarian
in Sourour [35| dokazala, da so jordanski izomorfizmi edine bijek-
tivne enotske linearne preslikave med algebrama B(X) (t.j. algebra
vseh omejenih linearnih operatorjev na Banachovem prostoru X)
in B(Y), ki ohranjajo obrnljivost v obe smeri. Aupetit in Mouton
[5] sta leta 1994 razsirila ta rezultat na polenostavne Banachove
algebre, katerih podstavek je bistven ideal. Dve leti kasneje pa je
Sourour [55] pokazal, da velja zgoraj omenjen rezultat Jafariana in
Souroura za preslikave, ki ohranjajo obrnljivost samo v eni smeri.
Ob tem si lahko zastavimo vpraSanje, ali velja podobna trditev, kot
sta jo dokazala Aupetit in Mouton, pod milejso predpostavko, da
se obrnljivost ohranja samo v eni smeri. Odgovor na to vpraSanje
je pritrdilen, kar bomo pokazali v tretjem poglavju.

Ob karakterizaciji linearnih ohranjevalcev pa se lahko vprasamo,
ali velja kaj podobnega tudi za aditivne ohranjevalce, t.j. aditivne
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preslikave, ki ohranjajo dolo¢ene lastnosti. Omejimo se na algebro
matrik M, (F) nad poljem F. Naj bo f neni¢elni endomorfizem po-
lja F. Potem aditivna preslikava [a;;] — [f(aij)], [aij] € M, (F),
ohranja obrnljivost kot tudi singularnost. Ta preslikava je injek-
tivna in skoraj surjektivna, t.j. linearna lupina slike te preslikave
je cela algebra M, (F). Tako bomo v tretjem poglavju pokazali, da
je vsaka aditivna skoraj surjektivna preslikava na M, (F) (tukaj je
F polje s karakteristiko ni¢), ki ohranja singularnost, bodisi oblike
[aij] — S[f(a”)]T, [aij] € Mn(]F), bodisi oblike [aij] — S[f(aij)]tT,
la;j] € My(F), kjer sta S, T € M,(F') obrnljivi matriki in je f endo-
morfizem polja F. Enak rezultat velja tudi za aditivne surjektivne
preslikave na M, (F), ki ohranjajo obrnljivost. Zanimivo pa je, da
obstajajo aditivne skoraj surjektivne preslikave na M, (FF), kjer je
F polje realnih ali kompleksnih stevil, ki ohranjajo obrnljivost in
niso zgoraj opisanih standardnih oblik.

Poleg linearnih in aditivnih ohranjevalcev bomo obravnavali tudi
nelinearne ohranjevalce. Pred kratkim je Semrl [58] karakteriziral
bijektivne zvezne preslikave na M, (C), ki ohranjajo komutativnost
v obe smeri. Naravno vpraSanje, ki si ga lahko ob tem zastavimo,
je: ali velja enak rezultat za polje realnih Stevil? V ¢etrtem poglavju
bomo pokazali, da je odgovor pritrdilen za n > 3. Prav tako bomo
opisali vse zvezne injektivne preslikave na algebri realnih matrik,
ki ohranjajo komutativnost samo v eni smeri.

Mnozica vseh n x n idempotentnih matrik P,(F) nad poljem F
postane delno urejena mnozica, ¢e vpeljemo relacijo < s predpisom
P <@Q < PQ=QP = P, kjer sta P in () idempotenta. Preslikava
¢ : P,(F) — P,(F) ohranja urejenost, ¢e iz P < @ sledi ¢(P) <
?(Q) za vsak par P,Q € P,(IF), in ohranja urejenost v obe smeri,
¢e je P < @ natanko tedaj, ko je ¢(P) < ¢(Q), P,Q € P,(F).
Leta 1993 je Ovchinnikov [51] karakteriziral bijektivne preslikave
na P, (FF), kjer je n > 3 in je F polje realnih ali kompleksnih Stevil,
ki ohranjajo urejenost v obe smeri.

Poleg matri¢ne algebre M, (F) pa obstajajo tudi druge pomembne
podalgebre in z njimi povezane delno urejene mnozice idempoten-
tov. V zadnjem poglavju bomo posvetili pozornost delno urejeni
mnotzici zgoraj trikotnih idempotentnih matrik. Pokazali bomo, da
podoben rezultat, kot ga je dokazal Ovchinnikov, velja tudi za bi-

10
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jektivne preslikave na delno urejeni mnozici zgoraj trikotnih idem-
potentnih matrik, ki ohranjajo urejenost in ortogonalnost. Ce je F
polje z lastnostjo, da je vsak neniCelni homomorfizem g : F — F

surjektiven, potem enak rezultat velja brez predpostavke o surjek-
tivnosti.

11






2  Predstavitev osnovnih
pojmov

V tem poglavju bomo predstavili osnovne pojme in primere iz teo-
rije nekomutativnih algeber, Banachovih algeber in jordanskih ho-
momorfizmov ter karakterizirali izomorfizme in antiizomorfizme na
standardnih operatorskih algebrah.

V nadaljevanju bomo predpostavili, da so vsi vektorski prostori
nad poljem kompleksnih Stevil, razen kadar bomo posebej zapisali
drugace.

2.1 Nekomutativne algebre

Namen tega poglavja je pregledati nekaj osnovnih pojmov iz teorije
nekomutativnih asociativnih algeber. Brez podrobnosti bomo po-
dali osnovne definicije in izreke, ki jih bomo v naslednjih poglavjih
potrebovali.

Pod besedo algebra bomo v nadaljevanju razumeli, da gre za asoci-
ativno algebro z enoto nad poljem kompleksnih $tevil, ki ni nujno
komutativna. Se ve¢, ukvarjali se bomo s podroc¢jem, ki je za ko-
mutativne algebre razmeroma nezanimivo, tako bo poudarek zares
na nekomutativnih algebrah.

Primativne algebre

Naj bo A algebra in M levi A-modul. Levi A-modul M je enosta-
ven, ¢e je AM % 0 in sta 0 in M njegova edina podmodula. Izkaze
se, da je nenicelni levi A-modul M enostaven natanko tedaj, ko
je Ar = M za vsak 0 # © € M. Pravimo, da je M veren levi
A-modul, ¢e iz aM = 0, kje je a € A, sledi a = 0. Algebra A je
leva (desna) primitivna algebra, ¢e ima kak enostaven veren levi
(desni) modul. Leva primitivna algebra ni nujno tudi desna primi-
tivna algebra. V nadaljevanju se bomo omejili na leve primitivne
algebre in zato bomo pod besedo primitivna algebra imeli v mislih

13
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levo primitivno algebro. Primera primitivnih algeber sta M, (C),
algebra n x n matrik nad poljem kompleksnih $tevil, in £(X),
algebra vseh linearnih operatorjev na vektorskem prostoru X. V
bistvu drugi primer prvega vklucuje. Namre¢, kadar je X kon¢no
dimenzionalen kompleksen vektorski prostor in je dim(X) = n, je

L(X) 2 M,(C).

Naj bo X vektorski prostor. Pravimo, da je algebra A gosta po-
dalgebra algebre L(X), ¢e za vsako linearno neodvisno mnozico
{z1,29,...,2,} € X in poljubno mnozico {y1,y2,...,yn} C X ob-
staja tak operator T' € A, da je Tx; = y; za vse i = 1,2,...,n.
Vsaka gosta algebra je primitivna. Po Jacobsonovem izreku o go-
stoti pa velja tudi obratno. Namreé¢, vsaka primitivna algebra A je
izomorfna neki gosti podalgebri A" C L(X).

Polenostavne algebre

Naj bo M levi A-modul. S simbolom anny(M) ={a€ A : aM =
0} ozna¢imo njegov levi anhilator, ki je ideal algebre A. Ideal P
algebre A je primitiven, ¢e je A/P primitivna algebra. Izkaze se,
da je P primitiven ideal natanko tedaj, ko je P = ann;(M) za neki
enostavni levi A-modul M. S simbolom rad(.A4) oznacimo Jacob-
sonov radikal algebre A. To je ideal algebre A, ki je enak preseku
primitivnih idealov algebre A, oziroma je enak preseku levih anhi-
latorjev vseh enostavnih levih A-modulov. V primeru, ko algebra
A ne vsebuje primitivnih idealov, je rad(A) = A. Na ekvivalenten
nacin lahko definiramo Jacobsonov radikal s pomocjo enostavnih
desnih A-modulov oziroma desnih primitivnih idealov algebre .A.
Prav tako se izkaze, da je rad(A) enak preseku maksimalnih levih
(desnih) idealov algebre A. Element a € A pripada Jacobsonovemu
radikalu algebre A natanko tedaj, ko je 1+ azx obrnljiv element za
vsak x € A, oziroma natanko tedaj, ko je 1+xa obrnljiv element za
vsak x € A, oziroma natanko tedaj, ko je 1+ xzay obrnljiv element
za vsaka x,y € A.

Pravimo, da je algebra A polenostavna, ¢e je rad(A) = 0. Vsaka
primitivna algebra je polenostavna, saj je 0 primitiven ideal pri-
mitivne algebre. Prav tako je za vsako algebro A tudi A/rad(.A)
polenostavna algebra.

Ideal I algebre A je nilpotenten, ¢e je I"" = 0 za neko naravno
Stevilo n in je nil-ideal, Ce za vsak x € I obstaja tak n € N, da je

14



Banachove algebre = 2.2

2™ = 0. Ocitno je vsak nilpotenten ideal nil-ideal. Obratno ne velja.
Izkaze se, da Jacobsonov radikal algebre A vsebuje vse nil-ideale
in zato tudi vse nilpotentne ideale algebre A.

Praalgebre in polpraalgebre

Pravimo, da je algebra A praalgebra, ¢e je produkt dveh njenih
nenicelnih idealov vselej razlicen od ni¢. Izkaze se, da je algebra A
praalgebra natanko tedaj, ko iz aAb = 0, kjer sta a,b € A, sledi,
dajea=0alib=0.

Algebra A je polpraalgebra, ¢e ne vsebuje nenic¢elnih nilpotentnih
idealov. Ce je A polpraalgebra, potem A ne vsebuje niti desnih niti
levih nenicelnih nilpotentnih idealov. Algebra A je polpraalgebra
natanko tedaj, ko iz aAa = 0, kjer je a € A, sledi, da je a = 0.
Vsaka praalgebra je tudi polpraalgebra. Obratno ni res. Namrec,
naj bo 0 # A praalgebra. Potem je A x A polpraalgebra, ki ni
praalgebra.

Vsaka polenostava algebra A je polpraalgebra. Namre¢, naj bo [
tak ideal algebre A, da je I? = 0. Potem je I C rad(.A), saj Jacobso-
nov radikal vsebuje vse nil-ideale algebre A. Ker je A polenostavna
algebra, je I = 0.

Naj bo A primitivna algebra, M enostaven veren levi A-modul
ter I in 0 # J taka ideala algebre A, da je IJ = 0. Potem je
0=1JM = IM. Iz tega sledi, da je I = 0. S tem smo pokazali,
da je vsaka primitivna algebra praalgebra.

Ideal I algebre A je bistven, ¢e za vsak nenicelni ideal J algebre
A velja I NJ # {0}. Izkaze se, da je v polenostavnih algebrah
I bistven ideal natanko tedaj, ko za vsak element a € A velja
naslednja implikacija

al =0 = a=0.

Torej je v primitivnih algebrah vsak nenicelni ideal bistven.

2.2 Banachove algebre

Definicija 2.1 Naj bo A kompleksna algebra. Ce je na vektorskem
prostoru A definirana norma ||.||, za katero velja

labll < [lallllol] ¥ a,b € A,
15
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potem A imenujemo normirana algebra. Ce je A normirana al-
gebra, ki je hkrati Banachov prostor, A imenujemo Banachova
algebra.

Primer 2.1 Naj bo X Banachov prostor. Ozna¢imo z B(X) al-
gebro vseh omejenih linearnih operatorjev na X. Potem je B(X)
Banachova algebra, saj za vsak x € X in vsaka A, B € B(X) velja
neenakost [[ABz|| = [|[A(Bx)|| < [|A[l[|Bz| < [AlBllz] in je
zato [[AB| < [|A[[|| B]-

Opomba. Algebro vseh omejenih linearnih operatorjev konénega
ranga na Banachovem prostoru X bomo v nadaljevanju oznace-

vali z F(X).

Naj bo A Banachova algebra. Spekter elementa a € A je mnozica
vseh A € C, za katere element a — A1 ni obrnljiv. Oznacevali ga
bomo s o(a). Izkaze se, da je o(a) je kompaktna neprazna pod-
mnozica kompleksnih Stevil in za vsak A € o(a) velja |A| < |a]l.

Naj bo a element Banachove algebre A. Spektralni radij elementa
a (oznacevali ga bomo z r(a)) definiramo kot

r(a) = max{|\| : A€ o(a)}.
Izkaze se, da je za vsak element a Banachove algebre A
r(a) = lim [a"||7.
n—oo

Izrek 2.1 Naj bo a tak element Banachove algebre A, da je r(a) <
1. Potem je 1 — a obrnljiv element in je

(1—a)'= Zoan.

Dokaz. Izberimo tak n € R, da je r(a) < n < 1. Ker je r(a) =
limy, 00 Ha”||%, je |la™| < n™ za vsa dovolj velika naravna Stevila
n. Iz tega sledi, da je vrsta )7 [|a”|| konvergentna. Za vsak n € N
najbo s, =14a+---+a"in S, = |1 + |la]| +--- + [|a™]|. Naj
bosta nadalje m in n naravni Stevili, m < n. Potem je

50 = Sml| = [|[@™ ™ 4+ a™ 2 4. 4 a"|| < |la™
+la™ P+ + la”
= Sp — S

16
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Iz tega sledi, da je vrsta > 2 a" konvergentna (zaporedje del-
nih vsot je Cauchyjevo in prostor A je Banachov). Oznacimo s =

Yol ga™. Dokazati moramo, da je s(1 —a) = (1 —a)s = 1. Ker

zaporedje {||a”|| }nen konvergira proti 0, velja

s(1—a) = (lim s,)(1—a)= lim s,(1—a)= lim (1-a"") =1.

n—oo n—oo n—oo
Na enak nacin bi pokazali, da je (1 —a)s = 1. O

Naj bo A Banachova algebra. Preslikavo x : A — A imenujemo
involucija, ¢e zadosca naslednjim pogojem

za vse a,b € Ain X\ € C.

Primer 2.2 Naj bo H Hilbertov prostor. Preslikava, ki vsakemu
omejenemu linearnemu operatorju A na prostoru H priredi njegov
adjungiran operator, je involucija na Banachovi algebri B(H).

Banachovo algebro A z involucijo * imenujemo C*-algebra, ¢e za
vsak a € A velja ||a*al| = ||a*.

Opomba. Ce je a poljuben element C*-algebre A, potem je llal|? =
lla*a|| < |la*||||lal|, iz Cesar sledi, da je ||a| < ||a*|. Potem pa je
lla*|| < ||(a*)*|| = ||a||. Torej za vsak element a C*-algebre A velja
la* ] = [lall.

Primer 2.3 Naj bo H Hilbertov prostor. Potem je B(H) C*-al-
gebra.

Naj bosta a in b elementa algebre A ter S poljubna neprazna pod-
mnozica algebre 4. Oznacimo

S§'={ae A : ab=ba za vsak b € S}

in
§"={a€ A : ab=ba za vsak b € S'}.

Za vsako neprazno podmnozico S algebre A je seveda S C S”.

17



2 Predstavitev osnovnih pojmov

Definicija 2.2 Algebra A je von Neumannova algebra, ce jo
lahko vloZimo v B(H) za nek Hilbertov prostor H in je A= A”.

Opomba. Vsaka von Neumannova algebra je C*-algebra.

Ce je h tak element C*-algebre A, da je h* = h, potem h imenu-
jemo hermitsk: element. Izkaze se, da je vsak hermitski element
h von Neumannove algebre A limita zaporedja realnih linearnih
kombinacij ortogonalnih idempotentov.

Opomba. Element e algebre A je idempotent, ¢e je e? = e. Idempo-
tenta e, f € A sta ortogonalna, ¢e je ef = fe =0.

2.3 Izomorfizmi in antiizomorfizmi

V tem poglavju bomo dokazali dva izreka, ki karakterizirata izo-
morfizme in antiizomorfizme med standardnima operatorskima al-
gebrama.

Opomba. Naj bosta A in B algebri. Antiizomorfizem ¢ : A — B
je bijektivna linearna preslikava, za katero velja ¢(ab) = ¢(b)@(a),
a,be A

Definicija 2.3 Standardna operatorska algebra na Banacho-
vem prostoru X je vsaka podalgebra algebre vseh omejenih linearnih
operatorjev na Banachovem prostoru X, ki vsebuje identicni ope-
rator I ter vse omejene linearne operatorje na X koncnega ranga.

7. X* bomo oznacevali dual Banachovega prostora X ter z A* ad-
jungiran operator operatorja A € B(X).

Naj bo A € B(X) operator ranga ena (t.j. omejen linearen operator
na Banachovem prostoru X, katerega slika je enodimenzionalen
podprostor prostora X ). Potem obstaja tak xg € X in tak linearen
funkcional fy € X*, da za vsak z € X velja Az = fo(x)xg, oziroma
A = 29 ® fo, kjer g ® fo oznaCuje operator na X definiran s
predpisom (z0 ® fo)z = fo(z)zo, = € X. Ce pa je A € B(X)
operator ranga n, n € N, potem je A vsota n operatorjev ranga
ena in obstajajo taki vektorji x1,...,z, € X ter taki funkcionali
fi,--, fne€X  daje A=x1 Q@ f1 4+ +xp @ fn-

Naj bo z® f € B(X) operator ranga ena. Ce je f(x) =1, potem je
r® f idempotent (oz. (z®f)? = 2® f). Ce paje f(x) = 0, potem je
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(r® f)? = 0. Iz tega sledi, da je vsak operator ranga ena iz prostora
B(X) bodisi oblike AP, kjer je A neko nenic¢elno kompleksno Stevilo
in je P idempotent ranga ena (torej je P = 2@ f in (2@ f)? = 2@ f),
ali pa je operator, katerega kvadrat je enak nic.

Naj bo z € X in f € X*. Potem je o(z ® f) = {0, f(x)}. Torej
je operator I — z ® f obrnljiv natanko tedaj, ko je f(z) # 1. Naj
bo sedaj A € B(X) obrnljiv operator. Potem je A — 2z ® f obrnljiv
natanko tedaj, ko je f(A™'z) #1 (A — 2 ® f je obrnljiv natanko
tedaj, ko je tudi operator I — A~ (z ® f) obrnljiv).

Izomorfizme in antiizomorfizme med standardnima operatorskima
algebrama karakteriziramo na naslednji nacin:

Izrek 2.2 Naj bo A standardna operatorska algebra na Banacho-
vem prostoru X in B standardna operatorska algebra na Banacho-
vem prostoru Y ter ¢ : A — B izomorfizem. Potem je prostor X je
izomorfen prostoru'Y in za vsak A € A velja ¢p(A) = TAT™, kjer
je T : X =Y omejen obrnljiv linearen operator.

Izrek 2.3 Naj bo A standardna operatorska algebra na Banacho-
vem prostoru X in B standardna operatorska algebra na Banacho-
vem prostoru Y ter ¢ : A — B antiizomorfizem. Potem je pro-
stor X* je izomorfen prostoru Y in za vsak A € A velja ¢p(A) =
TA*T~L, kjer je T : X* — 'Y omejen obrnljiv linearen operator.

Opomba. Najprej bomo podali dokaz izreka 2.3, saj je le ta nekoliko
bolj zahteven, nato pa bomo podali le skico dokaza izreka 2.2.

Dokaz izreka 2.3. Izberimo tak vektor zg € X in tak linearen funk-
cional fy € X*, da velja fo(xg) = 1. Operator xg ® fo je idem-
potent ranga ena. Ker je ¢ antiizomorfizem, je tudi ¢(xo ® fo)
idempotent. Recimo, da je ¢(xg ® fy) operator ranga vsaj dva. Po-
tem lahko najdemo taka nenicelna idempotenta Q1 in (o, da je
D20 ® fo) = Q1+ Q2, Q1Q2 = Q2Q1 = 0 ter je Q1 operator ranga
ena. Ker je Q1 € F(Y) C B, tudi operator Q2 = ¢(xo® fo)— Q1 pri-
pada algebri B. Najbo P, = ¢~ 1(Q1) in P, = ¢~ 1(Q2). Ker sta @y
in Q2 nenicelna idempotenta, ki zado$¢ata Q1Q2 = Q2Q1 = 0, sta
tudi P; in P» nenic¢elna idempotenta z lastnostjo P1 P, = PoP; =0
in prav tako velja g ® fo = P; + P»>. To pa ni mogoce in zato je
d(zo ® fo) idempotent ranga ena. Torej je ¢(zo @ fo) = Yo ® go
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za nek vektor yg € Y ter tak linearen funkcional gy € Y*, da je
go(yo) = 1.

Definirajmo linearno preslikavo T : X* — Y s predpisom

Tf = é(xo @ f)yo-

Definirajmo 8e linearno preslikavo S : Y — X* s predpisom

Sy = ¢~y ® g0)* fo-

Naj bo A poljuben operator iz algebre A. Potem velja

(TA")f =T(A*f) = d(zo @ (A" f))yo
= ¢((z0 ® [)A)yo = ¢(A)d(z0 @ fyo = ¢(A)T f,
kjer je f € X*.

Naj bo y poljuben vektor iz Y. Potem velja (upostevamo zgornjo
enakost)

(TS)y = T(¢~ ' (y © 90)* fo)
= ¢((6(y ® 90))T'fo
= (y ® go)¢(zo ® fo)yo
= (¥ ® 90)(¥o ® go)yo
= .
Torej je T'S identiteta na vektorskem prostoru Y.

Naj bo f poljuben funkcional iz X*. Potem velja

(ST)f = S(¢(zo ® f)yo)

= ¢~ ((¢(z0 @ fyo) ® g0)* fo

= o7 (((x0 @ £)(yo ® 90))* fo

= (¢ (o ® g0)(w0 ® f))* fo

= ((wo ® fo)(xo ® f))" fo

= (r0® f)" fo

= f.
Torej je ST identiteta na prostoru X*. Ker je tudi T'S identiteta
(na prostoru Y), je T obrnljiv operator in je T-! = S ter za vsak

A € A velja
p(A) = TA* T,

V nadaljevanju bomo dokazali, da je T" omejen operator. Ce je
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A € A operator ranga ena, je TA* omejen operator. 1z tega sledi,
da je ¢(A)T omejen operator za vsak operator A € A ranga ena.
Dokazali smo Ze, da ¢ idempotente ranga ena preslika v idempo-
tente ranga ena. Naj bo A poljuben operator iz algebre A ranga
ena. Potem je A bodisi oblike A = AP za neko neni¢elno komple-
ksno Stevilo A in nek idempotent P € A ranga ena ali pa je A
operator, katerega kvadrat je enak nic. Ce velja prva moznost, je
¢(A) operator ranga ena. Naj bo A € A operator ranga ena, kate-
rega kvadrat je enak ni¢. Potem lahko A zapisemo kot A =z ® f
za nek vektor x € X in tak linearen funkcional f € X* da velja
f(z) = 0. Izberimo tak h € X*, da je h(z) = 1. Najbo P =z ® h.
Operator P je idempotent ranga ena in velja A = PA. Torej je
p(A) = ¢(PA) = ¢(A)p(P) tudi operator ranga ena. S tem smo
pokazali, da preslikava ¢ mnoZico omejenih linearnih operatorjev
na X ranga ena preslika na mnozico omejenih linearnih operator-
jev na Y ranga ena. Torej je za vsak vektor y € Y in vsak linearen
funkcional g € Y* operator (y ® g)T omejen. Naj bo {fy }nen za-
poredje linearnih funkcionalov iz X*, ki konvergira k f = 0, in naj
zaporedje {T'f, }nen C Y konvergira k z € Y. Velja

9(2)y=(y®g)z= lim ((y @ 9)T)fn = (y®@ 9)Tf = g(Tf)y.

Torej je z = 0 in je po izreku o zaprtem grafu operator T omejen.[]

Dokaz izreka 2.2. Izberimo tak vektor xg € X in tak linearen funk-
cional fop € X*, da velja fo(xg) = 1. Operator z¢® fo je idempotent
ranga ena. Ker je ¢ izomorfizem, je tudi ¢(zp ® fy) idempotent
in na enak na¢in kot v dokazu izreka 2.3 lahko pokazemo, da je
d(zo ® fo) = yo ® go za nek vektor yo € Y in tak linearen funkcio-
nal go € Y*, da je go(yo) = 1.

Definirajmo linearno preslikavo T': X — Y s predpisom

Tz = ¢(z @ fo)yo-

Definirajmo Se linearno preslikavo S : Y — X s predpisom

Sy = ¢~y ® go)zo-

Naj bo A € A poljuben operator. Potem velja

(TA)z = T(Az) = ¢(Az ® fo)yo = d(A(z ® fo))yo
= ¢(A)o(x @ fo)yo = ¢(A) Tz,
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kjer je z € X. Naj bo y poljuben vektor iz Y. Potem velja

(T'S)y = T(¢" (y © go)zo)
= o((¢™" (y @ g0)x0) @ fo)yo
= (6~ (y @ go)(z0 ® fo))wo

= (¥ ® 90)(¥0 ® go)¥yo

Torej je T'S identiteta na vektorskem prostoru Y. Na enak nacin
lahko preverimo, da je ST identiteta na vektorskem prostoru X. S
tem smo dokazali, da je T obrnljiv operator in je 77! = S ter za
vsak A € A velja

#(A) =TAT .

Na enak nacin kot v dokazu izreka 2.3 lahko s pomodjo izreka o
zaprtem grafu pokazemo, da je T" omejen operator. O

2.4 Jordanski homomorfizmi

Naj bo A algebra. Element
aob=ab+ ba

imenujemo jordanski produkt elementov a in b iz algebre A. Jor-
danski homomorfizem definiramo kot linearno preslikavo, ki ohra-
nja jordanski produkt.

Definicija 2.4 Naj bosta A in B algebri. Preslikavo ¢ : A — B
imenujemo jordanski homomorfizem, ce je linearna in velja

d(aob) = ¢(a)op(b) Va,be A

Opomba. Naj bo B algebra s karakteristiko razlicno od dva. Z ra-
¢unom lahko preverimo, da je linearna preslikava ¢ : A — B
jordanski homomorfizem natanko tedaj, ko za vsak a € A velja

¢(a?) = ¢(a)*.

Bijektivni jordanski homomorfizem ¢ : A — B imenujemo jordan-
ski izomorfizem. [zomorfizmi kot tudi antiizomorfizmi so primeri
jordanskih izomorfizmov. Obstajajo pa tudi taki jordanski izomor-
fizmi, ki niso niti izomorfizmi niti antiizomorfizmi (glej primer 2.4).
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Primer 2.4 Naj bosta 4; in As nekomutativni izomorfni alge-
bri ter B; in Bs nekomutativni antiizomorfni algebri. Definirajmo
preslikavo ¢ : A1 @ By — As @ By s predpisom

¢(a+b) = ¢1(a) + ¢2(b),

kjer je ¢1 : A1 — As izomorfizem in ¢o : By — Bo antiizomorfizem.
7 ra¢unom lahko preverimo, da je ¢ jordanski izomorfizem, ki ni
niti izomorfizem niti antiizomorfizem.

Izrek 2.4 (I. N. Herstein) Surjektioni jordanski homomorfizem,
ki slika iz poljubne algebre na praalgebro, je bodisi homomorfizem
bodisi antihomomorfizem.

Naslednji izrek nam med drugim pove, da jordanski homomorfizmi
pri zelo milih pogojih enoto algebre A preslikajo v enoto algebre
B in vsak obrnljiv element algebre A preslikajo v obrnljiv element
algebre B.

Izrek 2.5 Naj bo A algebra z enoto 1 in B algebra z enoto 1” ter ¢ :
A — B jordanski homomorfizem, katerega zaloga vrednosti vsebuje
1". Potem je ¢(1) = 1" in ¢(a) je obrnljiv za vsak obrnljiv element
a iz algebre A. Se vec, ¢(a)~" = p(a™).

Dokaz. Najprej pokazimo, da je ¢(1) = 1. Naj bo ¢(ag) = 1’ za nek
ag € A. Tak element ag obstaja, saj je 1’ element zaloge vrednosti
preslikave ¢. Potem je

21" = ¢(ao + ag) = (1 0 ag) = (1) 0 p(ag) = (1) o 1" = 2¢(1).
Torej je ¢(1) = 1'. Prav tako velja
dryr = 2(yox)ox —yo (rox)
in zato je
P(zyz) = p(x)p(y)o(x)
za vse x,y € A. Naj bo a obrnljiv element iz algebre A. Potem je
¢(a) = ¢paa™"a) = ¢(a)p(a™")¢(a).

Naj bo p1 = ¢(a)p(a™") in py = ¢(a™!)p(a). Potem je pi = p1 in
p% = po. Prav tako je

pr+pe=0d(a)op(a™ ) =¢laca™ ) =2¢(1)=2-1".
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2 Predstavitev osnovnih pojmov

Zato je (2-1'—p1)? = 2-1' —py, iz Cesar sledi 2(p; — 1) = 0 in zato
je p1 = p2 = 1. S tem smo pokazali, da je ¢(a) obrnljiv element
algebre B in je ¢(a™!) = ¢(a)~ L. O
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3 ' Ohranjevalci obrnljivosti
in singularnosti

To poglavje je razdeljeno na dve podpoglavji. V prvem se bomo
posvetili linearnim ohranjevalcem obrnljivosti na Banachovih alge-
brah, v drugem pa aditivnim ohranjevalcem obrnljivosti in singu-
larnosti na matri¢nih algebrah.

3.1 Linearni ohranjevalci obrnljivosti

Naj bosta A in B algebri z enoto in ¢ : A — B linearna preslikava.
Pravimo, da je preslikava ¢ enotska, e slika enoto algebre A v
enoto algebre B. Preslikava ¢ ohranja obrnljivost, ¢e je za vsak
obrnljiv element a algebre A tudi njegova slika ¢(a) obrnljiv ele-
ment algebre B. Preslikava ¢ ohranja obrnljivost v obe smeri,
Ce je ¢(a) obrnljiv element algebre B natanko tedaj, ko je a obrnljiv
element algebre A.

Opomba. Naj bosta A in B Banachovi algebri ter ¢ : A — B enotska
linearna preslikava. Potem preslikava ¢ ohranja obrnljivost natanko
tedaj, ko za vsak a € A velja

o(¢(a)) € o(a)

(¢e ¢(a) — A1 = ¢(a — Al) ni obrnljiv element za neko kompleksno
stevilo A, tudi a— A1 ni obrnljiv element). Podobno enotska linearna
preslikava ¢ : A — B ohranja obrnljivost v obe smeri natanko
tedaj, ko za vsak a € A velja

V nadaljevanju bomo brez dokazov podali nekaj osnovnih trditev
v zvezi s podstavkom polenostavne Banachove algebre in elementi
ranga ena.

Naj bo A algebra in L njen minimalni levi ideal (t.j. nenicelni levi
ideal, ki ne vsebuje nobenega pravega levega ideala). Ce je a tak
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element algebre A, da je La # 0, potem sta leva ideala L in La
izomorfna kot leva A-modula. Torej je tudi La minimalni levi ideal
algebre A. Iz tega sledi, da je vsota vseh minimalnih levih idea-
lov algebre A, ki jo imenujemo levi podstavek algebre A, ideal
algebre A. Na podoben nac¢in lahko razmislimo, da je vsota vseh
minimalnih desnih idealov algebre A ideal, ki ga imenujemo desni
podstavek algebre A. Levi in desni podstavek algebre A v splo-
$nem ne sovpadata. Ce pa je A polenostavna Banachova algebra,
sta levi in desni podstavek med seboj enaka in ju imenujemo pod-
stavek algebre A. Oznacevali ga bomo s soc(A). Ce algebra A
nima enostranskih minimalnih idealov, definiramo soc(A) = 0.

Definicija 3.1 Element u € soc(A) je ranga ena, ¢e u pripada ne-
kemu minimalnemu levemu (desnemu) idealu algebre A in je u # 0.

Opomba. Levi ideal L je minimalni levi (desni) ideal algebre A
natanko tedaj, ko je L = Ae (L = eA) za nek minimalni idem-
potent e € A (t.j. tak nenicelni idempotent algebre A, da je
eAe = Ce).

Primer 3.1 Naj bo A = B(X) algebra vseh omejenih linearnih
operatorjev na Banachovem prostoru X. Potem je podstavek alge-
bre A enak idealu operatorjev konénega ranga.

Mnozico vseh elementov algebre A ranga ena bomo oznacevali z
F1(A). Ni tezko preveriti, da je 0 # u € A ranga ena natanko tedaj,
ko je u = we za nek minimalni idempotent e, oziroma natanko
tedaj, ko je uAu = Cu. Prav tako se izkaZze, da je u € Fi(A)
natanko tedaj, ko je u # 0 in |o(zu) \ {0} < 1 za vsak z € A
(oziroma natanko tedaj, ko je u # 0 in |o(uz) \ {0} < 1 za vsak
ze A).

Najbo u € A element ranga ena. Potem je u? = 7(u)u za neko kom-
pleksno Stevilo 7(u), ki je odvisno od elementa u. Ce je o(u) = {0},
potem je 7(u) = 0, v nasprotnem primeru pa je 7(u) edino neni-
¢elno stevilo iz spektra elementa u. Ker je 7(u) enoli¢no dolo¢eno
kompleksno $tevilo, lahko definiramo preslikavo 7 : Fi(A) — C, ki
nam element v ranga ena preslika v 7(u). To preslikavo e razsirimo
z definicijo 7(0) = 0.

Opomba. Naj bo u € Fi(A) in x poljuben element algebre A. Ker je
uwAu = Cu, je (zu)? = Azu za neko kompleksno tevilo \. Prav tako
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velja (glej zgoraj) (vu)? = 7(xu)zu. Torej je (A —7(xu))au = 0. Iz
tega sledi, da je A = 7(zu) (¢e je zu =0, je A =0 = 7(zu)) in je
zato uru = 7(xu)u. Na enak na¢in bi pokazali, da je uru = 7(uz)u.

Izrek 3.1 Naj bo A polenostavna Banachova algebra in u € A
element ranga ena. Potem je zoZitev preslikave T na minimalni levi
ideal Au omejen linearen funkcional.

Dokaz. Naj bosta x1 in x9 poljubna elementa algebre A. Velja (glej
opombo zgoraj)

(z1u + 2ou)? = TuT U + T UTLU + ToUT U + TouTIU

= 7(x1u)z1u + T(rou)T1U + T(T1U) 22U + T(T2U) U

= (1(x1u) + 7(z2u)) (10 + T2U).
Prav tako je (z1u + xou)? = 7(x1u + 2ou)(z1u + w2u). Torej je
(T(z1u) + T(x2u) — T(T1U + 220)) (T1U + 22U) = 0.

Ce je z1u + Tou # 0, je T(x1u) + 7(xou) = 7(x1u + x2u). Recimo,
da je z1u + xou = 0. Potem je 7(z1u + zou) = 0. Velja

0 = zjuzriu + z1uzsu = (T(x1u) + 7(T2U))T1U.

Iz tega sledi, da je 0 = 7(x1u) + 7(xou) = 7(z1u + 22u) (Ce je
x1u = 0, potem je tudi zou = 0).

Naj bo A poljubno kompleksno &tevilo in z € A. Potem je (Azu)? =
A7 (2u)zu, po drugi strani pa je (Azu)? = 7(Azu) \zu. Iz tega sledi,
da je

(A7 (2zu) — T(Azw) dzu =0

in je torej A\7(zu) = 7(Azu).

S tem smo pokazali, da je zozitev preslikave 7 na minimalni levi
ideal Auw linearen funkcional, ki je omejen, saj je |7(zu)|||zul =
| (zu)?|| < ||vul? za vsak = € A. O

Opomba. Na enak nacin bi dokazali, da je zozitev preslikave T na
minimalni desni ideal u.4 omejen linearen funkcional.

Prvi rezultat povezan z linearnimi preslikavami, ki ohranjajo obrn-
ljivost, je ze iz leta 1897. Frobenius [28]| je pokazal, da so edine
enotske bijektivne linearne preslikave na algebri M,,(C), ki ohra-
njajo determinante matrik (t.j. za vsako matriko A € M, (C)
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je det(¢(A)) = det(A)), avtomorfizmi in antiavtomorfizmi, torej
oblike ¢p(A) = TAT ! ali ¢(T) = TAT!, kjer je T € M,(C)

obrnljiva matrika in A oznac¢uje transponirano matriko matrike A.

Ce je ¢ : M,(C) — M,(C) enotska bijektivna linearna preslikava,
ki ohranja determinante matrik, potem seveda ohranja obrnljivost
v obe smeri. Dieudonne [16] je ve¢ kot petdeset let kasneje dokazal,
da je vsaka enotska bijektivna linearna preslikava na algebri M, (C),
ki ohranja obrnljivost, avtomorfizem ali antiavtomorfizem.

V letih 1967 in 1968 so Gleason, Kahane in Zelazko ([30], [36], [63])
pokazali naslednjo trditev: ¢e je A Banachova algebra in B komu-
tativna polenostavna Banachova algebra ter ¢ : A — B enotska
linearna preslikava, ki ohranja obrnljivost, potem je preslikava ¢
homomorfizem. Pravzaprav je to razsiritev njihovega klasi¢nega iz-
reka, v katerem je B algebra kompleksnih stevil. Ob teh rezultatih
se lahko vprasamo, pod katerimi pogoji je enotska linearna presli-
kava, ki ohranja obrnljivost, jordanski homomorfizem. To vprasanje
si je zastavil ze Kaplansky [37]. Veliko dela v zvezi s problemom je
bilo narejenega na podroc¢ju funkcionalne analize, kjer so matema-
tiki usmerili pozornost na enotske linearne preslikave ¢ : A — B,
kjer sta A in B Banachovi algebri nad poljem kompleksnih tevil,
ki ohranjajo obrnljivost.

Naslednji primer bo pokazal, da obstajajo enotske linearne presli-
kave med Banachovima algebrama, ki ohranjajo obrnljivost in niso
jordanski homomorfizmi.

Primer 3.2 Naj bo A algebra vseh zgoraj trikotnih n x n matrik
(n > 3). Definirajmo preslikavo ¢ : A — A s predpisom ¢([ai;]) =
[bij], kjer je bia = ai3,b13 = a12, za vse ostale koeficiente matrike
[bij] pa velja bj; = a;j. Zlahka preverimo, da je ¢ enotska linearna
preslikava, ki ohranja obrnljivost. Naj bo

(0010---0
0010---0
A=10000---0] € A

(00000
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Potem je ¢(A%) = 0 in ¢(A)? # 0. Torej ¢ ni jordanski homomor-
fizem.

Izoblikovala se je naslednja domneva: vsaka enotska bijektivna li-
nearna preslikava med polenostavnima Banachovima algebrama,
ki ohranja obrnljivost, je jordanski izomorfizem. V nadaljevanju
bomo predstavili nekaj pozitivnih rezultatov, ki so povezani s to
domnevo.

Leta 1986 sta Jafarian in Sourour [35] dokazala, da so jordanski
homomorfizmi edine enotske bijektivne linearne preslikave med al-
gebrama B(X) in B(Y), kjer sta X in Y Banachova prostora, ki
ohranjajo obrnljivost v obe smeri. Leta 1994 sta Aupetit in Mouton
[5] razsirila ta rezultat na polenostavne Banachove algebre, katerih
podstavek je bistven ideal. Dve leti kasneje pa je Sourour [55] raz-
siril rezultat Jafariana in Souroura [35] na preslikave, ki ohranjajo
obrnljivost (samo v eni smert).

Aupetit in Mouton [5] sta pokazala, da je vsaka enotska bijektivna
linearna preslikava med polenostavnima Banachovima algebrama,
katerih podstavek je bistven ideal, ki ohranja obrnljivost v obe
smeri, jordanski izomorfizem. Predpostavko o ohranjanju obrnlji-
vosti v obe smeri lahko zamenjamo z milejSso predpostavko, da se
obrnljivost ohranja samo v eno smer (glej posledico 3.1).

Izrek 3.2 Naj bosta A in B polenostavni Banachovi algebri in
¢ : A — B enotska bijektivna linearna preslikava, ki ohranja obrn-
ljivost. Potem za vsak a € A velja

¢~ (¢(a®) — ¢(a)?) - soc(A) = 0.

Ce jesoc(A) bistven ideal algebre A, potem je preslikava ¢ jordanski
1zomorfizem.

Ker je v primitivnih algebrah vsak nenicelni ideal bistven in ker
je po Hersteinovem izreku vsak jordanski izomorfizem ¢, ki slika
iz primitivne algebre na poljubno algebro, izomorfizem ali antiizo-
morfizem (glej inverzno preslikavo ¢~1), velja naslednja posledica.

Posledica 3.1 Naj bo A primitivna Banachova algebra z neni-
celnim podstavkom in B polenostavna Banachova algebra. Ce je
¢ : A — B enotska bijektivna linearna preslikava, ki ohranja obrn-
ljivost, potem je ¢ izomorfizem ali antiizomorfizem.
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3 | Ohranjevalci obrnljivosti in singularnosti

V nadaljevanju bomo potrebovali naslednji Aupetitov izrek [3], ki
nam zagotavlja zveznost enotskih bijektivnih linearnih preslikav
med polenostavnima Banachovima algebrama, ki ohranjajo obrn-
ljivost. Podali ga bomo brez dokaza.

Izrek 3.3 Naj bo A Banachova algebra, B polenostavna Bana-
chova algebra in ¢ : A — B taka surjektivna linearna preslikava, da
za vsak a € A velja r(¢(a)) < r(a). Potem je preslikava ¢ zvezna.

Opomba. Ce sta A in B polenostavni Banachovi algebri ter ¢ : A —
B enotska bijektivna linearna preslikava, ki ohranja obrnljivost,
potem za vsak a € A velja r(¢(a)) < r(a), saj je o(é(a)) C o(a).
Torej je po izreku 3.3 preslikava ¢ zvezna.

Izrek 3.2 bomo dokazali s pomocjo dveh lem. Pri dokazu leme 3.1
bomo uporabili naslednji izrek, ki ga bomo podali brez dokaza.

Izrek 3.4 Naj bo D obmodje v kompleksni ravnini, A Banachova
algebra in f : D — A analiticna funkcija. Potem je mnoZica {\ €
D : |o(f(N))| < oo} Borelova mnoZica s kapaciteto O ali pa obstaja
tako naravno Stevilo n in taka diskretna zaprta mnoZica E C D, da
jelo(f(N)| =n zavsak A € D\ E in |o(f(\))| <n za vsak \ € E.

Opomba. Za definicijo kapacitete glej [19].

Lema 3.1 Naj bosta A in B polenostavni Banachovi algebri ter
¢ : A — B enotska bijektivna linearna preslikava, ki ohranja obrn-
ljivost. Potem preslikava ¢ vsak element ranga ena algebre A pre-
slika v element ranga ena algebre B.

Dokaz. Naj bo u € A element ranga ena. Dokazati Zzelimo, da je tudi
element v = ¢(u) € B ranga ena. Vemo Ze, da je preslikava ¢ zvezna
(glej opombo zgoraj). Oznacimo L = ||¢ | (po izreku o odprti
preslikavi je tudi ¢! zvezna preslikava). Naj bo M = (2L + 1)1
Najprej bomo dokazali, da za vsak b € B z lastnostjo ||b|| < M
velja |o((1+b)v) \ {0} < 1.

Naj bo b € B tak element, da je ||b]| < M. Ker je L > 1, je M < 1.
Iz tega sledi, da je ||b|| < 1. Torej je 1+ b obrnljiv element. Naj bo

y=1+b) ' —1=—b4+02 - +b*— .. = —bp(1+b)""
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Ozna¢imo = = ¢~ !(y). Potem je

bl 11

L—p|| = 2L 2

lzll < Llly| = LIl = b1+ b) | < L

Torej je 1 + x obrnljiv element. Iz tega sledi, da je 1 +x — \u =
(14+2)(1—A(1+2z)"tu) obrnljiv element za vsa kompleksna tevila
A s kveGjemu eno izjemo, saj je u element ranga ena in je [o((1 +
z)~1u) \ {0}] < 1. Ker pa preslikava ¢ ohranja obrnljivost, je tudi
d(1+z—Xu) =14y—Xv = (1+y)(1—A(1+b)v) obrnljiv element
za vsa kompleksna Stevila A s kvedjemu eno izjemo. S tem smo
pokazali, da je v spektru elementa (14 b)v kveGjemu eno nenicelno
kompleksno stevilo. Na enak nacin bi pokazali, da je |o(v(1+ b))\
oy <1

Naj bo b poljuben element algebre B. Definirajmo preslikavo f :
C — B s predpisom f(\) = (Al 4 b)v. Po zgornjem razmisleku za
vsako kompleksno stevilo A, |A\| > %, velja |o(f(A))\ {0} < 1.

Predpostavimo, da v nima levega inverza. Ker za vsako kompleksno
Stevilo A z lastnostjo |A| > % velja |o(f(N\))| < 2, je po izreku 3.4
lo(f(N\))] < 2 za vsako kompleksno Stevilo A. Torej je tudi |o(bv)| <
2 (A =0). Ker v nima levega inverza, tudi element bv nima levega
inverza, iz Cesar sledi, da je 0 € o(bv) in zato je |o(bv) \ {0} <
1. S tem smo pokazali, da je v element ranga ena. Dokaz poteka
podobno, ¢e v nima desnega inverza (preslikavo f definiramo s
predpisom f(\) = v(Al +b)).

Predpostavimo, da je v obrnljiv element. V tem primeru za vsako
kompleksno stevilo A, |A| > ”Mi”, velja [o(f(A\))| = 1. Torej je po
izreku 3.4 |o(f(A))| = 1 za vsako kompleksno Stevilo A in zato je
lo(bv)| = 1. Iz tega pa seveda sledi, da je |o(bv) \ {0} < 1. S tem

je dokaz koncan. O

Opomba. Ce je v obrnljiv element, sta algebri A in B izomorfni
algebri kompleksnih Stevil.

Lema 3.2 Naj bosta A in B polenostavni Banachovi algebri ter
¢ : A — B enotska bijektivna linearna preslikava, ki ohranja obrn-
ljivost. Potem za vsak x € A in vsak uw € Fi(A) veljata naslednyji
enakosti
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3 | Ohranjevalci obrnljivosti in singularnosti

Dokaz. Naj bo u € F1(A) in x poljuben element algebre A. Ozna-
¢imo D, = {A € C : |\l < (|8llllz]])~'}. Za vsak A € D, sta
elementa 1 — Az in 1 — A¢(x) obrnljiva (pri tem upostevamo, da je
llo|| > 1). Definirajmo funkciji F,,, G, : D, — C s predpisoma

()
Ge(A)

7((1 = \x)"tw),
(1= Ap(x) " p(w).

Ker je funkcija 7 omejen linearen funkcional na minimalnih levih
idealih (izrek 3.1), je

Ker preslikava ¢ ohranja obrnljivost, velja

G:(\) =w#0=(1—-Ap(2)) 'é(u) —wl ni obrnljiv
= ¢(u) —w(l — A¢(z)) ni obrnljiv
= u —w(l — Az) ni obrnljiv
= (1 - Az)"'u —wl ni obrnljiv
= F(\) = w.

Ce je torej Go(\) # 0, je Gz(\) = F,()\). Ker sta funkciji F, in
G, analiti¢ni na obmocju D,, iz zgornjega razmisleka sledi, da je
bodisi F, = G, na D, bodisi je G, =0 na D,.

Ce primerjamo koeficiente pri razvoju funkcij Fy in G, v vrsto,
vidimo, da za vsak 0 # x € A velja 7(zu) = 7(¢(x)p(u)) in
7(z%u) = 7(¢(z)%¢(u)) ali 7((x)p(u)) = 0. Vse tri enakosti so

avtomaticno izpolnjene za x = 0.

Recimo, da za vsak x € A velja 7(¢(z)p(u)) = 0. Iz tega sledi, da za
vsak z € A velja ¢(u)p(x)p(u) = 0. Ker je preslikava ¢ surjektivna
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in je B polpraalgebra, zgornja enakost implicira, da je ¢(u) = 0, kar
pa ni mogoce, saj je ¢(u) tudi element ranga ena. Torej obstaja tak
21 € A, da jo (¢(1)6(u)) # 0. Potem je (z1u) = 7(d(x1)d())
in 7(x3u) = 7(¢(21)%p(u)). Recimo, da obstaja tak z2 € A, da
je T(x3u) # 7(p(x2)%p(u)). Potem je T(¢p(x2)p(u)) = 0 in zato
za vsak p € C velja 7(éd(z1 + pxe)p(u)) # 0. Iz tega sledi, da je
(21 + pr2)?u) = 7(P(x1 + pw2)?e(u)). Torej za vsak p € C velja

" <T<x1x2u T o) — (g(a)blan)b(u) + ¢<x2>¢<x1>¢<u>>)
T <T(rc%u) - T<¢<m2>2¢<u>>) —o,

kar nasprotuje nadi predpostavki, da je 7(z3u) # 7(¢(z2)?¢(u)).
Torej je 7(z%u) = 7(¢(x)%p(u)) za vsak = € A. Na enak nacin

pokazemo, da za vsak = € A velja 7(zu) = 7(¢p(x)d(u)). O

Dokaz izreka 3.2. Naj bo x € A in u poljuben element ranga ena
algebre A. Po prvi identiteti iz leme 3.2 je 7(2%u) = 7(d(2?)p(u)).
Ce upostevamo e, da je 7(z%u) = 7(¢(z)2p(u)) (druga identiteta
v lemi 3.2), je

7((¢(z*) = ¢(2)*)¢(u)) = 0.

Najbo g = ¢~ (p(2?)—¢(x)?). Potem je 7(wou) = 7(d(x0)p(u)) =
0 za vsak u € Fi(A). Recimo, da obstaja tak ug € Fi(A), da
je xoug # 0. Potem zaradi polenostavnosti algebre A obstaja tak
x1 € A, dajeo(zoupxy) # {0}, kar je v protislovju s 7(zqupz1) = 0.
Torej je xou = 0 za vsak element u € A ranga ena, iz ¢esar sledi,
da je zg- soc(A) = 0. S tem je dokaz izreka 3.2 koncan. O

3.2 Aditivni ohranjevalci obrnljivosti in singularnosti

Naj bo M, (FF) algebra n x n matrik nad poljem F. Matrika A €
M, (F) je singularna, ¢e je det(A) = 0. Preslikava ¢ : M, (F) —
M, (F) ohranja singularnost, ¢e je ¢(A) singularna matrika za
vsako singularno matriko A € M, (F). Naj bosta S,T € M,(IF)
obrnljivi matriki. Potem je preslikava A — SAT, A € M, (F), bi-
jektivna linearna preslikava na M, (F), ki ohranja obrnljivost in
singularnost. Prav tako je preslikava, ki vsaki matriki A € M, (F)
priredi njeno transponirano matriko A?, bijektivna linearna presli-
kava na M, (F), ki ohranja obrnljivost in singularnost.
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3 | Ohranjevalci obrnljivosti in singularnosti

Naj bo f : F — T nenicelni endomorfizem polja F. Definirajmo
preslikavo ¢ : M, (F) — M, (F) s predpisom

ail a1 ... Ain

ag a2 ... a;m | 4
lal=1| |+

_anl an2 ... Qpn

fla11) flai2) ... f(ain)

o= | 10 1

flan1) flan2) - flann)

la;j] € M, (F). Preslikava ¢ je injektivna aditivna preslikava, ki
ohranja obrnljivost in singularnost, vendar v sploSnem ni surjek-
tivna. Je pa skoraj surjektivna, kar pomeni, da je linearna lupina
slike preslikave ¢ cela algebra M, (F).

Izkaze se, da je vsaka aditivna skoraj surjektivna preslikava na
M, (F), ki ohranja singularnost, kompozitum zgoraj opisanih pre-
slikav. To pa ne velja za aditivne skoraj surjektivne preslikave na
M, (F), ki ohranjajo obrnljivost (glej primer 3.3).

Izrek 3.5 Naj bo F polje s karakteristiko ni¢ in ¢ : My(F) —
M, (F) aditivna skoraj surjektivna preslikava, ki ohranja singular-
nost. Potem obstajata taki obrnljivi matriki S, T € M, (F) in tak
endomorfizem f polja F, da je

P(laij]) = S[f(ai)IT,  [ai;] € My (F), (3.1)

ali

o(lai]) = S[f(aip)'T,  [aij] € My (F). (3.2)

Opomba. Obstaja aditivna injektivna preslikava ¢ : M,(R) —
M, (R), ki vsako matriko preslika v strogo zgoraj trikotno matriko.
Taka preslikava seveda ohranja singularnost, vendar ni niti oblike
(3.1) niti oblike (3.2).
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Posledica 3.2 Naj bo F polje s karakteristiko nic¢ in ¢ : M, (F) —
M, (F) aditivna surjektivna preslikava, ki ohranja obrnljivost. Po-

tem obstajata taki obrnljivi matriki S, T € M, (F) in tak avtomor-
fizem f polja F, da je ¢ oblike (3.1) ali (3.2).

Naslednji primer bo pokazal, da obstajajo aditivne skoraj surjek-
tivne preslikave na M, (F), kjer je F polje realnih ali kompleksnih
stevil, ki ohranjajo obrnljivost in niso niti oblike (3.1) niti oblike

(3.2).

Primer 3.3 Naj bo F polje realnih ali kompleksnih stevil. V obeh
primerih lahko najdemo tako podpolje K C F z enako kardinal-
nostjo kot polje F, da obstaja element ¢ € F, ki je transcedenten
nad K. Polji F in K bomo obravnavali kot vektorska prostora nad
poljem racionalnih Stevil Q. Polje F lahko zapiSsemo kot direktno
vsoto

F=K&tKk®t’Kat?K o t*K ¢V,

kjer je V komplement podprostora K @ tK @ t?K @ t3K @ t*K
v F. Ce sta U in W vektorska prostora na poljem racionalnih
Stevil, ki imata enako kardinalnost kot I, potem obstaja injek-
tivna aditivna preslikava iz prostora U v prostor W (glej [1]). Ob-
staja torej injektivna aditivna preslikava f : My(F) — K. Naj bo
A= [aij] S MQ(IF). Potem je ay1 = ko + 1tk —|—t2k‘2 —|—t3k3 +t4k4 +v
za neke skalarje ko, k1, ko, k3,kqs € K in nek v € V. Definirajmo
preslikavo ¢ : Ma(F) — My (F) s predpisom

thy t2ko
A) = f(AI .
o04) = (4 []

Najprej bomo pokazali, da preslikava ¢ ohranja obrnljivost. Prav-
zaprav preslikava ¢ preslika vsako nenicelno matriko v obrnljivo
matriko. Determinanta slike matrike A je enaka

det(p(A)) = f(A)? + t(f(AVkr) + t*(f(A)ks) + t°(kiks — koks).

Ce je ¢(A) singularna matrika, potem mora biti ta determinanta
enaka ni¢. Predpostavimo torej, da je det(¢(A)) = 0. Ker je stevilo
t transcedentno nad K, mora biti f(A) = 0. Ker pa je preslikava f
injektivna, je to mogoce le v primeru, ko je A = 0.
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Pokazati Se moramo, da je preslikava ¢ skoraj surjektivna. Naj bo
0 # X € t2K in naj bosta A = [a;;] ter B = [b;;] dve taki razli¢ni
matriki, da je A\ = a11 = b11. Potem je ¢(A) = f(A)I + AEq2 in
¢(B) = f(B)I + AE12. Ker je f(A) # f(B), matri¢na enota Eqo
pripada linearni lupini slike preslikave ¢. Tukaj smo izbrali matriko
FE15 zaradi enostavnosti. Seveda pa enako velja tudi za vse ostale
matricne enote Ejj, 1 < ¢,7 < 2, iz Cesar sledi, da je preslikava ¢
skoraj surjektivna.

Pri dokazu izreka 3.5 in posledice 3.2 bomo uporabili naslednje tri
leme.

Lema 3.3 Naj bo F polje ter m in n naravni Stevili, m > n. Naj
bodo A1, Aa, ..., Ay € My(F) take matrike, da za vsako pravo pod-
mnozico J C {1,...,m} velja

det ZAj =0.

jedJ

Potem je
det(A; + Ag +---+ A,) = 0.

Dokaz. Definirajmo polinom p s predpisom
p(x1,22,. .., xy) = det(x1 A1 + 2242 + - - + 2 Apy).
Polinom p je nic¢elni polinom ali homogen polinom stopnje n. Vemo,
da je
P(A1, A2y, Am) =0, (3.3)

¢e so vsi skalarji A\, Ag,..., A\, enaki 0 ali 1 in je vsaj en skalar
enak ni¢. Pokazati Zzelimo, da je

p(1,1,...,1) =0.

Pravzaprav zelimo pokazati, da je vsota vseh koeficientov polinoma

p enaka ni¢. Naj bo Ay = 1in Ay = ... = A, = 0 (glej 3.3). Po-
tem mora biti koeficient pred z7 ni¢. Na enak nac¢in pokazemo, da
mora biti koeficient pred x;?, 7 = 2,...,m, enak ni¢. Naj bosta

sedaj Ay = Ay =1in \; =0zaj > 2. Ce upostevamo, da sta koefi-
cienta pred 7 in z% enaka ni¢, potem mora biti vsota koeficientov
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pred 27 wo, 223, . .. 2125 tudi enaka ni¢. Ce namesto )\; in

A2 vzamemo \; in Aj, ¢ # 7, 1 <4, < m, pridemo do enakega za-
kljucka. Na naslednjem koraku obravnavamo enakost (3.3) s tremi
nenicelnimi koeficienti (A; = A\; = Ay = 1). Z nadaljevanjem tega
postopka pridemo do Zelenega zakljucka. O

Lema 3.4 Naj bo F polje s karakteristiko nic, n naravno Stevilo
in V aditivna podgrupa prostora M, (F), ki vsebuje same singularne
matrike. Potem je linearna lupina mnoZice V pravi podprostor pro-
stora M, (F).

Dokaz. Naj bo A matrika iz mnoZice V z najveéjim rangom, recimo
rank(A) = k. Seveda je k < n. Brez izgube za splosnost lahko
predpostavimo, da je 0 < k. Ce mnozico V nadomestimo z mnozico
SVT, kjer sta S in T obrnljivi matriki (to seveda ne vpliva niti na
predpostavke niti na zakljuéek leme 3.4), lahko predpostavimo, da
je matrika A oblike

10

00]

kjer I oznacuje k x k identi¢no matriko.

A=

V nadaljevanju bomo pokazali, da lahko glede na zgornjo dekom-
pozicijo matrike A vsako matriko B € V zapiSemo kot

* %

«0 |
kjer * oznacuje neko matriko ustrezne velikosti. Predpostavimo
nasprotno, da obstaja matrika C' = [c;;] € V z nenicelnim koe-
ficientom v spodnjem desnem kotu, recimo c,; # 0. Naj bo D
(k+1) x (k+ 1) podmatrika matrike mA + C, m € N, z vrsticami
1,...,k,pinstolpci 1, ..., k, q. Njena determinanta je polinom, od-
visen od naravnega Stevila m, stopnje k in z vodilnim koeficientom
cpg- To je seveda nenicelni polinom. Ker je karakteristika polja I
ni¢, lahko izberemo tako naravno Stevilo m, da bo vrednost tega

polinoma v m razli¢na od ni¢. Iz tega sledi, da je matrika mA + C
ranga vsaj k+1, kar pa je protislovje. S tem je dokaz leme koncan.[J

B =

Dokaz naslednje leme je enak zadnjemu delu dokaza leme 3.4.
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Lema 3.5 Naj bo F polje s karakteristiko nic¢, n in k naravni Ste-
vili, k < n, in A € M,(F) taka matrika, da je mP + A singularna
matrika za vsako naravno Stevilo m, kjer je P matrika oblike

10
00

i I oznacuje k X k identicno matriko. Naj bo

P pr—

Ay Ay
Ay Ay

A=

9

pripadajoca bloéna oblika matrike A. Potem je det(A4) = 0.

Pri dokazu izreka 3.5 bomo uporabili Se naslednji izrek, ki je pose-
ben primer trditve, ki jo je leta 2002 dokazal Kuzma [38|.

Izrek 3.6 Naj bo F polje s karakteristiko ni¢ in ¢ : My(F) —
M, (F) aditivna skoraj surjektivna preslikava, ki vsako matriko ran-
ga ena preslika v ni¢ ali v matriko ranga ena. Potem obstajata taki
obrnljivi matriki S, T € M, (F) in tak endomorfizem f polja F, da
je

¢([ai;]) = S[f (aiy)|T

za vsako matriko [a;;] € My (F) ranga ena, ali
¢([ai;]) = S[f (aij)]'T
za vsako matriko [a;j] € My (F) ranga ena.

Dokaz izreka 3.5. Najprej bomo pokazali, da preslikava ¢ vsako
matriko ranga ena preslika v ni¢ ali v matriko ranga ena. Ce je
n = 2, to seveda velja. Naj bo torej n > 3 in predpostavimo,
da obstaja matrika ranga ena, ki se preslika v matriko ranga k,
k> 1. Ce preslikavo ¢ komponiramo z ustrezno preslikavo oblike
A — SAT, kjer sta S in T obrnljivi matriki, lahko brez izgube za
splosnost predpostavimo, da je

¢(E11) = E11+ FEao + - - + Egg.
V nadaljevanju bomo pokazali, da je (n—k) x (n—k) spodnji desni

kot vsake matrike ¢p(A), A € M, (F), singularen, kar skupaj z lemo
3.4 nasprotuje skoraj surjektivnosti preslikave ¢.
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Predpostavimo najprej, da je rank (4) < n— 1. Potem je mE;; + A
singularna matrika za vsako naravno Stevilo m. Ker pa preslikava
¢ ohranja singularnost, je tudi m(E1; + E22 + -+ + Eg) + ¢(A)
singularna matrika za vsak m € N. Ce uporabimo Se lemo 3.5, smo
prisli do Zelenega zakljucka.

Naj bo sedaj A matrika ranga n— 1. Potem je A = A1 +As+ -+ -+
Ap_1, kjer so Ay, As, ..., A,—1 matrike ranga ena. Slika vsote ma-
trik poljubne prave podmnoZice mnozice {Aj, A, ..., Ap_1} ima
singularen (n — k) X (n — k) spodnji desni kot. Torej ima po lemi
3.3 tudi matrika ¢(A) singularen (n — k) x (n — k) spodnji desni
kot. Enako pokaZzemo, da to velja tudi za vsako matriko A ranga n.
S tem smo torej dokazali, da ¢ vsako matriko ranga ena preslika v
ni¢ ali v matriko ranga ena. Po izreku 3.6 obstajata taki obrnljivi
matriki S, T € M, (F) in tak endomorfizem f:F — I, da je

P(laij]) = S[f(ai;)]T

za vsako matriko [a;;] € My (F) ranga ena, ali
¢([aij]) = S[f(aip)]'T

za vsako matriko [a;;] € M,(F) ranga ena. Ker je preslikava ¢
aditivna, velja ena od zgornjih dveh mozZnosti za vsako matriko
lasj] € Mp(F). S tem je dokaz izreka 3.5 koncan. O

Dokaz posledice 3.2. Ce je preslikava ¢ bijektivna, potem lahko
uporabimo izrek 3.5 za inverzno preslikavo preslikave ¢ in posledica
je dokazana. Torej zadosca pokazati, da je ¢ injektivna preslikava.

Naj bo ¢ : M,(F) — M,(F) aditivna surjektivna preslikava, ki
ohranja obrnljivost, in predpostavimo, da obstaja taka nenicelna
matrika C' € M, (F), da je ¢(C) = 0. Naj bo k = rank (C). Ce pre-
slikavo ¢ komponiramo z ustrezno preslikavo oblike A — SAT, kjer
sta S in T obrnljivi matriki, lahko brez izgube za splosnost predpo-
stavimo, da je C'= F11+ Eos+-- -+ Egi in ¢(I) = I. Ker je presli-
kava ¢ surjektivna, lahko izberemo take matrike Ay, As, ..., An_1,
da je ¢(Aj) = Ej;,j=1,...,n—1. Naj bo

Ay = Eppi i1 HEigopot+ A+ Epn— A1 —Ay—- - — A, 1. (34)
Seveda je ¢(A,) = FEnn. Naj bo J prava podmnoZica mnozice
{1,....n} ter Ay =} . ; Aj. Za vsako mnozico J z B, oznacimo
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3 | Ohranjevalci obrnljivosti in singularnosti

(n—k) x (n— k) spodnji desni kot matrike A ;. Matrika mC + Ay,
m € N, se preslika v singularno matriko in mora biti zato tudi sama
singularna. Iz tega sledi po lemi 3.5, da je det(By) = 0 za vsako
mnozico J. Potem pa je po lemi 3.3 tudi det(Byy, . 1) = 0. Po drugi
strani pa je spodnji desni kot matrike A,y enak (n—k)x (n—k)
identi¢ni matriki (glej (3.4)). S tem smo prisli do protislovja in do-
kaz posledice 3.2 je koncan. U
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4  Ohranjevalci
komutativnosti

V zadnjih nekaj desetletjih je bilo odkritih veliko rezultatov o line-
arnih ohranjevalcih na matri¢nih algebrah kot tudi na bolj splosnih
kolobarjih in operatorskih algebrah (glej [41], [48] in [53]). Poleg
tega je na matri¢nih algebrah postal zanimiv tudi splo$nejsi pro-
blem karakterizacije aditivnih ohranjevalcev in soroden problem
karakterizacije multiplikativnih ohranjevalcev. Zanimivo pa je, da
lahko v nekaterih primerih dobimo lepe strukturne rezultate za
ohranjevalce brez algebrai¢nih predpostavk kot so linearnost, adi-
tivnost in multiplikativnost. Baribeau in Ransford [6] sta bila ena
izmed prvih matematikov, ki sta se ukvarjala z nelinearnimi ohra-
njevalci. Proucevala sta ohranjevalce spektra na matri¢nih alge-
brah.

Problem karakterizacije linearnih ohranjevalcev komutativnosti na
matriénih algebrah kot tudi na splo$nejsih operatorskih algebrah
je zagotovo eden izmed najbolj raziskanih problemov na podrocju
linearnih ohranjevalcev (glej [8], [10], [15], [50] in [61]). Problem pa
postane veliko bolj zapleten in zato tudi bolj zanimiv, ¢e odstra-
nimo predpostavko o linearnosti. V tem poglavju bomo obravnavali
nelinearne ohranjevalce komutativnosti na algebri M, (R). Najprej
bomo posvetili pozornost preslikavam, ki ohranjajo komutativnost
v obe smeri, nato pa preslikavam, ki ohranjajo komutativnost samo
Vv eni smeri.

4.1 Ohranjanje komutativnosti v obe smeri

Preslikava ¢ : M, (R) — M, (R) ohranja komutativnost, ce za
poljubni matriki A, B € M, (R), ki komutirata, velja, da tudi njuni
sliki ¢(A) in ¢(B) komutirata. Ce je preslikava ¢ bijektivna ter
¢ in ¢~ ohranjata komutativnost, potem pravimo, da preslikava
¢ ohranja komutativnost v obe smeri. Semrl je v ¢lanku [58]
karakteriziral zvezne bijektivne nelinearne preslikave na M, (C),

41



4 = Ohranjevalci komutativnosti

n > 3, ki ohranjajo komutativnost v obe smeri. Naravno vpraganje,
ki si ga lahko ob tem rezultatu zastavimo, pa je, ali lahko karakte-
riziramo tudi zvezne bijektivne preslikave na M, (R), ki ohranjajo
komutativnost v obe smeri. Na to vprasanje odgovarja izrek 4.1
pritrdilno za n > 3.

Opomba. Semrl je pokazal, da brez predpostavke o zveznosti izrek
[58, Theorem 2.2| ne velja. Podal je primer bijektivnih preslikav na
kompleksnih matrikah, ki ohranjajo komutativnost v obe smeri in
niso standardne oblike. Se ve¢, pokazal je, da je vsaka bijektivna
preslikava na M, (C), ki ohranja komutativnost v obe smeri, lepe
oblike na mnozici vseh matrik, ki imajo v jordanski kanoni¢ni formi
bloke velikosti 1 x 1 ali 2 X 2, izven te mnozice pa je lahko preslikava
zelo grde oblike.

Naj bo T € M,(R) obrnljiva matrika. Podobnostna preslikava
A+ TAT~' je primer linearne bijektivne preslikave na M, (R),
ki ohranja komutativnost v obe smeri. Tak primer je tudi presli-
kava A +— A’ ki vsaki matriki priredi njeno transponirano ma-
triko. Poleg teh dveh pa obstaja Se veliko neaditivnih preslikav
¢ : Mu(R) — M,(R), ki ohranjajo komutativnost. Ce sta A in
B poljubni realni matriki, ki komutirata, ter p in g poljubna re-
alna polinoma, potem tudi matriki p(A) in ¢(B) komutirata. Ce
torej vsaki matriki A € M, (R) priredimo polinom p4 z realnimi
koeficienti, potem preslikava A +— pa(A) ohranja komutativnost.
Taki preslikavi bomo rekli lokalno polinomska preslikava. V
splosnem take preslikave niso niti bijektivne niti ne ohranjajo ko-
mutativnost v obe smeri. Ce pa je preslikava ¢ bijektivna in ce
so polinomi pa, A € M,(R), taki, da za vsak A € M,(R) ob-
staja tak polinom g4 z realnimi koeficienti, da je ga(pa(A)) =
A (oz. preslikava ¢ je bijektivna in njen inverz je prav tako lo-
kalno polinomska preslikava), potem ¢ ohranja komutativnost v
obe smeri. Taki preslikavi bomo rekli regularna lokalno poli-
nomska preslikava.

Naslednji izrek nam pove, da je vsaka zvezna bijektivna preslikava
na M, (R), n > 3, ki ohranja komutativnost v obe smeri, kompozi-
tum zgoraj opisanih preslikav.

Izrek 4.1 Naj bo ¢ : M,(R) — M,(R), n > 3, zvezna bijektivna
preslikava, ki ohranja komutativnost v obe smeri. Potem obstaja

42



Ohranjanje komutativnosti v obe smeri = 4.1

taka obrnljiva matrika T € M, (R) in taka regularna lokalno poli-
nomska preslikava A — pa(A), da je

P(A) =Tpa(A)T, A€ My(R),

ali
$(A) = Tpa(ANT™!, A€ Mu(R).

Na koncu tega razdelka bomo tudi pokazali, da za n = 3 izrek 4.1
ne velja. Se ve¢, opisali bomo vse bijektivne preslikave na Mz(R),
ki ohranjajo komutativnost v obe smeri.

V nadaljevanju bomo predstavili realno jordansko kanonicno formo,
ki jo bomo potrebovali pri dokazu zgornjega izreka.

Realna jordanska kanoniéna forma

Naj bo A € M, (R). Potem se vse nerealne lastne vrednosti matrike
A pojavljajo v konjugiranih parih. Se veé, ce je A realna matrika,
potem je rank (A — AI)* = rank (A — XI)* = rank (A — XI)¥ za vse
A€ Cin vsak k = 1,2,... Torej je struktura jordanskih blokov
glede na lastno vrednost A\ enaka strukturi jordanskih blokov glede
na konjugirano lastno vrednost \. Iz tega sledi, da se vsi jordanski
bloki vseh velikosti (ne samo 1 x 1 bloki), ki pripadajo nerealnim
lastnim vrednostim, pojavljajo v konjugiranih parih. Na primer, ¢e
je A nerealna lastna vrednost realne matrike A in ¢e se blok Ja(\)
pojavi m-krat v jordanski kanoni¢ni formi matrike A (tukaj Ja(\)
oznacuje 2 x 2 jordanski blok glede na lastno vrednost \), potem

se v tej formi tudi blok J2(\) pojavi m-krat. Matrika

L) 0 o
0 Ja(X) .

je podobna matriki

kjer je
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in I oznacuje 2 X 2 identi¢no matriko. V splosnem je vsaka matrika
oblike

Jk(A) 0
! 0 Jk(X)] € My, (C) (4.2)
podobna matriki
[D(\) T 0 ]
0 D(_/\) € Mz (C).
I
| 0 0 ...D\)]

Vsak 2 x 2 diagonalen blok D()\) pa je podoben 2 x 2 realni matriki

b
SD(\)S! = [ U = (an),
—ba
kjer je A = a +ib, a,b € R in S = [_12 _i . Torej je vsaka

matrika oblike (4.1) z nerealno lastno vrednostjo A podobna 4 x 4
realni matriki

C(a,b) I
0 Cf(a,b)

Cg(a, b) =

V splosnem je vsaka matrika oblike (4.2) z nerealno lastno vredno-
stjo A podobna 2k x 2k realni matriki

[Cla,b) T ... 0 |
Ch(a,b) = 9 Cl(a,b) " 1
| 0 0 ...C(a,b) ]

To nas pripelje do realne jordanske kanonicéne forme.
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Izrek 4.2 Vsaka realna matrika A € M,(R) je podobna blocno
diagonalnt matriki oblike

Cnl (CLl, bl)
Chy (az, ba) 0
an (ak, bk) y
Jml (Cl)
0
L Jmh (Ch) ]
kjer so aj in bj realna Stevila, \; = aj+1ib; nerealne lastne vrednosti
matrike A za j = 1,2,...,k, c1,...,cn so realne lastne vrednosti
matrike A in Jp, (c1),. .., Jm, (cn) jordanski bloki. Vsaka matrika
Chn,(aj,bj) € M, (R) je oblike
[Claj,b;) T ... 0 ]
0 Cl(aj,bj)
Chn;(ay,b5) = ‘ Y
1
L 0 0 ...C(aj,bj)_

in pripada paru jordanskih blokov Jy,(A;), Jn;(Nj) € My, (C) v jor-
danski kanonicéni formi matrike A. Se vec, vedno obstaja taka obrn-
ljiva realna matrika S, da je matrika SAS™' enaka zgoraj opisani
realni jordanski kanonicni formi.

Realna matrika A € M, (R) je diagonalizabilna, ¢e ima vsaka
lastna vrednost matrike A algebrai¢no stopnjo ena. Torej je matrika
A € M,(R) diagonalizabilna natanko tedaj, ko je ny =ng=--- =
nEg =mip =meo =---=myp = 1, kjer so ni,no,...,ng, mi,ma,...,
my, naravna Stevila iz zgornjega izreka.

Naj bo § € M,(R). Komutant S' je prostor vseh matrik iz
M, (R), ki komutirajo z vsemi matrikami iz mnozice S. Ce je § =

{A}, bomo pisali krajse A" = {A}'.

Naj bo A € M, (R). Potem je A" = M, (R) natanko tedaj, ko je A
skalarna matrika. Torej je B’ C (al)’ za vsako matriko B € M,,(R)
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in vsako realno $tevilo a. Neskalarna matrika A € M, (R) je ma-
ksimalna, ¢e so skalarne matrike iz M,,(R) edine matrike, ki imajo
strogo ve¢ji komutant od komutanta matrike A. Mnozico vseh ne-
skalarnih maksimalnih matrik bomo oznacevali z M. Matrika A €
M, (R) je minimalna, ¢e ne obstaja taka matrika B € M, (R), da
jeBPCA'in B # A

Opomba. Naj bo ¢ : M,(R) — M,(R) bijektivna preslikava, ki
ohranja komutativnost v obe smeri. Potem je neskalarna matrika
A € M,(R) maksimalna natanko tedaj, ko je tudi matrika ¢(A)
maksimalna. In podobno, matrika A € M, (R) je minimalna na-
tanko tedaj, ko je matrika ¢(A) minimalna.

Lema 4.1 Naj bo A € M,(R) neskalarna matrika. Potem je A
maksimalna matrika natanko tedaj, ko je A bodisi diagonalizabilna
z natanko dvema lastnima vrednostma bodisi je A = al+ N za neko
realno Stevilo a in neko matriko N # 0, katere kvadrat je enak nic.

Dokaz. Naj bo A diagonalizabilna matrika z natanko dvema re-
alnima lastnima vrednostma in B € M, (R) matrika z lastnostjo
A’ C B'in A’ # B’. Potem lahko predpostavimo, da je

al 0
A= ,
0 oI
kjer je a # b (e je potrebno, matriko A nadomestimo s podobno
matriko). Komutant matrike A je mnozica vseh matrik oblike

X0
0Y

9

kjer sta X in Y poljubni kvadratni matriki ustreznih velikosti. Ker
je A C B’, vsaka taka matrika komutira tudi z B, iz ¢esar sledi,

da je
cl 0
B =
[0 dl

za neki realni $tevili ¢ in d. Ker je A’ # B’ je ¢ = d in je B skalarna
matrika.
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Naj bo sedaj A diagonalizabilna matrika z natanko dvema nere-
alnima lastnima vrednostma (to seveda ni mogoce, ¢e je n liho
Stevilo). Potem lahko predpostavimo, da je

C(a,b) 0 ... O

0 d(ab)... 0

A: . (. )_ .
|0 0 ...C(a,b) |

za neki realni Stevili @ in b # 0. Komutant matrike A je mnozica
matrik oblike

[ C(a11,b11) Clara,bia) ... Claw, bix) |
C(az1,b21) C(agz,b22) ... Clagy,bay)
| Clag1, be1) Claga, bi2) - .. C(akk, brk) |
kjer je k = % in so aii,ai2, ..., agk, b11, b12, . . ., by realna Stevila.

Naj bo B € M,,(R) taka matrika, da je A’ C B’ in A’ # B’. Potem
je

Ce,d) 0 ... 0

0 Ced)... 0

e I
|0 0 ...C(cd) |

za neki realni Stevili ¢ in d. Ce je d # 0, je A’ = B'. Torej je B
skalarna matrika.

Naj bo A matrika oblike A = al + N, kjer je a neko realno stevilo
in N # 0 matrika z lastnostjo N? = 0. Naj bo nadalje B € M, (R)
taka matrika, da je A C B’ in A’ # B’. Potem lahko predposta-
vimo, da je

al I O
0 al O
0 0 al

A=
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za neko realno $tevilo a (zadnja vrstica in zadnji stolpec v matriki
lahko manjkata). Komutant matrike A je enak mnozici vseh matrik
oblike

XY Z

0XO0],
0uUVv

kjer so X,Y, Z, U,V poljubne matrike ustreznih velikosti. Ker vsaka
taka matrika komutira tudi z B, je

bl cl 0
B=100bI0
0 0 bl

za neka skalarja b in ¢ # 0 ali pa je B = bl. Ker pa je A" # B/,
velja druga moznost in je B skalarna matrika.

V nadaljevanju moramo pokazati e nasprotno implikacijo: ¢e je A
maksimalna matrika, potem je A bodisi diagonalizabilna z natanko
dvema lastnima vrednostma bodisi je A = al + N za neko realno
Stevilo a in neko matriko N # 0, katere kvadrat je enak nic.

Predpostavimo, da matrika A ni diagonalizabilna z natanko dvema
lastnima vrednostma in ni oblike A = al+ N za neko realno $tevilo
a in neko matriko N # 0, N? = 0. Za¢nimo z moznostjo, da ima
A dve nerealni in eno realno lastno vrednost. Potem je podobna
matriki

A O
0 A

)

kjer imata matriki A; in Ao paroma razlicna spektra. Brez izgube
za splosnost lahko predpostavimo, da je A enaka tej blo¢no diago-
nalni matriki. Potem pa je

10
00

B:

neskalarna matrika, katere komutant je vecji od komutanta ma-
trike A. Na enak nacin pokazemo, da A ni maksimalna matrika, ce
ima A S§tiri razli¢ne nerealne lastne vrednosti.
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Recimo, da ima matrika A tri realne lastne vrednosti ali Stiri lastne
vrednosti z vsaj dvema realnima ali ve¢ kot Stiri lastne vrednosti.
Potem je podobna matriki

A 0 O
0 A2 0 |,
0 0 A3

kjer imajo matrike Ay, As in A3 paroma razli¢ne spektre. Ponovno
lahko predpostavimo, da je Ze matrika A enaka tej blo¢no diago-
nalni matriki. Potem pa je

100
B=1010
000

neskalarna matrika, katere komutant je vec¢ji od komutanta ma-
trike A.

Ce ima matrika A dve realni lastni vrednosti in ni diagonalizabilna,
potem lahko brez izgube za splosnost predpostavimo, da je

al + M O
0 bI + N

A=

I

kjer je a # b in sta M in N nilpotentni matriki (vsaj ena od njiju
je nenicelna). Neskalarna matrika

al 0
B—
0 bl
ima vecji komutant kot matrika A. Iz tega sledi, da A ni maksi-

malna matrika.

Recimo, da ima A dve nerealni lastni vrednosti in ni diagonaliza-
bilna. Potem lahko predpostavimo, da je oblike

(Co(@b) 0 ... 0 ]
A O Cm(.a,b)... 0 |
0 0 ...Cpla,b)]
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kjer so ny,ne, ..., ng naravna Stevila, ki niso vsa enaka ena, 2(n; +
ng + .- +mng) = n ter sta a in b # 0 realni Stevili. Neskalarna
matrika

[Cla,b) 0 ... 0 ]

0 d(ab)... 0

B: . (. ), .
|0 0 ...C(a,b) |

ima vecji komutant od komutanta matrike A. Torej A ni maksi-
malna matrika.

Nazadnje naj bo A oblike A = al + N za neko realno stevilo a
in neko nilpotentno matriko N, N? # 0. S pomoéjo jordanske ka-
noni¢ne forme ni tezko preveriti, da je komutant matrike A prava
podmnoZica komutanta neskalarne matrike al +N2. S tem je dokaz
leme koncan. O

Lema 4.2 Naj bo A € M,(R). Potem je A minimalna matrika
natanko tedaj, ko so \j = aj +1ibj, j = 1,2,...,k, iz izreka 4.2
razlicne nerealne lastne vrednosti matrike A in cq, ..., cp iz izreka
4.2 razlicne realne lastne vrednosti matrike A.

Opomba. Realna matrika A je torej minimalna natanko tedaj, ko
imajo vse lastne vrednosti matrike A geometrijsko stopnjo ena.

Dokaz. Naj bo A € M, (R) matrika, ki je podobna blo¢no diago-
nalni matriki oblike

D = dlag (Cnl (a’17 bl)u CnQ(a’27 b2)7 ) an(akza bk)7
Imi(€1), .-y Im, (cn)),

kjer so a; +1ibj, j = 1,2,...,k, razlicne nerealne lastne vrednosti
matrike A in c1,..., ¢, razlicne realne lastne vrednosti matrike A.
Naj bo B € M,,(R) matrika, ki komutira z D. Ce zapiSemo matriko
B blo¢no kot B = [B;j] (glede na dekompozicijo matrike D), potem
ni tezko videti, da morajo biti vsi bloki, ki lezijo izven diagonale,
enaki ni¢, saj so vse realne in nerealne lastne vrednosti matrike D
med seboj razli¢ne. Torej je B blo¢no diagonalna matrika oblike

B:diag(Bl,Bg,...,Bk,El,...,Eh), (4.3)
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kier so B; € My, (R), i = 1,2,...,k, in B; € My, (R), j =
1,..., h. Iz komutativnosti sledi, da je B;Cy,(ai, b;) = Cp,(ai, b;)B;
za vse 1 = 1,2,...,k. Z racunom lahko pokazemo, da mora biti
potem vsak blok B; oblike

e o) el

0o ¢
Bi: . )
0 0 ...c

kjer so CJ(-i) = C(a;i),ﬂj(i)), j=1,2,...,n;. Ker B komutira z D,
velja tudi B;Ji, (¢;) = Jm,(c;))B; za vse i = 1,... h. Iz tega sledi,
da so bloki B; zgoraj trikotne matrike oblike

(@) . (@) (1) 7

Y10V e Uy
B; = 1, (4.4)
ST ’yél)
0 0 .. 4]
kjer so 'yfi),yg), ces ,%(,Z‘L)i realna Stevila.

Naj bo sedaj B € M,(R) taka matrika, da je B’ C A’. Pokazati
moramo, da je B’ = A’. Ker je B € B’, matriki A in B komutirata.
Potem pa je B = SBS~!, kjer je B matrika oblike (4.3) in S taka
obrnljiva realna matrika, da je A = SDS~!. Naj bo C' € A’. Potem
je C = SCS™! kjer je C matrika oblike (4.3). Iz tega sledi, da C
komutira tudi z matriko B. Torej je A’ C B’.

V nadaljevanju bomo pokazali e nasprotno implikacijo. Predposta-
vimo torej, da je matrika A enaka svoji realni jordanski kanoni¢ni
formi in da ima vec kot dva jordanska bloka, ki pripadata isti realni
lastni vrednosti a. Oznac¢imo te jordanske bloke z Ji, Ja, ..., Ji.
Naj bo B matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da diagonalne
elemente v J; nadomestimo z realno vrednostjo by, diagonalne ele-
mente v Jo z realno vrednostjo b, ... in diagonalne elemente v Jj,
z realno vrednostjo by, kjer je b; # bj, ¢e je i # j. Potem je B’ C A’
in B # A’. Do istega zakljucka pridemo, ¢e ima matrika A ved
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kot dva diagonalna bloka, ki pripadata istemu paru konjugiranih
nerealnih lastnih vrednosti. O

Na§ naslednji cilj je karakterizirati realne matrike z n razlicnimi
realnimi lastnimi vrednostmi.

Naj bo A € M,,(R) minimalna matrika. Ozna¢imo z #A mo¢ mno-
Zice komutantov vseh matrik, ki komutirajo z matriko A, #A =
{B' : B e A’'}|. Vrednost #A se seveda ne spremeni, ¢e matriko
A nadomestimo s podobno matriko. Predpostavimo torej, da je
matrika A enaka njeni realni jordanski kanoni¢ni formi

A = diag (Cnl (ah b1)7 Cn2 (CLQ? b2)7 SR an (ak7 bk)7
Jm1 (Cl), ey Jmh(Ch)),

kjer so a; +1ibj, j = 1,2,...,k, razlicne nerealne lastne vrednosti
matrike A in ¢y, ..., ¢, razlicne realne lastne vrednosti matrike A
terny >mng > ... >0, inmg > ... > my.

Recimo, da je n; > 4, in naj bo o € R. Potem matrika B, =
(B 2n, -3 + E220, -2 + E30n, -1 + Ean,) + E1,2n,-1 + E2 20, ko-
mutira z matriko A. Ce je a # S, je By, # Bj. 1z tega sledi, da
je #A = oo. Naj bo sedaj m; > 4 in Co = a(Eriirimi—1 +
Eriorim) FErgirgm, Kerjer =2(ni+ng+---+ng) ina € R.
Potem matrika C,, komutira z matriko A in je C!, # C7, ¢e sta «
in § razliéni realni $tevili. Torej je tudi v tem primeru #A4 = co.

Predpostavimo, da je ng > 2. Potem matrika B, = a(E1 2n,-1 +
E272n1) -+ E2n1+1,2n1+2n271:|' E2n1+2,2n1+2n2 komutira z matriko A
za vsako realno stevilo a.. Ce je a # 3, potem je By, # Bj;. 1z tega
sledi, da je #4 = oco. Naj bo sedaj ms > 2 in « realno $tevilo.
Potem matrika Co = aEy 1 r4m; + Ertmi+1,r+m,+m, komutira z
A, kjer jer =2(ny +ng+ -+ + ng), in je C/, # C,/B’ Ce sta a in 3
razli¢ni realni Stevili. Torej je tudi v tem primeru #A = oco.

Oznacimo z #mA mo¢ mnozice komutantov vseh maksimalnih ma-
trik, ki komutirajo z matriko A, #mA = |{B' : Be€ A'n M}|.
Predpostavimo najprej, da je A diagonalna matrika z n razli¢nimi
realnimi lastnimi vrednostmi. Potem je vsaka matrika B € A'N M
oblike B = aP + b(I — P), kjer je P diagonalna idempotentna
matrika, P # 0,1, ter sta a in b razliéni realni Stevili. Seveda je
B’ = P'. Ker imata dve diagonalni idempotentni matriki P in Q
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enaka komutanta natanko tedaj, ko je P = Q ali P = I — Q), je

a4 () ()

Naj bo sedaj A minimalna matrika z n — 1 razliénimi realnimi
lastnimi vrednostmi. Torej ima njena jordanska kanoni¢na forma
en jordanski blok velikosti 2 x 2 (recimo prvega), vsi ostali pa so
trivialni 1 x 1 jordanski bloki. Iz tega sledi, da je B € A’ N M
natanko tedaj, ko je B = al + bF19, kjer sta a,b € R, b # 0, ali
pa je B diagonalna matrika z natanko dvema realnima lastnima
vrednostma, ki ima prva dva koeficienta na diagonali enaka. Torej

je
B 1 n—1 n—1  on—2
#mA—1—|—2<( ) )—i— +<n—2>>_2 .

Podobno, ¢e ima matrika A natanko n — 2 razli¢nih realnih lastnih

vrednosti, od katerih ima ena algebrai¢no stopnjo tri, je #mA =
2n=3,

Naj bo sedaj n sodo 8tevilo in 7 = 5. Recimo, da je A minimalna
matrika z n razlicnimi nerealnimi lastnimi vrednostmi. Ponovno
lahko brez izgube za splosnost predpostavimo, da je matrika A kar
enaka svoji realni jordanski kanoni¢ni formi. Potem je B € A’N M
natanko tedaj, ko je B blo¢no diagonalna matrika z natanko dvema
nerealnima lastnima vrednostma ali pa je B diagonalna matrika
z dvema realnima lastnima vrednostma, ki ima prva dva koefici-
enta po diagonali enaka, prav tako druga dva...Iz tega sledi, da
je #mA = 2"~ Pa naj bo sedaj A minimalna matrika z natanko
n — 2 razli¢nimi nerealnimi lastnimi vrednostmi, od katerih imata
dve algebrai¢no stopnjo dva. Predpostavimo ponovno, da je A kar
enaka svoji realni kanonic¢ni formi s prvim diagonalnim blokom ve-
likosti 4 x 4. Potem je B € A’ N M natanko tedaj, ko je B bodisi
blo¢no diagonalna matrika z natanko dvema nerealnima lastnima
vrednostma bodisi je B = al +b(E13+ Fa4), a,b € R, b # 0, ali pa
je B diagonalna matrika z dvema realnima lastnima vrednostma,
ki ima prve $tiri koeficiente po diagonali enake, prav tako petega in
Sestega, sedmega in osmega... Iz tega sledi, da je #mA = 2772 +1.
Podobno, ¢e je A minimalna matrika z natanko n — 4 razli¢nimi
nerealnimi lastnimi vrednostmi, od katerih imata dve algebrai¢no
stopnjo tri, potem je #mA = 2773 4 1.
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Naj bo nazadnje A minimalna matrika z vsaj eno realno in eno ne-
realno lastno vrednostjo ter predpostavimo, da je #A < oco. Potem
lahko podobno kot zgoraj preverimo, da je #mA < 2"~ —1. Torej
smo pokazali naslednjo lemo.

Lema 4.3 Naj bo A minimalna matrika in #A < co. Potem ima
A n razlicnih realnih lastnih vrednosti natanko tedaj, ko je #mA =
an—t— 1.

Opomba. Ce je ¢ : M, (R) — M, (R) bijektivna preslikava, ki ohra-
nja komutativnost v obe smeri, potem je

#A=#¢(A) In  #mA=#m¢(A)

za vsako matriko A € M, (R).

Eno od glavnih orodij v dokazu izreka 4.1 je naslednja lema, ki opi-
suje injektivne preslikave na idempotentih ranga ena, ki ohranjajo
ortogonalnost. Se preden jo zapiSemo, potrebujemo nekaj oznak.
Z I,(R) C M,(R) bomo oznacevali mnozico vseh idempotentnih
matrik ranga ena. Idempotentni matriki P,Q € I,(R) sta ortogo-
nalni, ¢e je PQ = QP = 0. Preslikava ¢ : I,(R) — I,,(R) ohranja
ortogonalnost, ce je (P)E(Q) = £(Q)E(P) = 0 za vsak par orto-
gonalnih idempotentov P, Q € I,(R). Ce je & bijektivna preslikava
in sta P in () ortogonalna idempotenta natanko tedaj, ko sta orto-
gonalni tudi idempotentni matriki £(P) in £(Q), potem pravimo,
da preslikava ¢ ohranja ortogonalnost v obe smeri.

Naslednjo lemo bomo podali brez dokaza. Omenimo naj le, da do-
kaz temelji na nesurjektivni verziji osnovnega izreka projektivne
geometrije, ki jo je leta 2002 dokazal Faure [18|.

Lema 4.4 Naj bo n > 3 in naj bo £ : I,(R) — I,(R) injektivna
preslikava, ki ohranja ortogonalnost. Potem obstaja taka obrnljiva
matrika T € My(R), da je

§P)=TPT™', Pel,(R),

ali

&P)=TP'T™', PecI,(R).

V dokazu izreka 4.1 bomo uporabili tudi naslednjo lemo.
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Lema 4.5 Naj bo A = Cy(a,b) za neki realni Stevili a in b # 0
in neko naravno Stevilo n. Matrika B € M, (R) komutira z A

natanko tedaj, ko obstaja tak polinom p z realnimi koeficienti, da
je B =p(A).

Dokaz. Ce je B = p(A) za nek polinom p z realnimi koeficienti,
potem B seveda komutira z matriko A. Predpostavimo torej, da
je B € A’. Pokazali bomo, da je B realna linearna kombinacija
matrik I, A, A%, ..., A?"1 ¢ A'. Vemo 7e, da je dimenzija ko-
mutanta A’ enaka 2n (glej (4.3)). Torej moramo pokazati le, da

so matrike I, A, A%, ..., A>"! linearno neodvisne. Recimo, da je
apl + A + asA? + -+ + a9, 1A% = 0 za neka realna Ste-
vila ag,aq,...,a2,—1. Naj bo g polinom definiran s predpisom

q(x) = ag + a1r + ax?® + -+ 4 ag,_12%" L. Potem ni tezko vi-
deti, da je q(a +1ib) =0, ¢’(a+ib) = 0,..., ¢V (a+ ib) = 0. Pri
tem upoStevamo, da lahko 2n x 2n realno matriko A identificiramo
z n X n kompleksno matriko

Al1...0
0N’
00...A

kjer je A = a + ib. Potem pa je

(A1...0
(U0 N
q(A) =aol +ay | +
[00... )]
[\ 2n— n— 2n—1\yn ]
AL (2n = DA (TN
0 Al : :
+ on—1 ) ) =0.
: : L (2n — AT
. 0 0 ceooATeL

Ker so vsi ¢leni v prvi vrstici leve strani enakosti enaki ni¢, je
qgla+ib) =0, ¢(a+ib) =0,..., ¢ V(a+ib) = 0. Iz tega sledi,
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da je a + ib nicla polinoma ¢, katere kratnost je vsaj n. Torej je
tudi @ — ¢b ni¢la polinoma ¢ s kratnostjo vsaj n. Potem pa ima
polinom ¢ vsaj 2n nicel Stetih s kratnostjo. Iz tega sledi, da je
aO:alz...:agn_le. OJ

Posledica 4.1 Realna matrika B komutira z minimalno matriko
A € M,(R) natanko tedaj, ko je B = p(A) za nek polinom p z
realnimi koeficienti.

Dokaz. Ce je B = p(A) za nek polinom p z realnimi koeficienti,
potem seveda B komutira z A. Predpostavimo sedaj, da je A mi-
nimalna realna matrika. Potem obstaja taka obrnljiva matrika S €
Mn(R), da je
A=S diag (Cnl (al, bl), ey an (ak, bk),
Jml (Cl)a ceey Jmh(ch)) S_lv

kjer so a; +ibj, j = 1,...,k, razlicne nerealne lastne vrednosti
matrike A in c1,..., ¢, razlicne realne lastne vrednosti matrike A.
Naj bo B € M, (R) matrika, ki komutira z A. Ce napisemo matriko
S™1BS v blo¢ni obliki ST'BS = [B;;], ki ustreza zgornji dekom-

poziciji matrike ST1AS, potem Ze vemo (glej dokaz leme 4.2), da
je ST1BS oblike

S™1BS = diag (By,...,By, Bi,...,By)
kjer so B; € Moy, (R), i =1,...,k, in Bj € M, (R), j=1,...,h,

ter je

e el e

0o o
Bi: . )
L0 0 ...c

kjer so CJ(-i) = C’(Oz;-i),ﬂy(»i)), J=1,...,n;in

(1 9 ]
2 I
IEERNC
0 0 .. Y]
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Iz tega sledi, da je S~'BS matrika oblike

diag (pl (Cm (al, bl)), cee 7pk:(0nk (aka bk))a
ql(Jml (Cl))7 B Qh(Jmh (ch)))7

kjer so p1,...,Pk,q1,-..,q, polinomi z realnimi koeficienti. Torej
obstaja tak realni polinom p, da je B = p(A) (glej tudi |32, Theo-
rem 3.2.4.2.]). O

Dokaz izreka 4.1. Naj bon > 3 in naj bo ¢ : M, (R) — M, (R) zve-
zna bijektivna preslikava, ki ohranja komutativnost v obe smeri.
Potem seveda za vsako podmnozico S C M,(R) velja ¢(S") =
#(S)". Naj bo A € M, (R) matrika z n razli¢nimi realnimi lastnimi
vrednostmi. Potem je A diagonalizabilna minimalna matrika. Re-
cimo, da je A kar diagonalna matrika in naj bo B € A’. Potem mora
biti tudi matrika B diagonalna in njen komutant B’ je natanc¢no
dolocen, ¢e vemo, kateri diagonalni elementi matrike B so enaki.
Torej je #A < 0o in #mA = 271 — 1. Iz tega sledi, da je tudi
matrika ¢(A) minimalna in #¢(A4) < oo ter #mep(A) =2n~1 — 1.
Ce upostevamo Se lemo 4.3, smo s tem pokazali, da preslikava ¢
mnozico diagonalizabilnih matrik z n razli¢nimi realnimi lastnimi
vrednostmi preslika samo nase. Nadalje, matrika A je diagonaliza-
bilna s samimi realnimi lastnimi vrednostmi natanko tedaj, ko ko-
mutira z neko matriko z n razli¢nimi realnimi lastnimi vrednostmi.
Iz tega sledi, da se mnozica vseh diagonalizabilnih matrik s sa-
mimi realnimi lastnimi vrednostmi, ki jo bomo oznacevali z D,
preslika s ¢ sama nase. Oznac¢imo z Dy, k = 1,2,...,n, mnoZico
vseh diagonalizabilnih matrik z natanko k razli¢nimi realnimi la-
stnimi vrednostmi. Potem je A € D; natanko tedaj, ko je A = al
za neko realno stevilo a, oziroma natanko tedaj, ko je A" = M, (R).
Torej se mnozica D; preslika sama nase. Enako velja za mnoZico
Dy = M N D. Prav tako ni tezko videti, da sta za matriko A € D
naslednji trditvi ekvivalentni:

(i) A € Ds,

(i) A € Dy U Dy in vsaka taka matrika B € D, za katero velja
Be A, A CB inA # B pripada Dy U D>.

Iz tega sledi, da je ¢(D3) = Ds. Ce ponovimo ta postopek, dobimo
¢(Dy) =Dy, k=1,2,...,n.
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Oznac¢imo s P C Dy mnozico vseh matrik oblike aP+b(I — P), kjer
sta a in b razlic¢ni realni Stevili ter P idempotent ranga ena. Mnozica
‘P je torej mnozica vseh diagonalizabilnih matrik z natanko dvema
razli¢nima realnima lastnima vrednostma, od katerih ima ena lastni
podprostor dimenzije ena. V nadaljevanju bomo pokazali, da ¢
preslika mnozico P samo nase. Dokazali bomo, da sta za vsako
matriko A € Dy naslednji trditvi ekvivalentni:

(i) AeP,
(i) za vsako matriko B € A’ NDy velja {A, B} € D; UDs U Ds.

Recimo, da smo ze pokazali zgornjo ekvivalenco. Ker preslikava
¢ ohranja prve komutante, ohranja tudi druge komutante, in ker
ohranja mnozice Dy, k = 1,2,3, je ¢(P) = P, kar smo Zeleli po-
kazati. Predpostavimo torej, da je A = aP +b(I — P) € P in
B € A'NDy. Matrika C komutira z A natanko tedaj, ko komutira
z matriko P. Zato lahko brez izgube za splosnost predpostavimo,
da je kar matrika A idempotent ranga ena. Se vet, predpostavimo
lahko, da je A = Eq1 (e je potrebno, preslikavo ¢ komponiramo z
ustrezno podobnostno preslikavo). Ker matriki A in B komutirata,
lahko prav tako predpostavimo, da je B = ¢(F11 + -+ + Egi) +
d(Bps1 i1+ 4 Bnn), Kjerje 1 <k <n—1,¢,d € Rin ¢ # d. Ce
je k =1, potem je {A, B} = span{F11,] — FE11} C D1 UD; (tukaj
span { E11, I — E11} ozna¢uje linearno lupino matrik Fyj in I —FEqq).
Ce paje 2 <k <n—1, potem je {A, B} =span{F11, Faa+---+
Exp, I — (E11 + -+ + Exk)} € D1 U Dy U Ds. Pokazati moramo Se
nasprotno implikacijo. Recimo, da je A € Dy \ P. Kot zgoraj lahko
brez izgube za splo$nost predpostavimo, da je A = E11+ -+ Egi
zanek k, 2 <k <n—2.Najbo B = E1+ Ej1 +1. Potem mno-
zica {A,B}” = span{FE11, Fa + -+ + Bk, Exit o1, 1 — (B +
o+ 4 Ejq1k+1)} vsebuje matrike s Stirimi razliénimi realnimi la-
stnimi vrednostmi. S tem smo pokazali ekvivalenco zgornjih dveh
trditev.

Vsaki matriki A € P pripada tak enoli¢no dolo¢en idempotent P
ranga ena, da je A = aP+b(I—P), a,b € R. Cesta A, B € P ter P
in @ pripadajoca idempotenta ranga ena, potem je P = () natanko
tedaj, ko je A’ = B’. Torej preslikava ¢ inducira bijektivno presli-
kavo £ : I,(R) — I,(R). Se ve¢, P in Q sta ortogonalna idempo-
tenta natanko tedaj, ko matriki A in B komutirata in velja A" # B’.
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Iz tega sledi, da preslikava £ ohranja ortogonalnost v obe smeri. Po
lemi 4.4 obstaja taka obrnljiva matrika 7" € M, (R), da je bodisi
&(P)=TPT~ !, P e I,(R), bodisi ¢£(P) = TP'T !, P € I,(R). Ce
nago preslikavo ¢ nadomestimo s preslikavo A +— T~1¢(A)T in jo
komponiramo $e s preslikavo A — A!, e je potrebno, potem lahko
brez izgube za splosnost predpostavimo, da se za vsak idempotent
P ranga ena mnozica vseh matrik oblike aP 4 b(I — P), kjer sta a
in b razliéni realni Stevili, preslika bijektivno sama nase. Torej za
vsako matriko A € P URI obstajata taka polinoma p4 in g4 z re-
alnimi koeficienti, da je ¢(A) = pa(A) in A = qa(pa(A)). Ce torej
preslikavo ¢ komponiramo z ustrezno regularno lokalno polinom-
sko preslikavo (ta preslikava deluje kot identiteta izven mnoZice
P URI), potem lahko predpostavimo, da je ¢(A) = A za vsako
matriko A € P URI.

V naslednjem koraku bomo pokazali, da lahko po komponiranju
preslikave ¢ s Se eno regularno lokalno polinomsko preslikavo pred-
postavimo, da je ¢(A) = A za vsako diagonalizabilno matriko A
s samimi realnimi lastnimi vrednostmi. Kot zgoraj moramo to-
rej pokazati, da za vsako matriko A € D obstajata taka poli-
noma py in g4 z realnimi koeficienti, da je ¢(A) = pa(A) in
A = qa(pa(A)). Naj bo D realna diagonalna matrika. Potem ni
tezko videti, da je D’ = span (I,,(R) N D’). Ker preslikava ¢ de-
luje kot identiteta na I,(R), je ¢(D) = D', iz cesar sledi, da
res obstajata taka polinoma pp in ¢p z realnimi Kkoeficienti, da
je #(D) = pp(D) in D = gp(pp(D)). Naj bo sedaj A € D po-
ljubna diagonalizabilna matrika. Potem obstaja taka obrnljiva ma-
trika S € M, (R), daje SAS™! = D diagonalna matrika. Preslikava
P(X) = Sp(S71XS)S™! je bijektivna, zvezna in ohranja komuta-
tivnost v obe smeri ter ¥(A) = A za vse matrike A € P URI.
Vemo 7e, da imata matriki ¢(D) in D enaka komutanta, oziroma
matriki ¢(A) in A imata enaka komutanta. Iz tega sledi, da tudi za
matriko A obstajata taka polinoma p4 in g4 z realnimi koeficienti,
daje p(A) = pa(A)in A = qa(pa(A)). Od sedaj naprej bomo torej
predpostavili, da je ¢(A) = A za vsako diagonalizabilno matriko
AeD.

S Q oznacimo unijo mnozice vseh diagonalizabilnih matrik s samimi
realnimi lastnimi vrednostmi in mnozice matrik oblike al + N, kjer
je a poljubno realno $tevilo in N nilpotentna matrika ranga ena.
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V tem odstavku bomo pokazali, da lahko po komponiranju pre-
slikave ¢ z ustrezno regularno lokalno polinomsko preslikavo pred-
postavimo, da je ¢(A) = A za vsako matriko A € Q. Kot zgoraj
zadostuje, da pokazemo, da je ¢(N) = N’ za vsako nilpotentno
matriko N ranga ena. Pravzaprav zadostuje to pokazati le za ma-
triko N = Fj5. Vemo zZe, da se diagonalizabilne matrike s samimi
realnimi lastnimi vrednostmi preslikajo same vase. Matrika ¢(FE12)
komutira z matrikami Fq1 4 Fao, Es3, -+, Enp. Iz tega in leme 4.1
sledi, da je ¢(E2) vsota skalarne matrike in matrike M # 0, ki ima
nenic¢elne koeficiente le v zgornjem levem 2 x 2 kotu in je M? = 0.
Ker matrika F19 komutira z idempotentom F11 + Foo + F13, mora
imeti matrika M vse koeficiente v prvem stolpcu enake ni¢. Ker pa
je M nilpotentna matrika, je M = aF2 za neko realno Stevilo a. S
tem smo pokazali Zeleno.

Oznac¢imo s C C M, (R) mnozico vseh matrik A € M, (R) s samimi
realnimi lastnimi vrednostmi, ki imajo v jordanski kanoni¢ni formi
vse jordanske bloke velikosti 1 x 1 ali 2 x 2. Pokazali bomo, da za
vsako matriko A € C obstajata taka polinoma p4 in g4 z realnimi

koeficienti, da je ¢(A) = pa(A) in A= qa(pa(A)).

Naj bosta a in « poljubni realni stevili. Z J(a,a) bomo oznaéili
2 x 2 matriko
a o
J(a,a) = .

Naj bo S poljubna n x n obrnljiva matrika, k in h nenegativni celi
stevili, za kateri velja 2k + h = n, ter ay,aq9,...,ar,b1,b2,...,by
realna Stevila. Pokazati Zelimo, da se matrika

A = Sdiag (J(a1,1), J(az,1),..., J(ay,1),b1,by,...,by)S™!
preslika v matriko

qb(A) = Sdiag (J(cl,al), J(CQ, 042), ceey J(Ck;, Ozk),
dy,dy, ... dy)S™t,

kjer je a; = aj natanko tedaj, ko je ¢; = ¢;, b; = b; natanko tedaj,

ko je d; = dj, a; = bj natanko tedaj, ko je ¢; = dj, in o; = o, Ce
jea; =aj, ter a; #0zavsei=1,2,... k.
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Ker matrika A komutira z idempotenti

Sdiag (I,...,0,0,...,0)S™ 1,

Sdiag (0,...,1,0,...,0)571,
Sdiag (0,...,0,1,...,0)S71,

Sdiag (0,...,0,0,...,1)S71,

tudi matrika ¢(A) komutira s temi idempotenti in zato je
¢(A) = Sdiag (A1, Aa, ..., Ay, d1,da, ..., dp)S™?,

kjer so Ay, As, ..., Ar 2 x 2 matrike in dy,do, ..., d, € R. Matrika
A komutira z matriko SE12S~! € Q in enako velja tudi za matriko
#(A). Torej je A1 = J(c1, 1) za neki realni stevili ¢; in aq. Ce je
a1 = 0, potem ¢(A) komutira z vsako matriko oblike

Sdiag (P, ...,0,0,...,0)S™ 1,

kjer je P poljubna 2 x 2 idempotentna matrika. Enako mora seveda
veljati tudi za matriko A, kar pa je protislovije. Iz tega sledi, da je
a1 # 0. Podobno vidimo, da imajo vse matrike A;, i = 2,3,...k,
enako obliko. Torej smo pokazali, da je

?(A) = Sdiag (J(c1, 1), J(c2, ), ..., J(ck, ag),
dy,ds, ..., dh)Sil,

za neka realna Stevila ¢, co, ..., ¢, di,do, ..., dp in neka nenicelna
realna Stevila aq, ag, ..., ag.

Recimo, da je a; = ao. Potem matrika A komutira z matriko
SE1487! € Q. Iz tega sledi, da tudi ¢(A) komutira z matriko
SE14S™!, kar implicira ¢; = cy. Enak argument pokaze, da iz
¢y = cg sledi a1 = az. Podobno je a; = a; za neka indeksa ¢ in
J natanko tedaj, ko je ¢; = ¢;, in b; = b; za neka indeksa i in j
natanko tedaj, ko je d; = d;. Ce je ap = b1, potem A komutira z
matriko SEl’ngS*l € Q, iz Cesar sledi, da je ¢; = di. Podobno,
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4 = Ohranjevalci komutativnosti

¢e je a; = b;j za neka indeksa 7 in j, potem je ¢; = d;j. Enako
pokaZzemo tudi nasprotno implikacijo.

Dokazati Se moramo, da iz a; = a; sledi o; = «;. Podobno kot
zgoraj lahko brez izgube za splosnost predpostavimo, da je a; = as.
Potem matrika A komutira z diagonalizabilno matriko

017
D—S([ ©0)S ' eD.

10

Tukaj I oznacuje 2 x 2 identi¢no matriko in zadnja nic¢la oznacuje
(n —4) x (n — 4) ni¢elno matriko. Matrika D mora prav tako ko-
mutirati z matriko ¢(A). Iz tega sledi, da je oy = ao. Ce torej
komponiramo preslikavo ¢ s Se eno regularno lokalno polinomsko
preslikavo, potem lahko predpostavimo, da je ¢(A) = A za vse
matrike A € C.

V nadaljevanju bomo pokazali, da tudi za vsako diagonalizabilno
matriko A € M, (R) z vsaj enim parom konjugiranih kompleksnih
(nerealnih) lastnih vrednosti obstajata taka polinoma p4 in g4 z
realnimi koeficienti, da je ¢p(A) = pa(A) in A = ga(pa(A)). Naj bo
torej S poljubna obrnljiva n xn matrika, k # 0 in h nenegativni celi
Stevili, za kateri velja 2k + h = n, ter ai,ao,...,ag,b1,bo, ..., by,
c1,C2,...,cp realna Stevila, b; #£ 0, 1 = 1,2, ... k. Pokazati Zelimo,
da se matrika

A = Sdiag (C(a1,b1),C(az,b),...,C(ag,by),c1,¢2,...,c5)S™ !
preslika v matriko

¢(A) = Sdiag (C(au, p1),Claz, B2), - - -,
C(akaﬁk)a’Yl,’Y% B th)Sil,

kjer je a, +ib, = as + ibs natanko tedaj, ko je o, + i3, = as +i0s,
¢; = c¢; natanko tedaj, ko jey; = v;,in B; #0zavsei =1,2,... k.
Kot zgoraj lahko pokazemo, da je

¢(A) = Sdlag (A17A27 cee 7Ak7717727' .. 77h)S_17

kjer so Ay, Ao,..., A, matrike velikosti 2 X 2, v1,%2,...,7 € R
in je 75 = <; natanko tedaj, ko je ¢; = c¢;. Ker se vsaka ma-
trika iz mnozice C preslika sama vase s preslikavo ¢, imajo matrike
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Ohranjanje komutativnosti v obe smeri = 4.1

Aq, As, ..., A nerealne lastne vrednosti. Predpostavimo nadalje,
da je ai + iby = ag + ibs. Potem matrika A komutira z matriko

0171

®0)stec.
00

B:s<[

Tukaj I oznacuje 2 x 2 identi¢no matriko in zadnja nicla oznacuje
(n—4) x (n—4) ni¢elno matriko. Vemo Ze, da je ¢(B) = B, iz Cesar
sledi, da tudi ¢(A) komutira z matriko B. Torej je A; = As. Enak
argument pokaze, da iz Ay = As sledi a1 4+ by = a2 + ib2. Podobno
je ar + ib, = as + 1bs za neka indeksa r in s natanko tedaj, ko je
A, = As.

Recimo, da je k > 1. Naj bodo a, b in ¢ realna Stevila, b # 0, in naj
bo C matrika oblike

C = Sdiag (C(a,b),C(a,b),...,C(a,b),c,c,...,c)S™L
—_———

k—krat h—krat

Vemo zZe, da je

¢(C) = Sdiag (A, A, ..., A, v,7,... ,'y)S_l,

k—krat h—Xkrat

za neko 2 x 2 matriko A z nerealnima lastnima vrednostma in neko
realno Stevilo 7. Definirajmo

(11 0 1]

11 -1 0
D=

1-10 -1

1 11 0

Ker C komutira z diagonalizabilno matriko D = S(D@®0)S~! € D,
kjer 0 oznac¢uje (n—4) x (n—4) ni¢elno matriko, prav tako matrika
#(C) komutira s to matriko. Iz tega sledi, da je A = C(a, 3) za
neki realni Stevili v in 8 # 0. Ker komutirata matriki A in C,
komutirata tudi matriki ¢(A) in ¢(C). Torej je A; = Clou, 5i),
1=1,2,...,k, kjer so «; in B; # 0 realna Stevila.
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4 = Ohranjevalci komutativnosti

Predpostavimo sedaj, da je k = 1. Naj bodo a, b in ¢ realna $tevila,
b # 0, in naj bo C matrika oblike

C = Sdiag (C(a,b),C(a,b),c,c,...,c)S™L.
Vemo zZe, da je
¢(C) = Sdiag (C(a, B), C(a, B), 7,7, -, 7)S ™,
za neka realna Stevila o, 5 # 0 in . Naj bo sedaj D matrika oblike
D = Sdiag (C(a,b),c,c,...,c)S7L.
Ker D komutira z matriko C, je
¢(D) = Sdiag (C(a', #),7. 7., 7)S™

za neka realna $tevila o, 3/ # 0 in 4. Ker pa tudi matriki A in
D komutirata, je A1 = C(aq, 1), kjer sta g in 31 # 0 neki realni
stevili. Torej lahko brez izgube za splosnost predpostavimo, da je
?(A) = A tudi za vsako diagonalizabilno matriko A € M, (R).

Velja

(0100...0] (0100...0]
0010...0 0010...0
0001...0 0001...0

N: :hm 9
..... e S PSR
0000...1 0000...1
0000...0 a000...0

kjer je «a realno stevilo. Oznac¢imo N, = N + aFE,1. Za vsako

realno Stevilo o # 0 je matrika N, diagonalizabilna in je zato
#(Ny) = N,. Ker je preslikava ¢ zvezna, je

#(N) = lim ¢(Ny,) = lim N, = N.
a—0 a—0
Podobno lahko pokaZemo, da se matrika Sdiag (0, M,,,0)S™!, kjer
je S neka obrnljiva realna matrika, 0 oznacuje nicelni matriki ustre-

znih velikosti in je M, nilpotentna matrika v jordanski kanoni¢ni
formi velikosti m x m z maksimalnim nilindeksom (koeficienti na
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prvi diagonali nad glavno diagonalo so enaki ena, vsi ostali pa so
enaki nic¢), preslika s preslikavo ¢ sama vase.

Enako kot zgoraj lahko pokazemo, da se vsaka matrika oblike
A = Sdiag (Jim, (1), Tmy (€2),s -+« Ty, (en))S ™!

(tukaj S oznacuje obrnljivo matriko, c1, ¢, ..., ¢, € R in Jpy,, (c1),
Ims(€2), ..., JIm, (cp) so jordanski bloki) preslika v matriko oblike
Sdiag (A1, Az, ..., Ap)S™L, kjer so A; matrike ustreznih velikosti.
Ker A komutira z matrikami

Sdiag (M, ,0,...,0)S™!,

Sdiag (0, My, ...,0)87 1,

Sdiag (0,0, ..., My, )S™,

kjer so M,,, nilpotentne matrike z maksimalnim nilindeksom v jor-
danski kanoni¢ni formi, tudi ¢(A) komutira s temi matrikami, iz
Gesar sledi, da so A; matrike oblike (4.4). Se ve¢, diagonalni ko-
eficient matrike A; je enak diagonalnemu koeficientu matrike A;
natanko tedaj, ko imata jordanski celici Jp,(¢;) in J;(c;) enako
lastno vrednost. Torej je

d(A) = d(Sdiag (Jum, (1), Jmy(€2)s -+ -y Ty (e))S™H)
= Sdiag (1 (Jmy (€1))s P2(Jms (€2))s -+ s D1 (T (1)) S

za neke polinome p1,p9,...,pn z realnimi koeficienti. Poleg tega
je pi(ci) = pj(c;) natanko tedaj, ko je ¢; = ¢;. Prav tako je prva
diagonala nad glavno diagonalo v matrikah p;(Jpm,(c;)) nenicelna.
Ce namre¢ to ne bi bilo res za nek indeks i, recimo i = 1, potem bi
#(A) komutirala z matriko Sdiag (P,0,...,0)S~! za neko netrivi-
alno m; x mj idempotentno matriko P. Potem pa bi tudi matrika

A komutirala s to matriko, kar pa je protislovje.

Pokazati Se moramo, da je p; = pj, ¢e je ¢; = ¢;j. Ker enak dokaz
deluje tudi v splosnem, bomo obravnavali le primer, ko ima matrika
A v jordanski kanoni¢ni formi dve jordanski celici z enako lastno
vrednostjo. Recimo torej, da je A = Sdiag (Jm, (1), Jm,(c2))S™!
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4 = Ohranjevalci komutativnosti

in je ¢; = ca. Brez izgube za splosnost lahko predpostavimo, da je
m1 > me. Vemo Ze, da je

_a1a2...am1 1
0 )
al 0

L

0 0.
o(4) = . s,
al bg...bm2
0 0 al'
by
L 00 ... al ]
kjer j@ az # 0 in be # 0. Pokazati zelimo, da je ag = ba, ..., am, =

b, Ce je mg = 1, potem je dokaz Ze kon¢an. Predpostavimo torej,
da je mg > 1. Matrika A komutira z matriko

oV
00

Z==5 St

kjer je V = . Tukaj I oznacuje mgy X mgy identi¢no matriko.

Vemo 7e, da je ¢(Z) = Z. Torej tudi matrika ¢(A) komutira z Z,
iz. Cesar sledijo enakosti ag = ba, ..., aGm, = bm,. Kot zgoraj lahko
torej predpostavimo, da je ¢(A) = A za vsako matriko A € M, (R)
s samimi realnimi lastnimi vrednostmi.

Pokazati e moramo, da za vsako matriko A € M, (R) z vsaj enim
parom konjugiranih kompleksnih (nerealnih) lastnih vrednosti ob-
stajata taka polinoma p4 in g4 z realnimi koeficienti, da je ¢p(A) =
pa(A) in A= qa(pa(A)). Naj bo torej S poljubna obrnljiva n x n
matrika, £ # 0 in h nenegativni celi stevili, a1, as, ..., ax, b1, bo, ..
bg, c1,...,cp realna Stevila, b; 0,1 =1,2,...k, ter

A = Sdiag (Cpy (a1,b1), - .., Cry (ahy bi)s Ty (1), - -y Ty, (cp))S 7L

)

Kot zgoraj lahko pokazemo, da je
¢(A) - Sdla'g (A17 A27 cee 7Ak7p1(Jm1 (cl))7 cee 7ph(']mh (ch)))sila
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Ohranjanje komutativnosti v obe smeri = 4.1

kjer so A, As, ..., Ax matrike ustreznih velikosti z nerealnimi la-
stnimi vrednostmi ter pi,...,pp polinomi z realnimi koeficienti.
Poleg tega je p; = pj, Ce je ¢; = c¢;, in prva diagonala nad glavno
diagonalo v matrikah p;(Jpm,(¢;)) je nenicelna.

Z M, oznacimo 2n; X 2n; matriko oblike

(070...0]
007...0
My, = ;
000...1
000...0)

kjer je I identi¢na matrika velikosti 2 x 2. Ker A komutira z ma-
trikami

Sdiag (M, ,0,...,0,0,...,0)S™!,
Sdiag (0, My, ...,0,0,...,0)S™!,

Sdiag (0,0, ..., M,,,0,...,0)5 1,

¢(A) prav tako komutira s temi matrikami, iz ¢esar sledi, da so A;
matrike oblike

ol ol

0o
Ai: . )
L0 0 ...c

kjer so C](-i) matrike velikosti 2 x 2, j = 1,2,...,n;. Matrika ¢(A)
komutira tudi z matriko

Sdiag (C(0,1),C(0,1),...,C(0,1),0,...,0)S™L.

/

ni+ng-+--+ng—krat

Torej je C’J@ = C(a§i),ﬁ§i)), j=1,2,...,n; za neki realni stevili

ag-i) in ﬁ](l) Po lemi 4.5 za vsak indeks ¢ = 1,2, ..., k obstaja tak po-
linom ¢; z realnimi koeficienti, da je A; = ¢;(Chy, (a;, b;)). Podobno
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4 = Ohranjevalci komutativnosti

kot zgoraj lahko pokazemo, da je C’éi) #0,i1=1,2,...,k, ter da je
a, + ib, = as + ibs natanko tedaj, ko je aY) + iﬁy) = oz(ls) + iﬁ@.

Pokazati Se moramo, da je g, = ¢s, Ce je a, + ib, = as + ibs. Ker
enak dokaz deluje tudi v splosnem, bomo obravnavali le primer, ko
ima matrika A v realni jordanski kanoni¢ni formi dva bloka z istim
parom konjugiranih kompleksnih (nerealnih) lastnih vrednosti. Re-
cimo torej, da je A = Sdiag (Cy, (a,b), Cpy(a,b))S~1. Brez izgube
za, splosnost lahko predpostavimo, da je n; > ns. Vemo zZe, da je

e RRe e ]
0 ¢ .
ol
(1
o=s| * 0O @ o |5
. o ¢ :
P
] 0 0 ...c\"V]

kjer je Cél) ;év() in CéQ) # 0. Pokazati Zelimo, da je CZ.(l) = Ci(2),
1=2,...,n39. Ce je ng = 1, je dokaz konc¢an. Predpostavimo torej,

da je ne > 1. Matrika A komutira z matriko

oV
00

Z=2_5 St

kjer je V = . Tukaj I oznacuje 2ns X 2no identi¢no matriko.

Vemo ze, da je ¢(Z) = Z. Torej ¢(A) komutira z matriko Z, iz
Cesar sledijo enakosti C’Z-(l) = C’i(Q), i = 2,...,n2. S tem je dokaz
izreka 4.1 koncan. O
Opomba. 1z zgornjega dokaza sledi, da je vsaka bijektivna presli-
kava na realnih matrikah, ki ohranja komutativnost v obe smeri,

standardne oblike na mnozici C in mnozici vseh diagonalizabilnih
matrik (tukaj ne predpostavljamo zveznosti preslikave).
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V nadaljevanju bomo opisali vse bijektivne preslikave na M3(R),
ki ohranjajo komutativnost v obe smeri. Naj bo torej ¢ : M3(R) —
M3(R) bijektivna preslikava, ki ohranja komutativnost v obe smeri.
Z A; C M3(R) ozna¢imo mnozico vseh matrik A € M3(R) s samimi
realnimi lastnimi vrednostmi, ki imajo v jordanski kanoni¢ni formi
vse jordanske bloke velikosti 1 x 1 ali 2 x 2. Nadalje z Ay C M3(R)
ozna¢imo mnozico vseh matrik A € M3(R) z eno realno lastno vre-
dnostjo, ki ima geometrijsko stopnjo ena, in z 43 C M3(R) mnozico
vseh matrik A € M3(R) z enim parom konjugiranih nerealnih la-
stnih vrednosti. Seveda je M3(R) = A; U Ag U As3.

Kot v dokazu izreka 4.1 lahko pokazemo, da obstaja taka obrnljiva
matrika 7' € M3(R) in taka regularna lokalno polinomska preslikava
A pa(A), daje ¢p(A) = Tpa(A)T! za vse A € A; ali ¢p(A) =
Tpa(AYT™ za vse A € A;. Ce torej komponiramo preslikavo ¢
najprej s preslikavo A +— T~'AT, potem s primerno regularno
lokalno polinomsko preslikavo (ta preslikava deluje kot identiteta
izven mnoZice A;) in nato e s preslikavo A — A! (¢e je seveda
potrebno), potem lahko predpostavimo, da je ¢(A) = A za vse
A€ A

Naj bo A € As. Potem je

alO
A=S|0a1| St
00a

za neko realno Stevilo a in neko obrnljivo matriko S € M;3(R).
Matrika A komutira z nilpotentno matriko N ranga ena

001
N=S]o000|s5"
000
Ker je N € Aj, je ¢(N) = N. Torej ¢(A) tudi komutira z matriko

N. Ker je preslikava ¢ bijektivna, velja ¢(A) ¢ A;. Iz tega sledi,
da je ¢(A) € Ay. Torej je ¢p(A2) = Az in ¢(A3) = As.

Naj bosta A, B € Ay. Vsaka matrika iz mnozZice As komutira z
neko nilpotentno matriko N € M;3(R) ranga ena (glej zgoraj). Ce
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4 = Ohranjevalci komutativnosti

obstaja taka nilpotentna matrika N € M3(R) ranga ena, da matriki
A in B komutirata z N, potem bomo pisali A ~ B. Relacija ~o
je ekvivalenc¢na relacija na mnozici As. Torej ta relacija mnoZico
Aj razbije na ekvivalen¢ne razrede. Ker je ¢(N) = N, se vsak tak
razred preslika s preslikavo ¢ sam nase. Naj bo nadalje A ~o B.
Potem matriki A in B komutirata natanko tedaj, ko je A = p(B)
za nek polinom p z realnimi koeficienti in B = ¢(A) za nek polinom
¢ z realnimi koeficienti. Ce matriki A in B zados¢ata temu pogoju,
potem bomo pisali A «» B. Ta relacija <> razbije vsak ekvivalen¢ni
razred v As na $e manjge ekvivalen¢éne razrede. Ker pa je A < B
natanko tedaj, ko je ¢p(A) <« ¢(B), se vsak tak razred preslika
bijektivno na drugega znotraj vecjega ekvivalenc¢nega razreda. Se-
veda se dva razli¢na ekvivalen¢na razreda preslikata s preslikavo ¢
v dva razli¢na ekvivalen¢na razreda.

Naj bo A € As. Potem je

a b0
A=S|-bao| St
0 O0c¢

za neka realna Stevila a, ¢, b # 0 in neko obrnljivo matriko S €
M;5(R). Matrika A komutira z idempotentno matriko P ranga ena

000
P=S1000]|S"!eA.
001

Naj bosta sedaj A, B € As. Ce obstaja taka idempotentna ma-
trika P € M3(R) ranga ena, da matriki A in B komutirata s P,
potem bomo pisali A ~3 B. Relacija ~3 je ekvivalen¢na relacija na
mnozici As. Torej ta relacija mnozico Ajz razbije na ekvivalenéne
razrede. Ker je P € Ay, je ¢(P) = P, iz Cesar sledi, da se vsak tak
razred preslika s preslikavo ¢ sam nase. Naj bo nadalje A ~3 B.
Potem matriki A in B komutirata natanko tedaj, ko je A = p(B)
za nek polinom p z realnimi koeficienti in B = ¢(A) za nek polinom
q z realnimi koeficienti. Ce matriki A in B zadoscata temu pogoju,
potem bomo pisali kot zgoraj A < B. Ta relacija < razbije vsak
ekvivalen¢ni razred v 43 na Se manjse ekvivalen¢ne razrede. Ker
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pa je A < B natanko tedaj, ko je ¢(A) < ¢(B), se vsak tak ra-
zred preslika bijektivno na drugega znotraj vecjega ekvivalencnega
razreda. Seveda se dva razlicna ekvivalencna razreda preslikata s
preslikavo ¢ v dva razli¢na ekvivalen¢na razreda.

Tako opisana preslikava je bijektivna in ohranja komutativnost v
obe smeri, vendar ni nujno standardne oblike. Prav tako v tem
primeru nismo potrebovali predpostavke o zveznosti. Do enakega
zakljucka kot v izreku 4.1 ne bi prisli tudi v primeru, ¢e bi dodali
predpostavko o zveznosti.

4.2 Ohranjanje komutativnosti v eno smer

Pred kratkim je Semrl [59] karakteriziral injektivne zvezne presli-
kave na M, (C), n > 3, ki ohranjajo komutativnost samo v eni
smeri. Pokazal je, da je vsaka injektivna zvezna preslikava ¢ :
M, (C) — M, (C), n > 3, ki ohranja komutativnost, bodisi oblike

¢(A) = Tpa(A)T™
za vse matrike A € M, (C), bodisi oblike
$(A) = Tpa(ANT™!
za vse matrike A € M, (C), bodisi oblike
(A) = Tpa(A)T~!
za vse matrike A € M, (C), bodisi oblike
0(A) = Tpa(A)T™!

za vse matrike A € M,,(C), kjer je T' € M,,(C) obrnljiva matrika in
A — pa(A) lokalno polinomska preslikava. Naravno vprasanje, ki si
ga lahko zastavimo ob tem rezultatu, je, ali velja analogni rezultat
tudi za realne matrike. Naslednji izrek odgovarja na to vpraSanje
pritrdilno.

Izrek 4.3 Naj bo ¢ : M, (R) — M,(R), n > 3, zvezna injektivna
preslikava, ki ohranja komutativnost. Potem obstaja taka obrnljiva
matrika T € M,(R) in taka lokalno polinomska preslikava A —

pa(A), da je
B(A) = Tpa(A)T™, Ae M,(R), ali

71



4 = Ohranjevalci komutativnosti

P(A) = Tpa(AHYT™L, A€ M,(R).

Se preden se lotimo dokaza zgornjega izreka, bomo predstavili nekaj
rezultatov, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

Naj bo A € M,,(R). Potem seveda za vsak par realnih Stevil r, s €
R, r # 0, velja (rA + sI)’ = A’. Oznac¢imo z E;; matriko, ki ima
enak ena. 7 direktnim racunom lahko preverimo, da je komutant
matrike 11 mnozica vseh realnih matrik oblike

(400...0]
0% % ... %
0% % ... %
0% %...%

Komutant matrike F12 pa je mnozica vseh realnih matrik oblike

-CL**...*-
0a0...0
0% %...x%
0% % ...x%

Vsaka realna matrika ranga ena je podobna bodisi neni¢elnemu
realnemu veckratniku matrike E71, bodisi je podobna neni¢elnemu
realnemu veckratniku matrike E1s. Iz tega sledi, da je dimenzija
komutanta vsake realne matrike ranga ena n? — 2(n — 1). Se veg,
dim A" > n? — 2(n — 1) natanko tedaj, ko je A realna linearna
kombinacija skalarne matrike in matrike ranga ena.

V nadaljevanju bomo vektor x € R™ obravnavali kot n x 1 realno
matriko. Tako sestavljajo standardno bazo prostora R” matrike
e1,e2,...,6n, ki imajo vse koeficiente enake 0, razen enega, ki je
enak 1. Nadalje, ¢e sta x,y € R™ dva nenic¢elna vektorja, potem je
2y' matrika ranga ena. Se vet, vsaka matrika ranga ena se lahko
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zapiSe v taki obliki. Tako je E;; = eieg», 1<4,5<n. Ce sta 2yt in
wv? dve matriki ranga ena, potem bomo pisali

zy' ~ uv'
natanko tedaj, ko sta bodisi vektorja x in u linearno odvisna, bodisi
sta vektorja y in v linearno odvisna. Za nenicelna vektorja x,y € R™
bomo uporabljali naslednji dve oznaki

L, ={2v" : veR"\ {0}}
in
Ry, ={uy’ : ueR"\ {0}}.
Zlahka preverimo, da sta realni matriki A in B ranga ena v relaciji

A ~ B natanko tedaj, ko je A, B € L, za nek nenicelni vektor zx,
ali pa je A, B € R, za nek nenicelni vektor y.

V dokazu izreka 4.3 bomo uporabili naslednjo lemo, ki jo je Semrl
[59, Theorem 3.1] dokazal za kompleksna Stevila. Ker pa dokaz
deluje tudi za polje realnih Stevil, ga bomo tukaj izpustili.

Lema 4.6 Naj bo n > 3 in naj bosta A, B € M,(R) dve linearno
neodvisni realni matriki ranga ena. Potem so naslednje trditve ek-
vivalentne:

(i) A~ B,
(i) dim(A’ N B') =n? —3n + 3,
(i4i) dim(A’' N B') > n? —3n + 3.

Glavna ideja dokaza izreka 4.3 je enaka ideji, ki jo je uporabil Se-
mrl [59, Theorem 3.1|. Ker imamo predpostavko o zveznosti, lahko
uporabimo izrek |29, str. 344], ki pravi: ¢e je U odprta podmnozica
R™ in je F': U — R™ zvezna injektivna preslikava, potem je tudi
mnozica F(U) odprta. Ce je torej m < k, potem ne obstaja zvezna
injektivna preslikava, ki slika iz prostora R¥ v prostor R™. Naj bo
sedaj ¢ : M, (R) — M, (R) zvezna injektivna preslikava, ki ohranja
komutativnost. Potem za vsako realno matriko A € M, (R) velja

p(A") C p(A).

Iz tega sledi, da dimenzija komutanta realne matrike A ne more
biti ve¢ja od dimenzije komutanta njegove slike ¢(A).
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Dokaz izreka 4.3. Naj bon > 3 in ¢ : M,(R) — M,(R) zvezna
injektivna preslikava, ki ohranja komutativnost. Ker je ¢(A") C
¢(A) za vsako realno matriko A € M, (R), velja

$(Mn(R)) = &((tI)') € o(tI)" € Mp(R),
kjer je t poljubno realno stevilo. Iz tega sledi, da je
»(RI) C RI,

saj ¢(tI)' ne more biti pravi podprostor algebre M, (R) (glej razlago
zgoraj).

Vemo 7e, da je dim A’ > n? — 2(n — 1) natanko tedaj, ko je A re-
alna linearna kombinacija skalarne matrike in matrike ranga ena.
Recimo, da obstaja taka matrika A € M, (R) ranga ena in taki
realni Stevili r,s € R, da ¢(rA + sI) ni realna linearna kombi-
nacija skalarne matrike in matrike ranga ena. Potem bi veljalo
dim ¢(A’") < dim ¢(A) < dim A, kar pa je protislovje. S tem smo
pokazali, da preslikava ¢ mnozico realnih linearnih kombinacij ska-
larne matrike in matrike ranga ena preslika samo vase.

V nadaljevanju bomo pokazali, da za vsako realno matriko A €
M, (R) ranga ena obstaja tako neni¢elno realno stevilo ¢, da ¢(tA)
ni skalarna matrika.

Predpostavimo nasprotno. Recimo, da je ¢(tA) = f(t)I, t € R,
za neko zvezno injektivno preslikavo f : R — R. Prav tako Ze
vemo, da je ¢(tl) = g(t)I, t € R, za neko zvezno injektivno
preslikavo ¢ : R — R. Pri tem poudarimo, da je slika presli-
kave g odprta podmnozica R. Ker je f zvezna preslikava, velja
limy—0 f(t) = f(0) = ¢(0). Iz tega sledi, da obstajata taki neni-
Celni realni Stevili ¢; in to, da je f(t1) = g(t2). To pa je v na-
sprotju z injektivnostjo preslikave ¢. Torej za vsako realno matriko
A € M, (R) ranga ena obstaja tako nenicelno realno stevilo t, taka
realna matrika B ranga ena in taka skalarja r;s € R, r # 0, da je

¢(tA) = rB + sl. Se vet,
$(RA +RI) CRB +RI.

Namre¢, ¢e bi obstajala taka realna skalarja r £ 0 in s, da bi vejalo
¢(rA+ sI) ¢ RB+ RI, potem bi preslikava ¢ preslikala mnoZico
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A" = (rA + sI)" injektivno in zvezno v presek B’ N ¢(rA + sI)', ki
pa bi bil prava podmnozica komutanta B’. To pa zaradi enakega
razloga kot zgoraj (dimenzije komutantov) ni mozno.

Naj bo ¢(RA+RI) CRB;+RI in p(RA+RI) C RBy+RI za dve
realni matriki B; in By ranga ena. Potem je RBy1+RI = RBs+RI,
iz cesar sledi, da sta matriki B in By linearno odvisni. Ce je torej
#(RA+RI) C RB+RI, potem je matrika B enoli¢no dolo¢ena do
linearne odvisnosti natanc¢no.

Predpostavimo, da obstajata dve taki linearno neodvisni realni
matriki A; in As ranga ena, da je $(RA; + RI) € RB + RI in
#»(RA2 + RI) € RB + RI za neko realno matriko B ranga ena.
Potem je ¢(A) odprta podmnozica B, ki vsebuje ¢(0) = toI. Naj
bo C realna matrika, ki komutira z As in ne komutira z Aq, torej
C e AL\ Al Ker je limy_,0 ¢(tC) = ¢(0) = tol, lahko najdemo tako
nenicelno realno stevilo ¢, da je ¢(tC') € ¢(A}). To pa je v nasprotju
z injektivnostjo preslikave ¢. Ce sta torej A in As dve linearno ne-
odvisni matriki ranga ena in je p(RA; +RI) C RB+RI, k= 1,2,
za neki matriki By in By ranga ena, potem morata biti tudi matriki
Bj in By linearno neodvisni.

Oznagimo z M} (R) C M, (R) mnoZico vseh realnih matrik ranga
ena. To seveda ni vektorski prostor. Lahko pa definiramo pripada-
joCi projektivni prostor kot mnozico

PM,(R) = {[4] : A€ M,(R)},

kjer je [A] = {tA : t € R\ {0}}. Za poljubno podmnozico
S C M}(R) bomo v nadaljevanju pisali PS = {[4] : A € S}. Raz-
mislimo lahko, da ¢ inducira injektivno preslikavo ¢ : PM}(R) —
PM_!(R) definirano s predpisom

kjer sta A in B taki realni matriki ranga ena, da je ¢(RA +RI) C
RB + RI.

Recimo, dasta A, B € M}(R) taki linearno neodvisni matriki ranga
ena, da je A ~ B in ¢([A]) = [A1], ¢([B]) = [B1]. Ker je ¢(A' N
B’) C A| N Bj in velja lema 4.6, je

n? —3n+ 3 = dim(A' N B') < dim(4) N BY).
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Iz tega sledi, da sta tudi matriki A; in By v relaciji (41 ~ By). To
pomeni, da za vsak nenicelni x € R” velja bodisi ¢(PL,) C PL,
za nek nenicelni z € R™, bodisi je p(PL,) € PR, za nek nenicelni
y € R™. Brez izgube za splosnost lahko predpostavimo, da obstaja
tak nenicelni x € R", da je ¢(PL,) C PL, za nek nenicelni z € R"
(¢e je potrebno preslikavo ¢ komponiramo s preslikavo A — A?).

V nadaljevanju bomo pokazali, da je ¢(PL,) = PL,. Vemo Ze, da
preslikava ¢ slika (n + 1)-dimenzionalni prostor {rl + v : r €
R, v € R™} injektivno in zvezno v (n + 1)-dimenzionalni prostor
{rl +z2vt : r € R, v €R"}. Ker je slika prvega prostora odprta
podmnozica drugega prostora in vsebuje vsaj eno skalarno matriko,

velja p(PL,) = PL,.
Naj bo y € R™\ {0}. Podprostora

Vi={rl+a2v' : reR, veR"}

in
Vo={rl +uy’ : reR, ucR"}

imata presek dimenzije 2
VinVy = {rl + sy’ : r,s € R}

Vemo 7ze, da velja bodisi ¢(PR,) = PL, za nek nenicelni u € R",
bodisi je ¢(PR,) = PR, za nek nenicelni v € R". V nadaljevanju
bomo pokazali, da prva moznost ni mogoca.

Recimo, da je ¢(PR,) = PL, za nek nenicelni v € R™. Potem je
bodisi PL, NPL, = (), ali pa je PL, = PL,. Ce bi veljala prva
moznost, potem bi se dvodimenzionalni presek V; N Vs injektivno
in zvezno slikal v enodimenzionalni prostor skalarnih matrik, kar
pa ni mozno. Torej velja PL, = PL,. V tem primeru se V; slika na
neko mnozico W1, ki je odprta podmnozica mnozice {rl+zvt : r €
R, v € R"}. Podobno se V5 slika na neko mnozico W, ki je odprta
podmnozica mnozice {rl +zv' : r € R, v € R"}. Ce je ¢(Vi N Va)
prava podmnozica W7 N Wy, potem lahko najdemo taki matriki
AL e VI\ (ViNVa) in Ay € V3 \ (Vi N Va), da je 6(A1) = 6(As) €
W1 NWs. To pa je v protislovju z injektivnostjo preslikave ¢. Torej
je o(ViN'Va) = W1 N Wa, kar pa ponovno ni mozno, saj je V3 N Vs
prostor dimenzije 2, medtem ko je Wi N Wy neprazna podmnozica
(n + 1)-dimenzionalnega prostora.
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Pokazali smo torej, da za vsak neniéelni y € R™ obstaja tak neni-
¢elni v € R", da je p(PR,) = PR,,. Z enakimi argumenti kot zgoraj
lahko pokazemo, da za vsak nenicelni z € R™ obstaja tak nenicelni
z € R", da je p(PL;) = PL,.

V nadaljevanju bomo pokazali, da je preslikava ¢ bijektivna. Vemo
7e, da je injektivna. Dokazati moramo Se surjektivnost. Izberimo
nenicelna vektorja =,y € R™ in naj bo ¢(PL,) =PL, in ¢(PR,) =
PR,. Nadalje, naj bo A = pq' poljubna realna matrika ranga ena.
Ce sta p in z linearno odvisna, potem je [A] vsebovan v sliki pre-
slikave . Enako velja, ¢e sta ¢ in v linearno odvisna. Predpo-
stavimo torej, da sta p in z linearno neodvisna vektorja in prav
tako ¢ in v linearno neodvisna vektorja. Ker je pvf € R, in velja
©(PRy) = PRy, je ¢([p1y']) = [pv'] za nek nenicelni vektor p; € R™.
Podobno je p([zql]) = [2¢'] za nek nenicelni vektor ¢; € R"™. Ozna-
¢imo ¢([p1¢t]) = [ab’]. Potem je ab® ~ pvt in ab ~ z¢'. Ce sta a in
p linearno odvisna, potem sta a in z linearno neodvisna. Ker pa je
ab® ~ zq', sta b in ¢ linearno odvisna. Torej je [ab'] = [pq'] = [A]
vsebovan v sliki preslikave . Ce pa sta a in p linearno neodvi-
sna, potem sta b in v linearno odvisna, saj je ab® ~ pvt. Ker je
ab® ~ zq', sta tudi a in z linearno odvisna. Iz tega sledi, da je
o([p1gt]) = [ab'] = [2v!] = @([zy']). Vektorja p; in z sta linearno
odvisna, saj je preslikava ¢ injektivna. Ker pa je ¢([p1yt]) = [pv'],
velja o(PL,) = PL,. 1z tega sledi, da je ¢(PL,) = PL,. Torej sta
vektorja p in z linearno odvisna. Prisli smo do protislovja.

Naj bosta A = 2y in B = uv' dve taki realni matriki ranga ena, da
je AB =0 in ¢([A]) = [A1], ¢([B]) = [B1]. Potem je seveda y'u =
0. Pokazali bomo, da velja A1 B; = 0. Vemo Ze, da je ¢(PL,) = PL,
za nek nenicelni z € R™ in ¢(PR,) = PR,, za nek nenicelni w € R™.
Seveda je Ay € Ry, in By € L,. Izberimo tako matriko C' € L,
da sta A in C' linearno neodvisni matriki, ki komutirata. Velja
©([C]) = [C1] in C1 € L;. Iz tega sledi, da sta tudi matriki A; in
(' linearno neodvisni in med seboj komutirata. Torej je A;C7 = 0,
oziroma w'z = 0. S tem smo pokazali, da velja A;B; = 0.

Po |54, Lemma 2.2| obstaja taka obrnljiva matrika 7' € M, (R), da
je

p([A]) = [TAT™Y], [A] € PM,,(R).

Po komponiranju preslikave ¢ s podobnostno preslikavo,
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4 = Ohranjevalci komutativnosti

A— T 1AT,

lahko predpostavimo, da je T identi¢na matrika. Torej za vsako
realno matriko A € M, (R) ranga ena obstajata taki realni Stevili
r,s € R, da je

P(A) =rA+sl.

Naj bo P € M,(R) poljubna idempotentna matrika, P # I,0.

Potem je
10
P=S S
00

za neko obrnljivo matriko S € M, (R). Matrika P komutira z vsemi
realnimi veckratniki idempotentne matrike () ranga ena, ki je oblike

RO
00

Q=5 s,

kjer je R idempotentna matrika ranga ena ustrezne dimenzije. Po-
dobno P komutira z vsemi realnimi veckratniki idempotentne ma-
trike () ranga ena, ki je oblike

00
OR

Q=5 s,

kjer je R idempotentna matrika ranga ena ustrezne dimenzije. Ker
o(tP),t € R, komutira z vsemi matrikami ¢(r@), kjer je r poljubno
realno stevilo, je ¢(¢P) linearna kombinacija matrike P in identi¢ne
matrike I za vsako realno stevilo . Enako kot pri matrikah ranga
ena lahko pokazemo, da obstaja vsaj eno tako realno stevilo ¢, da
¢(tP) ni skalarna matrika. Naj bo sedaj A € M, (R) matrika, ki
komutira z matriko P. Potem ¢(A) komutira z matriko ¢(tP), iz
Cesar sledi, da tudi ¢(A) komutira z matriko P.

Naj bo k > 1in h = n —2k. Naj bodo nadalje a, b, ¢ realna stevila,
b+#0,S € M,(R) obrnljiva matrika in B matrika oblike

B = Sdiag (C(a,b),C(a,b),...,C(a,b),c,c,...,c)S™1. (45
iag (C(a,b) (av) (a,b),c,¢,...,¢) (4.5)

k—times h—times
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Ker B komutira z idempotenti

Sdiag (I,...,0,0,...,0)S71,

Sdiag (0,...,1,0,...,0)57},
Sdiag (0,...,0,1,...,0)S7,

Sdiag (0,...,0,0,...,1)S71,

tudi matrika ¢(B) komutira s temi idempotenti, iz Cesar sledi, da
je
¢(B) = Sdlag (BhBQa SERE) Bk7’717727 cee 7'7h)S_17

kjer so By, Bo, ..., B 2 x 2 matrike in vy, 72,...,7, € R. Naj bo

(11 0 1]

11 -1 0
D=

1.1 0 -1

1 11 0

Ker matrika B komutira z idempotentno matriko P = S(D@®0)S~!,
kjer 0 oznacuje (n — 4) x (n — 4) ni¢elno matriko, tudi njena slika
¢(B) komutira s to matriko. 1z tega sledi, da je By = By = C(a, 3)
za neki realni Stevili « in 3. Na enak nacin bi pokazali, da je
B; = C(a, ), i = 3,...,k Kot zgoraj lahko uporabimo predpo-
stavko o zveznosti in pokazemo, da obstaja vsaj ena taka matrika
B € M, (R) oblike (4.5), da ima njena slika ¢(B) nerealno lastno
vrednost a + i3, § # 0. V primeru, ko je k = 1, matrika

B = Sdiag (C(a,b), ¢,c,...,c )87
——

(n—2)—times
komutira z matriko
Sdiag (C(a,b),C(a,b), c,c,...,c)S™,
—_——

(n—4)—times
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iz Cesar sledi, da je
@(B) = Sdlag (C(aa B)a Y1572y - - 7777,72)5_1-

Naj bo sedaj A € M, (R) diagonalizabilna matrika. Potem lahko
piSemo

A= Sdiag (C(al, bl), C(CLQ, bz), ey C’(ak, bk), C1,C2,y ... ,Ch)S_l

za neko obrnljivo matriko S € M, (R) in neka realna Stevila ay, as,
cey QR b1, bay o b, 1y e Tuka] je seveda £ > 0 in h =
n — 2k. Kot zgoraj lahko pokazemo, da je

QS(A) = Sdiag (A17 A27 A 7Ak‘7’)/17’y27 A 77}1)5'717

kjer so Ay, As, ..., Ar 2 x 2 realne matrike in ~v1,v9,...,7, € R.
Ker matriki A in B komutirata, tudi matriki ¢(A) in ¢(B) ko-
mutirata. Torej je A; = C(ay, Bi), i = 1,2,...,k, kjer sta «; in
B realni $tevili. S tem smo pokazali, da je A¢(A) = ¢(A)A za
vsako diagonalizabilno realno matriko A. Ker pa je mnozica vseh
diagonalizabilnih matrik gosta v M, (R), za vsako realno matriko

A e M,(R) velja Ap(A) = ¢(A)A.

Naj bo A € M, (R) minimalna matrika. Vemo Ze, da v tem primeru
A komutira z matriko B natanko tedaj, ko je B polinom matrike
A. Ker pa A komutira s svojo sliko ¢(A), je p(A) = pa(A) za nek
realen polinom p4.

Pokazati Se moramo, da za vsako matriko A € M, (R) obstaja
tak realen polinom py4, da je ¢(A) = pa(A). Najprej bomo to
dokazali za matrike s samimi realnimi lastnimi vrednostmi. Zaradi
enostavnosti bomo v nadaljevanju obravnavali le matrike, ki imajo
v jordanski kanoni¢ni formi le dva jordanska bloka, saj enaka ideja
dokaza deluje tudi v splosnem. Naj bo torej

A =S diag(Jg(a), Ju—i(b)) S,

kjer sta @ in b realni lastni vrednosti matrike A in je k > n — k. Ce
je a # b, potem je A minimalna matrika in je dokaz konc¢an. Naj
bo sedaj a = b. Oznacimo

1
Ay = S diag(Ji(a), Ju-r(a+ —)) 57!
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kjer je m € N. Vemo 7e, da je ¢(An) = pa,,(Am) za neke realne
polinome pg4,, . Iz tega sledi, da je slika matrike A,, oblike

_0102...Ck 1
0o
C1 0
e
00...
s “ 51
didsy ... dp—p
0 0 di -’
da
] 00.. d |

Ker je A = limy, o0 Am, velja ¢(A) = limy, o0 9(Ap). 1z tega
sledi, da je tudi ¢(A) take oblike, kot so matrike ¢(A,;,). Pokazati
Se moramo, da je ¢; = dy,co = do,...,ch_p, = d,_. Matrika A
komutira z idempotentno matriko

1Q
00

P=2S St

kjer je @Q = . Tukaj I oznacuje identi¢no matriko ustrezne

velikosti. Iz tega sledi, da tudi ¢(A) komutira s P. Torej je ¢; =
di,cog =da,...,cn = dp .

Pokazati Se moramo, da je ¢(A) = pa(A) ze matrike oblike
A=S8 diag(ck‘(a7 b)a Ch(a7 b)) S_lv

kjer je S € M, (R) obrnljiva matrika, a,b € R, b # 0, n = 2k + 2h
in k > h. Ce je n liho stevilo, potem lahko gledamo matriko oblike
A = S diag(Ck(a,b),Cx(a,b),c) S~1, kjer je c realno stevilo in
n =2k +2h + 1.

Oznacimo

1
Ap =S diag(ck(av b)vch(a + E?b)) S_l
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za vse m € N. Vemo Ze, da je ¢(Ay,) = pa,,(Am) za neke realne
polinome py4,, . Torej se vsaka matrika A,, preslika v matriko oblike

BO| _,
S st
0D
kjer je
C(Cl,dl) C(Cg,dg) e C(Ck,dk)
5 o C(cl.,dl) RTINS
. . C(Cg,dg)
L 0 0 C(Cl,dl)_
in ) .
C(e1, f1) Clez, fa) ... Clen, fn)
po| O Clapy
: : e Clea, f2)
Y 0 ...C(ex, f1) ]

Seveda velja A = lim,—o0 Ay Torej je ¢(A) = limy,—o0 ¢(An).
Iz tega sledi, da je tudi matrika ¢(A) enake oblike, kot so ma-
trike ¢(Ay,). Pokazati e moramo, da je C(c1,dy) = Cl(ex, f1),---,
C(cp, dp) = C(ep, fr). Matrika A komutira z idempotentno matriko

I
P=2S5 Q] St

00

|

Prva matrika I oznacuje 2k x 2k identi¢no matriko in druga ma-
trika I oznacuje 2h x 2h identi¢no matriko. Torej tudi matrika
¢(A) komutira z matriko P, iz ¢esar sledijo enakosti C(c1,d;) =
C(e1, f1),..-,C(en,dp) = Clep, fn). S tem je dokaz izreka kon-
¢an. O

kjer je
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Naj bo M, (IF) algebra vseh n x n matrik nad poljem F in P, (F) C
M, (F) mnozica vseh n x n idempotentnih matrik nad poljem F.

Za vsako idempotentno matriko P # 0,1 obstaja taka obrnljiva
matrika T' € M, (F), da je

TPT ' = o )
00

Mnozica P, (F) postane delno urejena mnoZica, ¢e vpeljemo relacijo
< s predpisom

P<Q<— PRQ=QP=P, P,Q € P,(F).

Ce je P=0ali Q=1 ali P=(Q, potem je seveda P < Q). Sicer
pa iz P < @ sledi, da obstaja taka obrnljiva matrika T" € M, (FF),
da je

100 100
TPT'=1000 in TQT ‘=070
000 000

Preslikava ¢ : P,(F) — P,(F) ohranja urejenost, ¢e iz P < Q
sledi ¢(P) < ¢(Q), in ohranja urejenost v obe smeri, Ce je
P < @ natanko tedaj, ko je ¢(P) < ¢(Q).

Definicija 5.1 Avtomorfizem delno urejene mnozice P,(F) je
bijektivna preslikava ¢ : P,(F) — P,(F), ki ohranja urejenost v
obe smeri.

Idempotenta P,Q € P,(F) sta ortogonalna natanko tedaj, ko je
PQ=QP=0.Ceje P=0aliQ =0ali P=1— @, potem sta
seveda P in () ortogonalna idempotenta. Ce pa sta P in @ orto-
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gonalna idempotenta in ni izpolnjen noben od zgoraj omenjenih tri-
vialnih pogojev, potem obstaja taka obrnljiva matrika 7' € M, (F),
da je

100 000
TPT = 1000 in TQT '=1|0r10
000 000

Preslikava ¢ : P,(F) — P,(F) ohranja ortogonalnost, e sta
¢(P) in ¢(Q) ortogonalna idempotenta za vsak par ortogonalnih
idempotentov P in Q.

Poleg matri¢ne algebre M, (IF) obstajajo tudi druge pomembne po-
dalgebre in z njimi povezane delno urejene mnozice idempotentov.
V tem poglavju bomo posvetili pozornost zgoraj trikotnim matri-
kam in delno urejeni mnozici zgoraj trikotnih idempotentnih ma-
trik.

Naj bo T}, (IF) algebra vseh n xn zgoraj trikotnih matrik nad poljem
F in PT,(F) C T,(F) mnozica n x n zgoraj trikotnih idempoten-
tnih matrik nad poljem F. Mnozica PT,,(FF) postane delno urejena
mnotZica, ¢e vpeljemo relacijo < s predpisom

P<Q+<PQ=QP=P, PQec PT,(F).

Enako kot zgoraj definiramo avtomorfizem delno urejene mnozice
PT,,(F) kot bijektivno preslikavo, ki ohranja urejenost v obe smeri.

Opomba. Ce je P € PT,,(F), potem obstaja taka obrnljiva matrika
T € T,,(F), da je TPT~! diagonalna matrika z ni¢lami in enicami
po diagonali.

Ce je T € T,(F) obrnljiva matrika, potem ni tezko videti, da je
preslikava, ki vsaki zgoraj trikotni idempotentni matriki P priredi
matriko TPT~!, avtomorfizem delno urejene mnozice PT;,(F). Naj
bo h avtomorfizem polja F. Potem je preslikava [p;;] — [h(pij)],
pij] € PT,(F), prav tako avtomorfizem delno urejene mnozice
PT,(F). Najbo J = Ep1 + Ep_12+ -+ + B, in P € PT,(F).
S P/ bomo oznaéili matriko P = JP'J. Enako kot za prejsnja
dva primera lahko preverimo, da je preslikava
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P11 P12 P13 --- Pin
0 p22p23 ... Do
P: 0 0p33...p3n —

0 0 0 ...pwm

Pan Pn—1n  Pn—2n --- Pln
0 Pn-1n-1Pn—-2mn-1---Pln-1

Pf = 0 0 Pn—2m—-2 --- Pln—2

0 0 0 oo P11

avtomorfizem delno urejene mnozice PT,,(F).

Izkaze se, da zgoraj opisane preslikave generirajo grupo vseh avto-
morfizmov delno urejene mnozice PT,(IF), n > 3, ki ohranjajo or-
togonalnost. Se ve¢, vsaka bijektivna preslikava na PT, n(F), n >3,
ki ohranja urejenost (samo v eni smeri) in ortogonalnost, je kom-
pozitum teh preslikav, kar bomo pokazali v nadaljevanju.

Leta 1993 je Ovchinnikov [51| pokazal, da je vsak avtomorfizem
delno urejene mnozice vseh n x n (n > 3) idempotentnih matrik
nad poljem realnih stevil ali nad poljem kompleksnih stevil bodisi
oblike

[pij] = Thpi)IT™,  [pig] € Pu(F),

bodisi oblike

[pis) = T[h(pip)'T~",  [pij] € Pu(F),

kjer je T € M, (F) obrnljiva matrika in h avtomorfizem polja
F = R, C. Pravzaprav je Ovchinnikov karakteriziral avtomorfizme
delno urejene mnozice vseh idempotentov iz algebre vseh omejenih
linearnih operatorjev na Hilbertovem prostoru, katerega dimenzija
je ve¢ja od dva. Naravno vprasanje, ki si ga lahko ob tem posta-
vimo, je, ali velja kaj podobnega za delno urejeno mnozico vseh
zgoraj trikotnih idempotentnih matrik. Na to vprasanje nam od-
govarja naslednji izrek.

85



5 | Ohranjevalci urejenosti

Izrek 5.1 Naj bo F polje, n > 3 in ¢ : PT,(F) — PT,(F) bijek-
tivna preslikava, ki ohranja urejenost in ortogonalnost. Potem je
bodisi

&([pi]) = TTh(p)IT™",  [py] € PTu(F), (5.1)
bodist
d([pij]) = Th(pi))’T~",  [pis] € PTu(F), (5.2)

kjer je T € T,,(F) obrnljiva matrika in h avtomorfizem polja F.

Posledica 5.1 Naj bo F polje, n > 3 in ¢ avtomorfizem delno ure-
jene mnozice PT,(F), ki ohranja ortogonalnost. Potem je ¢ bodisi

oblike (5.1) bodisi oblike (5.2).

Ce primerjamo ta rezultat z Ovchinnikovim izrekom, vidimo, da
smo dodali predpostavko o ohranjanju ortogonalnosti. Seveda je
bil prvotni cilj pokazati zgornji izrek brez te dodatne predpostavke,
vendar se je izkazalo, da je zgoraj trikotni primer veliko bolj zaple-
ten in da grupa vseh avtomorfizmov delno urejene mnozice PT,,(IF)
nima lepe strukture, kar bomo pokazali s primerom na koncu tega
poglavja.

Drugo vprasanje se glasi: ali velja izrek 5.1 brez predpostavke o
surjektivnosti? Odgovor na to vprasanje je pritrdilen za doloCena
polja.

Izrek 5.2 Naj bo F polje z lastnostjo, da je vsak nenicelni homo-
morfizem g : F — F surjektiven, in naj bo ¢ : PT,(F) — PT,(F),
n > 3, injektivna preslikava, ki ohranja urejenost in ortogonalnost.

Potem je ¢ bodisi oblike (5.1) bodisi oblike (5.2).

Ker je identi¢na preslikava edini neni¢elni endomorfizem realnih
stevil, velja naslednja posledica.

Posledica 5.2 Naj bo ¢ : PT,(R) — PT,(R), n > 3, injektivna
preslikava, ki ohranja urejenost in ortogonalnost. Potem je bodisi

#(P)=TPT~!  PePT,(R),

bodisi
¢(P)=TP/T"!, Pe PT,(R),

kjer je T € T, (R) obrnljiva matrika.
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Naslednji primer bo pokazal, da obstajajo neinjektivne preslikave
na delno urejeni mnozici zgoraj trikotnih matrik, ki ohranjajo ure-
jenost in ortogonalnost in niso niti oblike 5.1 niti oblike 5.2.

Primer 5.1 Najbo F polje in ¢ : PT5(F) — PT5(F) preslikava, ki
vsako matriko P € PT5(F) ranga ena preslika v 0, vsako matriko
P € PT3(F) ranga dva preslika samo vase ter ¢(0) = 0in ¢(I) = I.
Potem preslikava ¢ ohranja urejenost in ortogonalnost in ni niti
oblike 5.1 niti oblike 5.2.

5.1 Zgoraj trikotne 3 x 3 idempotentne matrike

Izreka 5.1 in 5.2 bomo dokazali s pomoc¢jo matematicne indukcije
po naravnem Stevilu n. V tem poglavju bomo pokazali, da izreka
veljata za 3 x 3 zgoraj trikotne idempotentne matrike.

V nadaljevanju bomo s PT¥(F), k = 1,2, oznaéili mnozico vseh
idempotentnih matrik P € PT3(F) ranga k. Naj bosta z,y € F
poljubna skalarja in

lzy 0y xy 00y
Al,y)=1000|, Blxy)=|01z |, Cla,y)= |00z
000 000 001

Oznacimo A = {A(z,y) : =,y € F} C PI3(F), B = {B(z,y) :
z,y € F} € PT3(F) in C = {C(z,y) : =,y € F} C PT3(F). Vsak
idempotent ranga ena iz PT3(F) ima na diagonali eno enico in dve
ni¢li in ni tezko videti, da je P73 (F) unija mnozic A, B in C.

Podobno naj bosta u,v € F skalarja in

10u 1u—uv Ouwv
Kuv)=|01v]|, Llu,v)= {00 v |, M(u,v)= {010
000 00 1 001

Oznacimo K = {K(u,v) : u,v € F} C PI3(F), £L = {L(u,v) :
u,v € F} € PT3(F) in M = {M(u,v) : u,v € F} C PT3(F). Vsak
idempotent ranga dva iz PT3(F) ima na diagonali eno niclo in dve
enici in ni tezko videti, da je PT%(F) unija mnozic K, £ in M.
Za poljubna idempotenta P € PT4(F) in Q € PT3(F) sta naslednji
dve trditvi ekvivalentni:
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(i) P<Q,
(ii) velja ena izmed naslednjih Sestih tock:
1. P=A(z,y) in Q = K(u,v) za skalarje x,y,u,v € F, ki
zadoscajo y = vx + u,
2. P = A(x,y) in Q = L(u,v) za skalarje z,y,u,v € F, ki
zadoScajo r = u,
3. P=B(z,y) in Q = K(u,v) za skalarje z,y,u,v € F, ki
zadoscajo x = v,
4. P = B(z,y) in Q = M(u,v) za skalarje x,y,u,v € F, ki
zadoscajo y = u,
5. P = C(z,y) in Q = L(u,v) za skalarje z,y,u,v € F, ki
zadoscajo r = v,
6. P=C(z,y) in Q = M(u,v) za skalarje x,y,u,v € F, ki
zadoscajo y = ux + v.

Na mnozici PT3(F) definiramo relacijo ~ s predpisom: P ~ Q
natanko tedaj, ko obstajata taka razlicna idempotenta R, Re €
PT5(F) ranga dva, da je P < Rj, P < Ra, @ < R; in Q < R». Ce
sta P,Q € PT3(F) in velja P ~ Q, potem ni tezko videti, da sta
PQeAali PQeBali PQeC.

Ekvivalenca naslednjih dveh trditev je direktna posledica zgoraj
opisanih lastnosti:

(i) P~Q,
(ii) velja ena izmed naslednjih stirih tock:

1. P=A(z,y) in Q = A(z,y’) za neke skalarje x,y,y’ € F,

x?

)

in Q = B(xz,y’) za neke skalarje z,y,y € F,
) za neke skalarje x,y, 2’ € T,
)

3. P=B(z,y)in Q = B(2,y
4. P=C(z,y) in Q = C(x,y') za neke skalarje x,y,y € F.

Ce je P = A(z,y) za neka skalarja z in y in P ~ Q ter Q ~ R,
potem je tudi P ~ R. Podobno, ¢e je P = C(x,y) za neka skalarja
rin yin P ~ @ ter Q ~ R, potem je tudi P ~ R. V nasprotju
s tem pa za poljubna skalarja z,y velja B(z,y) ~ B(xz,y + 1) in
B(z,y+1)~B(x+1,y+1) ter B(x,y) # B(x +1,y+1). S tem
smo pokazali, da sta za P € PTy(F) naslednji trditvi ekvivalentni:
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(i) P € B,
(ii) obstajata taka idempotenta @, R € PT;(F), da je P ~ Q,
Q~Rin P4R.

V dokazu izreka 5.3 in dokazu izreka 5.5 bomo uporabili naslednjo
lemo.

Lema 5.1 Naj bo F polje in ¢ : PT3(F) — PT5(F) injektivna pre-
slikava, ki ohranja urejenost in ortogonalnost. Potem je ¢(PTs (F))
C PTL(F) in §(PTH(F)) C PTH(F). Se vec, 6(A) C A, 6(B) C B
in ¢(C) € C ali p(A) CC, ¢(B) € B in ¢(C) C A.

Dokaz. Naj bo P € PTi(F). Potem obstaja tak idempotent @
ranga dva, da je 0 < P < @ < I. Ker je ¢ injektivna preslikava, ki
ohranja. urejenost, je 6(0) < 6(P) < o(Q) < 6(I) in 6(0) # H(P),
6(P) # 6(Q), 6(Q) # 6(1). 1z tega sledi, da je ¢(0) = 0, G(I) = I
in rank(¢(P)) = 1. Torej je ¢(PT4(F)) C PTJ(F) in podobno
¢(PT2(F)) C PT2(F). Zgornji razmislek nam med drugim pove, da
se relacija ~ ohranja (t.j. ¢(P) ~ ¢(Q) za vsak par idempotentov
P,Q € PT}(F) z lastnostjo P ~ Q).

Recimo, da je ¢(B(0,0)) € A. Za poljubna skalarja z,y € F je
B(z,y) ~ B(x,0) in B(z,0) ~ B(0,0), iz ¢esar sledi, da je ¢(B) C
A. Podobno, ¢e je ¢(B(0,0)) € B, potem je ¢(B) C B, in Ce je
#(B(0,0)) € C, potem je ¢(B) C C.

Naj bosta uw,v € F poljubna skalarja in predpostavimo, da je
o(B) € A. Ker sta L(u,v) in B(—v,—u) ortogonalna idempo-
tenta, enako velja za ¢(L(u,v)) in ¢(B(—v, —u)). Iz tega sledi, da
je ¢(L(u,v)) € M (pri tem upostevamo, da je ¢(B(—v,—u)) € A
in rank(¢(L(u,v))) = 2) in zato je ¢(L) C M. Ker je A(z,y) <
L(z,0) za poljubna skalarja x,y in ¢(L(z,0)) € M, je ¢(A) C BUC,
kar implicira (M) C KU L, saj sta M (u,v) in A(—u, —v) ortogo-
nalna idempotenta za vsak par u,v € F. Enako velja za mnozici C
in  (t.j. (C) CBUC in ¢(K) CKUL).

Vemo 7e, da je p(AUC) C BUC. V nadaljevanju bomo pokazali,
da je ¢p(A) C Bin ¢(C) C C ali ¢(A) C C in ¢(C) C B. Recimo,
da obstajajo taki skalarji x1, 2,91, y2, da je ¢p(A(z1,91)) € B in

d(A(z2,92)) € C. Ker je A(x1,y2) ~ A(z1,91), je ¢(A(z1,92)) € B.
Po drugi strani pa je A(x1,y2) < K(y2,0) in zato je ¢p(A(x1,y2)) <

P(K(y2,0)).
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Upostevamo, da je ¢(A(rz,12)) < 0(K(y2.0)), 6(A(x2,y) € C
in ¢(K) C K UL, iz esar sledi, da je ¢(K(y2,0)) € L, kar pa je
protislovje. S tem smo pokazali, da je ¢(A) C B ali ¢(A) C C in
enako velja za mnozico C. Ker sta A(0,0) in C(0,0) ortogonalna
idempotenta in ¢ ohranja ortogonalnost, je ¢(A) C B in ¢(C) C C
ali ¢(A) CC in ¢(C) C B.

Recimo, da je ¢(A) C B in ¢(C) C C (dokaz je enak, ¢e velja
druga moznost). Po predpostavki je ¢(B(0,0)) € A. Ce presli-
kavo ¢ komponiramo z ustrezno podobnostno preslikavo, lahko brez
izgube za sploSnost predpostavimo, da je ¢(B(0,0)) = A(0,0).
Naj bosta z in y poljubna skalarja. Ker je B(z,y) ~ B(x,0) in
B(z,0) ~ B(0,0), je ¢(B(z,y)) = A(0,9(z,y)) za neko injek-
tivno preslikavo g : F?2 — F. Idempotenta C(0,0) in B(0,0) sta
ortogonalna in enako velja za C(0,0) ter B(0,1) iz Cesar sledi, da
sta tudi ¢(C(0,0)) in ¢(B(0,0)) = A(0,0) ortogonalna idempo-
tenta in prav tako ¢(C(0,0)) in ¢(B(0,1)) = A(0,¢(0,1)). Ker je
$(C(0,0)) = C(z,y) za neka skalarja x,y, je g(0,1) = 0. Torej je
»(B(0,0)) = ¢(B(0,1)), kar je v nasprotju z injektivnostjo pre-
slikave ¢. Enako pridemo do protislovja, ¢e predpostavimo, da je
¢(B) C C. Torej smo pokazali, da je ¢(B) C B. Potem pa lahko na
enak nacin kot zgoraj dokazemo, da je ¢(A) C A in ¢(C) C C ali
#(A) CCin ¢(C) C A. S tem je dokaz leme koncan. O

Izrek 5.3 Naj bo F polje in ¢ : PT3(F) — PT5(F) bijektivna pre-
slikava, ki ohranja urejenost in ortogonalnost. Potem je ¢ bodisi
oblike (5.1) bodisi oblike (5.2).

Dokaz. Po lemi 5.1 je ¢(A) = A, ¢(B) = B in ¢(C) = C ali
#(A) =C, ¢(B) = B in ¢(C) = A. Brez izgube za splosnost lahko
predpostavimo, da velja prva moZnost (¢e je potrebno, preslikavo
¢ komponiramo s preslikavo P +— P/, P € PTy(F)). Potem pa
je o(K) = K, ¢(L) = L in (M) = M, saj ¢ ohranja ortogo-
nalnost in je ¢(PT4(F)) = PTE(F). Torej je ¢(F11 + Exn) € K.
Ce preslikavo ¢ komponiramo z ustrezno podobnostno preslikavo,
lahko predpostavimo, da je ¢p(E1; + Fag) = Ei1 + FEaa. Ker velja
p(E22) < ¢(En1 + Ex) in ¢(Ex) € B, je ¢(E22) = B(0,y) za
nek skalar y. Ce ¢ komponiramo s Se eno podobnostno preslikavo,
lahko brez izgube za splosnost predpostavimo, da je ¢(E11+ FEa2) =
E11 + Es in ¢(E2) = Es. Potem pa obstaja taka injektivna
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preslikava f : F — F, da je ¢(A(z,0)) = A(f(x),0) za vsak
x € F, saj je F11 +xF19 < FEi1 + Eag, x € F, in qb(A) = A
Naj bo = poljuben skalar. Potem obstajata taka skalarja xg,yo €
F, da je ¢(A(zo,y0)) = A(,0). Ker je A(xo,0) ~ A(zo,v0), je
A(f(20),0) = ¢(A(x0,0)) ~ ¢(A(xo,v0)) = A(z,0), iz Cesar sledi,
daje f(xzg) = x. S tem smo pokazali, da je preslikava f surjektivna.

Naj bo y € F. Potem je A(z,0) ~ A(z,y) in zato je A(f(z),0) ~
d(A(z,y)). Iz tega sledi, da je p(A(z,y)) = A(f(z), g(x,y)) za neko
preslikavo ¢ : F? — F z lastnostjo g(x,0) = 0, € F. Preslikava
@ : F?2 — F2? definirana s predpisom o(z,y) = (f(z),g(z,y)), je
bijekcija. Naj bo A C F? premica, ki vsebuje vse tocke (z,%), ki
zadoscajo enakosti y = ax + b za neka skalarja a,b € F. Potem
je A(z,y) < K(b,a) za vsako tocko (z,y) € A. Vemo ze, da je
d(K(bya)) = K(d,c) za neka skalarja ¢,d € T, iz Cesar sledi, da je
A(f(z),9(z,y)) < K(d,c) za vsak par (z,y) € A. Naj bo z¢ € F.
Potem obstajata taka skalarja x in y, da je ¢p(A(z,y)) = A(zg, cxo+
d). Ker je A(z,ax +b) < K(b,a) in A(z,ax +b) ~ A(z,y), je
d(A(z,ax+b)) = A(xg, cxo+d). Torej je ¢(A) premica, ki vsebuje
vse tocke (z,vy), za katere velja y = cx + d.

Vemo 7e, da se premice {(e,y) : y € F} preslikajo s preslikavo
¢ na premice {(f(e),y) : y € F}, saj ¢e je yo € F, potem ob-
stajata taka skalarja = in y, da je ¢(A(x,y)) = A(f(e),yo). Ker
je A(2,0) ~ A(z,) in 9(A(z,0)) = A(f(x),0), je f(z) = f(e) in
zato je x = e. Po osnovnem izreku afine geometrije je ¢(x,y) =
(ak(z) + B,vk(x) + 0k(y) + o) za neke skalarje «a, 3,7, 0,0 in nek
avtomorfizem k polja F. Ker je g(x,0) = 0, je v = 0 = 0. Potem
sta seveda skalarja « in § nenicelna. Ce preslikavo ¢ komponiramo
s podobnostno preslikavo P +— DPD™! kjer je D = diag(1,«, ),
in nato e s preslikavo [p;;] — [k~1(pi;)], lahko brez izgube za splo-
Snost predpostavimo, da je ¢(E11+ E2) = E11+ Eag, ¢(Ea2) = Ea
in

o(A(z,y)) = Az + a,y), r,y€F,
za nek skalar a € F.

Vemo Ze, da je ¢(Faz + E33) € M. Ker je Ezg = ¢(Ea2) < ¢(E2a +
Es3), je ¢(E99 + Es3) = M(0,vp) za nek skalar vy € F. Prav tako
je xFo3 + E33 < Fay + E33 za vsak € F in ¢(C) = C, iz Cesar
sledi, da se mnoZica vseh idempotentov oblike xFEs3 + F33, © €
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IF, preslika v mnozico vseh idempotentov oblike vgFE13 + xFo3 +
Es3, x € F. Torej obstaja taka injektivna preslikava [’ : F — T,
da je ¢(C(x,0)) = C(f'(x),v0), = € F. Se ve€, preslikava f’ je
surjektivna (glej prvi del dokaza). Za vsak skalar y € F je C'(x,0) ~
C(z,y), iz Cesar sledi, da je C(f'(z),v9) ~ ¢(C(z,y)). Torej je
#(C(x,y)) = C(f'(x),9'(x,y)) za neko preslikavo ¢’ : F2 — F z
lastnostjo ¢'(x,0) = vg, = € F. Preslikava ¢’ : F2 — F? definirana s
predpisom ¢'(z,y) = (f'(z), ¢ (x,y)) je bijekcija. Enako kot zgoraj
lahko pokazemo, da je

&(C(z,y)) = C(bh(z) + ¢, dh(y) + e), x,y €F,

za neke skalarje b, ¢,d,e = vy (b # 0 in d # 0) in nek avtomorfizem
h polja . Potem pa je
d cd
d(M (u,v)) = M(gh(u), dh(v) — Fh(u) +e), u,v € F.
Ker sta A(z,y) in M(—z,—y) ortogonalna idempotenta za vsak
par z,y € F, je

d d
A+ a,y)- M(~5h(a), ~dh(y) + Thz) +¢) =0, wyeF
Torej je
d d
w—gh(:c)—kazo in y—dh(y)+%h(x)+e:0

za vsaka skalarja x,y € [, iz Cesar sledi, da je a = ¢ = e = 0,
b=d =1in h je identi¢na preslikava na F. Zato je ¢(A(x,y)) =
A(z,y), ¢(C(z,y)) = Cz,y) in ¢(B(x,y)) = B(z,y) za vsak par
skalarjev x,y € F. Iz tega sledi, da je ¢ = I. S tem je dokaz izreka
koncan. O

Dokaz izreka 5.5 je podoben dokazu izreka 5.3. Pravzaprav je edina
razlika, da v dokazu izreka 5.5 uporabimo namesto osnovnega izreka
afine geometrije naslednji izrek, ki ga bomo podali brez dokaza.

Izrek 5.4 Naj bo F # Fs polje z lastnostjo, da je vsak menicelni

homomorfizem g : F — F surjektiven, in ¢ : F?> — F? injektivna
kolineacija, katere slika ni vsebovana v nobeni afini hiperravnini.
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Potem obstaja taka obrnljiva matrika T € My (F), tak avtomorfizem
k polja I ter skalarja a,b € F, da je

x h(x) a
=T F.
(p<[y]> {h(y)] i M nue
Opomba. Tukaj Fy oznacuje polje z dvema elementoma.

Izrek 5.5 Naj bo F # Fo polje z lastnostjo, da je vsak nenicelni
homomorfizem g : F — F surjektiven, in naj bo ¢ : PT3(F) —
PT5(F) injektivna preslikava, ki ohranja urejenost in ortogonalnost.
Potem je ¢ bodisi oblike (5.1) bodisi oblike (5.2).

Dokaz. Po lemi 5.1 je ¢(A) C A, ¢(B) € B in ¢(C) C C ali
¢(A) CC, ¢(B) C B in ¢(C) C A. Brez izgube za splosnost lahko
predpostavimo, da velja prva moznost (¢e je potrebno, preslikavo
¢ komponiramo s preslikavo P +— P/, P € PT3(F)). Potem pa je
d(K) C K, ¢(L) C L in ¢(M) C M, saj ¢ ohranja ortogonalnost
in je ¢(PTZ(F)) C PTZ(F). Torej je ¢p(F11 + Faz) € K. Ce pre-
slikavo ¢ komponiramo z ustrezno podobnostno preslikavo, lahko
predpostavimo, da je ¢(E11+ Eo) = E11+ Ea. Ker velja ¢(Fa2) <
¢(E11 -+ EQQ) n qb(EQQ) € B, je ¢(E22) = B(O,y) za nek skalar y.
Ce ¢ komponiramo s Se eno podobnostno preslikavo, lahko brez iz-
gube za splosnost predpostavimo, da je ¢(E11 + E22) = E11 + E22
in ¢(Ez) = Ea.

Kot v dokazu izreka 5.3 lahko pokazemo, da je ¢(A(x,y)) = A(f(z),
g(z,v)), z,y € F, za neko preslikavo g : F? — F z lastnostjo
g(x,0) =0, x € F, in neko injektivno preslikavo f : F — F. Defini-
rajmo preslikavo ¢ : F2 — F? s predpisom o(x,y) = (f(x), g(z,y)).
Preslikava ¢ je seveda injektivna. Naj bo A C F? premica, ki vse-
buje vse tocke (z,y), ki zados¢ajo enakosti y = ax + b za neka ska-
larja a,b € F. Potem je A(x,y) < K (b, a) za vsako tocko (z,y) € A.
Vemo 7e, da je ¢(K(b,a)) = K(d,c) za neka skalarja ¢,d € F, iz
Cesar sledi, da je A(f(z),g(x,y)) < K(d,c) za vsak par (z,y) € A.
Torej je (A) C A’| kjer je A’ premica, ki vsebuje vse tocke (z,y),
za katere velja y = cx +d. Vemo Ze, da se premice {(e,y) : y € F}
preslikajo s preslikavo ¢ v premice {(f(e),y) : y € F}. Po izreku
5.4 je o(z,y) = (ak(z) + B,vk(z) + dk(y) + o) za neke skalarje
a, 3,7,0,0 in nek avtomorfizem k polja F. Ker je g(z,0) = 0, je
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v = o = 0. Potem sta seveda skalarja « in § nenicelna. Ce pre-
slikavo ¢ komponiramo s podobnostno preslikavo P +— DPD™!,
kjer je D = diag(1, a,d), in nato Se s preslikavo [p;;] — [k~ (p;;)],
lahko brez izgube za splosnost predpostavimo, da je ¢p(FE11+ Fa2) =
E11 + Ea, ¢(Fa2) = Eo in

¢(A(z,y)) = Az + a,y), ,y €F,

za nek skalar a € F. Na enak nacin kot v dokazu izreka 5.3 lahko
pokazemo, da je

&(C(z,y)) = C(bh(z) + ¢,dh(y) + e), z,y €,

za neke skalarje b,c,d,e = vg (b # 0 in d # 0) in nek avtomor-
fizem h polja F. Ker preslikava ¢ ohranja ortogonalnost, iz zgor-

njega sledi, da je ¢(A(z,y)) = A(z,y), ¢(C(z,y)) = C(z,y) in
¢(B(z,y)) = B(x,y) za vsak par skalarjev x,y € F. Torej je ¢ = 1.
S tem je dokaz izreka koncan. (Il

5.2 Zgoraj trikotne n x n idempotentne matrike

Naj bo P = [pij] € PT,(F), n > 3, idempotentna matrika ranga
ena s prr = 1, 1 < k < n. Potem je

0...0 @1 Z1Yk+1  T1Yk+2 --- T1Yn

0...0 x2 ZoYkt1 T2Ykt2 --- T2Yn

0...02&k—1 Th—1Yk+1 Tk—1Yk+2 - - - Tk—1Yn

P = ,
0...0 1 Yk+1 Ykt2 - YUn
0...0 0 0 0 ... 0
0...0 0 0 0 ... 0
kjer so x1,...,Tk_1,Yk+1s---,Yn € F. Idempotent P ranga ena
bomo oznacili s Pi(T1, ..., Tk—1, Ykt1s-- s Yn)-

Naslednjo lemo bomo uporabili v dokazu izreka 5.1.
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Lema 5.2 Naj bo F polje, n > 3 in ¢ : PT,,(F) — PT,(F) injek-
tivna preslikava, ki ohranja urejenost in ortogonalnost. Naj bo k
naravno Stevilo, 1 < k < n. Potem je ¢(Eyi) = [qij] idempotent
ranga ena s q = 1 za nek indeks | € N, 1 <[ < n. Se vec, vsak
idempotent P = [p;;| ranga ena s py, = 1 se preslika s preslikavo ¢
v idempotent R = [ri;] ranga ena z ry = 1.

Dokaz. Najprej bomo pokazali, da je rank(P) = rank(¢(P)) za vsak
idempotent P € PT,(F). Naj bo torej P € PT,(F) in rank(P) =
m, m € {0,1,...,n}. Ker za vsako zgoraj trikotno idempoten-
tno matriko R obstaja taka obrnljiva zgoraj trikotna matrika T,
da je matrika TRT~! diagonalna, obstaja zaporedje idempotentov
0=PFP < P << P, =1, pri cemer je P = P,,. Ker je presli-
kava ¢ injektivna in ohranja urejenost, je ¢(Fy) < ¢(P) < -+ <
¢(P,). Torej je rank(p(P)) = rank(¢(P,)) = m. 1z tega sledi, da
je ¢(Ekr) = [qi;] idempotent ranga ena s g = 1 za nek [ € N,
1<l <n.

Naj bo i naravno §tevilo, 1 < i < n, i # k. Potem je tudi ¢(Fy;)
idempotentna matrika ranga ena s py,,m; = 1 za nek m; € N,
1 <m; <n, m; # 1. Poleg tega je m; # mj, ¢e je i # j, saj sta Ej;
in Ej; ortogonalna idempotenta.

Recimo, da je 1 < k < n,innaj bo P = Pi(T1,...,Tk—1,Ykt1ls---,
yn) idempotentna matrika ranga ena za neke skalarje 1, ..., 251,
Yk+1s---,Yn € F. Naj bonadalje 1 <i<k—-1ink+1<j<n.
Oznacimo Q; = Ej; — x5, in Rj = Ej; — y;E);. Idempotenta P
in @; sta ortogonalna in prav tako idempotenta P in R;. Iz tega
sledi, da sta ortogonalna idempotenta ¢(P) in ¢(Q;) in enako velja
za 6(P) in 9(R).

Recimo, da je k # 2,n — 1, in naj bo 1 < ¢ < k — 1. Potem je
Qi < Eii + Eiy1,i41 + Egi. Vemo Ze, da je ¢(Ey + Eiy1,i11 + Erk)
idempotentna matrika ranga tri. Naj bo & mnozica vsah idempo-
tentov S € PT,(F), za katere velja S < Ej + Eit141 + Ekx,
in R mnozica vseh idempotentov R € PT,(F), ki zados¢ajo R <
&(Eii + Eiy1i+1 + Egx). Mnozici S in R sta izomorfni mnozici
PT5(IF). Po nasih predpostavkah se mnozica S preslika v mnozico
R. Vemo ze, da je ¢(FE;;) idempotent ranga ena s pp,m, = 1 za
neko naravno $tevilo m;, 1 < m; < n, m; # [. Po lemi 5.1 se
Q; preslika v idempotent ranga ena s pp,,m, = 1. Enako velja za
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Qr-1,sajje Qr_1 < By 2 2+ Ek 11+ Egg, in prav tako za R;,
k+1 < j <n(Ceje ¢(E;;) idempotent ranga ena S Pmym; = 1, kjer
je mj naravno Stevilo, 1 < m; < n, m; # [, potem je ¢(R;) idem-
potent ranga ena s py, m, = 1). Iz tega sledi, da je ¢(P) idempotent
ranga ena s p; = 1.

Naj bo k = 2. Potem je Q1 < E11 + F2o + Es3. Kot zgoraj lahko
pokaZemo: Ce je ¢(F11) idempotentna matrika ranga ena s pyyym, =
1 za neko naravno $tevilo my, 1 < my < n, my # [, potem se
@1 preslika v idempotent ranga ena s pp,m, = 1. Enako velja za
Rj, 3 < j < n (Ce je ¢(Ej;) idempotent ranga ena s pp,m; =
1, kjer je m; naravno $tevilo, 1 < m; < n, m; # [, potem je
#(R;) idempotent ranga ena s pp,;m; = 1). Iz tega sledi, da je ¢(P)
idempotent ranga ena s p;; = 1. Dokaz je enak, ¢e je k =n — 1.

Pokazati Se moramo, da trditev velja za k = 1 in k = n. Obravna-
vali bomo le prvi primer (za k = n dokaz poteka na enak nacin).
Naj bo torej P = Pi(y2,y3,...,yn) idempotentna matrika ranga
ena za neke skalarje yo,ys,...,y, € F. Naj bo nadalje 2 < j < n.
Oznacimo R; = FEj; — y;Fq;. Idempotenta P in R; sta ortogo-
nalna. Zato sta tudi idempotenta ¢(P) in ¢(R;) ortogonalna. Naj
bo 2 < j < n. Potem je R; < Ey1 + Ej_1,;-1 + Ej;. Vemo
ze, da je ¢(Ev1 + Ej_1j-1 + Ejj) idempotent ranga tri. Ozna-
¢imo s S mnozico vseh idempotentov S € PT,,(FF), za katere velja
S < Ey + Ej—1;-1 + Ejj, in z R mnozico vseh idempotentov
R € PT,(F), ki zadostajo R < ¢(Er1 + Ej—1,j-1 + Ej;). Mnozici S
in R sta izomorfni mnozici PT3(FF). Po nasih predpostavkah se S
preslika v mnozico R. Vemo Ze, da je ¢(E;;) idempotent ranga ena
S Pm;m; = 1 za neko naravno §tevilo m;, 1 < mj; < n, m; # . Po
lemi 5.1 se R; preslika v idempotent ranga ena s py,;m; = 1. Enako
velja za R, saj je Ry < E11+ Ea + Es3. Torej je ¢(P) idempotent
ranga ena s py; = 1. [l

Dokaz izreka 5.1. Izrek 5.1 bomo pokazali s pomoc¢jo matematicne
indukcije po naravnem Stevilu n. Za n = 3 smo trditev Ze pokazali
(izrek 5.3). Naj bo torej n > 3 in predpostavimo, da trditev velja
za naravno Stevilo n — 1.

Pri dokazu indukcijskega koraka bomo veckrat uporabili naslednji
dve opazki. Naj bo m > 3 in 1 < k < m. Naj bo nadalje T obrn-
ljiva m X m zgoraj trikotna matrika in h avtomorfizem polja F. Ce
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je ¢([pis]) = T[h(pi;)]T~! za vse idempotentne matrike [p;;] €
PT,,(F), potem ¢ preslika mnozico vseh idempotentnih matrik
ranga ena s py, = 1 samo nase. Ce pa je ¢([p;;]) = T[h(pi;)]/T!
za vsak idempotent [p;;] € PT,,(F), potem pa ¢ preslika mnozico
vseh idempotentnih matrik ranga ena s pgr = 1 na mnozico vseh
idempotentnih matrik ranga ena s pp41—km+1—k = 1.

Ker je rank(P) = rank(¢(P)) za vsak idempotent P € PT,(F) (glej
dokaz leme 5.2), je matrika ¢(E11 + -+ + Ep—1,-1) ranga n — 1.
Ce preslikavo ¢ komponiramo s podobnostno preslikavo, lahko brez
izgube za splosnost predpostavimo, da je ¢(E11 + -+ Ep_1pn-1)
diagonalna matrika. Torej je ¢(E11 + -+ Ep—1pn—1) = I — Exj, za
neko naravno Stevilo k£, 1 < k < n. Naj bo § mnozZica vseh takih
idempotentnih matrik P € PT,(FF), za katere je P < Ej; + -+ +
E,_1n-1, in naj bo R mnoZzica vseh idempotentnih matrik @) €
PT,(F), ki zados¢ajo Q < I — Eyj. Mnozici S in R sta izomorfni
mnozici PT,_1(F). Po nasih predpostavkah se mnozica S preslika
v mnozico R.

Recimo, da obstaja taka idempotentna matrika P = [p;;] € PT,(F)
ranga ena s Py, = 1, 1 <m < n, da velja P ¢ S in ¢(P) € R.
Potem je ¢(P) idempotentna matrika ranga ena s p; = 1, kjer je
1<l<ninl# k. Ker je ¢(Em) prav tako idempotentna matrika
ranga ena s py = 1 (glej lemo 5.2), je m # n (E11, E22, ..., Eny SO
paroma ortogonalni idempotenti in F;; < Fy1+---+E,_1,-1,1 <
i <n-—1). Torej je P = Pp(1,..-, Tm—1,Ym+1s---,Yn) za neke
skalarje x1,..., Zm—1,Ym+1,---,Yn €EF. Najbo 1l <i<m—11in
m~+1 < j <n—1. Oznacimo Q; = F;; —x; Eyy in R]’ = Ejj_ijmj~
Idempotenta P in @); sta ortogonalna in enako velja za P in R;.
Torej sta tudi idempotenta ¢(P) in ¢(Q;) ortogonalna in prav tako
#(P) in ¢(R;). Naj bo P' = Pp(21,. .., Tm—1,Ym+1s-- - Yn—1,0).
Seveda je P’ € S in zato je ¢(P’) € R. Ker sta idempotenta P’ in
Qi ortogonalna in tudi P" in R;, sta idempotenta ¢(P’) in ¢(Q;)
ortogonalna in enako velja za ¢(P’) in ¢(R;). Iz vsega tega sledi, da
je ¢(P") = ¢(P), kar pa je protislovje z injektivnostjo preslikave ¢.

Recimo, da obstaja taka idempotentna matrika @) € PT, (F) ranga
m, 1 <m<n-—1,dajeQ ¢ S in ¢(Q) € R. Pokazali bomo,
da potem obstaja taka idempotentna matrika P ranga ena, da je
P ¢ Sin P < Q. Recimo, da to ni res. Ker je @ idempotent
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ranga m, obstajajo taki idempotenti Q1, ..., Q. ranga ena, da je
Q=01+ -+ Qm in @Q; <@Q,i=1,...,m. Po predpostavki
je Q; < E11 + -4+ Ep1p-1, i = 1,...,m. Torej je Q(En +

o+ By i) = (Q1 - +Qm)(E11+"’+En—l,n—l) = Q1+

<4 Qm = Q in prav tako je (Ev1 + -+ + En-1,-1)Q = (En +

ot Bpo1p-) (@14 -+ Q) = Q1+ -+ Qm = Q. Potem pa
je @ € S, kar pa je protislovje. Torej obstaja taka idempotentna
matrika P ranga ena, da je P ¢ S in P < Q. Iz tega sledi, da je
#(P) < o(Q) < ¢(E11 + -+ Ep1-1). Torej je ¢(P) € R, kar
pa je protislovje (glej zgoraj). S tem smo pokazali, da se mnoZica
S preslika na mnozico R.

Recimo, da je 1 < k < n, kjer je k tako naravno Stevilo, da je
¢(E11+ -+ Epn_1n-1) = I — E. Po indukcijski predpostavki je

O(En) =Eu+xiEie+ -+ xpoF jo1 + 21 E1 1
+- 4 xp_aEy,
A(En-1n-1) = Enn + 1 EBin+ -+ U1 Ep—10 + U Ert1n
+ A+ Yn—2En—1n

ali

(En) =Em+ 1B+ 1B+ 2pErpin
+txpoFn_ 10,
d(En-1n-1) = Bt +y1Evo+ -+ yp—oB1 k-1 + Yr—1E1 k11
+- -+ Yn—2F1n

za neke skalarje xi,...,Tn—2,91,...,Yn—2 € F. Recimo, da velja
prva moznost. Vemo Ze, da je ¢(FEa2 + -+ + Ey,) idempotentna
matrika ranga n — 1. Ker sta Fy; in Eoy + --- + E,, ortogo-
nalna idempotenta, je ¢(Faz + -+ + Epp) = Eog + -+ + Epp —
($1E12 +oot w1 a1 B g+ +,_9FE1,). Ozna¢imo
s & mnozico vseh takih idempotentov P € PT,(FF), ki zados¢ajo
P < FEyy+---+ E,,, in naj bo R’ mnoZica vseh takih idempoten-
tov @ € PT,(F), ki zadoscajo Q < ¢(Faz + -+ + Epy). Mnozici
S in R’ sta izomorfni mnozici PT,,—1(FF). Po nagih predpostavkah
se mnozica 8 preslika na mnozico R’ (glej zgoraj). Vemo Ze, da je
¢(En—1,n—1) idempotentna matrika ranga ena s pp,, = 1. Po induk-
cijski predpostavki pa se ¢(E,—1,,—1) preslika v idempotent ranga
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ena z nenicelnim diagonalnim koeficientom na tretjem ali predza-
dnjem mestu (pri tem smo uporabili indukecijsko predpostavko na
zozitvi ¢|S’ : 8’ — R'), kar pa je protislovje. Prav tako pridemo v
protislovje, ¢e predpostavimo drugo moznost.

Pokazali smo, da je ¢(E11 +- - +En71,n71) =Fn —|: ERE Enfl’nfl
ali ¢(E11 + -+ En—ip—1) = Eoo + -+ + Epy,. Ce preslikavo ¢
komponiramo s preslikavo P — P/, lahko brez izgube za splognost
predpostavimo, da je

PB4+ +Epin)=FEu+- -+ Ep 11

Ponovno uporabimo indukcijsko predpostavko, sedaj na mnozici
vseh idempotentov, ki so pod Fi1 + -+ + Ep_1,-1. Ta zoZitev
je lahko prvega tipa (5.1) ali drugega tipa (5.2). Najprej bomo
pokazali, da mora biti prvega tipa. Recimo torej, da je

d(En) =Epina+xiBip1+ -+ xp—0Fp_ 251,
kjer so x1,...,xy,—2 € F. Potem je
d(En-1n-1) =FEn+uynFEi+ -+ yn—obipn

za neke skalarje yi,...,yn,—2 € F. Enako kot zgoraj lahko poka-
zemo, da je ¢(E22 + o+ Enn) =FEn+--+ En72,n72 + Epp —
(x1By 1 + -+ + Tpn—2Fn_2,-1) in da se mnozica vseh idempo-
tentov P € PT,(F), ki zados¢ajo P < Fa3 + --- + E,y, pre-
slika na mnozico vseh idempotentov @@ € PT,(F), za katere ve-
lja Q < ¢(Eaz + -+ + Epy). Ampak ¢(E,—1,,—1) je idempotentna
matrika ranga ena s p;; = 1, protislovje. Pokazali smo torej, da je

d(En)=FEn+xiBo+- - +xp2F 1

za neke skalarje x1,...,x,_9 € F.

Naj bo kot zgoraj & mnozica vseh idempotentnih matrik P €
PT,(F), ki zados¢ajo P < Eyq + -+ + Ep—1—1. Po nasih predpo-
stavkah se mnozica S preslika sama nase. Predpostavimo lahko (po
komponiranju preslikave ¢ s podobnostno preslikavo in nato Se s
preslikavo [p;;] — [h(pi;)], kjer je h ustrezen avtomorfizem polja IF),
da je ¢(P) = P za vsako idempotentno matriko P € S. Ker sta F1;
in Egg + - -+ E,, ortogonalna idempotenta in je ¢(E11) = Fi1, je
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¢(Fao+--+En,) = Eao+- -+ Epp. Naj bo 8’ mnozica vseh idem-
potentnih matrik P € PT, (), za katere velja P < Egoo+- -+ Epp,.
Enako kot zgoraj lahko pokaZzemo, da se mnozica S’ preslika sama
nase. Mnozica 8’ je prav tako izomorfna mnozici PT},_1(F). Torej
mora biti zozitev preslikave ¢ na mnozico S’ enaka eni izmed oblik
(5.1) ali (5.2). Ker je ¢(P) = P za vse matrike P € SNS’, mora
biti ustrezen avtomorfizem h polja [ identi¢na preslikava in zoZzitev
preslikave ¢ na mnoZzico &’ mora biti prvega tipa. Prav tako mora
biti (n—1) x (n—1) matrika 7', ki inducira podobnostno preslikavo,
posebne oblike. Pravzaprav je matrika 71" vsota identi¢ne matrike in
matrike, ki ima nenicelne koeficiente le v zadnjem stolpcu. Ce torej
naso preslikavo ¢ komponiramo z ustrezno podobnostno preslikavo,
lahko brez izgube za splosnost predpostavimo, da je ¢(P) = P za
vsako matriko P € S US’. V nadaljevanju bomo pokazali, da je
¢(P) = P za vsak idempotent P € PT,(F) ranga ena, iz Cesar
sledi, da je ¢ = I.

Naj bo P = Py(z1,...,%k—1,Yk+1,---,Yn) idempotent ranga ena
s prr = 1, kjer je 1 < k < n. Naj bo nadalje 1 < ¢ < k—1in
k+1<j <n.Oznacimo @Q; = E;; — x;F;; in Rj == Ejj — ijkj~
Vemo 7Ze, da je ¢(Q;) = Q; za vse i, 1 < i < k —1, in da je
®(R;) = Rj za vse j, k+1 < j < n. Idempotenta P in @Q); sta
ortogonalna in enako velja za P in R;. Iz tega sledi, da je ¢(P) = P.
Pokazati e moramo, da je ¢(P) = P za vsako idempotentno ma-
triko ranga ena, ki je ene izmed naslednjih dveh oblik

1**...*p1n OOOOpln
000...0 O 000...0 =
000...0 0O 000...0 =

000...0 0 000...0
000...0 0 000...0 1

*

kjer je pin, # 0. Obravnavali bomo le prvi primer (dokaz drugega
primera poteka na enak nacin).

Ozna¢imo s P mnozico vseh idempotentnih matrik P € PT,(F),
za katere velja P < Fy1 + Fos + E,,. Mnozica P je izomorfna
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mnozici PT5(F). Vemo Ze, da je ¢(E11 + Ea2 + Eyy) idempotentna
matrika ranga tri. Ker sta idempotenta F33 + --- + E,_1,-1 in
Ey1 + E2 + E,, ortogonalna in je ¢(Esg+-- -+ Ep—1pn-1) = E33+

o+ Ep_1n-1,je ¢(En + Eoa + Epy) = Ev1 + Eg + Epp. 1z tega
sledi, da se mnozica P preslika s preslikavo ¢ sama nase. Ker je
¢(P) = P za vsako idempotentno matriko P € SUS’, je ¢(P) = P
za vsak P € P. Med drugim je ¢(E1 + 2E1,) = F11 + xEq, in
O(Enn + ©E1,) = Enp + 2By, za vsak skalar z.

Najbo P = E11+x1E19+ - -+, 1 E1, zaneke skalarje 1, ..., 21
€ F. Ozna¢imo Q; = E;; — z;_1Fq;, kjer je 1 < i <n. Vemo Ze, da
je #(Qi) = Qi za vse i, 1 < i < n. UpoStevamo Se, da sta P in Q;
ortogonalna idempotenta. Iz tega sledi, da je ¢(P) = P. S tem je
dokaz izreka koncan. O

Dokaz izreka 5.2. Ce je IF polje z vec¢ kot dvema elementoma, potem
dokaz poteka na skoraj enak nacin kot dokaz izreka 5.1. Pravzaprav
je edina razlika, da uporabimo izrek 5.5 namesto izreka 5.3. Vsi
ostali koraki so enaki. Pri uporabi indukcijske predpostavke se celo
izkaze, da je dokaz izreka 5.2 enostavnejsi od dokaza izreka 5.1.

Preostane nam torej le Se primer, ko je F = 5. Potem pa je
PT,,(F9) kon¢éna mnozica in je zato injektivna preslikava ¢ avtoma-
ti¢no bijektivna. V tem primeru je torej izrek 5.2 direktna posledica
izreka 5.1. U

V nadaljevanju bomo pokazali dva primera avtomorfizmov delno
urejene mnozice PT3(F), ki nista niti oblike (5.1) niti oblike (5.2).

Primer 5.2 Najbo h avtomorfizem polja F in naj bo ¢ : PT3(F) —
PT3(F) preslikava, ki ni¢elno matriko preslika samo vase, identi¢no
matriko preslika v identi¢no matriko in je na netrivialnih idempo-
tentih definirana na naslednji nacin:

Az, y) = A(h(z), h(y)), w,y €T

B(z,y) = B(h(z),y), x,y€F;

C(z,y) —» C(z,y), =yl

K(u,v) = K(h(u),h(v)), u,vel;

L(u,v)r—>L( (u),v), wu,ve€l;

M(u,v) — M(u,v), wu,ve€TF.

Tako definirana preslikava ¢ je seveda bijektivna in ohranja ureje-
nost v obe smeri, vendar ni niti oblike (5.1) niti oblike (5.2).
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5 | Ohranjevalci urejenosti

Primer 5.3 Naj bodo a,b,c,d € F poljubni skalarji, a,c # 0, in
naj bo ¢ : PT3(F) — PT3(F) preslikava, ki ni¢elno matriko preslika
samo vase, identi¢no matriko preslika v identi¢no matriko in je na
netrivialnih idempotentih definirana na naslednji nacin:

A(z,y) — Alax + b,cy +d), x,y €T,

B(a,y) — B(2a,y), .y F;

Cla,y) — C(x, y) z,y € F;

K(u,v) — K(cu — av+d,§v), u,v € IF;

L(u,v) — L(au+b,v), wu,v¢€T;

M(u,v) — M(u,v), wu,veTF.

Kot v prejsnjem primeru lahko preverimo, da je tako definirana
preslikava ¢ bijektivna in ohranja urejenost v obe smeri, vendar ni
niti oblike (5.1) niti oblike (5.2).

102



1]

2]

3]
4]

[10]

[11]

[12]

[13]

Literatura

J. Aczél, J. Dhombres, Functional equations in several varia-
bles, Cambridge University Press, Cambridge 1989.

B. Aupetit, The uniqueness of the complete norm topology in
Banach algebras and Banach Jordan algebras, J. Funct. Anal. 47
(1982), 1-6.

B. Aupetit, A primer on spectral theory, Springer-Verlag, 1991.

B. Aupetit, Spectrum-preserving linear mappings between Ba-
nach algebras or Jordan-Banach algebras, J. London Math. Soc.
62 (2000), 917-924.

B. Aupetit, H. du Mouton, Spectrum preserving linear ma-
ppings in Banach algebras, Studia Math. 109 (1994), 91-100.

L. Baribeau, T. Ransford, Non-linear spectrum-preserving
maps, Bull. London Math. Soc. 32 (2000), 8-14.

W. Benz, Geometrische Transformationen, BI-
Wissenschaftsverlag, Manheim-Leipzig-Wien-Ziirich 1992.

M. Bresar, Commuting traces of biadditive mappings, commu-
tativity preserving mappings, and Lie mappings, Trans. Amer.
Math. Soc. 335 (1993), 525-546.

M. Bresar, A. Fosner, P. Semrl, A note on invertibility pre-
servers on Banach algebras, Proc. Amer. Math. Soc. 131 (2003),
3833-3837.

M. Bresar, C. R. Miers, Commutativity preserving mappings
of von Neumann algebras, Canad. J. Math. 45 (1993), 695-708.

M. Bresar, P. Semrl, On local automorphisms and mappings
that preserve idempotents, Studia Math. 113 (1995), 101-108.

M. Bresar, P. Semrl, Linear maps preserving the spectral ra-
dius, J. Funct. Anal. 142 (1996), 360-368.

M. Bresar, P. Semrl, Finite rank elements in semisimple Ba-
nach algebras, Studia Math. 128 (1998), 287—298.

103



[14]

[15]
[16]
[17]
[18]
[19]

20]

21]

[22]
23]
[24]
[25]
[26]

[27]

28]

[29]

Literatura

M. Bresar, P. Semrl, Spectral characterization of idempotents
and invertibility preserving linear maps, Expo. Math. 17 (1999),
185-192.

M. D. Choi, A. A. Jafarian, H. Radjavi, Linear maps pre-
serving commutativity, Linear Algebra Appl. 87 (1987), 227-241.

J. Dieudonne, Sur une generalisation du groupe orthogonal a
quatre variables, Arch. Math. 1 (1949), 282-287.

M. Eidelheit, On isomorphisms of rings of linear operators, Stu-
dia Math. 9 (1940), 97-105.

C.-A. Faure, An elementary proof of the fundamental theorem
of projective geometry, Geom. Dedicata 90 (2002), 145-151.

A. Fosner, Ohranjevalci obrnljivosti na Banachovih algebrah,
magistrsko delo, Maribor 2004.

A. FoSner, Automorphisms of the poset of upper triangular
idempotent matrices, Linear and Multilinear Algebra 53 (2005),
27-44.

A. Fosner, Order preserving maps on the poset of upper tri-
angular idempotent matrices, Linear Algebra Appl. 403 (2005),
248-262.

A. Fosner, Ohranjevalci na algebrah, doktorska disertacija, Ma-
ribor 2005.

A. FoSner, Non-linear commutativity preserving maps on

M,,(R), Linear and Multilinear Algebra 53 (2005), 323-344.

A. FoSner, A note on local automorphisms, Czech. Math. J. 56
(2006), 981-986.

A. Fosner, Commutativity preserving maps on M, (R), Glas.
Mat. 44 (2009), 127-140.

A. Fosner, P. Semrl, Spectrally bounded linear maps on B(X),
Canad. Math. Bull. 47 (2004), 369-371.

A. Fosner, P. Semrl, Additive maps on matrix algebras pre-
serving invertibility or singularity, Acta Math. Sinica 21 (2005),
681-684.

G. Frobenius, Uber die Darstellung der endlichen Gruppen
durch lineare Substitutionen I, Sitzungberichte Koniglich Preus-
sischen Akademie Wissenschaften Berlin (1897), 994-1015.

W. Fulton, Algebraic topology: a first course, Springer, Gradu-
ate Texts in Mathematics vol 153, New York 1995.

104



[30]

[31]

[32]

33]

[34]

[35]

[36]

37]

[38]

39]

[40]

[41]

42]

[43]

[44]

[45]

Literatura

A. Gleason, A characterization of maximal ideals, J. Analyse
Math. 19 (1967), 171-172.

I. N. Herstein, Jordan homomorphisms, Trans. Amer. Math.
Soc. 81 (1956), 331-341.

R. A. Horn, C. R. Johnson, Matrix analysis, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge 1985.

L.-K. Hua, A theorem on matrices over a field and its applica-
tions, Acta. Math. Sinica 1 (1951), 109-163.

N. Jacobson, C. Rickart, Jordan homomorphisms of rings,
Trans. Amer. Math. Soc. 69 (1950), 479-520.

A. A. Jafarian, A. R. Suorour, Spectrum preserving linear
maps, J. Funct. Anal. 66 (1986), 255-261.

J. P. Kahane, W. Zelazko, A characterization of maximal
ideals in commutative Banach algebras, Studia. Math. 29 (1968),
339-343.

I. Kaplansky, Algebraic and analytic aspects of operator alge-
bras, American Mathematical Society, Providence 1970.

B. Kuzma, Additive mappings decreasing rank one, Linear Al-
gebra Appl. 348 (2002), 175-187.

D. Larson, A. R. Sourour, Local derivations and local auto-
morphisms of B(X), Proc. Symp. Pure Math. 51 (1990), 187-194.

C.-K. Li, S. Pierce, Linear preserver problems, Amer. Math.
Monthly 108 (2001), 591-605.

C.-K. Li, N.-K. Tsing, Linear preserver problems : A brief
introduction and some special techniques, Linear Algebra Appl.
162-164 (1992), 217-236.

M. Marcus, R. Purves, Linear transformations on algebras of
matrices: The invariance of the elementary symmetric functions,

Canad. J. Math. 11 (1959), 383-396.

M. Mathieu, Spectrally bounded traces on C*-algebras, Bull.
Austral. Math. Soc. 68 (2003), 169-173.

M. Mathieu, G. J. Schick, First results on spectrally bounded
operators, Studia Math. 152 (2002), 187-199.

M. Mathieu, G. J. Schick, Spectrally bounded operators from
von Neumann algebras, J. Operator Theory 49 (2003), 285-293.

105



[46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

Literatura

B. S. Mityagin, I. S. Edelhstein, Homotopy type of linear
groups for two classes of Banach spaces, Funktsional. Anal. Pri-
lozhen. 4 (1970), 61-72 (in Russian).

L. Molnar, Orthogonality preserving transformations on indefi-
nite inner product spaces: generalization of Uhlhorn’s version of
Wigner’s theorem, J. Funct. Anal. 194 (2002), 248-262.

L. Molnar, Selected preserver problems on algebraic structures
of linear operators and on function spaces, Springer-Verlag Berlin
Heidelberg 2007.

L. Molnar, P. Semrl, Some linear preserver problems on upper
triangular matrices, Linear and Multilinear Algebra 45 (1998),
189-206.

M. Omladi¢, H. Radjavi, P. Semrl, Preserving commutati-
vity, J. Pure Appl. Algebra 156 (2001), 309-328.

P. G. Ovchinnikov, Automorphisms of the poset of skew pro-
jections, J. Funct. Anal. 115 (1993), 184-189.

C. Pearcy, D. Topping, Sums of small numbers of idempotents,
Michigan Math. J. 14 (1967), 453-465.

S. Pierce et al., A survey of linear preserver problems, Linear
and Multilinear Algebra 33 (1992), 1-130.

L. Rodman, P. Semrl, Orthogonality preserving bijective maps
on real and complex projective spaces, Linear and Multilinear
Algebra. 54 (2006), 335-367.

A. R. Sourour, Invertibility preserving linear maps on £(X),
Trans. Amer. Math. Soc. 348 (1996), 13-30.

P. Semrl, Linear maps that preserve the nilpotent operators,
Acta Sci. Math. (Szeged) 61 (1995), 523-534.

P. Semrl, Spectrally bounded linear maps on B(H), Quart. J.
Math. Oxford 49 (1998), 87-92.

P. Semrl, Non-linear commutativity preserving maps, Acta Sci.
Math. (Szeged) 71 (2005), 781-819.

P. Semrl, Commutativity preserving maps, Linear Algebra
Appl. 429, (2008), 1051-1070.

P. Semrl, Non-linear commutativity preserving maps on hermi-
tian matrices, Proc. R. Soc. Edinb. 139 (2008), 157-168.

106



Literatura

[61] W. Watkins, Polynomial functions that preserve commuting
pairs of matrices, Linear and Multilinear Algebra 5 (1977/78),
87-90.

[62] A. Wilansky, Subalgebras of B(X), Proc. Amer. Math. Soc. 29
(1971), 355-360.

[63] W. Zelazko, A characterization of multiplicative linear functio-
nals in complex Banach algebras, Studia Math. 30 (1968), 83-85.

107




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002000d>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


