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V zgodovini matematike ni iz nobene druzine izslo toliko slavnih mate-
matikov kot iz druzine Bernoulli. Tudi v zgodovini znanosti nasploh ni
najti rodbine, ki bi dosegla impozantnejsi tovrstni rekord.

Trgovska druzina protestantskih Bernoullijev se je
v Casu verske vojne v 16. stoletju umaknila iz ho-
landskega Antwerpna v Basel v Svici, ki je bil tedaj
Ze dolgo pomemben znanstveni center (slika 1). Od
kaonca 17. stoletja dalje pa vse do danes daje ta dru-
Zina znanstvenike razlitnih zvrsti v vsaki generaciji.
Skoraj ducat jih je bilo izjemno uspesnih tudi v ma-
tematiki in fiziki, stirje med njimi so bili ¢lani tujih
znanstvenih akademij (slika 4).
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B Brata dJakob in Johonm
Bernoull:

Zacetnik matematicne ere Bernoullijev je bil Jakob
Bernoulli (slika 2), od katerega smrti je nedavno mi-
nilo 300 let. Z mlajsim bratom Johannom (slika 3)
sta Zivela v €asu odkritja in razvoja diferencialnega
in integralnega racuna.

Dolgo ni bilo jasno, komu pripada prvenstvo pri odkritju metod
odvajanjainintegriranja ter dejstva, da sta ta dva procesa med-
sebojno obratna. Dandanes je dokazano, da sta angleski ucenjak
Isaac Newton in nemski matematik Gottfried Wilhelm Leibniz
odkrila svoji metodi neodvisno drug od drugega - Newton nekaj
let pred Leibnizom, vendar je svoje odkritje prej objavil Leibniz.
Vsekakor pa je bila Leibnizova ola sijajnejsa od Newtonove. Z
objavo Leibnizovih ¢lankov (1684 -1686) se je namret zacelo iz-
jemno plodovito obdobje matematitne dejavnostiv Evropi. Nje-
na pomembna nosilca sta bila brata Bernoulli, ki sta navduSeno
usvajila Leibnizove metode.

Ce bi se ravnala po Zeljah in namenih svojega oteta, bi Jakob in Jo-
hann Bernoulli nikoli ne postala matematika. Jakob, ki je sedem-
najstleten zakljutil studij filozofije, dvaindvajsetleten diplomiral
iz teologije in naj bi postal duhovnik, je proti ocetovi volji Studiral

Slika 1. Svicarsko mesto Basel
lezi ob reki Ren blizu tromeje med
Svico, Francijo in Nemtijo. Iz Basla
izhaja tudi najplodovitejsi mate-
matik 18. stoletja, eden najvecjih
matematikov vseh ¢asov, Leon-
hard Euler.

tudi matematikoin astronomi-
jo. MIgjsi Johann naj bi postal
ali trgovec ali zdravnik. Prvi po-
klic ga ni veselil, je pa triindvaj-
setleten diplomiral iz medici-
ne in hkrati Ze tudi objavil prvi
znanstveni ¢lanek s tega po-
drotja. Njegova doktorska di-
sertacija nekaj let kasneje paje

Slika 3. Johann Bernoulli
(1667-1748)
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mme bila v resnici matematicno delo, kljub me-  Bil je eden prvih, ki so proucevali verjetnostni racun.

dicinski temi, ki jo je obravnavala. Njegova knjiga Ars conjectandi, ki je izSla osem let po
njegovi smrti, obravnava med drugim permutacije in
Ko so v reviji Acta eruditorum iz8li Leib-  kombinacije ter doseze vrh z Bernoullijevim izrekom o
nizovi €lanki, sta se oba brata odlocila, binomskih porazdelitvah.
da postaneta matematika. Bila sta prva
pomembna Leibnizova ucenca. Jakob je
leta 1687 prevzel matematitno katedro
na baselski univerzi in na njej predaval vse
do svoje smrti. Vmes je veliko potoval z
namenom, da se sre€a s tujimi znanstve-
niki. Johann je leta 1697 postal profesor
matematike na univerzi v nizozemskem
Groningenu, po bratovi smrti pa je nasledil
njegovo katedro v Baslu.

Delo Johanna Bernoullija je bilo tesno povezano
z delom starejSega brata, zato je vtasih tezko
razlikovati med njunimi dosezki. S precejsnjo
gotovostjo pa Stejejo Johanna za izumitelja
variacijskega ratuna. To sledi iz njegovega na-
tina obravnave brahistokrone (slika 6), krivulje
najhitrejSega spusta masne totke med dvema
danima totkama v gravitacijskem polju. Tudi Si-
roko poznano »|'Hospitalovo pravilo« za iskanje
limitne vrednosti kvocienta dveh funkcij, ki tezi-
ta k ni¢, je eno od pomembnih odkritij Johanna
Bernoullija. Pravilo nosi napacno ime po fran-
coskem markizu de I'Hospitalu, Bernoullijevemn
ucencu, ki je izdal knjigo, v kateri
je uporabil lekcije svojega utitelja.

-

Slika 2. Jakob Bernoulli
(1654 -1705)

Dopisovanje z Leibnizom ter izmenjava idej in mnenj med obema
bratoma sta vodila do izjemnih matematicnih rezultatov, katerih
osnova so bili Leibnizovi pionirski dosezki. Bratorma Bernoulli gre
namrec na podrogju infinitezimalnega ratuna zasluga za vetino
tega, kar danes najdemo v osnovnih utbenikih s tega podrogja. Pri-
spevala sta tudi resitve stevilnih navadnih diferencialnih enacb.

Na hitro nastejmo Se nekaj njunih rezultatov.

Jakob Bernoulli je uvedel polarne koordinate, prouceval verizni-
co, lemniskato (slika 5) in logaritmicno spiralo. Zadnja ga je s
svojim ohranjanjem pri razlicnih transformacijah tako navdu-
Sila, da so mu jo na njegovo Zeljo vklesali na nagrabnik, sku-
paj z napisom »Eadem mutata resurgo« (Ceprav se spreme-
nim, ostanem ista.). Na3el je tudi enacbo izokrone,
to je krivulje, vzdolz katere se giblje telo v gravitacij-
skem polju z enakomerno hitrostjo. Po-
kazal je, da je to semikubitna parabola.

>
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Nicolaus Bernoulli
(1623 -1708)

Johann|
(1667 -1748)
Nicolaus Il
(1695 -1726)

Jakob | Nicolaus
(1654 -1705) (1662 -1716)

)/r

Nicolaus |
(1687 -1759)

Daniel |
(1700 -1782)

tej generaciji. Kljub otetovim pricakovanjem, da bo postal po-
slovnez, se je odloCil za Studij medicine, ki ga je zaklju€il star
enaindvajset let. Kmalu nato pa je, kot Ze nekaj Bernoullijev
pred njim, pristal v matematiki. Kljub bratovi smrti je ostal v
St. Petersburgu osem let. To so bila najplodovitejsa Danielo-
va leta, morda tudi zaradi sodelovanja z mladim Eulerjem (roj.
1707), ki je bratoma Bernoulli sledil v St. Petersburg.

Zaradi neprijaznega ruskega podnebja se je Daniel leta 1733
vrnil domov in bil najprej deset let profesor botanike in ana-
tomije na baselski univerzi,
nato sedem let predaval psi-
hologijo, kantno pa leta 1750
zasedel fizikalno katedro, ki
mu je po pravici pripadala.
Na njej je z velikim uspehom
predaval skoraj 30 let.

Johann i
(1710 -1790)

Johann il
(1744 -1807)

Daniel Il Danielova dejavnost je bila v

(1751-1834)

Jakob 1l
(1759 -1789)

Slika 4. Rodovno drevo matemati-
¢nih Bernoullijev. Vanj smo vpisali le
najnujnejse. Tako je bil npr. Johann |
dejansko deseti otrok Nicolausa Ber-
noullija. Imena matematikov so izpi-
sana poudarjeno.

H Hasnejse generacije

Poglejmo v naslednjo generacijo. Znano je, da je bil Jakobov sin
Nicolaus mestni svetnik in predstojnik baselskega umetniskega
ceha, trije Johannavi sinovi Nicolaus, Daniel in Johann pa so bili
briljantni matematiki. Vsi trije so bili profesorji matematike na
univerzi, Nicolaus in Daniel v St. Petersburgu, Johann in kasneje
tudi Daniel pa v Baslu. Podobno kot njihova stric in oce so tudi
oni zateli na napatnem podrogju.

Najstarejsi Nicolaus se je komaj trinajstleten vpisal na univerzo
v Baslu, Sestnajst let star diplomiral iz filozofije in pri dvajsetih
doktariral iz pravoznanstva. Ocetu je pomagal pri matemati-
¢nem dopisovanju in se pri tem sam razvil v odlitnega mate-
matika, ki je kmalu zabelezil tudi znanstvene rezultate. Skupaj
z bratom Danielom so ju 1725. leta povabili za profesorja mate-
matike na akademijo v St. Petersburg, vendar je Nicolaus tam
kmalu zbolel za tuberkulozo in Ze prvo leto umrl.

Medtem ko je Nicolaus umrl mlad, je drugi Johannov sin Daniel
(slika 7) dozivel Castitljivo starost. Je najslavnejsi Bernoulli v

Johann Gustave

glavnem posvecena astrono-
miji, fiziki in hidrodinamiki.
Eden od izrekov o hidravlic-
nem pritisku nosi njegovo
ime. Polozil je tudi temelje
kineticni teoriji plinov in sku-
paj z d'Alembertom in Euler-
jem prouceval nihanje strune.
Medtem ko sta njegov oce in
stric razvila teorijo navadnih
diferencialnih enatb, je bil
Daniel pionir na podrogju par-
cialnih diferencialnih enacb. Daniel je bil kar desetkrat dobitnik
nagrade pariske akademije znanosti, ki jo je dobil bodisi sam
bodisi jo je delil s konkurenti. Nagrada za leto 1734, za katero
je kandidiral tudi Danielov oCe Johann, dobil pa Daniel, je ska-
lila odnos med otetom in sinom, ki se je z leti nato samo e
slabsal.

T

Christoph
(1782-1863)

(1811-1863)

Najmlajsi Johann (II) je bil v ne-
kem smislu najuspesnejsi med
brati, saj je nasledil matema-
titno katedro svojega oCeta na
baselski univerzi. Tudi on je pri
sedemnajstih letih najprej koncal
Studij prava in se nato posvetil
matematiki. Stirikrat je ali sam
ali skupaj z ocetom prejel nagra-
do pariske akademije, kar je bilo
nedvomno zadostna kvalifikacija,
da je postal ofetov naslednik. Po-




tem pa je njegova matematicna aktivnost oslabela in se omejila
na obtasne clanke, ceprav je dosegel enako visoko starost kot
oce ali brat Daniel.

Iz te generacije moramo omeniti Se enega Bernoullija. To je bil
Nicolaus (I), sin mestnega svetnika in slikarja Nicolausa, bra-
tranec Nicolausa (1), Daniela in Johanna (I). Studiral je pri svojih
stricih Jakobu in Johannu, hitro napredoval in kmalu dosegel tudi
formalno matematicno izobrazbo. Pri dvaindvajsetih je dokto-
riral e iz prava z disertacijo o uporabi verjetnostnega ratuna
pri pravnih vprasanjih. Bil je ¢lan berlinske akademije, angleSke
Kraljeve druzbe in bolonjske akademije. Nekaj ¢asa je predaval
na katedri za matematiko v Padovi, na kateri je nekot predaval
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tudi Galileo Galilei. Po nekaj letih se je vrnil v Basel, najprej na
katedro za logiko in nato nadaljeval kot profesor na pravu. Stiri-
krat je bil izvoljen za rektorja univerze v Baslu.

Nicolaus je bil nadarjen, a ne prevet produktiven matematik.
Vetina njegovih del je neobjavljenih, ostala so prikrita v sicer bo-
gati korespondenci z drugimi matematiki. Ukvarjal se je z ver-
jetnostnim racunom, konvergenco binomske vrste, problemom
ortogonalnih trajektorij in Riccatijevo diferencialno enacbo.

Tudi kasneje so se pojavljali Bernoulliji, ki so dosegli velik ugled
v matematiki. Toda nobeden od njih ni dosegel slovesa, kakrsen
gre prvima dvema generacijama. ::'::
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Slika 5. Krivulja s polarno enatbo
r’=a’cos 2¢ se imenuje Bernoulli-
jeva lemniskata (osmica).

Slika 7. Daniel Bernoulli
(1700-1782)

ANEKDOTA. Okrog slavnih Bernoullijev se je spletlo veliko legend
in anekdot. Tako se je menda na nekem potovanju mladi Daniel
skromno predstavil slutajnemu sopotniku z besedami: »Jaz sem
Daniel Bernoulli.« »In jaz«, je ironi¢no odvrnil sogovornik, »sem
Isaac Newton.« Ta dogodek je Daniela zabaval vse Zivljenje. Trdil
je, daje bilo to najvetje priznanje, ki ga je kdajkali dobil.
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Slika 6. Leta 1696 je Johann Bernoulli »cvetu matematike tega sveta« zastavil pro-
blem brahistrokrone, to je iskanja krivulje najhitrejsega spusta masne tocke (T) v
navpicni ravnini med danima tockama (od T, do T,) pod vplivom teZnosti. Ceprav
je bilo na voljo pol leta, je resilo problem le pet matematikov: oba brata Bernoulli
(vsak s svojo metodo), Newton, Leibniz in I'Hospital. Zadnji Sele po dopisovanju z
Johannom. Iskana krivulja je cikloida.

H Petecburshi poradoks

S soigralcem meceta kovanec. Igre bo konec, ko prvit pade glava.
Ce se to zgodi ob prvem metu, ti da soigralec en tolar; ce prvi¢ pade
glava ob drugem metu, ti da dva tolarja; e pade glava prvit ob tret-
jem metu, dobi$ od njega Stiri tolarje itd. Na vsakem kasnejsem
koraku se znesek podvoji. Ce se igra konéa z n-tim metom, dobis od
soigralca 2" tolarjev. Kolika si pripravljen placati za pravico do take
igre? (Lahko si mislimo, da gre za nekak3en nakup srecke.)

Po formuli za matematitno upanje je pricakovana vrednost pri tej
igri enaka

1 1 1 1 -
nm ? '1+?'2+f'22+"'+2_” ,2n1+””

kar je otitno neskontno. To je skregano z zdravo pametjo, ki se na-
giblje k zelo skromnemu znesku okoli nekaj tolarjev (za srecko). Od
kod ta prepad med matematiko in naso intuicijo?

Problem je prvi postavil Nicolaus (I) Bernoulli v enem svojih pisem
matematiku Montmortu. Z njim so se Siroko ukvarjali v 18. stoletju,
v St. Petersburgu tudi Daniel Bernoulli. Njegov ¢lanek o tem je izSel
pri tamkajsnji akademiji, kar je verjetno problemu dalo ime.





