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‘Einleituneg.

§ I. Geometrische Gebilde, Begriff der Geometrie. Jeder Kirper
hat verschiedene Eigenschaften oder Merkmale, die wir mit unseren
Sinnen wahrnehmen; er nimmt einen Raum ein, hat eine gewisse Gestalt
und eine bestimmte Lage, er besteht aus einem Stoffe von gewisser Farbe,
Hiirte, hat ein bestimmtes Gewicht, u. s. w. Von diesen verschiedenen
Eigenschaften der wirklichen Korper betrachtet man in der Geometrie
nur die Gestalt, die Grife und die Lage und sieht von allen tibrigen
Eigenschaften ab. Auf diesem Wege gelangt man zur Vorsiellung der
geomefrisehen Korper und sagi:

Ein geometrischer Korper ist ein vollstéindig begrenzter Raum.

Jeder Korper hat drei Ausdehnungen oder Dimensionen: Liinge,
Breite und Hohe (Dicke, Tiefe). Die Grenzen der Korper heiflen Fléchen;
jede Fliche hat zwei Ausdehnungen: Liinge und Breite. Die Grenzen
der Flichen heiflen Linien; jede Linie hat nur eine Ausdehnung: die
Lange. Die Grenzen der Linien heiflen Punkte; Punkte haben keine
Ausdehnung.

Als Beispiel diene ein Wiirfel.

Punkte, Linien, Fliichen und Korper heifien geometrische Ge-
bilde wund die Lehre von der Entstehung und den Eigenschaften der
geometrischen Gebilde heifit Geometrie. ;

Die geometrischen Gebilde sind mit den Sinnen nicht wahrnehmbar;
man kann sich jedoch dieselben durch wirkliche Kirper, welche Modelle
heiBen, sowie durch Zeichnungen oder Figuren veranschaulichen. Ein
geometrisches Gebilde nach bestimmten Angaben zeichnen heifit das-
selbe konstruieren (Konstruktionsaufgaben). |

§ 2. Entstehung der geometrischen Gebilde durch Bewegung. Wenn
ein Punkt sich fortbewegt, so beschreibt er eine Linie. Man unter-
scheidet gerade und krumme Linien.  Je nachdem der Punkt eine
gerade oder krumme Linie beschreibt, sagt man, er behalte wiihrend
der Bewegung seine Richtung bei oder er indere sie fortwithrend.

Wenn einc Linie sich fortbewegt, so beschreibt sie eine Fliche,
vorausgesetzt, daB die Linie nicht in sich selbst fortgeschoben wird,
was z. B. bei einer Geraden miglich ist. Man unterscheidet ebene und
krumme Flichen. In jeder ebenen-Fliche lassen sich nach allen
Richtungen gerade Linien ziehen.

Hoéfevar, Geomelrie fiir Untergymnasien, 6. Aufl. 1



Wenn eine Fliche sich fortbewegt, so beschreibt sie einen Korper,
vorausgesetzt, daf die Fliche nicht in sich selbst fortgesechoben wird,
was z. B. hei einer Ebene miglich ist.

§ 3. Einteilung der Geometrie. Je nachdem die zu betrachtenden
geometrischen Gebilde in einer Ebene liegen oder nicht, heifen sie
ebene oder rdiumliche Gehilde.

Die Lehre von den ehenen Gebilden heifit ebene Geometrie
oder Planimetrie; die Lehre von den ridumlichen Gebilden heift
riumliche Geometrie oder Stereometrie.

Planimetrie.

Die Gerade.

§ 4. Grundeigenschaften der Geraden. Auf Grund der Vorstellung,
welche wir von der geraden Linie besitzen, finden wir leieht die Ant-
worten auf folgende Fragen: Wie viele Gerade lassen sich durch einen
Punkt ziehen? Wie viele Gerade lassen sich durch zwei Punkte
ziechen ¢ Welehe ist die kiirzeste unter allen Linien, durch welche zwei
Punkte verbunden werden kinnen?

Grundsitze vonder Geraden: 1. Durch zwei Punkte ist eine
einzige Gerade miglich. :

2. Die Gerade ist der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten.

Aufgaben. 1. Durch: einen gegebenen Punkt eine Gerade zu
ziehen. — Unbestimmte Aufgabe.

2. Durch zwei gegebene Punkte eine Gerade zu ziehen. — Be-
stimmfe Aufgabe, weil sie eine einzige Lisung zulifit.

Zum Zeichnen von geraden Linien dient das Lineal.

§ 5. Unbegrenzte Gerade oder Strahl, Halbstrahl, Strecke. Iine
Gerade, welche man sich nach beiden Seiten ohne Ende verlingert zu
denken hat, heiit eine unbhegrenzte Gerade oder ein Strahl; sie
wird durch einen oder zwei daran gesetzté Buchstaben bezeichnet und
danach benannt, z. B. die Gerade AB, Fig. 1.

Eine unbegrenzte Gerade wird durch jeden ihrer Punkte in zwei
halbbegrenzte Gerade oder Halbstrahlen geteilt; ein Halb-
strahl wird durch zwei daran gesetzte Buchstaben bezeichnet, von denen
der erste an seinem Grenzpunkte zu stehen hat, z. B. die Halbstrahlen C'4
und OB, Fig. 1. Die Richtung eines Halbstrahles, in welcher man sich
denselben verlingert zu denken hat, wird durch eine Pfeilspitze an-
gedeutet. Eine von zwei Punkten, also vollstindig begrenzte Gerade
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heifit Strecke; die Grenzpunkte heifien auch Endpunkte. Man be-
zeichnet eine Strecke entweder durch zwei Buchstaben, welche an die
Endpunkte gesetzt werden, oder durch einen an die Mitte der Strecke
gestellten Buchstaben, z. B. die Strecken DFE, FG, a, b, Fig. 1.

Eine Gerade, welche durch zwei gegebene Punkte geht, wird die
Verbindungslinie dieser Punkte genannt; die von einem Punkte
zum anderen gezogene Strecke heiBt die Entfernung oder der Ab-
stand derselben. So ist DE (Fig. 1) der Abstand der Punkte ) und E.

G

D
Fig. 1. Fig. 2.

§ 6. Schnittpunkt zweier Geraden. Wenn zwei Gerade nur einen
Punkt gemeinschaftlich haben, so sagt man, sie schneiden sich in
diesem Punkte, und nennt denselben den Durchsechnittspunkt oder
Sehnittpunkt der Geraden. So schneiden sich die Geraden AB und CD
(Fig. 2) im Punkte &S.

§ 7. Vergleichung der Strecken. Zwei Strecken sind gleich, wenn
sie 80 aufeinander gelegt werden Kkinnen, daf ihre Endpunkte und
daher auch alle dazwischen liegenden Punkte zusammenfallen, wie z. B.
die Strecken @ und b, Fig. 1; man schreibt « = 5. Im anderen Falle
sind die Strecken ungleich, wie z. B. DE und FG (Fig.1); von
diesen ist DE die grofiere, /G die kleinere und man schreibt entweder
DE> F@G oder FG < DE.

Aufgahe. Eine gegebene Strecke zu tibertragen, d. h. eine Strecke
zu zeichnen, welche der gegebenen gleich ist.

Zur Vergleichung und zum Ubertragen von Strecken dient der

Zirkel. a b
§ 8. Operationen mit Strecken. So wie . g
mit Zahlen lassen sich auch mit Strecken A B C
gewisse Operationen ausfiihren : a b
1. Addition. Ist AB =@ und BC' =1 D ExiE
I
(Fig. 3), so ist AC die Summe der Strecken b  a-b
a und b, also AC = a + b. Fig. 3.

1*



2, Subtraktion. Ist DE = a und DF = b, so ist FE die
Differenz der Strecken a und b, also FFE = a — b.

3. Multiplikation einer Strecke mit einer ganzen Zahl. Es sei
die Strecke AB = a gegeben und man mache (Fig. 4) AB = CD =
DE = EF = FG = GH; damn ist CE das Zweifache, C'I" das Drei-
fache, CG' das Vierfache, CH das Fiinffache von AB, also

CE = 24, CF = 34, CG = 4a, CH = Ha.
e ) 4. Teilung oder Division
einer Strecke durch eine ganze
Zahl. Es ist AB die Hilfte von
: ; - +——— C'E, ein Drittel von CF, ein
: ~ Viertel von C¢, ein Fiinftel von
Vg CH, also
AB=—§ CE = L. CF =3 LG — L I

Eine Strecke halbieren heifit sie in zwei gleiche Strecken
teilen; der Teilungspunkt wird die Mitte oder der Halbierungs-
punkt der Strecke genannt.

H, Messung oder Division einer Strecke durch eine Strecke.
Eine Strecke messen heift untersuchen, wie oft eine als Lingen-
einheit angenommene Strecke in der gegebenen enthalten ist. Jene
Zahl, welche angibt, wie oft die Lingeneinheit in der gemessenen
Strecke enthalten ist, wird dic MafBzahl der letzteren genannt.

Unser LingenmaB hat das Meter (m) zur Grundeinheit; die Teile
und Vielfachen desselben sind nach dem Dezimalsystem gebildet.

0:1m = 1dm (Dezimeter), 10 m = 1 dkm (Dekameter),
0:01 m = 1 em (Zentimeter), 100 m = 1 km (Hektometer),
0°001 m = 1 mm (Millimeter). 1000 m = 1 km (Kilometer),

10000 m = 1 wm (Myriameter).

Zum Messen von Lingen dienen Stibe von Holz oder Metall sowie
Binder, Ketten w. dgl, auf denen eine oder mehrere Liingeneinheiten
aufgetragen und eingeteilt sind. Solche Vorrichtungen heiBen Ma 8-
stibe, Mefibinder, Mefketten u. s. w. Beim Zeichnen von Plinen,
Landkarten u. dgl. beniitzt man in der Regel verjiingte MaBstiibe, d. h.
gerade Linien, auf denen die Lingeneinheit verkleinert aufgetragen ist.
5 o 7 ] 9 won

| | F | | | |

i | I |

Fig. b zeigt einen verjiingten Mafistah, dessen Einheit 1 m bedeutet,
withrend die wirkliche Liinge derselben 1 em ist; dieser Mafistab gibt
also 5= der Naturgrofie an.



Ubungsaufgaben. 1. Gegeben sind drei Strecken a, b, ¢ u. zw.

@ = b > ¢; man konstruiere die folgenden Ausdricke:
e+ batceb+c,a—8ba—cb—ca+t+btec

2. Das 2-, 3-, 4-, b-fache einer gegebenen Strecke zu konstruieren.

3. Eine gegebene Strecke durch Versuche mit dem Zirkel oder nach dem
Augepmale in 2, 8, 4, 5, 6 gleiche Teile zu teilen.

4. Gegeben ist eine Strecke ¢; man zeichne 3% & 134 %a, 24 a!

5. Mit Hilfe des Mafstabes in Fig. 5 eine gegebene Strecke zu messen.

6. Mit Hilfe dieses MafBstabes eine Strecke von gegebener Linge in 13y der
NaturgréBe zu zeichnen, z. B. 73 m, 65 dm, 240 cm.

Der Kreis. A.

§ 9. Entstehung des Kreises, Erklarungen. Wenn sich eine Strecke
(04, TFig. 6) in der Ebene um einen Endpunkt dreht, bis sie wieder in
ihre urspriingliche Lage zuriickkehrt, so 2
beschreibt der andere Endpunkt derselben
eine krumme Linie, welche Kreiglinie
heifit, und die Strecke selbst beschreibt
die von der Kreislinie hegrenzte Fliche,
welche Kreisfliche heifit. Unter Kreis 7 ¢

; : 17
hat man je nach dem Zusammenhange die n
Kreislinie oder die Kreisfliche zu ver- -
stehen. Die Kreislinie wird auch Um-
fang oder Peripherie der Kreisfliiche 7z
(des Kreises) genannt. Fig. 6.

Die Kreislinie ist demnach eine ge-
schlossene Linie, deren siimtliche Punkte von einem bestimmten Punkte
gleich weit entfernt sind; dieser Punkt heiit Mittelpunkt oder
Zentrum des Kreises (0, Fig. 6). Jede Strecke, welche den Mittel-
punkt des Kreises mit einem Punkte des Umfanges verbindet, heit ein
Halbmesser oder Radius. Alle Halbmesser oder Radien eines Kreises
sind gleich: 04 = OB = OC. Warum?

Jede Strecke, welche zwei Punkte des Kreisumfanges verbindet
heifit eine Sehne, wie DE. Jede durch den Mittelpunkt gehende Sehne
heift Durchmesser oder Diameter, wie AC. Alle Durchmesser
eines Kreises sind gleich; denn jeder Durchmesser ist doppelt so grof als

der Halbmesser.

Aufgaben. 1. Einen Kreis zu konstruieren, wenn der Mittelpunkt
und ein Punkt des Umfanges gegeben sind.

2. Konstruiere einen Kreis, wenn das Zentrum und der Radius

gegeben sind!
Zum Konstruieren von Kreislinien dient der Zirkel.




§ 10. Gegenseitige Lage eines Punktes und eines Kreises. Ein
Punkt, welcher nicht auf dem Umfange eines Kreises liegt, kann ent-
weder innerhalb oder auBerhalb des Kreises liegen. Der Punkt liegt
innerhalb eines Kreises, wenn sein Abstand vom Mittelpunkte (Zentral-
abstand) Kkleiner ist als der Halbmesser; und er liegt aufierhalb des
Kreises, wenn sein Zentralabstand groBer ist als der Halbmesser.

Aufgabe. Einen Punkt zu bestimmen, der von einem gegebenen
Punkte einen gegebenen Abstand hat.

Diese Aufgabe ist unbestimmt, weil es unzihlig viele Punkte gibt,
welche der ausgesprochenen Forderung gentigen. Alle diese Punkte
liegen in der Kreislinie, welche den gegebenen Punkt zum Mittelpunkte
und den gegebenen Abstand zum Halbmesser hat. Man sagt auch: Diese
Kreislinie ist der geometrisehe Ort aller Punkte, welche von dem
gegebenen Punkte den gegebenen Abstand haben.

§ I, Gleiche und ungleiche Kreise. Haben zwei Kreise gleiche
Radien, so heifien sie gleich. Wenn man sie so aufeinander legt, daB
ihre Mittelpunkte zusammenfallen, so decken sich auch die Umfinge
beider Kreise.

Zwei Kreise mit verschiedenen Radien heifien ungleich.

Aufgabe. Einen Kreis zu iibertragen, d. h. aus einem gegebenen
Mittelpunkte einen Kreis zu beschreiben, der einem gegebenen Kreise
gleich ist.

§ 12. Sekante und Tangente. Eine unbegrenzte Gerade, welche mit
dem Kreise zwei Punkte gemein hat, wird eine Sekante genannt,
wie FG (Fig. 7). Wodurch unterscheidet sich demnach die Sekante von
der Sehne ?

Eine Gerade, welche beliebig verlingert mit der Kreislinie nur
einen Punkt gemein hat, heiBt eine Tangente. Man sagt, sie be-
rithre den Kreis, z. B. HT; H ist der Beriihrungspunkt.

§ 13. Bogen, Sektor, Segment. FEin Teil des Kreisumfanges heifit
ein Kreishogen (NP, Fig. 7). Zwei Bogen, welche einem und dem-
selben Kreise oder zwei gleichen Kreisen angehoren, kionnen hinsichtlich
ihrer GroBe wie zwei Strecken miteinander verglichen werden. Zwei
Kreishogen von gleichem Halbmesser werden gleich genannt, wenn
man sie 80 aufeinander legen kann, daB sie sich ganz decken; sonst
heifien sie ungleich. Zwei gleiche Bogen desselben Kreises, wie 4B
und C'D (Fig. 8), konnen dadurch zur Deckung gebracht werden, daf
man den einen Bogen an seinem Platze lift und die Kreislinie mit dem
anderen Bogen in sich selbst verschiebt.
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Jeder Durchmesser teilt den Kreis in zwei gleiche Teile. Jede
andere Sehne teilt den Kreis in zwei ungleiche Bogen, z. B. die Sehne 4B
(Fig. 8); der Kkleinere von beiden heift der zur Sehne gehdrige
Bogen. Ein Teil der Kreisfliiche, welcher von zwei Radien und einem
Bogen begrenzt wird, heifit ein Kreisausschnitt oder Sektor, wie
NOP (Fig. 7). Ein Teil der Kreisfliche, welcher von einer Sehne und
einem Bogen begrenzt wird, heift ein Kreisabschnitt oder Seg-
ment, wie HJL und HJP.

Fig. 7. Fig. 8.

§ 14. Beziehung zwischen Bogen und Sehne. Wenn die gleichen
Bogen 4B und CD (Fig. 8) zur Deckung gebracht werden, so fallen
die Punkte 4 und C, ferner die Punkte B und .D zusammen. Daher
decken sich auch die Sehnen 4B und C'D und sind also einander gleich
d. h. in demselben Kreise oder in gleichen Kreisen ge-
horen zu gleichen Bogen gleiche Sehnen. TUmgekehrt: Zu
gleichen Sehnen gehtren in demselben Kreise oder in
gleichen Kreisen gleiche Bogen.

Auf Grund des letzten Satzes kinnen Bogen in demselben Kreise
oder in gleichen Kreisen tiibertragen werden, indem man ihre Sehnen
iibertriigt. Kreishogen von gleichem Halbmesser konnen ebenso wie
Strecken addiert und subtrahiert werden. Auch kann man einen Kreis-
bogen mit einer ganzen Zahl multiplizieren (vervielfachen) und durch
eine ganze Zahl oder einen Kreishbogen von gleichem Halbmesser divi-
dieren (teilen, messen).

Ubungsaufgaben. 1. Einen Bogen zu ibertragen.

2. Das 2-, 3-, 4-, bfache eines gegebenen Bogens zu konstruieren.

3. Einen gegebenen Bogen durch Versuche mit dem Zirkel oder nach dem
Augenmafe in 2, 8, 4, 5, 6 gleiche Teile zu teilen.

§ 15. Einteilung des Kreisumfanges. Die Peripherie eines jeden
Kreises denkt man sich in 360 gleiche Bogen geteilt und nennt einen
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solchen Teil einen Grad (°, genauer Bogengrad. Der 60. Teil
eines Bogengrades heift eine Bogenminute oder einfach Minute (),
der 60. Tell einer Bogenminute heifit eine Bogensekunde oder ein-
fach Sekunde (“). Ein Grad hat also
¢ 60 Minuten (‘), eme Minute 60 Se-

kunden (“).

Die Hilfte eines Kreises heifit Halb-
kreis (EGF, Fig. 9), der vierte Teil
Quadrant (EG), der sechste Teil Sex-
tant (EJ), der achte Teil Oktant (EH).
Wie viele Grade hat ein Halbkreis, ein
Quadrant, ein Sextant, ein Oktant?

Ubungsaufgaben. 1. Man zeichne
nach dem Augenmafe den vierten Teil eines
Fig. 9. Quadranten, den dritten Teil eines Oktanten,
den fiinften Teil eines Sextanten!

2. Wie viele Grade hat der fiinfte Teil des Quadranten, der vierte Teil
des Sextanten!

3. Wie viele Grade hat der neunte, der fiinfzehnte Teil der Peripherie?

§ 16. Aufgaben. 1. Einen Punkt zu bestimmen, der von zwei ge-
gebenen Punkten 4, B (Fig. 10) einen gegebenen Abstand e hat. — Der
gesuchte Punkt muf in dem Kreise mit dem Zentrum 4 und dem Ra-
diug ¢ und zugleich in dem Kreise mit dem Zentrum B und dem Ra-
dius ¢ liegen. Die Schnittpunkte X und Z der beiden Kreise entsprechen
also der gestellien Aufgabe. Gibt es immer zwei solche Punkte?

Ubungsaufgaben. 1. AB = 3 cm, ¢ = 2 em.

2.4 B —diem, ei=4 cm.
3. 4B = 36 mm, ¢ = 18 mm.

AR
ey
A i
e o { \‘ i 7 +I! | t 7
@ P b/
E iy
A
/\/<Z\ "’/)<i/
Fig. 10. Fig. 11.

2. Einen Punkt zu konstruieren, der von zwei gegebenen Punkten
(', D verschiedene gegebene Abstinde hat, u. zw. von ¢ den Ab-
stand p, von D den Abstand ¢. (Sieh Fig. 11.)



Ubungsaufgaben. 1. CD = 5 cemyp = 8 cm, ¢ = 1 cm.
2. CD =85 cm, p= 2 cm; g = 3 cm.
3. CD = 36 mm, p = 156 mm, ¢ = 21 mm.
4. In einer gegebenen Geraden einen Punkt zu bestimmen, der von einem
gegebenen auBerhalb der Geraden liegenden Punkte einen gegebenen Abstand hat.

Der Winkel.

§ I7. Entstehung des Winkels, Erklarungen. Ein Winkel entsteht,
wenn eine halbbegrenzte Gerade (4B, Fig. 12) sich in der Ebene um
ihren Grenzpunkt dreht. Man verstebt unter dem Winkel jenen Teil
der Ebene, welcher dabei von der Geraden beschrieben wird. Die erste
und die letzte Lage der bewegten Geraden (4B, AC) heiflen die
Schenkel, ihr Grenzpunkt (A4) heifit der Scheitel des Winkels.

Man bezeichnet den Winkel entweder durch
einen Buchstaben, welcher in der Winkelfliiche
in der Nihe des Scheitels steht, oder durch
einen Buchstaben am Scheitel und setzt das Z
Winkelzeichen vor; also <Cw oder <t A. \

(4

Hinfig ist es notwendig, zur Bezeichnung der z £ % yl
Winkel drei Buchstaben zu verwenden, von

denen der erste und der letzte an den Schen- / r
keln stehen, der mittlere aber am Secheitel, Fig. 12.

also <C BAC oder < CAB.

Die Griofe eines Winkels ist von der Linge seiner Schenkel un-
abhiingig, d. h. es ist gleichgiiltig, ob man die Schenkel lang oder kurz
zeichnet, immer kann man sich dieselben (iiber B und €' hinaus) be-
liebig verldngert denken.

Zwei Winkel heiflen gleich, wenn sie so aufeinander gelegt
werden konnen, daB die Schenkel des einen auf die Schenkel des
anderen fallen. Sonst heiflen sie ungleich, wie z B. die Winkel
und y in Fig. 20. — Wie erkennt man durch Aufeinanderlegen un-
gleicher Winkel, welcher der grofBere und welcher der kleinere ist?

§ 18. Links- und Rechtsdrehung. Jede halbbegrenzte Gerade kann
sich in der Ebene um ihren Grenzpunkt nach zwei entgegengesetzten
Seiten drehen. Der Halbstrahl 4B (Fig. 12) kann sich entweder gegen
/ oder gegen r hin drehen. Die Drehung von AB gegen [ hin heifit
Linksdrehung (positive Drehung), die andere heift Rechtsdrehung
(negative Drehung). Denn wenn man, eine horizontale Fliche voraus-
gesetzt, in A steht und gegen B hinsieht, so hat man [ zur linken
und 7 zur rechten Hand. — Was fiir eine Drehung machen die Zeiger
einer Uhr?
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§ 19. Einteilung der Winkel. Zwei Gerade, die von einem Punkte
ausgehen, bilden zwei Winkel; der kleinere von diesen heifit hohl oder
konkav, der grofere erhaben oder konvex. In Fig. 12 ist der hohle
Winkel w der Geraden 4B und AC, welcher durch Linksdrehung von
AB nach AC entsteht, durch den gekriimmfen Pfeil niiher bezeichnet;
der durch Rechtsdrehung von AB nach AC beschriebene Winkel ist ein
erhabener. Ohne besondere Hervorhebung ist immer, wenn man von

dem Winkel zweier Geraden spricht, der

m kleinere oder hohle gemeint.
’ - Ein Winkel, dessen Schenkel nach

v hy : anE
Fig. 13 entgegengesetzten Seiten in einer Geraden

liegen, heiBt ein gestreckter oder ge-
rader Winkel (PSQ, Fig. 13); derselbe entsteht durch eine halbe Um-
drehung eines Halbstrahles. Alle gestreckten Winkel sind einander
gleich; warum ?

Jeder hohle Winkel ist kleiner, jeder erhabene ist grofer als ein
gestreckter Winkel.

Die Hiilfte eines gestreckten Winkels heifit ein rechter Winkel
(ASB, Fig. 14); ein solcher entsteht durch eine Vierteldrehung einer

. Geraden.  Alle
& rechten Winkel
sind einander
gleich; warum?
2 Jeder Win-
3 5 0 !(el, der. kleiner
Fig. 14, Fig. 15, ist als ein rech-
ter, heiBt spitz;
jeder hohle Winkel, der grofier ist als ein rechter, wird stumpf ge-
nannt (COD, Fig. 15).

Der Winkel, welchen eine halbbegrenzte Gerade bei einer ganzen
Drehung beschreibt, heifit ein voller Winkel.

Der rechte Winkel wird hiiufig mit R bezeichnet; der gerade
Winkel ist demnach gleich 2 R, der volle gleich 4 R.

Beim praktischen Zeichnen bedient man sich zur mechanischen Konstruktion
von rechten Winkeln der sogenannten ,Dreiecke”; eine geometrische Konstruktion
(mit Zirkel und Lineal) des rechten Winkels folgt spater.

§ 20. Richtungsunterschied zweier Halbstrahlen. Normale und schiefe
Lage. Die Grofe eines Winkels ist aussehlieflich von den Richtungen
und nicht von der Grifie seiner Schenkel abhiingig. Zwei Halbstrahlen,
die von einem Punkte ausgehen, haben verschiedene Richtungen;
der hohle Winkel, den sie bilden, ist das Maf ihres Richtungs-
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unterschiedes. Bilden sie einen gestreckten Winkel, so haben sie
entgegengesetzte Richtungen, wie SP und SQ, Fig. 13.

Wenn zwei sich schneidende Gerade rechte Winkel bilden, so sagt
man, sie durchschneiden sich rechtwinklig, sie haben eine normale
(oder senkrechte) Lage gegeneinander. Man nennt die eine eine Nor-
male der anderen. In der Figur 16 ist C'D eine Normale von 4B und
AB eine Normale von C'D. Man schreibt dies in folgender Weise an:
CD | AB (sprich: P ¢
C'D normal zu 4B)
oder AB | CD. In
jedem. Punkte einer
" Geraden ist zu ihr
nur eine Normale
moglich; -~ warum ?

Man hiite - sich,
den Begriff ,normal® J
(oder senkrecht) mit Fig. 16. Fig. .17
dem Begriffe ,vertikal
oder lotrecht® zu verwechseln. Die vertikale Richtung wird durch einen Faden
angegeben, welcher an dem einen Ende befestigt und durch einen am anderen Ende
frei hangenden Kérper gespannt ist. Beispiele fiir normale und fiir vertikale Gerade.

Bilden zwei sich schneidende Gerade spitze und stumpfe Winkel,
S0 sagt man, sie haben eine schiefe Lage gegeneinander, sie durch-
schneiden sich schiefwinklig; z B. EF und G'H, Fig. 17.

§ 2I. Das Winkelmaf}. Bei der Bestimmung des Winkelmafies geht
man vom rechten Winkel aus; man denkt sich denselben in 90 gleiche
Teile geteilt und nennt einen solchen Teil einen Winkelgrad
oder einfach Grad (). Der 60. Teil eines Winkelgrades heifit eine
Winkelminute oder einfach Minute (*), der 60. Teil einer Winkel-
minute heiBt eine Winkelsekunde oder einfach Sekunde (“).

Der rechte Winkel hat demnach 90 Grade, der gestreckte hat
180 Grade und der volle 360 Grade.

Ubungsaufgaben. Driicke in Graden, Minuten und Sekunden aus:

A 2 r 7

H

1.5.:1000%; 2. 58294%, 3. 201600,
4. 2420°12%, 5. 36:45% 6. 7:36%
7. 103°, 8. 492§
Driicke in Graden und Dezimalteilen eines Grades aus:
91 T519% 4b% 10.7561°-59! /80", 11 48° 74307,

19 =100 13122, 13,4980 gt 4R
Driicke in Sekunden auns: :
14, 360°, 15. 64° 49/, 16. 57217 4b",
17. Unter den folgenden Winkeln die spitzen, die stumpfen und die erhabeiien
anzugeben:

L3

135°, 759 210° 36°, 324°% 160° 270°, 100°.
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18. Gegeben sind drei Winkel z, y, z im Gradmafe uw. zw. & =y = z;
man berechne die folgenden Ausdriicke: z 4+ 3, o+ 2y + 32—y ¢ — 3

y—zzTytea
Z. Bz = 78Y-bt by — BE% AL 19t 2 =rdn 0L AR

19. Das 2-, 3-, 4-, 5-fache eines gegebenen Winkels zu berechnen; z B. von
22° 36° 48",

20. Die Hilfte, den dritten, vierten und fiinften Teil eines gegebenen
Winkels zu berechnen; z. B. von 44° 15%

21. Wie viele Grade haben folgende Winkel :

212, zlﬂ =R, 1312 2m1a

92. Einen gegebenen Winkel durch einen zweiten gegebenen Winkel zu messen;
7. B. @) 54%:12°, b) 180° : 220 30¢, ¢) 142°: 9° 28",

28. Wie oft enthalt ein voller Winkel a) 12° 5) 18 ¢) 25°% d) 45°?

24. Man berechne den Winkel, welchen a) der Stundenzeiger, b) der Minuten-
zeiger einer Uhr in einer gegebenen Zeit beschreibt, z. B. in 4 Stunden und
15 Minuten.

§ 22. Der Zentriwinkel und der zugehdrige Bogen. Ein Winkel,
dessen Scheitel zugleich Mittelpunkt eines Kreises ist, heifit ein Zentri-
winkel (AMB Fig. 18). Der in der Winkelfliiche liegende Bogen wird

der zumWinkel gehorige

e Bogen genannt.
R Zwei gleiche Winkel kann
// \ man so aufeinander legen, daf
sie sich ganz decken; wenn
= ! " dies geschieht, so decken sich
Fig, 18. auch die mit gleichen Halb-
messern  beschriebenen zuge-
horigen Bogen, d. h. in demselben Kreise oder in gleichen
Kreisen gehoren zu gleichen Zentriwinkeln gleiche
Bogen. Umgekehrt: Zu gleichen Bogen gehdren in dem-
selben Kreise oder in glelchen Kreisen gleiche Zentri-

winkel.

Mittels des letzten Satzes kann man das Ubertragen und Teilen
von Winkeln auf das Ubertragen und Teilen von Bogen zurtickfiihren.

Aufgabe. Einen gegebenen Winkel zu iibertragen, d. h. einen
Winkel zu konstruieren, der dem gegebenen gleich ist. — Wenn AMB
(Fig. 18) der gegebene Winkel und NC' ein Schenkel des zu konstruierenden
Winkels ist, so beschreibe man aus den Scheiteln M und N mit dem-
selben Halbmesser die Bogen AB und CD, denke sich die Sehne AB
gezogen und in die Lage CD iibertragen. Begriindung?

Weil sowohl die Kreisperipherie als auch der volle Winkel in 360
Grade geteilt wird, so folgt weiter: Jeder Winkel hat ebensoviel
Grade wie der zugehirige Bogen, oder 'genauer: Jeder Winkel hat
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cbensoviel Winkelgrade wie der zugehorige Bogen Bogengrade. Diese
Beziehung wird auch in folgender Weise ausgedriickt: Der Winkel
hat den zugehirigen Bogen zum MafBe.

Unter einem Transporteur versteht man einen Halbkreis aus
Karton, Messing u. dgl,, auf welchem eine Einteilung in Grade an-
gebracht ist. (In der Figur 19 betriigt der kleinste Teil des Halbkreises
5 Grade.) Der Transporteur 90
dient zum Messen und Uber-
fragen von gegebenen Win-
keln und zum Zeichnen von
Winkeln, welche eine ge- %7 30
gebene Anzahl von Graden
_haben.

720 o

Ubungsaufgaben. 1. Einen 180 3 | ¢
gegebenen Winkel mit Hilfe des M
Transporteurs zu messen.

2. Einen im Gradmafe ge-
gebenen Winkel zu zeichnen, z. B. Fig. 19.
B4%, 720, 130°, 215",

3. Einen gegebenen Winkel mit Hilfe des Transporteurs zu iibertragen.

4, Man zeichne drei Winkel, welche zusammen einen gestreckten Winkel
ausmachen, und messe dieselben! Wie grof soll die Summe der drei Magzahlen sein ?

§ 23. Operationen mit Winkeln. Ist (Fig.20) AOB = 2z und BOC' =y,
so ist AOC die Summe der Winkel 2 und y, also AOC=a 4 y. Ist
ferner DSF = = und ESF = y, so ist DSE die Differenz der
Winkel  und y, also DSE = 2 — 3. Wie erhiilt man ein Vielfaches

eines gegebenen Winkels ?

!
B k5
E
X i X X-y
0 A S D

Fig. 20.

Ist ein gegebener Winkel in eine gegebene Anzahl gleicher Teile
zu zerlegen, so teile man einen zugehtrigen Bogen in die vorgeschriebene
Anzahl gleicher Teile und verbinde die Teilungspunkte mit dem
Scheitel. — Halbieren eines Winkels, Halbierungslinie.

Ubungsaufgaben. 1. Gegeben sind drei Winkel 2, », z u. zw. sei
@ = y = z; man konstruiere die folgenden Ausdriicke:

ztg2t+aytrz—ypr—zny—znet+yta

2, Das 2-, 3-, 4, 5-fache eines gegebenen Winkels zu konstruieren.
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3. Einen gegebenen Winkel durch Versuche mit dem Zirkel oder nach dem
Augenmafe in 2, 3, 4, 5, 6 gleiche Teile zu teilen.

4. Einen rechten Winkel nach dem fkugenmaﬁe (durch Halbieren des ge-
streckten) zu zeichnen.

5. Folgende Winkel zu zeichnen:

Bt d e 9
giaaiath Lk

6. Man zeichne eine Windrose und gebe zu folgenden Richtungen die
Normalen an:
NO, SSW, ONO.
7. Man bestimme die Winkel zwischen folgenden Richtungen der Windrose:
NO und SO, ONO und 0S50, WSW und O, ONO und WNW.

§ 24. Nebenwinkel. Wenn man einen Schenkel eines gegebenen
Winkels iiber den Scheitel hinaus verlingert, so entsteht ein Neben-
winkel; so ist FiSG (Fig. 17) ein Nebenwinkel von FESG und um-
gekehrt. Nebenwinkel sind also zwei Winkel, welehe einen Schenkel
gemeinsam haben, wihrend die beiden anderen Schenkel eine Gerade
bilden.

Die Summe zweier Nebenwinkel ist ein gestreckter
Winkel oder gleich 2 B. Von zwei ungleichen Nebenwinkeln ist der
eine spitz, der andere stumpf (Fig. 17). Sind zwei Nebenwinkel gleich, so
ist jeder ein Rechter (Fig. 16). ;

§ 25. Scheitelwinkel. Wenn man beide Schenkel eines Winkels
iiber den Scheitel hinaus verlingert, so bilden die Verlingerungen den
Scheitelwinkel des gegebenen; so ist FISH (Fig. 17) der Scheitel-
“winkel von ESG' und umgekehrt. Scheitelwinkel sind also zwei Winkel,
bei demen die Schenkel des einen Winkels die Verlingerungen der
Schenkel des anderen sind.

Scheitelwinkel sind einander gleich, weil sie durch eine
und dieselbe Drehung entstehen. Denn wenn eine unbegrenzte Gerade
gich um einen ihrer Punkte dreht, so beschreibt sie ein Paar Scheitel-
winkel, z. B. EF' (Fig. 17) durch-Rechtsdrehung das Paar KESG, FSIH,
durch Linksdrehung das Paar ESH, FSG.

§ 26. Komplementdre und supplementire Winkel. Zwei Winkel,
deren Summe 909 betriigt, heifen komplementiire Winkel und jeder
von ihnen wird das Komplement des anderen genannt.

Zwei Winkel, deren Summe 180 ° betriigt, heiflen supplementiire
Winkel und jeder von ilmen wird das Supplement des anderen
genannt.

Gleiche Winkel haben gleiche Komplemente und gleiche Supplemente
und umgekehrt.

Ubungsaufgaben. Von einem gegebenen Winkel o) das Komplement,
b) das Supplement zu berechnen, z. B. von 60° 44° 19/, 71° 32 13“
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Die Parallelen.

§ 27. Erklarungen. Zwei Gerade in derselben Ebene, welche be-
liebig verlingert sich nicht schneiden, heifien parallel. Sind 4B und
CD (Fig. 21) parallel, so schreibt man 4B || C'D (spr. AB parallel
zu D). Zwei parallele Gerade haben gleiche oder entgegengesetzte
Richtungen; so sind die

Richtungen 4B und CD A )] P\
gleich, hingegen die Rich- g
tungen CD und EF ent- , 2 \::~> s
gegengesetzt. =
Zwei Gerade in der- /’2
selben Ebene, welchenicht 7 VA A"
parallel sind, treffen hin- Fig. 21. Fig. 22,

reichend verlingert in
einem Punkte zusammen, wie NE und PQ, Fig. 22. Solche Gerade
konvergieren gegen ihren Schnittpunkt, und sie divergieren nach
der anderen Seite hin.

Man suche Beispiele fiir zwei parallele und zwei sich.schneidende Gerade an
den Begrenzungslinien einer Schultafel, einer Wand u. 8. w.!

§ 28. Grundeigenschaften der Parallelen. Aus unserer Vorstellung
von den Parallelen ergibt sich die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Durch einen gegebenen Punkt kann man zu einer ge-
gebenen Geraden eine einzige Parallele ziehen (1. Grund-
satz von den Parallelen).

Durch den Punkt 4 (Fig. 23) kann man nur eine Gerade ziehen,
welche zur Geraden BC' parallel ist, ndimlich DE; jede andere durch
den Punkt A gehende Gerade, z. B. FG, ist zu BC nicht parallel.
Daraus folgt: '

a) Zwei Ge- 7 r

rade, die zu 7 S T
einer dritten 7 Z o
parallel sind,
sind auch unter-
einander paral- 3 iy A
lel. Wenn HJ || MN Fig. 23. Fig. 24.
und KL | MN (Fig-
24), so ist auch HJ | KL; denn wire /J nicht parallel zu KL, so
miifiten diese Geraden hinreichend verliingert in einem Punkte S zu-
sammentreffen und es gingen durch diesen Punkt zwei Parallele zur
Geraden MN, was nicht moglich ist.
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b) Schneideteine Gerade dieeine von zwei Parallelen,
so muf sie auech die andere schmeiden. Wem DE | BC
(Fig. 28) ist und FG die Gerade DE schneidet, so muB FG auch BC
schneiden; sonst gingen durch den Schnittpunkt A zwei Parallele zur
Geraden BC, was nicht miglich ist.

§ 29. Gegenwinkel, Wechselwinkel, Anwinkel. Eine Gerade, welche
zwei oder mehrere andere Gerade schneidet, wird eine Transversale
derselben genannt. Durch zwei Gerade und eine Transversale (Fig. 25
oder 26) werden acht Winkel gebildet, von denen die zwischen den
geschnittenen Geraden liegenden (p, ¢, 7, s) die inneren heiBen,
wihrend die anderen (m, n, v, ») die 4ulleren genannt werden.

Z £ ;
d -
45 7 A 20 A
g

7
9/p 2 P
/s A\ D
¢ v/ 2 4 v \U
e F
Fig. 25. Fig. 26.

Ein HuBerer, und ein innerer Winkel an verschiedenen Scheiteln
und _auf derselben Seite der Transversale heifen Gegenwinkel; z B.
m und 7, n und s, p und %, ¢ und ».

Zwei innere oder zwei #ufere Winkel an verschiedenen Scheiteln
und auf entgegengesetzten Seiten der Transversale heifen Wechsel-
winkel; z. B. m und %, n und », p und 7, ¢ und s.

Zwei innere oder zwei Huflere Winkel auf derselben Seite der
Transversale heiffen Anwinkel; z. B.m und », » und %, p und s, ¢

und 7. ;
Ubungen im Bestimmen von Gegen-, Wechsel- und Anwinkeln.

§ 30. Parallelen-Theorie. Die Winkel zwischen zwei sich
schneidenden Geraden indern sich nicht, wenn die eine
Gerade parallel zu ihrer urspriinglichen Lage fortsehrei-
tet (2. Grundsatz von den Parallelen).

Gelangt AB (Fig. 26) durch Parallel-Verschiebung in die Lage C'D,
g0 ist L m =, n = 8, p = u, ¢ = v, d.h. je zwei Gegenwinkel
sind gleich. Die Gegenwinkel sind jedoch ungleich, wenn die Ge-
raden AB und CD nicht parallel sind (Fig. 25).



17

Bei der in Fig. 26 angedeuteten Parallel-Verschiebung kommt <X m
an die Stelle des < r, wird also Scheitelwinkel von w; daher ist <C m
= u. Ebenso ist n = v, p=1r, ¢ = s, d. h. je zwei Wechsel-
winkel sind gleich. In Fig. 25 gelten diese Gleichungen nicht.

Bei der Parallel-Verschiebung von AB in die Lage C'D (Fig. 26)
werden ferner die Winkel m und v zu Nebenwinkeln, daher ist m - v
= 2R; ebenso ist n +u = 2R, p+s = 2R, ¢+ r = 2R, d. h.
je zwei Anwinkel sind supplementiir. Dies findet nicht statt, wenn AB
und CD nicht parallel sind (Fig. 25).

Hieraus folgt:

a) Parallele Gerade bilden mit jeder Transversale
gleiehe Gegenwinkel, gleiche Wechselwinkel und supple-
mentiire Anwinkel.

b) Bilden zwei Gerade mit einer Transversale gleiche
Gegenwinkel oder gleiche Wechselwinkel oder supple”
mentdre Anwinkel, so sind sie parallel.

Aufgaben. 1. Durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen
Geraden die Parallele zu konstruieren. — Man ziehe durch den gege-
benen Punkt 4 (Fig. 27) eine die gegebene Gerade BC' schneidende
Gerade 4D und mache < EAD = BDA; dam ist AE| BC. Wie
konstruiert man die Parallele mit Hilfe der Gegenwinkel ?

Zur mechanigchen Konstruktion von Parallelen dienen die ,Dreiecke®.

2. Man konstruiere zwei sich schneidende Gerade, welche zu den
Schenkeln eines gegebenen Winkels parallel sind, und gebe an, welche
Beziehungen zwischen den vier dadurch entstehenden Winkeln und dem
gegebenen stattfinden (Parallelwinkel).

Ubungsaufgabe. Aus einem der Winkel in Fig. 26 die iibrigen zu
berechnen, z. B. a) m = 75°% &) n = 114° 17’ 38".

b/} F
A S
~N
PN j
Y /
// \\ //
Bl r A 7
1B B,
T (i v
Fig. 27. Fig. 28.

§ 3. Eigenschaften der Normalen. Durch Anwendung der Parallelen-
Theorie auf die Normalen ergeben sich die folgenden zwei Sitze:

a) Alle Normalen einer Geraden sind zueinander
parallel. Wemn CD | AB und EF | AB (Fig. 28), so sind die

Ho&evar, Geometrie fiir Untergymnasien, 6, Aufl. 2
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Gegenwinkel ACD und CEF gleich (warum?). Daher sind die Geraden
C'D und EF parallel.

b) Ist von zwei parallelen Geraden die eine zu einer
dritten normal, so ist es auch die andere. Denn verschiebt
man eine Normale C'D der Geraden AB in eine parallele Lage EF, so
ist nach dem zweiten Grundsatze von den Parallelen auch EF | AB.

Das Dreieck.

§ 32. Erklarungen. Wenn man drei Punkte, welche nicht in einer
Geraden liegen, durch Strecken verbindet, so entsteht eine ebene Figur,
welche Dreieck genannt wird (4BC, Fig. 29). Die begrenzenden
Geraden AB, AC, BC heiBen die Seiten, die Punkte 4, B, C' die

Ecken oder Eekpunkte des Dreieckes;

(£ je zwei Seiten bilden einen Winkel des

Dreieckes. Alle Seiten zusammen bilden

den Umfang und die Griofe der von

ibnen begrenzten Fliiche heiBt der Fli-
cheninhalt des Dreieckes.

Jeder Seite des Dreieckes liegt ein
# Winkel gegeniiber und jedem Winkel eine

Fig. 29. Seite (Gegensticke), wie 4B und

<X ¢. Man bezeichnet hiiufiz die Seiten

des Dreieckes ABC mit den Buchstaben a, b, ¢, so daBi den Gegen-

stiicken gleiche Buchstaben entsprechen. An jeder Seite des Dreieckes

liegen zwei Winkel, welche in Bezug auf erstere die anliegenden

Winkel heiflen; so liegen an der Seite AB oder ¢ die Winkel 4 und B.

Jeder Winkel des Dreieckes wird von zwei Seiten gebildet und heift

in Bezug auf dieselben der eingeschlossene Winkel, wihrend

diese die einschliefienden Seiten genannt werden; so ist A4 der
von den Seiten & und ¢ eingeschlossene Winkel.

Irgend eine Seite des Dreieckes, meist die horizontal gezogene, wird
als Grundlinie oder Basis desselben und die der Grundlinie gegen-
iiberliegende Tcke als Spitze des Dreieckes bezeichnet. Die Normale,
welche von der Spitze zur Grundlinie (bis zu derselben oder deren Ver-
lingerung) gezogen wird, heift Hohe des Dreieckes; so ist in Bezug
auf AB als Grundlinie C' die Spitze und C'D die Hohe des Dreieckes ABC'

Verlingert man eine Dreiecksseite, so bildet die Verlingerung mit
der anstofenden Dreiecksseite einen AuBenwinkel, wie z. B. d, ¢, f
in Fig. 32. TIm Gegensatze dazu heiBen dic Winkel des Dreieckes auch
Innenwinkel. Jeder Aufienwinkel ist ein Nebenwinkel zum an-
liegenden Innenwinkel. ;

fa

I
|
|
i
v/
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§ 33. Beziehungen zwischen den Seiten. @) Aus dem Grundsatze,
dafi die Gerade der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten ist, folgt,
daB jede Seite des Dreieckes, selbst die grioBte, kleiner ist als die
Summe der beiden anderen Seiten; z. B. ¢ << a - b (Fig. 29).

Jede Dreiecksseite ist also kleiner als die Summe
der beiden anderen.

b) Ist im Dreiecke ABC' (Fig. 29) weder b \
a noch b grofer als ¢, so ist sicher ¢c>b — a. \
Dreht man ferner @ um den Punkt B nach B ot e
links und & um den Punkt 4 nach rechis L% G B
g0 lange, bis diesé zwei Seiten in die dritte Fig. 30.

fallen (Fig. 30), so erkennt man unmittelbar,
daf a>c—0b und b>c-—a ist. Jede Dreiecksseite ist
also grofier als die Differenz der beiden anderen, -

Ubungsaufgaben. 1. Gegeben sind die drei Seiten eines Dreieckes; den
Umfang zu berechnen. a = 87 om, b = 65 e¢m, ¢ = 4'8 cm.

2. Gegeben sind der Umfang und zwei Seiten eines Dreieckes; die dritte
Seite zu berechnen. u = 880 c¢m, @ = 156 em, b = 104 cm.

8. Aus zwei gegebenmen Seiten eines Dreieckes die Werte zu berechnen,
zwischen denen die dritte liegen muf. a) a = 16 em, b = 9em, b)) a = b =1m.

§ 34. Beziehungen zwischen den Winkeln. «) Verlingert man die
Seite AB des Dreieckes ABC' (Fig. 31) iiber den Eckpunkt B hinaus
und zieht BE|| AC, so kann man nacheinander die Seiten 4B und BC
als Transversalen der Parallelen AC und BE betrachten; es ist also

< DBE—'BAC —m, <Y FEBC — ACB = p.

Bezeichnet man noch < ABC mit n und beachtet, daB die am
Scheitel B liegenden Winkel m, n, p einen gestreckten Winkel bilden,
so folgt:

m-n-+p= 2R, d. h

Die Summe der Winkel eines Dreieckes betrigt zwei
Rechte oder 180"

b) Aus der Figur 31 ersicht man, dass <C CBD = m - p ist.

Jeder AuBenwinkel eines Dreieckes ist gleich der
Summe der beiden ihm nicht anliegenden Innenwinkel
Daraus folgt, daf der AuBenwinkel
grifier ist als jeder einzelne ihm ¢
nicht anliegende Innenwinkel. ” i

¢) Durch Verlingerung aller /
Seiten eines Dreieckes (Fig. 32) in /
gleichem Sinne erhilt man die drei ™ 7N\ m
AuBenwinkel desselben. Diese bilden V] v/
mit den Innenwinkeln drei Paare Fig. 31.

2*
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von Nebenwinkeln oder 6 E; davon entfallen

- ¢ auf die Innenwinkel 2 R, somit ist die
Summe der Aufienwinkel eines Drei-
eckes gleich vier Rechten:

7 £ d4 et f—=4R.

& . Ubungsaufgaben. 1. Aus einem Winkel
eines Dreieckes die Summe der beiden anderen zu
Fig. 32. berechnen: a) m = 90°% b) n = 124% ¢) p = 73° 15,

d)lim — 61% b172958%

2. Aus zwei Winkeln eines Dreieckes den dritten zu berechnen: a) m =
F8C 8L e = 530 76 BTN BY o — T — 622 154

8. Aus zwei Aufenwinkeln die Innenwinkel zu berechnen: a) d = 120°
e = 1357 (Fig: 82),-b) ¢ — 183° 4B', £ = 136% 12%

§ 35. Einteilung der Dreiecke nach den Seiten. Mit Riicksicht auf -
die Seiten unterscheidet man ungleichseitige, gleichschenklige und gleich-
seitige Dreiecke. Ein Dreieck heifit ungleichseitig, wenn je zwei
Seiten desselben ungleich sind (ABC, Fig.29); gleichschenklig,
wenn zwei Seiten desselben gleich sind (DEUF, Fig. 33); gleich-

geitig, wemn alle
- £ Seiten eimander gleich
sind (HJK, Fig. 34).
Beim  gleichschenkli-
gen Dreiecke nennt
man die zwei gleichen
Seiten (DF, EF)
V) ¢ B aiar s Schenkel und nimmt
die dritte Seite (DE) in
der Regel als Grund-
linie an. Was hat man dann unter der Hohe und der Spitze des
gleichschenkligen Dreieckes zu verstehen?

Aufgaben. 1. Uber einer gegebenen Strecke als Grundlinie ein
gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren (§ 16, Aufg. 1).

Z.B.DE — 3 ¢cm, DF = EF = 4 cm, 7

2, Uber einer gegegenen Strecke (4 em) ein gleichseitiges Dreieck
zu konstruieren.

§ 36. Einteilung der Dreiecke nach den Winkeln. Aus dem Satze
tiber die Winkelsumme eines Dreieckes folgt, daB jedes Dreieck wenig-
stens zwei spitze Winkel hat; der dritte Winkel ist entweder auch ein
spitzer oder ein rechter oder ein stumpfer Winkel. Das Dreieck heibt
dann beziiglich spitzwinklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig.

Ein Dreieck heifit rechtwinklig, wenn es einen rechten Winkel
hat (ABC, Fig. 35). Die den rechten Winkel (B) einschlieflenden Seiten

Fig. 33. Fig. 84.
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(AB, BC') heifen Katheten; die dem rechten Winkel gegentiber-
liegende Seite (AC) wird die Hypotenuse des Dreieckes genannt.
Unter der Hohe eines rechtwinkligen Dreieckes versteht man in der
Regel jene, welcher die Hypotenuse als Grundlinie® entspricht, — Wie
groB ist die Summe der Winkel an der Hypotenuse?

Ein Dreieck, wel-
ches keinen rechten
Winkel enthilt, heifit
schiefwinklig, und \
zwar spitzwinklig,
wenn es lauter spitze \
Winkel,stumpfwink- 4 B B A
lig, wenn es einen Fig. 35. Fig. 36.
stumpfen Winkel hat.

Welche Lage hat die Hohe des stumpfwinkligen Dreieckes ABC (Fig. 36)
in Bezug auf die Grundlinie AB oder BC'?

Wenn in einem Dreiecke ein Winkel gleich ist der Summe der
beiden anderen, so ist es rechtwinklig; warum?

Aufgaben. 1. Ein glewhschenkhges rechtwinkliges Dreieck zu
zeichnen,

2. Ein gleichschenkliges stumpfwinkliges Dreieck zu konstruieren.

Ubungsaufgaben. 1. Aus dem Umfange (z = 124 em) und der Grund-
linie (¢ = 54 c¢m) eines gleichschenkligen Dreieckes einen Schenkel zu berechnen.

2. Wie groB ist die Grundlinie eines gleichschenkligen Dreieckes, dessen
Umfang 78 ¢m und dessen Schenkel 29 cm betrigt?

3. Gegeben ist ein spitzer Winkel eines rechtwinkligen Dreieckes; man
berechne den anderen spitzen Winkel und die Aufenwinkel an der Hypotenuse!
a) 36°% b) 19° 9’ 30"

4. Im Dreiecke 4 BC sei <t 4 = 74" <L B = 57° ferner D | AB; wie
grof ist jeder der Winkel A C'D und BCD?

5. Im Dreiecke A B C sei <{ A = 90°% <[ B = 47° 18, ferner 4D | BC;
wie grof ist jeder der Winkel BAD und C 4 D?

§ 37. Beziehungen zwischen den Gegenstiicken. «) Denkt man
sich das gleichsehenklige Dreieck ABC' (Fig. 37) aufgehoben, umgewendet
und so gelegt, daB der Winkel C' wieder seinen friiheren Platz einnimmt,
so vertauschen die Schenkel C'4 und C'B ihre Plitze, und es fillt 4B
auf BA*); warum? Daraus ersicht man, dass <C A = < B ist, und
erhiilt also den Satz:

In jedem Dreiecke liegen gleichen Seiten gleiche
Winkel gegeniiber.

G

*) Beniitze dabei ein Modell, d. i. in diesem Falle eine aus Karton aus-
geschnittene Figur, welche abzuzeichnen und dann umzuwenden ist.
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Im gleichschenkligen Dreiecke sind also die Winkel an der Grund-
linie einander gleich; daraus folgt auch, daf sie spitze Winkel sein
miissen. Im gleichseitigen Dreiecke sind alle Winkel gleich; wie grofi ist

C Jjeder? Wie grofl ist ein
Winkel an der Hypote-
nuse eines rechtwinkli-
gen gleichschenkligen
Dreieckes ?

b) Denkt man
sich das Dreieck ABC
(Fig.38), wo BC'> AC
ist, umgewendet und
so gelegt, daB der
Winkel ¢ wieder an
geine frithere Stelle tritt, so sieht man, daf der Winkel m Auflen-
winkel des Dreieckes (4)BD wird, also m = n ist. Modell!

In jedem Dreiecke liegen also ungleichen Seiten un-
gleiche Winkel gegeniiber und zwar der groferen Seite
der griéfiere Winkel.

Die beiden angefithrten Siitze iiber die Beziehungen zwischen den
Gegenstiicken des Dreieckes lassen folgende Umkehrungen zu:

¢) In jedem Dreieckeliegen gleichen Winkeln gleiche
Seiten gegeniiber; denn wiiren die Seiten ungleich, so kinnten
ihnen nicht gleiche Winkel gegeniiberliegen. Man zeige die Richtigkeit
dieses Satzes auch durch Umwenden des Dreieckes.

d) In jedem Dreiecke liegen ungleichen Winkeln un-
gleiche Seiten gegeniiber und zwar dem groferen Winkel
die grofiere Seite.

Folgesiitze. Im rechtwinkligen Dreiecke ist die Hypotenuse die
grifite Seite. Im stumpfwinkligen -Dreiecke liegt dem stumpfen Winkel
die grofte Seite gegeniiber.

§ 38. Aufgaben. 1. Einen Winkel von 60° zu konstrnieren. — Die
Auflssung folgt aus der Konstruktion des gleichseitigen Dreieckes (Fig. 39).

2. Einen Winkel von 120° zu konstruieren.
— Man konstruiere den Nebenwinkel eines Winkels
von 60 °

3. Einen gestreckten Winkel in drei gleiche
Teile zu teilen.

4. Einen rechten Winkel zu konstruieren
(1. Art). — DMan konstruiere ein gleichseitiges
Dreieck ABC' (Fig. 40), verlingere die Seite B('

(4

A : B
(5) A

Fig. 7. : Fig. 38.




_um ihre eigene Linge, CD = BC, und verbinde 4

mit ). Dann ist < 2 = 60 °, AuBenwinkel 2 = 22z, ~JyD
also z = 30° und <C BAD — 2 - z — 909, Vi
5. In einem Endpunkte einer Geraden auf diese // o
die Normale zu errichten (1. Art). — Diese Aufgabe o /
ist mit der vorhergehenden gleichbedeutend. 7(/
Ubungsaufgaben. 1. Gegeben sei ein Winkel a) an //-X\;‘\
der Grundlinie (z. B. 34° 18), &) an der Spitze eines gleich- / / \}\
schenkligen Dreieckes (z. B. 90°); man berechne die iibrigen! ’/ \\
2, Aus dem gegebenen Aufienwinkel @) an der Grund- X
linie (z. B. 100°, b) an der Spitze eines gleichschenkligen B 4
Dreieckes (z. B. 105°) die iibrigen Aufenwinkel und die Innen- Fig. 40.

winkel zu berechnen.
8. Im Dreiecke ABC gei AC = BC und < € = 38° 28/, ferner AD | BC;

wie grof ist jeder der Winkel B AD und CAD?

§ 39. Abstand eines Punkies von einer Geraden. Von einem Punkte 4
aullerhalb einer Geraden MN (Fig. 41) lassen sich zu dieser unziihlig
viele Strecken ziehen; unter diesen gibt es eine einzige,
welche zur Geraden MN normal steht. Denn ist AB | MN
und AC' irgend eine andere Verbindungsstrecke, so ist in dem Drei-
ccke ABC der Winkel ABC ein rechter und der Winkel ACB ein
spitzer. Also ist AB << AC (§ 37, d).

Unter allen Strecken zwisechen einem Punkte und
ciner Geraden ist die Normale die kiirzeste; sie heifit daher
der Abstand des Punktes von der Geraden.

A

Loy

¢ ] 7 A 4
Fig. 41. Fig. 42.

§ 40. Konstruktion der Tangente des Kreises. Krrichtet man im
Endpunkte A des Halbmessers MA eines Kreises (Fig. 42) die Nor-
male 7T, o ist MA die kiirzeste Verbindungsstrecke des Mittelpunktes 2/
~ mit der Geraden 7U; daher liegt mit Ausnahme des Punktes A jeder

andere Punkt der Geraden 7'U auBerhalb des Kreises. Die Gerade T'U
hat also, wie weit sie auch verlingert werden mag, mit dem Kreise
nur einen Punkt gemein, sie ist also eine Tangente des Kreises.

Die Normale im Endpunkte des Halbmessers ist Tan-

gente deg Kreises.
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§ 41. Der Winkel im Halbkreise. Ein Winkel heifit Winkel im
Halbkreise, wenn sein Scheitel auf dem Umfange eines Kreises
liegt und seine Schenkel durch die Endpunkte eines Durchmessers
gehen, z. B, <C BAC, Fig. 43.

Zieht man den Radius M4, so entstehen zwei gleichschenklige
Dreiecke AMB und 4AMC, in denen die mit gleichen Buchstaben be-
zeichneten Winkel gleich sind. Man entnimmt nun aus der Figur, daB
der Winkel BAC' gleich ist der Summe der beiden anderen Winkel des
Dreieckes ABC, daher gleich einem rechten; d. h.:

Der Winkel im Halbkreise ist ein rechter.

Folgesatz. Der Durchmesser ist die grofte Sehne im Kreise
& 37, d).

Aufgaben. 1. Einen rechten Winkel zu konstruieren (2. Art).
— Man konstruiere einen Winkel im Halbkreise.

Fig. 43. Fig. 44.

2. In einem Endpunkte einer Geraden auf diese die Normale zu
errichten (2. Art). — Ist AB (Fig. 44) die gegebene Gerade und 4 der
Endpunkt, so wiihle man einen Punkt M so, daB der mit MA als
Halbmesser um A als Mittelpunkt beschriebene Kreis die gegebene
Gerade noch einmal, etwa in B, schueidet. Zieht man dann den Dureh-
messer BC, so ist AC' die verlangte Normale.

Die Streckensymmetrale.

§ 42. Erklirung, Eigenschaften der Symmetrale. Haben zwei
Punkte 4 und B gegen eine Gerade PQ (Fig. 45) eine solche Lage,
daf die Strecke AB von der Geraden PQ halbiert wird und zu der-
selben normal ist, so sagt man, die Punkte 4 und B liegen sym-
metrisch in Bezug auf die Gerade PQ, und diese Gerade wird die
Symmetrale der Strecke AB genamt. Dadurch soll ausgedriickt
werden, daf die Punkte 4 und B aufeinander fallen, wenn die eine
der beiden durch PQ begrenzten Halbebenen um PQ als Achse um-
gelegt wird.
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a) Jeder Punkt der Symmetrale hat von den End-
punkten der Strecke gleiche Abstiinde. Demn ist (' ein be-
liebiger Punkt der Geraden PQ, so kann man das Dreieck AMC durch
Drehung um PQ mit dem Dreiecke BMC g
zur Deckung bringen, daher ist AC'= BC. et
(Beniitze dabei ein Modell!) i

b) Jeder auBlerhalb der Sym- / P
metrale liegende Punkt hat von /- A o
den Endpunkten der Strecke un-
gleiche Abstinde; er liegt jenem 7K = ~ 7
Endpunkte niher, welcher sich
mit ihm auf derselben Seite
der Symmetrale befindet. Denn
ist D ein beliebiger Punkt, welcher mit
A auf derselben Seite von PQ liegt, und €' der Schnittpunkt der
Geraden BD und PQ, so hat man

BD = BC + CD = AC +4 CD > AD.

. Umkehrungen: ¢) Jeder Punkt, welcher von den End-
punkten einer Strecke gleich weit entfernt ist, liegt in
der Symmetrale dieser Strecke.

d) Jeder Punkt, der von den Endpunkten einer
Strecke ungleiche Abstinde hat, liegt auflerhalb ihrer
Symmetrale.

§ 43. Aufgaben. 1. Die Symmetrale einer gegebenen Strecke zu
konstruieren. — Es geniigt, zwei Punkte der Symmetrale zu finden;
warum? Man beschreibe daher aus den Endpunkten A4, B der gegebenen
Strecke (Fig. 46) mit gleichem Halbmesser zwei Bogen, welche sich
schneiden; dann ist

Fig. 45.

die Verbindungslinie N +0
der Schnittpunkte ' / \ i e
und D die gesuchte o el 7 (/ 2SSt R Py
Symmetrale (§ 16,1). o i" '% . N /// X
2. Eine ge- | ;J et
gebene Strecke zu \\ /
halbieren. — S. Auf- 4 /g i Lp
gabe 1. i Lo
3. Einen Punkt Fig. 46. Fig. 47.

zu konstruieren, der
7u einem gegebenen Punkte in Bezug auf eine gegebene Gerade sym-
metrisch liegt. — Weil der zu suchende Punkt B von irgend einem

Punkte P der gegebenen Geraden PQ (Fig. 47) denselben Abstand
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haben muB wie der gegebene Punkt A4, so liegt B in dem Kreishogen,
der aus P mit dem Halbmesser P4 beschrieben wird; ebenso liegt B
in dem Bogen, der aus irgend einem anderen Punkte @ der Symmetrale
mit dem Halbmesser QA4 beschrieben wird. Also ist B der Schnitt-
punkt beider Bogen.

4. In einem gegebenen Punkte einer gegebenen Geraden die Normale
auf diese zu errichten. — Ist MN die gegebene Gerade (Fig. 48) und
A der gegebene Punkt, so schneide man von 4 nach beiden Seiten
gleiche Strecken ab, AB = AC, und konstruiere die Symmetrale der
Strecke BC. Weil der Punkt 4 dieser Symmetrale schon gegeben ist,
g0 braucht man nur noch einen Punkt D) derselben zu konstruieren,
BD = CD; dam ist AD | MN.

| i
P L ’
2Ll w4 AN i T AN
/ } \ e
_ ‘ :
= o
Fig. 48. Fig. 49.

5. Die Normale von einem gegebenen Punkte zu einer gegehenen
Geraden zu konstruieren. —. Ist MN die gegebene Gerade (Fig. 49)
und 4 der gegebene Punkt, so beschreibe man aus A einen Bogen, der
MN in B und C' schneidet, und konstruiere die Symmetrale 4D der Strecke
BC'; dann ist AD | MN. Oder man konstruiere den Punkt B (Fig. 47),
welcher mit dem gegebenen Punkie 4 in Bezug auf die gegebene Ge-
rade PQ symmetrisch liegt; dann ist AB | PQ.

- Ubungsaufgabe. Uber einer ge-
gebenen Strecke als Durchmesser einen
Kreis zu konstruieren.

§ 44. Der einem Dreiecke um-
geschriebene Kreis. Man konstruiere
im Dreiecke ABC (Fig. 50) die
Symmetralen DE und FG zweier

_ : Seiten AB und BC. Der Schnitt-

: \ / punkt O derselben hat, weil er auf
N, ; :

DE liegt, von 4 und B und, weil er

)@ auf FG liegt, von B und C' gleiche
Fig. 50. Abstinde. Er ist also auch von 4
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und €' gleich weit entfernt und liegt somit in der Symmetrale H.J der
dritten Seite AC; d. h.:

Die drei Seitensymmetralen eines Dreieckes schnei-
den einander in demselben Punkte,.der von den drei
Lcken gleiche Abstiinde hat. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt
eines Kreises, welcher durch die drei Ecken des gegebenen Dreieckes
geht und der umgeschriebene Kreis desselben heift.

Aufgabe. Einem gegebenen Dreiecke einen Kreis umzuschreiben
u. zw. a) einem spitzwinkligen, b) einem rechtwinkligen, ¢) einem stumpf-
winkligen Dreiecke.

Die Winkelsymmetrale.

§ 45. Erklarung, Eigenschaften der Symmetrale. Die Halbierungs-
linie eines Winkels wird auch Symmetrale desselben genannt. Da-
dureh soll ausgedriickt werden, dal die Schenkel S4 und SB des
Winkels ASB (Fig. 51) aufeinander fallen, wenn man den Winkel 4SC’
um die Halbierungslinie SC' als Achse umlegt.

a) Jeder Punkt der Symmetrale eines Winkels hat
von den Schenkeln desselben gleiche Abstinde. Denn ist
(Fig. 51) <€ ASC' = BSC, C4 ] SA und CB | 8B, so kann man die
genannten Winkel durch Drehung um die Gerade SC' zur Deckung
bringen. Es fallen dann nicht nur die Schenkel SA4 und SB zusammen,
sondern es decken sich auch die Normalen C4 und CB, weil von
einem Punkte zu einer Geraden eine einzige Normale miglich ist
(§ 39). Es ist also C4 = CB. (Beniitze dabei ein Modell!)

b) Jeder Punkt, welcher auflierhalb der Symmetrale
des Winkels liegt, hat von den Schenkeln desselben un-
gleiche Abstinde, und zwar liegt er jenem Schenkel
niher, welcher
sich mit ihm auf
derselben Seite
der Symmetrale
befindet.

Um z B. fiir
den Punkt D (Fig.
52) zu zeigen, daf
BD> DEFE ist, zieht
man vom Schnitt- Fig. 51. Fig. 62
punkte €' der Sym-
metrale mit BD die Normale C4A auf SE; es ist dann

BD = BC 4+ CD = AC + (D> AD > DE.




Umkehrungen: ¢) Jeder Punkt, welcher von den
Schenkeln eines Winkels gleieh weit entfernt ist, liegt
in der Symmetrale desselben.

d) Jeder Punkt, welcher von den Schenkeln eines
Winkels ungleiche Abstinde hat, liegt auBierhalb der
Symmetrale desselben.

§ 46. Aufgaben. 1. Die Symmetrale eines gegebenen Winkels zu
konstruieren. — Man beschreibe aus dem Scheitel S des gegebenen
Winkels (Fig. 53) einen Bogen, der die Schenkel in den Punkten 4
und B schneidet, denke sich die Sehne AB gezogen und konstruiere
die Symmetrale SC derselben; dann ist <C ASC = BSC. Beweis
durch Deckung.

2. Einen gegebenen Winkel zu halbieren. — Gleichhedeutend mit
der vorigen Aufgabe.

3. Einen Winkel von 30° zu konstruieren. — Man konstruiere einen
Winkel von 60° und halbiere denselben!

4. Einen rechten Winkel in drei gleiche Teile zu teilen. — Ist
BAC' (Fig. 54) der gegebene rechte Winkel, so beschreibe man aus A

den Bogen BC, hierauf mit demselben Halbmesser aus B den Bogen
AD und aus ' den Bogen

N AE!

__UXIR\\“‘ 2 ch 5. Einen Winkel von

| 5 Fd 15° zu konstruieren.

\ s . .

SN // 7 \} (7 6. Einen Winkel von

// \—\ / // e \\E 45° zu konstruieren.
[ é{{/ ! Ubungsaufgaben.
Ai A 2 1. Folgende Winkel zu kon-
Fig. 53. Fig. 54. struieren: a) 150°% &) 165°%

¢) 6% d) 105°.
2. Einen gestreckten Winkel a) in 4, &) in 6 gleiche Teile zu tfeilen.
3. Einen rechten Winkel a) in 4, ) in 6 gleiche Teile zu teilen.
4. Einen rechten Winkel in 8 gleiche Teile zu teilen.
, 5. Folgende Winkel zu konstruieren:

3 1 5
a) 7 R, b) IgR, ¢) ER'

§ 47. Der einem Dreiecke eingeschriebene Kreis. Wenn man in
einem Dreiecke ABC (Fig. b5) die Symmetralen AM und BM zweier
Winkel 4 and B konstruiert, so schneiden sich dieselben in einem Punkte
M, welcher von den drei Seiten gleich weit entfernt ist. Er liegt also
auch in der Symmetrale des dritten Winkels C; d. h.:
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Die drei Winkelsymmetra- ¢
len eines Dreieckes schneiden
einander in demselben Punkte,
der von den drei Seiten gleiche
Abstinde hat. Dieser Punkt ist
der Mittelpunkt eines Kreises, wel-
cher die drei Seiten des gegebenen
Dreieckes beriihrt und der einge-
schriebene Kreis desselben heift,

Aufgabe. Einem gegebenen Drei-
ecke einen Kreis einzuschreiben.

Die Kongruenz der Dreiecke.

§ 48. Erklirungen. Zwei Figuren kiomnen sowohl ihrer Gestalt
wie ihrer Gréfie nach miteinander verglichen werden. Figuren, welche
gleiche Gestalt, aber verschiedene Grofie haben, heiffen ahnlich (V);
Figuren, welche gleiche GroBe, aber verschiedene Gestalt haben, heifien
gleich (=); und Figuren, welche
gleiche Gestalt und gleiche Grife ¢ B A
haben, heiffien kongruent (). e

Zwei kongruente Figuren
unterscheiden sich nur durch ihre 4 3 fid
Lage; sie kinnen so aufeinander Pid o
gelegt werden, dalfi sie sich voll-

kommen decken. - Fig. b6 zeigt = < \
vier kongruente Dreiecke in ver- /
schiedenen Stellungen. Um zwei 2 B

derselben zur Deckung zu bringen, Fig. b6.

muf man das eine von beiden

parallel verschieben und, wenn notig, noch in der Ebene drehen, oder
man muB es aus der Ebene herausheben und umwenden. Welche ein-
zelnen Bewegungen muss das Dreieck 7 machen, wenn es mit den Drei-
ecken II, 111, IV zur Deckung kommen soll? Modell!

Diejenigen Seiten oder Winkel zweier kongruenter Figuren, welche
zusammenfallen, wenn die Figuren zur Deckung gebracht werden, heifien
entsprechende oder homologe Stiicke; sie sind in Fig. 56 mit
denselben Buchstaben bezeichnet.

§ 49. Unbestimmte Dreiecksaufgaben. Die Seiten und die Winkel
(Umfangsstiicke) eines Dreieckes hiéingen so voneiu:md.er ah, 'da‘ﬁ durch
die Angabe gewisser Stiicke auch die iibrigen bestimmt sind. Man
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kann daher durch entsprechende Verbindung gewisser gegebener Stiicke
das Dreieck konstruieren.

Aufgaben. 1. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn «) eine Seite,
b) ein Winkel desselben gegeben ist. — Unbestimmte Aufgaben.

2. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn a) zwei Seiten, b) eine Seite
und ein anliegender Winkel, ¢) eine Seite und der gegeniiberliegende
Winkel, d) zwei Winkel gegeben sind.

Sind zwei Seiten a, b (Fig. 57) des Dreieckes gegeben, so nehme
man BC = a als Grundlinie und beschreibe aus €' mit dem Radius &
einen Bogen; jeder Punkt dieses Bogens kann als Spitze des Dreieckes
betrachtet werden. Die-Aufgabe ist unbestimmt, weil es unzihlig viele
Dreiecke gibt, welche ihr entsprechen; die Spitzen dieser Dreiecke
liegen in einer Kreislinie (geometrischer Ort der Spitzen). Durch An-
gabe zweier Seiten ist also das Dreieck nicht bestimmt.

N
e

Fig. 57. Fig. 58.

Fig. 58 entspricht dem Falle ¢), wenn eine Seite « und der gegen-
iiberliegende Winkel m gegeben sind; auch diese Aufgabe ist unbestimmt.
Ebenso kann man sich von der Unbestimmtheit der Aufgaben &) und d)
tiberzeugen. Man sieht daraus, daB ein Dieieck durch die Angabe
zweier Umfangssticke nicht bestimmt ist.

3. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn die drei Winkel gegeben sind.

Aus dem Satze iiber die Winkelsumme des Dreieckes folgt, daf
durch zwei Dreieckswinkel schon der dritte bestimmt ist. Die vor-
liegende Aufgabe ist also entweder iberbhestimmt, wenn die Summe
der gegebenen Winkel von 180° verschieden ist, und die Konstruktion
eines Dreieckes mit den gegebenen Winkeln ist unmoglich; oder die
Aufgabe ist unbestimmt und fillt mit der schon hetrachteten Auf-
gabe d) zusammen, wenn die Summe der gegebenen Winkel = 180° ist.
An welche Bedingung sind zwei zur Konstruktion eines Dreieckes ge-
gebene Winkel gebunden?

Aus dem Gesagten ist zu entnehmen, daB zur Konstruktion eines
Dreieckes mehr als zwei Umfangsstiicke und darunter mindestens eine
Seite gegeben sein miissen, wenn die Aufgabe bestimmt sein soll.
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§ 50. Erste Dreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn eine Seite ¢ und die beiden anhegenden Winkel m, n (Fig. 59)

gegeben sind.

Man mache die Seite BC' = « und iibertrage an dieselbe die ge-
gebenen Winkel m und ». Wie man sicht, ist durch die obige Angabe
das Dreieck eindeutig bestimmt; d. h, wenn man mit denselben
gegebenen Stiicken ein zweites

Dreieck konstruiert, so wird

sich dieses ., vom ersten nur /
durch die Lage unterscheiden.

Daraus folgt der

. I.Kon.grlle.nzsa.t.z: F:g 59,
Wenn zwei Dreiecke in
ciner Seite und den beiden anliegenden Winkeln iiber-
einstimmen, so sind sie kongruent.

wZwei Dreiecke stimmen in einem Stlicke tiberein® heifit so-
viel als: ,sie haben dieses Stiick gleich.“

Ubungsaufgaben. 1. a = 62 cm, m = 72° n = 48°

e =i bl em, m = 108%, n = 82",

3. Ein gegebenes Dreieck mittels einer Seite und der belden anliegenden
Winkel zu iibertragen.

§ 51. Zweite Dreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn eine Seite a, ein anliegender Winkel m und der gegeniiber-

liegende Winkel n (Fig. 60) gegeben sind.
Man mache BC = a, A

X CBA = m, L ABD =n

und ziehe C'4 || BD. Das Drei- / \
eck ist durch obige Angabe /72 z
eindeutig bestimmt; jedes an- \
dere, welches mit denselben a B @ 4
Stitcken konstruiert wird, kann Fig. 60.

sich vom ersten nur durch die

Lage unterscheiden. Daraus folgt der

II. Kongruenzsatz: Wennzwei Dreiecke ineiner Seite,
einem anliegenden und dem gegeniiberliegenden Winkel
iibereinstimmen, so gind sie kongruent.

Die beiden vorausgehenden Kongruenzsiitze lassen sich in folgender Weise
zusammenfassen: Wenn zwei Dreiecke in einer Seite und zwei gleichliegenden
Winkeln iibereinstimmen, so sind sie kongruent.

Ubungsaufgaben. 1. a = 45 e¢m, m = 68°% n = 60°

2. a = T:0 cm, m = 46% n = 100°%




§ 52. Dritte Dreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn zwei Seiten a, b und der eingeschlossene Winkel n (Fig. 61) ge-
geben sind.

Man mache BC = a, <. BC4A = n und C4 = b.

III. Kongruenzsatz: Wenn zwei Dreiecke in zwei
Seiten unddem eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen,
$0 sind sie kongruent.

Ubungsaufgaben. 1. ¢ = 67 emy, b = 48 cm, n = 40°

2 — bSiem b — 52 cm, 0= (D%

3. Ein gegebenes Dreieck mittels zweler Seiten und des eingeschlossenen
Winkels zu abertragen.

L a d 61
ST = b
R R i
/i . # a
1/
n 2 \; 2550 /m L
Ty el
Fig. 61. Tig. 62.

§ 53. Vierte Dreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn zwel Seiten a, b und der der groBeren (a) gegeniiberliegende
Winkel m (Fig. 62) gegeben sind.

: Man mache < BAC — m, AC = b und heschreibe aus C' mit
dem Halbmesser « einen Bogen, welcher den andern Schenkel des
Winkels in B schneidet.

IV. Kongruenzsatz: Wenn zwei Dreiecke in zwei
Seiten und dem der grifieren Seite gegeniiberliegenden
Winkel iibereinstimmen, so sind sie kongruent.

Ubungsaufgaben. 1.a = 47 em, b — 32 e st—s bal

2ea ="T3 em b= 29 em; s — 1200,

§ 54. Finfte Dreieckskonstruk-
tion. Ein Dreieck zu konstruieren, r
wenn die drei Seiten «, b, ¢ (Fig.
63) gegeben sind.

Man mache BC = a, bhe- | ?| ¢
schreibe aus €' mit dem Radius b
und aus B mit dem Radius ¢ einen
Bogen. Welche Bedingung miissen L
die drei Seiten erfiillen, damit sich
die beiden Bogen schneiden? Die
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beiden Dreiecke ABC und A, BC, welche sich hier ergeben, sind
kongruent; man erhiilt also nur ein bestimmtes Dreieck. Daraus folgt der

V.Kongruenzsatz: Wenn zwei Dreiecke in allen drei
Seiten tibereinstimmen, so sind sie kongruent.

Ubungsaufgaben. 1. ¢ = 68 em, b = 57 cm, ¢c = 4'6 cm.

2. a4 = 27Tcm b = 64 em, c = 55 cm.

3. Ein gegebenes Dreieck mittels der drei Seiten zu itbertragen.

§ 55. Sechste Dreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn zwei Seiten «, b und der Gegenwinkel n der kleineren (3) (Fig. 64)
gegeben sind.

Man mache <t ABC’ = n, BC' = ¢ und beschtelbe aus C' mit dem
Halbmesser & einen Bogen. Nun konnen drei verschiedene Fiille eintreten,
je nachdem die Seite
b Kkleiner, ebenso groB
oder grofler ist als
die Normale C'4, wel-
che von €' zum ande-
ren Schenkel des Win-
kels B gezogen wird.

1. Ist b << AC,
5o hat der erwihnte Bogen mit dem Schenkel B4 keinen Punkt gemein,
und es Lift sich aus den gegebenen Stiicken kein Dreieck konstruieren.

2. Ist b = AC, so beriihrt der Bogen den Schenkel BA, und die
Aufgabe liefert das rechtwinklige Dreieck A4BC.

3. Ist b > AC, so schneidet der aus C' mit dem Radius 6 be-
schriebene Bogen den Schenkel BA in zwei Punkten A;, 4,; es gibt
also zwei verschiedene Dreiecke 4, BC' und 4, BC, welche der Aufgabe
gentigen, weil sie die gegebenen Stiicke enthalten,

Je nachdem eine Aufgabe eine, zwei oder mehr Auflosungen zu-
lift, wird sie eindeutig, zweideutig oder mehrdeuntig genannt.
Die ersten fiinf Dreieckskonstruktionen (§§ 50 bis 54) sind demnach ein-
deutige Aufgaben und die sechste ist entweder unmoglich, eindeutig
oder zweideutig. -

Ubungsaufgaben 1. a = 56 cm, b = 36 cm, n = 36°

2. ¢ — 58 cm, b = 54 em, n = 6b%

§ 56. Anderungen der Gegenstiicke des Dreieckes. @) Wenn in
einem Dreiecke zwei Seiten unverindert bleiben, so
wichst mit dem eingeschlossenen Winkel auch dessen
Gegenseite.

Wiichst in dem Dreiecke ABC' (Fig. 65) der Winkel 4, so daf
AC nach AC; kommt, so denke man sich die Strecke C'C| gezogen

Ho&%evar, Geometrie fiir Untergymnasien, 6, Aufl, 3




34

und konstruiere deren Symmetrale 4D. Weil nun B auBerhalb der
Symmetrale und mit €' auf der gleichen Seite derselben liegt, so ist

7 also BC; > BC' (§ 42, b). Umgekehrt:
G __“7{\\ ) Wenn in einem Dreiecke zwei
e Seiten unverindert bleiben, so nimmt

mit der dritten Seite aueh deren
Gegenwinkel zu. Denn einem abnehmenden
Winkel miifte nach dem obigen Satze eine
abnehmende Gegenseite entsprechen; und einem
gleichbleibenden Winkel ?

Die besonderen Dreiecke.

§ 57. Das gleichschenklige Dreieck. Es sei ABC (Fig. 66) ein
gleichschenkliges Dreieck (AC' = BC) und CD die Symmetrale des
Winkels an der Spitze. Denkt man sich das Dreieck BC'D um die
Gerade CD umgelegt, so fillt B auf 4 (warum?); daher ist C'D auch
die Symmetrale der Grundlinie A8 und alg solche normal zu derselben.
(Modell!) ;

Im gleichschenkligen Dreiecke fallen also die Sym-

metrale des Winkels an der Spitze, die Symmetrale der

’ Grundlinie und die Hohe in eine Gerade
zusammen.

Zwei Figuren, welche so wie die Dreiecke

ACD wnd BCD durch Umwenden um eine Ge-

rade zur Deckung gebracht werden kinnen, heiflen

symmetrigch in Bezug auf diese Gerade. Jede

Figur, welche durch eine Gerade in zwei sym-

7 B metrische Teile geteilt wird, heifit eine sym-

Fig. 66. metrische Figur, und die Teilungsgerade

wird Achse der Symmetrie oder kurzweg

Achse genannt. Das gleichschenklige Dreieck ist also eine symme-

trische Figur.

Ubungsaufgaben. Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn
gegeben sind:

. die Grundlinie und ein anliegender Winkel, A B = 3 cm, 4 = 70°;

. die Grundlinie und der Winkel an der Spitze, AB = 5 cm, €' = 90°;

. der Schenkel und der Winkel an der Grundlinie, 4 C = 6 cm, 4 = 72°;
. der Schenkel und der Winkel an der Spitze, B C = 62 mm, C = 35%;

5. die Grundlinie und der Schenkel, A B = 4 c¢m, AC = 3 em.

§ 58. Das rechtwinklige Dreieck. «) Im rechtwinkligen Drei-
ecke ist die Hypotenuse ein Durchmesserdes umgeschrie-
benen Kreises. Denn wenn man vom rechten Winkel A (Fig. 43)

W W bo =
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den einen spitzen Winkel = wegnimmt, so bleibt als Rest der andere
spitze Winkel z iibrig (warum?); daraus folgt, daB die Dreiecke ABM
und ACM gleichschenklig sind, also MA = MB = MC.

b) Von allen rechtwinkligen Dreiecken mit gemein-
samer Hypotenuse liegen die Seheitel der rechten Winkel
in der Kreislinie, welche die Hypotenuse zum Durch-
messer hat (geometrischer Ort der Scheitel).

¢) Bleibt die Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei-
eckes unverindert und wichst die eine Kathete, so nimmt
die andere ab. Denn konstruiert man die Symmetrale MV der Strecke
C'Cy (Fig. 67), so ist BC, > BC, hingegen AC, << AC.

d) Ist im recht-
winkligen Drei-
ecke ein Winkel
=800 o aet die
kleinere Kathete
die Hilfte der Hy-
potenuse. Zum Be-
weise wende man das
Dreieck ABC (Fig. 68) um AC in die Lage ACD um und betrachte
die Figur ABCD, — Umgekehrt?

Ubungsaufgaben. Ein rechtwinkliges Dreieck 4 B € zu konstruieren,
wenn gegeben sind:

. eine Kathete und der anliegende spitze Winkel, 4 €' = 2 em, A = 60%
. eine Kathete und der gegeniiberliegende Winkel, BC = 4 em, 4 = 40°:
. die Hypotenuse und ein anliegender Winkel, 4 B = b em, I} = 35%;

. die Katheten, AC = 8 e¢m, BC = 4 cm;

. die Hypotenuse und eine Kathete, 4 B = 6 cm, BC = 4 em.

Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn gegeben sind:

6. die Hohe (4 cm) und ein Winkel an der Grundlinie (76°);

7. die Héhe (5 em) und der Winkel an der Spitze (48°);

8. die Héhe (3 em) und die Grundlinie (4 cm);

9, ein Schenkel (55 cm) und die Hohe (4 em).

Ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren aus:

10. einer Kathete (86 mm);

11. der Hypotenuse (5 cm);

12. der Héhe (3 cm).

FEin rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren aus:

13. der Hohe (3'4 cm) und einem spitzen Winkel (36°);

14. der Hohe (3 cm) und einer Kathete (4 cm).

Schreibe einem Kreise (r = 3 cm) ein rechtwinkliges Dreieck ein,
15. in welchem ein spitzer Winkel 56° betrigt;

16. in welchem die Hohe 2 cm betrigt!

U W R

3@



36

§ 59. Das gleichseitige Dreieck. Aus dem Satze tiber das gleich-
schenklige Dreieck (§ H7) folgt:

a) Im gleichseitigen Dreiecke fallen die drei Winkel-
symmetralen mit den drei Seitensymmetralen und den
drei Hohen zusammen; sie gehen durch denselben Punkt, welcher
der Mittelpunkt sowohl des eingeschriebenen als auch des umgeschriebenen
Kreises ist und daher Mittelpunkt des
gleichseitigen Dreieckes heift.

b) Die drei Hohen teilen das gleichseitige
Dreieck ABC (Fig. 69) in sechs kongruente
rechtwinklige Dreiecke; denn je zwei neben-
einander liegende von diesen Dreiecken kann
man durch Umwenden um eine Symmetrale zur
Deckung bringen. In einem dieser Dreiecke,
z. B. AOF, ist nun <¢ FA0 = 30°% also

Fic. 69. OF = 1 A0, daher auch OD — 1 40 = } AD
3 und 40 = § AD.

Im gleichseitigen Dreiecke betrigt demnach der
Halbmesser des eingeschriebenen Kreises ein Drittel,
der des umschriebenen Kreises zwei Drittel der Hohe.

¢) Die Héhen des gleichseitigen Dreieckes sind ein-
ander gleich.

: Ubungsaufgaben. 1. Ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren, wenn
die Hohe (3 c¢m) gegeben ist.

2. Wie 1aBt sich zeigen, daf zwei Hohen des gleichschenkligen Dreieckes
einander gleich sind?

3. Was kaunn beztiglich der Mittelpunkte des einem gleichschenkligen Dreiecke
eingeschriebenen und des umgeschriebenen Kreises ausgesagt werden?

Der Kreis. B.
§ 60. Gerade und Kreis. Die gegenseitige Lage einer Geraden

= und eines Kreises kann dreierlei sein, je
/\\ nachdem der Zentralabstand der Ge-
raden, d. i. ihr Abstand vom Mittelpunkte

+m des Kreises, kleiner, eben so groB oder

grofler ist als der Halbmesser (Fig. 70).
7 % Im ersten Falle ist die Gerade Sekante

des Kreises und hat mit dem Umfange
C 7 D zwei Punkte gemein. Im zweiten Falle ist
7 - sie Tangente des Kreises und hat nur
einen Punkt mit ihm gemein, Im dritten
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Falle ist sie vom Kreise ausgeschlossen, d. h. sie hat keinen Punkt mit
ihm gemein. ;

§ 6. Eigenschaften der Sehnen. a) Der Mittelpunkt des Kreises
hat von den Endpunkten einer Sehne gleiche Abstiinde; daraus folgt:

Die Symmetrale jeder Sehne des Kreises geht durch
den Mittelpunkt desselben. Auf diesem Satze beruht die Kon-
struktion des Mittelpunktes einer Kreislinie, welche durch gegebene
Punkte gehen soll.

Aufgaben. 1. Einen Kreis zu konstruieren, welcher durch zwei
gegebene Punkte geht. — Unbestimmt.

2. Einen Kreis zu konstruieren, der durch drei gegebene Punkte
geht. — Diese Aufgabe ist gleichbedeutend mit jener,” einem ge-
gebenen Dreiecke einen Kreis umzuschreiben (§ 44, Fig. 50). Diirfen
die drei Punkte in einer Geraden liegen? ;

3. Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreises oder Kreishogens zu
finden. — Man wihle anf dem gegebenen Kreise oder Bogen drei
Punkte und konstruiere wie in der vorhergehenden Aufgabe.

b) Wenn der zu einer Sehne gehirige Bogen 60° betriigt, wie CD
(Fig. 72), so ist das Dreieck CDM gleichseitig (warum?); daraus folgt:

Die Sehne des Sextanten ist dem Halbmesser gleich.

Ubungsaufgaben. 1. Konstruiere einen Kreis, welcher durch einen

gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Radius (3 c¢m) hat!
2. Ziehe in einem Kreise mit gegebenem Radius (4 ¢m) eine Sehne von

gegebener Linge (5 cm) !
3. Ist etwa die zum dritten Teile des Kreises gehorige Sehne gleich dem

Durchmesser ?
4. Wie viele aneinander stofende Sehnen von der Linge des Radius kénnen

in einem Kreise gezogen werden?

§ 62. Beziehungen zwischen Sehnen und ihren Zentralabstinden.
a) Zu gleichen Sehnen eines Kreises gehdren gleiche
Zentralabstinde. Denn sind die Sehnen
AB und CD (Fig. 71) gleich, so konnen die
Dreiecke ABM und CDM zur Deckung ge-
bracht werden, indem man das eine von beiden
um den Punkt M dreht (V. Kongruenzsatz).
Dabei werden sich auch die Zentralabstinde
ME und MF decken, weil von einem Punkte
zu einer Geraden nur eine Normale moglich o 4
ist; also ist ME = MF. Fig. 71,

b) Zu ungleichen Sehnen eines
Kreises gehoren ungleiche Zentralabstiinde uw zw. gehort
zur grioferen Sehne der kleinere Abstand. Denn die recht-

A,
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winkligen Dreiecke BEM und CFM (Fig. 12)
haben gleiche Hypotenusen; weil nun BE> C'F,
A 80 ist ME << MF (§ 58, c).
Umkehrungen: ¢) Sehnen mit glei-
chen Zentralabstinden sind gleich.

S|

(K d)Bei Sehnen mit ungleichenZen-

tralabstinden gehort zum groBeren

B Abstande die kleinere Sehne. — Ver-
Fig. 72. gleiche den Folgesatz in § 41!

§ 63. Peripheriewinkel. Ein Winkel, dessen Scheitel im Umfange
eines Kreises liegt und dessen Schenkel Sehnen sind, heifit ein Peri-
pheriewinkel; der in der Winkelfliiche liegende Teil des Kreis-
umfanges heift der zugehirige Bogen oder der Bogen, auf welchem
der Peripheriewinkel steht. Der Winkel im Halbkreise ist auch ein
Peripheriewinkel. Wie gro6 ist der zugehirige Bogen?

Zwischen einem Peripheriewinkel und dem Zentriwinkel iiber
demselben Bogen besteht eine einfache Beziehung, bei deren Ableitung
man zu unterscheiden hat, ob der Mittelpunkt des Kreises auf einem
Schenkel des Peripheriewinkels oder inmerhalb oder aufierhalb des-
selhen liegt.

1. Tm Dreiecke AMB (Fig. 73) sind die mit m bezeichneten
Winkel einander gleich (warum?), daher ist der Zentriwinkel AMC
doppelt so grof als der zu demselben Bogen AC' gehiorende Peripherie
winkel ABC' (§ 34, b).

B

2

~

[
Fig. 73.

Fig. 75.

2. Der Durchmesser BD (Fig. 74) zerlegt den Zentriwinkel AMC
in die Teile AMD und DMC, ferner den Peripheriewinkel ABC in
die Teile m und n. Nun ist AMD das Doppelte von m, DMC das
Doppelte von =, also auch AMC' das Doppelte von ABC.

3. Zieht man den Durchmesser BD (Fig. 75), so ist der Zentri-
winkel AMD das Doppelte des Peripheriewinkels ABD oder m -+ n.
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Nun ist C'MD das Doppelte von », also muf auch AMC das Doppelte
von m sein. Daraus folgt allgemein :

a) Jeder Peripheriewinkel ist halb so groB als der
Zentriwinkel, weleher zu demselben Bogen gehirt.

b) Alle Peripheriewinkel iiber demselben Bogen oder
iiber gleichen Bogen sind einander gleich.

Ubungs au fgaben. 1. Den Peripheriewinkel zu berechﬁen, der zu einem

1 2
gegebenen Bogen gehdrt, z. B. zu G des Umfanges.

2. Wie: beweist man mittelst des Satzes a), daf der Winkel im Halbkreise
ein rechter ist?

3. Konstruiere in einem gegebenen Kreise mehrere Peripheriewinkel von 30°
a) iiber demselben Bogen, b) nicht iiber demselben Bogen !

§ 64. Tangenten-Konstruktionen. 1. Die Tangente des Kreises zu
konstruieren, wenn der Berithrungspunkt gegeben ist. — Sieh § 40.

2. Von einem Punkte auflerhalb des Kreises an denselben die Tan-
genten zu ziehen. — Man verbinde den gegebenen Punkt A4 (Fig. 76)
mit dem Mittelpunkte O des gegebenen Kreises
und beschreibe iiber 40 als Durchmesser eine S

D,

Kreiglinie. Dieselbe schneidet die gegebene in zwei -
Punkten D und £ AD und AFE sind die ge- A:'/
suchten Tangenten; warum? — Die gestellte Auf-
gabe lifbt also awel Losungen zu.

Ubungsaufgabe. Gegeben sind ein Kreis mit
dem Radius » = 21 em und ein Punkt mit dem Zentral- Fig. 76.
abstande a) %r, 5) 27; man konstruiere die Tangenten von diesem Punkte an
den Kreis! 2

§ 65. Gegenseitige Lage zweier Kreise. Kreise, welche denselben
Mittelpunkt haben, heifien konzentriseh (Fig. 77); die von zwei kon-
zentrischen Kreislinien eingeschlossene Fliche wird
Kreisring genannt.

Zwei Kreise, welche verschiedene Mittelpunkte
haben, heifen exzentriseh (Fig. 78 bis 82). Die /_\
durch die beiden Mittelpunkte bestimmte Gerade wird
Zentrale und der Abstand der beiden Mittelpunkte
Zentralabstand genannt. Wir wollen im Folgenden
den Zentralabstand mit ¢, die Halbmesser der beiden Fig. 77.
Kreise mit » und », bezeichnen und » >, annehmen.

Denkt man sich den kleineren der beiden Kreise in Fig. 77 fort-
bewegt, so wird er gegen den griferen der Reihe nach fiinf wesentlich
verschiedene Lagen einnehmen, die in den Fig. 78 his 82 dargestellt
sind. Modell!
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In Fig. 78 liegt der kleinere Kreis ganz innerhalb des grifieren.
In Fig. 79 beriihren sich die Kreise von innen; hier ist ¢ = » — 7,
also in PFig. 718 ¢ <<» — r,. In Worten?

In Fig. 80 schueiden sich die beiden Kreise, und man ersieht aus
dem Dreiecke MNC, daB » 2 >c¢>r—», (§ 33). In Worten?

(4
A
7

Fig. 78. Fig. 80.
Fig.’81. Fig. 82.

In Fig. 81 bertihren sich die beiden Kreise von aufien; hier ist
¢ = r 7. In Fig. 82 liegt jeder der beiden Kreise ganz aufierhalb
des anderen; hier ist ¢ > » + 7. In Worten?

Ubungsau fgaben, Zwei Kreise zu konstruieren, wenn der Zentralabstand

und die Radien (in Zentimetern) gegeben sind:
RS D L =

D= T, r =22 e =12
3.ier=34 r = 20, ry = 14;
4, ¢ = 08, 7= 2, 7= 1'8;
5 ¢ = 0, ri= 19, By — a0
Ge—>1h; = 920, 7y = 15"
T == 21, r = 17, rivesEly.

8. Bestimme in den vorausgehenden Fillen die gegenseitige Lage der heiden
Kreise auch durch Rechnung! E

9. r = b c¢m, r; = 4 cm; wie grof ist ¢, wenn a) eine #uflere, b) eine innere
Beriihrung stattfindet?

Das Viereck.

§ 66. Erklarungen. Wemn man vier Punkte, von denen je drei
nicht in einer Geraden liegen, in bestimmter Reihenfolge durch Strecken
verbindet, so entsteht ein Viereck (4BCD, Fig. 83).

Jedes Viereck hat vier Eckpunkte, vier Seiten und vier Winkel.
Jeder Seite liegt eine andere Seite, jeder Ecke und jedem Winkel eine
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andere Ecke und ein anderer Winkel gegen-
iiber; z B. AB und €D, A und (. Eine
Strecke, weleche zwei gegeniiberliegende
Fecken verbindet, heift Diagonale, wie
AC. Das Viereck hat zwei Diagonalen,

§ 67. Der Winkelsatz. Eine Diagonale
teilt das’ Viereck in zwei Dreiecke, deren
Winkel zusammen die Winkel des Viereckes ausmachen; daraus folgt:

Die Summe der Winkel eines Viereckes betrigt vier
Rechte oder 360°

Warum kann man nicht in folgender Weise schliefen: Da die
beiden Diagonalen das Viereck in vier Dreiecke zerlegen, so hetrigt
die Winkelsumme des Viereckes viermal 2 R, also 8 R?

In einem Vierecke kann htchsten ein erhabener Winkel vor-
kommen; warum? — Im Folgenden werden nur Vierecke mit lauter
hohlen Winkeln betrachtet.

Ubungsaufgaben. 1. Man zeichne ein Viereck mit einem erhabenen
Winkel.

2. Wie viele spitze und wie viele stumpfe Winkel kann ein Viereck haben?
Zeichne die moglichen Fille.

Ein Viereck 4 B CD zu konstruieren, wenn gegeben sind:

8. alle vier Seiten und ein Winkel, AB = 8 ¢m, BC = 4 em, CD = 4 cm,
DA = 5 emy A =90

4. alle vier Seiten und eine Diagonale, AB = 5 e¢m, BC = 45 cm, C D =
Sem, DA — 6 cm AC-— 4 cm;

5. drei Seiten und die beiden eingeschlossenen Winkel, A B = 35 mum,
DGO =8 e S 00V = S

6. drei Seiten und die beiden Diagonalen, A B = 4 cm, BC = 55 cm,
BD = bem, AC =5 cm, AD = 8 cm.

7. Aus drei Winkeln eines Viereckes den vierten zu berechnen: a) 67° 54°,
136°, B) 64° 37, 84° 12¢, 118° 48/, ¢) 61° 19* 137, 72° 38’ 45“, 111° 2' 2%,

8. Die Summe der Aufenwinkel eines Viereckes zu bestimmen.

§ 68. Einteilung der Vierecke. Ein Viereck, in welchem je zwei
gegeniiberliegende Seiten parallel sind, heiBt ein Parallelogramm,
wie ABCD (Fig. 84);-4AB || DC, AD | BC.

Ein Viereck, in welchem nur zwei gegeniiberliegende Seiten parallel
sind, heift ein Trapez, wie ABCD (Fig. 89); AB || DC.

Ein Viereck, in welchem keine Seite zu einer anderen parallel ist,
wird ein Trapezoid genannt (Fig. 83). Hat ein Viereck zwei Nachbar-
seiten gleich und ebenso die beiden anderen Seiten gleich, jedoch von
den ersteren verschieden, so heift es Deltoid, wie ABCD (Fig. 92);
hier ist AB — BC und 4D = CD.




§ 69. Eigenschaften des Parallelogrammes. «) Das Parallelo-
gramm wird durch jede Diagonale in zwei kongruente
Dreiecke zerlegt. Die Dreiecke ABD und BCD (Fig.84) sind
kongruent, da sie in der gemeinschaftlichen Seite BD und den an-
liegenden Winkeln m und = iibereinstimmen.

b) Im Parallelogramme sind je zwei gegeniiberlie-
gende Seiten einander gleich; AB = DC, AD = BC. Folgt
aus a).

Umgekehrt: Sind in einem Vierecke je zwei gegentiber-
liegende Seiten gleich, so ist es ein Parallelogramm.
(V. Kongruenzsatz.)

¢) Im Parallelogramme sind je zwei gegeniiberlie-
gende Winkel einander gleich; <X 4 — ¢ < B = D.
Folgt aus a).

Umgekehrt: Sind in einem Vierecke je zwei gegentiiber-
liegende Winkel gleich, so ist es ein Parallelogramm. Aus
A= C wd B = D folgt nimlich
4 4+ B=2R, somit AD || BC (§ 30, b)
Tas: o

d) Die Diagonalen des Paral-
lelogrammes halbieren einander.
Denn ist M der Schnittpunkt der beiden

Fig. 84. Diagonalen, so konnen die Dreiecke 4BM

und CDM dadurch zur Deckung gebracht

werden, dafi man durch Drehen in der Ebene AB mit C'D zusammen-

fallen lasst (L. Kongruenzsatz, 4B = C'D, Q. ABM — CDM, <C BAM

= DCM); dann fillt AM auf CM und BM auf DM, also ist AM —
CM and BM = DM. Modell!

Umgekehrt: Wenn die Diagonalen eines Viereckes ein-
ander halbieren, so ist es ein Parallelogramm. (V. Con-
gruenzsatz.)

¢) Sind in einem Vierecke zwei Gegenseiten gleich
und parallel, so ist es ein Parallelogramm. Ist z. B. AB —
DC und AB || DC, so ist A ABD & CDB (111. Kongruenzsatz), also
<L ADB = CBD und 4D | BC.

Ubungsaufgaben. Ein Parallelogramm 4 B C'D zu konstruieren aus:

1. zwel anstofenden Seiten und dem eingeschlossenen Winkel, 4 B = 4 em,
BC = 3 emy B = 110°%

2. zwei anstofenden Seiten und einer Diagonale, A4 B = 4'5 em, B C = 36 cm,
BD = 5 ¢em;

8. den beiden Diagonalen und einer Seite, 4 C = 6 em, BD = 5 cm,
BC = 8 cm;
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4. den beiden Diagonalen und einem der von ihnen eingeschlossenen Winkel
AC =52 em BD — 62 om, AMB = T15°

5. Aus einem Winkel eines Parallelogrammes die iibrigen zu berechnen:
a) 72°% b) 118° 39, ¢) 98° 12 34",

§ 70. Abstand zweier Parallelen. Aus § 69, b) folgt:

a) Parallele Verbindungsstrecken paralleler Geraden
sind einander gleich.

Ist AB||CD (Fig. 85), und zieht man “—&
von zwei beliebigen Punkten B und £ der
einen Geraden Normale zur anderen, so sind
diese gleich, BD = EF; warum? — Also 3
haben alle Punkte einer Geraden von Fig. 8.
einer Parallelen gleiche Abstinde.

Irgend eine solche Normale heifit Abstand der Parallelen. Um-
gekehrt :

b) Alle Punkte, welche von einer Geraden nach der-
selben Seite hin gleiche Abstinde haben, liegen in einer
Parallelen zur gegebenen Geraden (geometrischer Ort jener
Punkte).

Im Parallelogramme kann man jede Seite als Grundlinie be-
trachten. Der Abstand der Grundlinie von der parallelen Seite heiBt die
Hohe; so ist DE die Hohe in Bezug auf AB als Grundlinie (Fig. 84).

Ubungsaufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die
Hypotenuse (5 em) und die zugehdrige Hohe (2 ¢m) gegeben sind.

§ 7I. Einteilung der Parallelogramme. Ist ein Winkel des Pa-
rallelogrammes ein rechter, so ist jeder Winkel ein rechter und das
Parallelogramm heift rechtwinklig. Sind zwei aneinander stofiende
Seiten gleich, so sind alle vier Seiten gleich und das Parallelogramm
heift gleichseitig.

Das rechtwinklige Parallelogramm heift auch Rechteck, das
gleichseitige Rhombus. Ist ein Parallelogramm rechtwinklig und gleich-
seitig, so heift es Quadrat; ist es schiefwinklig und ungleichseitig,
so heifit ex Rhomboid. ‘

§ 72. Das Rechteck. Im Rechtecke sind die Diagonalen
einander gleich. Denn die Dreiecke ABC und ABD (Fig. 86) sind
kongruent; warum? Daher sind auch die Hilften der Diagonalen ein
ander gleich und der Schnittpunkt M der Diagonalen hat von den
Ecken gleiche Abstiinde. Jedem Reechtecke kann also ein Kreis
umgeschrieben werden. Ist das Rechteck symmetrisch?

Ubungsaufgaben. Ein Rechteck 4 B C' D zu konstruieren aus:

1. zwei anstofenden Seiten, A B = 47 em, BC = 032 dm;
2. einer Seite und der Diagonale, A D = 4 em, AC = 5 cm;

Byl
o e
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8. der Diagonale und einem von den Diagonalen eingeschlossenen Winkel,
AC = b4 emy, BMC = 60°

§ 73. Der Rhombus. Im Rhombus ist jede Diagonale die
Symmetrale der anderen; denn A4 und C' (Fig. 87) sind sowohl
von B als auch von D gleich weit entfernt. (Modell!) Daraus folgt,
daf die Diagonalen zueinandernormal sind und den Rhombus
in vier kongruente Dreiecke teilen.

Jede Diagonale des Rhombus ist auch Symmetrale der beiden
Winkel, welche sie durchschneidet; warum? Also hat der Punkt M von
den Seiten gleiche Ahbstinde und jedem Rhombus kann daher
ein Kreiseingeschrieben werden. Ist der Rhombus symmetrisch ?

Ubungsaufgaben. Einen Rhombus 4 B CD zu konstruieren aus:

1. der Seite und einem Winkel, 4 B = 3 c¢m, B = 120°;

2. der Seite und einer Diagonale, AD = 4 ¢m, BD = 3 cm;

3. den beiden Diagonalen, 4 C = 6 ¢m, BD = 48 cm;

4, einem Winkel und dem Radius des eingeschriebenen Kreises, 4 = 50°,
Radius = 2 cm.

J (7

Fig. 86. Fig. 87. Fig. 88.

§ 74. Das Quadrat. Im Quadrate (Fig. 88) sind die Diago-
nalen einander gleich und zueinander normal. Dem Qua-
drate kann ein Kreis umgeschrieben und ein Kreis ein-
geschrieben werden. Mittelpunkt des Quadrates. Ist das Quadrat
symmetrisch ? :

Ubungsaufgaben. 1. Ein Quadrat zu konstruieren, wenn a) die Seite,
b) die Diagonale gegeben ist.

2. In welchen Parallelogrammen sind die Diagonalen u]elch in welchen
stehen sie zueinander normal?

§ 75. Eigenschaften des Trapezes. Im Trapeze kann man jede der
beiden Parallelseiten als Grundlinie betrachten; der Abstand der-
selben ist die Hohe des Trapezes. Die Verbindungslinie der Halbierungs-
punkte der beiden nicht parallelen Seiten oder Schenkel wird Mittel-
linie genannt (EF, Fig. 89).

a) Die Mittellinie des Trapezes ist zu den Parallel-
seiten desselben parallel.
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Ist niimlich AE = ED und GH | AB, so kann das Dreieck AEG
durch Drehung um den Punkt E mit dem Dreiecke DEH zur Deckung
gebracht werden. Daraus folgt GE = EH; also ist GE die halbe Hihe
des Trapezes. Ebenso zeigt man, daf JF gleich der halben Hihe des
Trapezes, also gleich GE ist. Man hat demnach EF'|| 4B || CD (§ 70, b).

b) Die Mittellinie ist gleich der halben Summe der
Parallelseiten.

Aus der Kongruenz der Dreiecke AEG und DEH folgt nimlich
AG = HD = 2, ebenso JB — CK = z. Denkt man sich nun x und z
von AB weggenommen und zu C'D hinzugefiigt, so sieht man, dafi die
Summe von AB und CD zweimal so viel betriigt als EF, d. h
EF = }(4B + CD).

Ubungsauf- W vl C
gaben®* 1. Ein {_‘1 X{
Trapez A BCD zu Il :
konstruieren, wenn it s U
alle vier Seiten ge- t i
geben sind, 4 B = i |
6 cm, BC = 5 cm, ol A Jlxﬂ

B it Fig. 89. Fig. 90.

3 em. = Anleitung:

Man konstruiere zunichst das Dreieck B C E (Fig. 90) aus der Differenz der Parallel-
seiten und den beiden Schenkeln |

2. Ein Trapez zu konstruieren, wenn drei Seiten und ein Winkel gegeben sind:

a) AB = 52 c¢m, B.C = 85 cm, CD =4 em, B = 70" :

b)) BC =4 cm CD =4cm D4 = 8 cm D = 120°

3. Ein Trapez ist zu construieren, wenn drei Seiten und eine Diagonale
gegeben sind:

AB —=5cm BC = 44 ém, CD = 4 emj AC = 6 em.

4, Fin Trapez zu konstruieren, wenn drei Seiten und die Héhe & gegeben sind:

a) A B =4 cm, CD =86 cm, DA = 42 em b = 8 cm;

b) BC = 8¢em, CD = 2 cmy, DA = 386 em, h =25 cm.

5. Aus zwei gegebenen Winkeln eines Trapezes (die nicht an-einem Schenkel
liegen) die iibrigen zu berechnen: a) 4 = 63°% B = 96°; b) ¢ = 125° 12’ 40"
D = 87° 34' 98" ¢) A = 76° 86" 34", 'C = 85% 25 17",

§ 76. Das gleichschenklige Trapez. @) Sind in einem Trapeze die
heiden nieht parallelen Seiten oder Schenkel gleich, so heifit es gleich-
schenklig. Im gleichschenkligen Trapezesind die Winkel
an jeder Parallelseite einander gleich. Ist nimlich CE| DA
(wie in Fig. 90) und BC' = AD, soistauch BC'= EC, also<x B=E= 4.
Da die Winkel ¢ und D des Trapezes zu den Winkeln 4 und B sup

plementir sind, so sind sie ebenfalls einander gleich.

#) In den folgenden Aufgaben iiber das Trapez A4 BCD wird stets AB| DC
vorausgesetzt,
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b) Das gleichschenklige Trapez ist eine symme-
trische Figur und zwar ist die Symmetrale einer Paral-
lelseite zugleich Symmetrale des Tra-
pezes. Beweis durch Umwenden um die Sym-
metrale von 4B (Fig. 91). Modell!

¢)Dem gleichschenkligen Trapeze
lift sich ein Kreis umschreiben. Ist
némlich M der Schnittpunkt der Symmetralen von

A 8 AB und BC (Fig. 91), so ist AM= BM= CM
11 und auch = DM, weil die Symmetrale von
: AB zugleich die Symmetrale von CD ist.

Fig. 91. Ubungsaufgaben. Ein gleichschenkliges
Trapez zu konstruieren aus:
1. den Parallelseiten A B = 62 mm, DC = 82 mm und dem Schenkel
AD = 44 mm;
2. den Parallelseiten A B = 5 ¢m, DC = 4 ¢m und <L D = 100°;
3. den Parallelseiten A B = 4 ¢m, D C = 25 ¢m und der Héhe b = 3 cm;
4, der Parallelseite A B — 5 e¢m, dem Schenkel 4D = 36 em und dem
Winkel ¢ = 120°;
5. der Parallelseite D C = 3 cm, dem Schenkel 4D = 36 cm und der
Hohe & = 28 cm.
6. Aus einem gegebenen Winkel des gleichschenkligen Trapezes die iibrigen
zu berechnen: a) 57° 17/ 45", b) 142° 16’ 35“.
§ 77. Eigenschaften des Deltoides. Das Deltoid ABCD (Fig. 92)
wird durch die Diagonale BD in zwei kongruente Dreiecke geoteilt,
welche durch Umwenden um BD zur Deckung
gebracht werden kionnen. Das Deltoid ist also
symmetriseh und eine Diagonale (BD)
gdie Symmetrale desselben; sie halbiert
die andere Diagonale AC' rechtwinklig und
halbiert die Winkel 2 und D. Beweis durch
Umwenden um die Symmetrieachse. Modell!
Konstruiert man die Symmetrale des Win-
kels A4, so erhilt man einen Punkt M in BD,
der von allen Seiten des Deltoides gleiche Ab-
stinde hat. Daraus folgt: Jedem Deltoide
148t sich ein Kreis einschreiben.
Ubungsaufgaben® REin Deltoid zu konstruieren aus:
1. zwei ungleichen Seiten und einer Diagonale:
q) A Bi—"5 em, A D=8 cm BD ="T em;
0) AB =4 em AD = 52 ¢em, AC = 6 cm;

Fig. 92.

*) In den folgenden Aufgaben iber das Deltoid A B €D ist stets B.D als
die Symmetrale desselben angenommen.
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2. einer Seite und den beiden Diagonalen:

AB. —iems A Cr— 8 cm B =% om:

3. den beiden Diagonalen und einem Winkel:

AC=3 cm, BD —"5 om, =1 =75

4, Aus zwei (ungleichen) Winkeln eines Deltoides die iibrigen zu berechnen:
@) A =190 B = ra0Nah ) R = DB ORI S SO0 ORES0 Y,

5. Einem gegebenen Deltoide einen Kreis einzuschreiben.

Das Vieleck.

§ 78. Erklirungen. Wenn man mehr als vier Punkte in einer
gewissen Reihenfolge durch Strecken verbindet, so erhilt man ein
Vieleck oder Polygon (4BCDEF, Fig. 93). z
In jedem Vielecke ist die Anzahl der Ecken
gleich jener der Seiten und gleich jener der
Winkel. Je nachdem die Anzahl der Seiten #

b, 6,...n ist, wird das Polygon ein Fiinf-
eck, Sechseck, ...n-Eck genannt.
~ Im weiteren Sinne rechnet man zu den
Vielecken auch die Dreiecke und Vierecke.
Im Nachfolgenden werden nur Vielecke mit Fig. 93.
lauter hohlen Winkeln betrachtet.

§ 79. Diagonalen. Eine Gerade im Vielecke, welche zwei nicht
nebeneinander liegende Ecken verbindet, heifit Diagonale.

Wenn man aus einem Eckpunkte des Polygones alle miglichen
Diagonalen zieht, so gibt es drei Eckpunkte, nach denen man keine
ziechen kann, niimlich den angenommenen Punkt selbst und die beiden
benachbarten Eckpunkte. Demnach ist die Anzahl der Diago-
nalen aus einem Eckpunkte um drei kleiner als die
Seitenanzahl des Polygones (im n-Ecke n—3).

Aufgabe. Die Anzahl aller Diagonalen eines n-Eckes zu be-
rechnen. — Man kann z. B. im Achtecke aus einem Eckpunkte 5, daher
aus allen Eckpunkten zusammen 5.8 = 40 Diagonalen ziehen. Dabei
wird jedoch jede Diagonale zweimal gezogen, nidmlich von jedem ihrer
beiden Endpunkte aus; somit ist die Anzahl aller moglichen Diagonalen
eines Achteckes = 20. (Im n-Ecke w—@z_?—))

Ubungsaufgabe. Die Anzahl aller Diagonalon im 5-, 6-, 7-, 10-, 12-Ecke
zu berechnen.

§ 80. Der Winkelsatz. Verbindet man einen Punkt O im Innern
eines Polygones (Fig. 94) durch Strecken mit allen Eckpunkten, so zer-
filllt das Polygon in ebenso viele Dreiecke, als es Seiten hat. Weil
nun alle Dreieckswinkel mit Ausnahme jener, welche um den Punkt O

/)




liegen, Teile der Polygonswinkel gind, so be-
triigt die Summe der Winkel aller Dreiecke um
vier Rechte mehr als jene der Winkel des Poly-
gones; daraus folgt:

DieSumme der Winkel eines Poly-
gones betrigt doppelt so viel Rechte,
als das Polygon Seiten hat, weniger
vier Rechte (im n-Ecke 2n R — 4 R).

Fig. 94. Ubungsaufgaben. 1. Die Summe der Winkel
eines 5-, 6-, 7, 8-, 9-, 10-, 12-, 16-, 24-Eckes zu berechnen.

2. Im Finfecke ABCDE ist A = 36° 42’ 58", B ist 2'/,mal so gro§ wie
4, C um 13° 44’ 51" kleiner als B und D = E. Berechne die Winkel B, C, D, E.

3. Die Summe der AuBenwinkel eines Vieleckes betriigt vier Rechte; warum?
(Sieh § 34, ¢).

§ 8l. Das regulire Vieleck, Symmetrie desselben. Sind in einem
Vielecke alle Seiten gleich und alle Winkel gleich, so heifit es regel-
méfig oder regulir.

a) Die Symmetrale einer jeden Seite desregelmifiigen
Vieleckes ist zugleich Symmetrale des Vieleckes.

Denn ist FM (Fig.95) die Symmetrale der Seite 4B, so kann
man FAED um FM so umwenden, daB 4 und B aufeinander fallen;
dann decken sich auch 4K und BC, weil die Winkel 4 und B gleich
sind; die Punkte ¢' und E fallen aufeinander, weil die Seiten gleich
sind u. s. w.

Als Modell beniitze ein regelmifiges Sechseck, welches sich nm eine Seiten-
und um eine Winkelsymmetrale umklappen lift.

b) Die Symmetrale eines jeden Winkels im regulédren
Vielecke ist zugleich Symmetrale des Vieleckes.

Denn ist AM (Fig. 95) die Symmetrale des Winkels 4, so kann
"man AEDH um AM so umwenden, daB AB und AE aufeinander
fallen; dann fallen auch die Punkte B und £ zusammen, weil die
Seiten gleich sind, ebenso BC' und ED, weil die Winkel 5 und E
gleich sind, uw. s. w.

Ist das Vieleck von ungerader Seitenzahl, dann ist die Sym-
metrale jeder Seite zugleich die Symmetrale des gegentiberliegenden
Winkels (Fig. 95). Ist das Vieleck von gerader Seitenzahl, so ist jede
Winkelsymmetrale auch Symmetrale des gegeniiberliegenden Winkels
und jede Seitensymmetrale auch Symmetrale der gegeniiberliegenden
Seite (Fig. 96). .

Dag regelmiifige Vieleck hat somit ebenso viele Symmetralen als
Seiten.
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Ubungsaufgaben. Wie groB ist @) ein Innenwinkel, ) ein AuGenwinkel
im reguliren 5-, 6-, 7-, 8-, 9-, 10-, 12-, 16-, 24-Ecke?

Fig. 95. Fig. 96.

§ 82. Das regeimédBige Vieleck und der Kreis. «) Jedem regel-
mifigen Vielecke lifit sich ein Kreis umschreiben und
ein Kreig einschreiben.

Denn die Symmetrale M der Seite 458 (Fig. 95) und die Sym-
metrale GM der Seite BC' schneiden sich ‘in einem Punkte M, der von
den drei Ecken 4, B, C' gleiche Abstinde hat. Weil nun ' und £ in
Bezug auf FM symmetrisch liegen, so ist C'M = EM; weil ferner 4
und D in Bezug auf GM symmetrisch liegen, so ist AM = DM. Also
ist M der Mittelpunkt eines Kreises, welcher durch alle Ecken des
Polygones geht.

Zu gleichen Sehnen gehtren gleiche Zentralabstinde, somit ist
FM = GM = HM = ..., d. h. M ist auch Mittelpunkt eines andercn
Kreises, welcher alle Seiten des Polygones beriihrt. Der Punkt M wird
daher der Mittelpunkt des reguliiren Vieleckes genannt.

b) Wird die Peripherie eines Kreises in mehrere
gleiche Teile geteilt, so sind die Teilungspunkte zu-
gleich Ecken eines reguliiren eingeschriebenen und Be-
rihrungspunkte der Seiten eines reguliiren umgeschrie-
benen Vieleckes.

Sind niimlich die Bogen AB, BC, CD, ... (Fig. 96) gleich, so
entsprechen ihnen gleiche Sehnen; AB = BC' = CD == ... Man
kann nun das Polygon ABCD .. um den Punkt M so drehen, daB
der Eckpunkt A auf irgend einen anderen Eckpunkt fillt, z. B. auf B;
dann fillt B auf €, €' auf D, u. s. f. Daraus folgt, daf auch alle Winkel
gleich sind; also ist das Polygon ABCD . . regelmiifig. Modell!

Bei der erwiihnten Drehung wird die Tangente G'H auf eine
andere fallen, z. B. auf 7, HJ auf JK u. s. w. Die zweite Lage des

Hotevar, Geometrie fir Untergymnasien. 6, Aufl, 4
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Polygones GHJK . . wird sich genau mit der ersten Lage desselben
decken; daher sind die Seiten und Winkel dieses Polygones beziehungs-
weise gleich, Das Polygon GHJK .. . ist also regelmifiig. Modell!

Aufgaben. 1. Einem gegebenen Kreise ein glelchseltlges Dreieck
a) einzuschreiben, 5) umzuschreiben.

2. Einem gegebenen Kreise ein Quadrat a) einzuschreiben, ) um-
zuschreiben.

3. Kinem gegebenen Kreise ein reguldres Sechseck «) einzu-
schreiben, &) umzuschreiben.

Ubungsaufgaben. Einem gegebenen Kreise ist je ein regelmifiges
1. Achteck, 2. Zwélfeck, 8. Fiinfeck, 4. Zehneck einzuschreiben und umzuschreiben,
— Im 3. und 4. Falle soll die Teilung durch Versuche ausgefiihrt werden.

§ 83. Ubertragung eines Vieleckes. Aufgabe. Ein Vieleck zn
konstruieren, welches mit einem gegebenen Vielecke kongruent ist (UUber-
tragen des Vieleckes).

a) Durch Bestimmung der Ecken durch die fiinfte Drei-
eckskonstruktion. Man mache (Fig. 97) 4, B, — AB, beschreibe
von A, mit dem Radius AC' und von B, mit dem Radius BC Bogen,
welche sich im Punkte
(', schneiden. Ebenso
bestimmt man D,, %,
u. 8. w. — Nachweis
durch Deckung,

) Durch die
rechtwinkligen
Koordinaten der
Eckpunkte. Man
fille von den Eck-
punkten des gegebenen Vieleckes (Fig. 98) Normalen auf eine beliebige
Gerade OX und konstruiere auf einer anderen Geraden O, X, die Strecken
O,M, = OM, O, N, = ON, u. s. w.; hierauf errichte man in den
Punkten M, N, . ..
die Normalen zu
0, X,, mache M, 4,
—UMA N, By =
NB, u -8 w. —
Nachweis  durch
Deckung.

Die Normalen
MA, NB,
heifienOrdinaten

Fig. 97.

e e
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und die Strecken OM, ON, . . . Abszissen; die Abszisse OM und die
Ordinate MA zusammen heiflen rechtwinklige Koordinaten
des Punktes 4 in Bezug auf O als Anfangspunkt und OX als Ab-
szissenachse, — Vergleiche damit die sphiirischen Koordinaten bei der
geographischen Ortsbestimmung.

Ubungsaufgaben Ein Viereck zu konstruieren, welches mit einem
gegebenen Vierecke 1. durch Parallelverschiebung, 2. durch Umwenden um eine
gegebene Gerade, z. B. um eine Seite, 3. durch halbe Umdrehung um einen gegebenen
Punkt, z. B um einen Eckpunkt, zur Deckung gebracht werden kann. :

4. Ubertrage ein gegebenes @) Parallelogramm, ) Finfeck, ¢) Sechseck!

5. Ein Viereck zu konstruieren, wenn die Koordinaten seiner Eckpunkte

gegeben sind. Y B S
Abszissen: 1, 4, B, 3 em
Ordinaten: 1, 0, 4, 5 cm.
6. Ein Finfeck zu konstruieren, wenn die Koordinaten seiner Eckpunkte
gegeben sind. A B o D 5
Abszissen: 0, 14, 46, 60, 30 em
Ordinaten: 29, 56, 50, 43, 09 em.

Fliichenvergleichung.

§ 84. Erklarungen. Jener Teil der Ebene, welcher von den
Grenzlinien einer (ebenen) Figur eingeschlossen wird, heifit die I'léiche
der Figur. (Die Dreiecks-, die Kreisfliche u. s. f.) Die GroBe der Fliche
heifit der Fliacheninhalt der Figur. Haben zwei Figuren gleichen
Fliacheninhalt, so heiflen sie fliichengleich oder einfach gleich (=);
im entgegengesetzten Falle heiflen sie ungleieh (> oder <).

Die Vergleichung der Flichen beruht auf folgenden Sitzen:

1. Zwei kongruente Figuren sind auch gleich. Daraus
folgt z. B., daf ein Parallelogramm durch eine Diagonale und daf ein
regelméiifiges Polygon durch eine Seiten- oder eine Winkelsymmetrale in
zwei gleiche Teile zerlegt wird.

2. Durch Addition (Aneinanderlegen) zweier gege-
bener Figuren kann man auf verschiedene Arten neue
Figuren bilden, welche gleich, jedoch im allgemeinen
nicht kongruent sind. Wie viele Figuren von verschiedener Form
und gleicher GroBe kann man z B. dadurch erhalten, daf man zwei
kongruente rechtwinklige Dreiecke mit zwei gleichen Seiten anein-
anderlegt?

3. Durch Subtraktion (Abschneiden)einer gegebenen
Figur von einer anderen gegebenen Figur kann man auf
verschiedene Arten gleiche, jedoch im allgemeinen nicht
kongruente Figuren erhalten. S.z B.§ 85.

4%
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Unter dem Rechtecke zweier Strecken versteht man jenes
Rechteck, in welchem die beiden Strecken als Seiten vorkommen. Das
iiber einer Strecke als Seite konstruierte Quadrat heifit das Quadrat
dieser Strecke.

§ 85. Das Parallelogramm. Haben zwei Parallelogramme gleiche
Grundlinien und gleiche Hohen, so lassen sie sich derart aufeinander
legen, daff die Grundlinien zusammenfallen und die gegeniiberliegenden
Seiten in einer Geraden liegen (Fig. 99). Hier ist \ AFD & BEC

(warum?). Wenn man nun vom Trapeze
z Bl E ABED das Dreieck AFD subtrahiert, so
bleibt das Parallelogramm ABEF iibrig;
subtrahiert man von demselben Trapeze
das Dreieck BEC, d. i. also das Dreieck
(o Z AFD in einer anderen Lage, so erhiilt
Fig. 99. man das Parallelogramm ABC'D. Daher
ist ABCD = ABEF. Modell!

Parallelogramme mit gleichen Grundlinien und glei-
chen Hohen sind einander gleich. Daraus folgt:

Jedes Parallelogramm ist einem Rechtecke mit der-
selben Grundlinie und derselben Hohe gleich.

Ubungsaufgaben. 1. Man wiederhole die vorausgehende Betrachtung
unter der Annahme, daf die Punkte €' und F zusammenfallen oder daf F zwischen
C' und D liegt!

Man begriinde die Sitze:

2. Verschiebt man eine Seite eines Parallelogrammes in der durch sie gelegten
Geraden, so bleibt der Flicheninhalt des Parallelogrammes ungeindert.

3. Yon zwei Parallelogrammen mit gleichen Grundlinien und ungleichen
Héhen ist dasjenige grofer, welches die grofere Hohe hat.

4, Yon zwei Parallelogrammen mit gleichen Hohen und ungleichen Grund-
linien ist dasjenige gréfer, welches die grofere Grundlinie hat.

§ 86. Das Dreieck. Das Dreieck ABC (Fig. 100) ist die Hiilfte
des Parallelogrammes ABDC, welches mit ihm dieselbe Grundlinie und

diesclbe Hohe hat. :
Jedes Dreieck ist die Hiilfte eines Parallelogrammes
mit derselben Grundlinie und derselben Hiohe. Daraus folgt:
Dreiecke mit gleichen Grundlinien und gleichen
Hohen sind einander gleieh.
Ubungsaufgaben Man begrinde die folgenden Sitze:

1. Verschiebt man " die ' Spitze eines Dreieckes in einer zur Grundlinie
parallelen Geraden, so indert sich der Flicheninhalt des Dreieckes nicht (Fig. 101).

2. Von zwei Dreiecken mit gleichen Grundlinien (Hoében) und ungleichen
Hohen (Grundlinien) ist dasjenige grifer, welches die grofere Hohe (Grundlinie)
hat. (Fig. 102.)
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3. Ein Parallelogramm wird durch die hbeiden Diagonalen in vier gleiche
Dreiecke éerlegt.

4. Zieht man in einem Parallelogramme eine Diagonale und durch einen
Punkt derselben Parallele zu den Seiten, so zerfallt das Parallelogramm in zwei
Paare kongruenter Dreiecke und zwei gleiche Parallelogramme.

5. Von den vier Dreiecken, in welche ein Trapez durch die Diagonalen zerlegt
wird, sind jene zwei gleich, welche an den Schenkeln liegen.

¢ /) z

A Fm B 7 s
Fig. 100. Fig. 101. Tig. 102.

§ 87. Das Quadrat einer Streckensumme. Sind a und b zwei ge-
gebene Strecken und macht man 4B = a, BC = b, so0 ist AC =
a -+ b. Das Quadrat ACDE iiber der Seite AC (Fig. 103) liBt sich
durch die Geraden BH und FG in zwei Quadrate
mit den Seiten @, bezw. b und zwei Rechtecke E H D
mit den Seiten « und b zerlegen. Daraus folgt: |, b b

Das Quadrat einer Streckensumme I G
besteht aus dem Quadrate der ersten
Strecke, aus zwei Rechtecken beider |a a
Strecken und dem Quadrate der zweiten
Strecke. 7 B C

§ 88. Das Trapez. Halbiert man die Seite Fig. 103.

BC' des Trapezes ABCD (Fig. 104) und legt durch

den Halbierungspunkt Z und den Punkt D eine Gerade, welehe die
verlingerte Seite AB in F trifft, so erhiilt man die kongruenten Drei-
ecke EBF und ECD. Dreht man nun das Dreieck £C'D um den Punkt
E in die Lage EBF, so verwandelt sich das Tra-
pez ABCD in das Dreieck AFD, dessen Hohe
zugleich die Hohe des Trapezes ist und dessen
Grundlinie gleich ist der Summe der Parallelseiten F
des Trapezes. AF = AB -+ BF = AB + DC( Fig. 104,
(Modell!)

Das Trapez ist einem Dreiecke mit derselben Hohe
gleich, welches die Summe der Parallelseiten zur Grund-
linie hat.

Ubungsaufgabe. Man zeige mit Hilfe der Fig. 89, daf das Trapez einem
Rechtecke mit derselben Hiohe gleich ist, welches die Mittellinie des Trapezes zur
Grundlinie hat !
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§ 89. Das Viereck, dessen Diagonalen zueinander normal sind. TIst
ABCD (Fig. 105) das gegebene Viereck und AC | BD, so ziche
man durch die Eckpunkte Parallele zu den

H, s G : : :
Diagonalen, Dadurch wird dem Vierecke ein
Rechteck EFGH umgeschrieben, dessen Seiten
den parallelen Diagonalen des Viereckes ABC'D
= ¢ entsprechend gleich sind.
Nun ist ACD = } ACGH ‘und ABC =

2 o d = 1 AEFC, daher auch ABCD — } EFGH.

il Ein Viereck, dessen Diagonalen
zueinander normal sind, ist die Hilfte eines Rechteckes,
welches die beiden Diagonalen zu Seiten hat.

Ubungsaufgaben. 1. Fir welche Arten von Vierecken gilt der voran-
stehende Satz?

2. Wie launtet dieser Satz speciell fiir das Quadrat?

3. Man beweise, daf ein jedes Viereck die Halfte des umgeschriebenen
Parallelogrammes ist, dessen Seifen zu den Diagonalen des Viereckes parallel sind.

§ 90. Das regelmédBige Vieleck und ein Sektor desselben. «) Ist
O der Mittelpunkt des regelmiifiigen Sechseckes ABCDEF (Fig. 106),
so ist offenbar ABCDEF = 6. ABO, Trigt man nun auf der Ver-
lingerung von AB die
iibrigen Seiten des Viel-
eckes auf, so daf HL
dem Umfange desselben
gleich ist, so ist HGO =
GEE = A Gl =N
also HLO = 6 . A BO.
Daraus folgt A BCDEF
= HILO)

Das regelmifige Vieleck ist einem Dreiecke gleich,
welches den Umfang des Vieleckes zur Grundlinie und
den Halbmesser des dem Vielecke eingeschriebenen
Kreises zur Hohe hat. ;

~b) Verbindet man zwei Eckpunkte eines regelmiBigen Vieleckes
mit dem Mittelpunkte, so erhiilt man zwei Ausschnitte oder Sek-
toren des regelmiifigen Vieleckes. Z. B. ABCO und CDEFAO. AB(!
heift die Grundlinie des ersten und CDEFA die Grundiinie des
zweiten Sektors.

Jeder Sektor eines regelmiifigen Vieleckes ist einem
Dreiecke gleich, welches die Grundlinie des Sektors zur
Grundlinie und den Halbmesser des dem Vielecke einge-
schriebenen Kreises zur Hohe hat.
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T"Ilnungsaufgaben. 1. Jedes Dreieck ist einem zweiten Dreiecke gleich,
welches den Umfang des ersten zur Grundlinie und den Halbmesser des dem ersten
Dreiecke eingeschriebenen Kreises zur Héhe hat. (Warum ?)

2. Wie lautet der entsprechende Satz fiir irgend ein einem Kreise um-
geschriebenes Vieleck (Tangentenvieleck)?

§ 9I. Der Kreis und der Kreissektor. Der Umfang und die Fliche
eines regelmiifigen Vieleckes unterscheiden sich von dem Umfange, be-
zichungsweise der Fliche des eingesehrichenen Kreises umsoweniger, je
grofier die Seitenanzahl des Vieleckes ist. Man kann diese Zahl stets so
grofl withlen, daf jener Unterschied selbst in sehr genauen Zeichnungen
oder Rechnungen nicht mehr bemerkt wird. Aus diesem Grunde lassen
sich die beiden vorausgehenden Siitze, welche fiir ein heliebiges regel-
miifiges Vieleck und einen Sektor desselben abgeleitet wurden, auf den
Kreis und den Kreissektor uhertragen

a) Die Kreisflicheisteinem Dreiecke gleich, welches
die Peripherie zur Grundlinie und den Halbmesser zur
Hohe hat.

b)Der Kreissektor isteinem Dreiecke gleich, welches
den Bogen zur Grundlinie und den Halbmesser zur
Hohe hat.

Flichensiitze fiir das reehtwinklige Dreieck.

§ 92. Der Pythagoreische Lehrsatz. Konstruiert man ein recht-
winkliges Dreieck, in dem eine Kathete das Dreifache und die andere
das Vierfache einer Strecke betriigt,
so ist die Hypotenuse das Fiinffache
dergelben Strecke. Nun errichte man
iiber den Seiten dieses Dreieckes Qua-
drate und zerlege dieselben entsprechend C
der Fig. 107 in kleinere Quadrate. Von
den letzteren, welche alle kongruent
sind, entfallen 25 auf das Quadrat der
Hypotenuse, 9 auf das Quadrat der )
einen und 16 auf das Quadrat der A
anderen Kathete. In diesem Falle be-
steht also der Satz:

Das Quadrat der Hypote-
nuse ist gleich der Summe der
Quadrate der beiden Katheten.

Dieser Lehrsatz, welcher fiir jedes rechtwinklige Dreieck gilt, wird
dem Philosophen Pythagoras (geb. auf der Insel Samos um das
Jahr 580 v. Chr.) zugeschrieben und nach ihm benannt. Fiir beliebige

Tig. 107.
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rechtwinklige Dreiecke ergibt sich die Richtigkeit des Pythagoreischen
Lehrsatzes aus der folgenden Betrachtung:

Sind o und & die Katheten und ¢ die Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreieckes, so errichte man zweimal das Quadrat iiber der
Streckensumme « - b und zerlege es einmal entsprechend der Fig. 103
und das anderemal entspre-
chend der Fig.109. Nimmt
/ ¢ 16 man nun vom Quadrate der
7 % Streckensumme vier mit dem

gegebenen kongruente Drei-
c ecke weg, so bleiben im
4 ersten Falle die Quadrate
b der Katheten und im zweiten
Fig. 108. Fig. 109. das Quadrat der Hypotenuse

' iibrig. (Modell!)

Aug dem Pythagoreischen Lehrsatze folgt: :

Das Quadrat einer Kathete ist.gleich dem Quadrate
der Hypotenuse weniger dem Quadrate der anderen
Kathete.

Ubungsaufgaben. Konstruiere ein Quadrat, welches gleich ist:

1. der Summe zweier gegebener Quadrate,

2. der Summe dreier gegebener Quadrate,

3. dem 2-, 3-, 4-fachen eines gegebenen Quadrates,

4. der Difterenz zweier gegebener Quadrate,

5. der Hilfte eines gegebenen Quadrates.

§ 93. Der Hohensatz. Das bei ' rechtwinklige Dreieck ABC
(Fig. 110) wird dureh die Hiohe C'D in die Dreiecke ADC' oder / und
CDB zerlegt. Dreht man das Dreieck I um € bis es in die Lage C K1’

gelangt, und verlingert K bis G,

¢ E go erhiilt man das Quadrat der

Héhe, niimlich (DG E. Verschiebt
K sl J man hierauf das Dreteck I lings
= der Kathete C'B, bis es in die Lage
, HJB gelangt, und verlingert JH
1 bis K, so erhiilt man das Rechteck
A D G p der beiden Abschnitte der Hypote-
Fig. 110. nuse, nimlich DBJK. (Es ist

namlich AD — FE—= BJ= DK))

Das Quadrat und das Rechteck sind fliichengleich, da jedes derselben
aus dem Fiinfecke DG FHK und den Dreiecken 7 und II besteht. (Die
mit /I bezeichneten Dreiecke stimmen nimlich in den Winkeln und den

{44

1y,
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Hypotenusen tiberein, weil HC' = BC — AC und BF = BC — AC
ist.) Daraus folgt:

Das Quadrat der Hiohe eines rechtwinkligen Drei-
eckes ist dem Rechtecke gleich, welches die beiden
Abschnitte der Hypotenuse zu Seiten hat.

Verwandlung und Teilung der Figuren.

§ 94. Verwandlung der Figuren. Eine gegebene Figur in
eine andere verwandeln heifit eine neue Figur kon-
struieren, welche mit der gegebenen flichengleich ist.

1. Aufgabe. Ein schiefes Parallelogramm in ein Rechteck zu
verwandeln.

Auflosung. Man ziehe von den Endpunkten einer Seite die Nor-
malen zur gegeniiberliegenden Seite! (§ 85.)

2. Aufgabe. FEin Dreieck in ein Parallelogramm ) mit der-
selben Grundlinie, 5) mit derselben Hohe zu verwandeln.

3
=

e
A Y
Fig. 111. : Fig. 112. Fig. 113.

Y

Auflosung. @) Man halbiere die Scite BC' des gegebencn.Dreicckcs
ABC (Fig. 111), ziehe durch den Halbierungspunkt % dic Gerade
DF || AB, ferner BF | AD! ABFD ist das gesuchte Parallelogramm.
b) Analog wie a).

3. Aufgabe. Ein Dreieck in ein anderes zu Verwande]n,‘ 80 dflSS
der Winkel ungesindert bleibt und eine der einsehliefenden Seiten eine
gegebene Linge erhiilt. :

Auflosung. Es sei (Fig. 112) ABC das gegebene Dreieck, BAC
der beizubehaltende Winkel und AD = a jene Seite, durch welche AB
ersetzt werden soll. Man ziehe CD, ferner vom Punkte B aus die
Parallele zu CD und verbinde den Schnittpunkt £ dieser Parallelen
und der Verlingerung von AC mit dem Punkte D. ADE ist das ge-
suchte Dreieck. Es ist nimlich CDB = CDE, also ACD -+ (DB
— ACD 4+ CDE oder ABC = ADE.

Ubungsaufgaben 1. @) Ein Parallelogramm, ‘b) ein Dreieck in‘ ein
anderes zu verwandeln, welches dieselbe Grundlinie und einen gegebenen Winkel
an der Grundlinie hat (Fig. 113).
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2. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, welches dieselbe Grundlinie
hat und @) gleichschenklig, ) an der Grundlinie rechtwinklig, ¢) an der Spitze
rechtwinklig ist. Wann ist die letzte Aufgabe nur lésbar?

3. Ein Dreieck in ein Rechteck mit derselben Grundlinie zu -verwandeln.

4. Ein Parallelogramm in ein Dreieck @) mit derselben Grundlinie, &) mit
derselben Hohe zu verwandeln.

5. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, so daf ein Winkel ungeindert
bleibt und eine der einschliefenden Seiten durch eine lingere ersetzt wird. Ist in
Fig, 112 A D E das gegebene Dreieck und 4 B die gegebene neue Grundlinie, so
ziehe man D C|| B E und verbinde B mit C. ABC = ADE.

6. Ein Parallelogramm zu konstruieren, welches gleich ist @) der Summe,
b) der Differenz zweier gegebener Parallelogramme von gleicher Héhe. Sind
(Fig. 114) ABCD und B EF @ die gegebenen Parallelogramme von gleicher Héhe,
so ist AEHD die Summe und AJ KD die Differenz derselben. BJ = R E,
EH|AD, JK| AD.

e e V] x

Fig. 114. Fig. 115.

7. Ein Dreieck zu konstruieren, welches gleich ist a) der Summe, b) der
Differenz zweier gegebener Dreiecke von gleicher Grundlinie. Sind (Fig. 115)
ABC und ABD die gegebenen Dreiecke mit gleicher Grundlinie, so ist 4 C I
die Summe und 4 C'F die Differenz derselben. DE || AB, BF = BE.

8. Man verwandle ein Trapez a) in ein Dreleck (Fig. 104), b) in ein Recht-
eck (Fig. 89), ¢) in ein schiefes Parallelogramm von gleicher Hohe !

9. Verwaundle ein Deltoid @) in ein Rechteck, b) in einen Rhombus!

10. Verwandle @) ein Rechteck, &) einen Rhombus in ein Deltoid, dessen
ungleiche Seiten rechte Winkel einschliefen! 3

4. Aufgabe. Ein gegebenes Vieleck in ein anderes zu verwandeln,
welches eine Seite weniger hat.

Auflosung. Ist ABCDEF (Fig.116) das ge-
‘gebene Vieleck, so ziehe man die Diagonale DF,
ferner EG || DI und verbinde D mit G. Dadurch
erhiilt man das verlangte Vieleck ABC'DG, welches
eine Seite weniger hat und gleich ABCDEF ist.
Denn die Dreiecke DEF und DGF sind flichen-
gleich und bilden daher, einzeln zum Vielecke
ABCDF addiert, zwei gleiche Figuren.

b. Aufgabe. Ein gegebenes Rechteck in ein Quadrat zu ver
wandeln. :

D (44

Fig. 116.
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Auflosung. Man verliingere die Seite AB (Fig. 117) des gegebenen
Rechteckes ABCD, mache BE — BC' und beschreibe tiber AZE als
Durchmesser einen Halbkreis! Ist ' der Durchschnittspunkt des Halb-
kreises mit der Seite BC, so entspricht das Quadrat
BHGE der Strecke BE der gestellten Aufzabe.
Denn es ist das Quadrat der Hohe in dem recht-
winkligen Dreiecke AEF, also gleich dem Recht-
ecke AB(C'D, welches die Abschnitte AB und BE
der Hypotenuse zu Seiten hat. 4 ¥

6. Aufgabe. Ein gegebenes Vieleck in Fig. 117.
ein Quadrat zu verwandeln.

Auflosung. Man verwandle das gegebene Vieleck in ein Dreieck,
dieses in ein Rechteck und das Rechteck in ein Quadrat!

Ubungsaufgaben. 11. Verwandle ein Viereck auf zwei verschiedene Arten

in ein Dreieck!
12. Verwandle a) ein Fiinfeck, b) ein Sechseck in ein Dreieck!

18. Verwandle a) ein gleichseitiges, b) ein ungleichseitiges Dreieck in ein
Quadrat |

14, Verwandle ein beliebiges Viereck in ein Quadrat!

§ 95. Teilung der Figuren. 1. Aufgabe. Ein Dreieck in »
gleiche Teile so zu teilen, daB die Teilungslinien von einer Ecke
ausgehen. ;

Auflosung. Man teile eine Seite des Dreieckes in n gleiche
Teile und verbinde die Teilungspunkte mit dem gegeniiberliegenden
Eckpunkte! Z. B. n = 4.

2. Aufgabe. Ein Parallelogramm in n gleiche Teile so zu’
teilen, daB die Teilungslinien zu einer Seite parallel sind.

Auflosung. Man teile eine Seite in n gleiche Teile und ziehe durch
die Teilungspunkte Parallele zu den anstoBenden Seiten! Z. B.n = 8.

Ubungsaufgaben. 1. Ein Dreieck (nach dem Augenmafe oder durch
Versuche mit dem Zirkel) in @) drei, b) finf gleiche Teile so zu teilen, dag die
Teilungslinien von einer Ecke ausgehen.

2, Ein Parallelogramm in a) zwei, b) sechs gleiche Teile so zu zerlegen,
daB die Teilungslinien zu einer Seite parallel sind.

8. Ein Parallelogramm in «) zwei, b) vier, ¢) sechs gleiche Teile so zu
zerlegen, daf die Teilungslinien von einer Ecke ausgehen.

4. Ein Parallelogramm in drei gleiche Teile so zu zerlegen, daf die
Teilungslinien von einer Ecke ausgehen. Man zerlege zunichst in sechs gleiche

Teile.

<

D

5. Fin Trapez in vier gleiche Teile so zu zerlegen, daf die Teilungslinien
durch die parallelen Seiten gehen.

6. Ein beliebiges Viereck in zwei gleiche Teile zu zerlegen. Man teile
eine Diagonale in zwei gleiche Teile und verbinde den Teilungspunkt mit den

der Diagonale gegeniiberliegenden Eckpunkten.
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Lingenmessung.

§ 96. Der Umfang eines Vieleckes. Man berechnet den Umfang
eines Vieleckes, indem man die (MafBzahlen aller) Seiten desselben addiert.
Sind alle Seiten einander gleich, so findet man den Umfang (w), indem
man eine Seite (s) mit der Anzahl (n) der Seiten multipliziert; v = ns.

Ubungsaufgaben. Wie grof ist der Umfang 1. eines Quadrates, 2. eines
Rhombus, 3. eines regelmifigen Zehneckes, wenn eine Seite a) 2 em, b) 315 m
betragt, ¢) gleich a ist?

4. Berechne den Umfang eines Rechteckes aus der Grundlinie g und der
Héhe % a) allgemein, b) fir ¢ = 25 m, b = 1'5 m !

5. Berechne die Grundlinie eines Rechteckes aus dem Umfange w und der
Héhe & a) allgemein, b) fir w = 18 cm, g = 6 cm!

6. Berechne die Hohe eines Rechteckes aus dem Umfange v und der (irund-
linie g a) allgemein, &) fiir v = 236 m, g = 86 m!

§ 97. Messung der Kreislinie. Da sich eine gerade Linie auf einer
krummen nicht auftragen Lift, so kann man die Linge der Kreislinie
nicht durch directe Messung, sondern nur auf Umwegen bestimmen.

Mechaniseh wird die Messung der Kreislinie ausgefiibrt, indem
man aus einem Iaden eine Kreislinie bildet, hierauf den Faden in eine
gerade Linie ausspannt und ihn mit dem Durchmesser oder mit einer
anderen als Lingeneinheit angenommenen Strecke mift. Um genauer
vorzugehen, legt man einen diinnen Faden in mehreren Windungen um
einen Cylinder mit kreisformigem Querschnitte, berechnet aus der ge-
messenen Liinge des Fadens und der Anzahl der Windungen die Linge
einer Windung. (Zur Ubung. fiihre man einen solehen Versuch aus.)
Auch dieses Verfahren ist nur einer beschriinkten Genauigkeit fihig
und hat fiir die Geometrie keine Bedeutung.

Die geometriseche Messung der Kreislinie wird dadurch aus-
gefiihrt, daf man die Kreislinie mit den Umfingen der ein- und der
umgeschriebenen Vielecke vergleicht.

Wird einem Kreise ein regelmiifiges Sechseck eingeschrieben, so
ist jede Seite desselben kleiner als der zugehirige Bogen, sein ganzer
Umfang also kleiner als jener des Kreises. Die Peripherie ist also
grofier als das Dreifache des Durchmessers; p > 3d.

Wird hingegen einem Kreise ein Quadrat umgeschrieben, so ist
die Summe der aneinander stofenden Teile der Quadratseiten, welche
von zwei aufeinander folgenden Beriihrungspunkten begrenzt werden,
groBer als der von ihnen eingeschlossene Bogen. Daher ist auch der
Umfang des Quadrates grifier als jener des Kreises. Die Peripherie
ist also kleiner als das Vierfache des Durchmessers;
p << 4d.
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Je mehr Seiten nun das ein- und das umgeschriebene regelmiBige
Vieleck haben, umsoweniger unterscheiden sich ihre Umfinge vonein-
ander; desto nither liegen also die Werte, zwischen welchen die Peri-
pherie enthalten ist. Betriigt z. B. die Anzahl der Seiten 3072, so findet
man durch Rechnungen, weleche erst spiiter begriindet werden, p >
3-141591 d und p << 3-141593 d. Der erste Koeffizient von d ist also
kleiner und der zweite ist grofler als jene Zahl, mit welcher d multi-
pliziert genau gleich p wird. Daher ist diese Zahl gleich 3-14159. .,
wenn nur fiinf Dezimalstellen beibehalten werden, und p = 3-14159. .>< d.

Die Zahl 3-14159.., welche das Verhiltnis der Peri-
pherie zum Durchmesser angibt, heifit die Ludolphische
Zahl (nach Ludolph van Ceulen, welcher sie um das Jahr 1600
auf 35 Stellen berechnet hat) und wird zur Abkiirzung allgemein
mit w bezeiehnet. In manchen Fillen geniigt es fiir # den Niherungs-
wert 31 (das Archimedische Verhiltnis) zu setzen, withrend man in ge-
nauen Rechnungen die erforderliche Anzahl von Dezimalen aus der
Gleichung & = 3-1415926536 .. zu nehmen hat. Die Ludolphische
Zahl LiBt sich ebensowenig wie z B. V2 durch einen gemeinen Bruch

"oder einen endlichen Dezimalbiuch vollkommen genau ausdriicken.

Hierauns folgt:

a) Die Peripherie ist gleich dem Pr oduktc aus dem
Durchmesser (dem doppelten Halbmesser) und der Ludol-
phisehen Zahl p = dn, p = 2ra

b) Der Durchmesser ist gleich der Peripherie geteilt
durch die Ludolphische Zahl d=p:a, »r =p:2a

¢) Die Peripherien zweier Kreise Verhalten sich wie
die Durchmesser oder wie die Halbmesser. p:p, = d:d,
=

Anmerkungen. 1. In den vorausgehenden Lehrsiizen konnen unter
,Peripherie, Durchmesser und Halbmesser entweder die genannten Linien oder
auch deren Mafzahlen verstanden werden.

2. Bei numerischen Berechnungen der Peripherie aus dem Durchmesser, des
Halbmessers aus der Peripherie u. s. f. sollen die Multiplikationen und Divisionen
mit der Ludolphischen Zahl in der Regel auf abgekirztem Wege ausgefiihrt werden.
Die erforderliche Anzahl von Dezimalstellen ergibt sich aus der Natur der Aufgabe
oder auch aus der Uberlegung, daf alle Ziffern des Resultates, abgesehen hochstens
von der letzten, verlilich sein sollen. Findet man z B. den Durchmesser eines
Kreises gleich 42 mm und sind bei der Messung Bruchteile von mim nicht mehr
beriicksichtigt worden, so kann auch die Linge der Peripherie durch Bruchtheile
von mm nicht ausgedriickt werden. Denn hat man den Durchmesser etwa um

1 gnm zu klein erhalten, so findet man die Peripherie um mehr als 1 mm zu klein.
In solehen Fillen ist das Resultat mit erreichbarer Genauigkeit zu ermitteln.
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Ubungsaufgaben. 1. Aus emer der drei Grofen r, d, p (Radius, Durch-
messer und Peripherie eines Kreises) die anderen zu berechnen.

a) r = 1844 m; b) d = 122 m; ¢) p = 42833 m; d) p = 478°192 km.

2. Wieviel km mift der Durchmesser eines Erdmeridians, wenn dieser als
ein Kreis von 40.000 km Linge angenommen wird?

3. Berechne den Durchmesser eines Baumstammes mit kreisférmigem Quer-
schnitte aus dem Umfang! Z. B. p = 432 m.

4. Wie grof muf der Durchmesser eines Kreises genommen werden, dessen
Peripherie viermal so grof sein soll als jene, welche einem Durchmesser von 12 cm
entspricht? .

5. Wie viele Umdrehungen macht ein Wagenrad von 64 ¢m Durchmesser auf
einer 1 km langen Strecke?

6. Welchen Weg legt die Spitze eines 20 mm langen Minutenzeigers einer
Uhr in einem Jahre zuriick?

7. Konstruiere einen Kreis, dessen Umfang gleich ist @) der Summe, b) der
Differenz aus den Umféingen zweier gegebener Kreise!

§ 98. Bogenmessung. «) Aufgabe. Die Liinge eines Bogen-
grades, einer Bogenminute und einer Bogensekunde zu berechnen.
Ein Bogengrad ist der 360. Teil der Peripherie. Daraus folgt:

dn rIT
biblipensead ol o 0 o S YT,
et 360 360 180’
1 Bogenminute =— —2+  — B e A :
21600 21600 10800
P oo d.‘)’l} L A

1 Bogensekunde — = = :
1296000 1296000 648000

b) Zu gleichen Zentriwinkeln gehtren in demselben Kreise oder
n gleichen Kreisen gleiche Bogen. Daher entspricht auch dem 2, 3,
. . nfachen Zentriwinkel der 2, 3, . .. nfache Bogen. Daraus folgt:
Bogen desselben Kreises oder gleicher Kreise ver-
halten sich wie die zugehorigen Zentriwinkel.
b b —aa
¢) Aufgabe. Aus dem Halbmesser » und dem Zentriwinkel «
(GradmaB des Bogens) die Bogenlinge & zu berechnen.
Vergleicht man den Bogen mit der halben Peripherie, so findet
man nach dem vorausgehenden Lehrsatze
raa
180
Der Winkel ¢ muf in dieser Formel in Graden (eventuell in
Bruchteilen eines Grades) ausgedriickt werden.

d) Aufgabe. Aus dem Halbmesser » und der Bogenlinge & den
Zentriwinkel ¢ zu berechnen.

b:rm = ;180 und daraus b =

1805

T

Aus der letzten Proportion findet man ¢ —
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¢) Aufgabe. Aus der Bogenlinge & und dem Zentriwinkel «
den Halbmesser » zu berechnen.

Es ist ra — 182_5 R s iligek

am

Wie man sieht, kann man mit Hilfe der Proportion b:rz =
o : 180 aus zweien der drei Grofien b, «, » die dritte berechnen.

Ubungsaufgaben. 1. Ein Grad des Aquators betrigt 15 geographische
Meilen. Wie grof ist der Durchmesser des Aquators?

2. Man berechne die Linge a) eines Bogengrades, &) einer Bogenminute,
¢) einer Bogensekunde fir einen Kreis, dessen Halbmesser = 1 m ist! (7 Dezimalen.)

3. Nimmt man die Erdbahn als einen Kreis mit dem Radius von
148'6 Millionen km und die Umlaufszeit der Erde um die Sonne = 36525 Tagen
an, so ist der, Weg zu berechnen, welchen die Erde bei gleichférmiger Bewegung
a) in einem ‘Tage, b) in einer Minute, ¢) in einer Sekunde beschreibt. Man beniitze
die oben gewihlte Lingeneinheit und fihre alle Operationen mit erreichbarer
Genaunigkeit aus! Die Resultate sind nicht vollstindig richtig, da die gemachten
Annahmen nur annidhernd gelten.

4. Wenn der Umfang eines Kreises 32 m betrigt, so ist die Linge eines
Bogens zu berechnen, welcher nach dem GradmaBe a) 45°, ) 122° 12/, ¢) 42° 13‘ 24/,
betragt.

5. Wie grof ist der Radius jenes Kreises, in welchem der zum Zentriwinkel
a = 36° 42’ gehérige Bogen 1421 m mift?

6. Man berechne den zum Bogen b = 44 em gehorigen Zentriwinkel, wenn
der Halbmesser des Kreises 12 e¢m betrigt!

7. Man berechne das GradmaB des Bogens, welcher mit dem Halbmesser
gleiche Linge hat!

Flichenmessung.

§ 99. Erklirungen. ‘Als Fliicheneinheit wird ein Quadrat
angenommen, dessen Seite gleich der Liingeneinheit ist. Je nachdem
1m, 1dm, 1cm, .. als Lingeneinheit gewihlt wird, heiBt die Fliche
des entsprechenden Quadrates ein Quadratmeter, ein Quadrat-
dezimeter, ein Quadratzentimeter, . . .

Eine gegebene Fliche messen heifit untersuchen, wie oft die
Flicheneinheit in ihr enthalten ist. Die Zahl, welche dies anzeigt, heifit
die Mafzahl der gegebenen Fliche. Muf man z B. 3 Quadratmeter
und 3 eines Quadratmeters summieren, um eine einem gewissen Dreiecke
flichengleiche Figur zu erhalten, so ist 3°25 die MafBzahl des Dreieckes
in Bezng auf das Quadratmeter, oder einfacher ausgedriickt: der
Fliicheninhalt des Dreieckes betriigt 3°25 Quadratmeter.

Mechaniseh kann man den Flicheninhalt einer gegebenen Figur
messen, indem man diese und die Flicheneinheit aus (iiberall gleich
starkem) Blech oder Carton ausschneidet und durch Abwiigen bestimmt,
wie oft das Gewicht der Flicheneinheit in jenem der gegebenen Figur
enthalten ist.
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In der Geometrie wird der Inhalt einer Fliche aus den Maf-
zahlen soleher Strecken, Winkel u. s. w. berechnet, von denen er abhiingt.
Das unmittelbare Auftragen der Flicheneinheit auf die gegebene Fliche,
0 daB dieselbe gerade erschopft wird, ist in der Regel nicht ausfiihrbar.

§ 100. Das Quadrat. Teilt man jede Seite des Quadrates ABCD
(Fig. 118) in drei gleiche Teile und verbindet die gegeniiberliegenden

Teilungspunkte durch Strecken, so zerfillt das Quadrat
—¢ in 3 XX 3 = 9 kongruente Quadrate. Wird iiberhaupt
.| eine Seite des Quadrates in a gleiche Teile geteilt, so
kann dasselbe in « .a = a® kongruente Quadrate zer-
legt werden.

/]

-------------

- Fig. 118. 'B Laft sich nun die Lingeneinheit amal auf einer

Seite des Quadrates auftragen, ist also a die MaBzahl
einer Quadratseite, so besteht das gegebene Quadrat aus a.a = a?
Quadraten, von denen jedes der Flicheneimheit gleich ist. Also ist a?
die MaBzall fiir den Inhalt des Quadrates. Die MaBzahl fiir den
Flicheninhalt eines Quadrates wird gefunden,indem man
die MaBzahl einer Seite mit sich selbst multipliziert;
oder kiirzer ausgedriickt: Der Flicheninhalt eines Quadrates
wird gefunden, indem man eine Seite zur zweiten Potenz
erhebt.

P a7
Anmerkungen. 1. Der Ausdruck der Arithmetik ,eine Zahl zum Quadrat
erheben® rithrt davon her, daf durch das Muitiplizieren einer Zahl mif sich selbst der

Flicheninhalt eines Quadrates berechnet wird, dessen Seite jene Zahl als Maf-
zahl hat.

2. Aus der Formel f = «? lassen sich die Bezeichnungen: 1 Quadratmeter =
1 m?, 1 Quadratdezimeter = 1 dm® 1 Quadratzentimeter — 1 c¢m® u. s. f. erkliren.

3. Bs ist 1 em® = 100 mm?; 1 dm® = 100 cm® = 10.000 mm?*; 1 m? =
100 dm® = 10.000 ¢m® = 1,000.000 mm?, u. s. f. (Warum?) Beim Messen von
groferen Flichen, z. B. von Grundstiicken, werden 100 m® ein Ar und 100 Ar
ein Hektar genannt und man schreibt: 1 ¢ = 100 m?* 1 ha = 100 a.

4. Ist die Seite eines Quadrates = 423 m = 423 cm, so ist der Flachen-
inhalt f = (428 X 423) em® = 178929 cm? = 17'8929 m?. Zu demselben Resultate
gelangt man auch durch folgende Rechnung: f = (423 X 4'23) m® = 17'8929 m?.
Man erhilt also den Flicheninhalt eines Quadrates durch direkte Beniitzung der
Formel f = a? auch wenn a keine ganze Zahl ist.

Ubungsaufgaben., 1. Man berechne den Flicheninhalt eines Quadrates,
dessen Seite @) 16 em, b) 3'6 m, c) 10024 m betriagt! Ist z. B. 1024 als unvoll-
standige Dezimalzahl anzusehen, so fihre man die Multiplikation 1024 3 10724
abgekiirzt mit erreichbarer Genauigkeit aus!

2. Der Flacheninhalt eines Quadrates betrigt a) 861 m? b) 1849 ha
¢) 16'6284 m*; wie grol ist eine Seite?
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o

. Aus dem Umfange » eines Quadrates ist der Flicheninhalt f zu berechnen.
a) w = 82 cm; b) u = 278 m.
4. Aus dem Flicheninhalte f eines Quadrates ist der Umfang u zu berechnen.
=l RO b)) f = 0RR 2

5. Der Rahmen eines Bildes, welches die Form eines Quadrates mit der Seite
@ = 62 cm hat, ist 12 cm breit. Man berechne den Flicheninhalt und den #uferen
Umfang des Rahmens!

§ 10I. Das Rechteck. Betriigt die Grundlinie des Rechteckes A BC'D
(Fig. 119) 6 c¢m und die Hohe 4 ¢m, so Lift sich dasselbe in vier
Streifen von je sechs Quadraten zerlegen, von denen jedes 1 em? ist.
Der Flicheninhalt des Reechteckes betriigt also A ‘
(6 XX 4) em?® = 24 ¢m?® LBt sich iiberhaupt eine | | | | I 1
gewisse Lingeneinheit auf der Grandlinie g mal il 1’ i
und auf der Hohe hmal auftragen, d. h. sind ¢ Tg_
und % die Mafizahlen der Grundlinie und der
Hohe, so zerfillt das Rechteck in 2 Streifen von 4 Fie. 119
Jje g Quadraten, also im ganzen in gh Quadrate, e
von denen jedes gleich der Flicheneinheit ist. Daraus folgt:

Der Flicheninhalt eines Rechteekes ist gleich dem
Produkte aus der Grundlinie und der Hbohe; f = gh.

Man iiberzeuge sich, dafi diese Formel auch dann noch Geltung
hat, wenn g und % keine ganzen Zahlen sind.

Ubungsaufgaben. 1. Man bestimme den Flicheninhalt einer Schultafel,
einer Glasscheibe, eines Papierbogens u. s. f. durch Abmessen der Seiten!

2. Wie viele quadratische Steinplatten von je 22 cm Seitenlinge braucht man,
um einen 253 m langen und 9'9 m breiten rechteckigen Platz zu belegen?

3. Kin 522 m langer und 864 m breiter rechteckiger Bauplatz kostet
142506 K. Wieviel kostet 1 m?*?

4. In ecinem rechteckigen Garten von 70 m Linge und 455 m Breite ist

lings des Umfanges ein Weg von 1 m Breite angelegt. AuBerdem sind die Mitten
der langeren Seiten durch einen 0'6 m breiten Weg verbunden. Wie viele Ar miGt
der bebaute Teil des Gartens?

5. Aus einem Quadrate mit der Seite ¢ = 15 e¢m bilde man mehrere Recht-
ecke von gleichem Umfange, indem man wiederholt die Grundlinie um 1 em ver-
grofert und zugleich die Hohe um 1 em verkleinert. Man vergleiche die Flidchen
der erhaltenen Figuren in Bezug auf ihren Inhalt!

6. Wie berechnet man aus dem Flicheninhalte /' und der Grundlinie g eines
Rechteckes die Hohe £? f = 12 ¢, g = 1 km.

7. Man berechne aus dem Flicheninhalte / und der Héhe /& eines Rechteckes
die Grundlinie g! f = 33 dm® L = 2 m. :

8. Welche geometrische Bedentung hat die Gleichung (@ - 4) ¢ = ac - be,
wenn «a, b, ¢ gegebene Strecken bedeuten?

9. Ebenso die Gleichung (¢ — b)¢ = ac — be?

10. Ebenso die Gleichung (¢ 4 0) (¢ + d) = ac 4+ ad 4 be + bd?

Ho¥evar, Geometrie fiir Untergymnasien. 6. Aufl, 5

{RE
L]

I
1
Ive i)
melte
1 l}
B
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§ 102. Das schiefwinklige Parallelogramm und das Dreieck. «/ Jedes
schiefwinklige Parallelogramm lift sich in ein Rechteck mit gleicher
Grundlinie und gleicher Hohe verwandeln (§ 85). Sind also g und 2
die Mafizahlen der Grundlinien und der Hohen im Parallelogramme und
im fliichengleichen Rechtecke, so ist in beiden Fillen die MaBzahl des
Flicheninhaltes [ = gh.

Der Flicheninhalt eines jeden Parallelogrammes ist
gleieh dem Produkte aus der Grundlinie und der Hthe.

b) Jedes Dreieck ist die Hilfte eines Parallelogrammes mit gleicher
Grundlinie und gleicher Hihe (§ 86). Daraus folgt:

Der Flicheninhalt eines Dreieckes ist gleich dem
halben Produkte aus der Grundlinie und der Héhe.

L e

Man driicke auch die letzten zwei Formeln in Worten aus!
Ubungsaufgaben. 1. Berechne den Flicheninhalt eines Parallelogrammes
aus der Grundlinie g und der Hohe 7!
@) g = 4mh = 006mb) g =524 cem, h = 16 dm.
2. Berechne den Fliacheninhalt eines Dreieckes aus der Grundlinie g und der

Hohe h! T :
a) g = 285 mm, b = 172 mm, b) ¢ = 5% my b = 4} m.

3. Berechne die Grundlinie ¢ eines Dreieckes ans dem Flicheninhalte /° und

der Hohe !
a) f = 9424 em?, 1 = 152 m, B) f = 43 m% L= 172 m,
4. Wie grof ist die Hohe eines Dreieckes mit dem Inhalte f und der Grund-
linte g?
=07 g — Tdm b)) f — 408 dm? g = 34 ¢m.
5. Aus den Katheten « und & eines rechtwinkligen Dreieckes den Flacheninhalt
desselben zu berechnen.

alia — 13 emy0 = 1dm, b)ig — 204°m, b= 178 m.

§ 103. Das Trapez. «) Aus § 88 folgt:

Der Fliacheninhalt eines Trapezes ist gleich dem
halben Produkte aus der Summe der Parallelseiten und
der Hiohe.

Bezeichnet man also mit ¢ und b die Parallelsciten und mit % die
Hohe, so ist

b) I
e U

b) Da die ha]be Summe der Pata]lelseiten gleich ist der Mittel-
linie m des Trapezes (§ 75), so kann man auch sagen:

Der Flideheninhalt eines Trapezes ist gleich dem
Produkte aus der Mittellinie und der Hiohe. (§ 88, Ubungs-
aufgabe.

gibe) = mh
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Ubungsaufgaben. 1. Aus den Parallelseiten @, b und der Hohe k eines

Trapezes den Flicheninhalt f zu berechnen.
a)a=38mb=2mh=2mbda—=62mb=45mh=22m,

2. Aus den Parallelseiten @, b und dem Flicheninhalte £ eines Trapezes die
Hohe k zu berechnen. a = 6'247 m, b = 3948 m, f = 275265 cm®.

8. Aus der Hohe h und dem Flacheninhalte f eines Trapezes die Mittellinie
m zu berechnen. h = 8 em, f = 076 dm®.

4. Aus der Hohe h, einer Parallelseite a und dem Flicheninhalte f eines
Trapezes die zweite Parallelseite b zu berechnen. k = 4 dm, @ = 35 m, f = 1 m%.

5. Man kennt die Parallelseiten eines gleichschenkligen Trapezes (¢ = 8 cm,
b = 6 cm) und einen Winkel (¢ = 45°). Der Flicheninhalt des Trapezes ist zu
berechnen.

6. Bestimme mit Hilfe eines MaBstabes den Flidcheninhalt der Trapeze in den
Fig. 89 und 91!

§ 104. Das Viereck, dessen Diagonalen zueinander normal sind.
Der Flicheninhalt ecines Viereckes, dessen Diagonalen
zueinander normal sind, ist gleich dem halben Produkte
der beiden Diagonalen (§ 89).

5 s
2

Ubungsaufgaben, 1. Aus der Diagonale d eines Quadrates den Flichen-
inhalt f zu berechnen. @) d = 5 ¢m, b) d = 024 m. g

2. Aug dem Flicheninhalte f eines Quadrates die Diagonale d zu berechnen.

a) =l md b)) o= 289 mi

3. Aus den beiden Diagonalen d; und dy eines Rhombus den Inhalt desselben
zu berechnen. Z. B. d; = 16 em, dy = 24 cm.

4. Wenn der Flicheninhalt eines Deltoides 42 em? und eine Diagonale 7 cm
betragt, wie lang ist die zweite Diagonale?

§ 105. Das regelmidBige Vieleck und ein Sektor desselben. «) Der
Flicheninhalt eines regelmiifiigen Vieleckes ist gleich
dem halben Produkte aus dem Umfange desselben und
dem Radius des eingeschriebenen Kreises (§ 90, a).

Jall ur
=
b) Der FFliicheninhalt eines Sektors eines regelmiifi-
gen Vieleckes ist gleich dem halben Produkte aus der
trundlinie des Sektors und dem Radius desdem Vielecke
eingeschriebenen Kreises (§ 90, b).
gr
F=Z
2
Ubungsaufgaben. Wird einem Kreise mit dem Radius 7 ein regelmigiges
Zehneek umgeschrieben, so betrdgt eine Seite desselben 064984 ». Wie grof ist
a) die Fliche des Zehneckes, b) die Fliche eines Sektors, dessen Grundlinie aus
drei Seiten des Zehneckes besteht?
: o8
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§ 106. Das unregelmifige Vieleck. «) Um den Flicheninhalt eines
unregelmiifigen Vieleckes zu berechnen, zerlegt man dasselbe in Drei-
ecke und bestimmt den Flicheninhalt derselben. Die Summe der er-
haltenen MaBzahlen gibt den Flicheninhalt des Vieleckes an.

Es sei z B. der Flicheninhalt des Viereckes ABCD in Fig. 120
zu berechnen, wemn AC' = 4, BE = 3 und DF = 1 ist.
4>9<?i — 6, 40D — 221 _ 5

mit ABCD — 8, und zwar 8 em? wenn DF = 1 cm ist.

S0~

Man findet: ABC —

3

(A
i
D
¢
F 2
|
” iy
g
: R 2D .
Fig. 120. Fig. 121.

) Sind die Koordinaten der Eckpunkfe des Vieleckes gegeben,
80 vertiihrt man wie im folgenden Falle.

Es seien OA; — 3, OB, — 6, 0C.-=— 9, 0D, = 7 die Ab-
gziggen und A 4 — 3, BB = 1,.C,0 =4, D;D =.b die Ordi-
naten der Eckpunkte des Viereckes ABC'D (Fig. 121) in Bezug auf die
Achse OX.

Aus der Betrachtung der Figur folgt

ABCD = AA,D,D + DD, C,C — AA B, B — BB C\(
o (3+5).4+(5+4).2_(3+1)'. posllpbdis g 115
2 2 2 2

Der Flicheninhalt des Viereckes ABC'D betriigt also 11°5 Flichen-
einheiten, z. B. 115 ¢m?, wemn BB = 1 cm ist. :

Ubungsaufgaben. 1. Man berechne den Flicheninhalt eines Fiinfeckes

ABCD E, indem man die Linge der Seiten B ¢, ¢ D, D F und deren Entfernungen
vom Punkte A durch Abmessen bestimmt!

2. Der Flicheninhalt eines Dreieckes soll a) durch Abmessung der Grund-
linie und der Hohe, b) durch Abmessung der Koordinaten der Fckpunkte in Bezug
anf eine auBerhalb des Dreieckes liegende Achse bestimmt werden.

3. Wihle vier wichtige Punkte einer Wandkarte als Eckpunkte eines Vier-
eckes und bestimme dessen Flicheninhalt nach der zweiten Methode!
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§ 107. Der Kreis. @) Der Flicheninhalt eines Kreises
ist gleich dem halben Produkte aus der Peripherie und
dem Halbmesser. (§ 91, «.)

gy
by
b) Da p = 2rx ist, so folgt dara L ome
2 n olg alusf——‘)

Der Flicheninhalt eines Kreises ist gleich dem
Quadrate des Halbmessers multipliziert mit der Ludolphi-
schen Zahl

¢) Bedeutet d den Durchmesser des Kreises, so ist

=y

2 2
r o= i, rE = <y wmd. f = Elj—t (In Worten?)
2 4 4
d) Fiir einen zweiten Kreis hestehen die Formeln
2
b = s Daraus folgt
f:fz = rix:pim = r’: r, 3,
A dilw
f:f]_ == *4:*:'——14 = dgidlz.

Die Flichen zweier Kreise verhalten sich wie die
Quadrate der Halbmesser oder wie die Quadrate der
Durchmesser.

e} Ang rix = f folgt r* = % und » =l/{; (In Worten ?)

Ubungsaufgaben. 1. Wie grof ist die Fliche eines Kreises, dessen Radius
a) 12 m, b) 1'3 cm, ¢) 00236 m betrigt? Die Multiplikation mit = ist abgekiirzt
auf zwel Dezimalen auszufithren!

2, Durch Abmessen findet man die Linge eines Kreishalbmessers gleich
5625 m und soll den Flicheninhalt des Kreises berechnen. Da 5623 als eine un-
vollstindige Dezimalzahl anzusehen ist, so sollen die Multiplikationen 5623 X 57623 X =
abgekiirzt mit erreichbarer Genauigkeit durchgefithrt werden.

3. Aus der DPeripherie eines Kreises ist der Flicheninhalt desselben zu
berechnen. @) p = 1 m, b) p = 17 em, c¢) p = 60’378 m.

4. Wie grof ist die Peripherie eines Kreises, dessen Flicheninhalt a) = 1m?
) =826 'm>, ‘e) = 1 18L7

5. Man suche den Radius jenes Kreises, dessen Inhalt gleich ist der Summe
der Inhalte dreier Kreise mit den Radien »; = 5 e¢m, r, = 7 em, 13 — 8 cm! Die
Operationen mit « kénnen hier vermieden werden.

6. Aus dem Radius eines Kreises (r = 1 m) berechne man die Seite des
flachengleichen Quadrates!

Konstruiere einen Kreis, welcher gleich ist:

7. der Summe zweier gegebener Kreise,

8. der Summe dreier gegehener Kreise,
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9. dem 2-, 8-, 4-fachen eines gegehenen Kreises,

10. der Differenz zweier gegebener Kreise,

11. der Halfte eines gegebenen Kreises.

§ 108. Der Kreisring. Man findet

f —rig—rin = —nYa,
oder auch f = (r 4+ ) (r — n) = (In Worten?)

Ubungsaufgaben. 1. Wie grof ist die Fliche zwischen zwei konzentrischen
Kreisen mit den Radien » = 57236 m und r, = 32147 m?

2. Aus dem Flicheninhalte des inneren Kreises (f; = 4218 em®) und der
Breite des Kreisringes (b = 4 c¢m) den Flicheninhalt desselben zu berechnen.

3. Aus der Peripherie des duBeren Kreises (p = 162'7834 m) und der Breite
des Kreisringes (b = 2'56 m) den Flacheninhalt desselben zu berechnen.

4. Aus dem Radius des inneren Kreises (r; = 3 ¢m) und dem Flacheninhalte
des Kreisringes (f = 10 ¢m®) den Radius des &uBeren Kreises zu berechnen:

: 5. Ein Kreisring (» = 1 dm, », = 6 cm) ist flichengleich mit einem Kreise
Wie groB ist der Halbmesser des letzteren?

6. Verwandle einen gegebenen Kreisring in einen Kreis!

§ 109, Der Kreissektor. a) Der Flicheninhalt des Kreis-
sektors ist gleich dem halben Produkte aus der Bogen-
linge (b)) und dem Radius (»). (§ 91, &)

LD
;==

b) Zu gleichen Bogen gehidren in demselben Kreise oder in
gleichen Kreisen gleiche Sektoren. Daher entspricht auch dem 2, 3,...
nfachen Bogen der 2, 3, . . . nfache Sektor. Daraus folgt:

Sektoren desselben Kreises oder gleicher Kreise
verhalten sich wie die zugehtrigen Bogen.
Jifi = bbb,
¢) Zu gleichen Zentriwinkeln gehtren in demselben Kreise oder
in gleichen Kreisen auch gleiche Sektoren. Daher entspricht dem 2,
3, . . . nfachen Zentriwinkel der 2, 3, . . . nfache Sektor. Daraus folgt:
Sektoren desselben Kreises oder gleicher Kreise
verhalten sich wie die zugehorigen Zentriwinkel
i —la i
d) Da man die Kreisfliche als den zum Zentriwinkel von 360 °
gehorigen Sektor betrachten kann, so folgt aus dem letzten Lehrsatze:
e i =— i 360
Wie man sieht, kann man aus zwei der vier GroBen: Kreissektor,
Halbmesser, Linge und GradmaB des Bogens (f, =, b, a) die beiden
anderen berechnen.

I"Jbungaaufgaben. 1. Aus dem Halbmesser » = 271 m und dem Zentri-
winkel @ = 63° den zugehorigen Bogen und den zugehorigen Sektor zu berechnen.
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2. Aus dem Halbmesser 7 = 0944 m nnd dem Bogen b = 1237 m den
zugehorigen Zentriwinkel und den zugehdrigen Sektor zu berechnen. :

3. Aus dem Zentriwinkel ¢ = 45° 25’ und dem Bogen b = 1 dm den Halb-
messer und den Sektor zu berechnen.

4. Aus dem Zentriwinkel ¢ = 40° und dem Sektor f = 25 dm*® den Halb-
messer und den Bogen zu berechnen.

Anmerkung. Man beniitze in den letzten vier Aufgaben von den Formeln
f= %, Sfaorit = a: 3860, b : ra = o : 180 zunichst jene, welche von den Grifen
7, @, b, f die zwei gegebenen enthilt, und hierauf eine der beiden anderen Formeln!

5. Welchen Radinus mufl ein Kreis haben, wenn er
einem Sektor gleich sein soll, welcher dem Radius » =5 dm
und dem Zentriwinkel a = 42° entspricht? Man vermeide
die Ausfithrung der Operationen mit .

§ 110. Das Kreissegment. Das Kreissegment 4
ist gleich der Summe oder der Differenz
des zugehorigen Sektors und eines ge-
wissen Dreieckes, je nachdem es grifier 7
oder kleiner ist als der Halbkreis.

Aus der Figur 122 erhiilt man:

Segment ACB = Sektor 40B(C — Dreieck AOB,
Segment ADB = Sektor AOBD + Dreieck 40B.

Ubungsaufgabe. Wie grof ist eines der Segmente, welche von der Peri-
pherie eines Kreises mit dem Halbmesser 7 = 5 cm und von den Seiten des einge-
schriebenen Quadrates begrenzt werden (§ 104, Ubungsaufgabe 1)?

§ I1l.. Anwendungen des Pythagoreischen Lehrsatzes. 1. Eine Seite
eines rechtwinkligen Dreieckes zu berechnen, wenn die beiden anderen
gegeben sind.

Bezeichnet man mit «, b, ¢ die MaBzahlen der beiden Katheten
und der Hypotenuse, so ist nach dem Pythagoreischen Lehrsatze:

: ¢ = a4 b? und daraus
c=Va®F 8% a=Ve?—102=V(c+b)(c—0b).

Die Hypotenuse ist gleichder Quadratwurzel aus der
Summe der Quadrate beider Katheten.

Eine Kathete ist gleich der Quadratwurzel aus der
Differenz der Quadrate der Hypotenuse und der anderen

Kathete.
In diesen beiden Sitzen stehen die Ausdriicke: ,Hypotenuse,

Kathete* zur Abkiirzung anstatt der weitliufigeren: ,Mafizahl der
Hypotenuse, MafBzahl der Kathete.*
Z.B. a =3 b=4 ¢c=V9416 = 5.
b—=5 c¢= 13, a =V({13+0) (13 — b)=Vidd=12

Y

A B

Fig. 122,
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2. Die Diagonale eines Quadrates aus der Seite zu berechnen.

Bezeichnet man die (MaBzahl der) Diagonale mit Jd und die (MaB-
zahl der) Seite mit @, so ist nach dem Pythagoreischen Lelrsatze

4 d = Va®F a® =V2a? = aV2.
B e — G adi— 3 lAld T A
= 3. Aus der Seite a eines gleichseitigen Dreieckes
die Hohe %~ und den Flicheninhalt ' zu berechnen.
A= B Aus dem rechtwinkligen Dreiecke AC'D (Fig. 123)
Fig. 123. findet man mittelst des Pythaworeischen Lehrsatzes

Vo (G = Ve TV s

ey 2 ——
.f‘—v A
9 4

a a
— T h ==
; 2 2

GiB g — G — 5 13 m — b 196 m,

=9 1 732ms— 15°588m"

Ubungsaufgaben. 1. Gegeben sind die beiden Katheten a und & eines
rechtwinkligen Dreieckes; man suche die Hypotenuse. @) a = 15 m, b = 8 m;
) a =21 dmn b= 20dm;y) a = 64327 m, b = 46526 m.

2. Aus der Hypotenuse ¢ eines rechtwinkligen Dreieckes und einer Kathete
die andere zu berechnen. @) ¢ = 25 em, a = 24 cm; f) ¢ = 589 my, b = 312 m.

3. Eine 8 m lange Leiter ist an einer Mauer angelehnt und steht am Boden
um 36 m von der Mauer ab. Bis zu welcher Hohe reicht die Leiter?

4. Aus der Diagonale d eines Quadrates die Seite a zu berechnen.

o) d = 4dtem, f) d = 13 m

5. Wie grof§ ist eine Seite des Quadrates, welches einem Kreise mit dem
Halbmesser 1 eingeschrieben ist?

6. Aus den Dimensionen a und b eines Rechteckes a) die Diagonale, f) den
Halbmesser des umgeschriebenen Kreises zu berechnen.

; a = 4 dm, b = 9 cm.

7. Man berechne die Héhe und den Flicheninhalt eines gleichschenkligen

Dreieckes mit der Grundline ¢ und dem Schenkel s!
a)ig — Bicm, 5= blem, B).g = 266 m, .5 =205 m.

8. Aus der Seite a eines gleichseitigen Dreieckes dessen Héhe und Flichen-
inhalt zu berechnen. a) a = 12 em, f) a = 4°12 m.

9. Bedeuten 7, s und ¢ beziehungsweise den Halbmesser eines Kreises, eine
Sehne und den Zentralabstand derselben, so ist aus je zweien dieser Grofen die
dritte zu berechnen.

a) v = Bom s =5 em; f) r = 8324 m,c=L18m; p)s = 8 dm, ¢ = 3 dm.

10. Kine Diagonale eines- Rechteckes hat die Linge d; der von beiden Diago-
nalen eingeschlossene spitze Winkel betriigt 60°%. Man berechne den Umfang und
die Fliche dieses Rechteckes. d = 12 em.

11. Ausden Parallelseiten @ und b eines gleichschenkligen Trapezes und einem
Schenkel ¢ den Flicheninhalt des Trapezes zu berechnen.

a=18dm, b=12dm, ¢ = 5 cm.
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12. Aus den Diagonalen d; und d, eines Rhombus den Umfang desselben zu
berechnen. d, = 15 m, d, = 1 m.

13. Wie grof ist die Fliache des regelmifigen Sechseckes, welchés einem
Kreise mit dem Halbmesser » eingeschrieben ist?

14. Hine Seite des regelmifigen Zwolfeckes zu berechnen, wenn der Radius »
des umgeschriebenen Kreises gegeben ist. Z.B.» =1 dm. Sind 4Bund AC (Fig. 124)
die Seiten des regelméifBigen Sechseckes beziehungsweise
Zwolfeckes, so berechne man zunichst OD, hieraus C'D
und aus dem rechtwinkligen Dreiecke A C D die Seite A C!
Man findet 4 C = 0°51764 r.

15. Man berechne eine Seite des einem Kreise mit
dem Halbmesserr eingeschriebenen regelmifigen 24-Eckes !
Sieh die vorausgehende Aufgabe.

16. Aus dem Radius r eines Kreises den Umfang
des eingeschriebenen regelmifigen Achteckes zu berechnen.
2y Bigri—ul dm:

17. Aus dem Radius r eines Kreises und einer
Sehne s die zu dem halben Bogen gehorige Sehne zu Fig. 124,
suchen. r — 6.em, s = 4 cm.

18. Aus der Seite @ eines gleichseitigen Dreieckes den Radius «) des einge-
schriebenen, #) des umgeschriebenen Kreises zu berechnen. (S. § 59.) a = 12 dm.

19. Wie grof ist die Seite e eines gleichseitigen Dreieckes mit der Héhe 7 ?

Aus h = %\/S_folgt 9k = Qnga = %:—%’LVB_ Z.B. h = bem.

20. Man berechne die Seite a eines gleichseitigen Dreieckes, wenn a) der
Radius » des eingeschriebenen, f) der Radius R des umgeschriebenen Kreises ge-
geben 1st! S. §59 und die vorausgehende Aufgabe! @) r = 1 m, f) B = 5 cm.

21. Wie grof ist der Umfang eines gleichschenkligen Dreieckes mit der Grund-
linle ¢ und dem Flicheninhalte f? ¢ = 12 mm, f = 65 cm®.

22. Aus dem Flicheninhalte f eines gleichseitigen Dreieckes «) die Seite,
p) die Hohe zu berechnen. f = 75 cm®.

23. Um wieviel ist der Flicheninhalt eines Kreises mit dem Halbmesser r =
1 dm gréer als jener des eingeschriebenen regelmifigen Sechseckes und kleiner

als jener des umgeschriebenen Quadrates?
24. Aus dem Flicheninhalte f eines Quadrates jenen @) des eingeschriebenen,
p) des umgeschriebenen Kreises zu berechnen. f = 10 cm®.

Ahnlichkeit.
§ l12. Erklarungen. Zwei Figuren heifen ihnlich (00), wenn
sie in der Form oder Geestalt iibereinstimmen. Sind sie auflerdem gleich
(=), stimmen sie also in der Form und der Grofe iiberein, so heifien

sie kongruent (). (Sieh § 48.)

Das Zeichen o riithrt vom Anfangsbuchstaben des Wortes ,,similis“
her. Eine genauere Frklirung fiir die Ahnlichkeit zweier Vielecke
(Dreiecke und Vierecke inbegriffen) ist die folgende:

Zwei Vielecke heiBen ihnlich, wenn die Winkel des
einen der Reihe nach gleich sind den Winkeln des
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anderen (kiirzer: wenn die Vielecke in den Winkeln iiber-
einstimmen) und wenn die Verhiltnisse je zweier ent
sprechender Seiten einander gleich sind.

Entsprechend (einander entsprechend) oder homolog heifien
jene Seiten, welche die Scheitel der einander entsprechenden gleichen
Winkel verbinden. Es seien z. B. in der Figur 125 folgende Winkel
untereinander gleich: 4 = 4,, B = B, (' = (;, D = D,. Dam
sind AB und 4, B, entsprechende Seiten, ferner BC' und B, (), ebenso
CD wd C,D,, DA und D;4,. Wenn also auch die Bedingungen
AB: A B —BC:B(C =CD:CD, '=— DA DA, erfullt gind, so sind
die beiden Vielecke #ihnlich und man schreibt:

ABCD oo 4,B,0,D,.

4
y/j \ : G Man kann die Bedingung,
2 daB die Verhiltnisse je zweier
entsprechender Seiten gleich sind,
auch in anderer Form aussprechen
© 2 A %, und mathematisch ausdriicken.

Fig. 125. Bezeichnet man néimlich die Zahl,
welcher das Verhiiltnis 4B : 4, B,
gleich ist, d. i. also den Wert oder Quotienten dieses Verhiltnisses, mit
m, 80 ist
b R S B b = ()G D — .. . also
B 4B, BC- 5 BC (D —m.CD,..
Man sagt daher, die Seiten des einen Vieleckes sind gleiche Viel-
fache der entsprechenden Seiten des zweiten Vieleckes, oder sie sind
denselben proportional.

Aus dem Voransgehenden ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit
der beiden Sitze:

Zwei Vieleecke sind dhnlich, wenn jedes derselben einem dritten
dhnlich ist.

Zwei #hnliche Vielecke sind auch kongruent, wenn sie zwei ent-
sprechende Seiten gleich haben. ;

§ 113. Streckenteilung. Triigt man auf dem einen Schenkel
eines Winkels mebrere aneinander stoBende gleiche
Streeken auf und zieht durch die Teilungspunkte paral-
lele Gerade nach dem anderen Schenkel, so entstehen
auf diesem ebenso viele untereinander gleiche Strecken.

Badgew tiig. 1267 AR iBC == (D —  DF =, .., forner
BF || CG | DH|| ET| ... Um zu beweisen, daf z. B. GH = AF ist,
ziche man CK || GH. Es ist dann CK = GH, weil CKHG ein Parallelo-
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gramm ist, und C'K = AZF, weil die Dreiecke ABF und CDK kongruent
sind. Daher ist GH = AF.

1. Aufgabe. Eine gegebene Strecke in = gleiche Teile zu
teilen. :
1. Auflésung. Man ziehe durch einen Endpunkt 4 der gegebenen
Strecke AE (Fig. 126) eine neue Gerade, trage auf derselben von 4
aus n gleiche Strecken auf, verbinde den Endpunkt J der letzten Strecke
mit £ und ziche hierauf durch die iibrigen Teilungspunkte Parallele
zu EJ! Eg geniigt iibrigens, nur durch den J vorausgehenden Punkt H
die Parallele zu ziehen, (Warum?)

7, SN B Ry
Fig. 126. Fig. 127.

2. Auflosung. Um die Strecke 4B (Fig. 127) in n (hier fiinf)
gleiche Teile zu teilen, zieht man durch die Endpunkte 4 und B
nach entgegengesetzten Richtungen parallele Gerade und trigt. auf der
ersten von A aus und auf der zweiten von B aus dieselbe Strecke je
nmal auf. Die Verbindungslinien von € mit L, D mit K u. s. f. teilen
AB in n gleiche Teile. (§ 69, e.)

2. Aufgabe. Eine gegebene Strecke in einem gegebenen Zahlen-
verhiiltnisse zu teilen.

Auflosung. Um die Strecke AB (Fig. 128) im Verhiltnisse 3 : 4
zu teilen, zerlege man sie in 3 -4 = 7 gleiche Teile. Der End-
punkt €' des dritten Teiles ist der gesuchte Punkt, demn es ist
AC = 3 AE, CB = 4 AE, daber

AC : CB = 3 : 4 — Die ein- 2
fachste Ausfiihrung der Konstruk- ;
tion ist aus der Fig. 129 ersichtlich. ¥ H
s e I o s
Fig. 128. Fig. 129.

Ubungsaufgaben. Man teile eine gegebene Strecke
1. in a) 8, b) 5, ¢) 6, d) 10 gleiche Teile;
2. im Verhaltnisse a) 2:3, b) 1:4, ¢) 5:2;
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1 1 1 1
i @) — 1 — — 22— ¢)06:1'5;
3. im Verhiltnisse a) 5§ b) 12 25, UM e e
4. in 3 Teile, welche sich verhalten wie 2:3:4.

5. Ein Parallelogramm zu konstruieren, welches mit einem gegebenen Parallelo-
gramme gleiche Grundlinie hat und sich zu demselben verhdlt wie 3:4. Man be-
achte, daff zwei Parallelogramme mit gleichen Grundlinien sich verhalten wie die
Héhen. f:fi =gh:ghy =k: k.

6. Ein Dreieck zu konstruieren, welches mit einem gegebenen Dreiecke gleiche
Grundlinie hat und sich zu demselben verhilt wie 5 :2.

7. Bin Dreieck zu konstruieren, welches mit einem gegebenen Dreiecke
gleiche Hohe hat und sich zu demselben verhalt wie 2: 3.

§ 114. Entstehung proportionaler Strecken. Zieht man in einem
Dreiecke zu einer Seite eine Parallele, so werden die
beiden anderen Seiten proportional geteilt und die
Seiten des neuen Dreieckes sind den Seifen des gege-
benen Dreieckes proportional

Es sei (Fig. 130) DE|| AB und die Seite AC' durch den Punkt D
im Verhiiltnisse 2 : 3 geteilt, also AD : DC' = 2 :3. Zieht man durch

die Teilungspunkte Parallele zu 4B, so wird

auch BC' in fiinf gleiche Teile geteilt, von

denen zwei auf BE und drei auf EC ent-

fallen. Es ist also BE: EC — 2:3, daher

\< auch AD : DC — BE; EC, d. h. die Abschnitte

/%\ der Seite AC' verhalten sich so wie jene der

\ p Seite BC' oder, mit anderen Worten, die Seiten

AC und BC' werden durch DE proportional
geteilt.

Wenn ferner durch die Teilungspunkte der Seite AC' Parallele
zur Seite BC' gezogen werden, so ergibt sich aus der Betrachtung der
Figur:

e DR — 3 BO: HC —5:3 C4:08 = 5:3 somit
: AB Dl — BCw EC = 04 . CD;
d. h. die Seiten des neuen Dreieckes sind jenen des gegebenen Drei-
eckes proportional. Zu denselben Resultaten gelangt man aueh, wenn
die Seite AC' dureh den Punkt D im Verhiiltnisse m : n geteilt wird,
wo m und =» beliebige ganze Zahlen bedeuten.

Ubungsaufgabe. In der Fig. 180 sei AB = 12 em, BC = 15 em, AC =
11 ¢m, AD = 3 em. Wie grof sind die Seiten des Dreieckes CDE?

1. Aufgabe. Eine gegebene Strecke in einem gegebenen Strecken-
verhiiltnisse zu teilen.

Um die Strecke AB im Verhiltnisse CD: DE (Fig. 131) zu
teilen, konstruiere man auf den Schenkeln eines beliebigen hohlen
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Winkels GAB die Strecken AF = CD, FG = DE und ziehe FH || GB.
Durch den Punkt I wird die Strecke AB im Verhiltnisse CD : DE
geteilt.

2. Aufgabe. Zu drei gegebenen Strecken a, b, ¢ die vierte geo-
metrische Proportionale zu finden.

'~ j} 7 a ey
o ERCTR R rerry
. e
/ ‘\
a -
ik 8 I
Fig. 131. Fig. 132.

Man konstruiere auf den Schenkeln eines beliebigen hohlen Winkels
(Fig. 132) AB = a, BC = b, AD = ¢ und ziehe CE| BD. Die
Strecke DFE = x gentigt der Bedingung a: b6 = ¢: .

3. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Strecken « und 5 die dritte
geometrische Proportionale zu finden. a: % = b : .

Diese Aufgabe kann als ein spezieller Fall der vorausgehenden
betrachtet werden.

4. Aufgabe. Die mittlere geometrische Proportionale zweier ge-
gebener Strecken «, b zn konstruieren.

Da die gesuchte Strecke x der Bedingung a:u = x:0b oder
2 1 1a7 1 ‘ d- Q
#® — ab gentigen soll, so hat man also die Seite = jenes Quadrates

zu bestimmen, welches mit dem Rechtecke aus den Strecken a und b
fliichengleich ist. (Sieh § 94, Aufgabe 5.)

§ 115. Ahnlichkeit der Dreiecke. «) Zieht man in einem Drei-
ecke zu einer Seite eine Parallele, so ist dag abgeschnit-
tene Dreieck dem gegebenen fihnlich.

Es sei im Dreiecke ABC p i
(Fig. 133) DE || AB. Dann stim- ‘

men die Dreiecke ABC und DEC
in den Winkeln iiberein und haben

die entsprechenden Seiten propor- . nk +
tional (§ 114). Daraus folgt 5 e !
NABC oo A\ DEC. ; Fig. 138.

b) Zwei Dreiecke sgind
ihnlich, wenn sie in den Winkeln iibereinstimmen.
Stimmen niimlich die Dreiecke ABC und A4, B,C) (Fig. 133) in
den Winkeln iiberein, so daf 4 = 4,, B = B,, (' = (| ist, so
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kinnen die beiden Dreiecke so tibereinander gelegt werden, daff die
Schenkel der gleichen Winkel €' und €} zusammenfallen und die Seite
A, B, in die zu AB parallele Lage DE kommt. Daraus schlieft man
nach dem vorausgehenden Lehrsatze, daff die beiden Dreiecke dhnlich sind.

Ubungsaufgaben. Zu einem gegebenen Dreiecke A B(C ein &hnliches
Dreieck A, B, €} zu konstruieren,
1. wenn die der Seite A B entsprechende Seite A, B, gegeben ist;
2. wenn das Verhiltnis der einander entsprechenden Seiten 4 B: 4, B, gleich
ist dem Zahlenverhaltnisse 4:3;
3. wenn das Verhiltnis der einander entsprechenden Seiten BC': B;C; gleich
ist dem Verhiltnisse a:a, zweier gegebener Strecken;
4. wenn die A'B entsprechende Seite 4,9, die vierte geometrische Proportionale
der Seiten 4B, BC, C'A ist.
5. In einem Dreiecke A BC ist AB = 6 ¢m, BC =45 ¢m, CA = 5 cm und
man soll ein dhnliches Dreieck konstruieren, in welchem eine Seite 4 em lang ist.
Wie viele Auflosungen lift diese Aufgabe zu? Wie grof
0 sind in jedem Falle die iibrigen Seiten des neuen Dreieckes?
6. Warum sind je zwel gleichseitige Dreiecke ihnlich?
Warum je zwei gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke?
7. Einem Kreise mit dem Radius 7 ist ein regelmifiges
Sechseck umgeschrieben. Wie grof} ist eine Seite desselben?

- (Fig.134.) Esist ACOFoo A AOE, daher CF: AE = OF: OF,

¢ 7 J woraus CF, somit auch €D berechnet wird.
: 8. Einem Kreise mit dem Radiug » ist ein regelmafiges
Fig, 134. Zwolfeck umgeschrieben. Wie grof ist eine Seite desselben?

(§ 111, Ubungsaufgabe 14.)
9. Die Lange der Strecke ab (Fig. 135) anzugeben, wenn die Strecke von 0
bis 1 gleich 1 m angenommen wird. — Erklarung. Aus der Fig. 130 ist ersichtlich,
daff die im Dreiecke A B (' parallel zu AB gezogenen Strecken der Reihe nach =

% A B, % AB u. s f. sind. Durch eine dhnliche Uberlegung erklirt man den

Gebrauch des Transversal-MagBstabes (Fig, 135), dessen Kinrichtung aus der
Figur ersichtlich ist.
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Fig. 135.

¢) Die Hohe teilt das rechtwinklige Dreieck in zwei
Dreiecke, welche einander und dem ganzen Dreiecke
dhnlich sind. -
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Die Dreiecke ACD und ABC (Fig. 136) sind rechtwinklig und
haben den Winkel DAC" — o gemeinsam. Daher sind auch die Winkel
ABC und ACD gleich und kénnen beide mit g hezeichnet werden.
Ebenso kann gezeigt werden, daf das Dreieck CBD die Winkel «, §, R
enthiilt, woraus sich die Richtigkeit des Lebrsatzes ergibt.

Folgesatz. Die Hohe ist die mittlere geometrische Proportionale
zwischen den beiden Abschnitten der Hypotenuse. Denn die Seiten p
und 2 des Dreieckes C'BD sind den enfsprechenden Seiten 2 und ¢ des
iihnlichen Dreieckes ACD proportional, d. h.

T =N o
Daraus folgt 2? = pg (Vgl. § 93.)
Ubungsaufgabe. 10. Berechne und konstruiere die mittlere geometrische

Proportionale der Strecken
a) 3 em, 12 em, b) 25 cm, 1 dm.

O

po e € gl

Fig. 136. Fig. 187.

§ 116. Ahnlichkeit der Vielecke. Aufgabe. Zu einem gegebenen
Vielecke ein #hnliches zu konstruieren, wenn eine Seite des nenen Viel-
eckes gegeben ist.

Auflosung. Es sei ABCDE (Iig. 137) das gegebene Vieleck und
s die gegebene, 4B entsprechende Seite des neuen Vieleckes.

Man ziehe die Diagonalen AC' und AD, mache AF = s und ziehe
I'G || BC, G@H || CD, HJ| DE!

Die beiden Vielecke ABCDE und, AFGH.J stimmen in den
Winkeln iiberein (warum?) und haben die entsprechenden Seiten pro-
portional. Denn es ist

A ABC oo AFG, also AB: AF = BC: FG = AC': AG,

INACD OO TAGHH 5 AL AG = CD.: GH = Al -4H;

N ADECO AR, v AD v AH = DI HI = AF 4.
Daraus folgt ABCDE oo AFGHJ.  Wird ferner das Vieleck
AFGHJ in die Lage A, B,C,D, E iibertragen (§ 83), so ist auch
ABCDE O A, B,C,. D, E,. :

Lehrsatz Zerlegt man zwei dhnliche Vielecke dureh
entsprechende Diagonalen in Dreiecke, so sind die Drei-



80

ecke des einen Vieleckes der Reihe nach dhnlich den
Dreiecken des anderen Vieleckes.

In den ihnlichen Vielecken ABCDE und 4,B,C, D, E, (Fig. 137)
sind AC und A,C,, ferner AD und A,D, entsprechende Diagonalen,
d. h. solche, welche die Scheitel der einander entsprechenden gleichen

 Winkel verbinden. Macht man nun AF = A, B, und konstruiert wie
oben das Polygon AFGH.J, so ist dieses dem Polygone ABC'DE, also
auch dem Polygone 4, B,C, D, K, idhnlich. Es ist aber auch AFGHJ &2
A,B,C,D E, da die entsprechenden Seiten A7 und 4, B, gleich sind
(§ 112). Hieraus folgt

A 4,B,C, & AFG oo ABC,

A A4,CD & AGH oo ACD, u. 8. w.

Ubungsaufgaben. 1.Zu dem Vielecke 4 B CD E (Fig. 187) ein éhnliches zu
konstruieren, worin die B C entsprechende Seite einer gegebenen Strecke s gleich ist.

2. Man beweise, daf je zwei regelmifige Vielecke von gleicher Seifenanzahl
dhnlich sind!

3. Zu einem gegebenen Vielecke (z. B. einem Sechsecke) ein dhnliches zu
konstruieren, so daf das Verhaltnis zweier entsprechender Seiten gleich ist @) einem
gegebenen Streckenverhiltnisse, ) dem Zahlenverhéltnisse 2: 3.

4. Auf einer nach dem Mafstabe 1:1200 angefertigten Karte betragt die
Entfernung zweier Punkte 82 mm. Wie grof igt die Entfernung der zwei entsprechenden
Punkte a) in der Natur, b).auf einer zweiten Karte mit dem Mafstabe 1:5000°7?

Anmerkung. Jedes Vieleck auf einer Karte, einem Plane u. s. f. ist dem
entsprechenden Vielecke in der Natur #hnlich. Das Verhiltnis zweier ent-
sprechender Seiten wird durch den ,Mafstab“ angegeben.

. Wie grof erscheint eine Strecke von 1 km Liange auf einer mach dem
MaBstabe 1:150.000 gezeichneten Karte?

6. Vergrofere das Finfeck 4,B,C,D,E, (Fig. 187) im Verhéltnisse 2:3.

7. Zeichne ein beliebiges Viereck und verkleinere dasselbe im Verhéltnisse 5 : 3.

§ 117. Umfangsverhiltnisse ahnlicher Figuren. In zwei ihnlichen -
Dreiecken ABC' und A, B, (' sei das Verhiiltnis zweier entsprechender
SEe=— a0 4 Bty RIS RO = it B (] O ==y e
Dann ist AB + BC' + (A = m (4,8, + B,C, + €\ 4,) oder, wenn
die Umfiinge mit » und w, bezeichnet werden, v — mu,. Daraus folgt
usu,——AbBVA B =B B0 — A s (A j

Ebenso verfihrt man bei Vielecken und findet also den Lehrsatz:

Die Umfiéinge ihnlicher Dreiecke oder fihnlicher Viel-
ecke verhalten sich wie je zwei entsprechende Seiten.

Ubungsaufgabe. Von zwei ihnlichen Dreiecken hat das eine die Seiten

= 12 em, b = 9 ¢m, ¢ = 14 cm, das andere den Umfang u; — 56 em. Wie grof
sind die Seiten des zweiten Dreieckes?

§ 118. Flachenverhdltnisse dhnlicher Figuren. «) In den ilnlichen

Parallelogrammen ABCD und A, B,C, D, (Fig. 138) sei das Verhiiltnis

-~

zweier entsprechender Seiten =— 5 : 3. Dann liBt sich ABCD in
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5 X b=25ud 4, B,C,D, in3 X 3 =09 kleinere Parallelogramme zer-
legen, welche alle untereinander kongruent sind. Bezeichnet man nun
mit @ die Fliche eines der Dreiecke, in welche die kleinen Parallelo-
gramme durch die zu BD und B, D, parallelen Diagonalen zerfallen,
so findet man ABCD = 50d, 4,B,C,D, = 18d, also ABD = 25d,
AEB D s—=—g

Darans folgt ABD: A, B,.D, = 25:9. Fiir die iiber den ent-
sprechenden Seiten 45 und 4, B, errichteten Quadrate erhiilt man ferner
die Proportion ABEF: A, B, E F, = 25:9. Daraus schlieft man

ABD A\ B, Dy = ABEF: A B EF, oder f:f, = g2t a®

Die Flichen 2
ihnlicher Dreiecke T .
verhalten sich wie /\\/\/\\){ﬁ
dieQuadrate zweier s NS

entsprechender Sei- /\ N \/\/\/

ten. ; ; S Sl \/\é 7 G
Zur Ubung wieder- J ] ’_J

hole man die Ableitung — 11— -

dieses Satzes unter der ; A, B,

Annahme AB: 4,B, = o

m:n, worin m und n

irgend welche ganze Zah- [

len bedeuten. F ¥ F E,
Ist die Seite @ eines Tig. 138.

Dreieckes 2, 3, 4. . . . mmal

so grof als die entsprechende Seite a, eines #hnlichen Dreieckes, so
ist also der Flicheninhalt f des ersten Dreieckes 4, 9, 16, . . .m*mal
50 groff als der Flicheninhalt f, des zweiten Dreieckes. Aus a = ma,
folgt daher f = m?®f,. Dies gilt auch, wenn m keine ganze Zahl ist.

So z. B. ist in der Figur 138
; AR
Apug el %.AlBl uid ABD = 25.1—9L“i=(§) . AB.D,.

€

») Um die Flicheninhalte iibunlicher Polygone zu vergleichen, zer-
legt man dieselben durch entsprechende Diagonalen in Dreiecke.
Nimmt man in der Fig. 137 AB = m . 4, B, an, so ist
ABC = m?. 4,B,C,
ACD = m?. 4,C,D,
ADE = m®. 4,D, K
ABCDE = m?. A, B,C,D, E,.
Daraus folgt ABCDE: A, B,C, D, E = ABC: 4,B,(, = AB* A B

Hodevar, Geometrie fiir Untergymnasien. 6. Aufl. 6




Die Flichen #hnlicher Polygone verhalten sich wie
die Quadrate zweier entsprechender Seiten.

Ubungsaufgaben. 1. Zwei entsprechende Seiten in zwei dhnlichen Drei-
ecken (Polygonen) sind @ = 15 c¢m, a, = 12 cm. Wie grof ist die Fliche des
zweiten Dreieckes (Polygones), wenn jene des ersten 1 dm® betrigt?

2. Nimmt man die Linge einer Seite gleich 1 ¢m an, so ist

die Fliche eines regelmifBigen Finfeckes =—= 1'7205 cm?,
5 > s 'y Sechseckes = 25981 cm?,
Achteckes = 4'8285 cm®.

n n g »
Wie groB ist in jedem dieser dreiFille der Flacheninhalt, wenn eine Seite «) 1 m,
b) 28 c¢m, ¢) 216 m betragt?

3. Man will ein Polygon in groferem Magstabe so zeichnen, daf der Flichen-
inhalt verdoppelt wird. In welchem Verhiltnisse muf} eine Seite des Polygons
vergrofert werden?

4. Betriigt die lineare Vergroferung eines Mikroskopes das 80fache, wieviel
betrigt dann die Flachenvergroferung?

5. Auf einer nach dem Mafstabe 1:100 gezeichneten Karte betragt die Fliche
eines Dreieckes 1'5423 dm®. Wie grof ist die Flache des entsprechenden ahnlichen
Dreieckes a) in*der Natur, b) auf einer nach dem Mafstabe 1:150 gezeichneten
Karte ?

Stereometrie.

Die Ebene.

§ 9. Grundsatz von der Ebene. Mit Hilfe der Vorstellungen,
welehe wir von der Geraden und der Ebene besitzen, erkennen wir
sofort die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Hat eine Gerade mit einer Ebene zwei Punkte gemein,
80 liegt sie ganz in der Ebene. (Grundsatz von der Ebene.)

Hier sowie in allen weiteren Betrachtungen muf man sich nicht
nur die Gerade, sondern auch die Ebene als unbegrenzt vorstellen,
wenn nicht das Gegenteil ausdriicklich vorausgesetzt wird. Selbstver-
stindlich kann man in Modellen und in Zeichnungen auch zur Versinn-
lichung von unbegrenzten Ebenen nur begrenzte Teile derselben ver-
wenden.

Auf dem angefihrten Grundsatze beruht das Verfahren, mit Hilfe eines gerad-
linigen Lineals eine Ibene zu prifen.

§ 120. Bestimmung der Lage einer Ehene. Aufgaben. 1. Durch
einen Punkt, 2. durch zwei Punkte, 3. durch eine Gerade, 4. durch
mehrere in einer Geraden liegende Punkte eine Ebene zu legen. —
Unbestimmte Aufgaben.

Die verlangten Konstruktionen kann man sich durch Anlegen eines ebenen
Brettchens oder Kartons an eine Tischiecke oder eine Tischkante versinnlichen.
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5. Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte eine Ebene
zu legen. Sind A4, B, C' jene Punkte, so lege man irgend ecine Ebene
durch 4 und B und drehe sie um die Gerade 4B so lange, bis auch
der Punkt €' in die Ebene fiillt,

6. Durch eine Gerade (AB) und einen Punkt (€) auBerhalb der-
selben eine Ebene zu legen. (Sieh Aufgzabe 5.)

7. Durch zwei sich schneidende Gerade AB und BC' eine Ebene
zu legen. Die durch die Punkte 4, B und €' gelegte Ebene enthilt
beide Gerade. Warum?

8. Durch zwei parallele Gerade A :
eine Ebene zu legen. Man denke sich ‘ A
eine Ebene MN durch zwei sich schnei- . /ﬂ,ﬁ
dende Gerade a und b gelegt (Fig. 139) 4 e G
und die Gerade & um einen Punkt A Fig. 189.

so gedreht, dafi der Schnittpunkt D
Lings der Geraden « immer weiterriickt. Dabei bleibt die Gerade &
fortwithrend in der Ebene MN (warum?) und dies ist auch dann noch
der Fall, wenn schlieflich b parallel zu ¢ wird. Hat man also eine
Ebene durch eine von zwei parallelen Geraden (a) und einen Punkt (A)
der zweiten gelegt, so filllt auch die zweite Gerade (c) in dieselbe Ebene.

Daraus ist ersichtlich, daB man auch im Raume durch
einen Punkt zu einer Geraden eine einzige Parallele
ziehen kann.

Die letzten vier Aufgaben sind eindeutig bestimmt, denn eine jede
~derselben liefert eine einzige Losung. Daraus folgt:

Eine Ebene ist eindeuntig bestimmt

a) durch drei Punkte, welche nicht in einer Geraden

liegen;
5) durch eine Gerade und einen anfier ihr liegenden.
Punkt;

¢) durch zwei sich schneidende Gerade;

d) durch zwei parallele Gerade.

Ubungsaufgaben. 1. Was kann von zwei Ebenen ausgesagt werden, welchen
drei nicht in einer Geraden liegende Punkte gemeinsam sind? ,

9. Welchen Vorteil gewihrt ein dreibeiniger Stuhl gegeniiber einem vier-
beinigen ? ;

§ 121. Entstehung der Ebene. Eine Ebene kann man sich entstanden
denken:

1. indem eine Gerade lings zweier sich schneidender Geraden

hingleitet;
G*
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2. indem eine Gerade sich um einen ihrer Punkte dreht und dabei
lings einer Geraden hingleitet;

3. indem eine Gerade lings einer zweiten Geraden parallel zu
ihrer ersten Lage hingleitet;

4. indem eine Gerade liings zweier paralleler Geraden hingleitet.

Die Gierade, durch deren Bewegung die Ehene entsteht, heifit die
erzeugende Gerade; und die Geraden, Liings welcher die erzeugende
Gerade hingleitet, heifen Leitlinien oder spezieller Leitgerade.

Ubungsaufgabe. Gib fir die vier Entstchungsarten einer Ebene je ein
Beispiel an der Fig. 139 an! :

Hauptlagen von Geraden und Ebenen.

§ 22. Zwei Gerade. Zwei Gerade konnen drei wesentlich ver-
schiedene Lagen zueinander haben: 1. sie schneiden sich; 2. sie
sind zu einander parallel; oder 3. sie schneiden sich nicht und
sind auch wicht zu einander parallel. Im letzten Falle sagt man, die
beiden Geraden kreuzen einander oder sie sind windschief,

In den ersten zwei Fiillen liegen die Geraden in einer Ebene, im
dritten Falle jedoch nicht. Man erhiilt z B. zwei windschiefe Gerade,
wenn man durch eine Gerade und einen Punkt auBerhalb derselben
eine Ebene legt und von diesem Punkte zu einem anderen auBerhalb
der Ebene eine zweite Gerade zieht.

Suche Beispiele fir die drei wesentlich verschiedenen Lagen zweier Geraden
an den Kanten eines Kastens, des Schulzimmers u. s. w.!

§ 123. Zwei Ebenen. Haben zwei Ebenen in ihrer ganzen Aus-
dehnung keinen Punkt gemein, so heiffen sie parallel. Haben sie
gemeinschaftliche Punkte, so sind dies die Punkte einer Geraden, welche
die Durchschnittslinie der beiden Ebenen heift, und man sagt in
diesem Falle, die Ebenen schneiden einander. Legt man nimlich
durch zwei gemeinschaftliche Punkte zweier Ebenen eine Gerade, so
tillt diese in jede der beiden Ebenen, ist also die Durchsehnitts-
linie. AuBerhalb dieser Geraden kionnen die Ebenen keinen Punkt
gemein haben, denn durch eine Gerade und einen Punkt auBerhalb
derselben lifit sich nur eine Ebene legen.

Man suche Beispiele fiir zwei parallele und fir zwei sich schneidende Ebenen
an den Winden eines Kastens, eines Zimmers u. s. f.!

§ 124. Gerade und Ebene. Wenn eine Gerade und eine Ebene
in ihrer ganzen Ausdehnung keinen Punkt gemein haben, go heiflen sie
parallel. Sind die Gerade und die Ebene nicht parallel und haben sie
nur einen Punkt gemein, so heift dieser der Durchschnittspunkt
der Geraden mit der Ebene oder der FuBpunkt der Geraden in der
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Ebene und man sagt, die Gerade trifft die Ebene oder die
Ebene schneidet die Gerade. Hat endlich die Gerade mehr als
einen Punkt mit der Ebene gemein, so fillt sie ganz in dieselbe (§ 119).

Man suche Beispiele fir die angefiihrten drei Lagen einer Geraden zn einer
Ebene an den Kanten und Wiinden eines Kastens u. s. w.!

Parallele Lage von Geraden und Ebenen.

§ 125. Zwei Gerade. Verschiebt man zwei sich schneidende Ge-
rade parallel zu ihrer urspriinglichen Lage, so bleiben die Winkel
zwischen ihnen ungeindert. Ist also AB || 4, B, (Fig. 140) und in einer
anderen Ebene CD | C\D,, so ist <¢ A0C = 4,0,C,.

Daraus folgt, daff auech im Raume
Winkel mit parallelen (und gleich- o /

gerichteten) Schenkeln einander
: . z ) "zﬂ
gleich sind. : )

Unter dem Winkel zweier wind- S G

schiefer Geraden versteht man jenen e
Winkel, welchen man erhiilt, wenn man - 0 ek
durch einen Punkt der einen Geraden die /\ (4
Parallele zur anderen zieht. In diesem Sinne Fig. 140.
ist z. B. unter dem Winkel der windschiefen ;
Geraden AB und €, D, (Fig. 140) der Winkel AOC' zu verstehen.

§ 126. Gerade und Ebene. «) Aufgabe. Durch einen gegebenen
Punkt zu einer gegebenen Ebene eine parallele Gerade zu ziehen.

Man ziehe in der gegebenen Ebene MN (Fig. 141) irgend eine
Gerade BC' lege durch BC und den gegebenen Punkt A eine Ebene und
ziehe in dieser durch den Pankt A die Gerade DE || BC. Esist DE || MN.
Denn wiirde die Gerade DE hinreichend ver- i E
lingert die Ebene MN treffen, so miifite ihr /
Fufipunkt sowohl in MN als auch in der durch
die Parallelen BC und DE bestimmten Ebene a2 o
liegen. Er wiire also ein Punkt der Durch- /g_// /
schnittslinie BC' der beiden Ebenen und die - Vs
Geraden BC' und DE wiiren nicht parallel. Fig. 141.
Daraus ergibt sich der Lehrsatz:

Isteine Geradezu einer Geradeneiner Ebene parallel,
s0 ist sie auch zur Ebene selbst parallel :

Wie viele Auflosungen 1a6t die obige Aufgabe zu?

b) Ist eine Gerade zu einer Ebene parallel, so ist sie
auch zu jeder Geraden der Ebene parallel, welche mit
ihr in derselben Ebene liegt.
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Ist niéimlich die Gerade AZB parallel zur Ebene MN (Fig. 142)
und dreht man eine andere Ebene um 4B als Achse, so bleibt die
Durchschnittslinie der beiden Ebenen in allen Lagen CD, €, D,, C,D,,

. «zu AB parallel. Denn hiitten z. B. 4B und C'D einen gemeinsamen
Punkt, so miifite dieser auch der Ebene MN angehiren; also wiire
AB zu MN nicht parallel.

Man suche Beispiele zu diesen Sitzen an den Kanten und Winden des Schul-
zimmers u. 8. w.!

Fig. 142. Fig. 143.

§ 127. Zwei Ebenen. o) Sind 4B und 4, B, die Schnittlinien einer
Ebene RS mit den parallelen Ebenen MN und M, N, (Fig. 143), so sind
sie ebenfalls paralle]l. Sie liegen ndmlich in einer Ebene (RS) und
schneiden einander nicht.

Die Schnittlinien zweier paralleler Ebenen mit
einer dritten Ebene sind zueinander parallel.

b) Ist in der Figur 143 A4, || BB,, so ist das Viereck A4, B, B
ein Parallelogramm, somit 44, = BB,.

Parallele Verbindungsstrecken paralleler Ebenen
sind einander gleich.

Normale Lage von Geraden gegen Ebenen.

§ 128. Erklarung, Lehrsitze. «) Wird ein rechter Winkel
um einen Schenkel gedreht, so beschreibt der andere
eine Ebene.

Dreht man néimlich den rechten Winkel BAC (IMig. 144) in die
Lage BAE und legt durch AC' und AE eine Ebene MN, so ist jede in
dieser Ebene durch 4 gezogene Gerade AD zu AB normal, somit eine be-
sondere Lage des Schenkels AC. Zum Beweise dieser Behauptung ziehe
man eine Gerade C'K so, daB sie die Geraden AC, AD, AE schneidet,
mache AB = AB, und verbinde die Schnittpunkte €, D, E mit B und
B,. Da AC und AE Symmetralen der Strecke BB, sind, so ist BC' =
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B0, BE = B\ E also \ BCE & B,C'E. Diese heiden Dreiecke ge-
langen zur Deckung, wenn man das eine so lange um CF als Achse
dreht, bis B auf B, fillt. Dann decken sich auch die Strecken BD
und B, D und sind daher gleich. Daraus folgt, daf 4D eine Symme-
trale von BB,, somit AD | BB, ist.

b) Wenn eine Gerade zu allen Geraden B
einer Ebene, welche durch ihren Fufipunkt
gehen, normal ist, so heiBt sie eine Nor- /N
male der Ebene und diese cine Normal-

ebene der Geraden oder man sagt, die
Gerade und die Ebene sind zueinander
normal. Aus dem Beweise des Lehrsatzes a)
folgt, daB jede Gerade, die zu zwei durch
ihren FuBpunkt in einer Ebene gezogenen
Geraden normal ist, eine Normale der Ebene
ist. Ist also (Fig. 144) AB | AC und
AB | AD, so ist AB | MAN.

Eine Gerade heiBt schief in Bezug auf eine Ebene, wenn sie zu
derselben weder parallel noch normal ist. :

¢) Durch einen gegebenen Punkt kann zu einer gegebenen Ebene
eine einzige Normale gezogen werden, Wiren z. B. (Fig. 144) B4 und
BC' normal zu MN, so miifiten sie auch zu AC' normal sein, was nicht
moglich ist. Zwei Normalen derselben Ebene konnen auch den FuBpunkt
nicht gemeinsam haben. Warum nicht?

d) Ist eine Gerade zu einer Ebene normal und verschiebt man die
Gerade oder die Ebene parallel zu ihrer urspriinglichen Lage, so bleiben
die Gerade und die Ebene stets zueinander normal. Daraus folgt:

Ist von zwei parallelen Geraden die eine zu einer
Ebene normal, so ist es auch die andere.

Ist von zwei parallelen Ebenen die eine zu einer
Geraden normal, so ist es auch die andere.

Diese heiden Lehrsiitze lassen folgende Umkehrungen zu:

Normalen derselben Ebene sind parallel.

Normalebenen derselben Geraden sind parallel

Wird niimlich die eine Normale parallel zu sich selbst verschoben,
bis sie mit der anderen Normale einen Punkt gemeinsam hat, so filt
sie mit derselben vollstindig zusammen.

Ubungsaufgaben. 1. Wie heift eine Normalebene einer vertikalen Linie?

9. Wie iiberzeugt sich der Maurer, dal eine Ebene horizontal ist?

3. Ist eine Gerade zu einer Ebene normal, wenn sie nur auf einer durch
ihren Fufpunkt in der Ebene gezogenen Geraden normal i8t?

Fig. 144.
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Projektionen, Ahbstinde, Neigungswinlkel.

§ 129. Normalprojektionen. «) Unter der Normalprojektion
eines Punktes auf eine Ebene versteht man den FuBpunkt der
Normalen von dem Punkte auf die Ebene. Im Folgenden wird hiiufig
zur Abkiirzung der Ausdruck ,Projektion“ fiir ,Normalprojektion® ge-
braucht, da andere (schiefe) Projektionen hier nicht betrachtet werden.

b) Unter der Normalprojektion einer Linie auf eine
Ebene versteht man den Inbegriff der Projektionen aller ihrer Punkte
auf jene Ebene, Um also eine Gerade AB (Fig. 145) auf die Ebene
MN zu projizieren, denke man sich eine Normale C'C| der Ebene lings
der Geraden 4B parallel zu ihrer ersten Lage fortbewegt. Bei dieser Be-
wegung beschreibt die Normale eine Ebene, deren Durchschnittslinie
A, B, mit der Ebene MN die verlangte Projektion der Geraden AB ist.
Daraus folgt:

Die Normalprojektion einer Geraden ist im allge-
meinen wieder eine Gerade. Ist jedoeh die Gerade zur
Ebene normal, so ist ihre )

Projektion ein Punkt. =

Ty

)ty

1] | A

M i /
G s f;/
4

Fig. 145. Fig. 146.

¢) Die Projektion einer Strecke auf eine Ebene ist durch die Pro-
Jjektionen ihrer Endpunkte hestimmt. Vergleicht man eine Strecke in den
Lagen OA4, OB, OC, OD (Fig. 146) mit ihren Projektionen, so ergeben
sich die folgenden Siitze: ;

Je nachdem eine Strecke zu einer Ebene parallel,
schief oder normal igt, ist ihre Projektion von gleicher
Linge, kiirzer als die Strecke oder sie ist ein Punkt.

Ubungsaufgaben. 1. Was ist die Projektion eines Dreieckes, iberhaupt
eines Vieleckes auf eine Lbene?

2. Wann ist die Projektion einer Figur mit dieser kongruent?

3. Bind die Verbindungsstrecken AC, AC,, AC,,... eines Punktes A mit einer
Ebene MN (Fig. 147) einander gleich, so sind auch ihre Projektionen, gleich.
Warnm? Wasist also der geometrische Ort der Fufpunkte C, C,, C,,... jener
Strecken?
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d) Aufgabe. Von einem Punkte auficrhalb einer Ebene zu der-
selben die Normale zu ziehen.

Man ziehe von dem gegebenen Punkte A (Fig. 148) die Normale
AD zu einer beliebigen in der Ebene MN gelegenen Geraden und
schneide auf derselben die gleichen Strecken €, D und C,D ab! Es ist

dann AC, = AC, (warum?); daraus folgt, daf C,C, Sehne eines
A
X A

e
ce=r

Tig. 147. Fig. 148,

Kreises ist, welcher die Projektion B des Punktes A zum Mittel-
punkte hat. Die in der Ebene MN gezogene Symmetrale DA der
Strecke €' geht somit durch den Fufipunkt der verlangten Normalen.
Man konstruiert daher AB | DE.

§ 130. Abstinde. «) Es sei AB (Fig. 147) eine Normale der Ebene
MN und ' ein beliebiger Punkt derselben Ebene. Da AB << AC ist,
so folgt:

Die Normale von einem Punkte auf eine Ebene ist
die kiirzeste Strecke zwischen der Ebene und dem Punkte;
sie heift der Abstand des Punktes von der Ebene.

b) Alle Punkte einer Geraden haben gleichen Abstand von einer
parallelen Ebene. Derselbe heift der Abstand der Geraden von

der parallelen Ebene. H

¢) Alle Punkte einer Ebene haben gleichen ~ , 4 (/
Abstand von einer parallelen Ebene; derselbe< 1 o
heift der Abstand der parallelen Ebenen

(Fig. 149). a %

Ubungsaufgabe. Was ist der geometrische Ort 5 : ¢
aller Punkte, welche a) von einer Ebene gleiche Abstinde A N
haben, b) von zwei parallelen Ebenen gleiche Abstéinde Fig. 149.
haben ?

§ 131. Neigungswinkel einer Geraden zu einer Ebene. ) Unter dem
Neigungswinkel einer Geraden zu einer Ebene versteht man den
Winkel, welehen die Gerade mit ihrer Projektion auf diese Ebene bildet.
So z. B. hat die Gerade AC (Fig. 150) den Neigungswinkel ACB zur

Ebene MN, wenn AB | MN ist.
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b) DerNeigungswinkel einer Geraden ist derkleinste
unter allen Winkeln, welche sie mit Geraden hildet, die
in der Ebene durch ihren FuBpunkt gehen.

Denn projiziert man (Fig. 150) die Strecke AC auf die Ebene M N
und wird die Projektion BC' um den Puukt €' gedreht, bis sie irgend
eine andere Lage B, (' in der Ebene MN emnimmt, so ist offenbar

AC = AC, BC = B, (, hingegen A 4,
AB < AB, (§130, a). Hieraus folgt - oo
<X ACB < ACB, (§ b6). / / /
A / 2
' Y

& e
iy i S

Fig. 150. Fig. 151.

¢) Wird eine Gerade von einer Ebene geschnitten und verschiebt man
die Gerade oder die Ebene parallel zu ihrer urspriinglichen Lage, so
wird dadurch der Neigungswinkel der Geraden gegen die Ebene nicht
geiindert (Fig. 151). Hieraus folgt:

Parallele Gerade bilden mit jeder sie schneidenden
Ebene gleiche Neigungswinkel

Parallele Ebenen bilden mit jeder von ihnen ge-
schnittenen Geraden gleiche Neigungswinkel.

§ 132. Flachenwinkel oder Keil. Die unbegrenzte Ebene wird durch
eine Gerade in zwei Halbebenen geteilt. Dreht man nun eine Halb-
ebene um- ihre Grenzlinie, so heifit der von
ihr  beschriebene Teil des Raumes ein
Flichenwinkel oder Keil.

Die Durchschnittslinie 4B (Fig. 152)
heifit die Kante oder Scheitellinie; die
Halbebenen BM und AN werden die Schen-
kelflichen des Keils genannt. Man be-
zeichnet den Flichenwinkel in Fig. 152 mit

Fig. 152. M(AB)N und analog jeden anderen.
I"Jbungs aufgaben. 1. Wie 148t sich die Entstehung eines Keiles mittels

eines Buches oder einer Tiir veranschaulichen?
2. Wie viele Keile werden von zwei sich schneidenden Ebenen gebildet?

§ 133. Neigungswinkel zweier Ebenen. «) Zieht man CD | AB
(Fig. 152), so beschreibt die Gerade C'D hei der Drehung der Halbebene
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BM in die Lage BP den Winkel DCE. Die Grofie dieses Winkels
ist unabhiingig davon, an welcher Stelle der Kante 4B der Scheitel C'
angenommen wird. Ist z. B. AM | AB, also auch AP | AB, so ist
<X MAP = DCE (warum?). Man beniitzt daher diesen Winkel als
Mafi des Keiles und nennt ihn den Neigungswinkel der beiden
Ebenen, Modell! : ;

Der Neigungswinkel zweier unhegrenzter Ebenen wird also kon-
struiert, indem man in irgend einem Punkte der Durchschnittslinie in
beiden Ebenen die Normalen zur Durchschnittslinie zieht. Der kleinere der
beiden Winkel der Normalen ist der Neigungswinkel.

Aus der Definition des Neigungswinkels zweier Ebenen geht un-
mittelbar hervor, daff die Ebene des Neigungswinkels, d. i
die durch seine Schenkel gelegte Ebene, zur Kante normal ist
(§ 128). Umgekehrt: Wird ein Keil durch eine zur Kante
normale Ebene geschnitten, so erhiilt man den Neigungs-
winkel der beiden Sehenkelfliichen als Sehnittfigur.

) Verschiebt man die Ebene MN (Fig. 143) in die parallele Lage
M,N,, so wird ihr Neigungswinkel zur Ebene 7S nicht geiindert.

Parallele Ebenen bilden mit jeder sie schneidenden
Ebene gleiche Neigungswinkel.

Normale Lage von Ebenen gegen Ebenen.

§ i34. Erklarung, Lehrsitze. «) Ist der Neigungswinkel zweier
Ebenen ein rechter, so heiBt jede derselben eine Normalebene der
anderen oder man sagt, die Ebenen sind zueinander mormal. Ist
z. B. (Fig. 153) DCE der Neigungswinkel der Ebenen MN und RS, ist
ferner <¢ DCE = 90° so ist RS | MN und MN | RS.

b) Ist RS eine Normalebene zu MN
(Fig. 153), so wird durch jede Drehung von
RS um die Schnittlinie 45 der Neigungs-
winkel DCE vergrofert oder verkleinert.
Hieraus folgt:

Uber einerGeraden einerEbene
kann man zu dieser nur eine nor-
male Ebene errichten.

¢) Weil CE | AB und CE | CD, so
ist CE | MN (§ 128). Man zeige, dafl Fig. 153.
auch C'D | RS ist.

Sind zwei Ebenen zueinander normal, so ist auch
jede Gerade, welche in der einen Ebene normal zur
Durchschnittslinie errichtet wird, zu der anderen Ebene

normal
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d) Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt eine Ehene normal
zu einer gegebenen Ebene zu legen.

Man ziehe durch den gegebenen Punkt A (Fig. 154) die Nor-
male AB zur gegebenen Ebene MN! Jede durch AB gelegte Ebene
wie PQ, RS u. s. f. entspricht der Aufgabe, welehe also unbestimmt ist,

Um z B. zu zeigen, daf RS | MN ist,
konstruiert man den Neigungswinkel
der beiden Ebenen, Nun ist A8 | BS
%' in der Ebene RS; zieht man noch
¢ BC ] BS in der Ebene MN, so ist
ABC  der gesuchte Neigungswinkel,
und zwar — 90° weil 4B | MN an-
genommen wurde,

Ist eine Gerade zu einer Ebene mormal, so ist auch
jede durch die Gerade gelegte Ebene zur ersten Ebene
normal. Umgekehrt:

e) Sind zwei einander sehneidende Ebenen zu einer
dritten Ebenenormal, so ist auchihre Durechschnittslinie
zu dieser Ebene normal.

Denn sind PQ und RS die beiden Ebenen, welche normal zu MN
angenommen werden, so mufi die im FuBpunkte B ihrer Durchschnitts-
linie errichtete Normale AB der Ebene MN mit jener Durchschnitts-
linie zusammenfallen. Legt man niimlich durch 4B und BQ eine Ebene,
80 ist sie normal zu MN, mub also die Ebene PQ selbst sein. Ebenso zeigt
man, daf die durch 4B und BS gelegte Ebene mit RS zusammenfillt.
Daher ist die Normale 4B beiden Ebenen gemeinschaftlich oder sie
ist ihre Durchschnittslinie.

J) Ist von zwei parallelen Ebenen die eine zu einer
dritten Ebene normal, so ist es auch die andere. (§133, b))

Was kann von zwei Ebenen ausgesagt werden, welche zu einer
dritten Ebene normal sind ?

Ub ungsaufgaben. 1. Ist von drei Ebenen eine jede zu den beiden anderen
normal, so gilt dasselbe von den drei Durchschnittslinien. Warum?

2. Ist von drei sich schneidenden Geraden eine jede zu den beiden anderen
normal, so gilt dasselbe von den durch sie bestimmten Ebenen. Warum ?

——1

";\__ﬂ i

Fig. 154.

Die kirperliche Ecke.

§ 135. Erkldrungen. Gleitet ein Halbstrahl bei fester Lage seines
Grenzpunktes an dem Umfange eines Polygones hin, so entsteht ein nur
nach einer Seite unbegrenzter Raum, welcher eine korperliche Ecke
oder Ecke schlechtweg genannt wird.
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Der bewegte Halbstrahl ist die erzeugende Gerade und das
Polygon, an welchem der Halbstrahl hingleitet, das Leitpolygon,
Der feste Punkt O (Fig. 155) heiBt der Scheitel; derselbe darf nicht
in der Ebene des Leitpolygones liegen. Die einzelnen vom bewegten
Halbstrahle erzeugten Ebenen sind die Seitenfliichen; die Durch-
schnittslinien OA4, OB, ... derselben heiflen die Kanten der Ecke,
Die Winkel zweier aufeinander folgender Kanten, z. B. A0B, BOC,. ..
heifflen die Kantenwinkel oder Seiten; die Winkel zweier auf-
einander folgender Seitenflichen werden die Fliichenwinkel oder
Winkel der korperlichen Ecke genannt.

Eine korperliche Ecke hat ebensoviel Seiten -als Kanten u. zw.
stimmt die Anzahl derselben mit der Anzahl der Seiten oder Eckpunkte
des Leitpolygones iiberein. Man teilt die kiorperlichen Ecken nach der
Anzahl der Seiten oder Kanten ein in dreiseitige, vierseitige,
....n-geitige Ecken oder Dreikante, Vierkante, ... Viel-
kante oder n-Kante.

Sind alle Kantenwinkel oder Seiten einer kirperlichen Ecke gleich,
so heiBt sie gleichseitig; sind alle Flichenwinkel gleich, so heifit
sie gleichwinklig. Ist eine korperliche Ecke sowohl gleichseitig als
auch gleichwinklig, so heifit siec regelmifig.

Zur Anfertigung von stereometrischen Modellen aus Karton bedient
man sieh der Netze, Ein Netz ist eine ebene Figur, welche sich aus-
schneiden und so zusammenlegen lift, daf man das verlangte Modell
erhiilt.

Ubungsaufgaben. Man konstruiere: @) das Netz eines Dreikantes mif ge-
gebenen Kantenwinkeln; ) das Netz eines gleichseitigen Dreikantes; c¢) das Netz

eines gleichseitigen Vierkantes. — In welchem dieser Fille ist die korperliche Ecke
durch ihr Netz bestimmt? Sind die Ecken

in &) und ¢) regelmifig?

Fig. 155.

§ 136. Beziehungen zwischen den Seiten des Dreikantes. «) Um
ein Dreikant aus seinem Netze (Fig. 156) zu bilden, dreht man die
Seitenflichen A0B und COD um die Kanten OB und OC' so gegen-
cinander, daf die Kanten O4 und OD (auBerhalh der Ebene BOC)
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zusammenfallen. Damit dies gesehehen kann, mufi f << a - » sein,
selbst wenn S der groBte von den drei Kantenwinkeln o, f, y ist. Auf
gleiche Weise findet man a << 4+ y und y << a 4 f.

Jeder Kantenwinkel eines Dreikantes ist kleiner als
die Summe der beiden anderen.

Man versuche ein Dreikant zu konstruieren, wenn f — a - y ist.

b) Ist p der groBte unter den Kantenwinkeln des Dreikantes und
denkt man sich die Seitenfliche C'OD um die Kante OC' so umgelegt,
daf sie in die Ebene BOC fillt, so ist <C BOD, = f — y. Legt man
auf analoge Weise die Seitenfliche 408 um, so muf die Kante 04
iiber OD, hinausfallen; also ist @ = § — y. (Diese Ungleichung lifit
sich tibrigens auch auf arithmefischem Wege aus der Ungleichung
a -y = p ableiten.) Ebenso findet man y > f — a und ohne weiteres
f=a—yoder f >y —a.

Jeder Kantenwinkel eines Dreikantes ist grofier als
die Differenz der beiden anderen.

Wie lauten die analogen Sitze der Planimetrie?

Ist z. B. @ = 60% £ = 70°% so muff y << 60° + 70° und y = 70° — 60°
sein, d. h. 10° < y << 130°.

Zwischen welchen Grenzen liegt a, wenn f = 96°% y = 114° ist?

§ 137. Summe der Kantenwinkel. Lift man die Kantenwinkel
einer Ecke immer grofier werden, so wird die Ecke immer stumpfer.
Wenn schlieflich die Seitenfliichen in eine Ebene fallen, so betrigt die
Summe aller Kantenwinkel vier Rechte. Hieraus folgt:

In jeder Ecke ist die Summe der Kantenwinkel
kleiner als vier Rechte.

Anmerkungen. 1. Zu diesem Satze kann man auch mittels der Rechnung
gelangen. Ist z. B. das Leitpolygon ein (ebenes) Zehneck, so betrigt die Summe
seiner Winkel 16 R. Von den Seitenflichen schneidet nun das Zehneck 10 Drei-
ecke ab, deren Winkelsumme 20 R betrigt. Davon entfallen mehr als 16 R auf
die Winkel an den Grundlinien, da némlich je zwei derselben mit dem entsprechenden
Zehneckswinkel ein Dreikant bilden und daher zusammen mehr betragen als der
Zehneckswinkel. Daraus folgt, daf weniger als 4 R fiir die Summe der Kanten-
winkel iibrig bleiben.

Analog wird der allgemeine Beweis fiir die n-seitige Ecke gefiihrt.

2. Mittels eines Netzes kann man sich in einfacher Weise iiberzengen, daf
der hier abgeleitete Satz nur fir Ecken mit vorspringenden Kanten, d. i. mit hohlen
Flachenwinkeln allgemein giiltig ist. Doch werden hier niemals Fcken besprochen,
welche, von innen betrachtet, auch erhabene Flachenwinkel besitzen; daher wird der
obige §atz in allen Fillen Geltung haben.

Ubungsaufgaben. 1. Welchen Wert kann ein Kantenwinkel in einem
regelméafBigen @) Dreikante, b) Vierkante, ¢) n-Kante nicht iiberschreiten ?

2. Wie viele regelmifige Ecken gibt es, in welchen ein Kantenwinkel gleich ist
einem Winkel eines reguliren a) Dreieckes, b) Viereckes, ¢) Finfeckes, d) Sechseckes ?
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§ 138. Kongruenz und Symmetrie der kdrperlichen Ecken. Man nennt
zwei korperliche Ecken kon gruent, wenn man sich dieselben so ineinander
zelegt denken kann, daB ihre Kanten und daher auch die Seitenfliichen
zusammenfallen. Daraus folgt, daf die Kanten- und die Flichenwinkel
der einen Ecke in derselben Reihenfolge gleich sind den Kanten-, he-
zichungsweise den Flichenwinkeln der anderen Ecke.

Zwel Ecken heissen symmetrisch gleich oder einfach sym-
metrisch, wenn die Kanten- und die Flichenwinkel der einen in der
entgegengesetzten Reihenfolge gleich sind den Kanten-, beziehungsweise
den Flichenwinkeln der anderen. Zwei symmetrische Ecken sind im
allgemeinen nicht kongruent.

Das Prisma.

§ 139. Entstehungsarten. «) Gleitet eine Gerade lings des Um-
fanges eines Polygones parallel zu ihrer ersten Lage fort, so entsteht
ein nach zwei Seiten unbegrenzter Raum, welcher ein prismatischer
Raum genannt wird. Man bezeichne in Fig. 157 die erzeugende Gerade
und das Leitpolygon.

Der Teil eines prismatischen Raumes zwischen zwei parallelen
Schnittebenen heiBt ein Prisma.

b) Ein Prisma entsteht auch, wenn ein Polygon so fortschreitet,
daf alle Ecken desselben parallele Gerade beschreiben. Man bezeichne
in den Fig. 157 bis 159 das erzeugende Polygon und die Leitlinien.

7
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Fig. 157, Fig. 138. Fig. 159.

§ 140. Beschreibung. Jedes Prisma ist ein Polyeder oder Viel-
flach, d.i. ein von lanter ebenen Flichen begrenzter Korper. Die
Summe aller Grenzflichen heift die Oberfliche desselben.

Die beiden Polygone, welche a) durch die parallelen Schnitte des
prismatischen Raumes entstehen, 5) die Anfangs- und die Endlage des
erzeugenden Polygones bilden, heifien die Grundflichen des Prismas;
‘dieselben sind kongruente Polygone in parallelen Ebenen. Alle iibrigen
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Grenzflichen heifien Seitenflichen und ihre Summe wird der Mantel
des Prismas genannt. Die Seitenfliichen sind Parallelogramme. (Warum?)
Die Durchschnittslinien der Seitenflichen mit den Grundflichen
oder die Seiten der Grundflichen heifien Grundkanten. Je zwei
Grundkanten in derselben Seitenfliche sind gleich und parallel. (Warum ?)
— Die Durchschnittslinien je zweier aufeinander folgender Seitenfliichen
heifen Seitenkanten. In jedem Prisma sind alle Seitenkanten gleich
und parallel. (Warum ?)
Jede Grundfliche bildet mit je zwei aufeinander folgenden Seiten-
flichen eine Eck e des Prismas. Alle Ecken eines Prismas sind dreiseitig.
Der Abstand der beiden Grundflichen heift die Ho he des Prismas.
Man bezeichne in den Figuren 157 bis 159 die Grundfiachen, die Seitenflichen,
die Grundkanten, die Seitenkanten, die Scheitel der Ecken und gebe die Konstruktion

der Héhe an!

§ I41. Einteilungen und Benennungen. Nach der Anzahl der
Seitenflichen teilt man die Prismen ein in dreiseitige, vier-
seitige,...n- oder mehrseitige. 3

Nach der Stellung der Seitenkanten gegen die Grundflichen werden
die Prismen in gerade und schiefe eingeteilt. Ein Prisma heilt
gerade oder schief, je nachdem die Seitenkanten zu den Grundfliichen
normal oder schief stehen. In jedem geraden Prisma sind die Seiten-

Z, flichen Rechtecke und zu den Grund-
flichen normal; die Seitenkanten sind
gleich der Hiohe. (Warum ?)

Ein Prisma mit durchwegs gleichen
Kanten heifit gleichkantig. Ein ge-
rades Prisma, dessen Grundflichen regel-
miiBige Polygone sind, heifit regelmiBig.

Ein Prisma, dessen Grundfliichen

A B C 7,

A Z (4 2 Parallelogramme sind, heifit ein Parallel-
. epiped; alle sechs Grenzflichen des-
£ selben sind Parallelogramme, Gerades

Fig: 160. und schiefes Parallelepiped.

Sind die Grundfliichen eines geraden Parallelepipedes Rechtecke,
80 heift es einrechtwinkliges Parallelepiped (Fig. 158); alle
sechs Grenzflichen desselben sind Rechtecke.

Ein Parallelepiped, dessen Grenzflichen kongruente Rhomben sind,
heift Rhomboeder. Ein Parallelepiped, dessen Grenzfliichen Quadrate
sind, heifit Wiirfel, Kubus oder Hexaeder.

Ubungsaufgaben. 1. Man gebe a) von einem gleichkantigen dreiseitigen
Prisma, #) von einem geraden Parallelepipede, ¢) von einem regelmiBigen fiinf-
seitigen Prisma, @) von einem n-geitigen Prisma die Anzahl und Art der Grenz-
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flichen und Fcken sowie die Anzahl der Kanten an! — Nach einigen Voritbungen
an Modellen und Zeichnungen kénnen solche Beschreibungen ohne direkte Anschanung
ausgefiihrt werden.

2. Man konstruiere das Netz «) eines regelmifigen dreiseitigen Prismas; b) eines
rechtwinkligen Parallelepipedes; ¢) eines Wiirfels; d) eines regelmifigen sechsseitigen
Prismas! — Fig. 160 ist das Netz eines geraden dreiseitigen Prismas; 4B = BE,
CD = CE. Fig. 162 ist das Netz zum Mantel des schiefen dreiseitigen Prismas Fig. 161.

§ 142. Ebene Schnitte. Jeder zu den Grundflichen des
Prismas parallele Sehnitt ist mitdenselbenkongruent.
(Warum ?) 1 :

Ein zu einer Seitenkante normaler Schnitt steht zu allen Seiten-
kanten normal und heifit ein Normalschnitt oder Querschnitt
des Prismas (DLEF, Fig. 161), Bei welchen Prismen ist der Normalschnitt
zu den Grundflichen parallel?

Eine Ebene, welche durch zwei nicht aufeinander folgende Seiten-
kanten eines Prismas gelegt wird, liefert einen Diagonalschnitt,
welcher stets ein Parallelogramm ist. Es gibt ebenso viele Diagonal-
schnitte, als eine Grundfliiche Diagonalen hat.

@A)

)]

A A

Fig. 161. Fig. 162.

Im Parallelepipede heift jede Diagonale eines Diagonalschnittes
Diagonale des Parallelepipedes; sie ist die Verbindungslinie zweier
nicht in derselben Grenzfliiche liegender Eckpunkte (Gegenecken). Jedes
Parallelepiped hat vier Diagonalen.

Aufgabe. Aus der Linge, der Breite und der Hohe eines recht-
winkligen Parallelepipedes die Linge der Diagonale zu berechnen.

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke BCD (Fig. 158) findet man zu-
niichst BD? und hierauf aus dem rechtwinkligen Dreiecke B, BD die ge-
suchte Diagonale B, D. Die Rechnung ist fiir spezielle Werte der bezeich-
neten Dimensionen und auch allgemein durchzufiihren. d? — a® - b* +- ¢

Ubungsaufgaben. 1.a=1ocm b= 14 cm, c = 35 cm, d = ?

9. Berechne die Diagonale eines Wiirfels aus der Kante «!

a)a=3¢em, b)a=1m
3, Berechne die Kante eines Wirfels aus der Diagonale !
a)d =12 cm, b)) d=2m.

=1

Ho¥evar, Geometrie fir Untergymnasien. 6. Aufl,
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§ 143. Oberflichenbestimmung. Bedeutet O die Oberfliche, 7 eine

Grundfliiche tnd M den Mantel des Prismas, so ist
0=2G+ M.

Der Mantel eines geraden Prismas ist einemRecht-
ecke gleieh, weleches den Umfang der Grundfliche
zur Grundlinie und die Hohe des Prismas zur Hihe hat,
M = wh (Fig. 160).

Bezeichnet man im schiefen Prisma (Fig. 161) mit s eine Seiten-
kante, mit @, b, ¢, ... die Seiten eines Normalschnittes, so ist

M=oast+bstes ... =(a-fb+c+| ...)s
DerMantel eines schiefenPrismas ist,einem Recht-

ecke gleich, welches den Umfang eines Normalscehnit-
tes zur Grundlinie und eine Seitenkante zur Hohe hat.

Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich auch durch die Betrach-
tung des Netzes, welches dem Mantel des schiefen drei- oder mehr-
seitigen Prismas entspricht (Fig. 162).

Ubungsaufgaben. 1. Aus der Kante a eines Wiirfels ist die Oberfliche zu
berechnen. a) e = 8dm,b) a = 2135 m, ¢c) a = 0324 m.

2. Berechne die Oberfliche eines Wiirfels aus der Diagonale d!

a)d = 16 em, b) d = 1264 m, ¢) d = 423 m.

3. Berechne den Flicheninhalt eines Diagonalschnittes eines Wiirfels ans der
Kantenlinge von 6 cimn !

4, Aus der Oberfliche O eines Wiirfels die Kantenlinge zu berechnen.

a) 0= 864 m* b} Oi=1 m*

5. Wenn die Oberfliche eines Wiirfels 3 dm?® betrigt, wie grof ist eine Kante
und die Diagonale?

6. Aus den Dimensionen a, b, ¢ (Linge, Breite, Hohe) eines rechtwinkligen
Parallelepipedes a) die Diagonale, f) die Oberfliche zu berechnen.

; a = 16m b =09 m c = 04 m.

7. Um ein oben offenes Gefif von der Form eines rechtwinkligen Parallel-
epipedes herzustellen, soll man genau 0'G m® Blech verwenden. Wie hoch wird das
Gefi sein, wenn seine Lange 0'5 m und seine Breite 0'35 m betragen soll?

8. Man suche die Oberfliche eines regelmifigen «) dreiseitigen, f) vierseitigen,
7) sechsseitigen Prismas, wenn die Grundkante ¢ und die Seitenkannte b h@kanutAsind !

a)a=4ddm b=6dn; De=">b=1mnm.

§ 144. Volumshestimmung, Erkldrungen. Die Grofie des Raumes,
welchen ein Korper einnimmt, heift sein Rauminhalt oder Volumen.
Als Einheit des Volumens nimmt man einen Wiirfel an, dessen
Kante gleich der Lingeneinheit ist. Je nachdem 1 m, 1 dm, 1 cm u. s. f.
als Lingeneinheit gewihlt wird, heift das Volumen des entsprechenden
Wiirfels 1 Kubikmeter, 1 Kubikdezimeter, 1 Kubikzenti-
meter u.8.f Den Rauminhalt eines Korpers bestimmen
oder sein Volumen messen heifit jene Zahl suchen, welche an-
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gibt, wie oft die Volumseinheit in dem gegebenen Volumen enthalten
ist. Diese Zahl heiBt die Mafizahl des gegebenen Volumens.

§ 145. Empirische Volumsbestimmung. «) Bei Hohlriumen geschieht
die Bestimmung des Volumens durch Eingiefien einer Fliissigkeit, welche
man hierauf in ein mit einer Volumenskala versehenes Gefii iibergieft.

b) Um das Volumen eines festen Korpers zu bestimmen, fiillt man
ein Gefiiff, welches etwa die Form eines rechtwinkligen Parallelepipedes
bat, teilweise mit einer Fliissigkeit und taucht den gegebenen Karper
ganz in dieselbe. Das Volumen des Kiorpers ist dann gleich dem Volumen
der durch ihn verdringten Flissigkeit, d. 1. gleich dem Volumen eines
rechtwinkligen Parallelepipedes, dessen Grundfliiche der innere Quer-
schnitt des Gefifles und dessen Hiohe der Abstand der beiden Niveaus
vor und nach dem Eintauchen ist.

¢) Hat der Korper durchaus gleiche Dichte, so ist die Zahl, welche
angibt, wie oft das spezifische Gewicht (das Gewicht der Volumseinheit)
des Korpers in seinem absoluten Gewichte enthalten ist, zugleich die

2
MaBzahl des Volumens. V= {;

Z.B. 1 em® GuBeisen wiegt 7-2 ¢. Man erhiilt somit das Volumen
von 1 kg = 1000 ¢ Gufieisen, und zwar in Kubikzentimetern, indem
man 1000 durch 7-2 dividiert, also V7= 1389 em® Berechne ebenso
das Volumen von 1 ky Quecksilber (s = 13°59)!

Aufeabe der Geometrie ist es zu zeigen, wie das Volumen eines
Korpers aus den MaBzahlen jener Strecken, Flichen u. dgl. berechnet
wird, von denen es abhingt. Das unmittelbare Aneinanderlegen von
Volumseinheiten in dem gegebenen Raume, bis derselbe gerade. erschipft
wird, ist in der Regel nicht ausfiihrbar.

§ 146. Das Prinzip von Cavalieri. Wenn ein gerades und cin
schiefes Parallelepiped mit kongruenten Grundfiichen und gleichen
Hohen auf eine Ebene MN (Fig. 163) aufgestellt werden, so liegen die
beiden oberen Grundflichen in einer zu MN parallelen Ebene und jede
dazwischenliegende zu MN parallele Ebene wie ’Q schneidet die beiden
Parallelepipede in kongruenten Parallelogrammen. (Warum ?)

Die beiden Parallelepipede haben gleiches Volumen, wovon man sich
auf folgende Weise iiberzeugen kann. Man denke sich aus diinnem Blech
mit ABCD kongruente Figuren ausgeschnitten und in gehiriger Anzahl
so iibereinander gelegt, daf das erste Parallelepiped gebildet wird.
Verschiebt man nun die Blechplatten derart, daB ABCD auf EFGH
fillt und zwei Reihen von Ecken sich Lings der Geraden EE, und /]
anordnen, so erhiilt man das zweite Parallelepiped. (Von den geringen

treppenartigen Unebenheiten der geneigten Seitenflichen kann abgesehen
T
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werden, da dieselben um so kleiner ausfallen, je diinner das Blech ge-
nommen wird.) Hieraus folgt, daB die beiden Parallelepipede gleiches
Volumen hesitzen und zwar das Volumen des beniitzten Blechmaterials.
Eine #hnliche Betrachtung lift sich anstellen, wenn zwei andere Korper
verglichen werden, welche nicht kongruente, sondern nur inhaltsgleiche
Grundflichen besitzen, und wenn sich bei einer parallelen Verschiebung
der Schnittebene beliebig geformte, jedoch inhaltsgleiche Schnitte in
beiden Korpern ergeben. Nur mufl dann jede Platte des ersten Korpers
durch eine gleich grofie, jedoch anders geformte ersetzt werden., Modell !

Lassen sich zwei Korper in eine solche Lage zu
einer Ebene bringen, dafB sie durch jede zu derselben
parallele Ebene in gleichen Flichen geschnitten werden,
so hahen sie gleiches Volumen. (Prinzip von Cavalieri.)

Hieraus folgt unmittelbar: Prismen von gleichen Grund-
flichen und gleichen Hohen sind inhaltsgleich.

Man findet daher das Volumen eines beliebigen Prismas, wenn
man das Volumen eines rechtwinkligen Parallelepipedes mit gleicher
Grundfliche nnd gleicher Hihe berechnet.
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_ Fig. 165. Fig. 164

§ 147. Volumen .des rechtwinkligen Parallelepipedes. Die Liinge
eines rechtwinkligen Parallelepipedes betrage a, die Breite b und die
Hiohe ¢ Lingeneinheiten. Durch Schnitte parallel zu den ‘Grundflichen
Lift sich das Parallelepiped in ¢ Platten zerlegen, deren Hohen gleich
der Lingeneinheit sind. Durch Schnitte parallel zu den Seitenfliichen
kann man nun jede Platte in ebenso viele Volumseinheiten zerlegen,
als Flicheneinheiten auf die Grundfliche entfallen. Die Anzahl der-
selben ist ab, daher das Volumen V = abe. Modell!

- Das Volumen eines rechtwinkligen Parallepipedes
wird gefunden, indem man (die Mafzahlen der) Linge,
Breite und Hohe miteinander multipliziert.

In Fig. 164 ist a =4 c¢m, b =3 em, c=2>5 em, daher V=60 cm’.
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Bezeichnet man die Grundfliiche mit ¢, die Hohe mit &, so ist
G — ab, & = ¢ daher - — Gk

Da der Wiirfel ein gleichkantiges rechtwinkliges Parallelepiped ist,
so erhilt man V=a.a.a = a®

DasVolumeneines Wiirfels oder Kubus wirdgefunden,
indem man die Mafizahl der Kante zur dritten Potenz er-
hebt (kiirzer: indem man eine Kante zum Kubus erhebt).

Anmerkungen. 1. Wie lassen sich nun die Bezeichnung ,der Kubus einer
Zahl“ und die Zeichen 1 m® 1 dm? 1 cm?® u. s. f. fiir ein Kubikmeter, ein Kubik-
dezimeter, ein Kubikzentimeter u. s. f. erkliren?

2. Mittels des letzten Satzes findet man

1m? = 1000 dm® = 1,000.000 cm® = 1.000,000.000 mm?,
1dm® = 1000 ¢m® = 1,000.000 mm?, u. s. f.
Als Hohlmag ist 1dm® = 11 (Liter), 1007 = 1% (Hektoliter).
3. Aus ¥V = a® folgt a =\a/4V‘, in Worten? Dritte Wurzel = Kubikwurzel!
Ubungsaufgaben. 1.Berechne das Volumen eines Wiirfels aus der Kante a |
a) a-= 12 ¢m; b) ¢ = 084 m, ¢) a-= 1'T4... 'm
2. Berechne das Volumen eines Wiirfels aus der Diagonale !

a2 B\
Anleitung. «? *-g', a=12 v3 Sl o A e b ‘%

Q) = bicm hhdi—rls 26 m, ¢) d = 0'369.. m
3. Berechne das Volumen eines Wiirfels aus der Oberfliche 0!
Anleitung. a® —(Q 6= Vgo—, V= O\Jh_o :
0 6 36
a) 0 = b4 em?, b)) O = 1 m?, ¢) O = 03246 m?.

4, Welches Gewicht hat ein marmorner Wiirfel, wenn die Kante desselben
62 ¢m betrigt? (Spez. Gew. = 2'84)

5. Wie grof ist eine Kante eines Wiirfels, dessen Volumen = V ist?

a) V. = 1728 em®, b) V- = 5287 m®.
6. Berechne die Oberfliche eines Wiirfels aus dem Volumen V!
@) V=921 dm* b V=1~ ¢ V= 0879 m

7. Aus der Kante a eines Wirfels jene eines doppelt so grofen Wiirfels zu
berechnen. @) a = 1 dm, b) a = 0214 m.

8. Ein Wiirfel aus Blei ist 1 kg schwer; wie grof ist eine Kante des Wiirfels ?
(Spez. Gew. = 11'85.)

9. Man bestimme durch Messung oder Schitzung die Dimensionen eines Korpers
oder Raumes, welcher die Form eines rechtwinkligen Parallelepipedes hat, (z. B. eines
Zimmers, eines Kastens, einer Schultafel u. s. f.) und berechne hieraus das Volumen !

10. Wie viele Hektoliter faft ein Getreidekasten von 8 m Linge, 2m Breite
und 1'2m Hohe?

11. Das aus Holz gefertigte Modell eines rechtwinkligen Parallelepipedes hat
das Gewicht P und die Dimensionen a, b, ¢; wie grof ist das spezifische Gewicht
des Holzes? Z. B. P = 7904g, a = 52mm, b = 38 mm, ¢ = 80 mm.

12. Tn ein 64 em langes und 25 em breites Gefif, welches die Form eines recht-
winkligen Parallelepipedes hat und nur zum Teile mit Wasser gefiillt ist, wird ein
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unregelmifig geformter Stein gelegt, worauf das Wasser um 85 cm steigt und den
Stein bedeckt. Welches Volumen hat der Stein?

§ 148. Volumen des Prismas iiberhaupt. Hat das Prisma die
Grundfliiche G' und die Hohe %, so ist sein Volumen V = Gh, da es
nach § 146 ebenso groB ist wie das Volumen eines rechtwinkligen
Parallelepipedes mit der Grundfliche G* und der Hohe .

Das Volumen eines Prismas wird gefunden, indem
man die (MaBzahl der) Grundfliche mit der (MaBzahl
der) Hohe multipliziert.

Fiir ein zweites Prisma findet man V; = G/ |h,. Daraus folgt

e G — G s e—h by,
fussh = h i — 1 E e

Man driicke diese Proportionen in' Lehrsiitzen aus!

Fiir ein Prisma sei G = 214m? = 214dm®, h = 0Tm = 7 dm; dann ist
V= (214 X 7) dm® = 1498 dm® = 1498 m®. Zu demselben Resultate gelangt man
durch folgende Rechnung: ¥V = (214 X 0'7) m® = 1'498 m’. Man tberzeugt sich
auf diesem Wege, da man die Formel V = G fiir jedes Prisma direkt beniitzen
kann, auch wenn ( und % nicht ganze Zahlen sind.

: Ubungsaufgaben. 1. Aus der Grundfliche und der Hohe eines Prismas
das Volumen zu berechnen. a) G = 1m% h = 4dm, b) G = 02m?, h = 13 m.

2. Welche Hohe hat ein Prisma, dessen Grundflache 45 em® und dessen Volumen
1 dm® betrigt?

3. Wie grof ist die Grundfliche eines Prismas von der Hohe & = 85 ¢cin und
dem Volumen V = 45°5 dm®?

4. Man berechne das Volumen eines regelmifigen dreiseitigen Prismas, dessen
Grundkante @ und dessen Hohe & ist. «) ¢ = Ldm, h = 24dm, b) a =L = 8 cm.

5. In einem regelm#figen sechsseitigen Prisma betragt die Hohe 12em und
das Volumen 124'7 ¢m®. Wie grof ist eine Grundkante?

6. Welchen Inhalt hat ein Dachraum von der Form eines liegenden dreiseitigen
Prismas, dessen Boden ein Rechteck von 84 m Linge und 52 m Breite ist und vom
Dachfirst (der gegeniiberliegenden Seitenkante des Prismas) 3 m Abstand hat?

7. Eine 42 m lange und 8'5m hohe Mauer hat als Querschnitt ein Trapez mit
den Parallelseiten. ¢ = 1m, b = 064 m. Welches Volumen hat die Mauer und
wie grof sind die Herstellungskosten fiir 1 m® Mauerwerk, wenn die Gesamtkosten
1024'59 K betragen ? ;

8. Ein regelmagiges sechsseitiges Prisma mit der Grundkante a und der Hohe 7
wird durch einen Diagonalschnitt in ein dreiseitiges und ein fiinfseitiges Prisma zer-
legt. Man berechune die Oberflichen und Volumina dieser beiden Prismen !

Der Zylinder.

§ 149. Entstehungsarten. «) Ein zylindrischer Raum entsteht, wenn
eine Gerade parallel zu ihrer ersten Lage lings eines Kreises gleitet
(Fig. 165). Erzeugende Gerade, Leitkreis.

Die von der erzeugenden Geraden beschriebene Fliche heifit eine
Zylinderfliche; die Gerade 0O,, welche durch den Mittelpunkt
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des Leitkreises parallel zur erzeugenden Geraden gelegt wird, heift die
Achse der Zylinderfliche.

Jede zur Ebene des Leitkreises parallele
Ebene schneidet den zylindrischen Raum in einem
Kreise, dessen Mittelpunkt (0,) zugleich der
Durchschnittspunkt der Achse mit der Schnitt-
ebene ist. Denn sind 44,, BB,, CC,, ... die
zwischen den beiden parallelen Ebenen enthaltenen
Strecken der erzeugenden Geraden in speziellen
Lagen, so sind die Vierecke AOO,4,, BOO,B, 4
C00,C,, . .. Parallelogramme (warum?); daraus
folghide 0, =408, 0= BO, €0, =00 s
aldpagiieh 4= €)= B0 =010 Pemdias

Der Teil des zylindrischen Raumes, welcher zwischen zwei zur
Ebene des Leitkreises parallelen Schnittebenen enthalten ist, heiBt ein
Zylinder (genauer ein Kreiszylinder).

b) Ein Zylinder entsteht auch, indem eine Kreisfliiche parallel zu
ilrer ersten Lage so fortschreitet, daf ihr Mittelpunkt eine Gerade
beschreibt. Erzeugender Kreis, Leitgerade oder Achse.

¢) Einen Zylinder kann man sich auch aus einem regelmifigen
n-seitigen Prisma dadurch entstanden denken, dafi die Seitenzahl n
unendlich grofi geworden ist.

§ 150. Beschreibung. Die Oberfliche des Zylinders besteht aus
den beiden Grundflichen, welche kongruente Kreise in parallelen
Ebenen sind, und der krummen Seitenfliiche, welche der Mantel ge-
nannt wird. Die gerade Verbindungslinic der Mittelpunkte der beiden
Grundflichen heift die Achse, der Abstand der beiden Grundflichen
(O, P) die Hohe des Zylinders.

Der zwischen den beiden Grundfliichen enthaltene Teil der er-
zeugenden Geraden heift eine Seitenlinie des Zylinders. Jede durch
die Achse gelegte Ebene schneidet den Mantel in zwei Seitenlinien.
Alle Seitenlinien des Zylinders sind einander und der
Achse gleich und parallel.

§ I5l. Einteilung und Benennung. Je nachdem_
die Achse zur Grundfliche normal oder schief steht,
heifit der Zylinder gerade oder schief.

Jm geraden Zylinder (Fig. 166) ist die Achse
zugleich die Hohe. Man kann sich den geraden Zylinder
auch durch Rotation eines Rechteckes um eine Seite
entstanden denken und zihlt ihn daher zu den Ro-
tationskorpern.

Fig. 165.
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Ein gerader Zylinder, in welchem der Durchmesser der Grund-
flziche gleich der Hohe ist, heibt gleichseitig.

§ 152. Ebene Schnitte. Jeder znr Grundfliiche parallele Sehnitt ist
mit ihr kongruent, also auch ein Kreis. Jeder andere Schuitt, welcher
alle Seitenlinien des Zylinders trifft, liefert eine Ellipse (Fig. 166).

Die Figur, in welcher ecine durch die Achse gelegte Ebene den
Zylinder schneidet, heifit ein Achsenschnitt desselben und ist stets
ein Parallelogramm. (Warum ?) Alle Achsenschnitte des schiefen Zylinders
(mit Ausnahme eines einzigen) sind schiefwinklige Parallelogramme.
Alle Achsenschnitte des geraden Zylinders sind Rechtecke und jene
des gleichseitigen Zylinders Quadrate.

§ 1563. Oberflichenbestimmung. O = 2G' - M.

Denkt man sich den Mantel eines
geraden Zylinders lings einer Seitenlinie
aufgeschnitten und in eine Ebene aufge-
rollt, so erhidlt man ein Rechteck, wel-
ches den Umfang der Grundfliche zur
Grundlinie und die Hthe des Zylinders
zur Hohe hat (Fig. 167). Daher ist
M = 2vzh, also

b "'/;"“EK"”*—' -2 O = 2rix I 2rah = 23n (v -} k).
o0 Beim gleichseitigen Zylinder ist
hi— 2ridaher O — 6rizm
: Die Mantelfliche des schiefen Zylinders
Fig. 167. 148t sich auf dieser Unterrichtsstufe nicht be-
rechnen.

§ 154. Volumshestimmung. Stellt man einen Zylinder und ein
Prisma von gleicher Grundfliche (&) und gleicher Hiohe (k) auf dieselbe
Ebene, so erhilt man durch alle zu dieser Ehene parallelen Schnitt-
ebenen gleiche Schnitte (von der Grifie G). Die beiden Korper sind
‘also inhaltsgleich. )

Das Volumen eines Zylinders wird also gefunden,
indem man (die MaBzahlen der) Grundfliche und Hidhe
miteinander multipliziert.

V=Gl = r-nh
Fiir den gleichseitigen Zylinder ist V = 223 .
Fiir zwei verschiedene Zylinder hat man
V= rlah und V; = »’zxh;. Daraus folgt
fiir b = h, P g o 4

1
undetire — pit el e hed BlasIneWorten 2
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Ubungsaufgaben. 1. Berechne die Oberfliche und das Volumen eines
geraden Zylinders fir @) r = 46mm, h = T6mm, b) r = 18cm, L = 257 em,
¢)r = 028m, b = 495 m.

2. Berechne die Oberfliche und das Volumen eines gleichseitigen Zylinders
aus dem Radius der Grundfliche!

a)r=38emb)r=12dmc)r= 0253...m

3. Man kennt die Grundfliche und das Volumen eines geraden Zylinders.
Wie grof ist die Hohe?

a) V=178 cm®, G = 26 cm’, b)) V=1m% G — 1'25 m’.

4, Aus der Grundfliche und der Hohe eines geraden Zylinders die Oberfliche
und das Volumen zu berechnen. G = 24 em®, L = 5 cm.

5. Aus der Oberfliche eines gleichseitigen Zylinders die Hohe zu herechnen,

a) 0 = 10 m% b) O = 0188496 m*.
6. Aus der Oberfliche eines gleichseitigen Zylinders das Volumen zu berechnen.
a) 0 =1m? b 0 = 1526 m* >

7. Aus dem Volumen eines gleichseitigen Zylinders ist der Radius der Grund-
{lache zu berechnen. a) ¥ = 1L m® by ¥V — 235 cm® :

8. Berechne die Oberfliche eines gleichseitigen Zylinders aus dem Volumen!

a) V= 24 dm®, b) V = 8478 cm®. .

9. Einem Wiirfel ist ein Zylinder eingeschrieben, d. h. die Grundflichen des
Zylinders sind zwei gegeniiberliegenden Flichen des Wiirfels eingeschrieben. Wie
verhalten sich a) die Oberflichen, f) die Volumina der beiden Kérper?

10. Man bringt einen Kérper von unregelmafiger Gestalt in einem zylindrischen
Glasgefafe unter Wasser und soll aus dem inneren Durchmesser (14 cm) des
Gefafes und dem Abstande der Niveaus vor und nach dem Hintauchen (12 mm)
das Volumen des Korpers berechnen.

11. Berechne den Bodendruck einer vertikalen zylindrischen Quecksilbersiule
von 76 ¢cm Hohe und 1em® Querschnitt! (Spez. Gew. 13°59.)

12. Ein Rechteck mit der Grundlinie @ und der Hohe b rotiert einmal um a
und ein anderesmal um 4. Wie verhalten sich a) die Oberflichen, f) die Volumina
der beiden Rotationskorper?

13. Ein zylindrisches Gefa ist 18cm hoch und soll 17 fassen. Wie grof
mufl der innere Durchmesser genommen werden?

14. In einer engen zylindrischen Glasréhre befindet sich ein 47mm langer
Quecksilberfaden, dessen Gewicht 5855 my betragt. Wie grof ist der innere
Durchmesser der Rohre, wenn das spezifische Gewicht des Quecksilbers 1359 ist?

15. Bin Zylinder ist einem Wiirfel umgeschrieben, d. h. die Grundflichen des
Zylinders sind zwei -gegeniiberliegenden Seitenflichen des Wiirfels umgeschrieben.
Wie verhalten sich @) die Oberflichen, f) die Volumina der beiden Korper?

16. Einem regelmifigen dreiseitigen Prisma mit der Grundkante ¢ und der
Héhe & wird ein Zylinder umgeschrieben. Wie grof ist das Volumen des letzteren?
a = 42cm, I = bbcm.

17. Man berechne die Oberfliche und das Volumen einer geraden zylindrischen
Rohre, wenn die Radien des #uferen und des inneren Umfanges und die Linge der
Réhre gegeben sind. Anleitung: !

O0=2 R —Mat+2Rah+2rah=2ax [(R*— )+ Rh+rk] =

xR+ R—n+ R4k =2a(R+1).(R—r+ h)

R=12cm, r=9cm, h=>5m.
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18. Ein 6 m tiefer Brunnen von zylindrischer Form wurde ringsherum mit
einer 4 dm starken Mauer versehen und hatte dann noch einen inneren Durchmesser
von 22m. Wie grof waren die Herstellungskosten, wenn das Herausheben von
1 m® Erdreich im Durchschnitte 6’4 K kostet und wenn 1m® Mauerwerk mit 13 K
berechnet wird?

Die Pyramide und der Pyramidenstumpf.

§ I165. Entstehung, Beschreibung. Legt man durch eine korper-
liche Ecke eine Schnittebene, welche alle Kanten durchschneidet, so
begrenzen die Seitenfliichen und die Schnittebene ein Polyeder, welches
eine Pyramide heift (Fig. 168). Aus diesem Grunde wird die
korperliche Ecke auch ein pyramidaler
Raum genannt.

Aus der Beschreibung des Prismas
erkliirt sich ohne weiteres die Bedeutung
der Ausdriicke:

Grundfliiche, Seitenflichen,
Mantel, Grundkanten, Seiten-
kanten der Pyramide.

Die Seitenflichen sind stets Drei-

Fig. 168. ecke und die Ecken an der Grundfliiche

stets dreiseitiz. Der Schnittpunkt aller

Seitenkanten heifit die Spitze und die Normale von der Spitze auf die
Grundfliiche die Hohe der Pyramide.

§ 156. Einteilung und Benennung. Nach der Anzahl der Seiten-
kanten unterscheidet man dreiscitige, vierseitige, ... n- oder
mehrseitige Pyramiden.

Nach der Grofie der Seitenkanten unterscheidet man Pyramiden
mit gleichen Seitenkanten (auch gerade oder gleichschenklige
Pyramiden genannt) und solehe mit ungleichen Seifenkanten
(schiefe, ungleichschenklige Pyramiden). Sind alle Seitenkanten einer
Pyramide gleich, so sind die Eckpunkte der Grundfliche von dem FuB-
punkte der Hohe gleich weit entfernt. Die Grundfliiche einer Pyramide
mit gleichen Seitenkanten ist also ein Selinenvieleck, in welchem der
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises der Fufpunkt der Hiohe ist
Die Seitenfliichen sind gleichschenklige Dreiecke.

Eine Pyramide mit gleichen Seitenkanten heit regelmifig,
wenn ihre Grundfliche ein regelmiifiges Polygon ist. Die Seitenflichen
der regelmiifiigen Pyramide sind kongruente gleichschenklige Dreiecke.
Die Ecke an der Spitze ist regelmiiBig.

Sind alle Kanten einer Pyramide gleich, so heiBt sie gleich-
kantig. Da die Seitenkanten gleich sind, so ist die Grundfliiche ein
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Sehnenvieleek; und da die Grundfliiche auch gleichseitig ist, so ist sie
ein regelmifiges Polygon. Jede gleichkantige Pyramide ist
also regelmifiig. Die Secitenfliichen sind kongruente gleichseitige
Dreiecke. Daraus folgt, daB es nur drei-, vier- und fiinfseitige gleich-
kantige Pyramiden gibt. (Warum?)

Die dreiseitige gleichkantige Pyramide heit auch Tetraeder
(Fig. 169); das Oktaeder (Fig. 182) besteht aus zwei vierseitigen
gleichkantigen Pyramiden.

Fig.-169. Fig. 170.

§ I157. Ebene Schnitte; der Pyramidenstumpf. ) Wird eine Ebene
durch zwei nicht aufeinander folgende Seitenkanten einer Pyramide
gelegt, so erhiilt man einen Diagonalschnitt u. zw. stets ein Dreieck.
Jede vier- oder mehrseitige Pyramide liBt sich durch Diagonalschnitte
in dreiseitige Pyramiden von gleicher Hihe zerlegen.

b) Jeder zur Grundflieche parallele Schnitt ist ihr
dihnlich. Denn die Grundfliche ABC . .. (Fig. 170) und das durch
einen parallelen Schnitt erhaltene Polygon 4,B,C, . .. haben je zwei
Winkel, deren Scheitel in derselben Seitenkante liegen, gleich und die
entsprechenden Seiten proportional.

<L ABC = A,B,C,, <x BCA = B;Ci4,, .. .(warnm?).

Da ferner A ABS oo A 4,B,8, A BCS co A BGS, .. .,
80 fO]gt SA4 : SAI = AB: Allgl =58 AS‘J)’I = B(': Bl('l = .y
also AB: A, B, —='BC: B,C, = AC: 4;C; = . ..

Durch den zur Grundfliche parallelen Schnitt zerfillt die Pyramide
in zwei Polyeder, den Pyramidenstumpf und die Ergiinzungs-
pyramide. Der Pyramidenstumpf ist der zwischen der Grundebene
und der parallelen Schnittehene enthaltene Teil der ganzen Pyramide.
Die beiden in parallelen Ebenen liegenden Polygone heifien die Grund-
flichen und ihr Abstand (EE,) die Hohe des Pyramidenstumpfes.
Die Grundflichen sind iihnliche Polygone, die Seitenflichen Trapeze.
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Hat die ganze Pyramide gleiche Seitenkanten, so gilt dasselbe von
der Erginzungspyramide und dem Pyramidenstumpfe. Ist die ganze
Pyramide regelmifiig, so heift auch der zugehirige Pyramidenstumpf
regelmiBig.

¢) Zieht man SE | ABC (Fig. 170), so ist A\ AES cO A 4, ES,
also SE:SE = SA:S8A, = AB: A,B,, also auch AB*: 4,B? =
SE?: SE?. Danun die Polygone ABC... und 4, B,C,... ihnlich sind,
so folgt nach § 118

ABC . 4:B,C,... = ABY: 4, B} — SE*: 8E}.

Die Grundfliche einer Pyramide und die parallele
Schnittfliche verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab-
‘stinde von der Spitze.

Ubungsaufgaben. 1. Man gebe von folgenden Kérpern die Anzahl und
Art der Grenzflichen und Ecken sowie die Anzahl der Kanten an: «) von einer
dreiseitigen Pyramide, b) von einer n-seitigen Pyramide, ¢) von einer gleichkantigen
vierseitigen Pyramide, d) von einer finfseitigen Pyramide mit gleichen Seitenkanten,
¢) von einem dreiseitigen Pyramidenstumpfe mit gleichen Seitenkanten, f) von einem
n-seitigen Pyramidenstumpfe.

Fig. 171. Fig. 172.

2, Man konstruiere das Netz a) eines Tetraeders, b) einer regelméfigen vier-
seitigen Pyramide, c¢) eines dreiseitigen Pyramidenstumpfes, ) eines regelmifjigen
vierseitigen Pyramidenstumpfes. Fig. 171 ist das Netz einer dreiseitigen Pyramide;
Fig. 172 ist das Netz eines regelmifigen dreiseitigen Pyramidenstumpfes.

8. Man teilt die Hohe % einer Pyramide mit der Grundfliche G in drei gleiche
Teile und legt durch die Teilungspunkte zur Grundfliche parallele Schnittebenen.
Wie gro§ sind die beiden Schnitte? G = 9em®.

4, In einer Pyramide mit der Grundfliche G und der Hiohe h ist ein zur

Grundfliche paralleler Schnitt a) :% G, b= % G. Welche Entfernung vom
Scheitel hat die Schnittebene?

§ 158. Oberflichenbestimmung. Fiir die Oberfliche einer Pyramide
gilt die Formel O = G | M.
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Bei der n-seitigen regelmiifigen Pyramide ist M = 7 . %—!, worin «
die Grundkante und A, die Hiohe eines Seitendreieckes (Seitenhiohe) be-
deutet. Ist nun » der Umfang der Grundfliche, so hat man v = na,
also ist M = uTh‘ (In Worten ?)

§ 159. Volumshestinmung. «) Haben zwei Pyramiden gleiche
Grundflichen (G) und gleiche Hohen (k) und stellf man dieselben mit
ihren Grundfliichen auf eine Ebene M, so werden sie durch jede zu
MN parallele Ebene in gleichen Flichen geschnitten, Denn die Schnitt-
ebene hat von den Spitzen beider Pyramiden gleiche Abstiinde (x); man
erhiilt also fir die Schnitte G, und @, aus den Proportionen G : G, =
ks ol Gy = h° 1 gleiche Werte.

Daraus schlieft man nach dem Satze von Cavalieri:

Pyramiden mit gleichen Grundflichen und gleichen
Hohen sind einander gleich.

b) Jedes dreiseitige Prisma kann 4 o
in drei inhaltsgleiche Pyramiden zer-
legt werden. Durch den Schnitt 4, B, C' zer-
fillt néimlich das dreiseitige Prisma ABCA, B, C,
(Fig. 173) in die dreiseitige Pyramide 4, C\CB,
(D) und die vierseitige Pyramide 4 BB A,C.
Die letztere wird nun durch den Diagonalschnitt
AB,C in die dreiseitigen Pyramiden A4A4,B, ('
(I1I) und ABB,C (III) zerlegt. Die Pyramiden
I und II sind einander gleich, denn sie haben Fig. 173.
gleiche Grundflichen, 4,C/C = A4 4,C, und
eine gemeinschaftliche Hohe, d. i. die Normale von der gemeinschaft-
lichen Spitze B, auf die Ebene AC'C}4,. Auch die Pyramiden I und
IIT sind gleich, denn sie haben gleiche Grundfiichen, 44, B, = ABB,,
und eine gemeinschaftliche Hohe, d. i. die Normale von der gemein-
schaftlichen Spitze C' auf die Ebene ABB, A,. (Modelll) Da also die
drei Pyramiden einander gleich sind, so ist eine jede der dritte Teil
des dreiseitigen Prismas. Bezeichnet man die Grundfliche ABC des drei-
seitigen Prismas mit G- und die Hohe mit &, so ist sein Volumen = G /.
Die Pyramide ABCB, hat auch die Grundfliche ¢ und die Hohe A,

; Gh
ihr Volumen betriigt also nach dem Vorigen o

Hieraus folgt:
Das Volumen einer dreiseitigen Pyramide wird ge-

funden, indem man die (MafBzahl der) Grundfliche mit
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der (MaBzahl der) Hohe multipliziert und das Produkt

durch 3 dividiert.
Tt s e Sk ats LBl
3 3 3 h G
¢) Hat eine mehrseitige Pyramide die Grundfliche &' und die
Hohe %, so ist sie nach a) inhaltsgleich mit einer dreiseitigen Pyramide,
deren Grundfliche ¢ und deren Hohe A ist. Daher ist fiir jede der
beiden Pyramiden 17 — %h

Das Volumen c¢iner jeden Pyramide ist gleich dem
dritten Teile des Produktes aus der (Mafizahl der) Grund-

fliche und der (MaBzahl der) Hohe.
v G
Fiir zwei verschiedene Pyramiden hat man 17 —“(—}— und V, — —i

)
d 3

Daraus folgt
fieEh = I Bealie— s Gl
e G — iy B:Vi— "k k. (In Worlen ?)

Ubungsaufgaben. 1. Die Oberfliche und das Volumen einer regelmifigen
vierseitigen Pyramide zu berechnen, wenn die Grundkante a und die Héhe /i gegeben
sind. (Man beniitze das rechtwinklige Dreieck SK/F, Fig. 168.) a) a = 12 em,
h = 16cm, b) a = 233m, h = 149 m (Pyramide des Cheops).

9. Berechne die Oberfliche und das Volumen einer regelmifigen vierseitigen
Pyramide aus der Grundkante ¢ und der Seitenkante s!

a)a = 6dm; s = bdm, b)a—=3s=1mnm.

8. Man berechne die Oberfliche und das Volumen eines Okfaeders aus der
Kante a! a) a = dem, 0) a = 0°362m.

4. Ein Oktaeder ist einem Wiirfel eingeschrieben, d. h. die Eckpunkte des
Oktaeders liegen in den Mittelpunkten der Wiarfelflichen. In welechem Verhaltnisse
stehen die Yolumina der beiden Korper?

5. Eine Pyramide mit gleichen Seitenkanten s hat zur Grundfiiche ein Recht-
eck mit den Dimensionen @ und b. Wie grof sind die Oberfliche und das Volumen
der Pyramide? a = 14 e¢m, b = 64 em, s = 1 dm.

6. Welches Gewicht hat eine rvegelmifige vierseitige Pyramide aus Marmor
(spez. Gew. = 2:84), wenn eine Grundkante 1'2 m und die Hohe '8 m betrigt?

7. Eine vierseitige Pyramide ist einem rechtwinkligen Parallelepipede derart
eingeschrieben, daf die Grundflichen zusammenfallen und die Spitze der Pyramide
in einem oberen Hckpunkte des Parallelepipedes liegt. Man berechne die Oberflache
und das Volumen der Pyramide aus den Dimensionen @, b, ¢ des Parallelepipedes!

8. Die Oberfliche und das Volumen einer regelméafigen dreigeitigen Pyramide
aus der Grundkante ¢ und der Hohe i zu berechnen.

Anleitung. AE | BC (Fig. 169), AE — 1V3_1)1"=3_\/§'(§ 59);

SE=Vi? + DI = \/12 4 _‘L =32\ /12 4 & +

a)a=18¢:m,h—13cm, b)a=]¢—1m.
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9. Berechne die Oberfliche und das Volumen einer regelmifigen dreiseitigen
Pyramide aus der Grundkante a und der Seitenkante s!

Anleitung. (Fig.169) AD = % AE = %VS“ b :\/.«2 o GT%

e A TR
b= 1%\/3.\/.92 — GTQ=L SRl i

ayre — 17 em, 5= 20 om bl =—"s—="1"m
10. Wie grof ist eine Kante des Tetraeders, welches die Oberfliche O besitzt?
Z.-B. 0 =:10 dm?.
11. Man berechne ans dem Volumen J’ eines Tetraeders die Kante desselben!

T B M=t

12. Die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide sind gleich lang (s) und zu-
einander normal. Man gebe an, durch welchen Schnitt eines Wiirfels eine solche
Pyramide erhalten wird und berechne die Oberfliche und das Volumen derselben !
(Bei der Volumsberechnung ist es zweckmifig, eine der Seitenflichen als Grund-

fliche anzusehen.)
13. Man berechne die Oberfliche und das Volumen einer regelmifigen sechs-

seitigen Pyramide aus der Grundkante ¢ und der Hohe 7!
a)a=2cmh=8cm b)a=h=1dn
14. Berechne die Oberfliche und das Volumen einer regelmifigen sechsseitigen
Pyramide aus der Grundkante @ und der Seitenkante s!

5 e (J, = i i m a’ 3 7
Anleitung. V =6. i Vel ,—%\,s —at = ?VB (s* — a®).

Qa=12cm s=2dm, 5 s=2a=1m
Der Kegel und der Kegelstumpf.

§ 160. Entstehung, Beschreibung. Gleitet ein Halbstrahl bei fester
Lage seines Grenzpunktes lings einer Kreislinie hin, deren Ebene jenen
Grenzpunkt nicht enthiilt, so entsteht ein kegelférmiger Raum
(Fig. 174). Erzeugende Gerade, Leitkreis. Die von der erzeugenden
Geraden beschriehene Fliiche heift eine Kegelfliche oder konische
Fliche. Die Gerade, weleche durch den festen Punkt () der Er-
zeugenden und den Mittelpunkt (0) des Leitkreises gelegt wird, heifit
die Achse der Kegelfliche.

Jede zur Ebene des Leitkreises parallele Ebene schmeidet den
kegelformigen Raum in einem Kreise, dessen Mittelpunkt (O;) zugleich
der Durchsclmittspunkt der Achse mit der Schnittebene ist. Demn sind
A und 4,, ferner B und B, die Schnittpunkte der beiden parallelen
Ebenen mit der erzeugenden Geraden in zwei beliehigen Lagen, so ist
A A0S o A 4,0,8, ferner A BOS o0 A 5,0,5. Darauns folgt
A0 : 4,0, = 08: 0,8 = BO: B,0,, also wegen A0 = BO anch
A0 ="B0y,

Der Teil des kegelformigen Raumes zwischen dem festen Punkte
und der Ebene des Leitkreises oder einer parallelen Schnittebene heifit
ein Kegel (genauer ein Kreiskegel).
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Einen Kegel kann man sich aus einer Pyramide, deren Grund-
fliche ein regelmiifiiges m-Eck ist, dadurch entstanden denken, daf die
Seitenzahl » unendlich groB geworden ist.

Aus der Beschrei-
bung des Zylinders und
der Pyramide ist die Be-
deutung derAusdriicke:
Grundfliche, Man-
tel, Spitze, Seiten-
linie, Achse und
Hohe des Kegels
ohne weiteres klar.

§ 16l. Einteilung
und Benennung. Je
nachdem die Achse
zur Grundfliiche normal oder schief steht, heift der Kegel gerade
oder schief.

Fig. 174. : Fig. 175.

Im geraden Kegel (Fig. 175) ist die Achse zugleich die Hohe.
Alle Seitenlinien eines geraden Kegels sind einander gleich. (Warum?)
Man kann sich einen geraden Kegel auch durch Rotation eines recht-
winkligen Dreieckes um eine Kathete entstanden denken und zihlt ihn
daher zu den Rotationskorpern.

Ein gerader Kegel, in welchem der Durchmesser der Grundfliche
gleich der Seitenlinie ist, heiBt gleichseitig.

§ 162. Ebene Schnitte; der Kegelstumpf. «) Die Figur, in welcher
eine durch die Achse gelegte Ebene den Kegel schneidet, heiBt ein
Achsenschnitt desselben und ist stets ein Dreieck. Die Achsen-
schnitte des schiefen Kegels sind im allgemeinen ungleichseitige Drei-
ecke, jene des geraden Kegels sind kongruente gleichschenklige Drei-
ecke und jene des gleichseitigen Kegels kongruente gleichseitige Dreiecke.

b) Jeder zur Grundfliche parallele Sehnitt ist ein
Kreis. (S. § 160.)

Durch den zur Grundfliche parallelen Schnitt zerfillt der Kegel
in zwei Korper, den Kegelstumpf und den Erginzungskegel
Die beiden in parallelen Ebenen liegenden Kreise, heifien die Grund-
flichen und ihr Abstand (DD, in Fig. 174) die Hohe des Kegel-
stumpfes. Der auf diesen entfallende Teil des Kegelmantels heifit sein
Mantel. Der Kegelstumpf heift gerade oder schief, je nachdem
der ganze Kegel und daher auch der Ergiinzungskegel gerade oder
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schief ist. Alle Achsenschnitte eines geraden Kegelstumpfes sind gleich-
schenklige Trapeze. Was sind die Achsenschnitte eines schiefen Kegel-
stumpfes ?

¢) Es ist (Fig. 174) A A0S o0 4,0,8 und A DOS o0 D,0,8.
Daraus folgt

: AG A0 —"08 0,8 =D 1.5 alib

40°: 4,0f — DS : D5

Bezeichnet man also den Flicheninhalt der Grundfliche und der
parallelen” Schnittfliche mit G bezw. G, so folgt

G:G,— 40°: L0} — DS : D5,

Die Grundfliche eines Kegels und eine parallele
Schnittfliche verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab-
stinde von der Spitze.

§ 163. Die Kegelschnittslinien. Wird als Erzeugende einer Kegel-
fliche eine unbegrenzte Gerade angenommen, so entsteht eine voll-
. stindige Kegel

fliche(Doppelkegel).
Der ebene Schnitt,
welcher alle Seiten-
linien der Kegelflsiche
trifft, heit Ellipse /
(speziell Kreis, wenn
z. B. die Schnittebene
zum Leitkreise parallel
ist). Der ebene Schnitt, (
weleher nur zu einer
Seitenlinie parallel ist,
heiit Parabel; und Fig. 176.
jener, welcher zu
zwei Seitenlinien parallel ist, Hyperbel (Fig. 176 und 177). Im letzten
‘ Falle trifft die Schnittebene beide Teile der vollstindigen Kegelfliiche
und die durch die Spitze gelegte parallele Ebene schneidet die Kegelfliche
in jenen zwei Seitenlinien, zu denen die Ebene der Hyperbel parallel ist.
Man kann alle Arten der Kegelschnittslinien durch fortgesetzte
Drehung der Schnittebene um eine zur Grundfliche parallele Achse erhalten.
Zur Veranschaulichung der Kegelschnitte kann man einen hohlen, aus Glas
gofertigten Doppelkegel beniitzen, dessen Hohlriume an der Spitze miteinander in
Verbindung stehen und der zum Teil mit einer gefirbten Flissigkeit gefillt ist.
§ 164. Oberflichenbestimmung. Fiir die Oberfliche eines jeden
Kegels gilt die Formel: O = G - M. Denkt man sich den Mantel
eines geraden Kegels (Fig, 178) liings einer Seitenlinie aufgeschnitten
8

Hod&evar, Geometrie fiir Untergymnasien. 6. Aufl,
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und in eine Ebene aufgerollt, so erhilt man einen Kreisausschnitt
(Fig, 179), dessen Bogen gleich dem Umfange der Grundfliche und
dessen Radius gleich einer Seitenlinie des Kegels ist.

Daber ist

M= 2rx . % = rxrs und O = rPx-tras = rx(r+ s,
Beim gleichseitigen Kegel

ist s = 27, daher O = 37*m,

Ubungsaufgabe. Zeichue
das Netz eines geraden Kegelstumpfes
(Fig. 179) !

5

L,

7

A,

A B

Fig. 178.
§ 165. Volumsbestimmung. Denkt man sich einen Kegel und eine.
Pyramide von gleicher Grundfliche G' und gleicher Hohe h auf eine
Ebene aufgestellt, so sind alle zu dieser Ebene parallelen Schnitte der
beiden Korper gleich (Beweis nach § 159, a). Hieraus folgt:
Der Kegel ist gleich einer Pyramide mit gleicher
Grundfliche und gleicher Hohe.

V = @ _— gt .
3 3 2
37 A 13’ ‘\;"3
Beim g]eichseitigen Kegel ist k _— @52_-__?-2 -t \;’3, V — ?—:;:——.
A 2ah,
Fiir zwei verschiedene Kegel hat man V = L‘;_’ i i‘TLJST—L

Daraus folgt fir 2 = I, ] e
: S =— V:V,= h:h. (In Worten?)
Ubungsaufgaben. 1. Man berechne die Oberfliche und das Volumen eines
geraden Kegels aus dem Radius r der Grundfliche und der Hohe 7!
a)r = 6cm h =8¢cm b)r=1dm k=13 cm.
2, Berechne die Oberfliche und das Volumen eines geraden Kegels aus dem
Radius 7 der Grundfiiche und der Seitenlinie s!
a)r =2m, 8 =29m b)r =15 cm, s = 32 cm.
3. Berechne die Oberfliche und das Volumen eines gleichseitigen Kegels aus
der ‘Seitenlinie s! a)s = 1dm, b)s= 041 m.
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4. Wie grof sind die Oberfliche und das Volumen eines geraden Kegels,
welcher einem Wiirfel mit der Kante a eingeschrieben ist?

5. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten ¢ und  rotiert der Reihe nach
um jede seiner drei Seiten. Man berechne die Oberflichen und die Volumina der
drei Rotationskorper! Z. B. ¢ = 3 dm, b = 4 dm.

6. Das Gewicht eines holzernen Kegels betriigt 1'378 kg, der Durchmesser der
Grundfliche betragt 15 cm und die Héhe 2 dm. Berechne das spezifische Gewicht
des Holzes!

7. Aus der Oberflache eines gleichseitigen Kegels die Hohe zu berechnen.

. B. 0= 10 dm:

8. Aus dem Volumen eines gleichseitigen Kege]s den Durchmesser der Grund-
fliche zu berechnen. Z. B. ¥V = 1'5 m®

9. Ein Zylinder wird in einen Kegel von gleicher Hohe verwandelt. Wie
verhalten sich die Radien der Grundflichen beider Korper?

10. Ein gleichseitiger Zylinder wird in einen gleichseitigen Kegel mit der
Seitenlinie s verwandelt. Man berechne die Hohe des Zylinders !

11. Die Hohe und das Volumen eines geraden Kegels zu suchen, wenn die
Oberfliche und der Durchmesser der Grundfliche gegeben sind.

4, B0 :="113'097 cm®, d = 8 cm.

12. Aus dem Volumen eines Kegels, dessen Hohe das Dreifache des Durch-
messers der Grundfliche ist, den letzteren zu suchen. Z. B. V = 1 dm®

13. Aus der Grundﬂéche und dem Mantel eines geraden Kegels das Volumen
zu berechnen. Z. B. G = 2827 em?, M = 94'25 cm?.

D1e Kugel.

§ 166. Entstehung der Kugelflache, Erkldrungen. Wenn ein Halb-
kreis um den ihn begrenzenden Durchmesser rotiert, so beschreibt er
eine Kugelfliche oder Sphiire. Der von der Kugelfliche ein
geschlossene Raum heifit eine Kugel. Die Kugel ist ein Rotationskorper.

Da ein beliebiger Punkt des Halbkreises bei der Rotation seinen
Abstand vom festen Mittelpunkte nicht veréindert, so haben alle Punkte
der Kugelfliiche gleichen Abstand vom Mittelpunkte. Die Kugelfliche
ist also der geometrische Ort aller Punkte im Raume,
welche von einem bestimmten Punkte gleichen Abstand
haben. Dieser Punkt heifit der Mittelpunkt oder das Zentrum
der Kugelfliche oder der Kugel. Die Verbindungsstrecke des Mittel-
punktes mit einem Punkte der Kugelfliiche heifit ein Radius oder
Halbmesser. Alle Radien der Kugel sind gleich. Die Ver-
bindungsstrecke zweier Punkte der Kugelfliche heifit eine Sehne
und,” wenn dieselbe durch den Mittelpunkt geht, ein Durchmesser
der Kugel. Alle Durchmesser der Kugel sind gleich und
zwar gleich dem Durchmesser des erzeugenden Halb-
kreises oder gleich dem doppelten Radius.

Ein Punkt liegt in der Kugelfliiche, innerhalb oder auBerhalb der-
selben, je nachdem sein Zentralabstand gleich dem Radius, kleiner oder
grofier als derselbe ist.

8*
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§ 167. Kugelfliche und Gerade. Ist der Zentralabstand der Geraden
grifler als der Radius, so hat sie mit der Kugelfliche keinen Punkt
gemein. Ist der Zentralabstand gleich dem Radius, so hat sie mit der

Kugelfliche nur einen Punkt gemein, den

T B 7 Berihrungspunkt (B, Fig. 180); alle
%% anderen Punkte der Geraden liegen aufer-

A C Z  halb der Kugel. (Warum?) — Die Gerade
E heift dannTangente der Kugelfliche (17);).

Ist der Zentralabstand kleiner als der
Halbmesger, so trifft die Gerade die Kugel-
Vi fliiche in zwei Punkten. Kugelsehne.

Aufgabe. Aus dem Zentralabstande ¢
einer Kugelsehne und dem Kugelradius » die

2, Liinge s der Kugelsehne zu berechnen.
Fig. 180. Man findet s = 2Vr* — ¢2  Hieraus
folgt:

a) Zu gleichen Zentralabstinden gehdren gleiche
Kugelsehnen und umgekehrt. :

b) Zum kleineren Zentralabstande gehdrt die grifiere
Kugelsehne und umgekehrt.

¢c) Der Kugeldurchmesser ist die grifite Kugelsehne.
: § 168. Kugelfliche und Ebene. Ist der Zentralabstand der Ebene
grofer als der Radius, so hat sie mit der Kugelfliiche keinen Punkt
gemein, Ist der Zentralabstand gleich dem Radius, so hat sie mit der
Kugelfliche nur einen Punkt gemein, den Beriihrungspunkt, und
heift Beriihrungs- oder Tangentialebene. Sie kann dadurch
erhalten werden, dafi cin Kreis zugleich mit einer Tangente (7'7}) um
den zur Tangente normalen Durchmesser (BB,) rotiert. Hieraus folgt:

a) Die Tangentialebene enthilt alle Tangenten,
welche im Bertithrungspunkte an die Kugel gelegt werden
kénnen. e
b) Die Tangentialebene steht auf dem zum Be-
rithrungspunkte gezogenen Kugelradius normal

Ist der Zentralabstand der Ebene kleiner als der Radius, so schneidet
sie die Kugelfliche. Jeder ebene Kugelschnitt ist ein Kreis und
wird ein Kugelkreis genannt. Da niimlich die Strecken OD, OE.. ..
gleich sind, so sind es auch ihre Projektionen C'D, CE, ... (Fig. 180).

Aufgabe. Den Radius ¢ eines Kugelkreises aus seinem Zentral-
abstande ¢ und dem Kugelradius » zu berechnen. Man findet o = Vr* — ¢*’
Hieraus folgt:

—
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¢) Zu gleichen Zentralabstinden gehsren gleiche
Kugelkreise und umgekehrt.

d) Zum kleineren Zentralabstande gehirtder groBere
Kugelkreis und umgekehrt.

¢) Die Kugelkreise, deren Ebenen das Kugelzentrum
enthalten, sind die grofiten unter allen Kugelkreisen.
Sie sind einander gleieh und heiflen groBte Kugelkreise
oder Hauptkreise; jeder andere Kugelkreis heifit ein
Nebenkreis. (Haupt- und Nebenkreise auf einem Globus.)

Ubungsaufgaben. 1. Aus dem Kugelradius » und dem Radius o eines
Nebenkreises den Zentralabstand des letzteren zu berechnen.

@) r=1dmn, 0 =8cm,b r =18 cm, 0 = 64 cm.
2. Aus den Flichen F/ und f eines Haupt- und eines Nebenkreises den

b
Zentralabstand des letzteren zu berechnen. (Man findet ¢* = f)
T

Z.'B. F'= 40 em?, f = 26 cm?

3. Man berechne das Volumen jenes Kegels, welcher als Grundfliche einen
Nebenkreis und die Spitze im Mittelpunkte der Kugel hat, wenn die Radien der
Kugel und des Nebenkreises gegeben sind.

) r=1m 6= 08mb)r =256 cmpo—=2>cm

§ 169. Figuren in der Kugelfliche oder sphdrische Figuren. «) Durch
die Endpunkte eines Durchmessers kann man unzihlig viele Haupt-
kreise legen. (Erdmeridiane.) Durch zwei Punkte der Kugelftiche, welche
nicht die Endpunkte eines Durchmessers sind, liBt sich jedoch nur ein
Hauptkreis legen, (Warum?)

Unter dem sphirischen Abstande zweier Punkte der
Kugelfliche versteht man den kleineren von den Punkten begrenzten
Bogen des Hauptkreises, welcher durch die beiden Punkte geht. Man
bestimme in Fig. 180 den sphiirischen Abstand der Punktepaare £ und 7,
B und ¥, 4 und D, B und B,. Wie lifit sich der sphiirische Abstand
zweier Punkte des Aquators aus den geographischen Lingen und der
sphiirische Abstand zweier Punkte eines Meridians aus den geographischen
Breiten der beiden Punkte berechnen ?

b) Den auf der Ebene eines Kugelkreises normalen Kugeldurchmesser
nennt man die Achse und deren Endpunkte die Pole desselben. Man
bezeichne die Achse und die Pole des Kugelkreises A £.D! Durch die beiden
Pole (B, B,) eines Nebenkreises und einen dritten Punkt -der Kl}gelﬂﬁche
(F) ist ein Hauptkreis bestimmt, welcher den Nebenkreis in zwei _})Illlkt‘en
(E, E,) schneidet. Der kleinere der sphiirischen Abstéinde 1‘]}9111](1 FE, heift
der sphirische Abstand des Punktes /7 vom Kugelkreise.

Es sind die Pole eines Parallelkreises auf dem Erdglobus zu be-
stimmen! Wie heifit fiir einen Punkt auf dem Globus der sphiirische

Abstand vom Aquator?
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Man begriinde noch die Richtigkeit der folgenden Lehrsiitze:

Alle parallelen Kugelkreise haben dieselbe Achse
und dieselben Pole.

Jeder Pol eines Kugelkreises hat von allen Punkten
desselben gleichesphiirische Abstiinde, welche sphérische
Halbmesser des Kugelkreises heifien.

Jeder Kugelkreis hat auf der Kugelfliche zwei sphi-
rische Halbmesser.

Jeder Pol eines Hauptkreises hat von allen Punkten
desselben den Abstand von 90° oder: Der sphirischeHalb-
messer eines Hauptkreises betrigt 90°%

Wie berechnet man den sphiirischen Halbmesser ecines Parallel-
kreises aus der geographischen Breite desselben?

¢) Unter einem sphirischen Winkel versteht man den Winkel
zweier Hauptkreise einer Kugelfliche; z. B. ABC' (Fig. 181). Die Bogen
B4 und BC heifien seine Schenkel und
der Schnittpunkt B sein Scheitel. Jeder
sphirische Winkel wird durch den Winkel
der beiden im Schnittpunkte an die Haupt-
 kreise gelegten Tangenten (. MBN,
i Fig. 181) oder, was dasselbe ist, durch
den Neigungswinkel der Ebenen der beiden
Hauptkreise gemessen.

d) Zwei Hauptkreise zerlegen die
Kugelfliiche in vier Teile, welche sphé-
rische Zweiecke genannt werden;
z. B. BAB, CB. Die beiden sphiirischen Winkel eines sphirischen
Zweieckes sind einander gleich,

e) Drei Hauptkreise, deren Ebenen sich nicht in einer Geraden
schneiden, zerlegen die Kugelfliche in acht Teile, welche sphiirische
Dreiecke genannt werden, z. B. ABC. Die Kreishogen 4B, BC, CA
heifen die Seiten und die sphirischen Winkel CAB, ABC, BCA
dic Winkel des sphiirischen Dreieckes ABC,

Ubungsaufgaben. 1. Bezeichne siamtliche sphirische Dreiecke in der Fig. 181!

2. Suche Beispiele fiir sphirische Winkel, Zweiecke und Dreiecke an einem Globus!

§ 170. Kugelsegment, Kugelschichte, Kugelsektor. Die Kugel wird
durch eine Ebene in zwei Teile zerlegt, welche Kugelabschnitte
oder Kugelsegmente heifen. Von denselben ist jener der griBere,
welcher den Mittelpunkt der Kugel enthilt. Geht die Schnittebene durch
den Mittelpunkt der Kugel, so zerlegt sie dieselbe in zwei gleiche Teile,
welche Halbkugeln heifien.

Fig. 181.
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Die Kugelfiiche wird durch die Schnittebene in zwei Kugel-
kappen oder Kalotten zerlegt. Die Oberfliche eines Kugelabschnittes
besteht aus einem Kugelkreise (Grundfliiche) und einer Kugelkappe
(Mantel). Die Teile, in welche die Achse eines Kugelkreises durch
diesen zerlegt wird, sind zugleich die Hohen der zugehtrigen Kugel-
segmente und Kugelkappen (BC' und B,C in Fig. 180).

Der Teil einer Kugel zwischen zwei parallelen Schnittebenen heifit
Kugelschichte. Die Oberfliiche derselben besteht ans zwei parallelen
Kugelkreisen (den Grundflichen) und dem zwischen den parallelen
Schnittebenen enthaltenen Teil der Kugelfliche, welcher Kugelzone
genannt wird (Mantel). Der Abstand der Grundflichen heift die Hohe
der Kugelschichte und der Kugelzone.

Rotiert ein Kreisausschnitt eines Hauptkreises (BOD, Fig. 180) um
einen der ihn begrenzenden Radien (O.B), so beschreibt er einen Kugel-
ausschnitt oder Kugelsektor. Dieser Korper lift sich durch einen
ebenen Schnitt in ein Kugelsegment und einen Kegel zerlegen. Seine
Oberfliche besteht aus einer Kalotte und dem Mantel eines geraden Kegels.

Ubungsaufgaben. 1. Man gebe an, welche Fliche durch Rotation @) ein
Kugelsegment, f) eine Kugelschichte erzeugt.

2. Welche geometrischen Bezeichnungen entsprechen den geographischen
Begriffen: kalte, gemifigte und heife Zone? :

3. Aus dem Kugelradius » und der Hohe / eines Kugelsegmentes den Radius o
der Grundfliche zu suchen. Z. B. » = 008 m, h = 1 cm.

4, Wie berechnet man % aus » und ¢? Z. B. r = 12 cm, 0 = 85 mm.

§ 171. Oberflache und Volumen der Kugel. @) Die Oberfliche einer
Kugelist gleichdervierfachen Fliche eines Hauptkreises.

) — d ek

Die Begriindung dieser Formel wird in diesem Lehrbuche iibergangen.

Fiir eine zweite Kugel hat man O; = 4ar? Daraus folgt:

: G0 = s p 20 kn Worten'?

Anmerkung. Die Kugelfiiche 1t sich in der Ebene nicht ausbreiten;
daher ist eine genaue Konstruktion ihres Nefzes nnmoglich.

b) Es sei ein Polyeder mit beliehig vielen Seitenflichen &y, G,
... @&, einer Kugel umgeschrieben, d. h., jede Seitenfliiche werde von
der Kugel beriihrt. Zerlegt man nun das Polyeder in lauter Pyramiden,
welche ihre Spitzen im Mittelpunkte der Kugel und die Flichen &,

G,,. . .G, als Grundflichen haben, so ist das Volumen des Polyeder,
r r

veg tieta e = (@G TG - =0
3 3 3 3 3

Diese Formel gilt auch fiir die Kugel, da sich dieselbe von dem
umgeschrichenen Polyeder beliebig wenig unterscheidet, wenn man nur
die einzelnen Seitenfliichen hinlinglich klein und daher die Anzahl der-
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selben hinlinglich groB annimmt. Dann ist V' das Volumen und O die
Oberfliche der Kugel und es gilt somit der Satz:

Die Kugel ist inhaltsgleich mit einer Pyramide,
welche die Kugeloberfliche zur Grundfliche und den
Radius zur Hohe hat.

. s
V= 0.L somit auch V — A ;
3 5

2

Fiir zwei verschiedene Kugeln findet man
ViV, =ri:rd.  In Worten?
Ubungsaufgaben. 1, Berechne die Oberfliche und das Volumen einer

3 dem Radius !
Kugel ans dem Radius a)r =1mb) r = 2821 m.

2. Berechne die Oberfliche und das Volumen einer Kugel aus dem Durchmesser!
a) d = 184 mm, b) d = 1'2407 m.

3. Berechne die Oberfliche und das Volumen einer Kugel aus dem Flichen-

inhalte eines Hauptkreises !
a) £ = 1 m} b) fi— 142876 m".

4. Wie groB ist die Oberfliche und das Volumen der Erde, wenn dieselbe
als vollkommene Kugecl und der Umfang eines Hauptkreises «) — 40000 L,
B) = 5400 geographischen Meilen angenommen wird?

5. Berechne das Gewicht einer Kugel aus Buchsbaumholz (spez. Gew. = 092)
von 12 em Durchmesser!

6. Wie oft ist das Volumen des Mondes in jenem der Erde enthalten, wenn
der Durchmesser des Mondes 3482 km und jener der Erde 12756 km betragt ?

7. Aus der Oberfliche einer Kugel den Radius und das Volumen zu berechnen.
GAB R0 =135 em”.

8. Aus dem Volumen einer Kugel den Radius und die Oberfliche zu berechnen.
ZBa o ="1 'mb

9. Von zwei Kugeln aus gleichem Materiale hat die eine ein doppelt so grofes
Gewicht als die andere. Wie verhalten sich die Durchmesser der beiden Kugeln?

10. In welchem Verhaltnisse ist die Krdoberfliche auf einem Globus ver-
kleinert, dessen Durchmessger 42 ¢m betrigt? (Aufg. 6.)

11. Eine Kugel hat gleiches Volumen mit einem gleichseitigen Zylinder,
dessen Hohe 4 ist. Wie grof ist der Radius der Kugel? Z. B. b = 12 om.

12. Eine Kugel wird in einen Wiirfel mit der Kante e verwandelt. Um
wieviel wird dadurch die Oberfliche vergroBert? Z. B. a = 16 cm.

15. Kinem Wiirfel mit der Kante @ ist eine Kugel umgeschriehen. Man
berechne die Differenz der beiden Volumina! Z. B. ¢ = 23 cm.

14. Einem geraden Zylinder (o, h) wird eine Kugel umgeschrieben. Man
berechne die Oberfliche und das Volumen der letzteren! Z. B. ¢ = 4 dm, I = 6 dm.

15. Einer Halbkugel wird ein Zylinder umgeschrieben und ein gerader Kegel. ein-
- geschrieben. Wie verhalten sich die Volumina der drei Korper? (Satz des Archimedes.)

16. Ein kugelférmiger Luftballon mit einem Durchmesser von 10 m wird mif
Leuchtgas gefiillt. Man berechne die Steigkraft des Ballons, wenn die Dichte des Leucht-
gases halb so grof ist als jene der Luft, wenn 1 m® Luft 1'293 kg wiegt und wenn
das Gewicht aller Bestandteile des Ballons (ausgenommen die Fillung) 130 kg befrigt !

17. Der duBereDurchmesser einer kupfernen Hohlkugel betrigt 12 cmund dieWand-
dicke 2mm. Wie grof ist das Gewicht der Hohlkugel, wenn das Kupfer die Dichte 8'8 hat?
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Die regelmiiBigen Polyeder.

§ 172. Erklirung und Lehrsatz. Regelmifiig heiBen solche
Polyeder, deren Grenzflichen kongruente regelmifige Polygone und
deren Ecken kongruent und regelmiifiig sind,?)

Es gibt nur fiinf regelmiifige Polyeder.

Denn sind gleichseitige Dreiecke die Grenzfliichen, so konnen
dieselben nur drei- oder vier- oder fiinfseitice Ecken bilden, da die
Summe der Kantenwinkel weniger als vier Rechte betragen muf. Es
gibt drei von gleichseitigen Dreiecken begrenzte regelmiifiige Polyeder
und zwar das Tetraeder, das Oktaeder und das Tkosaeder.

Sind die Grenzflichen Quadrate, so kinnen dieselben nur dreiseitige
Ecken bilden. (Warum?) Es gibt ein einziges von Quadraten begrenztes
regelmifiiges Polyeder und zwar das Hexaeder (Kubus, Wiirfel).
Sind die Grenzflichen regehniifiige Fiinfecke, so kinmen dieselben nur
dreiseitige Ecken bilden. (Warum ?) Es gibt ein einziges von regelmiifiigen
Fiinfecken begrenztes regelmiifliges Polyeder, das Dodekaeder.

Warum kann es kein Polyeder geben, welclies nur regelmifiige
Sechsecke oder Siebenecke u. s. f. zu Grenzflichen hat?

§ 173. Beschreibung.

Das Tetraeder, das Ok-

taeder und dasHexaeder \ _ _
sind Dereits besprochen wor- \ \ T /
" den. Fig. 182 stellt ein Ok- \V \\/,/

taeder mit seinem Netze vor.

DasIkosaeder hat20
kongruentegleichseitigeDrei-
ecke als Grenzflichen. Von
den 3 X 20 = 60 Dreieckseiten fallen je zwei in eine Kante zusammen;
das Tkosaeder hat also 30 gleiche Kanten. Von den 60 Winkeln der
20 Dreiecke bilden je fiinf eine Ecke des Ikosaeders; dasselbe hat also
12 kongruente fiinfseitige Ecken. Fig. 183 zeigt ein Ikosaeder und sein Netz.
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Fig. 183.
1) Hier wird das Wort ,regelmifig® in einem anderen Sinne gebraucht als
in den §§ 141 und_156. . 3

Fig. 182,
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Das Dodekaeder ist von zwolf kongruenten regelmifiigen Hiinf-
ecken begrenzt. Wie viele Kanten und Ecken hat dasselbe? — Fig. 184
zeigt ein Dodekaeder mit seinem Netze.

In jedem regelmifligen Polyeder gibt es einen Punkf, welcher von
allen Eckpunkten und zugleich von allen Grenzflichen gleiche Abstiinde
hat; er ist daher der Mittelpunkt der dem Polyeder umgeschriebenen

und zugleich der Mittelpunkt der eingeschriebenen Kugel und heifit der
Mittelpunkt des Polyeders. Wie wird der Mittelpunkt «) des Hexa-
eders, §) des Oktaeders gefunden?

Nimmt man den Mittelpunkt eines regelméfiigen Polyeders als Spitze
und die Grenzflichen als Grundflichen von Pyramiden an, so zerfillt
das Polyeder in ebensoviele regelmifige Pyramiden, als es Grenzflichen
hat. Wie viele Seitenkanten hat eine dieser Pyramiden?

Ubungsaufgaben. 1. Aus der Kante a die Oberfliche o) eines Oktaeders,
f) eines Ikosaeders zu berechnen. Z. B. ¢ = 127 cm.

2. Aus der Oberfliche O eines Oktaeders eine Kante und das Volumen zu
berechnen. Z. B. O = 40 cm®.

3. Aus dem Volumen V' eines Tetraeders eine Kante und die Oberfliche zu
berechnen. Z. B. ¥V = 172 cm®.

4. Ein Tetraeder mit der Kante a hat gleiche Oberfliche mit einem Tkosaeder.
Wie grof ist eine Kante des letzteren? Z. B. ¢ = 1 dm.

5. Ein Oktaeder mit der Kante a hat gleiches Volumen mit einem sechs-
seitigen regelmafigen und gleichkantigen Prisma. Man berechne eine Kante des
letzteren! Z. B. a = 12 cm. :

6. Ein Tetraeder mit der Kante a hat gleiches Volumen mit einer Kugel.
Wie grof ist der Durchmesser derselben? Z. B. ¢ = 2 dm.

7. Einem Tetraeder wird ein Kegel umgeschrieben. Wie verhalten sich die
Volumina der beiden Kérper?
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