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Einleitung.

§ I. Geometrische Gebilde, Begriff der Geometrie. Jeder Korper
hat verschiedene Eigenschaften oder Merkmale, die wir mit unseren
Sinnen wahrnehmen; er nimmt einen Kaum ein, hat eine gewisse Gestalt
und eine bestimmte Lage, er besteht aus einem Stoffe von gewisser Farbe,
Harte, hat ein bestimmtes Gewicht, n. s. w. Von diesen versehiedenen
Eigenschaften der wirklichen Korper betracbtet man in der Geometrie
nur die Gestalt, die Grofi e und die Lage und sieht von allen Itbrigen
Eigenschaften ab. Auf diesem Wege gelangt man zur Vorstellung der
geometrische n Korper und sagt:

Ein geometrischer Korper ist ein vollstandig hegrenzter Raum.
Jeder Korper hat drei Ausdehnungen oder Dimensionen: Lange,

Breite und Hohe (Dicke, Tiefe). Die Grenzen der Korper heifien F1 a c h e n;
jede Flache hat zwei Ausdehnungen: Lange und Breite. Die Grenzen
der Flachen heifien Lini en; jede Linie hat nur ein e Ausdehnung: die
Lange. Die Grenzen der Linien heifien Punkte; Punkte haben keine
Ausdehnung.

Als Beispiel diene ein Wurfel.
Punkte, Linien, Flachen und Korper heifien geometrische Ge¬

bilde und die Lehre von der Entsteliung und den Eigenschaften der
geometrischen Gebilde lieifit Geometrie.

Die geometrischen Gebilde sind mit den Sinnen nicht wahrnehmbar;
man kann sich jedoch dieselben durch wirkliche Korper, welche Mo del le
heifien, sowie durch Zeichnungen oder Figur e n veranschauliclien. Ein
geometrisches Gebilde nach hestimmten Angaben zeichnen heifit das-
selhe konstruieren (Konstruktionsaufgahen).

§ 2. Entstehung der geometrischen Gebilde durch Bewegung. Wenn
ein Punkt sich fortbervegt, so besclireibt er eine Linie. Man unter-
sclieidet gerade und krumme Linien. Je nachdem der Punkt eine
gerade oder krumme Linie beschreibt, sagt man, er behalte wahrend
der Bewegung seine Richtung bei oder er andere sie fortwahrend.

Wenn eine Linie sich fortbewegt, so beschreibt sie eine Flache,
vorausgesetzt, dafi die Linie nicht in sich selbst fortgesclioben wird,
was z. B. bei einer Geraden moglich ist. Man unterscheidet ebene und
krumme Flachen. In jeder ebenen-Flache lassen sich nach allen
Richtungen gerade Linien ziehen.

Hočevar, Geometrie fUr Untergymnasien, G. Aufl. 1
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Wemi eine Flaclie sich fortbewegt, so beschreibt sie einen K b r p e r,
vorausgesetzt, dali die Flaclie nicht in sicb selbst fortgeschoben vvird,
was z. B. bei einer Ebene moglich ist.

§ 3. Einteilung der Geometrie. Je nacbdem die zu betrachtenden
geometrischen Gebilde in einer Ebene liegen oder nicht, heifien sie
ebene oder raumliche Gebilde.

Die Lehre von den ebenen Gebilden beillt ebene Geometrie
oder Plan im e tri e; die Lebre von den raumlichen Gebilden heifit
raumliche Geometrie oder Stereometrie.

Planimetrie.

l)ie Gerade.
§ 4. Grundeigenschaften der Geraden. Auf Grund der Vorstellung,

vvelche wir von der geraden Linie besitzen, finden wir leicht die Ant-
vvorten auf folgende Fragen: Wie viele Gerade lassen sich durch einen
Punkt ziehen? Wie viele Gerade lassen sich durch zvvei Punkte
ziehen? Welche ist die ktirzeste miter allen Linien, durch welche zwei
Punkte verbunden werden konnen?

Grundsatze von der Geraden: 1. Durch zvvei Punkte ist eine
einzige Gerade moglich.

2. Die Gerade ist der ktirzeste Weg zwischen zwei Punkten.
Aufgaben. 1. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu

ziehen. — Unbestimmte Aufgabe.
2. Durch zvvei gegebene Punkte eine Gerade zu ziehen. — Be-

stimmte Aufgabe, weil sie eine einzige Lbsung zulallt.
Zum Zeiclmen von geraden Linien dient das Lineal.
§ 5. Unbegrenzte Gerade oder Strahi, Halbstrahl, Strecke. Eine

Gerade, welche man sich nach beiden Seiten ohne Ende verlangert zu
denken hat, heifit eine unbegrenzte Gerade oder ein Strahi; sie
wird durch einen oder zvvei daran gesetzte Buchstaben bezeichnet und
danach benannt, z. B. die Gerade AB, Fig. 1.

Eine unbegrenzte Gerade vvird durch jeden ihrer Puukte in zvvei
halbbegrenzte Gerade oder Halbstrahlen geteilt; ein Halb¬
strahl wird durch zvvei daran gesetzte Buchstaben bezeichnet, von denen
der erste an seinem Grenzpunkte zu stehen hat, z. B. die Halbstrahlen CA
und CB. Fig. 1. Die Richtung eines Halbstrahles, in vvelcher man sich
denselben verlangert zu denken hat, vvird durch eine Pfeilspitze an-
gedeutet. Eine von zvvei Punkten, also vollstandig begrenzte Gerade
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lieifit Strecke; clie Grenzpunkte heiilen auch Endpuukte. Man be-
zeichnet eine Strecke entweder durcli zwei Bucbstaben, welcbe an die
Endpunkte gesetzt werden, oder durcli einen an die Mitte der Strecke
gestellten Buchstaben, z. B. die Strecken DE, FG, a, b, Fig. 1.

Eine Gerade, welche durch zwei gegebene Pankte geht, wird die
Verbindungslinie dieser Punkte genannt; die von einem Punkte
zum anderen gezogene Strecke lieiBt die Entfernung oder der Ab-
stand derselben. So ist DE (Fig. 1) der Abstand der Punkte D und E.

A B

Fijr. 1.

C

§ 6. Schnittpunkt zweier Geraden. Weun zwei Gerade nur einen
Punkt gemeinschaftlich haben, so sagt man, sie scbneiden sicli in
diesem Punkte, und nennt denselben den Durch seli nit tspunkt oder
Schnittpunkt der Geraden. So schneiden sich die Geraden AB und CD
(Fig. 2) im Punkte S.

§ 7. Vergleichung der Strecken. Zwei Strecken sindgleich, wenn
sie so aufeinander gelegt werden konnen, dali ilire Endpunkte und
dalier aucli alle dazwischen liegenden Punkte zusammenfallen, wie z. B.
die Strecken a und b, Fig. 1; man sekreibt a — b. Im anderen Falle
sind die Strecken ungleich, wie z. B. DE und FG (Fig. 1); von
diesen ist DE die groBere, FG die kleinere nnd man sebreibt entweder
DE> FG oder FG C DE.

Aufgabe. Eine gegebene Strecke zu iibertragen, d. b. eine Strecke
zu zeichnen, ivelclie der gegebenen gleich ist.

Zur Vergleichung und zum Fbertragen von Strecken dient der
ZirkeL a b

§ 8. Operationen mit Strecken. So wie
mit Zablen lassen sich auch mit Strecken A B C
gewisse Operationen ausfilhren: a b

1. Addition. Ist AB= a und BC— b D_F_E
(Fig. 3), so ist AC die S um m e der Strecken b a-b
a und b, also AC — a -j- b. Fig. 3.

1
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2. Subtraktion. Ist DE = a und DF — b, so ist FE die
Differenz der Strecken a und b, also FE = a — b.

3. Multiplikation einer Strecke mit einer ganzen Zalil. Es sei
die Strecke AB = a gegeben nnd man maclie (Fig. 4) AB = CD —
DE = EF — FG = GH; dann ist CE das Zweifache, CF das Drei-
facbe, CG das Vierfache, OH das Fiinffache von AB. also

CE = 2 a, CF = 3 a, CG = 4 a, CH = 5a.
4. Teilung oder Division

einer Strecke dnrch eine ganze
Zalil. Es ist AB die Halfte von

f-—n-+-1-1-1 CE, ein Drittel von CF, ein
c J) E F G K Viertgl von CG, ein Fiinftel von

* lg' 4 ' CH, also
AB = J CE 5 CH.i CF= l CG

Eine Strecke li albi er en heifit sie in zwei gleiche Strecken
teilen; der Teilungspnnkt wird die Mitte oder der Halbierungs-
pnnkt der Strecke genannt.

5. Messung oder Division einer Strecke durcli eine Strecke.
Eine Strecke messen lieiflt nntersucben, wie oft eine als Lan ge n-
einheit angenommene Strecke in der gegebenen enthalten ist. Jene
Zahl, welcbe angibt, wie oft die Langeneinbeit in der gemessenen
Strecke enthalten ist; wird die 51 a 13zahl der letzteren genannt.

Unser Langenmafi liat das Meter (m) znr Grnndeinheit; die Teile
und Vielfaclien desselben sind nach dem Dezimalsystem gebildet.

0'1 m
0’01 m
0'001 m

1 dm (Dezimeter),
1 cm (Zentimeter),
1 mm (Millimeter).

10 m — 1 dkm (Dekameter),
100 m — 1 hm (Hektometer),
1000 ot = 1 Tem (Kilometer),
10000 to == 1 [im (Myriameter).

Zum Messen von Langen dienen Štabe von IIolz oder Metali sowie
Bander, Ketten n. dgl., auf denen eine oder mekrere Langeneinheiten
aufgetragen und eingeteilt sind. Solche Vorrichtungen heillen M a li¬
stah e, Mefibander, Mefiketten u. s. w. Beim Zeichnen von Pliinen,
Landkartcn u. dgl. beniitzt man in der Eegel verjtingte Malistabe, d. h.
gerade Linien, auf denen die Langeneinheit verkleinert aufgetragen ist.

I
i

I
iom-

Fig. 5.

Fig. 5 zeigt einen verjlingten Madstab, dessen Einheit 1 m bedeutet,
wahrend die wirkliche Lange derselben 1 cm ist; dieser Madstab gibt
also der Naturgrode an.
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Ubungsaufgaben. X. Gegeben simi drei Strecken a, b, a u. zw.
a > b > c; man konstruiere die folgenden Ausdriicke:

a -f J, o 4- c, i -f c, a — J, a — c, b — c, a b c.
2. Das 2-, 3-, 4-, 5-fache einer gegebenen Strecke zu konstruieren.
3. Eine gegebene Strecke dnrch Versuche mit dem Zirkel oder nack dem

Angemnafie in 2, 3, 4, 5, G gleiche Teile zu teilen.
3 2 134. Gegeben ist eine Strecke a; man zeichne —a, —a, l—a, —a, 2'4 a\& o o 4

5. Mit Hilfe des MaCstabes in Fig. 5 eine gegebene Strecke zu messen.
6. Mit Hilfe dieses MaCstabes eine Strecke von gegebener Lange in der

NaturgroCe zu zeichneu, z. B. 7'3 m, 65 dm, 240 cm.

Der Kreis. A.
§ 9. Entstehung des Kreises, Erklarungen. Wenn sicli eine Strecke

(OA, Fig. 6) in der Ebene um einen Endpunkt drelit, bis sie wieder in
ihre urspriingliclie Lage zurilckkehrt, so
beschreibt der andere Endpunkt derselben
eine krumme Linie, welche Kreislinie
heidt, und die Strecke selbst bescbreibt
die von der Kreislinie begrenzte Flache,
welche Kreisfldobe lieifit. Unter Kreis
bat man je nach dem Zusammenbange die
Kreislinie oder die Kreisflacbe zu ver-
stehen. Die Kreislinie wird auch Um-
fang oder Peripherie der Kreisflacbe
(des Kreises) genannt.

Die Kreislinie ist demnach eine ge-
scblossene Linie, deren samtliche Punkte von einem bestimmten Punkte
gleich weit entfernt sind; dieser Punkt heiflt Mittelpunkt oder
Z en trum des Kreises (O, Fig. 6). Jede Strecke, welclie den Mittel¬
punkt des Kreises mit einem Punkte des Umfanges verbindet, heiflt ein
Halbmesser oder Radi us. Alle Halbmesser oder Radien eines Kreises
sind gleich: OA = OB = OC. Warum?

Jede Strecke, welche zwei Punkte des Krehmmfanges verbindet
heiflt eine Sehne , wie DE. Jede durch den Mittelpunkt gehende Sehne
heiflt Durchmesser oder Diameter, wie AC. Alle Durchmesser
eines Kreises sind gleich; denn jeder Durchmesser ist doppelt so grofi als
der Halbmesser.

Aufgaben. 1. Einen Kreis zu konstruieren, wenn der Mittelpunkt
und ein Punkt des Umfanges gegeben sind.

2. Konstruiere einen Kreis, wenn das Zentrum und der Radius
gegeben sind!

Zum Konstruieren von Kreislinien dient der Zirkel.
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§ 10. Gegenseitige Lage eines Punktes und eines Kreises. Ein
Punkt, welclier ni elit auf dem Umfange eines Kreises liegt, kann ent-
weder innerhalb oder aufierhalb des Kreises liegen. Der Punkt liegt
innerhalb eines Kreises, wenn sein Abstand vom Mittelpunkte (Zentral-
abstand) kleiner ist als der Halbmesser; und er liegt aufierlialb des
Kreises, wenn sein Zentralabstand groller ist als der Halbmesser.

Aufgabe. Einen Punkt zu bestimmen, der von einem gegebenen
Punkte einen gegebenen Abstand bat.

Diese Aufgabe ist unbestimmt, weil es unzahlig viele Punkte gibt,
welclie der ausgesprocbenen Forderung geniigen. Alle diese Punkte
liegen in der Kreislinie, welche den gegebenen Punkt zum Mittelpunkte
und den gegebenen Abstand zum Halbmesser hat. Man sagt auch: Diese
Kreislinie ist der geometrische Ort aller Punkte, welche von dem
gegebenen Punkte den gegebenen Abstand haben.

§ II. Gleiche und ungleiche Kreise. Haben zwei Kreise gleiche
Radien, so heillen sie gleich. Wenn man sie so aufeinander legt, dal!
ikre Mittelpunkte zusammenfallen, so decken sich auch die Umfange
beider Kreise.

Zwei Kreise mit versebiedenen Radien heillen ungleich.

Aufgabe. Einen Kreis zu iibertragen, d. h. aus einem gegebenen
Mittelpunkte einen Kreis zu beschreiben, der einem gegebenen Kreise
gleich ist.

§ 12. Sekante und Tangente. Eine unbegrenzte Gerade, welche mit
dem Kreise zwei Punkte gemein hat, wird eine Sekante genannt,
wic FG (Fig. 7). Wodurch unterscheidet sich demnach die Sekante von
der Sehne ?

Eine Gerade, welche beliebig verlangert mit der Kreislinie nur
einen Punkt gemein hat, heillt eine Tangente. Man sagt, sie be-
riihre den Kreis, z. B . HT; H ist der Beruhrungspunkt.

§ 13. Bogen, Sektor, Segment. Ein Teil des Kreisumfanges heillt
ein Kreisbogen (A7P, Fig. 7). Zwei Bogen, welche einem und dem-
selben Kreise oder zwei gleichen Kreisen angehoren, konnen hinsichtlich
ihrer Grolle wie zwei Strecken miteinander verglichen werden. Zwei
Kreisbogen von gleichem Halbmesser werden gleich genannt, wenn
man sie so aufeinander legen kann, dali sie sich ganz decken; sonst
heillen sie ungleich. Zwei gleiche Bogen desselben Kreises, wie AB
und CD (Fig. 8), konnen dadurch zur Deckung gebracht werden, dali
man den einen Bogen an seinem Platze lafit und die Kreislinie mit dem
anderen Bogen in sich selbst verschiebt.
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Jeder Durckmesser teilt den Kreis in zwei gleicke Teile. Jede
andere Selme teilt den Kreis in zwei ungleicke Bogen, z. B. die Seli neAB
(Fig. 8); der ldeinere von keiden heifit der z ur Sekne gekorige
Bogen. Ein Teil der Kreistlacke, welcher von zwei Badien und einem
Bogen kegrenzt wird, heifit ein Kreisausscknitt oder Sektor, wie
NOP (Fig. 7). Ein Teil der Kreistlacke, welcker von einer Selme und
einem Bogen kegrenzt wird, keiilt ein Kreisakschnitt oder Seg¬
ment, wie HJL und HJP.

§ 14. Beziehung zwischen Bogen und Sehne. Wenn die gleicken
Bogen AB und CD (Fig. 8) zur Deckung gekrackt werden, so fallen
die Punkte A und C, ferner die Punkte B und D zusammen. Daher
decken sick auch die Selinen AB und CD und sind also einander gleick
d. k. in demselken Kreise oder in gleicken Kreisen ge-
lioren zu gleicken Bogen gleicke Selinen. Umgekekrt: Zu
gleicken Seknen gekoren in demselken Kreise oder in
gleicken Kreisen gleicke Bogen.

Auf Grund des letzten Satzes konnen Bogen in demselken Kreise
oder in gleicken Kreisen tikertragen werden, indem man ikre Seknen
iikertragt. Kreiskogen von gleickem Halkmesser konnen ekenso wie
Strecken addiert und suktrakiert vverden. Auck kann man einen Kreis¬
kogen mit einer ganzen Zakl multiplizieren (vervielfaclien) und durck
eine ganze Zakl oder einen Kreiskogen von gleickem Halkmesser divi-
dieren (teilen, messen).

Ubungsaufgaben. 1. Einen Bogen zu iibertragen.
2. Das 2-, 3-, 4-, 5fache eines gegebenen Bogens zu konstruieren.
3. Einen gegebenen Bogen durch Versuche mit dem Zirkel oder nach dem

AugenmaCe in 2, 3, 4, 5, 6 gleiche Teile zu teilen.
§ 15. Einteilung des Kreisumfanges. Die Peripkerie eines jeden

Kreises denkt man sick in 360 gleicke Bogen geteilt und nennt einen

G /

C

Fig. 7. Fig. 8.
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G

solchen Teil einen Grad (°), genauer Bogengrad. Der 60. Teil
eines Bogengrades lieifit eine Bogenminute oder einfach Minute ('),
der 60. Teil einer Bogenminute licifSt eine Bogensekunde oder ein-

fach Sekunde ("j. Ein Grad hat also
60 Minuten ('), eine Minute 60 Se¬
kunden (")•

Die Halfte eines Kreises heillt H a 1 b-
kreis (EGE\ Fig. 9), der vierte Teil
Quadrant (EG), der seckste Teil Sex-
tant (El), der achte Teil Oktant (EH).
Wie viele Grade bat ein Halbkreis, ein
Quadrant, ein Sextant. ein Oktant?

Ubnngsaufgaben. 1. Man zeichne
nach dem AugenmaOe den vierten Teil eines
Quadranten, den dritten Teil eines Oktanten,
den fiinften Teil eines Sestanten!

2. Wie viele Grade kat der fiinfte Teil des Quadranten, der vierte Teil
des Sextanten!

3. Wie viele Grade bat der neunte, der fiinfzehnte Teil der Peripberie?

§ 16. Aufgaben. 1. Einen Punkt zu bestimmen, der von zwei ge-
gebenen Punkten A, B (Fig. 10) einen gegebenen Abstand e hat. — Der
gesuchte Punkt mufi in dem Kreise mit dem Zentrum A und dem Ba-
dius e und zugleich in dem Kreise mit dem Zentrum B und dem Ea-
dius e liegen. Die Schnittpunkte X und Z der beiden Kreise entspreclien
also der gestellten Aufgabe. Gibt es immer zwei solche Punkte?

Ubungsaufgaben. , 1. AB
2. AB

3 cm, e — 2 cm.
4 cm, e = 4 cm.

3. A B — 36 mm, e = 18 mm.

JI

A,
A J> ; \ i

f \ i
JA

\

i?

Fig. 10. Fig. 11.

2. Einen Punkt zu konstruieren, der von zwei gegebenen Punkten
C, D verschiedene gegebene Abstande hat, u. zw. von C den Ab¬
stand p, von D den Abstand q. (Sieh Fig. 11.)
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Ubungsaufgaben. 1. CD = 5 cm, p = 3 cm, q = 1 cm.
2. CD = 3'5 cm, p = 2 cm, q — 3 cm.
3. CD = 36 mm, p = 15 mm, q = 21 mm.

4. In einer gegebenen Geraden einen Punkt zu bestimmen, der von einem
gegebenen auBerhalb der Geraden liegenden Punkte einen gegebenen Abstand hat.

Der Winkel.
§ 17. Entstehung des VVinkels, Erklarungen. Ein Winkel entsteht,

wenn eine halbbegrenzte Gerade {AB, Fig. 12) sicb in der Ebene um
ihren Grenzpunkt dreht. Man verstebt unter dem Winkel jenen Teil
der Ebene, welcber dabei von der Geraden beschrieben wird. Die erste
nnd die letzte Lage der bewegten Geraden (AB, AC) heiBen die
Schenkel, ihr Grenzpunkt (A) heiBt der Scheitel des Winkels.

Man bezeicbnet denWinkel entiveder durcb
einen Bucbstaben, welcber in der Winkelflache
in der Kali e des Scbeitels steht, oder durcb
einen Bucbstaben am Scbeitel und setzt das
W inkelzeichen vor; also <£ w oder <)C A.
Haufig ist es notwendig, zur Bezeicbnung- der j ,
Winkel drei Bucbstaben zu verwenden, von
denen der erste und der letzte an den Schen-
keln steben, der mittlere aber am Scbeitel,
also <£ BAC oder <$; CAB.

Die Grofie eines Winkels ist von der Lange seiner Scbenkel un-
abbangig, d. h. es ist gleicbgiiltig, ob man die Schenkel lang oder kurz
zeicbnet, immer kann man sicb dieselben (liber B und C hinaus) be-
liebig verlangert denken.

Zwei Winkel heillen gleich, wenn sie so aufeinander gelegt
werden konnen, daB die Schenkel des einen auf die Schenkel des
anderen fallen. Sonst keiBen sie ungleich, wie z. B. die NVinkel x
und y in Fig. 20. — Wie erkennt man durcb Aufeinanderlegen un-
gleicher Winkel, welcher der gr d Bere und welcher der ki einer e ist?

§ 18. Links- und Rechtsdrehung. Jede halbbegrenzte Gerade kann
sicb in der Ebene um ihren Grenzpunkt nach zwei entgegengesetzten
Seiten dreben. Der Halbstrahl AB (Fig. 12) kann sicb entweder gegen
l oder gegen r bin drehen. Die Drehung von AB gegen l hin heiBt
L i n k s d r e b u n g (positive Drehung), die andere heiBt B e c h t s d r e b u n g
(negative Drehung). Denn wenn man, eine horizontale Flache voraus-
gesetzt, in A steht und gegen B hinsieht, so hat man l zur linken
und r zur rechten Hanci — Was flir eine Drehung machen die Zeiger
einer Uhr?
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§ 19. Einteilung der Winkel. Zwei Gerade, die von einem Pnnkte
ausgelien, bilden zwei Winkel; der kleinere von diesen heiflt h o li 1 oder
konkav, der grofiere er hab e n oder konvex. In Fig. 12 ist der bohle
AVinkel w der Geraden AB nnd AC, welcher dnreh Linksdrebung von
AB nach AC entsteht, dureb den gekriimmten Pfeil nalier bezeicbnet;
der dnreh Rechtsdrehung von AB nach AC beschriebene AVinkel ist ein
erhabener. Ohne besondere Hervorhebung ist immer, wenn man von

dem AVinkel zweier Geraden spridit, der
kleinere oder hohle gemeint.

Ein AVinkel, dessen Schenkel nach
entgegengesetzten Seiten in einer Geraden
liegen, heifit ein gestreckter oder ge-

rader AVinkel (P8Q. Fig. 13); derselbe entsteht dnreh eine halbe Um-
drehung eines Halbstrahles. Alle gestreckten AAdnkel sind einander
gleich; warnm?

Jeder hohle AVinkel ist kleiner, jeder erhabene ist grofier als ein
gestreckter AVinkel.

Die Halfte eines gestreckten AVinkels heiflt ein r e c h ter AVinkel
(ASB, Fig. 14); ein solcher entsteht dnreh eine Vierteldrehung einer

S

S
Fig. 14. Fig. 15.

grofi er ist als ein rechter,

Geraden. Alle
rechten AVinkel
sind einander
gleich; warum ?

Jeder AVin¬
kel, der kleiner
ist als ein rech¬
ter, heifit spitz;

wird stnmpf ge-jeder hohle AArinkel, der
nannt (GOD, Fig. 15).

Der AVinkel, welchen eine halbbegrenzte Gerade bei einer ganzen
Drehnng beschreibt, heiflt ein v o 11 e r AVinkel.

Der reekte AVinkel wird hanfig mit R bezeichnet; der gerade
AVinkel ist demnach gleich 2 R, der volle gleich 4 R.

Beim praktischen Zeichnen bedient man sich zur meclianischen Konstrnktion
von reohten Winkeln der sogenannten „Dreiecke“; eine geometrische Iionstruktion
(mit Zirkel nnd Lineal) des reohten Winkels folgt spater.

§ 20. Richtungsunterschied zweier Halbstrahlen. Normale und schiefe
Lage. Die Grolle eines AVinkels ist ansschliefllich von den Eiclitungen
und nicht von der Grolle seiner Schenkel abhangig. Zwei Halbstrahlen,
die von einem Punkte ausgehen, haben verschiedene Richtungen;
der hohle AVinkel, den sie bilden, ist das Mah ihres Richtungs-
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unterschiedes. Bilden sie einen gestreckten Winkel, so kaben sie
entgegengesetzte Richtungen, wie SP und SQ, Fig. 13.

Wenn zwei sich schneidende Gerade recbte Winkel bilden, so sagt
man, sie durchschneiden sicb recbtwinklig, sie baben eine normale
(oder senkrechte) Lage gegeneinander. Man nennt die eine eine Nor¬
male der anderen. In der Figur 16 ist CD eine Normale von AB und
AB eine Normale von CD. Man schreibt dies in folgender Weise an:
CD J_ AB (sprich:
CD normal zu AB)
oder AB J_ CD. In
jedem. Punkte einer
Geraden ist zu ihr
nur eine Normale
moglich; warum ?

Man hiite sich,
den Begriff nnormal“
(oder senkreclit) mit
dem Begriffe „vertikal
oder lotrecht“ zu verwechseln. Die vertikale Richtung wird durch einen Faden
angegeben, welcher an dem einen Ende befestigt und durch einen am anderen Ende
frei hangenden Korper gespannt ist. Beispiele fiir normale und fiir vertikale Gerade.

A B

A
Fig. 16. Fig. 17.

Bilden zwei sich scbneideude Gerade spitze und stumpfe Winkel,
so sagt man, sie haben eine schiefe Lage gegeneinander, sie durch¬
schneiden sich schiefwinldig; z. B. EF und GH, Fig. 17.

§ 21. Das VVinkelmafi. Bei der Bestimmung des Winkelmades geht
man vom rechten Winkel aus; man denkt sich denselben in 90 gleiche
Teile geteilt und nennt einen solchen Tei! einen Winkelgrad
oder einfach Grad (°). Der 60. Teil eines Winkelgrades heiflt eine
Winkelminute oder einfach Minute ('), der 60. Teil einer Winkel-
minute heidt eine Winkelsekunde oder einfach Sekunde (").

Der rechte Winkel hat demnach 90 Grade, der gestreckte hat
180 Grade und der volle 360 Grade.

Ubungsaufgaben. Driicke in Graden, Minuten und Sekunden aus:

17. Unter den folgenden Winkeln die spitzen, die stumpfen und die erhabenen
anzugeben: 135°, 75°, 210°, 36°, 324°, 160°, 270°, 100°.
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18. Gegeben sind drei Winkel x, y, z im Gradmafie u. zw. x > y > z;
man berechne die folgenden Ausdriicke: x J- 2/, x -j- z, y -f- z, x — y, x — z,
'J 7*/ %G | ■ 'j — 21*

Z. B. X = 78° 5' 54", y = 56“ 41' 19", s = 45“ 12' 47".
19. Das 2-, 3-, 4-, 5-fache eines gegebenen Winkels zu berechnen; z. B. von

22° 36' 48".
20. Die Halfte, den dritten, vierten und funften Teil eines gegebenen

\Vinkels zu bereobnen; z. B. von 44° 15'.
21. Wie viele Grade baben folgende Winkel:

2 3 3 3 1 „
jR, jR, -jR, 1TR, 2jRI

22. Einen gegebenen Winkel dureb einen zweiten gegebenen Winkel zu messen;
z. B. a) 54° : 12°, b) 180° : 22° 30', c) 142° : 9° 28'.

23. Wie oft entbalt ein voller Winkel a) 12°, b) 18°, c) 25°, d) 45° ?
24. Man bereebne den Winkel, welcben a) der Stundenzeiger, b) der Minuten-

zeiger einer Ubr in einer gegebenen Zeit besebreibt, z. B. in 4 Stunden und
15 Minuten.

§ 22. Der Zentrivvinkel und der zugehdrige Bogen. Ein Winkel,
dessen Sckeitel zugleicli Mittelpunkt eines Kreises ist, heifit ein Zentri-
w i n k e 1 (AMB, Fig. 18). Der in der Winkelflache liegende Bogen wird

der zumWinkel gehorige
Bogen genannt.

Zwei gleicheWinkel kann
man so anfeinander legen, dali
sie sich ganz decken; wenn

V/" dies geschiekt, so decken sich
auch die mit gleichen Halb-
messern besckriebenen zuge-

horigen Bogen, d. h. in demselben Kreise oder in gleichen
Kreisen gehbren zu gleichen Zentriwinkeln gleiche
Bogen. Umgekehrt: Zu gleichen Bogen gehoren in dem¬
selben Kreise oder in gleichen Kreisen gleiche Zentri-
\vinkel.

Mittels des letzten Satzes kann man das tlbertragen und Teilen
von Winkeln auf das Cbertrageri und Teilen von Bogen zuruckfuhren.

Aufgabe. Einen gegebenen Winkel zu iibertragen, d. h. einen
Winkel zu konstruieren, der dem gegebenen gleich ist. — Wenn AMB
(Fig. 18) der gegebeneWinkel und NC ein Schenkel des zukonstruierenden
Winkels ist, so beschreibe man aus den Scheiteln M und N mit dem¬
selben Halbmesser die Bogen AB und CD, denke sich die Sehne AB
gezogen und in die Lage CD iibertragen. Begriindung?

Weil sowohl die Kreisperipherie als auch der volle Winkel in 360
Grade geteilt wird, so folgt weiter: Jeder Winkel hat ebensoviel
Grade wie der zugehdrige Bogen, oder genauer: Jeder Winkel hat
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ebensoviel Winkelgrade wie der zugeborige Bogen Bogengrade. Diese
Beziebung wird aucb in folgender Weise ausgedriickt: Der Winkel
bat den zugehbrigen Bogen zum Mafie.

Unter einem Transporteur verstebt man einen Halbkreis aus
Karton, Messing u. dgl., anf welchem eine Einteilung in Grade an-
gebraebt ist. (In der Figur 19 betragt der kleinste Teil des Halbkreises
5 Grade.) Der Transporteur
dient zum Messen und Cber- g0
tragen von gegebenen Win-
keln und zum Zeichnen von
Winkeln, welcbe eine ge-
gebene Anzalil von Graden
baben.

tJbungsaufgaben. 1.Einen
gegebenen Winkel mit Hilfe des
Transporteurs zu messen.

2. Einen im Grradma(Je ge¬
gebenenWinkel zu zeichnen, z.B.
54°, 72°, 130°, 215°.

ISO

Fig. 19.

3. Einen gegebenen Winkel mit Hilfe des Transporteurs zu iibertragen.
4. Man zeichne drei Winkel, welche zusammen einen gestreckten Winkel

ausmachen, und messe dieselben 1 Wie groC soli die Summe der drei MaOzahlen sein?
§ 23. Operationen mit Winkeln. Ist (Fig. 20) A OB= * und BOC— y,

so ist AOC die Summe derWinkela; und y, also AOC— x y. Ist
ferner DBF = x und ESF — y, so ist DSE die Differenz der
Winkel x und y, also DSE= x — y. Wie erhalt man ein V i e 1 f a c h e s
eines gegebenen Winkels ?

Ist ein gegebener Winkel in eine gegebene Anzalil gleicber Teile
zu zerlegen, so teile man einen zugebbrigen Bogen in die vorgeschriebene
Anzabl gleicber Teile und verbinde die Teilungspunkte mit dem
Scheitel. — H albi er e n eines Winkels, Halbierungslinie.

Ubungsaufgaben. 1. Gegeben sind drei Winkel x , y, z u. zw. sei
x > y z\ man konstruiere die folgenden Ausdriicke:

X 4- y, X + z, y + 2, x — y, x — z, y — 2 , x + y + z.
2. Das 2-, 3-, 4-, 5-fache eines gegebenen Winkels zn konstruieren.
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3. Einen gegebenen tVinkel durch Versuche mit dem Zirkel oder nach dem
Augenmafie in 2, 3, 4, 5, 6 gleicke Teile zn teilen.

4. Einen rechten Winkel nach dem Augenmafie (durch Halbieren des ge-
streckten) zu zeichnen.

5. Folgende Winkel zu zeichnen:
2 3 3 3
g iž, ^ R, 2 1 5 R-

6. Man zeichne eine Windrose und gebe zu folgenden Richtungen die
Normalen an:

NO, SSW, ONO.
7. Man bestimme die Winkel zwischen folgenden Richtungen der Windrose:

NO und SO, ONO und OSO, WSW und O, ONO und WNW.
§ 24. Nebenvvinkel. Wenn man einen Schenkel eines gegebenen

Winkels liber den Scheitel hinaus verlangert, so entstebt ein Neben-
winkel; so ist FSG (Fig. 17) ein Nebenwinkel von ESG und um-
gekehrt. Nebenvvinkel sind also zwei Winkel, welche einen Schenkel
gemeinsam baben, vvahrend die beiden anderen Schenkel eine Gerade
bilden.

Die S u mm e zw e i e r Nebenvvinkel ist ein gestreckter
Winkel oder g 1 e i c h 2 R. Von zwei ungleichen Nebenwinkeln ist der
eine spitz, der andere stumpf (Fig. 17). Sind zwei Nebemvinkel gleich, so
ist jeder ein Rechter (Fig. 16).

§ 25. Scheitelvvinkel. Wenn man beide Schenkel eines Winkels
iiber den Scheitel hinaus verlangert, so bilden die Verlangerungen den
Scheitel w in k el des gegebenen; so ist FSH (Fig. 17) der Scheitel-
winkel von ESG und umgekehrt. Scheitehvinkel sind also z\vei Winkel,
bei denen die Schenkel des einen Winkels die Verlangerungen der
Schenkel des anderen sind.

Scheitelwinkel sind einander gleich, weil sie durch eine
und dieselbe Drehung entstehen. Denn wenn eine unbegrenzte Gerade
sich um einen ihrer Punkte dreht, so bescbreibt sie ein Paar Scheitel-
winkel, z. B. EF (Fig. 17) durch Rechtsdrehung das Paar ESG, FSH.,
durch Linksdrehung das Paar ESH, FSG.

§ 26. Komplementare und supplementare Winkel. Zwei Winkel,
deren Summe 90 0 betragt, heifien komplementare Winkel und jeder
von ihnen wird das Komplement des anderen genannt.

ZweiWinkel, deren Summe 180° betragt, heiben supplementare
Winkel und jeder von ihnen wird das Supplement des anderen
genannt.

GleicheWinkel haben gleich e Komplemente und gleiche Supplemente
und umgekehrt.

Ubungsaufgaben. Von einem gegebenen Winkel a) das Komplement,
b) das Supplement zu berechnen, z. B. von 60°, 44° 19', 71° 32' 13".
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Die Parallelen.

§ 27. Erklarungen. Zwei Gerade in derselben Ebene, welche be-
liebig verlangert sicb nicbt scbneiden, beifien parallel. Sind AB und
CD (Fig. 21) parallel, so scbreibt man AB |j CD (spr. AB parallel
zu CD). Zwei parallele Gerade haben gleicbe oder entgegengesetzte
Riclitnngen; so sind die
Iiicbtungen AB nnd CD JI #
gleicb, hiugegen die Ricb-
tungen CD und EF ent- ^ ^
gegengesetzt. " *

Zwei Gerade in der- __
selben Ebene,welcbenicht F E
parallel sind, treffen bin- Fig. 21.
reichend verlangert in
einem Punkte zusammen, wie NJi und PQ, Fig. 22. Solcbe Gerade
konvergieren gegen ibren Sclmittpunkt, und sie divergieren nacb
der anderen Seite bin.

Man suche Beispiele fur zwei parallele und zwei sieli ■ sehneidende Gerade an
den Begrenzungslinien einer Schultafel, einer Wand u. s. w.!

§ 28. Grundeigenschaften der Parallelen. Aus unserer Vorstellung
von den Parallelen ergibt sicli die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Durck einen gegebenen Punkt kann man zu einer ge-
gebenen Geraden eine einzige Parallele zieben (1. Grund-
satz von den Parallelen).

Durcb den Punkt A (Fig. 23) kann man nur eine Gerade ziehen,
vrelclie zur Geraden BC parallel ist, namlich DE ; jede andere durcb
den Punkt A gehende Gerade, z. B. FG, ist zu BC nicbt parallel.
Daraus folgt:

24), so ist auch JU || KL ; denn ware JJJ niclit parallel zu KL, so
mlifiten diese Geraden liinreichend verlangert in einem Punkte S zu-
sammentreffen und es gingen durcb diesen Punkt zwei Parallele zur
Geraden MN, was nicbt moglicb ist.



so mufi sie auch die andere schneiden.' Wenn DE || BC
(Fig. 23) ist und FG die Gerade DE sclmeidet, so mufi FG auch BC
schneiden; soust gingen durcli den Schnittpunkt A zwei Parallele zur
Geraden BC, was nicht moglich ist.

§ 29. Gegenvvinkel, Wechselwinkei, Anwinkel. Eiue Gerade, welche
zwei oder mehrere andere Gerade schneidet, wird eine Transversale
derselben genannt. Durch zwei Gerade und eine Transversale (Fig. 25
oder 26) werden aclit Winkel gebildet, von denen die zvvischen den
geschnittenen Geraden liegenden (p, q, r, s) die inneren heifien,
rvahrend die anderen (m, n, v, u) die aufieren genannt werden.

Ein aufierer und ein innerer Winkel an verscbiedenen Sclieiteln
und auf derselben Seite der Transversale heifien G eg e n w i n k e 1; z. B.
m und r, n und s, p und u, q und v.

Zwei innere oder zvvoi iiufiere Winkel an verschiedenen Sclieiteln
und auf entgegengesetzten Seiten der Transversale heifien Wechsel-
winkel; z. B. m und u; n und v, p und r, q und s.

Zwei innere oder zwei aufiere Winkel auf derselben Seite der
Transversale heifien An w in k el; z. B. m und v, n und u, p und s, q
und r.

Ubungen im Bestimmen von Gegen-, Wechsel- und Anwinkeln.
§ 30. Parallelen-Theorie. Die Winkel zwischen zwei sich

schneidenden Geraden andern sich nicht, wenn die eine
Gerade parallel zu ihrer ursprltnglichen Lage fortschrei-
tet (2. Grundsatz von den Parallelen).

Gelangt AB (Fig. 26) durch Parallel-Verschiebung in die Lage CD,
so ist m = r, n = s, p = u, q = v, d. h. je zwei Gegenrvinkel
sind gleich. Die Gegenwinkel sind jedoch ungleich, wenn die Ge¬
raden AB und CD nicht parallel sind (Fig. 25).

E

C

Fig. 25. Fig. 26.
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Bei der in Fig. 26 angedeuteten Parallel-Verschiebung kommt <$. m
an die Stelle des <£>, wird also Scheitelwinkel von m; daher ist m
— u. Ebenso ist n = v, p = r, q — s, d. h. je zwei VVechsel-
winkel sind gleich. In Fig. 25 gelten diese Gleicliungen nicht.

Bei der Parallel-Verschiebung von AB in die Lage CD (Fig. 26)
werden ferner die Winkel m und v zu Nebenwinkeln, daher ist m -j- u
= 2 B] ebenso ist n -f- u — 2R, p -j- s = 2R, q -f- r — 2R, d. h.
je zwei Amvinkel sind supplementar. Dies findet nicht statt, wenn AB
und CD nicht parallel sind (Fig. 25).

Hieraus folgt:
ajParallele Ge ra de bilden mit jeder Trans v er šale

gleich e Gegenwinkel, gleich e Wechselwinkel und supple¬
mentar e Anwinkel.

b) Bilden zweiGerade mit einer Transversale gleiche
Gegenwinkel oder gleiche Wechselwinkel oder supple-
mentare Anwinkel, so sind sie parallel.

Aufgaben. 1. Durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen
Geraden die Parallele zu konstruieren. — Man ziehe durch den gege¬
benen Punkt A (Fig. 27) eine die gegebene Gerade BC schneidende
Gerade AD und mache <£ EAD — BDA ; dann ist AE || BC. Wie
konstruiert man die Parallele mit Hilfe der Gegenwinkel?

Zur mechanisclien Konstruktion von Parallelen dienen die „Dreiecke“.

2. Man konstruiere zwei sich schneidende Gerade, welche zu den
Schenkeln eines gegebenen Winkels parallel sind, und gebe an, welche
Beziehungen zwiscken den vier dadurch entstehenden Winkeln und dem
gegebenen stattfinden (P ar ali el vri n k el).

IJbungsaufgabe. Aus einem der Winkel in Fig. 20 die iibrigen v.u
berechnen, z. B. a) m = 75°, b ) n = 114° 17' 38".

n f

C £
Fig. 28.

§ 31. Eigenschaften der Normalen. Durch Amvendung der Parallelen-
Theorie auf die Normalen ergeben sich die folgenden zwei Satze:

a) Alle Normalen einer Geraden sind zueinander
parallel. Wenn CD ± AB und EF _L AB (Fig. 28), so sind die

Hočevar, Geometrie fiir Untergymnasien, 6. Aufl.

£

.7?

/ X
I N
/

E

C
J)

Fig. 27.

2
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Gegenwinkel ACD und CEF gleich (warum?). Daber sind die Geraden
CD und EF parallel.

b) Ist von zwei parallelen Geraden die eine zu einer
dritten normal, so ist es aueli die andere. Denn verschiebt
man eine Normale CD der Geraden AB in eine parallele Lage EF, so
ist nacli dem zweiten Grundsatze von den Parallelen auch EF X AB.

Das Dreieck.
§ 32. Erklarungen. Wenn man drei Punkte, welche nicht in einer

Geraden liegen, durcli Strecken verbindet, so entsteht eine ebene Figur,
welehe Dreieck genannt wird (ABC, Fig. 29). Die begrenzenden
Geraden AB, AC, BC heillen die Seiten, die Punkte A, B, C die

E c k e n oder Eckpunkte des Dreieckes;
je zwei Seiten bilden einen Winkel des
Dreieckes. Alle Seiten zusammen bilden
den Umfang und die Grobe der von
ihnen begrenzten Flache heidt der Fla-
cheninhalt des Dreieckes.

Jeder Seite des Dreieckes liegt ein
Winkel gegeniiber und jedem Winkel eine
Seite (Gegenstlicke), wie AB und

C. Man bezeicknet haufig die Seiten
des Dreieckes ABC mit den Bucbstaben a, b, c, so dali den Gegen-
stiicken gleiche Buchstaben entsprechen. An jeder Seite des Dreieckes
liegen zwei Winkel, welcbe in Bezug auf erstere die anliegenden
Winkel lieiden; so liegen an der Seite AB oder c die Winkel A und B.
Jeder Winkel des Dreieckes Avird von zwei Seiten gebildet und heidt
in Bezug auf dieselben der eingeschlossene Winkel, wahrend
diese die einsckliedenden Seiten genannt werden; so ist A der
von den Seiten b und c eingeschlossene Winkel.

Irgend eine Seite des Dreieckes, meist die horizontal gezogene, wird
als Grundlinie oderBasis desselben und die der Grundlinie gegen-
tiberliegende Ecke alsSpitze des Dreieckes bezeiclmet. Die Normale,
welche von der Spitze zur Grundlinie (bis zu derselben oder deren Ver-
langerung) gezogen wird, heidt H oh e des Dreieckes; so ist in Bezug
aufAB als Grundlinie C die Spitze und CD die Hohe des Dreieckes ABC.

Verlangert man eine Dreiecksseite, so bildet die Verlangerung mit
der anstodenden Dreiecksseite einen Audenwinkel, wie z. B. d, e, f
in Fig. 32. Im Gegensatze dazu heiden die Winkel des Dreieckes auch
Innenwinkel. Jeder Audemvinkel ist ein Nebenwinkel zum an¬
liegenden Innenwinkel.

C
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§ 33. Beziehungen zwischen den Seiten. a) Aus dem Grundsatze,
daB die Gerade der ktirzeste Weg zwisclien zwei Punkten ist, folgt,
daB jede Seite des Dreieckes, selbst die groBte, kleiner ist als die
Summe der beiden anderen Seiten; z. B. c < a -j- b (Fig. 29).

Jede Dreiecksseite ist also kleiner als die Summe
der beiden anderen.

b) Ist im Dreiecke ABC (Fig. 29) weder
a nocb b grofier als c, so ist sicher c > b— a.
Dreht man ferner a um den Punkt B naeh
links und b um den Punkt A nacli recbts ^
so lange, bis diese zwei Seiten in die dritte
fallen (Fig. 30), so erkennt man unmittelbar,
daB a > c — b und b > c — a ist. Jede Dreiecksseite ist
also grofier als die Differenz der beiden anderen.

Ubungs aufgaben. 1. Gegeben sind die drei Seiten eines Dreieckes; den
Umfang zu bereeknen. a = 8'7 cm, b — 6'5 cm, c = 4'8 cm.

2. Gegeben sind der Umfang und zwei Seiten eines Dreieckes; die dritte
Seite zu berechnen. u = 38'0 cm, a = 15'6 cm, b = 10'4 cm.

3. Aus zwei gegebenen Seiten eines Dreieckes die Werte zu bereeknen,
zwiscken denen die dritte liegen mufi. a) a = 16 cm, b = 9 cm, b) a = b = 1 m.

§ 34. Beziehungen zwischen den VVinkeln. a) Verlangert man die
Seite AB des Dreieckes ABC (Fig. 31) ilber den Eckpunkt B hinaus
und ziebt BE\\ AC, so kann man nacheinander die Seiten AB und BC
als Transversalen der Parallelen AC und BE betracbten; es ist also

<4; DBE = BAC = m, <£ BBC = ACB = p.
Bezeicbnet man noch ABC mit n und beacbtet, daB die am

Scbeitel B liegenden Winkel m, n, p einen gestreekten Winkel bilden,
so folgt:

m -J- n -)- p =■ 2 R, d. h.
Die Summe derWinkel eines Dreieckes betragt zwei

Rechte oder 180°.
b) Aus der Figur 31 ersieht man, dass <£ CBD — m -f- p ist.
Jeder AuBenwinkel eines Dreieckes ist gleicli der

Summe der beiden ibm nicht anliegenden Innenwinkel.
Daraus folgt, daB der AuBenndnkel
grofier ist als jeder einzelne ibm ^ g
niclit anliegende Innenwinkel. /

c) Durcb Verlangerung aller
Seiten eines Dreieckes (Fig. 32) in
gleicbem Sinne erhalt man die drei

JiAufienwinkel desselben. Diese bilden
mit den Innenwinkeln drei Paare Fig. 31.

2*
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Fig. 32.

von Nebenwinkeln oder 6 R- davon entfallen
auf die Innenwinkel 2 R, somit ist d i e
S u m m e d e r A u B e nw i n k e 1 einesDrei-
eckes gleich vi er Rechten:

d + e +/ = 422.
Ubungsaufgaben. 1. Aus einem Winkel

eines Dreieckes die Snmme der beiden anderen zu
berechnen: a) m = 90°, 6) n = 124°, c) p = 73° 15',
d) m = 61° 61' 25".

2. Aus zvvei Winkeln eines Dreieckes den dritten zu berechnen: a) m =
78° 18' 11", n = 63° 17' 37", b) m = n = 62° 15'.

3. Aus zwei AuCenwinkeln die Innenwinkel zu berechnen: a) d = 120°,
e = 135° (Fig. 32), b) e = 133° 48', / = 136° 12'.

§ 35. Einteilung der Dreiecke nach den Seiten. Mit Riicksicht auf
die Seiten unterscheidet man ungleicliseitige, gdeichsckenklige und gleich-
seitige Dreiecke. Ein Dreieck heifit ungleichseitig, wenn je zwei
Seiten desselben ungleicli sind (ABC, Fig. 29); gleickschenklig,
wenn zwei Seiten desselben gleich sind (D(EF, Fig. 33); gleich-

p s e i t i g, wenn a 11 e
^ Seiten einander gleich

sind (HJK, Fig. 34).
Beim gleichschenkli-
gen Dreiecke nennt
man die zwei gleichen
Seiten (Dl, FF)

E Schenkel und nimmt
die dritte Seite (DE) in
der Regel als Grund-

linie an. Was hat man dann unter der Ho h e und der Spitze des
gleichschenkligen Dreieckes zu verstehen?

Aufgaben. 1. Ober einer gegebenen Strecke als Grundlinie ein
gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren (§ 16, Aufg. 1).

Z. B. DE — 3 cm, DF = EF — 4 cm.
2. Ober einer gegegenen Strecke (4 cm) ein gleichseitiges Dreieck

zu konstruieren.
§ 36. Einteilung der Dreiecke nach den VVinkeln. Aus dem Satze

iiber die Winkelsumme eines Dreieckes folgt, dali jedes Dreieck wenig-
stens zwei spitze Winkel hat; der dritte Winkel ist entweder auch ein
spitzer oder ein rechter oder ein stumpfer Winkel. Das Dreieck heifit
dann beziiglich spitzwinklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig.

Ein Dreieck heifit rechtwinklig, wenn es einen rechten Winkel
hat (ABC, Fig. 35). Die den rechten Winkel (B) einschliellenden Seiten
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Fig. 35. Fig. 36.

(AB, BC ) heifien Kat h e ten; die dem reeliten Winkel gegeniiber-
liegende Seite (AC) wird die Hvp o temi s e des Dreieckes genannt.
Unter der H o li e eines rechtwinkligen Dreieckes verstelit man in der
Kegel jene, welcher die Hypotenuse als Grundlinie entspricht. — Wie
grofi ist die Summe der Winkel an der Hypotenuse?

Ein Dreieck, wel-
ches keinen recbten
Winkel entlialt, heifit
sckiefwinklig, und
zwar spitzwinklig,
wenn es lauter spitze
Winkel,stumpfwink- J
lig, wenn es einen
stumpfen Winkel hat.
Welclie Lage hat die iTiilie des stumpfwinkligen Dreieckes ABC (Fig. 36)
in Bezug auf die Grundlinie AB oder BC?

Wenn in einem Dreiecke ein Winkel gleicli ist der Summe der
beiden anderen, so ist es rechtwinklig; warum?

Aufgaben. 1. Ein gleickschenkliges rechtwinkliges Dreieck zu
zeichnen.

2. Ein gleickschenkliges stumpfwinkliges Dreieck zu konstruieren.
Ubungsaufgaben. 1. Aus dem Umfange (u = 124 cm) und der Grund¬

linie (g = 54 cm) eines gleichschenkligen Dreieckes einen Sclienkel zu berechnen.
2. Wie grofi ist die Grundlinie eines gleichschenkligen Dreieckes, dessen

Umfang 78 an und dessen Schenkel 29 cm betragt?
3. Gegeben ist ein spitzer Winkel eines rechtwinkligen Dreieckes; man

berechne den anderen spitzen Winkel und die Aufienwinkel an der Hypotenuse!
a) 36°, 6) 19° 9' 30".

4. Im Dreiecke A B C sei <J A — 74°, <£ B = 57°, ferner CD _[_ AB; wie
grofi ist jeder der Winkel ACD und BCD ?

5. Im Dreiecke A B C sei <£ A = 90°, <£ B = 47° 18', ferner A D J_ B C;
wie grofi ist jeder der Winkel BAD und CA D?

§ 37. Beziehungen zvvischen den Gegenstiicken. a) Denkt man
sich das gleichschenklige Dreieck ABC (Fig. 37) aufgehoben, umgewendet
und so gelegt, dafi der Winkel C wieder seinen frliheren Platz einnimmt,
so vertauschen die Sclienkel CA und CB ihre Platze, und es fallt AB
auf BA}:); warum? Daraus ersieht man, dass A = B ist, und
erhalt also den Satz:

In jedem Dreiecke liegen gleichen Seite n gleiche
Winkel gegeniiber.

*) Beniitze dabei ein Modeli, d. i. in diesem Falle eine aus Karton aus-
gesehnittene Figur, welche abzuzeichnen und dann umzuwenden ist.
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Im gleichschenkligen Dreiecke sincl also die Winkel an der Grund-
linie einander gleicli; daraus folgt auch, dafi sie spitze Winkel sein
miissen. Im gleichseitigen Dreiecke sind alle Winkel gleich; wie grofi ist

jeder? Wie grofi ist ein
Winkel an der Hypote-
nuse eines reehtwinkli-
gen gleiclisckenkligen
Dreieckes ?

b) Denkt man
sicli das Dreieck ABC
(Fig. 38), wo BC>AC
ist, umgewendet und
so gelegt, dafi der
Winkel C wieder an

seine friikere Stelle tritt, so siekt man, dafi der Winkel m Aufien-
vrinkel des Dreieckes (A)BD wird, also m^>n ist. Modeli!

In jedem Dreiecke liegen also ungleichen Seiten un-
gleiche Winkel gegenliber und zwar der grdfieren Seite
der grofiere Winkel.

Die beiden angeflikrten Satze liber die Beziebungen zwiscben den
Gegenstticken des Dreieckes lassen folgende Umkebrungen zu:

c) In jedem Dreiecke liegen gleicben Winkeln gleicbe
Seiten gegenuber; denn waren die Seiten ungleicb, so konnten
ibnen nicbt gleicbe Winkel gegeniiberliegen. Man zeige die Ricbtigkeit
dieses Satzes auch dureb Umivenden des Dreieckes.

d) In jedem Dreiecke liegen ungleichen Winkeln un-
gleiche Seiten gegenuber und zwar dem grbfieren Winkel
die grofiere Seite.

Folgesatze. Im recbtwinkligen Dreiecke ist die Hypotenuse die
grofite Seite. Im gtumpfwinkligen Dreiecke liegt dem stumpfen Winkel
die grofite Seite gegentiber.

§ 38. Aufgaben. 1. Einen Winkel von 60 0 zu konstruieren. — Die
Auflosnng folgt aus der Konstruktion des gleichseitigen Dreieckes (Fig. 39).

2. Einen Winkel von 120 0 zu konstruieren.
— Man konstruiere den Nebemvinkel eines Winkels
von 60 °.

3. Einen gestreekten _Winkel in drei gleicbe
Teile zu teilen.

4. Einen rechten Winkel zu konstruieren
(1. Art). — Man konstruiere ein gleichseitiges
Dreieck ABC (Fig. 40), verlangere die Seite BC

C

B

C

Fig. 39.
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«m ikre eigene Lange, 77 — 77, und verbinde J.
mit 7. Dann ist <L x = 60 Aufienwinkel x = 2 z,
also 2 = 30 0 und BAB — x + 2 = 90°.

5. In einem Endpunkte einer Geraden auf diese
die Normale zn errichten (1. Art). — Diese Aufgabe . /
ist mit der vorliergehenden gleichbedeutend.

tlbungsaufgaben. 1. Gegeben sei ein Winkel a) an
der Grundlinie (z. B. 34° 18'), V) an der Spitze eines gleich-
schenkligen Dreieckes (z. B. 90°); man berechne die ubrigen!

2. Ans‘ dem gegebenen Aufienwinkel a) an der Grund¬
linie (z. B. 100°), b) an der Spitze eines gleiehschenkligen B
Dreieckes (z. B. 106°) die ubrigen Aufienwinkel und die Innen- Fig. 40.
winkel zu berechnen.

3. Im Dreiecke A B C sei A C = B C' und <£ C = 38° 28', ferner A D J_ B C
wie grofi ist jeder der Winkel BAD und C ADI

M
ti
ji

§ 39. Abstand eines Punktes von einer Geraden. Von einem Punkte A
aufierhalb einer Geraden MN (Lig. 41) lassen sicli zu dieser unzalilig
viele Strecken ziehen; unter diese n gibt es eine einzige,
welcbe zur Geraden MN normal steht. Denn ist AB _L MN
und AC irgend eine andere Verbindungsstrecke, so ist in dem Drei¬
ecke ABC der Winkel ABC ein recliter und der Winkel ACB ein
spitzer. Also ist AB <7 AC (§ 37, d).

Unter allen Strecken zwischen einem Punkte und
einer Geraden ist die Normale die kttrzeste; sie lieillt dalier
der Abstand des Punktes von der Geraden.

§ 40. Konstruktion der Tangente des Kreises. Errichtet man im
Endpunkte A des Ilalbmessers MA eines Kreises (Fig. 42) die Nor¬
male TU, so ist MA die kiirzeste Verbindungsstrecke des MittelpunktesM
mit der Geraden TU) dalier liegt mit Ausnahme des Punktes A jeder
andere Punkt der Geraden TU aufierhalb des Kreises. Die Gerade TU
bat also, wie weit sie auck verlangert werden mag, mit dem Kreise
nur e i n e n Punkt gemein, sie ist also eine Tangente des Kreises.

Die Normale im Endpunkte des Halbmessers ist Tan¬
gente des Kreises.
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§ 41. Der VVinkel im Halbkreise. Ein Winkel heifit Winkel im
Halbkreise, wenn sein Sckeitel auf dem Umfange eines Kreises
liegt and seine Schenkel durcli die Endpunkte eines Durchmessers
geken, z. B. BAC, Fig. 43.

Zieht man den Radius MA, so entstelien zwei gleiclischenklige
Dreiecke AMB und AMC, in denen die mit gleichen Buchstaben be-
zeiclmeten Winkel gleich sind. Man entnimmt nnn aus der Figur, daB
der Winkel BAC gleicli ist der Summe der beiden anderen Winkel des
Dreieckes ABC, daker gleick einem reckten; d. k.:

Der Winkel im Halbkreise ist ein reckter.
Folgesatz. Der Durckmesser ist die grdflte Sekne im Kreise

(§ 37, d).
Aufgaben. 1. Einen reckten Winkel zu konstruieren (2. Art).

— Man konstruiere einen Winkel im Halbkreise.

Fig. 43. Fig. 44.

2. In einem Endpunkte einer Geraden auf diese die Normale zu
erriekten (2. Art). — Ist AB (Fig. 44) die gegebene Gerade und A der
Endpunkt, so wakle man einen Punkt M so, daB der mit MA als
Halbmesser um M als Mittelpunkt besckriebene Kreis die gegebene
Gerade nock einmal, etwa in B, sckneidet. Zielit man dann den Durck¬
messer BC, so ist AC die verlangte Normale.

Die Streekensyinmetrale.
§ 42. Erklarung, Eigenschaften der Symmetrale. Haben zwei

Punkte A und B gegen eine Gerade PQ (Fig. 45) eine solche Lage,
daB die Strecke AB von der Geraden PQ halbiert wird und zu der-
selben normal ist, so sagt man, die Punkte A und Rliegen syra¬
ni etri s eh in Bezug auf die Gerade PQ. und diese Gerade wird die
Symmetrale der Strecke AB genannt. Dadurck soli ausgedriickt
werden, daB die Punkte A und B aufeinander fallen, wenn die eine
der beiden durck PQ begrenzten Halbebenen um PQ als Ackse um-
gelegt wird.
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a) Jeder Punkt d e r S y m m e t r a ] e li a t v o n d e n E n d-
punkten der Strecke gleicke Abstande. Denn ist C ein be-
liebiger Punkt der Geraden PQ, so kann man das Dreieck AMC durch
Drehung um PQ mit dem Dreiecke BMC
zur Deckung- bringen, daber ist AC—BC.
(Beniitze dabei ein Modeli!)

b) Jeder auberhalb der S y m-
metrale liegende Punkt h at von
den Endpunkten der Strecke un-
gleicbe Abstande; er liegt jenem j k-—-'-^B
Endpunkte naber, welcher sicb
mit ihm auf derselben Seite
der Symmetrale befindet. Denn
ist D ein beliebiger Punkt, welcher mit
A auf derselben Seite von PQ liegt, und C der Scbnittpunkt der
Geraden BD und PQ, so hat man

BD — BC + CD = AC -f- CD > AD.
Umkehrungen: c) Jeder Punkt, welcher von den End¬

punkten einer Strecke gleicb weit entfernt ist, liegt in
der Symmetrale dieser Strecke.

d) Jeder Punkt, der von den Endpunkten einer
Strecke ungleiche Abstande hat, liegt auberbalb ihrer
Symmetrale.

§ 43. Aufgaben. 1. Die Symmetrale einer gegebenen Strecke zu
konstruieren. — Es gentlgt, zwei Punkte der Synnnetrale zu buden;
warum? Man beschreibe daber aus den Endpunkten A, B der gegebenen
Strecke (Fig. 46) mit gleichem Halbmesser zwei Bogen, welcbe sicb
scbneiden; dami ist

xt

A\
i M

Mi-
l

dieVerbindungslinie
der Schnittpunkte C
und D die gesucbte
Symmetrale (§ 16,1).

2. Eine ge-
gebene Strecke zu
balbieren. — S. Auf-
gabe 1.

3. Einen Punkt
zu konstruieren, der
zu einem gegebenen Punkte in Bezug auf eine gegebene Gerade sym-
metrisch liegt. — Weil der zu suehende Punkt B von irgend einem
Punkte P der gegebenen Geraden PQ (Fig. 47) denselben Abstand

D

Fig. 46.
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haben mufi wie der gegebene Punkt A, so liegt B iu dem Kreisbogen,
der aus P mit dem Halbmesser PA beschrieben wird; ebenso liegt B
in dem Bogen, der aus irgend einem auderen Punkte Q der Symmetrale
mit dem Halbmesser QA beschrieben wird. Also ist B der Schnitt-
punkt beider Bogen.

4. In einem gegebenen Punkte einer gegebenen Geraden die Normale
auf diese zu errickten. — Ist MN die gegebene Gerade (Fig. 48) und
A der gegebene Punkt, so schneide man von A nacli beideu Seiten
gleiche Strecken ab, AB = AC, und konstruiere die Symmetrale der
Strecke BC. Weil der Punkt A dieser Symmetrale schon gegeben ist,
so braucht man nur noch einen Punkt D derselben zu konstruieren,
BD — CD ; dann ist AD J_ MN.

M

Jl-

X
\

Fig. 49.

C -X

5. Die Normale von einem gegebenen Punkte zu emer gegebenen
Geraden zu konstruieren. — Ist MN die gegebene Gerade (Fig. 49)
und A der gegebene Punkt, so besckreibe man aus A einen Bogen, der
MN in B und C schneidet, und konstruiere die Symmetrale AD der Strecke
BCj dann ist AD J_ MN. Oder man konstruiere den Punkt B (Fig. 47),
welcher mit dem gegebenen Punkte A in Bezug auf die gegebene Ge¬
rade PQ symmetrisck liegt; dann ist AB _L PQ.

Ubungsaufgabe. Uber einer ge¬
gebenen Strecke als Durchmesser einen
Kreia zu konstruieren.

§ 44. Der einem Dreiecke um-
geschriebene Kreis. Man konstruiere
im Dreiecke ABC (Fig. 50) die
Symmetralen DE und FO zweier
Seiten AB und BC. Der Schnitt-
punkt O derselben bat, weil er auf
jDE liegt, von A und B und, weil er
auf FG liegt, von B und C gleiche
Abstande. Er ist also auch von A
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mul C gleicb weit entfernt und liegt somit in der Symmetrale HJ der
dritten Seite AC; d. h.:

Die drei Seitensymmetralen eines Dreieckes scbnei-
den einander in demselben Punkte, ,der von den drei
Ecken gleicbe Abstande h at. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt
eines Kreises, welcber durch die drei Ecken des gegebenen Dreieckes
geht und der umgeschriebene Kreis desselben heilit,

Aufgabe. Einem gegebenen Dreiecke einen Kreis umzuschreiben
u. zw. a) einem spitzwinkligen, h) einem rechtwinkligen, c) einem stumpf-
winkligen Dreiecke.

§ 45. Erklarung, Eigenschaften der Symmetrale. Die Halbierungs-
iinie eines Winkels wird auch Symmetrale desselben genannt. Da-
durcb soli ausgedriickt werden, dali die Scbenkel SA und SB des
Winkels ASB (Fig. 51) aufeinander fallen, wenn man den Winkel ASC
um die Halbierungslinie SC als Acbse umlegt.

a) Jeder Punkt der Symmetrale eines Winkels bat
von den Schenkeln desselben gleicbe Abstande. Denn ist
(Fig. 51) <£ ASC = BSC, CA _L SA und CB J_ SB, so kanu man die
genannten Winkel durch Drehung um die Gerade SC zur Deckung
bringen. Es fallen dann nicbt nur die Scbenkel SA und SB zusammen,
sondern es decken sicb auch die Normalen GA und CB, weil von
einem Punkte zu einer Geraden eine einzige Normale moglich ist
(§ 39). Es ist also CA = CB. (Benutze dabei ein Modeli!)

b) Jeder Punkt, vvelcher aufierhalb der Symmetrale
des Winkels liegt, hat von den Schenkeln desselben un-
gleicbe Abstande, und zwar liegt er jenem Schenkel
naher, welcber

Die Winkelsymmetrale.

den Punkt D (Fig.
52) zu zeigen, dah
BDs>DE ist, zieht
man vom Schnitt-

sich mit ihm auf
derselben Seite
der Symmetrale
befindet.

Um z. B. ftir
S

man vom Scbmtt- Fig. 51.
punkte C der Sym-
metrale mit BD die Normale CA auf SB; es ist dann

Fig. 52.

BD = BC + CD = AC+ CD > AD> DE.
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Umkehrungen: c) Jeder Punkt, welcber v on de n
Schenkeln eines Winkels gleich weit entfernt ist, liegt
in der Symmetrale desselben.

d) Jeder Punkt, tvelcher von den Schenkeln eines
Winkels ungleiche Abstande h at, liegt a uh er h alb der
Symmetrale desselben.

§ 46. Aufgaben. 1. Die Symmetrale eines gegebenen Winkels zu
konstruieren. — Man beschreibe aus dem Scheitel S des gegebenen
IVinkels (Fig. 53) einen Bogen, der die Sclienkel in den Punkten A
und B schueidet, denke sich die Sehne AB gezogen und konstruiere
die Symmetrale SC derselben; dann ist <£ ASC = B8C. Beweis
durch Deckung.

2. Einen gegebenen Winkel zu halbieren. — Gleiclibedeutend mit
der vorigen Aufgabe.

3. Einen Winkel von 30° zu konstruieren. — Man konstruiere einen
Winkel von 60° und lialbiere denselben!

4. Einen rechten Winkel in drei gleiche Teile zu teilen. — Ist
BAC (Fig. 54) der gegebene rechte Winkel, so beschreibe man aus A
den Bogen BC, hierauf mit demselben Halbmesser aus B den Bogen

2. Einen gestreekten Winkel d) in 4, b) in 6 gleiche Teile zu teilen.
3. Einen rechten Winkel a) in 4, b ) in 6 gleiche Teile zu teilen.
4. Einen rechten Winkel in 8 gleiche Teile zu teilen.

, 5. Folgende Winkel zu konstruieren:

§ 47. Der einem Dreiecke eingeschriebene Kreis. Wenn man in
einem Dreiecke ABC (Fig. 55) die Symmetralen AM und BM zvveier
Winkel A und B konstruiert, so schneiden sich dieselben in einem Punkte
M, welcher von den drei Seiten gleich weit entfernt ist. Er liegt also
aucli in der Symmetrale des dritten Winkels C ; d. h.:

JL
Fig. 53. Fig. 54.

B

AD und aus C den Bogen
AE\

5. EinenWinkel von
15° zu konstruieren.

6. EinenWinkel von
45° zu konstruieren.

Ubungsaufgaben.
1. Folgende Winkel zu kon¬
struieren: a) 150°, 6) 165°,
c) 75°, d) 105°.
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Die drei Winkelsymmetra-
len eines Dreieckes schneiden
einander in dem s e lb en Punkte,
d e r v o n d e n d r e i S e i t e n g 1 e i c h e
Ab st and e bat. Dieser Punkt ist
der Mittelpunkt eines Kreises, wel-
cber die drei Seiten des gegebenen
Dreieckes beriibrt und der einge-
schriebeneKreis desselben heibt. -

Au fg ab e. Einem gegebenen Drei-
ecke einen Kreis einzuschreiben.

Die Kongruenz der Dreiecke.

§ 48. Erklarungen. Zwei Figuren konnen sowohl ihrer Gestalt
wie ihrer Grobe nacli miteinander verglichen werden. Figuren, welclie
gleiche Gestalt, aber verscbiedene Grobe baben, heiben ahnlich (cv>);
Figuren, welcke gleiche Grobe, aber verscbiedene Gestalt haben, heiben
g 1 e i c h (=); und Figuren, welche
gleiche Gestalt und gleiche Grobe
haben, heiben kongruent

Zwei kongruente Figuren
unterscheiden sicb nur durch ihre
Lage; sie konnen so aufeinander
gelegt werden, dab sie sicb voll-
kommen decken. Fig. 56 zeigt
vier kongruente Dreiecke in ver-
schiedenen Stellungen. Um zwei
derselben zurDeckung zubringen,
mub man das eine von beiden
parallel verschieben und, wenn notig, noch in der Ebene drehen, oder
man mub es aus der Ebene herausheben und umwenden. Welche ein-
zelnen Bewegungen muss das Dreieck / machen, wenn es mit den Drei-
ecken II, lil, IV zur Deckung kommen soli? Modeli!

Diejenigen Seiten oder Winkel zweier kongruenter Figuren, welche
zusammenfallen, wenu die Figuren zur Deckung gebracht werden, heiben
entsprechende oder homologe StUcke; sie sind in Fig. 56 mit
denselben Buchstaben bezeichnet.

§ 49. Unbestimmte Dreiecksaufgaben. Die Seiten und die Winkel
(Umfangsstilcke) eines Dreieckes hangen so voneinander ab, dab durcb
die Angabe gewisser Stiicke auch die tibrigen bestimmt sind. Man
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kann daher durch entsprechende Verbindung gewisser gegebener Stticke
das Dreieck konstruieren.

Aufgaben. 1. Ein Dreieek zn konstruieren, wenn a) eine Seite,
b) ein AVinkel desselben gegeben ist. — Unbestimmte Aufgaben.

2. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn a) zwei Seiten, b) eine Seite
und ein anliegender Winlcel, c) eine Seite und der gegentiberliegende
Winkel, d) zwei Winkel gegeben sind.

Sind zwei Seiten a, b (Fig. 57) des Dreieckes gegeben, so nehme
man BC — a als Grundlinie und beschreibe aus C mit dem Radius b
einen Bogen; jeder Punkt dieses Bogens kann als Spitze des Dreieckes
betrachtet werden. Die Aufgabe ist unbestimmt, weil es unzablig viele
Dreiecke gibt, welche ibr entsprechen; die Spitzen dieser Dreiecke
liegen in einer Kreislinie (geometriscber Ort der Spitzen). Durch An-
gabe zweier Seiten ist also das Dreieck niekt bestimmt.

Fig. 58 entspriclit dem Falle c), wenn eine Seite a und der gegen-
tiberliegende Winkel m gegeben sind; auch diese Aufgabe ist unbestimmt.
Ebenso kann man sich von der Unbestimmtheit der Aufgaben b) und d)
tiberzeugen. Man sieht daraus, dah ein Dreieck durch die An^abe
zweier Umfangsstiicke nicht bestimmt ist.

3. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn die drei Winkel gegeben sind.
Aus dem Satze tiber die Winkelsumme des Dreieckes folgt, dali

durch zwei Dreieckswinkel schon der dritte bestimmt ist. Die vor-
liegende Aufgabe ist also entweder iiberbestimmt, wenn die Summe
der gegebenen Winkel von 180° verschieden ist, und die Konstruktion
eines Dreieckes mit den gegebenen AVinkeln ist unmbglich; oder die
Aufgabe ist unbestimmt und fallt mit der schon betrachteten Auf¬
gabe d) zusammen, wenn die Summe der gegebenen AVinkel = 180° ist.
An welche Bedingung sind zwei zur Konstruktion eines Dreieckes ge-
gebene AVinkel gebunden ?

Aus dem Gesagten ist zu entnehmen, dali zur Konstruktion eines
Dreieckes mehr als zwei Umfangsstiicke und darunter mindestens eine
Seite gegeben sein miissen, wenn die Aufgabe bestimmt sein soli.
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§ 50. Erste Dreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn eine Seite a und die beiden anliegendcn Winkel m, n (Fig. 59)
gegeben sind.

Man mačke die Seite BC = a und iibertrage an dieselbe die ge-
gebenen Winkel m und n. Wie man sieht, ist durch die obige Angabe
das Dreieck eindeutig bestimmt; d. h., wenn man mit denselben
gegebenen Stiicken ein zweites
Dreieck konstruiert, so wird
sich dieses vom ersten nur
durch die Lage unterscheiden.
Daraus folgt der

1. K o n g r u e n z s a t z :
Wenn zwei Dreiecke in
einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln iiber-
einstiminen, so sind sie kongruent.

„Zwei Dreiecke stimmen in einem Stlicke 1iberein“ lieiBt so-
viel als: „sie haben dieses Stiick gleich."

Ubungsaufgaben. 1. a = 62 cm, m = 72°, n — 48°.
2. a — 5'1 cm, m = 105°, n = 32°.
3. Ein gegebenes Dreieck mittels einer Seite und der beiden anliegenden

Winkel zu ubertrageD.

§ 51. Zweite Dreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn eine Seite a , ein anliegender Winkel m und der gegentiber-
Jiegende Winkel n (Fig. 60) gegeben sind.

Man mačke BC — a,
< CBA = m, < ABD = n
und ziehe CA || BD. Das Drei- /
eck ist durch obige Angabe /m
eindeutig bestimmt; jedes an- ,_
dere, welches mit denselben
Stucken konstruiert wird, kanu Fig. 60.
sich vom ersten nur durch die
Lage unterscheiden. Daraus folgt der

II. Kongruenzsatz: Wenn zwei Dreiecke in einer Seite,
einem anliegenden und dem gegentiberliegenden Winkel
iibereinstimmen, so sind sie kongruent.

Die beiden vorausgehenden Kongruenzsatze lassen sich in folgender Weise
zusarnmenfassen: Wenn zwei Dreiecke in einer Seite und zwei gleichliegenden
Winkeln ubereinstimmen, so sind sie kongruent.

Ubungsaufgaben. 1. a '= 4'5 cm, m = 68°, n = 60°.
2. a = 7'0 cm, m = 45°, n — 100°.
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§ 52. Dritte Dreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn zwei Seiten a, b und der eingeschlossene Winkel n (Fig-. 61) ge¬
geben sind.

Man maclie BC = a, <£ BCA = n und CA = b.
III. Kongruenzsatz: Wenn zwei Dreiecke in zwei

Seiten und dem eingeschlossenen Winkel libereinstimmen,
so sind sie kongruent.

Ubungsaufgaben. 1. a = 6'7 cm, b = 4'3 cm, n = 40°.
2. a = 5'8 cm, b = 5’2 cm, n = 75°.
3. Ein gegebenes Dreieck mittels zweier Seiten und des eingeschlossenen

Winkels zu ubertragen.

§ 53. Vierte Dreieckskonstruktion, Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn zwei Seiten a, b und der der grofieren (a) gegeniiberliegende
Winkel m (Fig. 62) gegeben sind.

Man mache <£ BAC — m, AC — b und beschreibe aus C mit
dem Halbmesser a einen Bogen, welcher den andern Schenkel des
Winkels in B schneidet.

JV. Kongruenzsatz: Wenn zwei Dreiecke in zwei
Seiten und dem der groBeren Seite gegeniiberliegenden
Winkel libereinstimmen, so sind sie kongruent.

Ubungsaufgaben. 1. a = 4'7 cm, b
2. a = 7'3 cm, b = 2'9 cm, m — 120°.
§ 54. Fiinfte Dreieckskonstruk¬

tion. Ein Dreieck zu konstruieren,
wenn die drei Seiten a, b, c (Fig.
63) gegeben sind.

Man maclie B C — a, be- a
schreibe aus C mit dem Radius b
und aus B mit dem Radius c einen
Bogen. Welcke Bedingung- miissen
die drei Seiten erfiillen, damit sich
die beiden Bogen schneiden? Die

3'2 cm, m — 54°.



beiden Dreiecke ABC und AXBC, welche sich liier ergeben, sind
kongruent; man erhalt also nur e i n bestimmtes Dreieck. Daraus folgt der

Y. Kongruenzsatz: Wenn zwei Dreiecke in allen drei
Seiten iibereinstimmen, so sind sie kongruent.

Ubungsaufgaben. 1. a = 6'8 cm, b = 57 cm, c = 4'6 cm.
2. a = 27 cm, b = 6'4 cm, c = 5'5 cm.
3. Em gegebenes Dreieck mittels der drei Seiten zu iibertragen.

§ 55. Sechste Oreieckskonstruktion. Ein Dreieck zu konstraieren,
wenn zwei Seiten a, b und der Gegenwinkel n der kleineren (b) (Fig. 64)
gegeben sind.

Man mache ABC = n, BC — a und bescbreibe aus C mit dem
Halbmesser b einen Bogen. Nun konnen drei versckiedene Falle eintreten,
je nachdem die Seite
b kleiner, ebenso grofi
oder grofier ist als
die Normale CA, wel-
clie von C zum ande-
ren Scbenkel desWin-
kels B gezogen wird.

1. Ist b < AC,
so bat der emahnte Bogen mit dem Schenkcl BA keinen Punkt gemein,
und es laflt sich aus den gegebenen Stiicken kein Dreieck konstruieren.

2. Ist b — AC, so bertihrt der Bogen den Sehenkel BA, und die
Aufgabe liefert das reclitwinklige Dreieck ABC.

3. Ist b AC, so schneidet der aus C mit dem Radius 6 be-
sehriebene Bogen den Sehenkel BA in zwei Punkten Ax , A2 ; es gibt
also zwei verschiedene Dreiecke A1BC und A2 BC, welche der Aufgabe
geniigen, weil sie die gegebenen Stilcke enthalten.

Je nachdem eine Aufgabe eine, zwei oder mehr Auflosungen zu-
lafit, wird sie eindeutig, zweideutig oder mehrdeutig genannt.
Die ersten fiinf Dreieckskonstruktionen (§§ 50 bis 54) sind demnach ein-
deutige Aufgaben und die sechste ist entweder unmoglicb, eindeutig
oder zweideutig.

Ubungsaufgaben. 1. a = 5'6 cm, b = 3'6 cm, n = 38°.
2. a = 5'8 cm, b = 5'4 cm, n = 65°.

§ 56. Anderungen der Gegenstiicke des Dreieckes. a) Wenn in
einem Dreiecke zwei Seiten unverandert bleiben, so
wachst mit dem eingeschlossenen Winkel auch dessen
Gegenseite.

Wachst in dem Dreiecke ABC (Fig. 65) der Winkel A, so dafi
AC nach ACX kommt, so denke man sich die Strecke CC\ gezogen

Hočevar, Geometrie flir Untergymnasien. 6. Aufl. 3
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und konstruiere deren Symmetrale AD. Weil nun 73 aufierkalb der
Symmetrale und mit C auf der gleichen Seite derselben liegt, so ist

also BC1 ~> BC (§ 42, h). Umgekebrt:
b) Wenn in einem Dreiecke zwei

Seiten unverandert bleiben, so nimmt
mit der dritten Seite auck deren
Gegenwinkel zn. Denn einem abnebmenden
Winkel mtifite nack dem obigen Satze eine

\jg abnebmende Gegenseite entsprecben; und einem
Fig. 65. gleiclibleibenden Winkel?

Die besonderen Dreiecke.
§ 57. Das gleichschenklige Dreieck. Es sei ABC (Fig. 66) ein

gleichschenkliges Dreieck (AC = BC) und CD die Symmetrale des
Winkels an der Spitze. Denkt man sicli das Dreieck BCD um die
Gerade CD umgelegt, so fallt B auf A (warum?); dalier ist CD aucb
die Symmetrale der Grundlinie A H und als solche normal zu derselben.
(Modeli!)

Im gleichschenkligen Dreiecke fallen also die Sym-
metrale des Winkels an der Spitze, die Symmetrale der

p Grundlinie und d i e H b b e in e i n e G e r a d e
zusammen.

Zwei Figuren, welche so wie die Dreiecke
ACD und BCD durch Umwenden um eine Ge¬
rade zur Deckung gebracht werden konnen, beillen
symmetrisch in Bezug auf diese Gerade. Jede
Figur, welche durch eine Gerade in zwei sym-

B metrische Tede geteilt wird, heillt eine sym-
me tr is eh e Figur, und die Teilungsgerade
wird Achse der Symmetrie oder kurzweg

A obse genannt. Das gleichschenklige Dreieck ist also eine symme-
trische Figur.

Ubungsaufgaben, Ein gleiclisohenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn
gegeben sind:

1. die Grundlinie und ein anliegender Winkel, A B = 3 cm, A — 70°;
2. die Grundlinie und der Winkel an der Spitze, A B = 5 cm, C = 90°;
3. der Schenkel und der "VVinkel an der Grundlinie, A C — 6 cm, A = 72°;
4. der Schenkel und der 'VVinkel an der Spitze, B C = G2 mm, C = 35°;
5. die Grundlinie und der Schenkel, A B = 4 cm, A C ~~ 3 cm.
§ 58. Das rechtvvinklige Dreieck. n) Im rechtwinkligen Drei¬

ecke ist d i e H y p o t e n u s e e i n D u r c b m e s s e r d e s u m g e s c h r i e-
beueu Kreises. Denn wenn man vom recliten Winkel A (Fig. 43)



35

tlen einen spitzen Winkel x wegnimmt, so bleibt als Rest der andere
spitze Winkel 2 tibrig (warum ?); daraus folgt, dati die Dreiecke ABM
niid ACM gleichschenklig sind, also MA = MB — MC.

b) V on allen rechtwinkligen Dreiecke n mit gemein-
samer Hypotenuse liegen die Scheitel der rechten Winkel
in der Kreislinie, welcbe die Hypotenuse zum Durch-
messer bat (geometriscber Ort der Scheitel).

c) Bleibt die Hypotennse eines rechtwinkligen Drei-
eckes unverandert und wachst die eine Kathete, so nimmt
die andere ab. Denn konstruiert man die Symmetrale MN der Strecke
CC\ (Fig. 67), so ist BC1 > BC, hingegen AC1 C AC.

D
A
/ \

d) Ist im reckt-
w i n k 1 i g e n Drei¬
ecke ein Winkel
= 30°, so ist die
kleinere Kathete
die Halfte der Hy-
potenuse. Zum Be-
weise wende man das
Dreieck ABC (Fig. 68) um AC in die Lage ACD um und betrackte
die Figur ABCD. — Umgekehrt?

Ubungsaufgaben. Ein rechtwinkliges Dreieck ABC zu konstrnieren,
wenn gegeben sind:

1. eine Kathete und der anliegende spitze Winkel, A C = 2 cm, A = 60°;
2. eine Kathete und der gegeniiberliegende 'Winkel, B C = 4 cvi, A = 40":
3. die Hypotenuse und ein anliegender Winkel, AB — 5 cm, B = 35°;
4. die Katheten, A C = 3 cm, B C = 4 cm;
5. die Hypotenuse und eine Kathete, A B — 6 cm, B C — 4 cm.
Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn gegeben sind:
6. die Hohe (4 cm) und ein Winkel an der Grundlinie (76°);
7. die Hohe (5 cm) und der Winkel an der Spitze (48°);
8. die Hohe (3 cm) und die Grundlinie (4 cm)-,
9. ein Schenkel (5'5 cm) und die Hohe (4 cm).
Ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren aus:
10. einer Kathete (36 mm)-,
11. der PIypotenuse (5 cm);
12. der Hohe (3 cm).
Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren aus:
13. der Hohe (3'4 cm) und einem spitzen Winkel (36°);
14. der Hohe (3 cm) und einer Kathete (4 cm).
Schreibe einem Kreise (r = 3 cm) ein rechtvvinkliges Dreieck ein,
15. in welchem ein spitzer Winkel 56° betragt;
16. in welchem die Hohe 2 cm betragt!

3 *
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§ 59. Das gleichseitige Dreieck. Aus dem Satze liber das gleich-
schenklige Dreieck (§ 57) folgt:

a) Im gleicliseitigen Dreiecke fallen die drei Winkel-
symmetralen mit d en drei Seitensymmetralen und den
drei H o h e n zusamm en; sie geben durch denselben Punkt, welcher
der Mittelpunkt sowolil des eingeschriebenen als auch des umgeschriebenen

r Kreises ist und daher Mittelpunkt des
gleichseitigen Dreieekes heifit.

b) Die drei Hohen teilen das gleichseitige
Dreieck ABC (Fig. 69) in sechs kongruente
reehtrvinklige Dreiecke; denn je zwei neben-
einander liegende von diesen Dreiecken kann
man durch Umrvenden um eine Symmetrale zur
Deckung bringen. In einem dieser Dreiecke,
z. B. AOF.] ist nun <£; FAO = 30°, also
OF= \AO , daher auch OD = \AO — \AD
und AO — f AD.

Im gleichseitigen Dreiecke betragt demnach der
Halbmesser des eingeschriebenen Kreises ein Drittel,
der des umschriebenen Kreises zwei Drittel der H6he.

c) Die Hohen des gleichseitigen Dreieekes sind ein-
ander gleich.

Dbungsaufgaben. 1. Ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren, wenn
die Hohe (3 cm) gegeben ist.

2. Wie lafit sich zeigen, daB zwei Hohen des gleichschenkligen Dreieekes
einander gleich sind?

3. Was kann bezuglieh der Mittelpunkte des einem gleichschenkligen Dreiecke
eingeschriebenen und des umgeschriebenen Kreises ausgesagt werden?

Der Kreis. B.
§ 60. Gerade und Kreis. Die gegenseitige Lage einer Geraden

und eines Kreises kann dreierlei sein, je
nachdem der Zentralabstand der Ge¬
raden, d. i. ihr Abstand vom Mittelpunkte
des Kreises, kleiner, ebeu so grofi oder
grofier ist als der Halbmesser (Fig. 70).
Im ersten Falle ist die Gerade Sekan te
des Kreises und hat mit dem Umfange
zwei Punkte gemein. Im zweiten Falle ist
sie Tangente des Kreises und hat nur
ein en Punkt mit ihm gemein. Im dritten

Fig. 70.
I F
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Falle ist sie vom Kreise ausgeschlossen, d. h. sie hat keinen Pnnkt init
ilirn gemein.

§ 61. Eigenschaften der Sehnen. a) Der Mittelpunkt des Kreises
hat von den Endpunkten einer Sehne gleiche Abstande; daraus folgt:

Die Symmetrale jeder Sehne des Kreises geht durch
den Mittelpunkt desselben. Auf diesem Satze beruht die Kon-
struktion des Mittelpunktes einer Kreislinie, vrelcke dnrch gegebene
Punkte gehen soli.

Aufgaben. 1. Einen Kreis zu konstruieren, welcher durch zwei
gegebene Pnnkte geht. — Unbestimmt.

2. Einen Kreis zu konstruieren, der durch drei gegebene Punkte
geht. — Diese Aufgabe ist gleichbedeutend mit jener, einem ge-
gebenen Dreiecke einen Kreis umzuschreiben (§ 44, Fig. 50). Diirfen
die drei Punkte in einer Geraden liegen?

3. Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreises oder Kreisbogens zu
finden. — Man wahle auf dem gegebenen Kreise oder Bogen drei
Punkte und konstruiere wie in der vorkergehenden Aufgabe.

b) Wenn der zu einer Sehne gehorige Bogen 60° betragt, wie CD
(Fig. 72), so ist das Dreieck CDM gleichseitig (warum?); daraus folgt:

Die Sehne des Sextanten ist dem Halbmesser gleich.
Ubungsaufgaben. 1. Konstruiere einen Kreis, welcher durch einen

gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Radius (3 cm) hat!
2. Ziehe in einem Kreise mit gegebenem Radius (4 cm) eine Sehne von

gegebener Lange (5 cm)!
3. Ist etwa die zum dritten Teile des Kreises gehorige Sehne gleich dem

Durchmesser?
4. Wie viele aneinander stoJBende Sehnen von der Lange des Radius konnen

in einem Kreise gezogen werden?
§ 62. Beziehungen zwischen Sehnen und ihren Zentralabstanden.

a) Zu gleicken Sehnen eines Kreises gehoren gleiche
Zentralabstande. Denn sind die Sehnen
AB und CD (Fig. 71) gleich, so konnen die
Dreiecke ABM und CDM zur Deckung ge-
bracht werden, indem man das eine von beiden
um den Punkt M. dreht (V. Kongruenzsatz).
Dabei werden sich auch die Zentralabstande
ME und MF decken, weil von einem Punkte
zu einer Geraden nur eine Normale moglich
ist; also ist ME = MF.

b) Zu un gleich en Sehnen eines
Kreises gehoren un gleich e Zentralabstande u. zw. gehiirt
zur grbileren Sehne der kleinere Abstand. Denn die recht-
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winkligen Dreiecke BEM und CFM (Fig. 72)
haben gleiclie Hypotenusen; weil nun UE'> CF,
so ist MF< MF (§ 58, c).

Umkehrungen: c) Sehnen mit glei-
clien Zentralabstanden sind gleich.

B
Fig. 72.

d)BeiSehnen mitungleichenZen-
tralabstanden gebort zum gr oder en
Abstande die kleinere Sehne. — Ver-
gleiche den Folgesatz in § 41 !

§ 63. Peripherievvinkel. Ein Winkel, dessen Scheitel im Umfange
eines Kreises liegt und dessen Schenkel Sebnen sind, heifit ein Peri-
pberiewinkel; der in der Winkelflache liegende Teil des Kreis-
umfanges beifit der zugeborigeBogen oder der Bogen, auf welcbem
der Peripberiewinkel steht. Der Winkel im Halbkreise ist aueb ein
Peripheriewinkel. Wie grofi ist der zugehorige Bogen?

Zwisclien einem Peripberiewinkel und dem Zentriwinkel tiber
demselben Bogen besteht eine einfache Beziebung, bei deren Ableitung
man zu unterscbeiden bat, ob der Mittelpunkt des Kreises auf einem
Schenkel des Peripheriewinkels oder innerbalb oder aufierhalb des-
selben liegt.

1. Im Dreiecke AMD (Fig. 73) sind die mit m bezeicbneten
Winkel einander gleich (warum?), daher ist der Zentriwinkel A MC
doppelt so grofi als der zu demselben Bogen AC gehbrende Peripherie
winkel ABC (§ 34, b).

2. Der Durcbmesser BD (Fig. 74) zerlegt den Zentriwinkel AMC
in die Teile AMD und BMC. ferner den Peripberiewinkel ABC in
die Teile m und n. Nun ist AMD das Doppelte von m, DMC das
Doppelte von n , also auch AMC das Doppelte von ABC.

3. Zieht man den Durcbmesser BD (Fig. 75), so ist der Zentri-
winkel AMD das Doppelte des Peripheriewinkels ABD oder m + «.

D C
Fig. 74.

C
Fig. 73.

D
Fig. 75.
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Nun ist ('MI) das Doppelte von n, also mufi auch AMC das Doppelte
von m sein. Daraus folgt allgemein:

a) Jeder Peripheriewinkel ist halb so grofi als der
Zentriwinkel, welcher zu demselben Boge n g e liort.

b) Alle Peripheriewinkel tiber demselben Bogen oder
tt b e r g 1 e i c b e n Bogen s i n d e i n a n d e r g 1 e i c h.

TJbungsaufgaben. 1. Den Peripheriewinkel zu berechnen, der zu einem
12 2

gegebenen Bogen gehort, z. B. zu -j-, -g-, -g- bes Umfanges.

2. Wie beweist man mittelst des Satzes a), dal) der Winkel im Halbkreise
ein rechter ist?

3. Konstruiere in einem gegebenen Kreise mehrere Peripheriewiukel von 30°
a) liber demselben Bogen, b) nicht uber demselben Bogen!

§ 64. Tangenten-Konstruktionen. 1. Die Tangente des Kreises zu
konstruieren, wcnn der Beriihrungspunkt gegeben ist. — Sieb § 40.

2. Von einem Punkte aufierhalb des Kreises an denselben die Tan-
genten zu zielien. — Man verbinde den gegebenen Punkt A (Fig. 76)
mit dem Mittelpunkte O des gegebenen Kreises
und beschreibe iiber AO als Durchmesser eine
Kreislinie. Dieselbe schneidet die gegebene in zwei
Punkten D und E. AD und AE sind die ge- j
suebten Tangenten; warum? — Die gestellte Auf-
gabe lafit also zwef Losungen zu.

Ubungsaufgabe. Gegeben sind ein Kreis mit
dem Radius r = 2'1 an und ein Punkt mit dem Zentral- Fig. 76.

3
abstande a) ~fr, b) 2r; man konstruiere die Tangenten von diesem Punkte an
den Kreis!

§ 65. Gegenseitige Lage zweier Kreise. Kreise, welche denselben
Mittelpunkt baben, lieifien konzen tri seli (Fig. 77); die von zwei kon-
zentrisoben Kreislinien eingeschlossene Fliiclie wird
Kr ei sr ing genannt.

Zwei Kreise, welehe verschiedene Mittelpunkte
baben, heifien exzentriscb (Fig. 78 bis 82). Die
durch die beiden Mittelpunkte bestimmte Gerade wird
Zentrale und der Abstand der beiden Mittelpunkte
Zentralabstand genannt. Wir wollen im Folgenden
den Zentralabstand mit c, die Halbmesser der beiden Fig. 77.
Kreise mit r und bezeichnen und r > annelimen.

Denkt man sicb den kleineren der beiden Kreise in Fig. 77 fort-
bewegt, so wird er gegen den grofieren der Reibc nacb fiinf wesentlicb
verschiedene Lagen einnehmen, die in den Fig. 78 bis 82 dargestellt
sind. Modeli!
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In Fig. 78 liegt der kleinere Kreis ganz innerhalb des groderen.
In Fig. 79 beriibren sicb die Kreise von innen; hier ist c = r -— rn
also in Fig. 78 c < r — r1 . In Worten?

In Fig. 80 scbneiden sicb die beiden Kreise, und man ersiebt aus
dem Dreiecke MNC, dali r -)- rx > c > r — rL (§ 33). In Worten?

Fig. ‘81. Fig. 82.

In Fig. 81 beriibren sicb die beiden Kreise von aufien; hier ist
c — r -j- i\. In Fig. 82 liegt jeder der beiden Kreise ganz anderhalb
des anderen; hier ist c 7> r -|- rx . In Worten?

Ubungsaufgaben. Zwei Kreise zu konstruieren, wenu der Zentralabstand
und die Radien (in Zentimetern) gegeben sind:

8. Bestimme in den vorausgebenden Fallen die gegenseitige Lage der beiden
Kreise auch durch Beohnung!

9. r = 5 cm, r, = 4 cm; wie groB ist c, \venn a) eine aufiere, b) eine innere
Beriihrung stattfindet?

I)as Viereck.
§ 66. Erklarungen. Wenn man vier Punkte, von denen je drei

nieht in einer Geraden liegen, in bestimmter Keihenfolge durch Strecken
verbindet, so entsteht ein Viereck (ABCD, Fig. 83).

.Tedes Viereck hat vier Eckpunkte, vier Seiten und vier Winkel.
Jeder Seite liegt eine andere Seite, jeder Ecke und jedem Winkel eine
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andere Ecke und ein anderer Winkel gegen-
iiber; z. B. AB und CD , A und C. Eme
Strecke, welche zwei gegeniiberliegende
Ecken verbindet, heiHt Diagonale, wie
AC. Das Viereck hat zwei Diagonalen.

§ 67. Der Winke!satz. Eine Diagonale
teilt das Viereck in zwei Dreiecke, deren
Winkel zusammen die Winkel des Viereckes ausmachen; daraus folgt:

Die Sum me der Winkel eines Viereckes betragt vier
Bedite oder 360°.

Warum kann man nickt in folgender Weise schlielien: Da die
beiden Diagonalen das Viereck in vier Dreiecke zerlegen, so betragt
die Winkelsumme des Viereckes viermal 2R, also 8iž?

In einem Vierecke kann bbcbsten ein erbabener Winkel vor-
kommen; warum? — Im Folgenden werden nur Vierecke mit lauter
liohlen Winkeln betrachtet.

TJbungsaufgaben. 1. Man zeichne ein Viereck mit einem erhabenen
Winkel.

2. Wie viele spitze und wie viele stumpfe Winkel kann ein Viereck haben?
Zeichne die moglichen Falle.

Ein Viereck ABCD zu konstruieren, wenn gegeben sind:
3. alle vier Seiten und ein Winkel, AB — 3 cm, B C = 4 cm, CD — 4 cm,

D A = 5 cm, A — 90°;
4. alle vier Seiten und eine Diagonale, AB = 5 cm, B C = 4'5 cm, C D =

3 cm, D A = 6 cm, A C = 4 cm;
5. drei Seiten und die beiden eingescklossenen Winkel, AB — 35 mm,

BC = CD = 3 cm, B = 90°, C = 120°;
6. drei Seiten und die beiden Diagonalen, A B = 4 cm, B C = 5'5 cm,

B D — 5 cm, A C = 5 cm, A D = 3 cm.
7. Aus drei Winkeln eines Viereckes den vierten zu berechnen: a) 67°, 54°,

136°, b) 64° 37', 84° 12', 113° 48', c) 61° 19' 13", 72° 38' 45", lil 1' 2' 2".
8. Die Summe der Au8enwinkel eines Viereckes zu bestimmen.

§ 68. Einteilung der Vierecke. Ein Viereck, in welchem je zwei
gegeniiberliegende Seiten parallel sind, heifit ein Parallelogramm,
wie ABCD (Fig. 84); AB || DC, AD || BC.

Ein Viereck, in welchem nur zwei gegeniiberliegende Seiten parallel
sind, heiilt ein Trapez, wie ABCD (Fig. 89); AB [| DC.

Ein Viereck, in welckem keine Seite zu einer anderen parallel ist,
wird ein Trapez o id genannt (Fig. 83). Hat ein Viereck zwei Nacbbar-
seiten gleicb und ebenso die beiden anderen Seiten gleicli, jedocli von
den ersteren verschieden, so heiBt es Delto id, wie ABCD (Fig. 92);
hier ist AB = BC und AD = CD.
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§ 69. Eigenschaften des Parallelogrammes. a) Das Para 11 elo-
g ramm w i r d d ure h jede Diagonale in zwei kongruente
Dreiecke zerlegt. Die Dreiecke ABD und BCD (Fig. 84) sind
kongruent, da sie in der geineinsckaftlicken Seite BI) und den an-
liegenden Winkeln m und n Iibereinstimmen.

b) Im Parallelogramme sind je zwei gegeniiberlie-
gende Seiten einander gleick; AB = DC, AD — BC. Folgt
aus a).

Umgekekrt: Sind in einemViereckeje zwei gegenilber-
liegende Seiten gleich, so ist es ein Parallelogramm.
(V. Kongruenzsatz.)

c) Im Parallelogramme sind je zwei ge gen liber lie-
gende Winkel einander gleich; <$4=0, <$; B = D.
Folgt aus a).

Umgekekrt: Sind in einem Vierecke je zwei gegeniiber-
liegende Winkel gleich, so ist es ein Parallelogramm. Aus

A — C und B — D folgt namlich
A + B = 211 , somit AD || BC (§ 30, b)
u. s. f.

d) Die Diagonalen des Paral¬
lelogrammes halbieren einander.
Denn ist M der Schnittpunkt der beiden
Diagonalen, so konnen die Dreiecke ABM
und CDM dadurch zur Deckung gebracht

werden, dali man durch Drehen in der Ebene AB mit CD zusammen-
fallen lasst (I. Kongruenzsatz, AB= CD, < ABM = CDM, < BAM
== DCM) ; dann fallt AM auf CM und BM auf DM,, also ist AM —
CM und BM = DM. Modeli!

Umgekehrt: Wenn die Diagonalen eines Viereckes ein¬
ander halbieren, so ist es ein Parallelogramm. (V. Con-
gruenzsatz.)

e) Sind in einem Vierecke zwei Gegenseiten g-leicb
und p ar ali el, so ist e s ein Parallelogramm. Ist z. B. AB =
DC und AB || DC, so ist /\ ABD^ CDB (III. Kongruenzsatz), also
-U ADB = CBD und AD || BC.

IJbungsaufgaben. Ein Parallelogramm A B C TJ zu konstruieren aus:
1. zwei anstofienden Seiten und dem eingesehlossenen Winkel, AB — 4 cm,

BC = 3 cm, B = 110°;
2. zwei austo0enden Seiten und einer Diagonale, AB = 4'5 cm, BC = 3'6 cm,

B D = 5 cm ;
3. den beiden Diagonalen und einer Seite, A C — 6 cm, B D = 5 cm,

B C = 3 cm -,
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4. den beiden Diagonalen und einem der von ihnen eingesclilossenen Winkel
A C = 5’2 cm, BD = 6'2 etn, A MB = 115°.

5. Aus einem Winkel eines Parallelogrammes die iibrigen zu bereolmen:
a) 72°, b) 118° 39', c) 98° 12' 34".

§ 70. Abstand zweier Parallelen. Aus § 69, b) folgt:
a) Parallele Verbindungsstrecken paralleler Geraden

sind einander gleich.
Ist AB [| CD (Fig. 85), und zieht man

von zwei beliebigen Punkten B und E der
einen Geraden Normale zur anderen, so sind
diese gleich, BD — EF; warum? — Also
haben alle Punkte einerGeraden von
einer Parallelen gleicke Abstande.
Irgend eine solehe Normale heilJt Abstand der Parallelen.
gekehrt:

b) Alle Punkte, welche von einer Geraden uach der-
selben Seite liin gleiche Abstande haben, liegen in einer
Parallelen zur gegebenen Geraden (geometriseker Ort jener
Punkte).

Im Parallelogramme kann man jede Seite als Grundlinie be-
trachten. Der Abstand der Grundlinie von der parallelen Seite heifit die
Hohe; so ist DE die Hohe in Bezug auf AB als Grundlinie (Fig. 84).

Ubungsaufgabe. Ein reohtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die
Hypotenuse (5 cm) und die zugehorige Hohe (2 cm) gegeben sind.

Fig. 85.
B

Um-

§ 71. Einteilung der Parallelogramme. Ist ein Winkel des Pa¬
rallelogrammes ein rechter, so ist jeder Winkel ein rechter und das
Parallelogramm heifit r e c h t w i n k 1 i g. Sind zwei aneinander stofiende
Seiten gleich, so sind alle vier Seiten gleich und das Parallelogramm
heifit gleichseitig.

Das rechtvvinklige Parallelogramm heifit auch Eechteck, das
gleichseitige Khombus. Ist ein Parallelogramm reclitvvinklig und gleich¬
seitig, so heifit es (Juadrat; ist es schiefVinklig und ungleichseitig,
so heifit es Rkomboid.

§ 72. Das Rechteck. Im Reclitecke sind die Diagonalen
einander gleich. Denn die Dreiecke ABC und ARZ) (Fig. 86) sind
kongruent; warum? Daber sind auch die Halften der Diagonalen ein
ander gleich und der Schnittpunkt M der Diagonalen hat von den
Ecken gleiche Abstande. Jedem Reclitecke kann also ein Kreis
u m g e s c h r i e b e n w er d en. Ist das Rechteck symmetrisch?

Ubungsaufgabe n. Ein Rechteck ABCD zu konstruieren aus:
1. zwei anstoBenden Seiten, A B = 4'7 cm, BC = 0'32 dm\
2. einer Seite und der Diagonale, A D = 4 cm, A C = 5 cm;
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3. der Diagonale und einem von den Diagonalen eingeschlossenen Winkel,
A C = 5’4 cm, BMC = 60°.

§ 73, Der Rhombus. Im Rbombus istjede Diagonale die
Symmetrale der anderen; denn A und C (Fig. 87) sind sowobl
von B als aucb von D gleieh weit entfernt. (Modeli!) Daraus folgt,
dafi die Diagonalen zueinander normal s i n d und den Rbombus
in vier kongruente Dreiecke teilen.

Jede Diagonale des Rbombus ist auch Symmetrale der beiden
Winkel, welcbe sie durcbscbneidet; warum ? Also bat der Punkt M von
den Seiten gleiebe Abstande und jedem Rhombus kan n dah er
einKreiseingesckriebenvverden. Ist der Rbombus symmetrisch ?

Ubungsaufgaben. Einen Rhombus ABCD zu konstruieren aus:
1. der Seite und einem Winkel, A B = 3 cm, B = 120°;
2. der Seite und einer Diagonale, A D = 4 cm, BD = 3 cm;
3. den beiden Diagonalen, A C — 6 cm, B D = 4'8 cm;
4. einem Winkel und dem Radius des eingeschriebenen Iireises, A — 50°,

Radius = 2 cm.

§ 74. Das puadrat. Im Quadrate (Fig. 88) sind die Diago¬
nalen einander gleieh und zueinander normal. Dem Qua-
drate kann ein Kreis umgeschrieben und ein Kreis ein-
geschrieben werden. Mittelpunkt des Quadrates. Ist das Quadrat
symmetriscb ?

Ubungsaufgaben. 1. Ein Quadrat zu konstruieren, wenn a) die Seite,
b) die Diagonale gegeben ist.

2. In welchen Parallelogrammen sind die Diagonalen gleieh, in welchen
stehen sie zueinander normal?

§ 75. Eigenschaften des Trapezes. Im Trapeze kann man jede der
beiden Parallelseiten als G run d lini e betrachten; der Abstand der-
selben ist die H obe des Trapezes. Die Terbindungslinie der Halbierungs-
punkte der beiden nicht parallelen Seiten oder Scbenkel wird M i 11 e 1-
linie genannt {EF, Fig. 89).

a) Die Mittellinie des Trapezes ist zu den Parallel¬
seiten desselben parallel.
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Ist namlich AE = ED und GH X AB, so karm das Dreieck AEG
durch Drehung um den Punkt E mit dem Dreiecke DEH zur Deckung
gebracht werden. Daraus folgt GE — EH ; also ist GE die kalbe Hohe
des Trapezes. Ebenso zeigt man, dati JF gleicb der balben Ilolie des
Trapezes, also gleich GE ist. Man bat demnach EF j| AB || CD (§ 70, b).

b) Die Mittellinie ist gleich der halben Summe der
Parallelseiten.

Aus der Kongruenz der Dreiecke AEG und DEH folgt namlich
AG — HD — x, ebenso JB — CK = z. Denkt man sicb nun x und z
von AB weggenommen und zu CD binzugeftigt, so sieht man, dali die
Summe von AB und CD zweimal so viel betragt als EF, d. b.
EF = J (AB -f CD).

Ubungsauf-
gaben.*) 1. Ein
Trapez A B CD zu
konstruieren, wenn
alle vier Seiten ge-
geben sind, AB =
6 cm, B C = 5 cm, ji
CD = 2 cm, DA = Fig g9
3 cm. ' Anleitung.
Man konstruiere zunaclist das Dreieck B C E (Fig. 90) aus der Differenz der Parallel-
seiten und den beiden Schenkeln !

2. Ein Trapez zu konstruieren, wenn drei Seiten und ein Winkel gegeben sind:
a) A B — 5'2 cm, B C = 3'5 cm, CD = 4 cm, B = 70°;
b) B C — 4 cm, CD == 4 cm, D A = 3 cm, D = 120°.
3. Ein Trapez ist zu construieren, wenn drei Seiten und eine Diagonale

gegeben sind:
A B — 5 cm, B C = 4'4 cm, CD = 4 cm, 4 0 = 6 cm.
4. Ein Trapez zu konstruieren, wenn drei Seiten und die Hohe h gegeben sind:
d) A B — 4 cm, CD — 3'6 cm,~DA = 4'2 cm, h — 3 cm;
b) B C — 3 cm, CD = 2 cm, P4 = 3'6 cm, li = 2'5 cm.
5. Aus zwei gegebenen Winkeln eines Trapezes (die nicht an einem Schenkel

liegen) die ubrigen zu berechnen: a) A — 63°, B = 96°; b) C — 125° 12' 40"
D = 87° 34' 28"; c) A = 76° 26' 34", C = 85° 23' 17".

§ 76. Das gleichschenklige Trapez, a) Sind in einem Trapeze die
beiden nicht parallelen Seiten oder Schenkel gleicb, so heifit esgleich-
schenklig. Im gleichschenklige n Trapeze sind die Winkel
an jeder Parallelseite einander gleich. Ist namlich CE\\ DA
(wie in Fig. 90) undBC=MD,soistauch BC— EC, also<X B —E— A.
Da die Winkel C und D des Trapezes zu den Winkeln A und B sup-
plementar sind, so sind sie ebenfalls einander gleich.

*) In den folgenden Aufgaben uber das Trapez ABCD wird šteta AB || DC
vorausgesetzt.



46

Fig. 91.

b) Das gleichschenklige Trapez ist eine symme-
triselie Figur und zwar ist die Symmetrale e in er Paral-

lelseite zugleickSymmetrale desTra-
pezes. Beweis durch Umwenden um die Sym-
metrale voii AB (Fig. 91). Modeli!

c) Dem gleichschenkligen Trapeze
1 a JB t sick e in Kreis umsehreiben. Ist
namlichM der Schnittpunkt der Symmetralen von

P AB und BC (Fig. 91), so ist AM— BM= CM
und auch = DM, weil die Symmetrale von
AB zugleich die Symmetrale von CD ist.

tlbungsaufgaben. Ein gleichschenkliges
Trapez zu konstruieren aus:

1. den Parallelseiten AB = 62 mm, D C = 32 mm und dem Schenkel
A D = 44 mm ;

2. den Parallelseiten AB — 5 cm, D C = 4 cm und <J D = 100°;
3. den Parallelseiten A B = 4 cm, D C = 2'5 cm und der Hohe h = 3 cm ;
4. der Parallelseite A B = 5 cm, dem Schenkel AD = 3'6 cm und dem

Winkel C = 120°;
5. der Parallelseite D C = 3 etn, dem Schenkel A D — 3'6 cm und der

Ilohe h = 2'8 cm.
6. Aus einem gegebenen Winkel des gleichschenkligen Trapezes die ubrigen

zu berechnen: a) 57° 17' 45", b) 142° 16' 35".
§ 77. Eigenschaften des Deltoides. Das Deltoid ABCD (Fig. 92)

wird durch die Diagonale BD in zwei lcongruente Dreiecke geteilt,
welcbe durch Umtvenden um BD zur Deckung
gebracht werden konnen. Das Deltoid ist also
symmetrisch und eine Diagonale (BD)

^ die Symmetrale desselben; sie halbiert
die andere Diagonale AC reckttvinklig und
halbiert die Winkel B und D. Beweis durch
Umwenden um die Symmetrieachse. Modeli!

Konstruiert man die Symmetrale des Win-
kels A, so erhalt man einen Punkt M in BD,
der von allen Seiten des Deltoides gleiche Ab-
stande hat. Daraus folgt: Jedem Deltoidc
111B t sich ein Kreis einschreiben.

Ubungsaufgaben.*) Ein Deltoid zu konstruieren aus:
1. zwei ungleichen Seiten und ein er Diagonale:
a) AB — 5 cm, A D = 3 cm, B D — 7 cm ;
b) A B — 4 cm, A D = 5'2 cm, A C = 6 cm;

D

*) In den folgenden Aufgaben iiber das Deltoid ABCD ist stets B D als
die Symmetrale desselben angenommen.
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2. einer Seite und den beiden Diagonalen:
A B = 4 cm, A C = 3 cm, B D = 5 cm;
3. den beiden Diagonalen und einem VVinkel:
A C = 3 cm, BD = 5 cm, <£ D = 75°.
4. Aus zwei (ungleichen) Winkeln eines Deltoides die iibrigen zu berechnen:

a) A = 90°, B = «0°; b) B = 42° 15' 12", D = 170° 28' 30".
5. Einem gegebenen Deltoide einen Kreis einzuschreiben.

Das Vieleck.
§ 78. Erklarungen. Wenn man mehr als vier Pnnkte in einer

gervissen Reihenfolge durch Strecken verbindet, so erhalt man ein
Vieleck oder P o 1 y g o n (ABCDEF\ Fig. 93).
In jedem Vielecke ist die Anzakl der Ecken
gleick jener der Seiten und gleich jener der
Winkel. Je naclidem die Anzahl der Seiten *
5, 6, ... n ist, wird das Polygon ein F ti n f-
eck, Sechseck, . . . n-Eck genannt.

Im weiteren Sinne rechnet man zu den
Vielecken auch die Dreiecke und Vierecke.
Im Nackfolgenden werden nur Vielecke mit
lauter h o lil e n Winkeln betrachtet.

§ 79. Diagonalen. Eine Gerade im Vielecke, welche zwei nicht
nebeneinander liegende Ecken verbindet, lieillt Diagonale.

Wenn man aus einem Eckpunkte des Polygones alle moglichen
Diagonalen zieht, so gibt es drei Eckpunkte, nacli denen man keine
zielien kann, namlich deu angenommenen Punkt selbst und die beiden
benachbarten Eckpunkte. Demnach ist die An zalil der Diago¬
nalen aus einem Eckpunkte um drei k 1 ein er als die
Seitenanzabl des Polygones (im n-Ecke n—3).

Aufgabe. Die Anzabl aller Diagonalen eines n-Eckes zu be¬
rechnen. — Man kann z. B. im Achtecke aus einem Eckpunkte 5, daher
aus allen Eckpunkten zusammen 5.8 = 40 Diagonalen ziehen. Dabei
wird jedoch jede Diagonale zweimal gezogen, namlicli von jedem ilirer
beiden Endpunkte aus; somit ist die Anzabl aller moglichen Diagonalen

ti, (ti— 3)
eines Achteckes = 20. (Im «-Ecke -^—.)

Ubungsaufgabe. Die Anzahl aller Diagonalon im 5-, 6-, 7-, 10-, 12-Ecke
zn berechnen.

§ 80. Der Winkelsatz. Verbindet man einen Punkt O im Innern
eines Polygones (Fig. 94) durch Strecken mit allen Eckpunkten, so zer-
fiillt das lJolygon in ebenso viele Dreiecke, als es Seiten bat. Weil
nun alle Dreieckswinkel mit Ausnahme jener, welche um den Punkt O
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liegen, Teile der Polygonswinkel sind, so be¬
tragt die Summe der Winkel aller Dreiecke um
vier Rechte melir als jene der Winkel des Poly-
gones; daraus folgt:

Die Summe der Winkel einesPoly-
gones betragt doppelt so viel Reclite,
als das Polygon Seiten bat, weniger
vier Reckte (im n-Ecke 2nE — 4i?).

Ubungsaufgaben. 1. Die Summe derWinkel
eines 5-, 6-, 7-, 8-, 9-, 10-, 12-, 16-, 24-Eckes zu berechnen.

2. Im Fiinfecke A B CD E ist A 36° 42' 58", B ist lal so grob wie
A, C um 13° 44' 51" kleiner als B und D = E. Berechne die Winkel B, C, D, E.

3. Die Summe der Au(3enwinkel eines Vieleekes betragt vier Reclite; warum?
(Sieh § 34, c).

§ 81. Das regulare Vieleck, Symmetrie desselben. Sind in einem
Vielecke alle Seiten gleick und alle Winkel gleicli, so heillt es regel-
mailig oder regular.

a) DieSymmetraleeinerjedenSeitedesregelmalligen
Vieleekes ist z u g 1 e i c h Symmetrale des Vieleekes.

Denn ist FM (Fig. 95) die Symmetrale der Seite AB, so kann
man FAED um FM so umwenden, dali A und B aufeinander fallen;
dann decken sicli auch AE und BC, weil die Winkel A und B gleick
sind; die Punkte C und E fallen aufeinander, weil die Seiten gleick
sind u. s. w.

Als Modeli beniitze ein regelmafiiges Sechseck, welches sich um eine Seiten-
und um eine Winkelsymmetrale umklappen lafit.

b) Die Symmetrale eines jeden Winkels im regularen
Vielecke ist zu gleick Symmetrale des Vieleekes.

Denn ist AM (Fig. 95) die Symmetrale des Winkels A, so kann
man AEDH um AM so umwenden, dali AB und AE aufeinander
fallen; dann fallen auck die Punkte B und E zusammen, weil die
Seiten gleick sind, ebenso BC und jED, weil die Winkel B und E
gleich sind, u. s. w.

Ist das Vieleck von ungerader Seitenzakl, dann ist die Sym-
metrale jeder Seite zugleich die Symmetrale des gegentiberliegenden
Winkels (Fig. 95). Ist das Vieleck von gerader Seitenzakl, so ist jede
Winkelsymmetrale auck Symmetrale des gegentiberliegenden Winkels
und jede Seitensymmetrale auck Symmetrale der gegentiberliegenden
Seite (Fig. 96).

Das regelmadige Vieleck kat somit ebenso viele Symmetralen als
Seiten.

F
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Ubungsaufgaben. Wie grofi ist a) ein Innenwinkel, 6) ein Aufienwinkel
im regularen 5-, 6-, 7-, 8-, 9-, 10-, 12-, 16-, 24-Ecke?

§ 82. Das regelmafžige Vieleck und der Kreis. a) Jedem regel-
m a fi i g e n Vielecke 1 ji 131 sicli ein Kreis umschreiben nnd
ein Kreis ein s chr e ib e n.

Denn die Symmetrale FM der Seite AB (Fig. 95) und die Sym-
metrale GM der Seite BC scbneiden sich 'in einem Punkte A/, der von
den drei Ecken A. B, C gleiche Abstande hat. Weil nun C und E in
Bezug auf FM symmetrisch liegen, so ist CM — EM ; weil ferner A
und D in Bezug auf GM symmetrisck liegen, so ist AM — DM. AIso
ist M der Mittelpunkt eines Kreises, welcher durcb alle Ecken des
Polygones geht.

Zu gleichen Sebnen gehoren gleiche Zentralabstande, somit ist
FM = GM — HM — . . . , d. h. M ist auch Mittelpunkt eines anderen
Kreises, welcher alle Seiten des Polygones berilbrt. Der Punkt M wird
daber der Mittelpunkt des regularen Vieleckes genannt.

b) Wird die Peripherie eines Kreises in mekrere
gleiche Teile geteilt, so sind die Teilungspunkte zu-
gleich Ecken eines regularen eingescliriebenen und B e-
riihrungspunkte der Seiten eines regularen umgeschrie-
benen Vieleckes.

Sind namlich die Bogen AB, BC, CD, . . . (Fig. 96) gleich, so
entsprechen iknen gleiche Sebnen; AB — BC — CD — . . . Man
kann nun das Poljgon ABCD . . um den Punkt M so drehen, dad
der Eckpunkt A auf irgend einen anderen Eckpunkt talit, z. B. auf B ■
dann fallt B auf C, C auf D, u. s. f. Daraus folgt, dali auch alle Winkel
gleich sind; also ist das Polygon ABCD . . regelmafiig. Modeli!

Bei der erwahnten Drehung wird die Tangente GH auf eine
andere fallen, z. B. auf HJ\ HJ auf JK u. s. w. Die zweite Lage des

Hočevar, Geometrie fur Untergymnasien. 6. Aufl. 4
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Polygones GHJK. . wird sich genau mit der ersten Lage desselben
decken; daher sind die Seiten und Winkel dieses Polygones beziehungs-
weise gleich. Das Polygon GHJK ... ist also regeImati ig. Modeli!

Aufgaben. 1. Einem gegebenen Kreise ein gleicbseitiges Dreieck
a) einzuschreiben, b) umzuschreiben.

2. Einem gegebenen Kreise ein Quadrat a) einzuschreiben, b) um¬
zuschreiben.

3. Einem gegebenen Kreise ein regulares Sechseck a) einzu¬
schreiben, b) umzuschreiben.

Ubungsaufgaben. Einem gegebenen Kreise ist je ein regelmaCiges
1. Achteck, 2. Zwolfeck, 3. Fiinfeck, 4. Zehneek einzuschreiben und umzuschreiben.
— Im 3. und 4. Falle soli die Teilung durcli Versuche ausgefiihrt werden.

§ 83. (jbertragung eines Vieleckes. Aufgabe. Ein Vieleck zu
konstruieren, rvclches mit einem gegebenen Vielecke kongruent ist (Dber-
tragen des Vieleckes).

a) Durch Bestimmung der Ecken durcli die ftinfte Drei-
eckskonstruktion. Man mache (Fig. 97) A1 Bl — AB , beschreibe
von mit dem Radius AC und von Bl mit dem Radius BC Bogen,

welche sich im Punkte
C*! schneiden. Ebenso
bestinnnt man D1: Ex
u. s. w. — Nachweis
durch Deckung.

b) Durch die
rechtwinkligen
Koordinaten der
Eckpunkte. Man
falle von den Eck-

punkten des gegebenen Vieleckes (Fig. 98) Normalen auf eine beliebige
Gerade OX und konstruiere auf einer anderen Geraden Ol X1 die Strecken
Ox Mx = O M, 01 N1 — ON, u. s. w.; hierauf errichte man in den

Fig. 97.

D D, PunktenMX ,NX ,...
die Normalen zu
OxXx , macheMXAX
== MA, NXBX =
NB, u. s. w. —
Nachweis durch
Deckung.

Die Normalen
•*' MA, NB, . . .

heifienOrdinaten
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and die Strecken OM, ON, . . . Abszissen; die Abszisse OM und die
Ordinate MA zusammen heifien recbtwinklige Koordinaten
des Punktes A in Bezug auf O als Anfangspunkt und OX ais Ab-
szissenachse. — Vergleiche damit die spharischenKoordinaten beider
geographischen Ortsbestimmung.

Ubungsaufgaben. Ein Viereck zu. konstruieren, welches mit einem
gegebenen Vierecke 1. durch Paralielverschiebung, 2. duroh Umwenden um eine
gegebene Gerade, z. B. um eine Seite, 3. durch halbe Umdrehung um einen gegebenen
Punkt, z. B. um einen Eckpunkt, zur Deckung gebrackt werden kann.

4. Ubertrage ein gegebenes a) Parallelogramm, b) Fiinfeck, c) Sechseck!
5. Ein Viereck

gegeben sind.

6. Ein Fiinfeck
gegeben sind.

zu konstruieren, wenn die Koordinaten seiner Eckpunkte

A
Abszissen: 1,
Ordinaten: 1,
zu konstruieren,

B
4,
0 ,

\venn

G D
5, 3 cm
4, 5 cm.
die Koordinaten seiner Eckpunkte

Flaclienvergleielmiig.
§ 84. Erklarungen. Jener Teil der Ebene, welcber von den

Grenzlinien einer (ebenen) Figur eingeschlossen wird, bei (it die F1 a c h e
der Figur. (Die Dreiecks-, die Kreistlacbe n. s. f.) Die Grobe der Flache
heifit der Flacbeninbalt der Figur. Haben zwei Figuren gleichen
Flacheninbalt, so heilien sieflachengleicb oder einfacb gleich (=);
im entgegengesetzten Falle heifien sie ungleich (> oder <).

Die Vergleichung der Flachen beruht auf folgenden Satzen:
1. Zwei kongruente Figuren sind auch gleich. Daraus

folgt z. B., dali ein Parallelogramm durch eine Diagonale und dali ein
regelmafiiges Polygon durch eine Seiten- oder eine Winkelsymmetrale in
zwei gleiche Teile zerlegt wird.

2. Durch A d d i t i o n (A n e i n a n d e r 1 e g e n) z w e i e r g e g e-
bener Figuren kann man auf verschiedene Ar ten neue
Figuren bilden, welche gleich, jedoch im a lige m ein en
nicht kongruent sind. Wie viele Figuren von verscliiedener Form
und gleicher Grbfie kann man z. B. dadurch erhalten, dali man zwei
kongruente rechtwinklige Dreiecke mit zwei gleichen Seiten anein-
anderlegt ?

3. Durch Subtraktion (Abschneiden) einer gegebenen
Figur von einer and er en gegebenen Figur kann man auf
verschiedeneArten gleiche, jedoch im allgemeinen nicht
kongruente Figuren erhalten. S. z. B. § 85.

4*
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Unter dem Rechtecke ztveier Strecken versteht man jenes
Rechteck, in welchem die beiden Strecken als Seiten vorkommen. Das
liber einer Strecke als Seite konstruierte Quadrat lieifit das Quadrat
dieser Strecke.

§ 85. Das Parallelogramm. Haben zwei Parallelogramme gleicbe
Grnndlinien und gleiehe Hoben, so lassen sie sich derart aufeinander
legen, dati die Grundlinien zusammenfallen und die gegeniiberliegenden
Seiten in einer Geraden liegen (Fig. 99). Hier ist A AFD BEC

(warum?). Wenn man nun vom Trapeze
■O_T-J-_ ABED das Dreieck AED subtrabiert, so
\ bleibt das Parallelogramm ABEF iibrig;
\ \ subtrabiert man von demselben Trapeze

das Dreieck BEC, d. i. also das Dreieck
^ £ AFD in einer anderen Lage, so erhalt

Fig. 99. man das Parallelogramm ABCD. Daher
ist ABCD = ABEF. Modeli!

Parallelogramme mit gleicbe n Grundlinien und glei-
chen Hoben si n d einander gleich. Daraus folgt:

Jedes Parallelogramm ist einem Rechtecke mit der-
selben Grundlinie und derselben Hohe gleich.

Ubungsaufgaben. 1. Man wiederbole die vorausgehende Betrachtung
unter der Annahme, dafi die Punkte C und F zusammenfallen oder dafi F zwischen
C und D liegt!

Man begriinde die Satze:
2. Verschiebt man eine Seite eines Parallelogrammes in der dureh sie gelegten

Geraden, so bleibt der Flaeheninhalt des Parallelogrammes ungeandert.
3. Von zwei Parallelogrammen mit gleichen Grundlinien und ungleichen

Hohen ist dasjenige grofier, welehes die groljere Hohe hat.
4. Von zwei Parallelogrammen mit gleichen Hohen und ungleichen Grund¬

linien ist dasjenige grofier, welches die grofiere Grundlinie hat.
§ 86. Das Dreieck. Das Dreieck ABC (Fig. 100) ist die Halfte

des Parallelogrammes ABDC, welches mit ihm dieselbe Grundlinie und
dieselbe Hohe bat.

JedesDreieck ist die Halfte eines Parallelogrammes
mit derselben Grundlinie und derselben Hbhe. Daraus folgt:

Dreiecke mit gleichen Grundlinien und gleichen
Hohen si n d einander gleich.

Ubungsaufgaben. Man begriinde die folgenden Satze:
1. Verschiebt man die Spitze eines Dreieckes in einer zur Grundlinie

parallelen Geraden, so andert sich der Flaeheninhalt des Dreieckes nicht (Fig. 101).
2. Von zwei Dreiecken mit gleichen Grundlinien (Hohen) und ungleichen

Hohen (Grundlinien) ist dasjenige groBer, welches die grofiere Hohe (Grundlinie)
hat. (Fig. 102.)
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3. Ein Parallelogramm wird durch die beiden Diagonalen in vier gleiche
Dreiecke zeidegt.

4. Zieht man in einem Parallelogramme eine Diagonale und durch einen
Punkt derselben Parallele zu den Seiten, so zerfallt das Parallelogramm in zwei
Paare kongruenter Dreiecke und zwei gleiche Parallelogramme.

5. Von den vier Dreiecken, in welche ein Trapez durch die Diagonalen zerlegt
wird, sind jene zwei gleich, welche an den Schenkeln liegen.

§ 87. Das Quadrat einer Streckensumme. Sind a
gebene Strecken und mackt man AB = a, BC —

und b zwei ge-
b, so ist AC —

H D

a —)— 6. Das Quadrat ACDE iiber der Seite AC (Fig. 103) la lit sicli
durcb die Geraden Bil und FG in zwei Quadrate
mit den Seiten a, bezw. b und zwei Recbtecke
mit den Seiten a und b zerlegen. Daraus folgt:

Das Quadrat einer Streckensumme
besteht aus dem Q u a dr ate der ersten
Strecke, aus zwei Rechtecken beider
Strecken und demQuadrate der zweiten
Strecke.

§ 88. Das Trapez. Halbiert man die Seite
BC des Trapezes ABCD (Fig. 104) und legt durch
den Halbierungspunkt E und den Punkt D eine Gerade, welcbe die
verlangerte Seite AB in F trifft, so erbiilt man die kongruenten Drei¬
ecke EBF und ECE. Drelit man nun das Dreieck ECE um den Punkt
E in die Lage EBF, so verwandelt sich das Tra¬
pez ABCE in das Dreieck AFD, dessen Hiilie
zugleicli die Hohe des Trapezes ist und dessen
Grundlinie gleich ist der Summe der Parallelseiten (
des Trapezes. AF = AB -j- BF — AB -f- DC.
(Modeli!)

B
Fig. 103.

Fig. 104.

Das Trapez ist einem Dreiecke mit derselben H obe
gl e i c b, w e 1 c h e s die Summe der Parallelseiten z u r Grund¬
linie bat.

Ubungsaufgabe. Man zeige mit Hilfe der Fig. 89, dat) das Trapez einem
Rechtecke mit derselben Hohe gleich ist, welches die Mittellinie des Trapezes zur
Grundlinie hat!
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§ 89. Das Viereck, dessen Diagonalen zueinander normal sind. Ist
ABCD (Fig. 105) das gegebene Viereck und AC X BD , so zieiie

man durch die Eckpunkte Parallele zu den
Diagonalen. Dadurch wird dem Vierecke ein
Recliteck EFGH umgeschrieben, dessen Seiten
den parallelen Diagonalen des Viereckes ABCD
entsprecliend gleich sind.

Nun ist ACD — \ ACGII und ABC —
h AEFC, dalier audi ABCD = \ EFGH.

Ein Viereck, dessen Diagonalen
zueinander normal sind, ist die Halfte eines Reckteckes,
welches die beiden Diagonalen zu Seiten hat.

Ubungsaufgaben. 1. Fiir welclie Arten von Vierecken gilt der voran-
stebende Satz?

2. Wie lautet dieser Satz speciell fiir das Quadrat?
3. Man beweise, dafi ein jedes Viereck die Halfte des umgescbriebenen

Parallelogrammes ist, dessen Seiten zn den Diagonalen des Viereckes parallel sind.
§ 90. Das regelmafiige Vieleck und ein Sektor desselben. a) Ist

O der Mittelpunkt des regelmalligen Sechseckes ABCDEF (Fig. 106),
so ist offenbar ABCDEF = 6 . ABO. Tragt man nun auf der Ver-

langerung von AB die
e i> iibrigen Seiten des Viel-

eckes auf, so dali HL
dem Umfange desselben
gleich ist, so ist HGO —
GAO = ABO = . . .,
also ELO = 6 . ABO.
Daraus folgt ABCDEF
= HLO.

Das regelmaliige Vieleck ist einem Dreiecke gleich,
welcbes den Umfang des Vieleckes zur Grundlinie und
den H a Ib m e s s er des dem Vielecke eingescbriebenen
K r e i s e s z ur H 6 h e bat.

b) Verbindet man zwei Eckpunkte eines regelmalligen Vieleckes
mit dem Mittelpunkte, so erhalt man zwei Aussclniitte oder Sek¬
tor e n des regelmalligen Vieleckes. Z. B. ABCO und CDEFAO. AB<'
beifit die Grundlinie des ersten und CDEFA die Grundlinie des
zweiten Sektors.

Jeder Sektor eines regelmalligen Vieleckes ist einem
Dreiecke gleich, vrelches die Grundlinie des Sektors zur
Grundlinie und den Halbmesser des dem Vielecke einge-
schriebenen Kreises zur Hohe bat.
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TJbungsaufgaben. 1. Jedes Dreieok ist einem zweiten Dreieeke gleich,
welches den Umfang des ersten zur Grundlinie und den Halbmesser des dem ersten
Dreieeke eingesohriebenen Kreises zur Hohe hat. (Warum?)

2. Wie lautet der entspreohende Satz fur irgend ein einem Kreise um-
geschriebenes Vieleck (Tangentenvieleck) ?

§ 91. Der Kreis und der Kreissektor. Der Umfang und die Flache
eines regelmiilligen Vieleckes unterscheiden sich yon dem Umfange, be-
zdehungsweise der Flache des eingeschriebenen Kreises umsoweniger, je
grofier die Seitenanzabl des Vieleckes ist. Man kann diese Zalil stets so
grofi wahlen, dafl jener Untersehied selbst in selu- genauen Zeicbnungen
oder Kecbnungen nicbt mebr bemerkt wird. Aus diesem Grunde lassen
sich die beiden vorausgehenden Siitze, welche ftir ein beliebiges regel-
maBiges Vieleck und einen Sektor desselben abgeleitet wurden, auf den
Kreis und den Kreissbktor iibertragen:

a) DieKreisflacheisteinemDreieckegleicb,welcbes
die Peripherie zur Grundlinie und den Halbmesser zur
H d h e hat.

b) Der Kreissektor ist einem Dreieeke gleich, welches
den Bogen zur Grundlinie und den Halbmesser zur
Hohe hat.

Flackensiitze fur das rccktwinklige Dreieck.
§ 92. Der Pythagoreische Lehrsatz. Konstruiert man ein recht-

vvinkliges Dreieck, in dem eine Kathete das Dreifache und die andere
das Vierfache einer Strecke betragt,
so ist die Hypotenuse das Fiinffache
derselben Strecke. Nun errichte man
liber den Seiten dieses Dreieckes Qua-
drate und zerlege dieselben entsprechend
der Fig. 107 in kleinere Quadrate. Von
den letzteren, welche alle kongruent
sind, entfallen 25 auf das Quadrat der
Hypotenuse, 9 auf das Quadrat der
einen und 16 auf das Quadrat der
anderen Kathete. In diesem Falle be-
steht also der Satz:

Das Q u a d r a t der Hypote-
nuse ist gleich der Summ e der
Quadrate der beiden Katheten.

Dieser Lehrsatz, welcher ftir jedes rechtwinklige Dreieck gilt, wird
dem Philosophen Pythagoras (geb. auf der Insel Samos um das
Jahr 580 v. Chr.) zugeschrieben und nach ihm benannt. Ftir beliebige
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rechtwinklige Dreiecke ergibt sieli die Riclitigkeit des Pvtliagoreischen
Lelirsatzes aus der folgenden Betrachtung:

Sind a iind h die Katlieten und c die Hypotenuse eines reclit-
winkligen Dreieckes, so errickte man zweimal das Quadrat liber der
Streckensumme a h und zerlege es einmal entsprechend der Fig. 108

und das anderemal entspre-
cliend der Fig. 109. Nimmt

6 man nun vom Quadrate der
Streckensumme vier mit dem
gegebenen kongruente Drei-

a ecke weg, so bleiben im
ersten Falle die Quadrate
der Katlieten und im zweiten
das Quadrat der Hypotenuse
tibrig. (Modeli!)

Aus dem Pytliagoreischen Lelirsatze folgt: *
Das Quadrat einer Kat bete ist.gleich dem Quadrate

der Hy p o t e n u s e w e n i g e r dem Q u a d r a t e der a n d e r e n
K a t li e t e.

Ubungsaufgaben. Konstruiere ein Quadrat, welches gleich ist:
1. der Summe zweier gegebener Quadrat.e,
2. der Summe dreier gegebener (Juadrate,
3. dem 2-, 3-, 4-fachen eines gegebenen Quadrates,
4. der Differenz zweier gegebener Quadrate,
5. der Halfte eines gegebenen Quadrates.

93. Der Hohensatz. Das bei C rccbtvviiikliffo Dreieck ABC
(Fig. 110) wird durcb die Holie CD
CDB zerlegt. Drelit man das Dreieci

C E

in die Dreiecke ADC oder 1 und
; I um C, bis es in die Lage CEC
gelangt, und verlaiigert EF bis G,
so erhillt man das Quadrat der
Holie, namlicli CDGE. Verscliiebt.
man hierauf das Dreieck L langs
der Kathete CB, bis es in die Lage
HJB gelangt, und verlangert JH
bis K, so erbalt man das Bechteck
der beiden Abscbnitte der Hypote-
nuse, namlich DBJK. (Es ist
liiimlicb /1D= FE— BJ= DK.)

Das Quadrat und das Recliteck sind flachengleicli, da jcdes derselben
aus dem Fiinfecke DGFHK und den Dreiecken / und II bestelit. (Die
mit II bezeicbneten Dreiecke stimmen namlicli in den Winkeln und den
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Hypotenusen iiberein, weil HC = BC — AC imel BF = BC — AC
ist.) Daraus folgt:

Das Quadratder H 6 h e eines rechtwinkligen D r e i -
eckes ist dem Rechtecke g 1 e i c h, w e 1 c h e s die b e i d e n
Abscknitte der Hypotennse 7,u Seiten bat.

Verivan d hi rg und Teilung der Figuren.
§ 94. Verwandlung der Figuren. Eine gegebene Figur in

eine andere verevandeln heiflt eine neue Figur kon-
st rili er en, welclie mit der gegebenen flacbengleicli ist.

1. Aufgabe. Ein schiefes Parallelogramm in ein Recbteck zu
verwandeln.

Anflosung. Man zielie von den Endpunkten einer Seite die Nor¬
malen zur gegeniiberliegenden Seite! (§ 85.)

2. Aufgabe. Ein Dreieck in ein Parallelogramm a) mit der-
selben Grundlinie, b) mit derselben llolie zu verwandeln.

Anflosung. a) Man balbiere die Seite BC des gegebenen Dreieckes
ABC (Fig. 111), zielie durcli den Halbierungspunkt E die Gerade
BF || AB, ferner BF || Al)! ABFD ist das gesuchte Parallelogramm.
h) Analog wie a).

3. Aufgabe. Ein Dreieck in ein anderes zu venvandeln, so dass
der Winkel ungeandert bleibt und eine der einseblieflenden Seiten eine
gegebene Lange erhalt.

Anflosung. Es sei (Fig. 112) ABC das gegebene Dreieck, BAC
der beizubehaltende Winkel und AD == a jene Seite, durch welche AB
ersetzt werden soli. Man zielie CD, ferner vom Punkte B aus die
Parallele zu CD und verbinde den Scbnittpunkt E dieser Parallelen
und der Verliiugerung von AC mit dem Punkte D. ADE ist das ge¬
suchte Dreieck. Es ist namlich CDB = C'DE, also ACD -j- CDB
= ACD + CDE oder ABC = ADE.

tjbungsaufgaben. 1. a) Ein Parallelogramm, b) ein Dreieck in ein
anderes zu verwandeln, welches dieselbe Grundlinie und einen gegebenen Winkel
an der Grundlinie bat (Fig. 113).
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2. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, welches dieselbe Grundlinie
hat und a) gleichschenklig, b) an der Grundlinie rechtwinklig, c) an der Spitze
rechtwinklig ist. Wann ist die letzte Aufgabe nur losbar?

3. Ein Dreieck in ein Rechteck mit derselben Grundlinie zu verwandeln.
4. Ein Parallelogramm in ein Dreieck o) mit derselben Grundlinie, 6) mit

derselben Hohe zu verwandeln.
5. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, so daC ein Winkel ungeandert

bleibt und eine der einschliefienden Seiten durch eine langere ersetzt wird. Ist in
Fig. 112 ADE das gegebene Dreieck und AB die gegebene neue Grundlinie, so
ziehe man D C || B E und verbinde B mit C. A B C = A D E.

6. Ein Parallelogramm zu konstruieren, welches gleich ist a) der Summe,
b) der Differenz zweier gegebener Parallelogramme von gleicber Hohe. Sind
(Fig. 114) ABCD und BEFG die gegebenen Parallelogramme von gleicher Hohe,
so ist A EHD die Summe und A JKB die Differenz derselben. BJ = B E,
Eli II A D, J K \\ A D.

Fig. 114.

7. Ein Dreieck zu konstruieren, welches gleich ist a) der Summe, b) der
Differenz zweier gegebener Dreiecke von gleicher Grundlinie. Sind (Fig. 115)
ABC und A B D die gegebenen Dreiecke mit gleicher Grundlinie, so ist A C E
die Summe und ACF die Differenz derselben. DE || A B, B F = B E.

8. Man verwandle ein Trapez a) in ein Dreieck (Fig. 104), b) in ein Recht¬
eck (Fig. 89), c) in ein schiefes Parallelogramm von gleicher Hohe!

9. Yerwaudle ein Deltoid a) in ein Rechteck, b) in einen Rhombus!
10. Verwandle a) ein Rechteck, b) einen Rhombus in ein Deltoid, dessen

ungleiche Seiten rechte Winkel einschliefien!
4. Aufgabe. Ein gegebenes Vieleck in ein anderes zu venvamlehi,

welches eine Seite weniger hat.
Auflosung. Ist ABCDEF (Fig. 116) das ge¬

gebene Vieleck, so ziehe man die Diagonale DF,
ferner EG || DF und verbinde D mit G. Dadurch
erhalt man das verlangte Vieleck ABCDG, welclies
eine Seite weniger hat und gleich ABCDEF ist.
Denn die Dreiecke DEF und DGF sind flachen-
gleich und bilden daher, einzeln zum Vielecke
ABCDF addiert, zwei gleiche Figuren.

5. Aufgabe. Ein gegebenes Rechteck in ein Quadrat zu ver-
wandeln.
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Auflosung. Man verliingere die Seite AB (Fig. 117) des gegebenen
Kechteckes ABCD, mačke BE — BC und kesckreibe liber AE als
Durchmesser einen Halbkreis! Ist F der Durchschnittspunkt des Halb-
kreises mit der Seite BC, so entspricht das Quadrat
BHGF der Strecke BF der gestellten Aufgabe.
Denn es ist das Quadrat der Hohe in dem reckt-
winkligen Dreiecke AEF, also gleich dem Recht-
ecke ABCD, welches die Absehnitte AB und BE
der IIypotenuse zu Seiten bat.

6. Aufgabe. Ein gegebenes Vieleck in
ein Quadrat zu vemandeln.

Auflosung. Man verwandle das gegebene Vieleck in ein Dreieck,
dieses in ein Rechteck und das Rechteck in ein Quadrat!

Ubungsaufgab en. 11. Verwandie ein Viereek auf zwei versehiedene Arten
in ein Dreieck!

12. Yerwandle a) ein Fiinfeck, b) ein Sechseck in ein Dreieck!
13. Verwandle a) ein gleichseitiges, V) ein ungleichseitiges Dreieck in ein

Quadrat!
14. Verwandle ein beliebiges Viereek in ein Quadrat!
§ 95. Teilung der Figuren. 1. Aufgabe. Ein Dreieck in n

gleicbe Teile so zu teilen, dafl die Teilungslinien von einer Ecke
ausgehen.

Auflosung. Man teile eine Seite des Dreieckes in n gleicbe
Teile und verbinde die Teilungspunkte mit dem gegentiberliegenden
Eckpunkte! Z. B. n = 4.

2. Aufgabe. Ein Paralielogramm in n gleicbe Teile so zu
teilen, dafi die Teilungslinien zu einer Seite parallel sind.

Auflosung. Man teile eine Seite in n gleiche Teile und ziehe durch
die Teilungspunkte Parallele zu den anstofienden Seiten! Z. B. n = 8.

Ubungsaufgaben. 1. Ein Dreieck (nach dem AugenmaCe oder durch
Versuche mit dem Zirkel) in a) drei, b) fiinf gleiche Teile so zu teilen, da6 die
Teilungslinien von einer Ecke ausgehen.

2. Ein Parallelogramm in a) zwei, b) sechs gleiche Teile so zu zerlegen,.
daC die Teilungslinien zu einer Seite parallel sind.

3. Ein Parallelogramm in a) zwei, b) vier, c) sechs gleiche Teile so zra
zerlegen, dafi die Teilungslinien von einer Ecke ausgehen.

4. Ein Parallelogramm in drei gleiche Teile so zu zerlegen, dad die
Teilungslinien von einer Ecke ausgehen. Man zerlege zunachst in sechs gleiche
Teile.

5. Ein Trapez in vier gleiche Teile so zu zerlegen, dalj die Teilungslinien
durch die parallelen Seiten gehen.

6. Ein beliebiges Viereek in zwei gleiche Teile zu zerlegen. Man teile
eine Diagonale in zwei gleiche Teile und verbinde den Teilungspunkt mit den
der Diagonale gegeniiberliegenden Eckpunkten.
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LSngenmessung.
§ 96. Der Umfang eines Vieleckes. Man berechnet den Umfang

eines Vieleckes, indem man die (Mafizahlen aller) Seiten desselben addiert.
Siud alle Seiten einander gleich, so iindet man den Umfang (u), indem
man eine Seite (s) mit der Anzahl (n) der Seiten multipliziert; u = ns.

Ubungsaufgaben. Wie grofi ist der Umfang 1. eines Quadrates, 2. eines
Rhombus, 3. eines regelmafiigen Zehneekes, wenn eine Seite a) 2 cm, b) 3'15 m
betragt, c) gleich a ist?

4. Berechne den Umfang eines Rechteckes aus der Grundlinie g und der
Hohe 7j a) allgemein, b) fiir g = 2'5 m, h — 1'5 m !

5. Berechne die Grundlinie eines Rechteckes aus dem Umfange u und der
Hohe h a) allgemein, 6) fiir u — 18 cm, g — 6 cm\

6. Berechne die Hohe eines Rechteckes aus dem Umfange u und der Grund¬
linie g d) allgemein, b) fiir u = 236 m, g = 86 m!

§ 97. Messung der Kreislinie. Da sich eine gerade Linie anf einer
krummen nicht auftragen liiiit, so kann man die Lange der Kreislinie
nicbt durch directe Messung, sondern nur auf Umwegen bestimmen.

Mechanisch wird die Messung der Kreislinie ausgefiihrt, indem
man ans einem Faden eine Kreislinie bildet, hierauf den Faden in eine
gerade Linie ausspannt und ilm mit dem Durcbmesser oder mit einer
anderen als Langeneinheit angenommenen Strecke milit. Um genauer
vorzugehen, legt man einen dtinnen Faden in mehreren Windungen um
einen Cylinder mit kreisformigem Querschnitte, berechnet aus der ge-
inessenen Lange des Fadens und der Anzahl der Windungen die Lange
einer Windung. (Zur Ubung fiihre man einen solchen Versuch aus.)
Auck dieses Verfahren ist nur einer beschrankten Genauigkeit fahig
und hat fiir die Geometrie keine Bedeutung.

Die geometriscke Messung der Kreislinie wird dadurch aus¬
gefiihrt, dali man die Kreislinie mit den Umfangen der ein- und der
umgeschriebenen Vielecke vergleicht.

Wird einem Kreise ein regelmalliges Sechseck eingeschrieben, so
ist jede Seite desselben kleiner als der zugehorige Bogen, sein ganzer
Umfang also kleiner als jener des Kreises. Die Peripherie ist also
grOfier als das Dreifache des Durchmessersjj) > 'dd.

Wird hingegen einem Kreise ein Quadrat umgeschriebeu, so ist
die Summe der aneinander stollendeu Teile der Quadratseiten, welche
von zvvei aufeinander folgenden Bertihrungspunkten begrenzt werden,
grb11er als der von ihnen eingeschlossene Bogen. Daher ist auch der
Umfang des Quadrates grbfier als jener des Kreises. Die Peripherie
ist also kleiner als das Vierfache des Durchmessers;
p < A d.
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Je mehr Seiten nun das ein- und das umgeschriebene regelmafiige
Vieleck haben, umsoweniger unterscheiden sich ihre Umfange vonein-
ander; desto naher liegen also die Werte, zwischen welcben die Peri¬
pherie enthalten ist. Betragt z. B. die Anzahl der Seiten 3072, so findet
man durch Rechnungen, welche erst spater begrllndet werden, p >
3'141591 d und p < 3-141593 d. Der erste Koeffizient von d ist also
kleiner und der zrveite ist grofier als jene Zahl, mit welcher d multi-
pliziert genau gleicb p wird. Daher ist diese Zakl gleich 3* 14159..,
wenn nur ftinf Dezimalstellen beibebalten werden, und p — 3'14159

Die Zahl 3‘14159.., welche das Verbaltnis der Peri¬
pherie zum Durcbmesser angibt, lieifit die Ludolphische
Zahl (nach Ludolph van Ceulen, welcher sie um das Jahr 1600
auf 35 Stellen berechnet hat) und wird zur Abkiirzung allgemein
mit n b e z e i c b n e t. In manchen Fiillen geniigt es ftir n den Naherungs-
wert 31 (das Archimedische Verbaltnis) zu setzen, wabrend man in ge-
nauen Rechnungen die .erforderliche Anzahl von Dezimalen aus der
Gleichung n = 3 • 1415926536 .. zu nebmen hat. Die Ludolpliische
Zahl lafit sich ebensowenig wie z. B. \/2 durch einen gemeinen Bruck
oder einen endlichen Dezimalbruch vollkommen genau ausdrticken.

Hieraus folgt:
a) Die Peripherie ist gleich dem Produkte aus dem

Durcbmesser (dem doppelten Halbmesser) und derLudol-
p h i s c h e n Z a h 1. p — dn, p = 2 rn.

b) Der Durcbmesser ist gleich d e r P e r i p h e r i e g e t e i 11
durch die Ludolphische Zahl. d = p : jt, r = p : 2n.

c) Die Peripherien zweier Kreise verhalten sich wie
die Durchmesser oder wie die Halbmesser. p\pl — d:dx

- r : rt .
Anmerkungen. 1. In den vorausgelienden Lehrsatzen konnen unter

„Periplierie, Durchmesser und Halbmesser" entweder die genannten Linien oder
auch deren MaCzahlen verstanden werden.

2. Bei numerischen Berechnungen der Peripherie aus dem Durchmesser, des
Halbmessers aus der Peripherie u. s. f. sollen die Multiplikationen und Divisionen
mit der Ludolphischen Zahl in der Regel auf abgekurztem Wege ausgefiihrt werden.
Die erforderliche Anzahl von Dezimalstellen ergibt sich aus der Natur der Aufgabe
oder auch aus der Uberlegung, dalj alle Ziffern des Resultates, abgesehen hochstens
von der letzten, verlafilich sein sollen. Findet man z. B. den Durchmesser eines
Kreises gleich 42 mm und sind bei der Messung Bruchteile von mm nicht mehr
beriicksichtigt worden, so kann auch die Lange der Peripherie durch Bruchtheile
von mm nicht ausgedriickt werden. Deun hat man den Durchmesser etwa um
-J mm zu klein erhalten, so findet man die Peripherie um mehr als 1 mm zu kleim
In solchen Fiillen ist das Resultat mit erreichbarer Genauigkeit zu ermitteln.



62

Ubungsaufgaben. 1. Aus einer der drei Grofien r, d, p (Radius, Durch-
messer und Peripherie eines Kreises) die anderen zu berechnen.

d) r = 1'344 m; b) d = 122 m; c) p — 42'33 m; d) p = 478'192 km.
2. Wieviel Tem miCt der Durchmesser eines Erdmeridians, wenn dieser als

ein Kreis von 40.000 km Lange angenommen wird?
3. Berechne den Durchmesser eines Baumstammes mit kreisformigem Quer-

sohnitte aus dem Umfang! Z. B. p = 4'32 m.
4. Wie groC mufi der Durchmesser eines Kreises genommen werden, dessen

Peripherie viermal so grofi sein soli als jene, welche einem Durchmesser von 12 cm
entspricht?

5. Wie viele Umdrehungen macht ein "VVagenrad von 64 cm Durchmesser auf
einer 1 km langen Strecke?

6. Welchen Weg legt die Spitze eines 20 mm langen Minutenzeigers einer
Uhr in einem Jahre zuriick?

7. Konstruiere einen Kreis, dessen Umfang gleich ist a) der Summe, b) der
Differenz aus den Umfangen zweier gegebener Kreise!

§ 98. Bogenmessung. a) Aufgabe. Die Lange eines Bogen-
grades, einer Bogenminute und einer Bogensekunde zu berechnen.

Ein Bogengrad ist der 360. Teil der Peripherie. Daraus folgt:
, -r, , p dn m1 Bogengrad = —— = - = -;

360 360 180
t. . p dn m1 Bogenminute — ——— — — -

1 Bogensekunde

21600
P

21600
dn

10800 ’
m

1296000 1296000 648000
b) Zu gleicben Zentriwinkeln gelioren in demselben Kreise oder

n gleichen Kreisen gleiche Bogen. Daher entspricht auch dem 2, 3,
. . . nfachen Zentriwinkel der 2, 3, . . . n facbe Bogen. Daraus folgt:

Bogen desselben Kreises oder gleicher Kreise ver-
balten sich wie die zugehorigen Zentriwinkel.

b : = a : %.
c) Aufgabe. Aus dem Halbmesser r und dem Zentriwinkel a

(Gradmafl des Bogens) die Bogenlange b zu berechnen.
Vergleicht man den Bogen mit der halben Peripherie, so tindet

man nach dem vorausgehenden Lehrsatze
rna
780"'

Der Winkel a mufi in dieser Formel in Graden (eventuell in
Bruchteilen eines Grades) ausgedriickt werden.

d) Aufgabe. Aus dem Halbmesser r und der Bogenlange b den
Zentriwinkel a zu berechnen.

Aus der letzten Proportion tindet man a =

b : m = a : 180 und daraus b

m
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e) Aufgabe. Aus der Bogenlange 6 und dem Zentriwinkel a
den Halbmesser r zu berechnen.

Es ist m = 1806 und r = 1806
a an

Wie man sieht, kann man mit Hilfe der Proportion 6 : rn =
a : 180 aus zweien der drei Grofien 6, a, r die dritte berechnen.

tjbungsaufgaben. 1. Ein Grad des Aquators betragt 15 geographisohe
Meilen. Wie groB ist der Durchmesser des Aquators?

2. Man berechne die Lange a) eines Bogengrades, b) einer Bogenminute,
c) einer Bogensekunde fiir einen Kreis, dessen Halbmesser = 1 m ist! (7 Dezimalen.)

3. Nimmt man die Erdbahn als einen Kreis mit dem Radius von
148'6 Millionen km und die Umlaufszeit der Erde um die Sonne = 365'25 Tagen
an, so ist der, Weg zu berechnen, welchen die Erde bei gleichformiger Bewegung
d) in einem Tage, b) in einer Minute, c) in einer Sekunde besckreibt. Man beniitze
die oben gewahlte Langeneinheit und fuhre alle Operationen mit erreichbarer
Genauigkeit aus! Die Resultate sind nicht vollstandig riehtig, da die gemachten
Annahmen nur annahernd gelten.

4. Wenn der Umfang eines Kreises 32 m betragt, so ist die Lange eines
Bogens zu berechnen, welcher nach dem GradmaBe a) 45°, V) 122° 12', c) 42° 13' 24',
betragt.

5. Wie groB ist der Radius jenes Kreises, in welchem der zum Zentriwinkel
a = 36° 42' gehorige Bogen 1'421 m mifit?

6. Man berechne den zum Bogen b = 44 cm gehorigen Zentrjwinkel, wenn
der Halbmesser des Kreises 12 cm betragt!

7. Man berechne das Gradmafi des Bogens, welcher mit dem Halbmesser
gleiche Lange hat!

Fiachcnmessuug.
§ 99. Erklarungen. Als Flacheneinheit wird ein Quadrat

angenommen, dessen Seite gleich der Langeneinheit ist. Je nachdem
1 m, 1 dm, 1 cm, .. als Langeneinheit gewahlt wird, heifit die Flache
des entsprechenden Quadrates ein Quadratmeter, ein Quadrat-
dezimeter, ein Quadratzentimeter, . . .

Eine gegehene Flache messen heiBt untersuchen, wie oft die
Flacheneinheit in ihr enthalten ist. Die Zahl, welche dies anzeigt, heifit
die Mafizahl der gegebenen Flache. Mufi man z. B. 3 Quadratmeter
und | eines Quadratmeters summieren, um eine einem gewissen Dreiecke
llachcngleiche Figur zu erhalten, so ist 3'25 die Mafizahl des Dreieckes
in Bezug auf das Quadratmeter, oder einfacher ausgedrttckt: der
Flacheninhalt des Dreieckes betragt 3‘25 Quadratmeter.

Mechanisch kann man den Flacheninhalt einer gegebenen Figur
messen, indem man diese und die Flacheneinheit aus (liberall gleich
starkem) Blech oder Carton ausschneidet und durch Abwiigen bestimmt,
wie oft das Gewicht der Flacheneinheit in jenem der gegebenen Figur
enthalten ist.
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In der Ge o m etri e wird der Inhalt einer Fliiche aus den Mafi-
zahlen solcher Strecken, Winkel u. s. w. berechnet, von denen er abhangt.
Das unmittelbare Auftragen der Flacheneinhcit auf die gegebene Flache,
so dali dieselbe gerade erschopft wird, ist in der Hegel nicht ausftlhrbar.

§ 100. Das Quadrat. Teilt man jede Seite des Qnadrates ABCD
(Fig. 118) in drei gleiche Teile und verbindet die gegenitberliegenden

Teilungspunkte durch Strecken, so zerfallt das Quadrat
71 C in 3 X 3 = 9 kongruente Quadrate. Wird tiberhaupt

eine Seite des Quadrates in a gleiche Teile geteilt, so
kann dasselbe in a . a — a 2 kongruente Quadrate zer-
legt werden.j

Liillt sicli nun die Langeneinheit a mal auf einer
Seite des Quadrates auftragen, ist also a die Mali zalil

einer Qnadratseite, so bestebt das gegebene Quadrat aus a . a = aa
Quadraten, von denen jedes der Flacbeneinheit gleicli ist. Also ist a 2
die Madzalil fiir den Inhalt des Quadrates. Die M a 11 z a h 1 fiir den
Flacheninhalt eines Quadrates wird gefunden, indem man
die Mafizalil einer Seite mit sich selbst multipliziert;
oder klirzer ausgedrlickt: Der Flacheninhalt eines Quadrates
wird gefunden, indem man eine Seite z ur ziveiten Po ten z
e r h e b t.

/ = « 2 i « = V/
Anmerkungen. 1. Der Ausdruck der Arithmetik „eine Zahl zum Quadrat

erheben“ riihrt davon her, da6 dnrch das Multiplizieren einer Zahl mit sich selbst der
Flacheninhalt eines Quadrates berechnet wird, dessen Seite jene Zahl als MaC-
zahl hat.

2. Aus der Formel f = a2 lassen sich die Bezeichnungen: 1 Quadratmeter =
1 m2, 1 Quadratdezimeter = 1 dni2 , 1 Quadratzentimeter = 1 cm2 u. s. f. erklaren.

3. Es ist 1 cm 2 = 100 mm2 ; 1 dm2 = 100 cm2 = 10.000 mm2 ; 1 m2 =
100 dm2 = 10.000 cm 2 = 1,000.000 mm2, u. s. f. (Warum?) Beim Messen von
groOeren Flachen, z. B. von Grundstlicken, werden 100 m 2 ein Ar und 100 Ar
ein Hektar genannt und man sehreibt: la — 100 m2, 1 ha = 100 a.

4. Ist die Seite eines Quadrates = 4'23 m = 428 cm, so ist der Flachen¬
inhalt / = (423 X 423) cm2 = 178929 cm2 = 17'8929 m2. Zu demselben Resultate
gelangt man auch durch folgende Rechnung: / = (4-23 X 4'23) m2 = 17'8929 m2 .
Man erhalt also den Flacheninhalt eines Quadrates durch direkte Benutzung der
Formel / = a2, auch wenn a keine ganze Zahl ist.

Ubungsaufgaben. 1. Man berechne den Flacheninhalt eines Quadrates,
dessen Seite a) 16 cm, b) 3'6 m, c) 10'24 m betragtl Ist z. B. 10 24 als unvoll-
standige Dezimalzahl anzusehen, so fiilire man die Multiplikation 10'24 X 10'24
abgekurzt mit erreichbarcr Genauigkeit aus!

2. Der Flacheninhalt eines (juadrates betragt a) 3'61 m2, b) 18'49 ha
c) 16'6284 m2 ; wie groG ist eine Seite?

A—1
Fig. 118.
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3. Aus dem Umfange u eines Qaadrates ist der Flacheninhalt f zu berechnen.
a) u = 32 cm; b) u = 2'78 m.

4. Aus dem Flacheninhalte / eines Quadrates ist der Umfang u zu berechnen.
a)f= 169 a, b) f = 2'89 m2 .

5. Der Rahmen eines Bildes, welches die Form eines Quadrates mit der Seite
a = 62 cm hat, ist 12 cm breit. Man berechne den Flacheninhalt und den auderen
Umfang des Rahmens!

§ 101. Das Rechteck. Betragt die Grundlinie des Rechteckes ABCD
(Fig. 119) 6 cm nnd die Hohe 4 cm, so lafit sicli dasselbe in vier
Streifen yon je sechs Quadraten zerlegen, von denen jedes 1 cm 2 ist.
Der Flacheninhalt des Recliteckes betragt also „____T (r
(6 X 4) cm 2 = 24 cm 2. Ladt sich tiberhaupt eine I_J__j_
gevvisse Langeneinheit auf der Grundlinie g mal j I _ !__j _ I
und auf der Hohe /imal auftragen, d. h. sind g j | p j j
und h die Madzahlen der Grundlinie und der ""j i I I !
Hohe, so zerfallt das Rechteck in h Streifen von A Z B
je g Quadraten, also im ganzen in gli Quadrate,
von denen jedes gleich der Flacheneinheit ist. Daraus folgt:

Der Flacheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem
Produkte aus der Grundlinie und der Hohe; / = gh.

Man iiberzeuge sich, dali diese Formel auch dann nocli Geltung
hat, wenn g und h keine ganzen Zahlen sind.

tjbungsaufgaben. 1. Man bestimme den Flacheninhalt einer Schultafel,
einer Glasscheibe, eines Papierbogens u. s. f. durch Abmessen der Seiten!

2. Wie viele quadratische Steinplatten von je 22 cm Seitenlange braucht man,
um einen 25'3 m langen und 9'9 m breiten rechteckigen Platz zu belegen?

3. Ein 52'2 m langer und 36'4 m breiter rechteckiger Bauplatz kostet
14250'6 K. Wieviel kostet 1 m2 ?

4. In einem rechteckigen Garten von 70 m Lange und 45'5 m Breite ist
langs des Umfanges ein Weg von 1 m Breite angelegt. AuBerdem sind die Mitten
der langeren Seiten durch einen 0'6 m breiten IVeg verbunden. Wie viele Ar miOt
der bebaute Teil des Gartens?

5. Aus einem Quadrate mit der Seite a = 15 cm bilde man mehrere Recht-
ecke von gleichem Umfange, indem man wiederholt die Grundlinie um 1 cm ver-
grofiert und zugleich die Hohe um 1 cm verkleinert. Man vergleiche die Flliehen
der erhaltenen Figuren in Bezug auf ihren Inhalt!

6. Wie berechnet man aus dem Flacheninhalte f und der Grundlinie g eines
Rechteckes die Hohe 7»? f = 12 a, g,— 1 hm-

7. Man berechne aus dem Flacheninhalte / und der Hiihe h eines Rechteckes
die Grundlinie g\ f — 33 (/m8, h = 2 m.

8. Welche geometrische Bedeutung hat die Gleichung (n -|- b) c = n c -p b c,
wenn a, b, c gegebene Strecken bedeuten?

9. Ebenso die Gleichung (a — b) c = a c — b c ?
10. Ebenso die Gleichung (a -f- b) (c -j- d) = a c -f* a d -j- b c -p b rlf

Ho Se var, Geometrie fUr Uutergymnasien. C. Anfl.

Fig. 119.

5
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§ 102. Das schiefvvinklige Parallelogramm und das Dreieck. a) Jedes
schiefwinklige Parallelogramin lafit sich in ein Rechteck mit gleicher
Grundlinie und gleielier Holie verwandeln (§ 85). Sind also g und li
die MaBzahlen der Grundlinien und der Hfihen im Parallelogramme und
im flachengleichen Rechtecke, so ist in beiden Fallen die .Malizalil des
Flacheninhaltes / = gh.

Der F1 a e h e n i n h a 11 e i n e s j e d e n P a r a 11 c 1 o g r a m m e s ist
gleicli dem Produkte aus der Grundlinie und der Holie.

b) Jedes Dreieck ist die Halfte eines Parallelogrammes mit gleicher
Grundlinie und gleicher Hohe (§ 86). Daraus folgt:

Der Flacheninhalt eines D r e i e c k e s ist g 1 e i c h dem
h a 1 h e n P r o d n k t e aus der Grundlinie und der H 6 li e.

/
Man driieke aucli die letzten zwei Formeln in Worten aus!
Ubungsanfgaben. 1. Berechne den Flacheninhalt eines Parallelogrammes

aus der Grundlinie g und der Hohe Jil
a) g = 4 m, h = 0'5 m, b) g = 524 cm , h — 1(1 dm.

2. Bereehne den Flacheninhalt eines Dreieckes aus der Grundlinie g und der
Hohe 7(!

n) g — 235 mm, h — 172 mm, b) g = 5J m, h = 4J m.
3. Berechne die Grundlinie g eines Dreieckes aus dem Flacheninhalte f und

der Hohe /t!
a) f = 9424 cm2, h = 1'52 m, b) f = 4'3 m2, h = 1'72 m.

4. Wie grofi ist die Hohe eines Dreieckes mit dem Inhalte f und der Grund¬
linie gl

a) f = 0'7 a, g = 14 ?«, h) f = 4'08 dm%, g = 34 cm.
5. Aus den Katheten n und b eines rechtwinkligen Dreieckes den Flacheninhalt

desselben nu berechnen.
a) a — 12 cm, b = 1 dm, l) a = 2'04 m, b = 1'73 m.

§ 103. Das Trapez, a) Aus § 88 folgt:
Der Flacheninhalt eines Trapezes ist gleicli dem

lialben Produkte aus der Summe der Parali el seiten und
der Hohe.

Bezeichnet man also mit a und b die Parallelseiten und mit h die
Hohe, so ist

j. _ (a -(- b) h . a h
~~ 2 ’ * ~ ~2~ f = (« + V)

b) Da die lialbe Summe der Parallelseiten gleicli ist der Mittel-
linie m des Trapezes (§ 75), so kanu man auch sagen:

Der Flacheninhalt eines Trapezes ist gleicli dem
Produkte aus der Mittellinie und der Hiihe. (§ 88, Dbuugs-
aufgabe.)

j = mn.
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tTbungsaufgaben. 1. Aus den Parallelseiten a, b und der Hohe h eines
Trapezes den Flacheninhalt f zu berechnen.

a) a — 3 m, b = 2 m, h — 2 m, b) a — 6'2 m, b = 4'5 m, h — 2'2 m.
2. Aus den Parallelseiten a, b und dem Flacheninhalte f eines Trapezes die

Hohe h zu berechnen. a — 6'247 m, b = 3'948 m, f = 275265 cm2.
3. Aus der Hohe h und dem Flacheninhalte f eines Trapezes die Mittellinie

m zu berechnen. h = 8 cm, f — 0’76 dm2 .
4. Aus der Hohe h, einer Parallelseite a und dem Flacheninhalte f eines

Trapezes die zweite Parallelseite b zu berechnen. h — 4 dm, a — 3'5 m, / = 1 m2 .
5. Man kennt die Parallelseiten eines gleichschenkligen Trapezes (a = 8 cm,

6=6 cm) und einen Winkel (a = 45°). Der Flacheninhalt des Trapezes ist zu
berechnen.

6. Bestimme mit Hilfe eines Maflstabes den Flacheninhalt der Trapeze in den
Fig. 89 und 91!

§ 104. Das Viereck, dessen Diagonalen zueinander normal sind.
Der Flacheninhalt eines Viereckes, dessen Diagonalen
zueinander normal sind, ist gleich dem halben Produkte
der beiden Diagonalen (§ 89).

Dbungsaufgaben. 1. Aus der Diagonale d eines Quadrates den Flachen¬
inhalt f zu berechnen. d) d = 5 cm, b) d = 0'24 m.

2. Aus dem Flacheninhalte f eines Quadrates die Diagonale d zu berechnen.
a) f = 1 m2, b) f = 2'89 m2.

3. Aus den beiden Diagonalen d., und d2 eines Rbombus den Inhalt desselben
zu berechnen. Z. B. d, = 16 cm, d2 = 24 cm.

4. Wenn der Flacheninhalt eines Deltoides 42 cm2 und eine Diagonale 7 cm
betragt, wie lang ist die zweite Diagonale?

§ 105. Das regelmafiige Vieleck und ein Sektor desselben. a) Der
Flacheninhalt eines regelmahigen Vieleckes ist gleich
dem halben Produkte aus dem Umfange desselben und
dem R a d i u s des e i n g e s c h r i e b e n e n K r e i s e s (§ 90, a).

b) Der Flacheninhalt eines Sektors eines regelmalli-
gen Vieleckes ist gleich dem halben Produkte aus der
Grundlinie des Sektors und d e m R a d i u s d e s d e m V i e 1 e c k e
eingeschriebenen Kreises (§ 90, b).

f = EU
' 2 '

Ubungsaufgaben. Wird einem Kreise mit dem Radius r ein regelmaCiges
Zehneck umgeschrieben, so betragt eine Seite desselben 0'64984 r. Wie grofi ist
a) die Flache des Zehneckes, 6) die Flache eines Sektors, dessen Grundlinie aus
drei Seiten des Zehneckes besteht?

5*
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§ 106. Das unregelmafiige Vieleck. a) Um den Flacheninhalt eines
unregelmafligen Vieleckes zu berechnen, zerlegt man dasselbe in Drei-
eckc und bestimmt den Flacheninhalt derselben. Dic Summe der er-
haltenen MaGzablen gibt den Flacheninhalt des Vieleckes an.

Es sei z. B. der Flacheninhalt des Viereckes ABCD in Fig. 120
zu berechnen, wenn AC = 4, BE — 3 und DF = 1 ist.

Man findet: ABC ——= 6, ACD = ^ = 2, so-
2 2

mit ABCD = 8, und zwar 8 cm2, wenn FF = 1 cm ist.

h) Sind dic Koordinaten der Eckpunkte des Vieleckes gegeben,
so verfahrt man wie im folgenden Falle.

Es seien OAt — 3, OB1 = 6, OCx — 9, ()Di = 7 die Ab-
szissen und A t A = 3, />, II = 1, C\C = 4, DtF = 5 die Ordi-
naten der Eckpunkte des Viereckes ABCD (Fig. 121) in Bezug ant' die
Achse OX.

Aus der Betrachtung der Figur folgt
ABCD = AAXDXD + DDl C\ C — AAX Bx B — BBX CXC

= (3.+5). 4 (5+ 4). 2 (3 + 1). 3 (l+4).3 _ n . 5
2 ^ 2 2 2

Der Flacheninhalt des Viereckes ABCD betragt also 11 ■ 5 Flachen-
einheiten, z. B. 11 • 5 cm2, wenn BXB — 1 cm ist.

Ubungsaufgaben. 1. Man berechne den Flacheninhalt eines Fiinfeckes
Ali CD E, indem man die Lange der Seiten B C, CD, DE und deren Entfernungen
vom Pnnkte A dureh Abmessen bestimmt!

2. Der Flacheninhalt eines Dreieckes soli d) dureh Ahmessung der Grund-
linie und der Hohe, b) dureh Abmessung der Koordinaten der Eckpunkte in Bezug
auf eine aufierhalb des Dreieckes liegende Achse bestimmt werden.

3. Wahle vier wichtige Punkte einer Wandkarte als Eckpunkte eines Vier¬
eckes und beslimme dessen Flacheninhalt naoh der zweiten Methode!
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§ 107. Der Kreis. a) Der Flacheninhalt eines Kreises
ist gleich dem halben Produkte aus der Peripherie und
dem H alb me s s er. (§91, rt.)

/ pr
9 '

b) Da p == 2m ist, so folgt daraus / = 2m.r

Der Flacheninhalt eines Kreises ist gl e i eh dem
Quadrate des Halbmessers multipliziert mit der Ludblphi-
schen Zalil.

c) Bedeutet d den Durchmesser des Kreises, so ist
cl d 2 d 2 ir

r — —, r2 = — und f = — . (In Worten?)
2 4^4

d) Flir einen zweiten Kreis bestehen die Formeln

/i = ri

f:fi = r2 n :
j, _ d2 n

t:fl ~T

Daraus folgt

dj 2 ji
= d 2 : d^

Die Flachen zweier Kreise verbalten sich ivie die
Quadrate der Halbmesser oder wie die Quadrate der
Durchmesser.

e) Aus r2 jz = / folgt r2 und =1n—. (InWorten?)

Ubungsaufgaben. 1. Wie grob ist die Flaobe eines Kreises, dessen Kadius
a) 12 m, i) 1'3 cm, c) 0'236 m betragt? Die Multiplikation mit n ist abgekiirzt
auf zwei Dezimalen auszufuhren!

2. Dureli Abmessen findet man die Lange eines Kreishalbmessers gleich
5'623 m und soli den Flacheninhalt des Kreises berechnen. Da 5'623 als eine un-
vollstandige Dezimalzahl anzusehen ist, so sollen die Multiplikationen 5'623 X 5’623 X ^
abgekiirzt mit erreichbarer Genauigkeit durchgefiihrt werden.

3. Aus der Peripherie eines Kreises ist der Flacheninhalt desselben zu
berechnen. a) p = 1 m, V) p = 17 cm, c) p = 60'378 m.

4. Wie grob ist die Peripherie eines Kreises, dessen Flacheninhalt a) = 1 m2,
i) = 3'26 m2, c) = / ist?

5. Man suohe den Radius jenes Kreises, dessen Inhalt gleich ist der Sramne
der Inhalte dreier Kreise mit den Radien rt = 5 cm, r2 = 7 cm, rs = 8 cm\ Die
Operationen mit n konnen hier vermieden werden.

6. Aus dem Radius eines Kreises (r = 1 m) berechne man die Seite des
flachengleichen Quadrates!

Konstruiere einen Kreis, welcher gleich ist:
7. der Summe zweier gegebener Kreise,
8. der Summe dreier gegebener Kreise,
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9. dem 2-, 3-, 4-fachen eines gegebenen Kreises,
10. der Differenz zweier gegebener Kreise,
11. der Halfte eines gegebenen Kreises.
§ 108. Der Kreisring. Man findet

f — r2 n — Tj 2 n = (r2 — r, 2) 7t,
oder aucli f — (r + ri) (r ~ ri ) n- O11 Worten?)

Ubungsaufgaben. 1. Wie grofi ist die Flache zwisehen zwei konzentrischen
Kreisen mit den Radien r = 57'236 m und i\ = 32'147 m?

2. Aus dem Flacheninhalte des inneren Kreises (f, = 42'18 cm2) und der
Breite des Kreisringes (b = 4 cm) den Flacheninhalt desselben zu berechnen.

3. Aus der Peripherie des aufieren Kreises (p = 1G2'7834 m) und der Breite
des Kreisringes (b = 2'56 m) den Flacheninkalt desselben zu berechnen.

4. Aus dem Radius des inneren Kreises (rt = 3 cm) und dem Flacheninhalte
des Kreisringes (/ = 10 cm2) den Radius des aufieren Kreises zu berechnen.

5. Ein Kreisring (?■ = 1 dm, — 6 cm) ist flachengleich mit einem Kreise
Wie grofi ist der Halbmesser des letzteren?

6. Verwandle einen gegebenen Kreisring in einen Kreis!

§ 109, Der Kreissektor. a) Der Flacheninhalt des Kreis-
sektors ist gleicli dem halben Produkte aus der Bogen-
lange (b) uud dem Radius (r). (§ 91, b.)

b) Zu gleichen Bogen geboren in demselben Kreise oder in
gleicben Kreisen gleicbe Sektoren. Daher entspricht aucb dem 2, 3,. . .
nfaclien Bogen der 2, 3, . . . nfache Sektor. Daraus folgt:

Sektoren desselben Kreises oder gleicber Kreise
verbalten sich wie die zugebbrigen Bogen.

= :A-
c) Zu gleicben Zentriwinkeln gehoren in demselben Kreise oder

in gleicben Kreisen aucb gleicbe Sektoren. Daber entspricbt dem 2,
3, . . . n fachen Zentriwinkel der 2. 3, . . . nfache Sektor. Daraus folgt:

Sektoren desselben Kreises oder gleicher Kreise
verbalten sicb wie die zugehorigen Zentriivinkel.

/:/!=«: Oj.
dj Da man die Kreisflache als den zum Zentriwinkel von 360 0

gehbrigcn Sektor betrachten kann, so folgt aus dem letzten Lebrsatze:
f: r 2 n — a : 360.

Wie man siebt, kann man aus zwei der vier Grij 11 en: Kreissektor,
Halbmesser, Lange und Gradmafl des Bogens (f, r, b, a) die beiden
anderen berechnen.

Ubungsaufgaben. 1. Aus dem Halbmesser r = 2'71 m und dem Zentri-
winkel a = 63° den zugehorigen Bogen und den zugehorigen Sektor zu berechnen.
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2. Aus dem Halbmesser r = 0'944 m und dem Bogen b = 1'237 m den
zugehorigen Zentriwinkel und den zugehorigen Sektor zu bereelmen.

3. Aus dem Zentriwinkel a = 45° 25' und dem Bogen b = 1 dm den Halb¬
messer und den Sektor zu berechnen.

4. Aus dem Zentriwinkel a = 40° und dem Sektor / = 25 dm2 den Halb¬
messer und den Bogen zu berechnen.

Anmerkung. Man beniitze in den letzten vier Aufgaben von den Formeln
br

f — f ■ r2rc = a : 300, b : m = a : 180 zunachst jene, welche von den Grofien
r, a, b, f die zwei gegebenen enthalt, und hierauf eine der beiden anderen Formeln!

5. Welehen Radius mufi ein Kreis haben, wenn er
einem Sektor gleich sein soli, welcher dem Radius r = 5 dm
und dem Zentriwinkel a = 42° entspricht? Man vermeide
die Ausfulirung der Operationen mit n.

§ 110. Das Kreissegment. Das Kreissegment
ist gleich der Summe oder der Differenz
des zugehorigen Sektors und eines ge-
wissen Dreieckes, je nachdem es groder
oder kleiner ist als der Halbkreis.

Aus der Figur 122 erhalt man:
Segment ACB — Sektor AOBC —- Dreieck AOB,
Segment ADB = Sektor AOBD -(- Dreieck AOB.

tlbungsaufgabe. Wie grofi ist eines der Segmente, welche von der Peri¬
pherie eines Kreises mit dem Halbmesser r — 5 cm und von den Seiten des einge-
schriebenen Quadrates begrenzt werden (§ 104, Ubungsaufgabe 1)?

§ III. Anwendungen des Pythagoreischen Lehrsatzes. 1. Eine Seite
eines rechtwinkligen Dreieckes zu berechnen, wenn die beiden anderen
gegeben sind.

Bezeichnet man mit a, b, c die Matizahlen der beiden Katheten
und der Hypotenuse, so ist nach dem Pythagoreischen Lehrsatze:

c 2 = « 2 + J 2 und daraus
c = V« 2 + b\ a = V^^Š2 = V (c + b) (c — b).

Die Hypotenuse ist gleich der Quadratwurzel aus der
Summe der Quadrate beider Katheten.

Eine Kathete ist gleich der Quadratwurzel aus der
Differenz der Quadrate der Hypotenuse und der anderen
Kathete.

In diesen beiden Satzen stehen die Ansdriicke: „Hypotenuse,
Kathete “ zur Abktirzung anstatt der weitlaufigeren: „Matizalil der
Hypotenuse, Mahzahl der Kathete. “

Z. B. a = 3, b = 4, c = V9 + 16 = 5.
b = 5, c = 13, a =V(13 + 5) (13 — 5) = Vl44 = 12.

3
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2. Die Diagonale eines Quadrates aus der Seite zu berechnen.
Bezeiclmet man die (Mafizabl der) Diagonale mit d und die (Mafl-

zabl der) Seite mit a, so ist nach dem Pythagoreischen Lelirsatze
d = V« 2 + a 2 = \2« 2 = n\2.

Z. B. a = 3, d = 3 . 1-414. . = 4'242. .
3. Aus der Seite a eines gleichseitigen Dreieckes

die Hdlie h und den Flacheninhalt f zu berechnen.
Aus dem reclitwinkligen Dreiecke ACD (Fig. 123)

findet man mittelst des Pytliagoreisclien Lelirsatzes

Z. B. a = 6 m, h =: 3 . 1'732 m = 5 ‘ 196 m.
f = 9 . 1-732 m2 = 15-588 m2.

Ubungsaufgaben. 1. Gegeben sind die beiden Katheten a und b eines
rechtwinkligen Dreieckes; man suche die Hypotennse. a) u ■ j5 m, b = 8 m;
f)) a = 21 dm, b — 20 y) a = G4'327 m, b = 46’526 m.

2. Aus der Hypotenuse c eines recbtwinkligen Dreieckes und einer Kathete
die andere zu berechnen. a) c = 25 cm, a = 24 cm- /?) c = 5'89 m, b = 3'12 m.

3. Eine 8 m lange Leiter ist an einer Mauer angelehnt und steht am Boden
um 3'6 m von der Mauer ab. Bis zu welcher H6he reicht die Leiter?

4. Aus der Diagonale d eines Quadrates die Seite a zu berechnen.
a) d = 4 cm, (1) d — 13 m.

5. Wie grofi ist eine Seite des Quadrates, welches einem Kreise mit dom
Halbmesser 1 eingeschrieben ist?

6. Aus den Dimensionen a und b eines Rechteckes a) die Diagonale, /?) den
Halbmesser des umgeschriebenen Kreises zu berechnen.

a = 4 dm, 6 = 9 cm.
7. Man berechne die Hohe und den Flacheninhalt eines gleiehschenkligen

Dreieckes mit der Grundline g und dem Schenkel s!
a) g = 8 cm, s = 5 cm, f!) g — 2'66 m, s — 2’05 m.

8. Aus der Seite a eines gleichseitigen Dreieckes dessen Hohe und Flachen¬
inhalt zu berechnen. a) a = 12 cm, /?) a = 4'12 m.

9. Bedeuten r, s und c beziehungsweise den Halbmesser eines Kreises, eine
Sehne und den Zentralabstand derselb^n, so ist aus je zweien dieser Grofien die
dritte zu berechnen.

a) j- = 5 cm, s — 5 cm; /?) r = 3'24 m, c = 2'18 m; y) s = 3 dm, c = 3 dm.
10. Eine Diagonale eines Rechteckes hat die Lange d; der von beiden Diago¬

nalen eingeschlossene spitze Winkel betragt 60°. Man berechne den Umfaug und
die Fiache dieses Rechteckes. d = 12 cm.

11. Aus den Parallelseiten a und b eines gleiehschenkligen Trapezes und einem
Schenkel o den Flacheninhalt des Trapezes zu berechnen.

a = 1'8 dm, b = 1'2 dm, c = 5 cm.
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12. Aus den Diagonalen d1 und d2 eines Rhombus den Umfang desselben zu
bereolmen. </, = 1'5 m, d2 = 1 m.

13. Wie groB ist die Flache des regelmaBigen Seebseokes, ivelches einem
Kreise mit dem Halbmesser r eingeschrieben ist?

14. Eine Seite des regelmaBigen Zwolfeckes zu bereohnen, wenn der Radius r
des umgesehriebenen Ivreises gegeben ist. Z. B. r — \dm. Sind AB und AOjFig. 124)
die Seiten des regelmafligen Seehseekes beziehungsweise
Zwolfeckes, so berechne man zunachst OD , hieraus CD
und aus dem rechtwinkligen Dreiecke A CD die Seite A C !
Man findet A C = 0'51764 r.

15. Man berechne eine Seite des einem Kreise mit
dem Halbmesser r eingeschriebenen regelmaBigen 24-Eckes !
Siek die vorausgehende Aufgabe.

16. Aus dem Radius r eines Kreises den Umfang
des eingeschriebenen regelmaBigen Achteckes zu berechnen.
Z. B. r = 1 dm.

17. Aus dem Radius r eines Kreises und einer
Sehne s die zu dem halben Bogen gehorige Sehne zu
suchen. r = 6 cm, s = 4 cm.

18. Aus der Seite a eines gleichseitigen Dreieckes den Radius a) des einge¬
schriebenen, /?) des umgesehriebenen Kreises zu berechnen. (S. § 59.) a — 1'2 dm..

19. Wie groB ist die Seite a eines gleichseitigen Dreieckes mit der Hohe /i ?

Aus h = -^-ViT:folgt 2 h = a\J^a= Z. B. h = 5 cm.

20. Man berechne die Seite a eines gleichseitigen Dreieckes, wenn a) der
Radius r des eingeschriebenen, /S) der Radius R des umgesehriebenen Kreises ge¬
geben ist! S. § 59 und die vorausgehende Aufgabe! a) r = 1 m, /?) R = 5 cm.

21. Wie groB ist der Umfang eines gleichschenkligen Dreieckes mit der Grund-
linie g und dem Flacheninhalte fl g = 12 mm, f = 6'5 cm2 .

22. Aus dem Flacheninhalte f eines gleichseitigen Dreieckes a) die Seite,
(S) die H6he zu berechnen. f = 75 cm2 .

23. Um wieviel ist der Flacheninhalt eines Kreises mit dem Halbmesser r =
1 dm groBer als jener des eingeschriebenen regelmaBigen Seehseekes und kleiner
als jener des umgesehriebenen Quadrates?

24. Aus dem Flacheninhalte / eines Quadrates jenen a) des eingeschriebenen,
/?) des umgesehriebenen Kreises zu berechnen. / = 10 cm2 .

Alinlichkeit.
§ 112. Erklarungen. Zwei Figuren lieifien aliiilioli (cv>), wenn

sie in der Form oder Gestalt iibereinstimmen. Sind sie aufierdem g-leicli
(=), stimmen sie also in der Form und der Grobe tiberein, so heiflen
sie kongruent (CO). (Sieh § 48.)

Das Zeichen CV> riihrt vom Anfangsbuchstaben des Wortes „similis“
her. Eine genauere Erklarung fiir die Alinlichkeit zweier Vielecke
(Dreiecke und Vierecke inbegriffen) ist die folgende:

Zwei Vielecke heillen ahnlich, wenn die Winkel des
einen der Reibe nacb gleicli sind den AViukeln des

I
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and er en (kilrzer: wenn die Vielecke in den Winkeln iiber-
einstimmen) und wenn die Verhaltnisse je zweier ent-
sprechender Seiten einander gleich sind.

Entsprecliend (einander entsprechend) oder komolog heifien
jene Seiten, welche die Scheitel der einander entsprechenden gleichen
Winkel verbinden. Es seien z. B. in der Figur 125 folgende Winkel
untereinander gleicb: A = Ax , B = Bx , C — C1 . D = Dl . Dann
sind AB und A1 B1 entsprechende Seiten, ferner JiC' und IiL C\ , ebenso
CD und C1D1 , DA und DlA1 . Wenn also auch die Bedingungen
AB : A1B1 = BC : B1 C\ — CD : C\D1 = DA : DlA 1 erfiillt sind, so sind
die beiden Vielecke ahnlicb und man schreibt:

ABCD CV) A1B1 C1Dl .
Man kann die Bedingung,

dali die Verhaltnisse je zweier
entsprechender Seiten gleicb sind,
aucb in anderer Form ausspreclien
und mathematisch ausdriicken.
Bezeicbnet man namlich die Zahl,
welcher das Verbaltnis AB : A1B1

gleicb ist, d. i. also den Wert oder Quotienten dieses Verbaltnisses, mit
m, so ist

AB : = m, BC : B1C1 = m, CD : C\D1 == m,.. also
AB = m . BC = m . B1 C1 , CD = m . ClD1J .. .
Man sagt daber, die Seiten des einen Vieleckes sind gleiche Viel-

faclie der entspreclienden Seiten des zweiten Vieleckes, oder sie sind
denselben proportional.

Aus dem Vorausgehenden ergibt sich unmittelbar die Ricbtigkeit
der beiden Satze:

Zwei Vielecke sind ahnlicb, wenn jedes derselben einem dritten
ahnlicb ist.

Zwei almlicbe Vielecke sind auch kongruent, wenn sie zwei ent-
sprecliende Seiten gleicb baben.

§113. Streckenteilung. Tragt man auf dem einen Schenkel
eines Wiukels mebrere aneinander stoflende gleicbe
Strecken auf und ziebt durcb die Teilungspunkte paral-
lele Gerade nach dem anderen Schenkel, so entstelien
auf diesem ebenso viele untereinander gleicbe Strecken.

Es sei (Fig. 126) AB — BC = CD = DE = ..ferner
BF j| CG j| DH || EJ || ... Um zu beweisen, dali z. B. GH = AF ist,
ziebe man CK || GII. Es ist dann CK= GII, weil CKHG ein Parallelo-
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gramm ist, uud CK = AI\ weil die Dreiecke ABF uud CDK kongrucnt
sind. Daber ist GI1 = AF.

1. Aufgabe. Eine gegebene Streeke in n gleicbe Teile zu
teilen.

1. Auflosung. Man ziehe durcb einen Endpunkt A der gegebenen
Streeke AE (Fig. 126) eine nene Gerade, trage auf derselben von A
aus n gleicbe Strecken auf, verbinde den Endpunkt J der letzten Streeke
mit E und ziehe bierauf durcb die iibrigen Teilungspunkte Parallele
zu EJl Es genilgt ubrigens, nur durcb den J vorausgebenden Punkt H
die Parallele zu zieben. (Warum?) g,m

2. Auflosung. Um die Streeke AB (Fig. 127) in n (bier fiinf)
gleicbe Teile zu teilen, ziebt man durch die Endpunkte A und B
nach entgegengesetzten Ricbtungen parallele Gerade und tragt auf der
ersten von A aus und auf der zweiten von B aus dieselbe Streeke je
nmal auf. Die Verbindungslinien von C mit A, D mit K u. s. f. teilen
AB in n gleiche Teile. (§ 69, e.)

2. Aufgabe. Eine gegebene Streeke in einem gegebenen Zahlen-
verhaltnisse zu teilen.

Aufliisung. Um die Streeke AB (Fig. 128) im Verhaltnisse 3 : 4
zu teden, zerlege man sie in 3+4 = 7 gleiche Teile. Der End¬
punkt C des dritten Teiles ist der gesucbte Punkt, denn es ist
AC = 3 AE, CB = 4AE, daber

B C D E

Fig. 126. Fig. 127.

AC : CB = 3:4. — Die ein-
facbste Ausfiihrung der Konstruk-
tion ist aus der Fig. 129 ersicbtlicb.

E C
Fig. 128.

E
Fig. 129.

ijbungsaufgaben. Man teile eine gegebene Streeke
1. in a) 3, b) 5, c) 6, d) 10 gleiche Teile;
2. im Verhaltnisse a) 2:3, b) 1:4, c) 5:2;
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3. im Verlialtnisse a) 2 - ib h)1\ : >i’ c) °-6:r5 ;
4. in 3 Teile, welcke sich verhalten wie 2:3:4.
5. Ein Parallelogramm zu konstruieren, welches mit einem gegebenen Parallelo-

gramme gleiche Grundlinie hat und sioh zu demselben verhalt wie 3:4. Man be-
achte, dafl zwei Parallelogramme mit gleiohen Grundlinien sich verhalten wie .die
Hohen. /:/i = gh : gJh = : hi .

6. Ein Dreieck zu konstruieren, welches mit einem gegebenen Dreiecke gleiche
Grundlinie hat und sich zu demselben verhalt wie B : 2.

7. Ein Dreieck zu konstruieren, welches mit einem gegebenen Dreiecke
gleiche Hohe hat und sich zu demselben verhalt wie 2: 3.

§ 114 . Entstehung proportionaler Streoken. Zielit man in einem
Dreiecke zu ein er Seite eine Parallele, so werden die
b eiden anderen Seiten proportional geteilt und die
Seiten des neuenDreieckes sind de n Seiten des gege¬
benen Dreieckes proportional.

Es sei (Fig. 130) DE || AB und die Seite AC durck den Punkt D
im Verlialtnisse 2 : 3 geteilt, also Al) : DC =2:3. Zieht man dureh

die Teilungspunkte Parallele zu AB, so wird
auch BC in fiinf gleicbe Teile geteilt, von
denen zwei auf B E und drei auf EC ent-
fallen. Es ist also BE : EC = 2:3, daber
auch AD : DC= BE : EC, d. h. die Abschnitte
der Seite AC verhalten sich so wie jene der
Seite BC oder, mit anderen Worten, die Seiten
AC und BC werden dureh DE proportional
geteilt.

Wenn ferner dureh die Teilungspunkte der Seite AC Parallele
zur Seite BC gezogen werden, so ergibt sich aus der Betrachtung der
Figur:

AB :DE= 5: 3, BC: EC =5:3, CA : CD = 5 : 3, somit
AB : DE — BC : EC = CA : CD,

d. h. die Seiten des neuen Dreieckes sind jenen des gegebenen Drei¬
eckes proportional. Zu denselben Besultaten gelangt man auch, wenn
die Seite AC dureh den Punkt D im Verlialtnisse m : n geteilt wird,
wo m und n beliebige ganze Zahlen bedeuten.

UbuDgsaufgabe. In der Fig. 130 sei AB = 12 cm, BC = 15 cm, AC =
11 cm, AD = 3 cm. Wie gro3 sind die Seiten des Dreieckes CDE?

1. A ufgab e. Eine gegebene Strecke in einem gegebenen Streeken-
verhaltnisse zu teilen.

Um die Strecke AB im Verlialtnisse CD : DE (Fig. 131) zu
teilen, konstruiere man auf den Sekenkeln eines beliebigen hohlen

Fig. 130.
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Winkels GAB die Strecken AF= CD, FG = DE und zieke FR || GB.
Durck den Punkt D wird die Strecke AB im Verlniltnisse CD : DE
geteilt.

2. A u f g a b e. Zu drei gegebenen Strecken a, b, c die vierte geo-
metrische Proportionale zu tinden.

Man konstruiere auf den Schenkeln eines beliebigen hohlen AVinkels
(Fig. 132) AB = a, BC = l, AD = c und zielie CE\\BD. Die
Strecke DE — x geniigt der Bedingung a : b = c : x.

3. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Strecken a und b die dritte
geometrische Proportionale zu tinden. a: b = b : x.

Diese Aufgabe kanu als ein spezieller Fali der vorausgehenden
betraclitet werden.

4. Aufgabe. Die mittlere geometrische Proportionale zweier ge-
gebener Strecken a, b zu konstruieren.

Da die gesuchte Strecke x der Bedingung a : x. = x : b oder
x 2 = nb gentigen soli, so hat man also die Seite x jenes Quadrates
zu bestimmen, welclies mit dem Rechtecke aus den Strecken a und b
flachengleich ist. (Sieh § 94, Aufgabe 5.)

§ 115. Ahnlichkeit der Dreiecke. a) Zielit man in einem Drei-
eeke zu ein er Seite e in e Parallele, so ist d as abgescbnit-
tene Dreieck dem gegebenen iihnlich.

Es sei im Dreiecke ABC
(Fig. 133) DE\\AB. Dann stim-
men die Dreiecke ABC und DEC
in den Winkeln tiberein und babeu
die entsprechenden Seiten propor-
tional (§ 114). Darans folgt
ABC c\J A DEC.

b) Zwei Dreiecke sind
a h n 1 i c h, wenn sie in den Winkeln tibereinstimmen.

Stimmen namlich die Dreiecke ABC und AlBl C1 (Fig. 133) in
den Winkeln tiberein, so dali A — Ax , B — Bu C — C1 ist, so
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konnen clie beiden Dreiecke so ubereinander gelegt werden, dali die
Schenkel der gleichen Winkel C und C\ zusammenfallen und die Seite
A1B1 in die zn AH parallele Lage DE kommt. Daraus sehliefit man
nacli dem vorausgehenden Lehrsatze, daB die beiden Dreiecke ahnlich sind.

Ubungsaufgaben. Zu einem gegebenen Dreiecke ABC ein ahnliches
Dreieck B1 C1 zu koustruieren,

1. wenn die der Seite AB entsprechende Seite A1 Bl gegeben ist;
2. wenn das Verhaltnis der einander entsprechenden Seiten AB : Al B1 gleich

ist dem Zahlenverhaltnisse 4:3;
3. wenn das Verhaltnis der einander entsprechenden Seiten BC:B1 C1 gleich

ist dem Verhaltnisse a: at zweier gegebener Strecken;
4. wenn die A'B entsprechende Seite AlrBl die vierte geometrische Proportionale

der Seiten AB, BC, CA ist.
5. In einem Dreiecke ABC ist AB — 6 cm, B'C = 4’5 cm, CA = 5 cm und

man soli ein ahnliches Dreieck konstruieren, in -svelchem eine Seite 4 cm lang ist.
Wie viele Auflosungen lafit diese Aufgabe zu? Wie grofi
sind in jedem Falle die iibrigen Seiten des neuen Dreieckes?

6. Warum sind je zwei gleichseitige Dreiecke ahnlich?
Warum je zwei gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke?

7. Einem Kreise mit dem Radius r ist ein regelmafiiges
Sechseck umgeschrieben. Wie grofi ist eine Seite desselben?
(Fig.134.) Es ist /\COFcv/\AOE, daher CF: AE= OF: OE,
woraus CF, somit auch CD berechnet wird.

8. Einem Kreise mit dem Radius r ist ein regelmafiiges
Zwolfeck umgeschrieben. Wie grofi ist eine Seite desselben?
(§ 111, Dbungsaufgabe 14.)

0

9. Die Lange der Strecke a b (Fig. 135) anzugeben, wenn die Strecke von 0
bis 1 gleich 1 m angenommen wird. — Erkliirung. AusderFig. 130 ist ersichtlich,
dalj die im Dreiecke ABC parallel zu AB gezogenen Strecken der Reihe nach =
12y 4B, j 4£ u. s. f. sind. Durch eine ahnliche Uberlegung erklart man den

Gebrauch des Transversal-Mafistabes (Fig. 135), dessen Einrichtung aus der
Figur ersichtlich ist.

fD

c) D i e H b h e t, e i 11 das r c c b t w i n k 1 i g c Dreieck in z w e i
Dreiecke, \v e 1 c li e einander und d e m g a n z e n Dreiecke
ahnlich sind.
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Die Dreiecke ACD und ABC (Fig. 136) sind rechtwinklig und
liaben den Winkel DAC = a gemeinsam. Daber sind auch die Winkel
ABC und ACD gleich und konnen beide mit /? bezeichnet werden.
Ebenso kann gezeigt werden, dali das Dreieck CBD die Winkel a, /?, R
enthS.lt, woraus sieh die Kicktigkeit des Lehrsatzes ergibt.

Folgesatz. Die Hohe ist die mittlere geometrische Proportionale
zwischen den beiden Abschnitten der Hypotenuse. Denn die Seiten p
und h des Dreieckes CBD sind den entsprechenden Seiten h und q des
ahnlicken Dreieckes ACD proportional, d. h.

p : h — li : q.
Daraus folgt JC pq (Vgl. § 93.)
Ubungsaufgabe. 10. Berechne ned konstruiere die mittlere geometrische

Proportionale der Strecken
a) 3 cm, 12 cm, b) 2'5 cm, 1 cim.

§ 116. Ahnlichkeit der Vielecke. Aufgabe. Zu einem gegebenen
Vielecke ein ahnliches zu konstruieren, wenn eine Seite des neuen Viel-
eckes gegeben ist.

Auflosung. Es sei ABCDE (Fig. 137) das gegebene Vieleck und
st die gegebene, AB entsprecbende Seite des neuen Vieleekes.

Man ziehe die Diagonalen AC und AD, mache A F = s und zielie
FG || BC, GE || CD, HJ || DE !

Die beiden Vielecke ABCDE und AFGHJ stimmen in den
Winkeln iiberein (warum?) und liaben die entsprechenden Seiten pro¬
portional. Denn es ist

A ABC oo AEG, also AB : AF = BC : FG = AC: AG,
A ACD oo ACE, .. AC : AG — CD : GE = AD : AE,
A ADE oo AEJ, „ AD: AE = DE: EJ = AE : AJ.

Daraus folgt ABCDE oo AFGEJ. Wird ferner das Vieleck
AFGEJ in die Lage A1B1C1D1 E, ilbertragen (§ 83), so ist auch
ABCDE oo A1Bl C1D1El .

Lehrsatz. Zerlegt man zwei ahnliche Vielecke durcli
entsprecliende Diagonalen in Dreiecke, so sind die Drei-
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ecke des einen Vieleckes d er Reike n a c h ahnlich den
Dreiecken des anderen Vieleckes.

In den ahnlichen Vielecken ABCDE und A1Bl ClD1E1 (Fig. 137)
sind AC und A1 C1 , ferner AJD und A1I)1 entsprechende Diagonalen,
d. h. solche, welche die Sckeitel der einander entsprechenden gleichen
Winkel verbinden. Maclit man nun AF = A1B1 und konstruiert wie
oben das Polygon AFGHJ, so ist dieses dem Polygone ABCDE, also
auch dem Polygone A1B1 C1D1El ahnlich. Es ist aber auch AFGHJ CA
A1Bi C1Dl El , da die entsprechenden Seiten AF und Al Bl gleicli sind
(§ 112). Hieraus folgt

A AAA ^ AFG CO ABC,
A A AGH CV> ACD, u. s. w.

Ubungsaufgaben. l.Zu dem Vielecke A B CD E (Fig. 137) ein ahnliches zu
konstruieren, worin die B C entsprechende Seite einer gegebenen Strecke s gleich ist.

2. Man beweise, daB je zwei regelmaflige Vielecke von gleicher Seitenanzahl
ahnlich sind!

3. Zu einem gegebenen Vielecke (z. B. einem Sechsecke) ein ahnliches zu
konstruieren, so daB das Verhaltnis zweier entsprechender Seiten gleich ist a) einem
gegebenen Streckenverhaltnisse, b) dem Zahlenverhaltnisse 2 : 3.

4. Auf einer nach dem MaBstabe 1:1200 angefertigten Karte betragt die
Entfernung zweier Punkte 82 mm. Wie grofi ist die Entfernung der zwei entsprechenden
Punkte a) in der Natur, b) .auf einer zweiten Karte mit dem MaBstabe 1:5000?

Anmerkung. Jedes Vieleck auf einer Karte, einem Plane u. s. f. ist dem
entsprechenden Vielecke in der Natur ahnlich. Das Verhaltnis zweier ent¬
sprechender Seiten wird durch den „Mafistab“ angegeben.

5. Wie groB erscheint eine Strecke von 1 km Lange auf einer nach dem
Mafistabe 1 : 150.000 gezeichneten Karte?

6. VergrdBere das Funfeck AtBlCiDtEl (Fig. 137) im Verhaltnisse 2:3.
7. Zeichne ein beliebiges Viereck und verkleinere dasselbe im Verhaltnisse 5 : 3.
§ 117. Umfangsverhaltnisse ahnlicher Figuren. In zwei alinlichen

Dreiecken ABC und A1Bl Cl sei das Verhaltnis zweier entsprechender
Seiten = m, also AB = m . A1Bl , BC = m . B1 C\, CA — m . < \Ar
Dann ist AB -j- BC + CA = m (A1Bl -j- Bl C\ -f- CX A,) oder, wenn
die Umfange mit u und ux lfezeichnet werden, u = muv Daraus folgt
u : ul = AB : ALB, = BC : BX C\ = CA : C\AV

Ebenso verfahrt man bei Vielecken und findet also den Lehrsatz:
D i e II m fa n g e ahnlicher Dreiec k e oder a h n 1 i c h e r V i e 1-

ecke verhalten sich wie je zwei entsprechende Seiten.
IJbungsaufgabe. Von zwei ahnlichen Dreiecken hat das eine die Seiten

a — 12 cm, 5 = 9 cm, c = 14 cm, das andere den Umfang u, = 56 cm. Wie groB
sind die Seiten des zweiten Dreieckes?

§ 118. Flachenverhaltnisse ahnlicher Figuren. a) In den ahnlichen
Parallelogrammen ABCD und A1 B1C\D1 (Fig. 138) sei das Verhaltnis
zweier entsprechender Seiten = 5:3. Dann lallt sich ABCD in
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5 X 5 = 25 and A1B1 C1D1 in 3 X 3 = 9 kleinere Parallelogramme zer-
legen, welehe alle untereinander kongruent sind. Bezeiclmet man nun
mit d die Flache eines der Dreiecke, in welcke die kleinen Parallelo-
grainme durch die zu BD und B, l) l parallelen Diagonalen zerfallen,
so lindet man ABCJD — 50 d, A1B1C\D1 — 18 J, also A.BI) = 25 d,
A1 Bl Dx = 9 d.

Daraus folgt ABD : AlBlD1 = 25 : 9. Fiir die iiber den ent-
sprechenden Seiten AB und AlBl errickteten Quadrate erlialt man femer
die Proportion ABEF: Al B1E1F1 — 25 : 9. Daraus schliefit man

ABD : A 1 BJ), — ABEF : A1B1E1F1 oder f: j\ = a 1 : at 2.

Fig. 138.

Die Flaelien
ali n lic lier D r e i e c k e
verhalten sick wie
dieQuadrate zweier
entspreekender Sei-

ten' . ji
Zur tJbung wieder-

kole man die Ableitung
dieses Satzes unter der
Annahme AB : AX Bj =
m: n, worin m und n
irgend welche ganze Zah-
len bedeuten. jr

Ist die Seite a eines
Dreieckes 2,3,4,... mmal
so grofi als die entsprechende Seite a{ eines ahnlichen Dreieckes, so
ist also der Flacheninhalt / des ersten Dreieckes 4, 9, 16, . . .m 2 mal
so grofi als der Flacheninhalt j\ des zweiten Dreieckes. Aus a = m ax
folgt daher/ = m2fv Dies gilt auck, wenn m keine ganze Zalil ist.
So z. B. ist in der Figur 138

. AA ^=-.A1B1 und ABD= 25.AAA= (-Y. AiBlD1 .
3 3 9 V 3/

b) Um die Flacheninhalte iihnliclier Polygone zu vergleichen, zer-
legt man dieselben durch entsprechende Diagonalen in Dreiecke.

Ninnnt man in der Fig. 137 AB == m . A t Bl an, so ist
ABC = m2 . AJi/!,
ACD = m 3 . A1C1Dl
ADE = m3 . A1D1E1

ABCDE = m2 . AJi,CJ),E,.
Daraus folgt ABCDE: AlBl C1D1El = ABC : A1B1 C1 = AB2 :A/B/.

Hočevar, Geometrie fiir Untergyiunasien. 6. Aud. 6

AB.
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Die Flachen ahnlicher Polygone verhalten sich wie
die Quadrate zweier entsprecbender Seiten.

Ubungsaufgaben. 1. Zwei entspreohende Seiten in zwei ahnlichen Drei-
eoken (Polygonen) sind a = 15 cm, a, '= 12 cm. Wie grofi ist die Mache des
zweiten Dreieckes (Polygones), wenn jene des ersten 1 drn8 betragt?

2. Nimmt man die Lange einer Seite gleich 1 cm an, so ist
die Mache eines regelmafiigen Fiinfeckes = 1'7205 cm2 ,
„ „ „ „ Sechseckes = 2'5981 cm8,
„ „ . „ „ Achteckes = 4'8285 cm2 .

Wie grofi ist in jedem dieser dreiFalleder Flacheninhalt, wenn eine Seite a) 1 m,
h) 23 cm, c) 2'15 m betragt?

3. Man will ein Polygon in grofierem Mafistabe so zeichnen, dafi der Flachen¬
inhalt verdoppelt wird. In welchem Verhaltnisse mufi eine Seite des Polygons
vergrofiert werden?

4. Betragt die lineare Vergrofierung eines Mikroskopes das 80fache, wieviel
betragt dann die Flachenvergrofierung?

5. Auf einer nach dem Mafistabe 1:100 gezeiclmeten Karte betragt die Flache
eines Dreieckes 1'5423 dm2. Wie grofi ist die Flache des entsprechenden ahnlichen
Dreieckes a) in' der Natur, 5) auf einer nach dem Mafistabe 1:150 gezeiclmeten
Karte ?

Stereometrie.

Die Ebene.
§ 119. Grundsatz von der Ebene. Mit Hilfe der Vorstellungen,

welche wir von der Geradeu und der Ebene besitzen, erkennen wir
sofort die liicbtigkeit des folgenden Satzes:

Hat eine Gerade mit einer Ebene zweiPunkte gernein,
so liegt si e ganz in der Ebene. (Grundsatz von der Ebene.)

Hier sowie in allen weiteren Betracbtungen mufi man sich nicht
nur die Gerade, sondern auch die Ebene als unbegrenzt vorstellen,
wenn nicht das Gegenteil ausdrticklich vorausgesetzt wird. Selbstver-
standlich kann man in Modellen und in Zeichnungen auch zur Versinn-
lichung von unbegrenzten Ebenen nur begrenzte Teile derselben ver-
wenden.

Auf dem angefiihrten Grundsatze berulit das Verfahren, mit Hilfe eines gerad-
linigen Lineals eine Ebene zu priifen.

§ 120. Bestimmung der Lage einer Ebene. Aufgaben. 1. Durch
einen Punkt, 2. durch zwei Punkte, 3. durch eine Gerade, 4. durch
mehrere in einer Geraden liegende Punkte eine Ebene zu legen. —
Unbestimmte Aufgaben.

Die verlangten Konstruktionen kann man sich durch Aulegen eines ebenen
Brettchens oder Kartons an eine Tisckecke oder eine Tischkante versinnlichen.
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5. Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte eine Ebene
zu legen. Sind A. B, C jene Punkte, so lege man irgend eine Ebene
durcli A und B und dveh e sie um die Gerade AB so lange, bis auch
der Punkt C in die Ebene fiillt.

6. Durch eine Gerade (AB) und einen Punkt (C) auBerhalb der-
selben eine Ebene zu legen. (Sieb Aufgabe 5.)

7. Durch zwei sicb schneidende Gerade AB und BC eine Ebene
zu legen. Die durch die Punkte A, B und C gelegte Ebene enthalt
beide Gerade. Warum?

Fig. 139.

8. Durch zwei parallele Gerade
eine Ebene zu legen. Man denke sich
eine Ebene MN durch zwei sich schnei¬
dende Gerade a und b gelegt (Fig. 139)
und die Gerade l um einen Punkt A
so gedrelit, dah der Schnittpunkt T>
langs der Geraden a immer weiterriickt. Dabei bleibt die Gerade b
fortwahrend in der Ebene MN (warum?) und dies ist auch dann noch
der Fali, wenn schlielSlich b parallel zu a wird. Hat man also eine
Ebene durch eine von zwei parallelen Geraden (a) und einen Punkt (M)
der zweiten gelegt, so talit auch die zweite Gerade (c) in dieselbe Ebene.

Daraus ist ersichtlich, dah man auch im Ra ume durch
einen Punkt zu einer Geraden eine einzige Parallele
ziehen kan n.

Die letzten vier Aufgaben sind eindeutig bestimmt, denn eine jede
derselben liefert eine einzige Lbsung. Daraus folgt:

Eine Ebene ist eindeutig bestimmt
a) durch drei Punkte, welche nicht in einer Geraden
liegen;

b) durch eine Gerade und einen auiier ihr liegenden
Punkt;

c) durch zwei sich schneidende Gerade;
d) durch zwei parallele Gerade.
Ubungsaufgaben. 1. Was kann von zweiEbenen ausgesagt werden, welcben

drei nicbt in einer Geraden liegende Pnnkte gemeinsam sind? ,
2. Welchen Torteil gewahrt ein dreibeiniger Stuhl gegeniiber einem vier-

beinigen ?
§ 121. Entstehung der Ebene. Eine Ebene kann man sich entstanden

denken:
1. indem eine Gerade langs zweier sicli sehneidendcr Geraden

hingleitet;
6 *
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2. indem eine Gerade sick um einen ikrer Punkte drekt uud dakei
langs einer Geraden hingleitet;

3. indem cine Gerade langs einer zweiten Geraden parallel zn
ikrer ersten Lage kingleitet;

4. indem eine Gerade langs zweier paralleler Geraden kingleitet.
Die Gerade, durck deren Bewegung die Ebene entstekt, heillt die

e r z e u g e n d e Gerade; und die Geraden, langs welcker die erzeugende
Gerade kingleitet, heiden Leitlinien oder spezieller Leitgerade.

Ubungsaufgabe. Gib fiir die vier Entstehungsarten einer Ebene je ein
Beispiel an der Fig. 139 an!

Hauptlagen von Geraden und Ebenen.
§ 122. Zwei Gerade. Zwei Gerade kdnnen drei wesentlick ver-

sckiedene Lagen zueinander liaben: 1. sie sclineiden sick; 2. sie
sind zu einander parallel; oder 3. sie schneiden sick nickt und
sind auch nickt zu einander parallel. Im letztcn Falle sagt man, die
beiden Geraden kreuzen einander oder sie sind \vindsckief.

In den ersten zwei Fallen liegen die Geraden in einer Ebene, im
dritten Falle jecTock nickt. Man erkalt z. B. zwei windsckiefe Gerade,
wenn man durch eine Gerade und einen Punkt auderhalk derselben
eine Ebene legt und von diesem Punkte zu einem anderen auderhalb
der Ebene eine zweite Gerade ziekt.

Suche Beispiele fiir die drei wesentlich verschiedenen Lagen zweier Geraden
an den Kanten eines Kastens, des Schulzimmers u. s. w.!

§ 123. Zwei Ebenen. Haben zwei Ebenen in ikrer ganzen Aus-
dehnung keinen Punkt gemein, so keillen sie parallel. Haben sie
gemeinschaftlicke Punkte, so sind dies die Punkte einer Geraden, welcke
die Durchscknittslinie der beiden Ebenen lieidt, und man sagt in
diesem Falle, die Ebenen sckneiden einander. Legt man namlick
durch zwei gemeinsckaftliche Punkte zweier Ebenen eine Gerade, so
fallt diese in jede der beiden Ebenen, ist also die Durchschnitts-
linie. Aullerhalb dieser Geraden kdtinen die Ebenen keinen Punkt
gemein liaben, denn durck eine Gerade und einen Punkt auderhalb
derselben liidt sick nur eine Ebene legen.

Man suche Beispiele fiir zwei parallele und fiir zvvei sich schneidendo Ebenen
an den Wanden eines Kastens, eines Zimmers u. s. f.!

§ 124. Gerade und Ebene. Wenn eine Gerade und eine Ebene
in ikrer ganzen Ausdehnung keinen Punkt gemein haben, so beiden sie
parallel. Sind die Gerade und die Ebene nickt parallel und liaben sie
nur einen Punkt gemein, so heidt dieser der Durchschnittspunkt
der Geraden mit der Ebene oder der Fudpunkt der Geraden in der
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Ebene und man sagt, die Ge rade tri fft die Ebene oder die
Ebene sclmeidet die Ge rad e. Hat endlich die Gerade mekr als
einen Punkt mit der Ebene gemein, ,so fallt sie ganz in dieselbe (§ 119).

Man suohe Beispiele fiir die angefuhrten drei Lagen einer Geraden zn einer
Ebene an den Iianten und Wanden eines Kastens u. s. w.!

Fig. 140.

Parallele Lage von Geraden und Ebenen.
§ 125. Zwei Gerade. Versckiebt man zwei sicb scbneidende Ge¬

rade parallel zu ihrer urspriinglicben Lage, so bleiben die Winkel
zwischen ihnen ungeandert. Ist also AB || A1B1 (Fig. 140) und in einer
anderen Ebene CD || CXD^ so ist <£ AOC = A1 01 C'1 .

Daraus folgt, dali auch im Eaume
Winkel mit parallelen (und gleich-
geriebteten) Schenkeln einander
gleich sind.

Unter dem Winkel zweier wind-
schiefer Geraden versteht man jenen
Winkel, welchen man erbalt, wenn man
durcb einen Punkt der einen Geraden die
Parallele zur anderen zielit. In diesem Sinne
ist z. B. unter dem Winkel der windscbiefen
Geraden AB und C1Dl (Fig. 140) der Winkel AOC zu versteben.

§ 126. Gerade und Ebene. a) Aufgabe. Durch einen gegebenen
Punkt zu einer gegebenen Ebene eine parallele Gerade zu ziehen.

Man ziebe in der gegebenen Ebene MN (Fig. 141) irgend eine
Gerade BC, lege durch BC und den gegebenen Punkt A eine Ebene und
ziebe in dieser durch den Punkt H die Gerade DE || BC. Es istDE |j MN.
Denn wiirde die Gerade DE kinreichend ver-
liingert die Ebene MN treffen, so mliilte ihr
Fubpunkt sowolil in MN als auch in der durch
die Parallelen BC und DE bestimmten Ebene
liegen. Er ware also ein Punkt der Durcli-
schnittslinie BC der beiden Ebenen und die
Geraden BC und DE waren nicht parallel.
Daraus ergibt sicb der Lehrsatz:

Ist eine Gerade zu einer Geraden einer Ebene parallel
so ist sie auch zur Ebene selbst parallel.

Wie viele Auflosungen lafit die obige Aufgabe zu?

Fig. 141.

b) Ist eine Gerade zu einer Ebene parallel, so ist sie
auch zu jeder Geraden der Ebene parallel, welclie mit
ihr in derselben Ebene lieg-t.
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Ist namlich die Gerade AB parallel zur Ebene MN (Fig. 142)
und drelit man eine andere Ebene um AB als Achse, so bleibt die
Durchschnittslinie der beiden Ebenen in allen Lagen CD, C1D1 , C2D2 ,
. . . zu AB parallel. Denn katten z. B. AB und CD einen gemeinsamen
Punkt, so mulite dieser auch der Ebene MN angehoren; also ware
AB zu MN nicht parallel.

Man sucke Beispiele zu diesen Satzen an den Ifanten und Wanden des Sohul-
zimmers u. s. w.!

§ 127. Zwei Ebenen. a) Sind AB uud A1 B1 die Scbnittlinien einer
Ebene BS mit den parallelen Ebenen MN und M^Ni (Fig. 143), so sind
sie ebenfalls parallel. Sie liegen namlich in einer Ebene (BS) und
schneiden einander nicbt.

Die Schnittlinien zweier paralleler Ebenen mit
einer dritten Ebene sind z u einander parallel.

b) Ist in der Figur 143 AA, || BB1 , so ist das Viereck AA1 B1B
ein Parallelogramm, somit AA1 — BB1 .

Parallele Yerbindungsstrecken paralleler Ebenen
sind einander gleicb.

Normale Lage yoii Geraden gegen Ebenen.
§ 128. Erklarung, Lehrsatze. a) Wird ein r e eh ter Winkel

um einen Sehenkel g e dr eh t, so beschreiht der andere
eine Ebene.

Drelit man namlich den reekten Winkel BAC (Fig. 144) in die
Lage BAB und legt durch AC und AB eine Ebene MN, so ist jede in
dieser Ebene durch A gezogene Gerade AD zu AB normal, somit eine be-
sondere Lage des Schenkels AC. Zum Beweise dieser Behauptung ziehe
man eine Gerade CE so, dali sie die Geraden AC, AD, AE schneidet,
mačke AB = ABX und verbinde die Schnittpunkte C, D, E mit B und
Bx . Da AC und AE Symmetralen der Strecke BBX sind, so ist BC—
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B,C, BE = B1E, also BCE ^ BXCE. Diese beiden Dreiecke ge-
langen zur Deckung, wenn man das eine so lange um CE als Acbse
dreht, bis B auf B1 fallt. Dami decken sich aucli die Strecken BD
und BJ) und sind daber gleich. Daraus folgt, dafi AD eine Symme-
trale von BB l , s omit AD _L BBX ist.

b) Wenn eine Gerade zu alien Geraden
einer Ebene, welche durch ibren Fufipunkt
geben, normal ist, so lieifit sie eine Nor¬
male der Ebene und diese eine Normal-
ebene der Geraden oder man sagt, die
Gerade und die Ebene sind zueinander
normal. Aus dem Beweise des Lehrsatzes a)
folgt, dafi jede Gerade, die zu zwei durch
ibren Fufipunkt in einer Ebene gezogenen
Geraden normal ist, eine Normale der Ebene
ist. Ist also (Fig. 144) AB ± AC und
A K J_ AD, so ist AB _L MN.

Eine Gerade heiilt scbief in Bezug auf eine Ebene, wenn sie zu
derselben weder parallel noch normal ist.

c) Durch einen gegebenen Punkt kanu zu einer gegebenen Ebene
eine einzige Normale gezogen werden. Waren z. B. (Fig. 144) BA und
BC normal zu MN, so miiflten sie aucli zu AC normal sein, was nickt
moglich ist. Zwei Normalen derselben Ebene konnen aucli den Fufipunkt
niclit gemeinsam liaben. Warum nicht?

d) Ist eine Gerade zu einer Ebene normal und verschiebt man die
Gerade oder die Ebene parallel zu ihrer urspriinglichen Lage, so bleiben
die Gerade und die Ebene stets zueinander normal. Daraus folgt:

Ist von zwei parallelen Geraden die eine zu einer
Ebene normal, so ist es aucb die andere.

Ist von zwei parallelen Ebene n die eine zu einer
Geraden normal, so ist es auch die andere.

Diese beiden Lehrsiitze lassen folgende Umkehrungen zu:
Normalen derselben Ebene sind parallel.
Normalebenen derselben Geraden sind parallel.
Wird namlicb die eine Normale parallel zu sich selbst verschoben,

bis sie mit der anderen Normale einen Punkt gemeinsam bat, so fallt
sie mit derselben vollstandig zusammen.

Ubvingsaufgaben. 1. Wie heifit eine Normalebene einer vertikalen Linie?
2. Wie iiberzeugt sich der Maurer, dah eine Ebene horizontal ist?
3. Ist eine Gerade zu einer Ebene normal, wenn sie nur auf einer durch

ihren Fufipunkt in der Ebene gezogenen Geraden normal ist?

B

Fig. 144.
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Projektionen, Abstiinde, Xeigungswinkcl.
§ 129. Normalprojektionen. a) Unter der Normalprojektion

eines Punktes auf eine Ebene versteht man den FuBpunkt der
Normalen von dem Punkte auf die Ebene. Im Folgenden wird biinfig-
zur Abklirzung der Ausdruck „Projektion“ ftir „Normalprojektion" ge-
braucbt, da andere (scbiefe) Projektionen hier nicbt betraclitet werden.

b) Unter der Normalprojektion einer Lini e auf eine
Ebene versteht man den Inbegriff der Projektionen aller ihrer Punkte
auf jene Ebene. Um also eine Gerade AB (Fig. 145) auf die Ebene
MN zu projizieren, deuke man sich eine Normale CCl der Ebene langs
der Geraden AB parallel zu ihrer ersten Lage fbrtbewegt. Bei dieser Be-
wegung beschreibt die Normale eine Ebene, deren Durchschnittslinie
A1 Bl mit der Ebene MN die verlangte Projektion der Geraden AB ist.
Daraus folgt:

Die Normalprojektion einer Geraden ist im allge-
meinen wieder eine Gerade. Ist jedoch die Gerade zur
Ebene normal, so ist ilire
Projektion e i n P u n k t.

Fig. 145. Fig. 146.

c) Die Projektion einer Strecke auf eine Ebene ist durch die Pro¬
jektionen ihrer Endpunkte bestimmt. Vergleicht man eine Strecke in den
Lagen OA. OB, OC, OD (Fig. 146) mit iliren Projektionen, so ergeben
sich die folgenden Satze:

Je nachdem eine Strecke zu einer Ebene parallel,
scliief oder normal ist, ist ilire Projektion von gl ei eh er
Lange, kttrzer als die Strecke oder si e ist ein Punkt.

Ubungsaufgaben. 1. Was ist die Projektion eines Dreieckes, iiberhaupt
eines Vieleekes auf eine Ebene?

2. Wann ist die Projektion einer Figur mit dieser kongruent?
3. Sind die Verbindungsstreeken AC, ACt , AC2,... eines Punktes A mit einer

Ebene AIN (Fig. 147) einander gleich, so sind auch ihre Projektionen gleich.
Warum? Was'ist also der geometrische Ort der FuCpunkte C, Ct , C2l ... jener
Streeken?
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d) Aufgabe. Von einem Pmik te auficrhalb einer Ebene zu der¬
selben die Normale zu ziehen.

Man ziehe von dem gegebenen Punkte A (Fig. 148) die Normale
Al) zu einer beliebigen in der Ebene MN gelegenen Geraden und
schneide anf derselben die gleiclien Streeken G\D und C2D ab! Es ist
dann AC\ = AC2 (warum?); daraus folgt, dali C,C2 Soline eines

Kreises ist, welcher die Projektion B des Punktes A zum Mittel-
punkte bat. Die in der Ebene MN gezogene Symmetrale DE der
Strecke C1 C2 geht somit durch den FuBpunkt der verlangten Normalen.
Man konstruiert dalier AB J_ DK

§ 130. Abstancfe. a) Es sei AB (Fig. 147) eine Normale der Ebene
MN und C ein beliebiger Punkt derselben Ebene. Da AB <; AC ist,
so folgt:

Die Normale von einem Punkte a u f eine Ebene ist
die kiirzeste Strecke zwischen der Ebene und dem Punkte;
sie keillt der Abstand des Punktes von der Ebene.

b) Al le Punkte einer Geraden haben gleiclien Abstand von einer
parallelen Ebene. Derselbe lieilit der Abstand der Geraden von
der parallelen Ebene. M

c) Alle Punkte einer Ebene haben gleicben
Abstand von einer parallelen Ebene; derselbe.
heitlt der Abstand der parallelen Ebene n
(Fig. 149).

Ubungsaufgabe. Was ist der geometrische Ort
aller Punkte, welche a) von einer Ebene gleiche Abstande^
haben, b) von zwei parallelen Ebenen gleiche Abstande pjg
haben?

§ 131. Neigungswinkel einer Geraden zu einer Ebene. a) Unter dem
Neigungswinkel einer Geraden zu einer Ebene versteht man den
AVinkel, welchen die Gerade mit ihrer Projektion auf diese Ebene bildet.
So z. B. bat die Gerade AC (Fig. 150) den Neiguugswinkel ACB zur
Ebene MN, wenn AB X MN ist.
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b) D e r N e i g u n g s w i n k e 1 e i n e r G e r a d e n i s t derkleinste
unter allen Winkeln, welche sie mit Geraden biklet, die
in d er Ebene durch i lir e n Fullpunkt ge h en.

Denn projiziert man (Fig. 150) die Strecke AC auf die Ebene MN
und wird die Projektion BC um den Puukt C gedreht, bis sie irgend
eine andere Lage BX C in der Ebene MN einnimmt, so ist offenbar
A C = A C, BC — BX C, hingegen
AB < ABX (§ 130, a). Hieraus folgt

<£ ACB < ACB1 (§ 56).

Fig. 150. Fig. 151.

c) Wird eine Gerade von einer Ebene geschnitten und verscbiebt man
die Gerade oder die Ebene parallel zu ilirer ursprttnglichen Lage, so
wird dadurch der Neigungsivinkel der Geraden gegen die Ebene niclit
geandert (Fig. 151). Hieraus folgt:

Parallele Gerade bilden mit jeder sie schneidenden
Ebene gleiche N e i g u n g s w i n k e 1.

Parallele Ebenen bilden mit jeder von ihnen ge-
schnittenen Geraden gleicbe Neigungswinkel.

§ 132. Flachenvvinkel oder Keil. Die unbegrenzte Ebene wird durch
eine Gerade in zwei Halbebenen geteilt. Dreht man nun eine Halb-

ebene um ikre Grenzlinie, so heiflt der von
ihr beschriebene Teil des Eaumes ein
Flachenwinkel oder Keil.

Die Durebschnittslinie AB (Fig. 152)
lieiilt die Kante oder Scheitellinie; die
Halbebenen BM und ANwerden die S c h e n-
kelflachen des Keils genannt. Man be-
zeichnet den Flacbcinvinkel in Fig. 152 mit
M(AB)N und analog jeden anderen.

tjbungsaufgaben. 1. Wie lafit sich die Entstehung eines Keiles mittels
eines Buches oder einer Tiir veransebaulichen ?

2. Wie viele Keile werden von zwei sieh schneidenden Ebenen gebildet?

§ 133. Neigungswinkel zweier Ebenen. a) Zieht man CD _L AB
(Fig. 152), so beschreibt die Gerade CD bei der Drehung der Halbebene
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BM in die Lage BP den Winkel DCE. Die Grblle dieses Winkels
ist unabhangig davon, an welcher Stelle der Kante AB der Scheitel C
angenommen wird. Ist z. B. AM _|_ AB , also auch AP ± AB, so ist
<£ MAP = DCE (warum?). Man beniitzt daher diesen Winkel als
Mal) des Keiles und nennt ibn den Neigungswinkel der beiden
Ebenen. Modeli!

Der Neigungswinkel zweier unbegrenzter Ebenen wird also kon-
struiert, indem man in irgend einem Punkte der Durclischnittslinie in
beiden Ebenen die Normalen zur Durchscbnittslinie zieht. Der kleinere der
beiden Winkel der Normalen ist der Neigungswinkel.

Aus der Definition des Neigungswinkels zweier Ebenen gebt un-
mittelbar hervor, dali die Ebene des Neigungswinkels, d. i.
die durch seine Schenkel gelegte Ebene, zur Kante normal ist
(§ 128). Umgekebrt: Wird ein Keil durch eine zur Kante
normale Ebene gescbnitten, so erhalt man den Neigungs-
winkel der beiden Schenkelflachen als Schnittfigur.

b) Verschiebt man die Ebene MN (Fig. 143) in die parallele Lage
M1N1 , so wird ihr Neigungswinkel zur Ebene BS niclit geandert.

Parallele Ebenen bildcn mit jeder sie schneidenden
Ebene g 1 e i c li e N e i g u n g s w i n k e 1.

Normale Lage toii Ebenen gegen Ebenen.
§ 134. Erklarung, Lehrsatze. a) Ist der Neigungswiukel zweier

Ebenen ein rechter, so lieifit jede derselben eine Normalebene der
anderen oder man sagt, die Ebenen sind zueinander normal. Ist
z. B. (Fig. 153) DCE der Neigungswinkel der Ebenen MN und BS, ist
ferner <£ DCE — 90°, so ist BS J_ MN und MN _L BS.

b) Ist BS eine Normalebene zu MN
(Fig. 153), so wird durch jede Drehung von
BS um die Schnittlinie AB der Neigungs-
winkel DCE vergrollert oder verkleinert.
Hieraus folgt:

tlber einerGeraden einerEbene
kann man zu dieser nur eine nor¬
male Ebene errichten.

c) Weil CE J_ AB und CE _L CD, so
ist CE _L MN (§ 128). Man zeige, dali
auch CD _L BS ist.

Sind zwei Ebenen zueinander normal, so ist auch
jede Ge rade, welche in der ein en Ebene normal zur
Durchschnittslinie errichtet wird, zu der anderen Ebene
normal.
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• d) Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt cine Ebene normal
zn einer gegebenen Ebene zu legen.

Man ziebe durch den gegebenen Punkt A (Fig. 154) die Nor¬
male Ali zur gegebenen Ebene MNl Jede durch AB gelegte Ebene
wie PQ , KS u. s. f. entspricht der Aufgabe, welclie also unbestimmt ist.

Um z. B. zu zeigen, dah KB J_ MN ist,
konstruiert man den Neigungswinkel
der beiden Ebenen. Nun ist AB J_ BS
in der Ebene KS; zieht man noch
BC J_ BS in der Ebene MN, so ist
ABC der gesuchte Neigungswinkel,
und zwar — 90°, weil AB _|_ MN an-
genommen wurde.

Ist eine G e r a d e zu einer Ebene normal, so ist auch
jede durch die Gerade gelegte Ebene zur ersten Ebene
normal. Umgekehrt:

Fig. 154.

e) Sind zwei e in and er schneidende Ebenen zu einer
dritten Ebene normal, so ist auchihreDurchschnittslinie
zu die s er Ebene normal.

Denn sind KQ und KS die beiden Ebenen, welche normal zu MN
angenommen werden, so muB die im FuBpunkte B ihrer Durchschnitts-
linie errichtete Normale AB der Ebene MN mit jener Durchschnitts-
linie zusammenfallen. Legt man namlich durch AB und BQ eine Ebene,
so ist sie normal zu MN, mufi 'also die Ebene PQ selbst sein. Ebenso zeigt
man, dafi die durch AB und BS gelegte Ebene mit KS zusammenfallt.
Daber ist die Normale AB beiden Ebenen gemeinschaftlich oder sie
ist ihre Durchschnittslinie.

f) Ist to n z w e i parallelen Ebenen die eine zu einer
dritten Ebene normal, so ist es auch die and er e. (§133, b.)

Was kann von zwei Ebenen ausgesagt werden, welche zu einer
dritten Ebene normal sind?

Ubungsaufgaben. 1. Ist von drei Ebenen eine jede zn den beiden anderen
normal, so gilt dasselbe von den drei Durchschnittslinien. Warum?

. 2. Ist von drei sich schneidenden Geraden eine jede zu den beiden anderen
normal, so gilt dasselbe von den durch sie bestimmten Ebenen. Warum?

Die kdrpcrliclie Eckc.
§ 135. Erklarungen. Gleitet ein Halbstralil bei fester Lage seines

Grenzpunktes an dem Umfange eines Polygones hin, so entsteht ein nur
nach einer Seite unbegrenzter Raum, iveicher eine k b r p e r 1 i c h e Ecke
oder Ecke schlechtweg genannt wird.
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Der bewegte Halbstrahl ist die erzeugende G e ra d e und das
Polygon, an welchem der Halbstrabl hingleitet, das Leitpolygon.
Der feste Punkt O (Fig. 155) heifit der Scheitel; derselbe darf nicht
in der Ebene des Leitpolygones liegen. Die einzelnen vom betvegten
Halbstrakle erzeugten Ebenen sind die Seitenflachen; die Durcb-
schnittslinien OA, OB,... derselben keifien die Kan ten der Ecke.
Die Winkel zweier aufeinander folgender Kanten, z. B. AOB, BOC,...
heifien die Kantemvinkel oder Seiten; die Winkel zweier auf¬
einander folgender Seitenflachen werden die Flachenwinkel oder
Winkel der korpcrliclien Ecke genannt.

Einc korperlichc Ecke bat ebensoviel Seiten als Kanten u. zw.
stimmt die Anzahl derselben mit der Anzahl der Seiten oder Eckpunkte
des Leitpolygones uberein. Man teilt die korperlicken Ecken nach der
Anzahl der Seiten oder Kanten ein in dreiseitige, vierseitige,
. ... n - s e i t i g e Ecken oder Dreikante, Vic r kan te, . . . Viel-
kante oder n-Kante.

Sind alle Kantenwinkel oder Seiten einer korperlicken Ecke gleich,
so keifit sie gleichseitig; sind alle Flachenwinkel gleich, so lieifit
sie gleichwinklig. Ist einc korperlichc Ecke sowokl gleichseitig als
auch gleichwinklig, so heifit sie regelmaflig.

Zur Anfertigung von stereometrisclien Modellen aus Karton bedient
man sich der Netze. Ein Netz ist eine ebene Figur, welche sich aus-
schneidcn und so zusammenlegen lafit, dafi man das verlangte Modeli
erhiilt.

Ubungsaufgaben. Man konstruiere: a) das Netz eines Dreikantes mit ge-
gebenen Kantenwinkeln; b) das Netz eines gleichseitigen Dreikantes; c) das Netz
eines gleichseitigen Vierkantes. — In welchem dieser Falle ist die korperliche Ecke

durch ihr Netz bestimmt? Sind die Ecken
in b) and c) regelmafiig?

O

§ 136. Beziehungen zwischen den Seiten des Dreikantes. a) Um
ein Dreikant aus seinem Netze (Fig. 156) zu bilden, dreht man die
Seitenflachen AOB und COD um die Kanten OB und OC so gegen-
einander, dafi die Kanten OA und OB (aufierhalb der Ebene BOC )
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zusammenfallen. Damit dies geschehen kann, mufi ji < a -j- y sein,
selbst wenn j> der groflte von den drei Kantenwinkeln a, (i, 7 ist. Auf
gleiche Weise findet man a -< ji -f- y und y < a -j- fi.

Jeder Kantenwinkel eines Dreikantes ist kleiner als
die Sum me der beideu andereu.

Man versuche ein Dreikant zu konstruieren, wenn ji = a j- y ist.
b) Ist ji der grofite unter den Kantenwinkeln des Dreikantes und

denkt man sich die Seitenflache COD um die Kante OC so umgelegt,
dafi sie in die Ebene BOC fallt, so ist <£ BODx = /? — y. Legt man
auf analoge Weise die Seitenflache AOB um, so mufi die Kante OA
iiber OI)i hinausfallen; also ist a > (i — y. (Diese Ungleickung lafit
Sich ubrigens auch auf arithmetischem Wege aus der Ungleichung
a -j- y ~> p ableiten.) Ebenso findet man y [i — a und ohne weiteres
ji > a — y oder ji > y — a.

Jeder Kantenwinkel eines Dreikantes ist grofier als
die Differenz der beiden and er en.

Wie lauten die analogen Satze der Planimetrie?
Ist z. B. a = 60°, /J = 70°, so mufi y < 60° + 70° und y •> 70° — 60°

sein, d. h. 10°<y <130°.
Z\vischen \velchen Grenzen liegt a, \venn j! = 9fi°, y = 114° ist?
§ 137. Summe der Kantenwinkel. Lafit man die Kantenwinkel

einer Ecke immer grofier werden, so wird die Ecke immer stumpfer.
Wenn schliefilich die Seitenflachen in eine Ebene fallen, so betragt die
Summe aller Kantenwinkel vier Rechte. Hieraus folgt:

In jeder Ecke ist die Summe der Kantenwinkel
kleiner als vier Rechte.

Anmerkungen. 1. Zu diesem Satze kann man auch mittels der Rechnung
gelangen. Ist z. B. das Leitpolygon ein (ebenes) Zehneck, so betragt die Summe
seiner Winkel 16 R. Von den Seitenflachen schneidet nun das Zehneck 10 Drei-
ecke ab, deren Winkelsumme 20 R betragt. Davon entfallen mehr als 16 R auf
die Winkel an den Grandlinien, da namlich je zwei derselben mit dem entsprechenden
Zehneckswinkel ein Dreikant bilden und daher zusammen mehr betragen als der
Zehneckswinkel. Daraus folgt, dafl weniger als 4 R fur die Summe der Kanten-
winkel ubrig bleiben.

Analog wird der allgemeine Beweis fur die )i-seitige Ecke gefuhrt.
2. Mittels eines Netzes kann man sich in einfacher Weise liberzeugen, dafl

der hier abgeleitete Satz nur fur Ecken mit vorspringenden Kanten, d. i. mit hohlen
Flachemvinkeln allgemein giiltig ist. Doch werden hier niemals Ecken besprochen,
w,elche, von innen betrachtet, auch erhabene Flachenwinkel besitzen; daher wird der
obige Satz in allen Fallen Geltung haben.

Ubungsaufgaben. 1. IVelchen Wert kann ein Kantenwinkel in einem
regelmafligen a) Dreikante, J) Vierkante, c) n-Kante nicht iiberschreiten?

2. Wie viele regelmaflige Ecken gibt es, in welchen ein Kantenwinkel gleich ist
einem VVinkel eines regularen a) Dreieckes, b) Viereckes, cj Fiinfeckes, d) Sechseckes?
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§ 138. Kongruenz iind Symmetrie der korperlichen Ecken. Man nennt
zweikorperlicbeEcken kongruent, wennmansiclidieselbensoineinander
gelegt denken kann, daB ihre Kanten und daher auch die Seitenflachen
zusammenfallen. Daraus folgt, daB die Kanten- und die FIacbenwinkel
der einen Ecke in derselben Reihenfolge gleich sind den Kanten-, be-
ziehungsweise den Flaclienwinkeln der anderen Ecke.

Zwei Ecken heissen symmetrisch gleicli oder einfach sym-
metriscb, wenn die Kanten- und die Flachcnwinkel der einen in der
entgegengesetzten Reihenfolge gleich sind den Kanten-, beziehungsweise
den Flachenivinkeln der anderen. Zwei symmetrische Ecken sind im
allgemeinen nicht kongruent.

Das Prisma.

§ 139. Entstehungsarten. a) Gleitet eine Gerade litngs des Um-
fanges eines Polygones parallel zu ihrer ersten Lagc fort, so entstelit
ein nach zwei Seiten unbegrenzter Raum, welcher ein prismatischer
Ran m genannt wird. Man bezeiclme in Fig. 157 die erzeugende Gerade
und das Leitpolygon.

Der Teil eines prismatischen Raumes zwischen zwei parallelen
Schnittebenen heifit ein Prisma.

b) Ein Prisma entstelit aucli, wenn ein Polygon so fortschreitet,
daB alle Ecken desselben parallele Gerade besclireiben. Man bezeichne
in dep Fig. 157 bis 159 das erzeugende Polygon und die Leitlinien.

§ 140. Beschreibung. Jedes Prisma ist ein Polveder oderViel-
flacb, d. i. cin von lauter ebenen Flachen begrenzter Korper. Die
Snmme aller Grenzflacben beiBt die Oberfliicbe desselben.

Die beiden Polygone, welcbe a) durch die parallelen Sclmitte des
prismatischen Raumes entstehen, b) die Anfangs- und die Endlage des
erzeugenden Polygones bilden, heifien die Grundflachen des Prismas;
dieselben sind kongruente Polygone in parallelen Ebenen. Alle tibrigen
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Grenzflachen heiflen Seitenflachen und ihre Summe wird der M a n t e 1
des Prismas genannt. Die Seitenflachen sind Parallelogramme. (Warum?)

Die Durclischnittslinien der Seitenflachen mit den Grundflachen
oder die Seiten der Grundflachen heiflen Grundkanten. Je zwei
Grundkanten in derselben Seitenflache sind gleich und parallel. (Warum?)
— Die Durchschnittslinien je zweier aufeinander folgender Seitenflachen
heiflen Seitenkanten. In jedem Prisma sind alle Seitenkanten gleich
und parallel. (Warum?)

Jede Grundflache bildet mit je zwei aufeinander folgenden Seiten¬
flachen eine E c k e des Prismas. Alle Ecken eines Prismas sind dreiseitig.

Der Ahstand der beiden Grundflachen heiflt die H o h e des Prismas.
Man bezeiohne in den Figuren 157 bis 159 die Grundflachen, die Seitenflachen,

die Grundkanten, die Seitenkanten, die Scheitel der Ecken und gebe die Konstruktion
der Hohe an!

D,

§ 141. Einteilungen und Benennungen. Nach der Anzahl der
Seitenflachen teilt man die Prismen ein in dreiseitige, vier-
s e i t i g e, . . .n- oder m e h r s e i t i g e.

Nach der Stellung der Seitenkanten gegen die Grundflachen werden
die Prismen in g era d e und schiefe eingeteilt. Ein Prisma heiflt
gerade oder schief, je nachdem die Seitenkanten zu den Grundflachen
normal oder schief stehen. In jedem geraden Prisma sind die Seiten-

^ flachen Eechtecke und zu den Grund¬
flachen normal; die Seitenkanten sind
gleich der Hohe, (Warum?)

Ein Prisma mit durchwegs gleichen
Kanten heiflt g 1 e i c h k a n t ig. Ein ge-
rades Prisma, dessen Grundflachen regel-
mafligePolygone sind, heiflt regelmaBig.

Ein Prisma, dessen Grundflachen
Parallelogramme sind, heiflt ein P a r a 11 e 1-
e p i p e d; alle sechs Grenzflachen des-
selben sind Parallelogramme. Gerades

i' I°' 16°- und schiefes Parallelepiped.
Sind die Grundflachen eines geraden Parallelepipedes Rechtecke,

so heiflt es ein r e c h t w i n k 1 i g e s Parallelepiped (Fig. 158); alle
sechs Grenzflachen desselhen sind Rechtecke.

Ein Parallelepiped, dessen Grenzflachen kongruente Rhomben sind,
heiflt R h o m h o e d e r. Ein Parallelepiped, dessen Grenzflachen Quadrate
sind, heiflt W ti r f e 1, Kub us oder Heiaeder.

TJbungsaufgaben. 1. Man gebe a) von einem gleichkantigen dreiseitigen
Prisma, b) von einem geraden Parallelepipede, c) von einem regelmafiigen fiinf-
seitigen Prisma, d) von einem n-seitigen Prisma die Anzahl und Art der Grenz-
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flachen und Ecken sowie die Anzahl der Kanten an! — Nack einigen Voriibungen
an Modellen und Zeiohnungen konnen solche Beschreibungenohne direkte Ansckauung
ausgefuhrt werden.

2. Man konstruiere das Netz a) eines regelmajjigen dreiseitigen Prismas; b) eines
rechtwinkligen Parallelepipedes; c) eines Wurfels; d) eines regelmafiigen sechsseitigen
Prismas! — Fig. 160 ist das Netz eines geraden dreiseitigen Prismas; AB = BE,
CD — CE. Fig. 162 ist das Netz zum Mantel des sehiefen dreiseitigen Prismas Fig. 161.

§ 142. Ebene Schnitte. Jeder zu den Grundflachen des
Prismas paralleleSchnitt ist m i t d e n s e 1 b e n k o n g r u e n t.
(Warum ?)

Ein zu einer Seitenkante normaler Schnitt steht zu allen Seiten-
kanten normal und lieidt ein N o r m a 1 s c h n i 11 oder Querschnitt
des Prismas (DEF. Fig-. 161). Bei tvelchen Prismen ist der Normalschnitt
zu den Grundflachen parallel?

Eine Ebene, welclie durch zwei niclit aufeinander folgende Seiten-
kanten eines Prismas gelegt vrird, liefert einen Diagonal schnitt,
welcher stets ein Parallelogramm ist. Es gibt ebenso viele Diagonal-
schnitte, als eine Grundflaclie Diagonalen hat.

Im Parallelepipede heifit jede Diagonale eines Diagonalschnittes
Diagonale des Parallelepipedes; sie ist die Verbindungslinio zweier
nicht in derselben Grenzflache liegender Eckpunkte (Gegenecken). Jedcs
Paralielepiped hat vier Diagonalen.-

Aufgabe. Aus der Liinge, der Breite und der Hbhe eines recht-
winkligen Parallelepipedes die Lange der Diagonale zu berechnen.

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke BCD (Fig. 158) findet man zu-
nachst BD 2 und hierauf aus dem rechtwinkligen Dreiecke BlBD die ge-
suchte Diagonale Bl I). Die Rechnung ist fti r spezielle Werte der bezeich-
neteit Dimensionen und aucli. allgemein durchzufiihren. d 2 — a 3 -(- i 2 -j- c 2.

Ubungsaufgaben. 1. a — 1 cm, b = 1'4 cm, c = 3'6 cm, d = ?
2. Berechne die Diagonale'eines Wiirfels aus der Kante a!

a) a — 3 cm, b) a — 1 m.
3. Berechne die Kante eines Wiirfels aus der Diagonale d\

a) d = 12 cm, b) d — 2 m.
Hočevar, Geometrie fur Untergymnasien. 6. Aufl. i



98

§ 143. Oberflachenbestimmung. Bedeutet O die Oberfiache, G eine
Grundflache und M den Mantel des Prismas, so ist

O = 2G -f M.
D e r Mantel e i n e s g e r a d e n Prismas ist e i n e m R e c li t-

ecke gleich, welches den Umfang d er Grundflache
z u r Grundlinie und die H o h e d e s P r i s m a s z u r H o h e h a t,
M = uh (Fig. 160).

Bezeiclmet man im scliiefen Prisma (Fig. 161) mit s eine Seiten-
kante, mit a, h, c, . . . die Seiten eines Normalsehnittes, so ist

M = as -f- bs -|- cs -)- . . . = (« —(— —|— c —(— . . .) s.
D e r M a n t e 1 eines s c h i e f e n P r i s m a s i s t, e i n e m R e c li t-

e c k e gleich, w e 1 c h e s den Umfang eines N o r m a 1 s c h n i t-
t e s z u r Grundlinie und eine S e i t e n k a n t e z u r H '6 h e h a t.

Die Ricktigkeit dieses Satzes ergibt sicli aucli durch die Betrach-
tung des Netzes, welches dem Mantel des scliiefen drei- oder melir-
seitigen Prismas entsprieht (Fig. 162).

Ubungsaufgaben. 1. Aus derKante a eines Wurfels ist die Oberflaehe zu
berechnen. a) a — 3 dm , b) a = 2135 m, c) a — 0'324 m.

2. Berecbne die Oberflaehe eines Wiirfels aus der Diagonale <7!
a) d = lfi cm, b) d — 12'64 m, c) d = 4’23 m.

3. Bereehne den Flacheninhalt eines Diagonalschnittes eines IViirfels aus der
Kantenlange von 6 cm !

4. Aus der Oberflaehe O eines Wiirfels die Kantenlange zu berechnen.
a) O = 8'64 m2, b) O = 1 m*.

5. Wenn die Oberflaehe eines Wiirfels 3 dm 2 betragt, wie grofl ist eine Kante
und die Diagonale?

6. Aus den Dimensionen a, b, c (Lange, Breite, Hohe) eines rechtvvinkligen
1’arallelepipedes a) die Diagonale, fl) die Oberflaehe zu berechnen.

a = l'G i«, b = 0'9 m, c — 0'4 m.
7. Um ein oben offenes GefaC von der Form eines rechtwinkligen Parallel-

epipedes herzustellen, soli man genau 0'0 m2 Blech verwenden. Wie hocli wird das
GefiiO sein, wenn seine Lange 0'5 m und seine Breite 0'35 m betragen soli?

8. Man suche die Oberfiache eines regehnaBigen a) dreiseitigen, (S) vierseitigen,
y) sechsseitigen Prismas, wenn die Grundkante n und die Seitenkannte b bekannt simi!

a) a — 4 dm, b — G dm; b) a = b == 1 m.
§ 144. Volumsbestimmung, Erklarungen. Die Grolle des Baumes,

welchen eiu Korper einnimmt, heillt sein R a u m i n h al t oder V o 1 u m e n.
Als E i nhe it des Volumens nimmt man einen Wtlrfel an, dessen
Kante gleich der Laiigeneiiiheit ist. Je nachdem 1 m, 1 dm, 1 cm u. s. f.
als Laiigeneiiiheit geivahlt wird, heillt das Volumen des entsprechenden
Wiirfels 1 Kubikmeter, 1 Kubikdezimeter, 1 Kubikzenti-
meter u. s. f. Den Rauminhalt eines Kbrpers bestimmen
oder sein Volumen messen heillt jene Zahl suclien, vvelche an-
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gibt, wie oft die Volumseinheit in dem gegebenen Volumen enthalten
ist. Diese Zabl beillt die Madzabl des gegebenen Volumens.

§ 145. Empirische Volumsbestimmung. a) Bei Hohlraumen gescbieht
die Bestimmung des Volumens durch Eingieflen einer Fllissigkeit, welche
man hierauf in ein mit einer Volumenskala versebenes Gefafl ilbergiellt.

b) Um das Volumen eines festen Korpers zu bestiminen, flillt man
ein Gefafl. welcbes etwa die Form eines recbtwinkligen Parallelepipedes
bat, teihveise mit einer Fliissigkeit und taucht den gegebenen Korper
ganz in dieselbe. Das Volumen des Korpers ist dann gleieh dem Volumen
der durch ihn verdrangten Fliissigkeit, d. i. gleieh dem Volumen eines
rechtvvinkligen Parallelepipedes, dessen Grundflache der innere Quer-
sebnitt des Gefalles und dessen Hohe der Abstand der beiden Niveaus
vor und nacb dem Eintauchen ist.

c) Hat der Korper durchaus gleiche Dichte, so ist die Zahl, welclie
angibt, wie oft das spezifische Gewicht (das Gewioht der Volumseinheit)
des Korpers in seinem absoluten Gewiclite enthalten ist, zugleich diep
MaOzahl des Volumens. V— —.s

Z. B. 1 cm3 GuBeisen wiegt 7 • 2 g. Man erhalt somit das Volumen
von 1 kg = 1000 g GuBeisen, und zwar in Kubikzentimeteru, indem
man 1000 durch 7'2 dividiert, also V— 138-9 cm3. Berechne ebenso
das Volumen von 1 kg Quecksilber (s = 13 • 59)!

Aufgabe derGeometrie ist es zu zeigen, wie das Volumen eines
Korpers aus den Mafizahlen jeuer Strecken, Flachen u. dgl. berechnet
wird, von denen es abbangt. Das unmittelbare Aneinanderlegeri von
Volumseinbeiten in dem gegebenen Raume, bis derselbe gerade. erschopft
wird, ist in der Begel nicht ausfiihrbar.

§ 146. Das Prinzip von Cavaiieri. Wenn ein gerades und ein
schiefes Parallelepiped mit kongruenten Grundflachen und gleichen
Holien auf eine Ebene MN (Fig. 163) aufgcstellt werden, so liegen die
beiden oberen Grundflachen in einer zu MA’ parallelen Ebene und jede
dazwischenliegende zu MN parallele Ebene wie PQ schneidet die beiden
Parallelepipede in kongruenten Parallelogrammen. (VVarum?)

Die beiden Parallelepipede liaben gleiches Volumen, wovon man sicli
auf folgende Weise Uberzeugen kann. Man deuke sich aus dimnem Blech
mit ABCD kongruente Figuren ausgeschnitten und in gehoriger Anzahl
so tibereinander gelegt, dali das erste Parallelepiped gebildet wird.
Verschiebt man nun die Blechplatten derart, dali ABCD aut EFGH
flillt und zwei Reihen von Eeken sich langs der Geraden EEl und FF1
anordnen, so erhalt man das zweite Parallelepiped. (Von den geringen
treppenartigen Unebenheiten der geneigten Seitenflachen kann abgesehen

7 *
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werden, da dieselben um so kleiner ausfallen, je diinner das Bledi ge-
nommen wird.) Hieraus folgt, dafi die beiden Parallelepipede gleiches
Volumen besitzen und zwar das Volumen des beniitzten Blcchmaterials.
Eine ahnliehe Betrachtung lafit sich anstellen, wenn zwei andere Korper
verglichen werden, welche nicht kongruente, sondern nur inlialtsgleiche
Grundflachen besitzen, und wenn sicb bei einer parallelen Verschiebung
der Schnittebene beliebig geformte, jedocli inbaltsgleiche Schnitte in
beiden Kbrpern ergeben. Nur mufi dann jede Platte des ersten Korpers
durch eine gleicli grofie, jedoch anders geformte ersetzt werden. Modeli!

Lassen sich zwei Korper in eine solche La g e zu
einer Ebene bringen, dafi sie durch jede zu derselben
parallele Ebene ingleichenFlachengeschnitteniverden,
so hab en sie gleiches Volumen. (Prinzip von Čuvalieri.)

Hieraus folgt unmittelbar: Prismen von gleichen Grund¬
flachen und gleichen Ho h en sind inhaltsgleich.

Man findet daher das Volumen eines beliebigen Prismas, wenn
man das Volumen eines rechtwinkligen Parallelepipedes mit gleicher
Grundflache und gleicher Hbhe berechnet.

§ (47. Volumen des rechtvvinkligen Parallelepipedes. Die Lange
eines rechtwinkligen Parallelepipedes betrage a, die Breite b und die
Hbhe c Langeneinheiten. Durch Schnitte parallel zu den Grundflachen
lafit sich das Parallelepiped in c Platten zerlegen, deren Hohen gleicli
der Langeneinheit sind. Durch Schnitte parallel zu den Seitenflachen
kann man nun jede Platte in ebenso viele Volnmseinheiten zerlegen,
als Flacheneinheiten auf die Grundflache entfallen. Die Anzahl der¬
selben ist ab , daher das Volumen V = abc. Modeli!

Das Volumen eines rechtwinkligen Parallepipedes
wird gefunden, indem man (die Mafizahlen der) Lange,
Breite und Hbhe miteinander multipliziert.

In Fig. 164 ist a — 4 cm, b — 3 cm, c = 5 cm, daher F— 60 cm3 .

Fig. 163. Fig. 164.
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Bezeichnet man die Grundflache mit G, die Holie mit h, so ist
G = ab, h = c, daher F = Gh.

Da der Wiirfel ein gleickkantiges reclitwinkliges Parallelepiped ist,
so erlialt man V — a . a . a — a s.

D a s V o 1 u m e n e i n e s W ti r f e 1 s o d e r K u b u s w i r d g e fu n d e n,
uidem man die Mafizahl der Kante zur dritten Potenz er-
li e b t (kiirzer: i n d e m man e i n e Kante z u m K u b a s e r b e b t).

Anmerkungen. 1. AVie lassen sich nun die Bezeichnung „der Kubus einer
Zahl“ und die Zeiohen 1 m3, 1 dm3, 1 cm 3 n. s. f. fiir eiu Kubikmeter, ein Kubik-
dezimeter, ein Kubikzentimeter u. s. f. erklaren?

2. Mittels des letzten Satzes findet man
1 m3 = 1000 dvi3 = 1,000.000 cm3 — 1.000,000.000 mm3,

1 dm3 = 1000 cm 3 = 1,000.000 mm3, a. s. f.
Als Hohlmafi ist 1 dm3 = 1 l (Liter), 100 1 = 1 Id (Hektoliter).

3. Ans V = a3 folgt a =\y/ V\ in AVorten? Dritte Wurzel = Kubikwurzel!
Ubungsaufgaben. 1. Bereohne das Volumen eines Wurfels aus der Kante a 1

a) a = 12 cm, b) a = 0'34 m, c) a — 1'74... m.
2. Berechne das Volumen eines AViirfels aus der Diagonale d\

. , s d* dW „ 2 d3WAnleitung. cr =-g-, a = —^—, V = aa = —I—

a) d = 6 cm, b) d = 1 '26 m, c) d = 0'369.. m.
3. Berechne das Volumen eines AViirfels aus der Oberflaohe O !

. , 2 O \/6 (T u oMVČTAnleitung. a =y, n =A_—, V = ——-

a) O = 54 cm\ b) O — 1 m\ c) O = 0'3246 m*.
4. AVelches Gewicht hat ein marmorner AViirfel, wenn die Kante desselben

62 cm betragt? (Spez. Gew. = 2'84.)
5. Wie grofi ist eine Kante eines AViirfels, dessen Volumen = F ist?

a) V = 1728 cm3, b) V = 5’237 m3.
6. Berechne die Oberflache eines AArurfels aus dem Volumen V I

a) V = 9-261 dm3, b) V == 1 hi, c) V = 0'379 m3.
7. Aus der Kante a eines AViirfels jene eines doppelt so grofien AViirfels zu

berechnen. a) a — 1 dm, b) a = 0'214 m.
8. Ein AViirfel aus Blei ist 1 kg schwer; wie grofi ist eine Kante des AViirfels?

(Spez. Gew. = 11'35.)
9. Man bestimme durch Messung oder Schatzung die Dimensionen eines Korpers

oderRaumes, welcher die Form eines reohtwinkligen Parallelepipedes hat, (z. B. eines
Zimmers, eines Kastens, einer Schultafel u. s. f.) und berechne hieraus das Volumen !

10. AVie viele Hektoliter fafit ein Getreidekasten von 3 m Lange, 2 m Breite
und 1'2 iji Hohe?

11. Das aus Holz gefertigte Modeli eines rechtivinkligen Parallelepipedes hat
das Gewicht P und die Dimensionen a, b, c, wie grofi ist das spezifische Gewicht
des Holzes? Z. B. P = 79'04p, a = 52 mm, b = 38 mm, c = 80 mm.

12. In ein 64 cm langes und 25 cm breites Gefafi, welches die Form eines recht-
vvinkligen Parallelepipedes hat und nur zum Teile mit AVasser gefiillt ist, wird ein
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unregelmafiig geformter Stein gelegt, worauf das Wasser um 35 cm steigt und den
Stein bedeckt. "VVelches Volumen kat der Stein?

§ 148. Volumen des Prismas ilberhaupt. Hat das Prisma die
Grundflache G und die Hohe k, so ist sein Volumen V = Gh, da es
nach § 146 ebenso grofi ist wie das Volumen eines rechtwinkligen
Parallelepipedes mit der Grundflache G und der Hohe h.

Das Volumen eines Prismas wird gefunden, indem
man die (Mafizahl der) Grundflache mit der (Mafizahl
der) Hohe multipliziert.

Fiir ein zweites Prisma findet man V1 = G1 h1 . Daraus folgt
fur G = Gt V: V1 — h : hv,
fiir h =-- \ V: Vt = G : Gv

Man driicke diese Proportionen in' Lehrsatzen aus!
Fiir ein Prisma sei G = 2'14m2 = 214 dni1, h = 0'7 m = 7 dm; dann ist

V = (214X7 ) dm* = 1498 dma = 1'498 m3. Zu demselben Resultate gelangt man
dureh folgende Rechnung: V = (2T4XQ'7)ms = l‘498m3. Man iiberzeugt sieh
auf diesem Wege, dafi man die Formel V — G h fiir jedes Prisma direkt beniitzen
kann, aucb wenn G und h nicht ganze Zablen sind.

Ubungsaufgaben. 1. Aus der Grundflache und der Hohe eines Prismas
das Volumen zu berechnen. a) G = lm2, h = 4 dm, V) G = 0'2 m2, h = 1'3 m.

2. Welche Hohe hat ein Prisma, dessen Grundflache 45 cm2 und dessen Volumen
1 dm? betragt?

3. Wie grofl ist die Grundflache eines Prismas von der Hohe h = 35 cm und
dem Volumen V = 45'5 dm8 ?

4. Man berechne das Volumen eines regelmaBigen dreiseitigen Prismas, dessen
Grundkante a und dessen Hohe h ist. a) a = 1 dm, h = 2'4 dm, b) a = h = 8 cm.

5. In einem regelmaOigen sechsseitigen Prisma betragt die Hohe 12 cm und
das Volumen 124'7 cm3. Wie grofl ist eine Grundkante?

6. Welchen Inhalt hat ein Dachraum von der Form eines liegenden dreiseitigen
Prismas, dessen Boden ein Rechteck von 8'4 m Lange und 5'2 m Breite ist und vom
Dachfirst (der gegeniiberliegenden Seitenkante des Prismas) 3 m Abstand hat?

7. Eine 42 m lange und 3'5 m hohe Mauer hat als Querschnitt ein Trapez mit
den Parallelseiten. a = lm, b = 0'64m. IVelches Volumen hat die Mauer und
wie grofi sind die Ilerstellungskosten fiir 1 m3 Mauerwerk, wenn die Gesamtkosten
1024'59K betragen?

8. Ein regelmafiiges sechsseitiges Prisma mit der Grundkante a und der Hohe h
wird dureh einen Diagonalschnitt in ein dreiseitiges und ein fiinfseitiges Prisma zer-
legt. Man berechne die Oberflachen und Volumina dieser beiden Prismen!

Der Zyliiuler.
§ 149. Entstehungsarten. a) Ein zylindrischer Raum entsteht, \venn

eine Gerade parallcl zu ihrer ersten Lage langs eines Kreises gleitet
(Fig. 165). Erzeugende Gerade, Leitkreis.

Die von der erzeugenden Geraden beschriebene Finche heiBt cine
Zylinderflache; die Gerade 001 , welche dureh den Mittelpunkt
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des Leitkreises parallel zur erzeugenden Geraden gelegt wird, heifit die
Aclise der Zylinderflache.

Jede zur Ebcne des Leitkreises parallele
Ebene schneidet den zylindrischen Raum in einem
Kreise, dessen Mittelpunkt (OJ zugleich der
Durchschnittspunkt der Aclise mit der Schnitt-
ebene ist. Denn sind AA1 , BBX , CC\ , ... die
zwischen den beiden parallelen Ebenen enthaltenen
Strecken der erzeugenden Geraden in speziellen
Lagen, so sind die Vierecke A001Al , B001B1 j
C001C1 ,. . . Parallelogramme (warum?); daraus
folgt A, O, =AO, B , O, = BO, C, 01 = 00, . . .
also auch A1 0l = B1 01 = C1 01 = . . .

Der Teil des zylindriseben Raumes, welcber zwischen zwei zur
Ebene des Leitkreises parallelen Scbnittebenen enthalten ist, heiilt ein
Zylinder (genauer ein Kreiszvlinder).

b) Ein Zylinder entsteht auch, indem cine Kreisflache parallel zu
ibrer ersten Lage so fortsclireitet, dali ihr Mittelpunkt eine Gerade
bescbreibt. Erzeugender Kreis, Leitgerade oder Aclise.

c) Einen Zylinder kanu man sicb auch aus einem regelmafiigen
n-seitigen Prisma dadurch entstanden denken, dali die Seitenzahl n
unendlich grofi geworden ist.

§ 150. Beschreibung. Die Oberflache des Zylinders besteht aus
den beiden Grundflachen, welcbe kongruente Kreise in parallelen
Ebenen sind, und der krummen Seitenflache, welcbe der Man tel ge-
nannt wird. Die gerade Verbindungslinic der Mittelpunkte der beiden
Grundflachen lieifit die Aclise, der Abstand der beiden Grundflachen
(OjP) die H oh e des Zylinders.

Der zwischen den beiden Grundflachen entkaltenc Teil der er¬
zeugenden Geraden heifit eine S ei ten lini e des Zylinders. Jede durch
die Aclise gelegte Ebene schneidet den Mantel in zwei Seitenlinien.
Alle Seitenlinien des Zylinders sind einauder und der
Aclise gleicli und parallel.

§ 151. Einteilung und Benennung. Je nachdem
die Aclise zur Grundflache normal oder schief steht,
heifit der Zylinder gerade oder schief.

Im geraden Zylinder (Fig. 166) ist die Aclise
zugleich die Hohc. Man kanu sich den geraden Zj linder
auch durch Rotation eines Rechteckes um eine Seite
entstanden denken und zahlt ihn daher zu den Ro-
tationskorpern. Fig. 166.
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A,

Ein gerader Zylinder, in welchem der Durchmesser der Grund-
flache gleich der Hohe ist, heiilt glei c h s eiti g.

§ 152. Ebene Schnitte. Jeder zur Grundfiache parallele Sehnitt ist
mit ihr kongruent, also auch ein Kreis. Jeder andere Sehnitt, welcher
alle Seitenlinien des Zylinders trifft, liefert cine Ellipse (Fig. 166).

Die Figur, in welclier eine durcli die Achse gelegte Ebene den
Zylinder schneidet, Iieifit ein A chs en sehnitt desselben und ist stets
ein Parallelogramni. (Warum?) Alle Achsenschnitte des schiefen Zylinders
(mit Ausnahme eines einzigen) sind schiefwinklige Parallelogramme.
Alle Achsenschnitte des geraden Zylinders sind Bechtecke und jene
des gleichseitigen Zylinders Quadrate.

§ 153. Oberflachenbestimmung. O = 2G-j-M.
Denkt man sich den Mantel eines

geraden Zylinders langs einer Seitenlinie
aufgesehnitten und in eine Ebene aufge-
rollt, so erhalt man ein Rechteck, wel-
ches den Umfang der Grundfiache zur
Grundlinie und die Hohe des Zylinders
zur Hohe bat (Fig. 167). Daber ist
M = 2 ruk, also
O = 2r2 n -j- 2rjih — 2m (r -j- h).

Beim gleichseitigen Zylinder ist
h = 2r, daher O — 6r2 n.

Die Mantelflache des schiefen Zylinders
lafit siflh auf dieser Unterrichtsstufe nicht be-
rechnen.
Stellt man einen Zylinder und ein

Prisma von gleicher Grundflaehe (G) und gleicher Hohe (h) auf dieselbe
Ebene, so erhalt man durch alle zu dieser Ebene parallelen Schnitt-
ebenen gleiche Schnitte (von der Grobe G). Die beiden Kbrper sind
also inhaltsgleich.

Das Volumen eines Zylinders wird also gefunden,
in de m man (die Mafizahlen der) Grundfiache und Hohe
m i t e i n a n d e r multipliziert.

F = Gh = r2 nh.

§ 154. Volumsbestimmung.

Fiir den gleichseitigen Zylinder ist V= 2 ra n.
Ftlr zwei verschiedene Zylinder liat man

V— r2 nh und V1 — r 2nhi . Daraus folgt
fiir h = h1 V: F, = r 2 : r*
und fiir r = r, V :V1 — h : h1 . In Worten?
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Ub u ngsaufgab on. 1. Bercchne die Oberflache umi das Volumen eines
geraden Zylinders fur a) r = 46 mm, h = 76 mm, b) r = 13 cm, h — 257 cm,
c) r = 0'23 m, h = 4'25 m.

2. Berechne die Oberflache und das Volumen eines gleichseitigen Zylinders
aus dem Radius der Grundflache!

a) r — 3 cm, b) r — 1'2 dm, c) r = 0'253.. .m.
3. Man kennt die Grundflache und das Volumen eines geraden Zylinders.

Wie grofi ist die Hohe?
a) V = 78 cm8, G — 26 cm8, b) V = 1 ms, G ~ 125 m*.

4. Aus der Grundflache und der Hdhe eines geraden Zylinders die Oberflache
und das Volumen zu berechnen. G = 24 cm8 , h — 5 cm.

5. Aus der Oberflache eines gleichseitigen Zylinders die Hohe zu berechnen.
a) O — 10 m\ b) O = 0-188496 m8 .

6. Aus der Oberflache eines gleichseitigen Zylinders das Volumen zu berechnen.
d) O = 1 m8 , b) O — 15'26 m8 .

7. Aus dem Volumen eines gleichseitigen Zylinders ist der Radius der Grund¬
flache zu berechnen. a) V = 1 m3, b) V = 235 cm8.

8. Berechne die Oberflache eines gleichseitigen Zylinders aus dem Volumen!
a) V = 2-4 dm*, b) V = 3478 cm3 .

9. Einem Wiirfel ist ein Zylinder eingeschrieben, d. h. die Grundflachen des
Zylinders sind zwei gegeniiberliegenden Flachen des Wiirfels eingeschrieben. Wie
verhalten sich a) die Oberflachen, /?) die Volumina der beiden Korper?

10. Man bringt einen Korper von unregelmafiiger Gestalt in einem zyliudrischen
Glasgefafie unter Wasser und soli aus dem inneren Durchmesser (14 cm) des
Gefafies und dem Abstande der Niveaus vor und nach dem Eintauchen (12 mm)
das Volumen des Korpers berechnen.

11. Berechne den Bodendruck einer vertikalen zylindrischen (Juecksilbersaule
von 76cm Hohe und lem8 Querschnitt! (Spez. Gew. 13'59.)

12. Ein Rechteck mit der Grundlinie a und der Hohe b rotiert einmal um a
und ein anderesmal um b. Wie verhalten sich a) die Oberflachen, P) die Volumina
der beiden Rotationskorper?

13. Ein zylindrisches Gefafi ist 18 cm hoch und soli 1 1 fassen. Wie grofi
mufi der innere Durchmesser genommen werden?

14. In einer engen zylindrischen Glasrohre befindet sich ein 47 mm langer
Quecksilberfaden, dessen Gevvicht 585'5 mg betragt. Wie grofi ist der innere
Durchmesser der Rohre, wenn das spezifische Gewicht des Quecksilbers 13'59 ist?

15. Ein Zylinder ist einem AVurfel umgeschrieben, d. h. die Grundflachen des
Zylinders sind zwei-gegeniiberliegenden Seitenflachen des Wiirfels umgeschrieben.
Wie verhalten sich a) die Oberflachen, p) die Volumina der beiden Korper?

16. Einem regelmafiigen dreiseitigen Prisma mit der Grundkante a und der
Hohe h wird ein Zylinder umgeschrieben. Wie grofi ist das Volumen des letzteren?
a = 42 cm, h — 55 cm.

17. Man berechne die Oberflache und das Volumen einer geraden zylindrischen
Rohre, wenn die Radien des aufieren und des inneren Umfanges und die Lange der
Rohre gegeben sind. Anleitung;
0 = 2 (A8 — r8) n + [(R8 — r8) -f Rh -f r h] =

2 n [(7Ž -)- r) (B — r) + {R + r) h) = 2 n {R + r) . (B — r + h).
R = 12 cm, r = 9 cm, h = 5 m.
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18. Em 6 m tiefer Brunnen von zylindrischer Form wurde ringsherum mit
einer 4 dm starken Mauer versehen und hatte dann nooh einen inneren Durchmesser
von 2'2 m. Wie gro(S waren die Herstellungskosten, wenn das Herausheben von
1 m 3 Erdreich im Durchsohnitte 6'4 K kostet und wenn 1 m3 Mauerwerk mit 13 K
berechnet wird?

Die Pyramide und dcr Pyramidenstumpf.
§ 155. Entstehung, Beschreibung. Legt man durch eine kdrper-

licke Ecke eine Scknittebene, welclie alle Kanten durchschneidet, so
begrenzen die Seitenflacken nnd die Scknittebene ein Polyeder, welckes
eine Py rami d e lieifit (Fig. 168). Aus diesem Grunde wird die

korperlicke Ecke auck ein pyramidaler
E a um genannt.

Aus der Besckreibung des Prismas
erklart sick okne weiteres die Bedeutung
der Ausdrilcke:

Grundfliicke, Seitenflacken,
M a n t e 1, Grundkanten, Seiten-
k ant en der Pyramide.

Die Seitenflacken sind stets Drei-
ecke und die Ecken an der Grundflacke
stets dreiseitig. Der Scknittpunkt aller

Seitenkanten keiBt die Spit z e und die Normale von der Spitze auf die
Grundflacke die Idoli e der Pyramide.

§ 156. Einteilung und Benennung. Nack der Anzakl der Seiten¬
kanten untersckeidet man dreiseitige, vierseitige, ... n- oder
mekrseitige Pyramiden.

Nack der Grolie der Seitenkanten untersckeidet manPyramiden
mit gleiclien Seitenkanten (auck gerade oder gleicksckenklige
Pyramiden genannt) und solcke mit ungleiclien Seitenkanten
(sckiefe, ungleicksckenklige Pvraniiden). Sind alle Seitenkanten einer
Pvramide gleicli, so sind die Eckpunkte der Grundflacke von demFufl-
punkte der Holie gleick weit entfernt. Die Grundflacke einer Pyramide
mit gleiclien Seitenkanten ist also ein Seknenvieleck, in tvelckem der
Mittelpunkt des umgesckriebenen Kreises der Fufipunkt der Holie ist
Die Seitenflacken sind gleicksckenklige Dreiecke.

Eine Pyramide mit gleicken Seitenkanten lieifit regelmafiig;
wenn ikre Grundflacke ein regelmafiiges IJolygon ist. Die Seitenflacken
der regelmafiigen Pyramide sind kongruente gleicksckenklige Dreiecke.
Die Ecke an der Spitze ist regelmafiig.

Sind alle Kanten einer Pyramide gleick, so keifit sie gleick-
kantig. Da die Seitenkanten gleick sind, so ist die Grundflacke ein

S
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Sehnenvielcck; und da die Grundflache auch gleichseitig ist, so ist sie
eiu regelmafliges Polygon. Jede gleichkantige Pyramide ist
also regelmafiig. Die Seitenflilchen sind kongruente gleickseitige
Dreiecke. Daraus folgt, dali es nur drei-, vier- und funfseitige gleich-
kantige Pyramiden gibt. (Warum?)

Die dreiseitige gleichkantige Pyramide heiflt auch Tetraeder
(Fig. 169); das Oktaeder (Fig. 182) besteht aus zwei vierseitigen
gleichkantigen Pyrami den.

S

§ 157. Ebene Schnitte; der Pyramidenstumpf. a) Wird eine Ebene
durch zwei nicht aufeinander folgende Seitenkanten einer Pyramide
gelegt, so erhalt man einen Diagonalschnitt u. zw. stets ein Dreieck.
Jede vier- oder mehrseitige Pyramide liifit sicli durch Diagoualschnitte
in dreiseitige Pyramiden von gleicher Hohe zerlegen.

h) Jeder zur Grundflache parallele Schnitt ist ihr
ahnlich. Denn die Grundflache ABC . . . (Fig. 170) und das durch
einen parallelen Schnitt erhaltene Polygon AlBl C\ . . . haben je zwei
Winkel, deren Scheitel in derselben Seitenkante liegen, gleicli und die
entsprechenden Seiten proportional.

< ABC = < BCA = B&Av . . . (warum?).
Da ferner ABS co A AlB1 S, A BCS C\J A B1 C\S, . .

so folgt SA : SA1 — AB : A1B1 = SB : SB1 == BC: Bx (\ = . . .,
also AB : A,B, = BC: BX C, = AC : A,Ct = . . .

Durch den zur Grundflache parallelen Schnitt zerfallt die Pyramide
in zwei Polyeder, den Py r amid en st um p f und die Erganzungs-
pyramide. Der Pyramidenstumpf ist der zwischen der Grundebene
und der parallelen Schnittebene enthaltene Teil der ganzen Pyramide.
Die beiden in parallelen Ebenen liegenden Polygone heiflen die Gr u n d-
flachen und ihr Abstand (EEt ) die Hohe des Pyramidenstumpfes.
Die Grundflachen sind ahnliche Polygone, die Seitenfliichcu Trapeze.
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Hat die ganze Pyramide gleiche Seitenkanten, so gilt dasselbe von
der Erganzungspyramide und dem Pyramidenstumpfe. Ist die ganze
Pyramide regelmallig, so heiflt auch der zugehorige Pyramidenstumpf
r e g e 1 m a fi i g.

c) Zielit man SE _L ABC (Fig. 170), so ist A AES CV> A
also SE: SEX == SA : SAX = AB : AXBX , also auch AB2 : AxBf —
SE2 : SEf. Da nun die Polygone ABC... und A1B1C1 ... ahnlich sind,
so folgt nach § 118

ABC ...: AlB1C1 ... — AB2 : AtB* = SE 2 : SE *.
Die Grundflache einerPyramide und die parallele

Schnittflache verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab-
stande von der Spitze.

Ubungsaufgaben. 1. Man gebe von folgenden Kdrpern die Anzahl und
Art der Grenzflachen und Ecken sowie die Anzahl der Ivanten an: a) von einer
dreiseitigen Pyramide, b) von einer n-seitigen Pyramide, c) von einer gleichkantigen
vierseitigen Pyramide, d) von einer funfseitigen Pyramide mit gleiohen Seitenkanten,
e) von einem dreiseitigen Pyramidenstumpfe mit gleichen Seitenkanten, f) von einem
u-seitigen Pyramidenstumpfe.

2. Man konstruiere das Netz a) eines Tetraeders, b ) einer regelmafiigen vier¬
seitigen Pyramide, c) eines dreiseitigen Pyramidenstumpfes, d) eines regelmafiigen
vierseitigen Pyramidenstumpfes. Fig. 171 istdasNetz einer dreiseitigen Pyramide;
Fig. 172 ist das Netz eines regelmafiigen dreiseitigen Pyramidenstumpfes.

3. Man teilt die Hohe h einer Pyramide mit der Grundflache G in drei gleiehe
Tede und legt durch die Teilungspunkte zur Grundflache parallele Schnittebenen.
Wie grofi sind die beiden Schnitte? G = 9 cm2 .

4. In einer Pyramide mit der Grundflache G und der Hohe h ist ein zur
Grundflache paralleler Schnitt a) = —!— G, b) = G. Welche Entfernnng vom

2* 1U
Scheitel hat die Schnittebene?

§ 158. Oberflachenbestimmung. Fttr die Oberflache einer Pyramide
gilt die Formel O =■= G -|- M.

Fig. 172.Fig. 171.
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Bei der n-seitigen regelmafligen Pyramide ist M alil
T'

worm a

die Grundkante und hl die Hohe eines Seitendreieckes (Seitenhohe) be-
deutet. Ist nun u der Umfang der Grundflache, so bat man u na,

also ist M — —. (In Worten P)

§ 159. Volumsbestimmung. a) Haben zwei Pyramiden gleiche
Grundflachen (G) und gleiche Hohen (h) und stellt man dieselben mit
ihren Grundflachen auf eine Ebene MN, so werden sie durch jede zn
MN parallele Ebene in gleichen Flachen geschnitten. Denn die Schnitt-
ebene liat von den Spitzen beider Pyramiden gleiche Abstiinde (x); man
erhalt also fiir die Schnitte G1 und G.2 aus dcn Proportionen G : Gl —
h 2 : a? 2, G : Gj — h 2 : x 2 gleiche Werte.

Daraus schliefit man nach dem Satze von Cavalieri:
Pyramiden mit gleichen Grundflachen und gleichen

Hbhen sind einander gleich.
h) Jedes dreiseitige Prisma kanu c,

in drei inhaltsgleiclie Pyramiden zer-
legt werden. Durch den Schnitt A1 Bt C zer-
fallt namlich das dreiseitige VrmnnAJUJA, B1 G,
(Fig. 173) in die dreiseitige Pyramide AfifiB,
(T) und die vierseitige Pyramide ABBlAl C.
Die letztere wird nun durch den Diagonalschnitt
ABXC in die dreiseitigen Pvramiden AAXBX C
( II) und ABB1 C (III) zerlegt. Die Pyramiden
1 und U sind einander gleich, denn sie haben
gleiche Grundflachen, A1 C\C — .4 A 1 G, und
eine gemeinschaftliche Hohe, d. i. die Normale von der gemeinschaft-
lichen Spitze Bx auf' die Ebene ACC1A1 . Audi die Pyramiden II und
III sind gleich, denn sie haben gleiche Grundflachen, AAXB, = ABB,,
und eine gemeinschaftliche Hohe, d. i. die Normale von der gemein-
sehaftlichen Spitze C auf die Ebene ABB1A1 . (Modeli!) Da also die
drei Pyramiden einander gleich sind, so ist eine jede der dritte Teil
des dreiseitigen Prismas. Bczeichnet man die Grundflache ABC des drei¬
seitigen Prismas mit G und die Hohe mit h, so ist sein Volumen = G h.
Die Pyramide ABCB, bat auch die Grundflache G und die Hijhc h,

Gr h
ihr Volumen betragt also nach dem Vorigen —-.

3
Hieraus folgt:
Das Volumen einer dreiseitigen Pyramide wird ge-

funden, indem man die (Mallzahl der) Grundflache mit
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d er (M a C zalil d er) H o h e multipliziert and da s Produkt
d u r c h 3 d i v i d i e r t.

y Gh ^ h G j '
= T ~ ' 3 — ’

G = 3F h = 3F
G '

c) Hat eine mehrseitige Pyramide die Grundflaclie G nnd die
Hijhe h, so ist sie nach a) inhaltsgleich mit einer dreiseitigen Pyramide,
deren Grundflaclie G und deren Hiilie h ist. Dalier ist liir jede der

(yj
beiden Pyramiden V — ^ .

D a s Volumen einer j e d e n P y r am i d e ist g 1 e i c li dem
d r i 11 e n T e i 1 e d e s P r o d u k t e s a u s der(Maflzahl der) G r u n d-
fliiclie und der (Mafl zalil der) Hiilie.

Ftir zwei verscliiedene Pvramiden liat man 1'
Gh , jr G1 hl■■ — und F, = ——4.
3 3

Daraus folgt
ftir h = \ V: F, = G :GU
fiir G — G1 V: V1 — h : h1 . (In WorteuV)

Ubungsaufgaben. 1. Die Oberflache uud das Volumen einer regelmaCigen
vierseitigen Pyramide zu berechnen, wenn die Grundkante a und die Hohe h gegeben
sind. (Man beniitze das rechtwinklige Dreieek SEF, Fig. 168.) a) a = 12 cm,
h = 16 cm, b) a = 233 m, li = 119 m (Pyramide des Cheops).

2. Bereekne die Oberflaclie und das Volumen einer regelmaGigen vierseitigen
Pyramide aus der Grundkante a und der Seitenkante s!

a) a = 6 dm, s — 5 dm, b) a = s = 1 m.
3. Man berechne die Oberflache und das Volumen eines Oktaeders aus der

Kante a ! a) a = 5 cm, b) a = 0'362 m.
4. Ein Oktaeder ist einem Wiirfel eingeschrieben, d. h. die Eckpunkte des

Oktaeders liegen in den Mittelpunkten der Wurfelflacken. In welchem Verhaltnisse
stehen die Volumina der beiden Korper?

5. Eine Pyramide mit gleichen Seitenkanten hat zur Grundflaclie ein Recht-
eck mit den Dimensionen a und b. Wie grofl sind die Oberflache und das Volumen
der Pyramide? a = 14 cm, b = 6'4 cm, .« = 1 dm.

6. Welches Gewicht hat eine regelmaflige vierseitige Pyramide aus Marmor
(spez. Gew. = 2'84), wenn eine Grundkante 1'2 m und die Hohe 3 m betriigt?

7. Eine vierseitige Pyramide ist einem reehtwinkligen Parallelepipede derart
eingeschrieben, dal] die Gruudflachen zusammenfallen und die Spitze der Pyramide
in einem oberen Eckpunkte des Parallelepipedes liegt. Man berechne die Oberflache
und das Volumen der l’yramide aus den Dimensionen a, b, c des Parallelepipedes!

8. Die Oberflache und das Volumen einer regelmafligen dreiseitigen Pyramide
aus der Grundkante a und der Hohe U zu berechnen.

Anleitung. A /?_[_ BC (Fig. 169), AE = DE= -^Vr(§ 59);
A u

SE= Vh* + ~DE‘ = \/h2 -f ili; M——\ Ih* + —.
V 12 2 V 12

a) a = 18 cm, h = 13 cm, b) a = U = 1 m.
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9. Berechne die Oberflache und das Volumen einer regelmafiigen dreiseitigen
Pyramide aus der Grundkante a und der Seitenkante s!

Anleitung. (Fig. 169) = = ±\JW- h = \ / s2 — JEl.

d) a = 17 cm, s = 20 cm, b) a — s = 1 m.
10. Wie grofi ist eine Kante .des Tetraeders, welehes die Oberflache Obesitzt?

Z. B. O = 10 dm1 .
11. Man berechne aus dem Volumen V eines Tetraeders die Kante desselben!

Z. B. V = 1 ms.
12. Die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide sind gleich lang (s) und zu-

einander normal. Man gebe an, durch welchen Schnitt eines VViirfels eine solche
Pyramide erhalten wird und berechne die Oberflache und das Volumen derselben !
(Bei der Volumsberechnung ist es zvveckmafiig, eine der Seitenflachen als Grund-
flaehe anzusehen.)

13. Man berechne die Oberflache und das Volumen einer regelmafiigen sechs-
seitigen Pyramide aus der Grundkante a und der Ilohe h !

a) a — 2 cm, h = 8 cm, b) a = h = 1 dm.
14. Berechne die Oberflache und das Volumen einer regelmafiigen sechsseitigen

Piramide aus der Grundkante a und der Seitenkante s!

Anleitung. V = 6 . - ‘ VŠA -5-Vs2 — «2 = A~Vs (s 2 — n2).

d) a = 12 cm, s = 2 dm, S) s = 2 o == 1 m..
Der Kegel und der Kegelstumpf.

§ 160. Entstehung, Beschreibung. Gleitet ein Halbstrahl bei fester
Lage seines Grenzpunktes langs einer Kreislinie liin, deren Ebene jenen
Grenzpunkt niclit entha.lt, so entstelit ein k ege I formi ge r Ran m
(Fig. 174). Erzeugende Gerade, Leitkreis. Die von der erzengenden
Geraden bescliriebene Flilclie lieillt eine Kegel fl a c lic oder ko n is c h e
Fliiclie. Die Gerade, welclie durch den festen Punkt (S) der Er-
zeugenden und den Mittelpunkt (O) des Leitkreises gelegt wird, heifit
die A e lis e der Kegelfiache.

Jede zur Ebene des Leitkreises parallele Ebene sebneidet den
kegelfbrmigen Raum in einem Kreisc, dessen Mittelpunkt (OJ zugleicli
der Durchscknittspunkt der Acbse mit der Schnittebene ist. Denn sind
A und Au ferner 71 und /7, die Schnittpunkte der beiden parallelen
Ebenen mit der erzengenden Geraden in zwei beliebigen Lagen, so ist
A^IO/S1 CV) ferner A BOS co A B1 01S. Daraus folgt
AO : A1 01 = OS: Ox S = BO : Bt Ox , also wegen AO = BO audi
AO, = Bx ox .

Der Teil des kegelformigen Raumes zwischen dem festen Punkte
und der Ebene des Leitkreises oder einer parallelen Schnittebene lieillt
ein Kegel (genauer ein Kreiskegel).
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Einen Kegel kann man sicli ans einer Piramide, deren Grund¬
flache ein regelmafiiges n-Eck ist, dadurch entstanden denken, dali die

Aus der Beschrei-
bung des Zjlinders nnd
der Pjramide ist die Be-
deutung derAusdrlicke:
Grundflache, Man-
tel, Spitze, Seiten-
1 i n i e, A c h s e und
H 8 h e des Kegels
ohne weiteres klar.

§ 161. Einteilung
und Benennung. Je
nachdem die Achse

zur Grundflache normal oder schief steht, heifit der Kegel gerade
oder schief.

Im geraden Kegel (Fig. 175) ist die Aelise zngleich die Hohe.
Alle Seitenlinien eines geraden Kegels sind einander gleich. (Warum?)
Man kann sich einen geraden Kegel aueh durch Botation eines recht-
winkligen Dreieckes um eine Kathete entstanden denken und zahlt ihn
daher zu den Rotationskbrpern.

Ein gerader Kegel, in welchem der Durchmesser der Grundflache
gleich der Seitenlinie ist, heilJt gleichseitig.

§ 162. Ebene Schnitte; der Kegelstumpf. a) Die Figur, in welcher
eine durch die Achse gelegte Ebene den Kegel schneidet, heifit ein
Achsenschnitt desselben und ist stets ein Dreieck. Die Achsen-
schnitte des scliiefen Kegels sind im allgemeinen ungleichseitige Drei-
ecke, jene des geraden Kegels sind kongruente gleichschenklige Drei-
ecke und jene des gleichseitigen Kegels kongruente gleicliseitige Dreiecke.

b) Jeder zur Grundflache parallele Schnitt ist ein
Kr e is. (S. § 160.)

Durch den zur Grundflache parallelen Schnitt zerfallt der Kegel
in zwei Korper, den Kegelstumpf und den Erganzungskegel.
Die beiden in parallelen Ebenen liegenden Kreise, heillen die G r u n d
flachen und ihr Abstand (DI)i in Fig. 174) die Hohe des Kegel-
stumpfes. Der auf diesen entfallende Teil des Kegelmantels heifit sein
Man tel. Der Kegelstumpf heifit gerade oder schief, je nachdem
der ganze Kegel und daher auch der Erganzungskegel gerade oder

Seitenzahl n unendlich grofi geworden ist.
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schief ist. Alle Achsenschnitte eines geraden Kegelstumpfes sind gleich-
schenklige Trapeze. Was sind die Achsenschnitte eines schiefen Kegel¬
stumpfes ?

c) Es ist (Fig. 174) A AOS oo A^S und A DOS cv) D^S.
Daraus folgt

AO -.1,0,= OS: 0,8 — DS : D.S, also
AO2 : AjJ? = DS2 :75^.

Bezeichuet man also den Flacheninhalt der Grundflache und der
parallelen Schnittflache mit G bezw. G1 , so folgt

G : G, — AO*: A~0} = DS2 : T\S2.
Dio Grundflache eines Kegels und cine parallele

Schnittflache verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab-
stande von der Spitze.

§ 163. Die Kegelschnittslinien. Wird als Erzeugende einer Kegel-
flache eine unbegrenzte Gerade angenommen, so entsteht eine voll-
stiindige Kegel-
f1 a c h e (Doppelkegel).
Der ebene Schnitt,
welcher alle Seiten-
linien der Kegelflache
trifft, heifit Ellipse
(speziellKreis, wenn
z. B. die Schnittebene
zum Leitkrcise parallel
ist). Der ebene Schnitt,
welcher nur zu einer
Seitenlinie parallel ist,
heillt Parabel; und Fig. 176 . Fig. 177 .
jener, welcher zu
zwei Seitenlinien parallel ist, Hyperbel (Fig. 176 und 177). Im letzten
Falle trifft die Schnittebene beide Teile der vollstiindigen Kegeifliiche
und die durch die Spitze gelegtc parallele Ebene schneidet die Kegeifliiche
in jenen zwei Seitenlinien, zu denen die Ebene der Hyperbel parallel ist.

Man kann alle Arten der Kegelschnittslinien durch fortgesetzte
Drehung der Schnittebene um eine zur Grundflache parallele Achse erhalten.

Zur Veranschaulichimg der Kegelschnitte kann man einen holilen, aus Glas
gefertigten Doppelkegel beniitzen, dessen Hohlraume an der Spitze miteinander in
Verbindung stehen und der zum Teil mit einer gefarbten Fliissigkeit gefiillt ist.

§ 164. Oberflachenbestimmung. Fiir die Oberfiache eines jeden
Kegels gilt die Formel: O = G -|- M. Denkt man sich den Mantel
eines geraden Kegels (Fig. 178) liings einer Seitenlinie aufgeschnitten

Hočevar, Geometrie fiir Untergrymnasien. 6. Aufl.
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und in eine Ebene aufgerollt, so erhalt man einen Kreisausschnitt
(Fig. 179), dessen Bogen gleich dem Umfange der Grundflache und
dessen Radius gleich einer Seitenlinie des Kegels ist.

Daher ist
M = 2 T7l .

s
2

r jr, s und O — r2 jr -j- r n s = r n {r -f- s).

Beim gleichseitigen Kegel
ist s — 2r, daher O — ‘dr 2 n,

Ubungsaufgabe. Zeichne
das Netz eines geraden Kegelstumpfes
(Fig. 179)!

'S

Fig. 179.
§ 165. Volumsbestimmung. Denkt man sich einen Kegel und eine,

1’vramide von gleicher Grundflache G und gleicher Hohe h auf eine
Ebene aufgestellt, so sind alle zu dieser Ebene parallelen Schnitte der
beiden Korper gleich (Beweis nach § 159, a). Hieraus folgt:

Der Kegel ist gleich einer Pyramide mit gleicher
Grundflache und gleicher Hohe.

Gh r2 nh
T ~~ 3

Beim gleichseitigen Kegel ist h = V(2 r) 2 — r 2

Fiir zwei verschiedene Kegel hat man V —

Daraus folgt ftir h = \ V : Vx — r2 :

= rV3, V—

r 2 n h T7
„ > 'i

r 3 :rV3
~^3~" ’
r| n hl

r21)
ftir r = Tj V: V1 — h : hj. (In Worten?)

Ubungsaufgaben. 1. Man berechne die Oberflache und das Volumen eines
geraden Kegels aus dem Radius r der Grundflache und der Hohe h !

a) r = 6 cm, h = 8 cm, b) r = 1 dm, h = 13 cm.
2. Berechne die Oberflache und das Volumen eines geraden Kegels aus dem

Radius r der Grundflache und der Seitenlinie s !
a) r = 2 m, s = 2’9 m, b) r = 15 cm, s = 32 cm.

3. Berechne die Oberflache und das Volumen eines gleichseitigen Kegels aus
der Seitenlinie s ! a) s — 1 dm, b) s — O H m.
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4. Wie grofl sind die Oberflaohe nnd das Volumen eines geraden Kegels,
welcher einem AViirfel mit der Kante a eingeschrieben ist?

5. Ein techtwinkliges Dreieck mit den Iiatheten a und 6 rotiert der Reihe nach
um jede seiner drei Seiten. Man berechne die Oberflachen und die Volumina der
drei Rotationskorper! Z. B. a = 3 dm , 6 = 4 dni.

6. Das Gewicht eines holzernen Kegels betragt 1'378 kg, der Durohmesser der
Grundflache betragt 15 cm und die Hohe 2 dm. Berechne das spezifische Gewicht
des Holzes !

7. Aus der Oberflaohe eines gleichseitigen Kegels die Hohe zu berechnen.
Z. B . O — 10 dma .

8. Aus dem Volumen eines gleichseitigen Kegels den Durchmesser der Grund¬
flache zu berechnen. Z. B. V — 1'5 m3.

9. Ein Zylinder wird in einen Kegel von gleicher Hohe verwandelt. AVie
verhalten sich die Radien der Grundflachen beider Korper?

10. Ein gleichseitiger Zylinder wird in einen gleichseitigen Kegel mit der
Seitenlinie s verwandelt. Man berechne die Hohe des Zylinders !

11. Die Hohe und das Volumen eines geraden Kegels zu suehen, wenn die
Oberflaohe und der Durohmesser der Grundflache gegeben sind.

Z. B. O = 113'097 cm'1, d = 8 cm.
12. Aus dem Volumen eines Kegels, dessen Ilohe das Dreifache des Durch-

messers der Grundflache ist, den letzteren zu suehen. Z. B. V = 1 dm3.
13. Aus der Grundflache und dem Mantel eines geraden Kegels das Volumen

zu berechnen. Z. B. G = 28'27 cm2, M — 94'25 cm2.
Die Kugel.

§ 166. Entstehung der Kugelflache, Erklarungen. Wenn ein Halb-
kreis um den ihn begrenzenden Durchmesser rotiert, so besebreibt er
eine Kugelflache oder Sphare. Der von der Kugelflache ein
geschlossene Raum heiflt eine Kugel. Die Kugel ist ein Rotationskorper.

Da ein beliebiger Punkt des Halbkreises bei der Rotation seinen
Abstand vom festen Mittelpunkte nicht veriindert, so haben alle Punkte
der Kugelflache gleichen Abstand vom Mittelpunkte. Die Kugelflache
ist also der geometrische Ort aller Punkte im Ra um e,
vvelche von einem bestimmten Punkte gleichen Abstand
haben. Dieser Punkt heifit der Mittelpunkt oder das Zentrum
der Kugelflache oder der Kugel. Die Verbindungsstrecke des Mittel-
punktes mit einem Punkte der Kugelflache heiflt ein Radi us oder
Halbmesser. Alle Radien der Kugel sind gleich. Die Ver¬
bindungsstrecke zweier Punkte der Kugelflache heiflt eine Sehne
und,- wenn dieselbe durch den Mittelpunkt geht, ein Durchmesser
der Kugel. Alle Durchmesser der Kugel sind gleich und
zwar gleich dem Durchmesser des erzeugenden Halb¬
kreises oder gleich dem doppelten Radius.

Ein Punkt liegt in der Kugelflache, innerhalb oder auflerlialb der-
selben, je nachdem sein Zentralabstand gleich dem Radius, kleiner oder
grofler als derselbe ist.

8*
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T

§ 167. Kugelflache und Gerade. Ist der Zentralabstand der Geraden
grofier als der Radius, so liat sie mit der Kugelflache keinen Punkt
gemein. Ist der Zentralabstand gleich dem Radius, so bat sie mit der

Kugelflache nur einen Punkt gemein, den
T, Beriihrungspunkt (B, Fig. 180); alle

anderen Punkte der Geraden liegen aufier-
halb der Kugel. (Warum?) — Die Gerade
heifit dannTangente der Kugelflache (TTJ .

Ist der Zentralabstand kleiner als der
Halbmesser, so trifft die Gerade die Kugel¬
flache in zwei Punkten. Kugelsehne.

Aufgabe. Aus dem Zentralabstande c
einer Kugelsehne und dem Kugelradius r die
Lange s der Kugelsehne zu berechnen.

Fig. 180. Man findet s — 2 VV2 — c 2. Hieraus
folgt:

a) Zu gleich en Zentralabstanden gehoren gleich e
Kugelsehnen und umgekehrt.

b) Zum kleiner en Zentralabstande gehort die grofiere
Kugelsehne und umgekehrt.

c) Der Kugel dur chmesser ist die g rotite Kugelsehne.
§ 168. Kugelflache und Ebene. Ist der Zentralabstand der Ebene

grofier als der Radius, so hat sie mit der Kugelflache keinen Punkt
gemein. Ist der Zentralabstand gleich dem Radius, so hat sie mit der
Kugelflache nur einen Punkt gemein, den Beriihrungspunkt, und
heifit Beriihrungs- oder Tangentialebene. Sie kann dadurch
erhalten werden, dali ein Kreis zugleich mit einer Tangente (Tl\) um
den zur Tangente normalen Durchmesser (BBX ) rotiert. Hieraus folgt:

a) Die Tangentialebene e n t h a 11 alle Tangente n,
welche imBeriihrungspunkte a n die Kugel gelegtwerden
konnen.

b) Die Tangentialebene ste lit auf dem zum Be-
riihrungspunkte gezogenen Kugelradius normal.

Ist der Zentralabstand der Ebene kleiner als der Radius, so sclmeidet
sie die Kugelflache. Jeder ebene Kugelschnitt ist ein Kreis und
wird ein K u g e 1 k r e i s genannt. Da namlich die Strecken OD, OE,...
gleich sind, so sind es auch ihre Projektionen CD, CE, ... (Fig. 180).

Aufgabe. Den Radius q eines Kugelkreises aus seinem Zentral-
abstande c und dem Kugelradius r zu berechnen. Man findet q — Vr 2 — c2
Hieraus folgt:
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c) Zu gleichen Zentralabstiinden gelioren gleicbe
Kugelkreise und umgekehrt.

d) Zum kleineren Zentralabstande gehortdergroflere
Kugelkreis und umgekehrt.

e) Die Kugelkreise, deren Ebenen das Kugelzentrnm
enthalten, sind die groflten unter allen Kugelkreise n.
Sie sind einander gleich und heiflen groflte Kugelkreise
oder Hauptkreise; jeder andere Kugelkreis heiflt ein,
N e b e n k r c i s. (Haupt- und Nebenkreise auf einem Globus.)

Ubungsaufgaben. 1. Aus dem Kugelradius r und dem Radius g eines
Nebenkreises den Zentralabstand des letzteren zu bereehnen.

d) r — 1 dm, g = 8 cm, b) r = 13 cm, g — 6'4 cm.
2. Aus den Flachen F und f eines Haupt- und eines Nebenkreises den

Zentralabstand des letzteren zu bereehnen. ^Man findet c2 =
Z. B. F = 40 cm2, f = 25 cm2 .

S. Man berechne das Volumen jenes Kegels, welcher als Grundflache einen
Nebenkreis und die Spitze im Mittelpunkte der Kugel hat, wenn die Radien der
Kugel und des Nebenkreises gegeben sind.

d) r = 1 m, g — 0T> m, V) r — 6 cm, g = 5 cm.
§ 169. Figuren in der Kugelflache oder spharische Figuren. a) Durch

die Eiulpunkte eines Durchmessers kann man unzahlig viele Haupt¬
kreise legen. (Erdmeridiane.) Durch zwei Punkte der Kugelflache, tvelche
nicht die Endpunkte eines Durchmessers sind, lšiflt sich jedoch nur ein
Hauptkreis legen. (Warum?)

Unter dem spliarisehen Abstandc ztveier Punkte der
Kugelflache versteht man den kleineren von den Punkten begrenzten
Bogen des Hauptkreises, \velcher durch die beiden Punkte gcht. Man
bestimme in Fig. 180 den spliarisehen Abstand der Punktepaare Al und F,
B und F, A und D, B und Bv Wie laflt sich der spharische Abstand
ztveier Punkte des Aquators aus den geographischen Langen und der
spharische Abstand ztveier Punkte eines Meridian s aus den geographischen
Breiten der beiden Punkte bereehnen?

b) Den auf der Ebene eines Kugelkreises normalen Kugeldurchmesser
nennt man die Aclise und deren Endpunkte die Pole dcsselben. Man
bezeichne die Achse und die Pole des Kugelkreises AED\ Durch die beiden
Pole (B, Bx ) eines Nebenkreises und einen dritten 1’unkt der Kugelflacbe
(F) ist ein Hauptkreis bestimmt, tvelcher den Nebenkreis in ztvei Punkten
(F, Fx ) schneidet. Der kleinere der spbarischen Abstande FEund FI\ heifit
der spharische Abstand des Punktes F vom Kugelkreise.

Es sind die Pole eines Parallelkreises auf dem Erdglobus zu be-
stimmen! Wie heifit fur einen Punkt auf dem Glohus der spharische
Abstand vom Aquator ?



118

Man begriinde noch die Richtigkeit der folgenden Lehrsatze:
Alle parallelen Kugelkreise haben dieselbe Achse

und dieselben Pole.
Jeder Pol eines Kugelkreises hat von allen Punkten

desselben gleiche,spharische Abstande, welche spharische
Halbmesser des Kugelkreises heiflen.

Jeder Kugelkreis bat auf der Kugelflache zwei spha¬
rische Halbmesser.

Jeder Pol eines Hauptkreises bat von allen Punkten
desselben denAbstand von 90°, oder: Der spharische'Halb-
messer eines Hauptkreises betragt 90°.

Wie bereclmet man den spharischen Halbmesser eines Parallel-
kreises aus der geograpbiseben Breite desselben?

c) Unter einem spharische n Winkel verstelit man den Winkel
zweier Hauptkreise einer Kugelflache; z. B. ABC (Fig. 181). Die Bogen

BA und BC heifien seine S c h e n k e 1 und
der Schnittpunkt B sein Scheitel. Jeder
spharische Winkel wird durch den Winkel
der beiden im Schnittpunkte an die Haupt¬
kreise gelegten Tangenten (<£ MBN,
Fig. 181) oder, was dasselbe ist, durch
den Neigungswinkel der Ebenen der beiden
Hauptkreise gemesseu.

d) Zwei Hauptkreise zerlegen die
Kugelflache in vier Teile, welche spha¬
rische Zweiecke genannt werden;

z. B. B ABl CB. Die beiden spharischen Winkel eines spharischen
Zweieckes sind einander gleich.

e) Drei Hauptkreise, deren Ebenen sich nicht in einer Geraden
sehneiden, zerlegen die Kugelflache in acht Teile, welche spharische
Dreiecke genannt werden, z. B. ABC. Die Kreisbogen AB1 BC, CA
lieiflen die S e it e n und die spharischen Winkel CAB, ABC, BCA
die Winkel des spharischen Dreieckes ABC.

Ubungsaufgaben. 1. Bezeichne samtliche spharische Dreiecke in der Fig. 181!
2. Suche Beispiele fur spharischeWinkel, Zweiecke und Dreiecke an einem Globus!
§ 170. Kugelsegment, Kugelschichte, Kugelsektor. Die Kugel wird

durch eine Ebene in zwei Teile zerlegt, welehe Kugelabschnitte
oder Kugelsegmente heiflen, Von denselben ist jener der grbflere,
welcher den Mittelpunkt der Kugel enthalt. Geht die Schnittebene durch
den Mittelpunkt der Kugel, so zerlegt sie dieselbe in zwei gleiche Teile,
welche Halbkugeln heiflen.
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Die Kugelflache wird durch die Sclmittebene in zwei K u g c 1-
kappen oder Kalotten zerlegt. Die Oberflache eines Kugelabschnittes
besteht aus einem Kugelkreise (Grundflache) und einer Kugelkappe
(Mantel). Die Teile, in welcke die Acbse eines Kugelkreises durch
diesen zerlegt wird, sind zugleich die Ho h en der zugehorigen Kugel-
segmente und Kugelkappen (BC und B±C in Fig. 180).

Der Teil einer Kugel zwiscken zwei parallelen Schnittebenen heiflt
Kugelschichte. Die Oberflache derselben besteht aus zwei parallelen
Kugelkrefsen (den Grundflachen) und dem zwischen den parallelen
Schnittebenen enthaltenen Teil der Kugelflache, welcher Kugelzone
genannt wird (Mantel). Der Abstand der Grundflachen heiflt die Holie
der Kugelschichte und der Kugelzone.

Rotiert ein Kreisausschnitt eines Hauptkreises (BOB, Fig. 180) um
einen der ihn begrenzenden Radien (OB), so beschreibt er einen K u g el¬
an s s c h n i 11 oder K u g e 1 s e k t o r. Dieser Korper laflt sich durch einen
ebenen Sclinitt in ein Kugelsegment und einen Kegel zerlegen. Seine
Oberflache besteht aus einer Kalotte und dem Mantel eines geraden Kegels.

Ub ungsaufgaben. 1. Man gebe an, welche Flache durch Rotation a) ein
Kugelsegment, /J) eine Kugelschichte erzeugt.

2. Welche geometrischen Bezeichnungen entsjmechen den geographischen
Begriffen: kalte, gemafligte und heifle Zone?

3. Aus dem Kugelradius r und der Hohe h eines Kugelsegmentes den Badius q
der Grundflache zu suchen. Z. B. r = 0'085 m, h = 1 cm.

4. Wie berechnet man h aus r und e? Z. B. r = 12 cm, p — 85 mm.

§ 171. Oberflache und Volumen der Kugel. a) Die Oberflache einer
KugelistgleichdervierfachenFlacheeinesHauptkreises.

O — 4jtr2.
Die Begriindung dieser Formel wird in diesem Lehrbuche iibergangen.
Flir eine zweite Kugel hat man 01 = 4nr^. Daraus folgt:

O : Ot = r2 In Worten?
A nm e r k u n g. Die Kugelflache laflt sich in der Ebene nicht ausbreiten;

daher ist eine genaue Konstruktion ihres Net.zes unmoglich.
b) Es sei ein Polveder mit beliebig vielen Seitenflachen Gu G2 ,

... Gn einer Kugel umgeschrieben, d. h., jede Seitenflache werde von
der Kugel bertthrt. Zerlegt man nun das Polyeder in lauter Pyramiden,
welche ihre Spitzen im Mittelpunkte der Kugel und die Flachen G1
Ga ,. . .Gn als Grundflachen haben, so ist das Volumen des Polyeder,

V— Gx . — -)- G2 . - -j-... + Gn . - = (Gx + G2 -f-... + Gn) — == O . -
3 3 o 6o

Diese Formel gilt auch fiir die Kugel, da sich dieselbe von dem
umgeschriebenen Polyeder beliebig' wenig unterscheidet, wenn man nur
die einzelnen Seitenflachen hinlanglich klein und daher die Anzahl der-



selben hinlanglich grofi annimmt. Dann ist V das Volumen und O die
Oberflache der Kug-el und es gilt somit der Satz:

Die Kugel ist inhaltsgleich mit einer Pyramide,
wclche die Kugeloberflache zur Grundflaehe und den
Radi us zur Ho h e bat.

- T 4 7T V ^
V= O . , somit aucb V — -.

3 3
Filr zwei verschiedene Kugeln findet man

r ?': r?. In Worten?
die Oberflache und das Volumen einer

V: Vx —
Ubungsaufgaben. 1. Berechne

Kugel aus dem Radius !s a) r = 1 m, b) r = 2’821 ra.
2. Bereehne die Oberflache und das Volumen einer Kugel aus dem Durchinesser!

a) d = 134 mm, b) d — 1'2407 m.
3. Berechne die Oberflache und das Volumen einer Kugel aus dem Flachen-

inhalte eines Hauptkreises !
d) f = 1 m1, b) / = 14-2376 m\

4. Wie grofi ist die Oberflache und das Volumen der Erde, wenn dieselbe
als vollkommene Kugel und der Umfang eines Hauptkreises a) = 40000 km,
fl) = 5400 geographischen Meilen angenommen wird?

5. Berechne das Gewicht einer Kugel aus Buchsbaumholz (spez. Gew, = 0’92)
von 12 cm Durchmesser!

6. Wie oft ist das Volumen des Mondes in jenem der Erde enthalten, wenn
der Durchmesser des Mondes 3482 km und jener der Erde 12756 km betragt?

7. Aus der Oberflache einer Kugel den Radius und das Volumen zu berechnen.
Z. B. O = 125 cm2 .

8. Aus dem Volumen einer Kugel den Radius und die Oberflache zu berechnen.
Z. B. V = 1 mK

9. Von zwei Kugeln aus gleichem Materiale hat die eine ein doppelt so grofles
Gewicht als die andere. Wie verhalten sich die Durchmesser der beiden Kugeln?

10. In welchem Verhaltnisse ist die Erdoberflache auf einem Globus ver-
kleinert, dessen Durchmesser 42 cm betragt? (Aufg. 6.)

11. Eine Kugel hat gleiches Volumen mit einem gleicliseitigen Zylinder,
dessen Hdhe h ist. Wie groB ist der Radius der Kugel? Z. B. h = 12 cm.

12. Eine Kugel wird in einen Wiirfel mit der Kante a verwandelt. Um
\vieviel wird dadurch die Oberflache vergroflert? Z. B. a = 16 cm.

13. Einem Wiirfel mit der Kante a ist eine Kugel umgeschrieben. Man
berechne die Differenz der beiden Volumina! Z. B. a = 23 cm.

14. Einem geraden Zylinder (q, h) wird eine Kugel umgeschrieben. Man
berechne die Oberflache und das Volumen der letzteren! Z. B. q = 4 dm, h — 6 dm.

15. Einer Halbkugel wird ein Zylinder umgeschrieben und ein gerader Kegel- ein-
geschrieben. Wie verhalten sich die Volumina der dreiKorper? (Satz des Archimedes.)

16. Ein kugelformiger Luftballon mit einem Durchmesser von 10 m wird mit
Leuchtgas gefullt. Man berechne die Steigkraft des Ballons, wenn die Dichte des Leucht-
gases halb so grofi ist als jene der Luft, wenn 1 m3 Luft 1’293 kg wiegt und wenn
das Gewicht aller Bestandteile des Ballons (ausgenommen die Fullung) 130 kg betragt!

17. Der aufiereDurchmesser einer kupfernen Hohlkugel betragt 12 cm und dieWand-
dicke 2mm. Wie grofi ist das Gewicht der Hohlkugel, wenn das Kupfer die Dichte 8'8 hat?
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Die regelmSBigen Polyeder.
§ 172. Erklarung und Lehrsatz. Regelmaflig heiflen solche

P o ly e d er, deren Grenzflachen kongmente regelmaflige Polygone und
deren Ecken kongruent und regelmaflig sind. 1)

Es gibt nur ftinf regelmaflige Polyeder.
Denn sind gleichseitige Dreiecke die Grenzflachen, so konnen

dieselben nur drei- oder vier- oder ftinfseitige Ecken bilden, da die
Summe der Kantenwinkel weniger als vier Reckte betragen muli. Es
gibt drei von gleichseitigen Dreiecken begrenzte regelmaflige Polyeder
und zwar das Tetraeder, das Oktaeder und das Ikosaeder.

Sind die Grenzflachen Quadrate, so konnen dieselben nur dreiseitige
Ecken bilden. (Warum?) Es gibt ein einziges von Quadraten begrenztes
regelmafliges Polyeder und zwar das Hexaeder (Kubus, Wlirfel).
Sind die Grenzflachen regelmaflige Fiinfecke, so konnen dieselben nur
dreiseitige Ecken bilden. (Warum?) Es gibt ein einziges von regelmafligen
Fiinfecken begrenztes regelmafliges Polyeder, das Dodekaeder.

Warum kann es kein Polveder geben, welclfes nur regehnaflige
Sechsecke oder Siebenecke u. s. f. zu Grenzflachen hat ?

§ 173. Beschreibung.

Daš Ikosaeder hat20
kongruentegleichseitigeDrei-
ecke als Grenzflachen. Von lM°' 182 '
den 3 X 20 = 60 Dreieckseiten fallen je zwei in eine Kante zusanunen;
das Ikosaeder hat also 30 gleiche Kanten. Von den 60 IVinkeln der
20 Dreiecke bilden je ftinf eine Ecke des Ikosaeders; dasselbe hat also
12 kongruente ftinfseitige Ecken. Fig. 183 zeigt ein Ikosaeder und sein Netz.

>) Hier wird (las Wort „regelma(}ig“ in einem anderen Sirme gebranoht als
in den § § 141 undjl56.

Das Tetraeder, das Ok¬
taeder und dasHexaeder
sind bereits besprochen wor-
den. Fig. 182 stellt ein Ok¬
taeder mit seinemNetze vor.

Fig. 183.
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Das D o d e k a e d e r ist von zwolf kongruenten regelmadigen Ftinf-
ecken begrenzt. Wie viele Kanten und Ecken kat dasselbe? — Fig. 184
zeigt ein Dodekaeder mit seinem Netze.

In jedem regelmadigen Polvcder gibt es einen Punkt, welcher von
allen Eckpunkten und zugleicb von allen Grenzflachen gleiche Abstande
hat; er ist daher der Mittelpunkt der dem Polyeder umgescliriebenen

und zugleicb der Mittelpunkt der eingesckriebenen Kugel und heifit der
Mittelpunkt des Polyeders. Wie wird der Mittelpunkt a) des ,Hexa-
eders, fi) des Oktaeders gefunden?

Nimmt man den Mittelpunkt eines regelmadigen Polyeders als Spitze
und die Grenzflachen als Gruiidflachen von Pyramiden an, so zerfallt
das Polyeder in ebensoviele regelmadige Pyramiden, als es Grenzflachen
hat. Wie viele Seitenkanten bat eine dieser Pyramiden?

IJbungsaufgaben. 1. Aus der Kante a die Oberflache a) eines Oktaeders,
(S) eines Ikosaeders zu bereehnen. Z. B. a = 12'7 cm.

2. Aus der Oberflache O eines Oktaeders eine Kante und das Volumen zu
bereehnen. Z. B. O = 40 c?n2 .

3. Aus dem Volumen V eines Tet.raeders eine Kante und die Oberflache zu
bereehnen. Z. B. V = 172 cm3.

4. Ein Tetraeder mit der Kante a hat gleiche Oberflache mit einem Ikosaeder.
Wie groB ist eine Kante des letzteren? Z. B. a = 1 dm.

5. Ein Oktaeder mit der Kante a hat gleiches Volumen mit einem sechs-
seitigen regelmaBigen und gleichkantigen Prisma. Man berechne eine Kante des
letzteren! Z. B. a — 12 cm.

6. Ein Tetraeder mit der Kante a hat gleiches Volumen mit einer Kugel.
Wie grofi ist der Durchmesser derselben? Z. B. a = 2 dm.

7. Einem Tetraeder wird ein Kegel umgeschrieben. Wie verhalten sich die
Volumina der beiden Korper?






