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Matematika 5 *

UREJENA LEPOTA RASTLIN —
Filotaksa in Fibonaccijeva Stevila

Ob pogledu na nezen cvet, vejo ali drevo marsikdo vzklikne: “Kako lepo!”

Rastline pa niso le lepe, so tudi zelo zanimive. In to ne le z bo-
tanicnega vidika. Urejena lepota rastlin privla¢éi pozornost matemati-
kov ze stoletja. Najvet so se ukvarjali z najopaznejsimi geometrijskimi
znacilnostmi, kot so osna simetrija listov, rotacijska simetrija cvetov ali
npr. spiralasta razporeditev lusk pri storzu pinije. Po H. Weylu, avtorju
knjige Symmetry, je “lepota povezana s simetrijo”.

Vendar k lepoti rastlin prispevajo tudi drugi faktorji. Eden od njih je
eleganca in relativna preprostost pravil, ki opisujejo ¢asovni razvoj rastlin.
Se zanimivejsa je samopodobnost rastlin, to je lastnost, da je posamezen
kos geometrijsko podoben celoti. Tako so véasih listi¢i peresasto delje-
nega lista Se enkrat razrezani na manjse listice, pri ¢emer je del lista na
naslednji stopnji enake oblike kot ves list. Taka je npr. praprot. S tema
dvema vpraSanjema se ukvarja zanimiva knjiga The Algorithmic Beauty
of Plants P. Prusinkiewicza in A. Lindenmayerja (Springer-Verlag, New

York, 1990).

Slika 1.
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Knjiga uspesno povezuje biologijo z matematiko in racunalnistvom.
Primerjava pravih rastlin z rac¢unalnisko narisanimi modeli je v veliko
pomoé pri presoji, kako dobri so modeli. Lahko pa bi tudi rekli, da gre
za povezavo med znanostjo in umetnostjo. Iz knjige vam predstavljamo
ra¢unalnisko narisan javor (slika 1) in cvet soncnice (slika 2). V knjigi
sta sliki barvni in zato Se prepricljivejsi. Knjigo hrani tudi matematiéna
knjiznica Fakultete za matematiko in fiziko v Ljubljani.

Slika 2.

Filotaksa

V nadaljevanju si bomo podrobneje ogledali posebno znaéilnost nekaterih
rastlin, poznano pod imenom filotaksa. Dobesedni prevod besede je
urejenost listov, vendar pod njo razumemo tako pravilno urejenost listov
na veji kot urejenost lusk na storzu ali cvetov v cvetnem kosku.
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Ce vzamemo v roke lipovo vejico (slika na strani III, spodaj) in
sledimo njenim listom od zacetka do konca vejice, vidimo, da izrascajo
listi izmeni¢no na nasprotnih straneh vejice. Podobno razporeditev listov
lahko opazimo Se pri nekaterih drugih rastlinah, npr. pri brestu in lovori-
koveu. Koti med zaporednimi listi na vejici (natanéneje, med mesti, kjer
listi izrascajo) so med seboj enaki, merijo 180°, to je % polnega obrata.
Pri pokonci postavljeni vejici lahko tudi re¢emo, da moramo od danega
lista enkrat (po vijacnici) obiti vejico, da pridemo do prvega naslednjega
lista, ki izraséa navpiéno nad njim. Pri tem pridobimo vzdolz veje dva
lista. Pravimo, da imajo take rastline poloviéno filotakso (filotakso %).

Pri bukvi, leski, ognjenem trnu (slika na strani III, spodaj) ali oslezu
potrebujemo za prehod od enega lista k naslednjemu zasuk za tretjino
polnega obrata. Govorimo o filotaksi %

Marelica ima filotakso %, torej je kot med dvema zaporednima listoma
enak % - 360° = 144°, To pomeni, da moramo dvakrat okrog veje, da
pridemo do lista, ki prvi po vrsti izraséa natanko nad izbranim. To se
zgodi pri petem listu. Tako filotakso imata tudi hrast in krvenka (sliki
na strani 111, zgoraj).

Nadalje imajo topol in hruska ter okrasna grma rododendron in pieris
(slike na strani II) filotakso 3, vrba in mandelj filotakso % itd.

Vidimo, da so Stevei in imenovalei ulomkov, s katerimi se izraza
filotaksa, Fibonaccijeva stevila

1,1,2,3,5,8,13,71, ...

Posamezna filotaksa je kvocient dveh Fibonaccijevih stevil ‘;:: , ka-
terih vrstni indeks v Fibonaccijevem zaporedju se razlikuje za 2. Enako
dobro bi lahko uporabili pare zaporednih Fibonaccijevih stevil. Matema-
tik takoj vidi, da je negativnemu zasuku za g polnega obrata enakovreden
pozitivni zasuk za % polnega obrata. V splosnem preide na ta nacin

%i—i- v ﬁfi Toda filotakso so seveda definirali botaniki. (Najnujnejse
o Fibonaccijevih &tevilih in zlatem razmerju najdete na koncu élanka, v
delu teksta, ki smo ga osencili.)

Drugacen tip filotakse sre¢amo pri urejenosti cevastih cvetov neka-
terih koSaric. npr. socvetja v sredini koSka sonénice ali marjetice, pri
urejenosti ananasovih lusk ali lusk storza jelke in pinije. Tu so cvetovi
oziroma luske urejeni v spiralastih ali vretenastih zavojih.

Pri cvetu marjetke in ivanjséice (slika na naslovni strani) lahko sle-
dimo, gledano iz centra glavice, 34 spiralam v negativni smeri in 21
spiralam v pozitivni smeri. Pri manjsih sonénicah je v dveh smereh
razloéno vidnih 34 oziroma 55 spiral. pri veéjih tja do 89 in 144 ali celo
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144 in 233 pri nekaterih posebnih vrstah, ki imajo v kosku tudi preko

2000 cvetov. Pri racunalnisko narisani sonénici na sliki 1 poteka 34 spiral

v negativni smeri in 55 v pozitivni smeri.
Stirikotne luske storza pinije (sli-

ka na zadnji strani ovitka) so urejene

v treh polzastih spiralah. Proti levi

se od osnove rahlo dvigajo 3, nekoliko

bolj strmih je 5 spiral, ki so usmerjene

v desno, 8 najbolj strmih spiral pa

spet poteka v levo. Posebno razloéni

so zavoji pri ananasu (slika 3), kate-

rega bolj ali manj Sestkotne luske so

vidno urejene v vijaénice, ki potekajo

v treh razliécnih smereh. Opazimo

lahko 5 wvzporednih vrst, ki vodijo

v desno polozno navzgor, 8 vrst gre

nekoliko bolj strmo levo navzgor, 13

vrst pa se strmo ovija desno navzgor.

(Veasih so smeri ustrezno zamenjane. )
Vidimo, da se tudi pri tem tipu fi-

lotakse pojavljajo samo Fibonaccijeva

stevila.

Slika 3.

Lista smo imenovali zaporedna, ¢e med njima, vzdolz vejice, ne iz-
rasca noben drug list. Govorimo tudi o zaporedju listov na vejici, pri
cemer jih navadno stevilcimo od osnove vejice proti njenemu koncu. Tudi
cevaste cvetove kosaric ali luske storzev lahko postavimo v zaporedje,
glede na njihovo oddaljenost od osnove, ¢eprav so, posebej pri glavicah
kosaric, te razdalje izredno majhne. Koti med zaporednimi listi, evetovi
ali luskami so pri vecini rastlin natanko doloceni, odvisni so le od rastline
oziroma njene filotakse. Na fotografijah, ki smo jih posneli za Presek,
tega razumljivo ne moremo razloéno opazovati, v naravi pa je snovi za
opazovanje dovolj.

Koti, ki pripadajo posameznim vrednostim filotakse, so enaki
;:—: -360°, k= 2,3,4,.... To so zapored koti

1807, 1207, 1447, 1357, 188.57, 137.1%,+..v +
Ker zaporedje kvocientov @ zaporednih Fibonaccijevih stevil konver-
gira k razmerju zlatega reza 7 = 1.6180339. . ., konvergira zaporedje filo-
taks k vrednosti 1 —7—! = 0.3819660 . .. in z njim zgornje zaporedje kotov
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proti kotu

(1—7"1)-360° = 0.3819660 - 360° = 137.5° .
Ta kot imenujemo tudi Fibonaccijev kot.

Zanimivo povezavo med
posameznimi vrednostmi fi-
lotakse najdemo v knjigi In-
troduction to geometry H. S.
M. Coxeterja, od koder je
tudi slika 4. Na sliki je pri-
kazano povrSje ananasa kot
plasé pokonénega kroznega
valja, razgrnjenega v rav-
nino.  Sestkotne luske so
oSteviléene v vrstnem redu
glede na njihovo oddaljenost
od vodoravne osnove. Da se
videti, da je kot med zapo-
rednima luskama priblizno
Fibonaccijev kot. Luska 0 ima za sosede luske z oznakami 5, 13 in 8, ki
dolocajo vidne smeri v vzorcu.

Ce enakomerno raztegujemo sliko v navpicni smeri, se manjsa topi kot
med smerema od srediséa luske 0 proti luskama 5 in 8, dokler ne postane
pravi kot. Tedaj Sestkotne luske preidejo v pravokotnike. Vrste (na valju
so to vijacnice), ki pripadajo luski 13, postanejo manj razloéne, 3 nove
vrste, dvigajoce se proti levi, pa postanejo bolj opazne. Tako preprostejso
ureditev smo opazili pri storzu pinije. Nadaljnje raztegovanje bi zakrilo
smeri, ki pripadajo stevilu 8, in odkrilo 2 novi smeri, usmerjeni proti desni.
Tako ureditev listov smo npr. opazili pri hrastu.

Ce pa vzorec stiskamo v navpiéni smeri, raste kot med smerema od
luske 0 proti luskama 8 in 13, dokler ne postane pravi. Tedaj nastopi
Fibonaccijevo stevilo 21 kot sosed stevila 0, odmakne pa se stevilo 5.

Pri raztegovanju in stiskanju valja njegovega obsega nismo spremi-
njali. Za spreminjanje vzorca je torej odlo¢ilno razmerje visine in premera
valja. Ce se valj hitreje debeli, kot pridobiva na visini, lahko en par
Fibonaccijevih stevil preide v drugega, kar se vcasih res zgodi pri rasti
iste rastline.

Ce valj nadomestimo s stozcem, kot je primer pri jelki, ne dobimo
vijaénic, ampak polzaste spirale. Ce privzamemo, da so tvorilke stozca
¢edalje bolj pravokotne na os stozca, dobimo mejni primer (marjetica,
soné¢nica), pri katerem polzaste spirale preidejo v logaritmicne spirale.

Slika 4.
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Kako razkriti skrivnost ocitne naklonjenosti narave zlatemu razmer-
ju? Ali morda velja, da rastline slede naslednjima praviloma, ki ju je za
Fibonaccijev kot odkril Vogel:

1. Vsak nov list ali cvet je postavljen na mesto, ki je za fiksen kot o
zavrteno od polozaja prejsnjega lista ali cveta.

2. Pozicijski vektor vsakega novega lista ali cveta kaze v najsirso ob-
stojeco vrzel med pozicijskimi vektorji starejsih listov ali cvetov.

Gotovo ne gre ugovarjati tema osnovnima predpostavkama (druga je
z vidika iskanja svetlobe Se kako smiselna), vendar sta nezadostni, kot
ugotavlja Ridley, strokovnjak s tega podrocja. Pojasnjuje:

Medtem, ko je razumno domnevati, da rastline vsebujejo genetsko
informacijo za dolo¢anje velikosti fiksnega vmesnega kota, je povsem ne-
mogoce samo na tej osnovi fiksirati vmesni kot do take neverjetne na-
tancnosti, kot jo opazamo v naravi, kajti naravna variacija je pri bioloskih
pojavih normalno precej velika.

Natanénost je res neverjetna. Pri stevilnih cvetovih sonénic sta npr.
opazni spirali 55 in 89. To pa pomeni. da mora pri njih lezati izbrani kot
med % - 360° in s - 360°, kar zahteva relativno napako manjso od 1869

Povejmo se, da se pri nekaterih rastlinah filotaksa izraza s posploseni-

mi Fibonaccijevimi §tevili, npr. 2, 1, 3,4, 7,11, ...,pa3,1,4,5,9,... ali
5,2,7,9, 16, ..., katerih zaporedni kvocienti konvergirajo k zlatemu
razmerju.

Zato neobremenjeni zakljuéimo z mislijo, da filotaksa ni kak splosni
zakon, ampak osupljivo prevladujoca teznja rastlin.

Fibonaccijeva Stevila
Zaporedje Fibonaccijevih stevil { fi,, k € IN} je doloteno s predpisom

h=f=1, Je+2 =[x+ fe+1, k€ IN.

Zacetek zaporedja je torej takle:
1, 1.9.8..5; 8.13. 2134, 55 80,144,233 ...

Zaporedje kvocientov zaporednih Fibonaccijevih stevil ﬁ% je

1.1 2 3 5 & 13 21

1"2' 395’ Bl

f = fki].‘_fk =1—
frs1

£l

Fresr”
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Zlato razmerje

Ce daljico razdelimo na dva dela tako, da je razmerje dolzin vecjega
in manjSega dela enako razmerju dolzin dane daljice in vegjega dela,
pravimo, da smo daljico razdelili v zlatem rezu. Delilno razmerje
imenujemo zlato razmerje in ga obi¢ajno oznaéimo s 7.

Zlato razmerje je pozitivna resitev enaébe 72 — 7 — 1 = 0 in sicer
je

= 1.6180339...

L V5+1
2
Zveza med zlatim razmerjem in Fibonaccijevimi Stevili

Stevilu 7 pripada neskonéni verizni ulomek, v katerem so vsi ¢leni enaki
1, torej

5+1 1
+1+T‘_,_

Med vsemi veriznimi ulomki ta ulomek najpocasneje konvergira.

Delni ulomki veriznega ulomka stevila T so enaki kvocientom %

zaporednih Fibonaccijevih stevil. Za ilustracijo izracunajmo nekaj za-
cetnih vrednosti:

1 1 2 1 3
1= Q4 =2=——. 1 =
fe oty 1 +1+% 2
1 5
Ipe—g—=c, ...

o Toe st

1+5

To pomeni, da zaporedje kvocientov -f"T‘,*c'—l zaporednih Fibonaccijevih
stevil konvergira k 7. Zaporedje reciproénih stevil 7&—1 konvergira
k771 = 7—1 = 0.6180339..., kolicniki =X, s katerimi se izraza
filotaksa, pa konvergirajo proti 1 — 771 =2 — 7 = 0.3819660 ... ..

Marija Vencelj
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