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PIERIS (zgoraj) in RODODENDRON (spodaj) imata filotak so 8'



I Mat ematika

UREJENA LEPOTA RASTLIN ­
Filotaksa in Fibonaccijeva števila

Ob pog ledu na nežen cvet, vejo ali drevo marsikdo vzklikne: "Kako lepo!"
Ras tl ine pa niso le lepe, so tudi zelo zanimive. In to ne le z bo­

taničnega vidika. Urejena lepota rastlin privlači pozornost matemati ­
kov že stoletja. Največ so se uk varj ali z najopaznejšimi geometrijskimi
značilnostmi, kot so osna simet rija list ov, rotacijska simetrij a cvetov ali
npr. spiralas ta razporeditev lusk pri storžu pinij e. Po H. Weylu , avtorju
knji ge Symmetry, je "lep ota po vezana s simetrijo " .

Vendar k lepoti rastlin pri spevaj o tudi drugi fakt orji. Ed en od njih je
eleganca in relativna preprostos t pravil, ki opisuj ejo časovni razvoj rast lin .
Še zanimivejša je samopodobnost ras tlin, to je lastnost , da je posamezen
kos geometrijs ko podoben celot i. Tako so včasih lističi peresasto delje­
nega lista še enkrat raz rezani na manj še lističe , pri čemer je del list a na
nasl ednji stopnji enake oblike kot ves list . Taka je npr . pr aprot. S tem a
dvema vprašanjema se ukvarja zanimiva knjiga The Algorithmic Beauty
of Pl ants P. P rusinki ewicza in A. Lindenmayerj a (Springe r-Verlag, New
York, 1990).

Slika 1.



Mat ematika I
Knjiga uspešno povezuj e biologijo z matem atiko in računalništvom .

P rimerj ava pravih rastlin z računalniško nari san imi modeli je v veliko
pomoč pri presoji , kako dobri so mod eli . Lahko pa bi tudi rekli , da gre
za povezavo med zna nostjo in umetnostjo. Iz knj ige vam predstavljamo
računalniško narisan javor (slika 1) in cvet sončnice (slika 2). V knji gi
sta sliki ba rv ni in zato še prepričljivej ši . Knjigo hran i t udi matematična

knjižnica Fakult et e za matem atiko in fiziko v Ljubljani .

Slika 2.

Filotaksa
V nad aljevanju si bomo podrobneje ogledali poseb no značilnost nekaterih
rastlin, poznano pod imenom filotaksa. Dob esedni prevod besede je
urejenost list ov, vendar pod njo razumemo tako pravilno ur ejenost listov
na veji kot urejenost lusk na storžu ali cvetov v cvetnem košku ,
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Če vzamemo v roke lipovo vejico (slika na strani III , spodaj) in
sledimo njenim listom od začetka do konca vejice, vidimo, da izraščajo

listi izmenično na nasprotnih straneh vejice. Podobno razporeditev list ov
lahko op azimo še pri nekaterih drugih rastlinah, npr. pri brestu in lovori­
kovcu. Koti med zaporednimi listi na vejici (natančnej e, med mesti , kjer
list i izraščajo) so med seboj enaki, merij o 1800

, to je 1polnega obrata.
Pri pokonci postavljeni vejici lahko tudi rečemo, da moramo od dan ega
lista enkrat (po vijačnici) obit i vejico, da pridemo do prvega naslednjega
list a , ki izrašča navpično nad njim. Pri t em pridobimo vzdol ž veje dva
lista. Pravimo, da imaj o take rastl ine polovično filot akso (filotakso 1).

Pri bukvi , leski , ognjenem t rnu (slika na strani III, spodaj) ali oslezu
potrebujem o za pr ehod od eneg a list a k naslednjemu zasuk za t retj ino
polnega obrata. Govori mo o filot aksi l .

Marelica ima filot akso ~ , torej je kot med dvem a zaporednima listom a
enak ~ . 3600 = 1440

• To pomeni, da moramo dvakrat okrog veje, da
pridemo do lista, ki prvi po vrsti izrašča natanko nad izbranim. To se
zgodi pri p etem listu. Tako filotakso imata tudi hr ast in krvenka (sliki
na strani III, zgoraj) .

Nadalje imajo t op ol in hruška te r okrasna grma rod od endron in pieris
(slike na strani II) filotakso ~ , vrba in mandelj filotakso 1

53 itd.
Vidi mo, da so števci in imenovalci ulomkov, s katerimi se izraža

filotaksa , Fibo naccijeva števila

1,1 , 2, 3, 5, 8,1 3, 21, . ..

Posamezna filot aksa je kvocient dveh Fibonaccijevih števil ffk -
1

, ka-
k + l

te rih vrstni indeks v Fibo naccijevem zaporedju se razlikuje za 2. Enako
dobro bi lahko uporabili pare zaporednih Fibonaccijevih števil. Matema­
tik takoj vidi , da je negativnemu zasuku za ~ polnega obrata enakovreden
poz it ivni zas uk za ~ po lnega obrata . V splošnem pr eide na t a način

ff k
-

1 v JL
f

k • Toda filotakso so seveda definirali botaniki . (Najnujnejše
k +l k+ l

o Fibonaccijevih številih in zlatem raz merju najdete na koncu članka, v
delu teksta, ki smo ga osenčili . )

Drugačen t ip filot akse srečamo pri urejeno sti cevas t ih cvetov neka­
terih košaric, npr. socvet ja v sredini koška sončnice ali marj eti ce, pri
ur ejenosti ananasovih lusk ali lusk sto rža jelke in pinije. Tu so cvet ovi
oziroma luske urejeni v spiralastih ali vr et enastih zavojih.

Pri cvetu marjetke in ivanjščice (slika na naslovni strani) lahko sle­
dimo, gled ano iz centra glavice, 34 spiralam v negativni smeri in 21
spiralam v pozitivni smeri. Pri manj ših sončnicah je v dveh smereh
razločno vidnih 34 oziroma 55 spiral, pri večjih tja do 89 in 144 ali celo



18 Mat ematika I

144 in 233 pri nekaterih poseb nih vrstah , ki imajo v košku tudi preko
2000 cvetov. Pri računalniško narisani sončnici na sliki 1 poteka 34 spiral
v negativni smeri in 55 v poz it ivni smer i.

Št ir ikot ne luske storža pinije (sli­
ka na zad nji st rani ovit ka) so urejene
v t reh po lžastih spiralah. P ro t i levi
se od osnove rahlo dvi gaj o 3, neko liko
bolj strmih je 5 spiral, ki so usm erjene
v desno, 8 najbolj strmih spiral pa
spet poteka v levo. P osebno razločni

so zavoj i pri ananasu (slika 3), kate­
rega bo lj ali manj šestkotne luske so
vidno ur ejene v vijačnice, ki pote kajo
v treh različnih sme reh . Opazimo
lahko 5 vzporednih vrst, ki vodijo
v desno položno navzgor , 8 vrst gre
nekoliko bolj strmo levo navzgo r , 13
vrst pa se strmo ovija des no navzgor.
(Včasih so sm eri ust rezno zamenjane.)

Vidimo, da se tudi pri t em t ipu fi­
lot akse pojavljajo samo F ibonaccijeva
št evila .

Slika 3.

Lista srno imenovali zaporedna, če med nji ma , vzdolž vejice, ne iz­
rašča noben drug list . Govor imo tudi o zaporedj u list ov na vejici , pri
čemer jih navadno številčimo od osnove vejice proti nje nemu koncu. Tud i
cevaste cvetove košaric ali luske storžev lahko postavimo v zaporedje,
glede na nj ihovo oddaljenost od osnove, čeprav so, poseb ej pri glav ica h
košaric, te razdalje izredno majhne . Koti med zaporednimi list i, cvetovi
ali luskami so pri večini rastlin natanko določeni, odv isni so le od rastline
oziroma njene filotakse. Na fotografijah, ki smo jih posneli za P resek,
tega razumljivo ne moremo razločno opazovati , v nar avi pa je snovi za
opazovanje dovo lj .

Koti, ki pripadajo posameznim vrednostim filotakse, so enaki

f
!k - l . 3600, k = 2,3 ,4, . . .. To so zapored koti

k+ l

1800,1 200, 1440, 1350,1 38.50,1 37.10, ...

Ker zaporedje kvocientov ff~ ' zaporednih Fi bonaccijevih števil konver­
gira k razmerju zlatega reza 7 = 1.6180339 . . ., konvergira zaporedje filo­
taks k vrednosti 1 - 7 -

1 = 0.3819660 .. . in z nj im zgornje zaporedje kot ov



Slika 4.
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proti kotu

(1 - T -
1

) . 360° = 0.38 19660 . 360° = 137.5° .

Ta kot imenujemo tudi Fibonaccijev kot.

Zanimivo povezavo med
posameznimi vrednostmi fi­
lot akse najdemo v knji gi In­
t ro duct ion to geomet ry H. S.
M. Coxeterja, od kod er je
t udi slika 4. Na sliki je pr i­
kazano površje ananas a kot
plašč pokončnega krožnega
valja, razgrnjenega v rav­
nino. Šestkot ne luske so
oštevilčene v vrstnem redu
glede na njihovo oddaljenost
od vodoravne osnove. Da se
videti, da je kot med zapo­
rednima luskama približno
Fibonaccijev kot . Luska O ima za sosede luske z oznakami 5, 13 in 8, ki
določajo vidne smeri v vzorcu .

Če enakomerno razteguj emo sliko v navpični smeri, se manj ša to pi kot
med smerema od središča luske O proti luskama 5 in 8, dokler ne post an e
pr avi kot. Tedaj šestkotne luske preidejo v pr avokotnike. Vrste (na valju
so to vijačnice) , ki pripadajo luski 13, postanejo manj razločne, 3 nove
vrs te, dvigajoče se proti levi , pa postan ejo bolj opazne . Tako pr eprostejšo
uredi tev smo opazili pri storžu pinije. Nadaljnje raztegovanj e bi zakrilo
smeri, ki prip ad ajo številu 8, in od krilo 2 novi smeri, usmerj eni proti desni.
Tako ur editev listov smo npr. opaz ili pri hr astu.

Če pa vzorec sti skamo v navpični smer i, raste kot med smerema od
luske O proti luska ma 8 in 13, dokler ne pos t ane pravi. Tedaj nastopi
Fibon accijevo število 21 kot sosed števila O, odmakne pa se število 5.

Pri raztegovanju in sti skanju valja njegovega obsega nismo spremi­
njali. Za spreminjanje vzorca je torej odločilno razmerj e višine in pr eme ra
valj a . Če se valj hitreje debeli , kot pridobiva na višini , lahko en par
Fibonaccijevih števil pr eide v drugega, kar se včasih res zgodi pri rasti
ist e ras tline.

Če valj nadomestimo s stožcem, kot je primer pri jelki , ne dobimo
vij ačnic , ampak pol žaste spirale. Če privzam emo, da so tvorilke st ožca
čedalje bolj pr avokotne na os stožca, dobimo mejni primer (marjetica ,
sončnica) , pri kat erem polžaste sp ira le pr eidejo v logaritmične spirale.
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Kako razkr it i skrivnost očitne naklonjenost i narave zlatemu razmer­
ju? Ali morda velja, da rast line slede naslednjima pr aviloma , ki ju je za
Fibonaccijev kot odkr il Vogel:

1. Vsa k nov list ali cvet je postavlj en na mesto, ki je za fiksen kot a
zavrte no od položaj a pr ejšnj ega lista ali cveta.

2. Pozicijski vektor vsakega novega lista ali cveta kaže v naj širšo ob­
stoj ečo vrzel med pozicijskimi vektorji star ejš ih listov ali cveto v.

Gotovo ne gre ugovarjati t ema osnovnima pr edpostavkama (druga je
z vidika iskanja svet lobe še kako smiselna) , vendar sta nezad ostni , kot
ugotavlja Ridley, strokovnjak s tega področj a . Pojasnjuje:

Medtem , ko je raz umno dom nevati , da rast line vsebujejo genetsko
informacijo za določanje velikost i fiksnega vmesnega kota , je povsem ne­
mogoče samo na tej osnovi fiksirati vmes ni kot do take neverj etne na­
tančnosti , kot jo opažamo v nar avi, kaj ti naravna variacija je pri bioloških
pojavih normalno precej velika.

Natančnost je res neverj etna. Pri šte vilnih cvetovih sončnic st a npr.
opazni spirali 55 in 89. To pa pomeni , da mora pri njih ležat i izbrani kot
med ;~ . 3600 in ~~ . 3600

, kar zahte va relat ivno nap ako manj šo od 1l69 .

Povejm o še, da se pri nekaterih rast linah filot aksa izraža s posplošeni­
mi Fi bonaccijevimi šte vili, npr. 2, 1, 3, 4, 7, 11, . .. , pa 3, 1, 4, 5, 9, . . . ali
5, 2, 7, 9, 16, . . . , katerih zaporedni kvocienti konvergiraj o k zlate mu
razmerju .

Za to neobremenj eni zaklj učimo z mislij o, da filotaksa ni kak splošni
zakon, ampak osuplj ivo prevladujoča težnja ras tlin .

Fibonaccijeva števila

Zap oredj e Fibonaccijevih št evil Uk,k E IN} je določeno s pr edpisom

fI = h = 1,

Začetek zaporedja je torej t akle:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ". .
Za p oredje k vocientov za p ored n ih Fib ona ccijevi h š tev il J!s-fk j e

k+ l

1 1 2 3 5 8 13 21
l ' 2' 3' 5' 8' 13 ' 21 ' 34 ' · "· ,

vrednosti filotakse pa so kvocienti jj k- l, kjer je
k+l

_ J!s-
h+l "
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Zlato razmerje

111

1
1= ­

1 '

Če daljico razdelimo na dva dela t ako, da je razmerj e dolžin večjega
in manjšega dela enako razmerju dolžin dane daljic e in večjega dela,
pr avimo, da smo dalji co razdelili v zlatem rezu . Deliln o razmerje
imenujemo zlato razmerj e in ga običajno označimo s T.

Zlato razmerje je po zitivna rešitev enačbe T 2 - T - 1 = O in sicer
je

v'5+ 1
T = - 2- = 1.6180339 . . .

Zveza med zlatim razmerjem in Fibonaccijevimi števili

Številu T pripada neskončni veri žni ulomek , v katerem so vsi členi enaki
1, torej

v'5+ 1 1
T= ---=l + 1

2 1 + 1+ 1
1+ .. ·

Med vsemi verižnimi ulomki ta ulomek najpočasneje konvergira.
Delni ulomki verižnega ulomka števila T so enaki kvocientom fj:1

zaporednih Fibonaccijevih števil. Za ilustracij o izračunajmo nekaj za­
četnih vrednosti:

1 2
1 + 1 = 2= 1 '

1
1 + 1

1 + 1+ t

To pomeni , da zap oredj e kvocientov fj:1 zapo rednih Fibonaccijevih

šte vil konve rgira k T. Zaporedj e recipročnih št evil jh konvergira
k + 1

k T - 1 = T - 1 = 0.6180339 . . ., količniki jj k - 1 , s katerimi se izraža
k+ 1

filot aksa , pa konvergirajo proti 1 - T -
1 = 2 - T = 0.3819660 ....

Marija Vencelj



HRAST (levo zgoraj) in KRVENKA (desno zgoraj ) imata filotak so ~ ,

OGNJEN I TRN (levo spodaj) l' LIPA (desno spodaj) pa l'
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