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Einlettung,

§. 1. (edes Object, dag aus Theilen derfelben Art Dejteht oder aus
foldhen bejtehend gedacht werden fann, wird Griofe genannt. Jede Grofe ift
einer Bermehrung oder Verminderung fihig. Die Wiffenjdhaft von den Grifen
heifit Mathematif.

Die Wenge der in ciner Grife enthaltenen gleichartigen Theile nennt
man bie Quantitdat dev Grofe. Um eine Griofe in Beziehung auf ihre
Quantitdt zu bejtimmen, nimmt man eine befannte Grofe bderfelben Arvt als
Einheit an und unterfud)t, wie oft diefelbe in ber ju beftimmenden Grife
enthalten ift. Der Ausdrud, weldher bdiefes angibt, Beift Zahl Jnjofern
eine Grife duvd) eine Sahl audgedriict wird, nennt man fie eine Safhlgrife.

Jener Theil der Mathematif, weldher fidh mit der Unterfudhung bder
Bahlgrifen bejddftigt, heift Arithmetit.

§. 2. Jede Bablenbilbung beginnt mit dem Segen der Ginheit. Jndem
man 3u der Einheit nod) eine Einbeit, ju der daduvd) gebildeten Zahl wieder
eine Einbeit und jo fort hingujest, echilt” man bdie Reihe der natiivliden
Bahlen.

Pean fann bdie notitvlide Sabhlenveihe bildlidh davftellen, indem man auf
eine gerade Cinie von dem Punfte 0 aus nad) einer bejtimmten Ridtung
gleihe Strecfen auftrigt; bdie Endpunfte diefer Streden verfinnlidhen die auf
einander folgenben Bahlen.

DIRASHT LS MR s BB R Wi el S BT

Gine foldhe Linie foll Bahlenlinie Heifen.

I8ir werdent jpdter, jowie in Dem Gebicte der Bahlen neue Jahlenformen auftveten
terden, aud) an der Bahlenlinie dad angefangene Bild entjprechend vervollftdndigen.

Die  Einleit felbjt, fowie jebe durd) iwiederholtes Sefen derfelben
gebildete Bahl wird eine gange Bahl genannt. Um angugeben, dajs feine
Ginbeit gefetst fei, bedient man fidh ded Ausdrudes Null (0). Die Null ift
baber al§ der Yusgangspuntt jeder Bahlenbildbung zu betrachten.

MWodnif, Arithmetit und Algebra. 1
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Sn bder natiitlidhen BSahlenveife entfteht jede Zahl aug der vorher:
gehenbden duvd) Hingufiigen einer Ginheit, und aud der folgenden duvd) Weg-
nehmen einer Ginheit. Durd) dag Hingufiigen, besiiglich Wegnehmen einer
Ginheit von einev Bahl jur anbdern fortjdjreiten, Beift zafhlen; das erjtere
porwirtdzahlen, dag legtere riidwdrtszifhlen. Jene§ fann an der
natiiclichen Bahlenveihe ofne Cude fortgefest werden, diefed nuv, big aud) die
erjte Ginbeit weggenommen und man zur Null gelangt ijt.

8. 3. Rablen, weldhe eine bejtimmte Mienge von Einbeiten ausdriicen,
heifien Befondeve Bahlen; fie werden durd) Ziffern beseichnet. Babhlen,
weldge irgend eine Mienge ‘von Einbeiten darjtellen, heifen allgemeine
Raflen; fie werden burd) Bud)jtaben audgedriidt. Zahlen, weldhe erjt
bejftimmt werden follen und bdabher mnod) unbefannt find, bezeihnet man
gewdhnlidy mit den legten Budjjtaben des Alphabetes.

Qe nadydem bdie Avithmetif nuv bejondere oder aud) allgemeine Bahlen in
Betvadyt zieht, Deifit fie die befondeve oder die allgemeine Avithmetik.

§ 4. Wird beim Bihlen bie Avrt bder Ginbeit ganj unberiidfichtigt
gelaffen, fo Beifen die dadburch gebildeten Bahlen veine oder unbenannte
Rablen; wird aber beim Bihlen auch die Art dev Einbeit ausgedriidt, fo ent
ftehen benannte Zahlen. Nion erhalt demnach duvd) a maliges Segen bev
unbenannten Einbeit die unbenannte 3ahl a, durd) a maliges Sewen einer
benannten Ginfeit E die benannte Zahl aE, in welder E die Benen:
nung heift. |

§. B. Bwei Bafhlen (iiberhaupt zwei Grogen), welde diejelbe Dienge von
Ginfeiten enthalten, Beifen einander gleid). WMm anguzeigen, dajd a und b
gleiy find, fdhreibt man a = b; in bdiejem Falle ijt immer audh b = a.
Gin Ausdrud von bder Form a — b heifit eine Gleidung; b = a ijft die
Umtehrung der Gleihung a = b.

Bwei Baflen (iiberhaupt zwei Grofen), welde nidht diefelbe Meenge von
Ginheiten enthalten, heifen ungleid), unbd zwar heift diejenige, su der nod
etwas hingugefest werden mujs, um die anbdere hevvorzubringen, die fleinerve,
bie andeve die grofere. Daj8 a grofer ald b ift, dviidt man durdh a > b
aug; in diefem Falle ijt audy b fleiner al8 a, was durd) b << a begeidhnet wird.
Ausdriide von der Form a > b oder b << a nennt man Ungleichungen.

Bezeidhnen a und b wei beliebige Sahlen (oder Grofen), jo mujs ent

weder a > b, oder'a =", ober a << b jein, wofiix man aud). jdreibt a % b.

§. 6. Bon gegebenen Zahlen durd) vorgejdiriebene Lerbindbung derjelben
su eimer anbern gejuchten Babhl iibergehen und lesstere dadurd) beftimmen,
heifgt redhnen. Die Bafhl, zu welher man durd) das Rechnen gelangt, Heift
pad Refultat der Rednung.” Jede Darftellung einer Rednung in Beidhen
Beifit eine Fovmel Jede Rechenvordyrift, filr weldje eine bejondeve Begeidh-
nung eingefithet ift, feift eine Operation. -
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Jn eine Jahlenverbindung an bdie Stelle der allgemeinen Sahlen (Buch-
ftaben) befonbere Bahlenwerte fegen und mit diefen die vorgejdhriebenen Redy-
nungen ausfithren, heift jubftituieren.

Dag ZFdahlen ift die einfadjte Art des Rechnens; alle anderen Red)-
nungdoperationen fonnen davausd abgeleitet wevben.

Dag Fortidyreiten in der natiivlichen Bahlenveihe von einer gegebenen
Aahl aus um eine gegebene Bahl von Ginfeiten heifit die Addition; die
Umfehrung diefer Opervation die Subtraction. Die Addition gleidher Bahlen
heift Meultiplication, und die Umbehrung derfelben Divijion. Die Wul-
tiplication gleidher Zahlen fithrt auf Bahlen Hoheven Ranges; bdie Rechnung,
purd) welche biefe gefunden werben, Beift die Potenzierung, aud deven
Umfehrung fih die Radicierung (dad Wurzeloussziehen) und die Loga-
vithmierung evgeben.

Die Gefese der hier angedeuteten Opevationen zu unterjuchen, bildet
vie Hauptaufgabe der Arithmetif. Die Lehre diber bdie Amwendung bdiefer
Oefese auf die Lojung von Aufgaben, indem man die Bezichungen 3wifchen
oen unbefannten und befannten Bahlen durd) Gleichungen ausdriitt und aus
piefen bie Wevte fiir die unbefannten Bablen judyt, heift Algebra.

Hiufig werben bdiefe beiben Theile der Mathematit ald Ganged mit dem gemeinjdaft
lichen Mamen allgemeine Arithmetif beseichiet.

§. 7. Die Mathematif ftiist ihre Lehren auf gewijje Site, bdie man
unmittelbar alé wahr anerfennt, die daher nidht bewiefen ju werden brauden,
aber aud) nicht bewiefen iwerden founen. Solde Grundwabrheiten werden
Grundjdse (Ariome) genannt.

Siifse, deven Ridhtigleit exft aud andeven, bereitd al8 wahr anerfannten
Siifen hevgeleitet werben mujs, Bheifen Lehridpe; bdiefe miiffen bewiefen
werden.

§. 8. Allgemeine mathematijdhe Grundfdge.

1. Jede ®rbfe ift fid) felbjt gleid.

2. Sind jwei Grofen einer britten gleid), fo jind fie aud) unter ein-
ander gleidh. ‘

3. Werden mit gleidien Grofen gleiche LVerdnderungen vorgenommen,
fo erhilt man gleidhe Grifen.

4. Das Gange ijt gleid) allen feinen Theilen jujammengenommen.

5. Das Gange ift grofer al8 ein Theil desjelben.

1%



Eriter Abjdynitt,
Andition und Subtraction.

1. Addition mif abfoluten ganjen 3ahlen.

g 9. 1. Bu einer ahl a cine 3ahl b abddieven Beift, eine
Bafl ¢ fuchen, welde fo viele Einfheiten enthdlt, ald a und b jufamumen.
Man fdreibt a 4+ b = c und nennt a und b die Summanden und a + b
bie Summe; c heifit der Wert der Summe.

Um anguzeigen, dajé eine Bahlenform oder Zahlenverbindung als ein
®anges, al§ eine eingige Zafl angefehen werden folf, fdhliefit man biejelbe
swifhen RKlammern ein.

Der Wert der Summe a + b fann hiernad) aud) durd) Dden cinge-
Hammerten Ausdrud (a 4+ b) dargeftellt werden.

Um bdie Adbdition jwcier Bahlen a und b auszufithren, fdreitet man
in ber Bahlenreihe von a ausgehend um fo viele Einfeiten vorwdrts, al8 ihrer
b enthilt; die Bahl, ju der man dadurd) gelangt, ift die gefudhte Summe.

Solgefag. Jft ein Summand 0, jo ijt die Summe dem an:
pern Summanden gleid.

O+a—a at+t0=a 04+0=0.

2. Unter ber Summe mefhrerver Zahlen verfieht man die Summe,
welde erhalten wirh, indem marn ju dber Summe dev beiden evjten Bahlen die
britte, su dev neuen Summe bdie vierte Bahl, u. f. w. addiert. E§ it demnad

a-+tb+ec=(a-+b)tec
at+b+et+d=[a+b)+ec]+duirf

§. 10. Gine Summe, weldhe entfteht, indem man bdiefelbe allgemeine
Bahl dfters ald Summand fet, wird abgefiivst daduvd) beseichnet, dajs man
die allgemeine Bahl nur einmal anjhreibt und vov diejelbe bdie Jahl jebt,
weldge angeigt, wie vielmal die allgemeine Zahl ald Summand vorfommt; 3. B.

a+a+a+a-+a=>Ha.

Sn bem Uusdrude Ha Dheift dann a bdie Hauptgrofe und H ber
Goefficient.

Der Coefficient fann aud) eine allgemeine Jahl fein; 3. B.

ma=3a-+a-+a-+a-+ .. (mmal).
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Uugbriide, weldpe Dbdicfelbe DHauptgrofe Hhaben, fHeifen gleidhnamig,
3 B. Da und 6a, 3x und x. Auddriide, welche verfchiedene DHauptgrofen
haben, Beifen ungleidhnamig, 3. B. 3a und Th, bx und by,

§. 11. Gine Summe bleibt unverdndert, wenn man die Sum-
manben unteveinanber vertaujdt. (Das Commutationdgejes der
Abdbdition.)

; a+b=D0b+4 a.
a+b+e=a4+c+b=bt+adt+ec=b+ct+a=...
: Denn die 3ahl der in den Summanden enthaltenen Einbeiten bleibt
diejelbe, in welder Reihenfolge fie oud) vorfommen migen; e8 muf8 daber
auch ber Wert der Summe derfelbe bleiben.

Yerbindung der Addition mit fih Jelbft. ,
§ 12 1. 3u einer Summe wird eine Zahl abdiert, inbem
man fie ju einem der Summanden abbdiert.
(a+b)+c=@+c)+b=a+ (b+c).
2. Bu einer Bahl wird eine Summe abdbiert, indem man bdie
Summanden eingeln abdiert.
a4+ (b+c)=((a+b+c=1(a-+c) +b
Die NRichtigheit diefer zwei Siike, welche die Afjocintionsgefesse dev
Addition bilden, folgt unmittelbar aus dem Commutationdgefese in §. 11.
§. 13. Gleidnamige Augdriide werden addiert, indem man
ihre Qoefficienten abddiert unbd die erhaltene Summe al8 Coefficienten vor bdie
gemeinfame Houbtgrofe fest.
ma + na = (m + n)a.
Beweis. ma — a + a + a +.. (mmal),
na == a -+ a + a +..(nmal),
daher ma +~na =a + a + a +..(m + n)mal = (m + n)a.
3. B. 3a }4a = (3 + 4a =Ta.

Berbindung von Gleidyungen und HUngleidhungen durdy die Addition.

8 14. 1. Gleidhesd ju Gleidhem addiert gibt Gleidyes.
Qft a=Db undb e =d, foiift a +ec=>b 4+ d
Folgt unmittelbar aug §. 8, 3.
2, Gleidhes zu Ungleidhem addiert gibt Ungleiches mit dem-
felben Ungleidhheitdzeidyen. -
Qjt a=>b udb c =d, fo ift a +ec>b 4 d
Beweis. E8 fei w die Bahl, welhe man zu b abddieren mujs, um a u
erhalten, alfo a=D>b + w, fo ift nad) 1. a 4+ ¢ =b 4w 4 d. Jun ijt
b+w+d>b+4 d(§ 8 ), folglih auh a +c>b + d.
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3. Ungleidhes zu Ungleidhem mit demfelben Ungleidhheits-
seidhen abddiert gibt Ungleiches mit eben fo geftelltem Ungleidy
heitdzeichen. ;
‘ Qfta=>b undb e >d, fo ift a +c¢ > b + d.

Beweis. €8 fei e =d +w, fo ot mannad) 2. a ¢ >Db 4+ d 4+ w.
Nun ift b+d-+w=>Db-+d (§ 8 b), folglich umjomehr a 4+ ¢ > b 4 d.

I1. Subtraction mif abfoluten ganjen Salhlen.

§ 15. Bon einer Fahl a eine Zahl b fubtrahieren heift, aus
a al8 ber Summe jweier Sahlen und b ald dem einen Summanden dent andern
Gummanbden ¢ juden. Man jdreibt a — b —¢ und nennt a den Mi-
nuend, b den Subtvahend und a — b bdie Diffevens; ¢ oder aud) der
eingeflammerte Yuddrud (a — b) feift ber Wert der Differeny (Reft).

Cine Differeny ift aljo ein Ausdrud fiir diejenige 3afhl, 3u
welder der Subtrahend addiert den Minuend gibt; oder es ift

(a—b)+ b =a.

Um bie Subtraction zweier Safhlen a und b audjufihren, jdreitet
man in der Bahlenreihe vom Minuend a aud um o viele CGinbeiten zuriid,
‘ie ber Subtrabend b angeigt; bdie Bahl, zu welder man dadurd) gelangt,
ift die gejuchte Diffevens.

Die Subtraction fann an der natiivlichen Bablenveihe nur bdann aus-
gefiihrt werben, wenn der Subtrafhend nidht grofer ald der Weinuend ift, indem
man fonjt, weil die natiivlidhe Bahlenveihe viidwdrtd mit O abbricht, vom M-
nuend nicht um fo viele Ginheiten juriidfchreiten fomnte, wie der Subtvahend
angeigt.

DBei den folgenden Sagen werden wir daber vorliufig vorausdfesen, bdafs
pic Subtrahenden  der vorfommenden Diffevengen nicht grofer al8 ihre
PMinuenbden jind.

§. 16. Aus bem Begriffe der Subtraction evgeben fid) nachftehende

Solgefige. 1. Addiert man zu der Differens zweier Zahlen
pen Subtrahend, fo exhdalt man den WMinuend.

(a—Db)+b=a; b 4+ (a —b) = a.

2. Gubtrahiert man von der Summe jweier Bahlen ben

einen Summanden, fo erhdalt man den 3weiten Summanden.
(a+b)—a=h; (a4+Db)—b=a,

3. Gine Bafhl bleibt unvevanbdert, wenn man diefelbe Bahl

s thr adbbievt und von ihr jubtvahievt.
a=(a -+ b)—b; a=(a—b)+ b
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Die, Addition und bdie Subtraction find demnad) einander entgegen-
gefetst; leptere ijt eine inverje Operation Dder erjteren. Jn der commu:
tativen Eigenjchaft der Abbition [liegt der Grund, dajd ed 3u devfelben nuv
eine, inverje Operation gibt; e8 ijt gleichviel, ob der erfte ober ber jweite
Summand gefudyt wird, do man beide unter fidh) vertaufchen fann.

4. Jft bder SGubtrahend bdem WMinuend gleid, fo ijt die
Differens gleid) Null

a —a=0

5. Jft der Subtrahend 0, fo ift die Differeny dem Wii-

nuend gleich.
a—0=a, 0—0=0.

Berbindung der Jubtraction mit fid) felbff und mit der Addition.

§ 17. Bon einer Summe wird eine Zahl jubtrafhiert, indem

man fie bon einem der Summanbden jubtrahiert.
(a+b)—c=(a—c)+b=a+(b—c)

Beweis. a) Soll (a — ¢) + b die vidhtige Difjeveny der Bahlen a + b
und e fein, fo mufd man, wenn man ju ihr den Subtrahend c addiert, den
Minuend a 4 b erhalten (§. 15). Nun ijt wirtlid) !

{(a—c)+bl+ec=i(a—c)+e! +b(§ 12, 1) =a+b (8§ 16, 1),
alfo (a — ¢) + b eine vidtige Lojung der Aufgabe.

b) Ebenfo ift

la+b—c)}+e=a+i{b—c)+cl(§12 1)=a+b(§ 16, 1),
alfo ift audy die jweite Form a + (b — ¢) der Differen; ridhtig.

Jolgefab. Soll 3u einer Zafhl eine jweite abbdiert und eine
dbritte davon fubtvabhiert werden, fo ift e fir bag Rejultat
gleichgiltig, in weldjer Reihenfolge man addievt odev jubtvahiert.

§. 18. Bu einer Diffeveny wird eine ahl addiert, inbem man
fie su dem DMinuend abdiert oder von dem Subtvahend jubtvabiert.

(a—b)+c=(@+e¢)—b=a—(b—ec)

Beweis. Dafé (a—b) 4+ ¢ = (a4 ¢) — b ift, evgibt fich aus §. 17, Folgef.

Aug  der Grflarung einer Diffeveny (§. 15) [ajst fjidh ferner folgern,
oajé auch a — (b — ¢) = (a — b) + ¢ ijt; denn

[(a—Db)+ec]+(b—0c)=@—Db)+[c+ (b —c)](§ 12 1)
=(@—Db)4+b & 16, 1) = a.

§. 19. Bon einer Differeny wird eine Bahl fubtrvahiert,
indem man fie von dem Minuend jubtvabiert oder ju dem Subtvahend abdbievt.
(a—b)—e=(—c)—b=a—(b+c)

Beweis.  Sowohl (a —c¢) — b ald a— (b + ¢) entfpriht bder in
§. 15 fiiv die Differens aufgeftellten Crflivung. Denn e§ ijt
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i(a—ec)—bl+c=1{a—c¢c)+ct—b(§18)=a—b(§ 16 1);
unb ebenjo
la—b+oe)l4+e=a—{b+c)—cl(§18)=2a—b(§ 16 2).

Solgefah. Sollen von einer 3afhl zwei Zahlen jubtrabiert
werden, fo darf man entwebder diefelben einzeln in beliebiger
Reihenfolge, ober aud) fogleid) ihve Summe fubtrahieven.

§. 20. 1. Bon einer 3ahl wird eine Summe jubtrahiert, ndem
man die Summanden eingeln jubtrabhiect.

a—(b+ec)=(@—b)—c=(a—c)—h.

Grgibt fich duvd) Umfehrung der in § 19 bewiefenen Gleichungen.

2. 3u einer Bahl wird eine Diffeveny abddiert, indem man
pent Peinuend abddiert und den Subtvahend jubtrabhiert.

at+(b—ec)=(@+b)—c=(—c)+ D

Folgt durd) Umfehrung der Gleichungen’ in §. 17.

3. Bon einer Jahl wird eine Differens fubtrahiert, indem
man den Piinuend fubtrahiert und den Subtrahend addiert.

a—((b—c)=(@—>b)+c=(@a+c)—Dh

Ergibt fidy burch Umlehrung aug §. 18.

§ 21. 1. Gine Summe bleibt unverdndert, wenn man zu
dem einen Summanden eine Zahl addiert und von dem andern
Summanden diefelbe Bahl fubtrafhiert.

Gs ijt
atb=asi(b—c)+cl (§16,3) =( +c) +(b—c) § 12 2);
a+b=a+4+ib+c)—ecl (§16,3)=(a—c)+ (b+ c) (§ 20, 2).

2. Gine Differeny bleibt unverdndevt, wenn man ju dem
Deinuend und bem Subtrahend diefelbe Zahl addiert ober von
beidben diefelbe Zafhl jubtvahiert.

Es ijt
a—b=a—I{(b+ec)—cl(§ 163) = (a + ) — (b + o) (§ 20, 3);
a—b=a—1{(b—c)+ect(§16,3) =(a—c)— (b — c) (8 20, 1)

§ 22, Gleidnamige Augbdriide werden fubtrahiert, inbem
man die Coefficienten fubtrabiert und bdie exhaltene Differeny ald Coefficienten
por die gemeinjame Hauptgrife fest.

ma—na = (m—an)a.
Beweis. ma = a + a + a +...(mmal),
na —=a -+ a -+ a-+...(nmal),
bafier ma —na=a 4 a4 a +...(m — n)mal = (m — n) a.
3. 8. ba—2a=(5—2)a = 3a.

§. 23. Gollen in eimer durd) bie Beichen + und — vorgefdhrichenen

LBerbindung von Bahlen bdie dadurd) angezeigten Opevationen in der Reihens
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folge, wie dieje Bahlen mit ihren Beidhen von [k nad) vedhts vorfommen,

pollzogen werden, jo fann man, obne der Veftimmtheit dadurd) Abbrudy zu

thun, bie Slammern weglaffen. Hiernach fann man
[a@a+Db)+e]l+d=a+b-4ec+d
[(@a—Db)+c]—d=a—b+ec—d,
[(a—Db)—e¢c]—d=a—b—c—d fegen.

Gin Rahlenaugdbruct, weldher mehreve duvd) Addition und Subtraction
verbundene Bejtandtheile enthalt, Heifit ein mehrgliedriger Ausdrud
oder ein Polhnom. Die eingelnen Beftandiheile heifen Glieder, und jwar
bie mit dem- Beihen - verfehenen bdie additiven, bie mit dem Reidhen —
verfehenen die {ubtvactiven ®lieder bes Husbrudes. Dag mit feinem
Aeidgen verfehene. erfte Glied wird ald abbditiv angefehen.

Ein weigliedviger Ausbrud wird insbejondere ein Binom, ein drei-
gliedviger ein Trinom genannt. Gin Ausdrud, welder nur ein Glied enthilt,
beifit ein eingliedviger Augdbrud ober ein Monom.

Jolgelie. 1. Jn einem mehrgliedrigen Ausdbrude ift bdie
Reihenfolge dev additiven und fubtractiven Glieder gany will
fiivlid).

Folgt ausg §. 11, §. 17, Folgef., und § 19, Folgef.

2. Jeder mehrgliedvige Augdrud [afst fid) in eine Differen;
vermandeln, deven Minuend die Summe aller additiven, und
peren GSubtrahend die Summe aller fubtractiven Glieder ift.

a+b—c4+d—e=a+b+d—c—e
=(a+b+d)— (c+ e) (§ 19, Folgef.).

§ 24 1. Bu einer 3ahl wird ein mehrgliedriger Ausdrud
addiert, indem man bie Glieder desfelben eingeln ju der Sahl addiert oder
bon ihr jubtvahiert, je nachdem fie in dbem Ausdrude abbditiv oder jubtractiv
borfommen.

at+Mb—c—d-+e—fl=a+b—c—d+e—1f
Beweis. a + (b —ec—d 4+ e —f)
=8+ [(b+ e —(c+d +1)] § 23, Folgef. 2)
=[a+(b+e)]—(c+d+1) (§ 20,2
—=a+b4+e—ec—d—1f(§ 12, 2, md § 20, 1)
—=a+b—c—d+e—f(§ 23, Folgef. 1).

2. Bon einer ahl wird ein mehrgliedriger Ausdrud jub-
trahiert, indem man die Glicder desfelben eingeln von der Bahl fubtvahiert
oder gu iljr addiert, fe nachdem fie in dem Ausdrude abdbditiv oder jubtvactiv
borfommen.

a—((b—c—d+e—f)=a—b+c+d—etf
Der Beweis wird dhnlich, wie bei dem vorhergehenden Sape, gefithrt.
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8. 25. 1. Seder mit Rlammern eingefchlofiene Ausdrud fann ofjne Klam-
mern davgeftelit werden, indem man, wenn vor der Klammer das Beichen +
jteht, die ®lammern ofme alle weitere Veviinderung weglijst, dagegen, wenn
por der Rlammer dag Reihen — jteht, allen Gliedern, die eingefchloffen waven,
bie entgegengefeten Beicjen gibt.

Pan nennt diefe Umformung dag Auflofen der Klammern.

3. B. a—[2b + (8¢ — 4d)]

=a—[2b 4+ 3¢ — 4d]
—a—2b — 3¢ + 4d.

2. Umgefehrt fomnen in jedem mehrgliedrigen Ausdrude mehreve Glieder
in eine Rlammer gefest werden, indem man, wenn bdie Rlammer nad) dem
Beidjen -+ Beginnt, alfe Glieder mit unverdinderten eichen innerhalb devjelben
folgen [ifst, bagegen, wenn bie Rlammer nad) dem Beidhen — beginnt, jedem
ber cingejdhlofjenen. Glicder bag entgegengefeste Beichen gibt.

3. Gin mehrglicdriger Ausdbrut, in weldem gleidnamige Zahlen
vorfommen, wird auf einen einfacdjeren Ausdruc veduciert, indem man
suerft bie additiven, bdann bdie fubtractiven gleihnamigen Bahlen addiert und
bie zweite Summe von bder evjten jubtvabiert. 3. B.

6a — ba — 3a + 8a— 2a = (6a + 8a) — (ba 4+ 3a -+ 2a)
— 14a —10a = 4a.

Berbindung von Gleidungen und Ungleidhungen durd) die Subtvaction.

§ 26. 1. Gleidhes von Gleidem jubtrahiert gibt Sleides.
Yt a=>bund ¢c=4d, o ift a—c=b—d.

Folgt unmittelbor aug §. 8, 3.

2. ®leidhes von Ungleidhem fubtrahiert gibt Ungleidyed mit
pemfelben Ungleidhheitdzeidyen.

JQta>budbc=4d, pita —c>b—d.

Beweis. Wive nift a —e >b — d, fo miijte a — e = b — d {ein;
bann wiive bejiiglich auch (a —e¢) + c<(b—d) +d (§ 14, 1 und 2),
bafer a = b (§. 16, 1), wad gegen die Vorvausfepung ift.

3. Ungleidged von Gleidhem jubtrafhievt gibt Ungleidhes mit
entgegengefeptem Ungleidyheitdzeichen.

Qta=>b ud ¢ >d, fo ift a —e <b — d.

Beweis. Wive a —c=b —d, fo miijste in beiden Fiillen (a — ¢)
+e=>(b—d)+d(§ 14, 2 und 3), dbaher a > b (§. 16, 1) fein, was
gegen bie Borausfepung ijt.

4. Ungleiched von Ungleichem bei entgegengefepten Un-
gleichheitdzeichen jubtrvahiert gibt Ungleihed mit dem Ungleid)-
heitdzeidhen ded Minuends,
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Jta=bude<d foita—c>b~d
Beweis, Wive a —e=b — d, fo miijéte in beiden Fillen (a — ¢)
+e<<(b—d)+ d (§ 14, 2 und 3), daher a = b (§. 16, 1) fein, was
gegen die Vovausfetung ift.

IIL. Erweiternng des 3abhlengebiefes durd) die Subfraction.
1. Jegative Bahlew.

§. 27.- Bisher wurde (§. 15) bei jeber Differens a — b bdie Vovaus-
jegung gemadyt, dbajé dber Subtvabend b nidht guifer ald der Minuend a ijt.
Jit b = a, o ijt bie gejudite Differeny a — b in ber Feihe der natiivlichen
Bablen nidht ju finden; die Subtvaction ift in diefem Bahlengebiete unmoglich.
Soll die Subtvaction fiiv gany belichige Werte ded Minuends und bes Sub-
trahends moglich gemadht werden, fo find wiv gendthigt, unfer Bahlengebiet
u evmeitern und in bdasfelbe a — b fiiv ben Fall, daj8 b > a ift, als eine
neue Bafhlenform aufunehmen. Diefer mneuen Babhlenform werden wiv
eine folche Bebeutung geben, doj die Gejese, weldhe bei der Subtvaction fiix
die al8 natiivliche Bahlen vorausgejesten Differenzen entwidelt wurden, aud
fiiv die mneu eingefiihrten Jahlen ihve Giltigleit behalten. (Princip der G-
haltung dber Opervationsgefete.)

Wenbdet man auf die Differen a — b, wo b =a J~'n fei, den Sap
in § 20, 1 an, jo erhilt man

a—b=a-—(a+n)=(@—a)—n=0—n,
oder, tvenn man die neue Diffeveny 0 — n dburd) — n ausbdriict,
a—b=—n.

Die mit dem Borjeiden — verfehene Zahl — n nennt man eine
negative Zahl JIm Gegenjase zu den negativen Sahlen werden dann die
bighevigen Bafhlen ber natiivfihen Bahlenveihe pofitive Bahlen genannt
und ald foldje mit dem Borzeidyen - verjehen.

Die Bedeutung einer negativen Sahl ergibt fidh aus der Gleichung
0 —n=—n, au§ welder nach dem allgemeinen Vegrifie einer Diffeveny

(—n)+n=0
folgt (§. 15). Gine negative 3afhl — n bedeutet aljo eine Bahl, weldhe
mit der natiicliden (pofitiven) Sahl n durch) die Addition verbunden 0 gibt.
Da {ich hiernad) die Bahlen + n und — n in ihrer BVeveinigung bdurd) die
Addition gegenfeitig aufheben, Heifen fie einander entgegengefetst.

Um bdie pofitiven und bie negativen Bahlen an einev eingigen Bahlen-
reibe davuftellen, braucht man nuv die urjpriinglicdhe Reife der Jahlen, weldye
von O aug durd) das Vorwirtszahlen gebildet wurden, fo ju ermweitern, dafs
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bag Rdfhlen im entgegengefessten Sinne, d. i das Ridwirtszahlen, weldes
bisher bei O feine Gremge fand, mun aud) iber O hinaus, und war in den
negativen aflen fortgejest wird. Dadurd) entjteht die jweifeitige Bahlenveibhe

co.—4, —3, =2, —1, 0 +1, 42, 8, +4,...
in welder fe et vorwirts und riidwirts von O gleidhweit abjtehende Jahlen
einanber entgegengefest jind.

Die Gier begriindete Grmeiterung des Bahlengebicted lafst fid) gang ein-

facd) an der Bahlenlinie verjinnlicen.

-5 —4 —3 —2 —1 0 41 42 +3 44 45

¥ 0 X

Wlm von ber Bahl 5 die 3ahl 3 ju jubtvahieven, fdhreitet man vedtsd in
ber Bablenlinie von der Stelle 5 um 3 Cinbeiten uviid; man gelangt ju
ver Stelle x, und ed ift x =5 — 3 = 2.

Qft umgefehet von der Bahl 3 die grifere 3ahl D zu fubtrabieren, jo
miifsten, damit die Subtraction ausgefithrt werden finne, [infs von O nod
Puntte liegen, ju weldhen man bdann durd) dag Fortjdhreiten nad) viicwirts
gelangen wiirde. BVerlingert man daher die urfpriimgliche Bahlenlinie iber den
Anfangspunft O hinaus in der entgegengefesten Ridhtung, frigt aud)y hier
gleidhy grofe Streden auf und fdjreitet fjodann von 3 aus um 5 Einbeiten
suviict, jo gelangt man ju dev Stelle y, und ed ift y = 3 — b; u derfelben
Stelle fommt man aud), indem man von 3 aud zuerft um 3, und dann nod
um 2 Ginbeiten juviidfcyreitet; mithin it au) y =38 —-3 —2=0—2,
wofiic man — 2 f{dyreibt, folglih 8 —5 = — 2.

Durdy bdiefelbe Schlujdmeife iibevzeugt man fidh), daf8 je swei gleichmeit
vom Nullpuntt entfernte Stellen der Bahlenlinie duvd) diefelbe Zahl bezeichnet
werden, dafg jedod) die Bahlen, welde auf derjenigen Seite, die der urfpriing-
lidhen Ridhtung entgegengefenst ift, liegen, dag beftindige Vorzeidhen — Haben.
Dann muf§ man aber den Bahlen in der urfpriinglidhen Richtung der Jnbhlen-
linie bas BVovzeidhen 4 geber; denn dhreitet man von O in der urfpringliden
Richtung um 2 Einfeiten voriwdrts, fo gelangt man ju der Stelfe 0 + 2 = + 2.

§. 28. Die mit Vorzeichen verfehenen Bahlen werden tvelative oder
algebraifhe Bahlen genannt, im Gegenfage zu den Sahlen ofhne Bor-
seichen, weldhe abjolute Zahlen heifen.

Jede algebraijdhe Bahl befteht aus einem Vorvzeidjen und einem ab-
foluten Werte.

Das Vorgeichen ~++ pilegt man ald felbftvertindlich dort wegzulafien, wo ed ofne
Gtbrung bed Sinned und ded Jujammenhanges ciner Rechuung gejchehen famm.

§. 29. Ovifien, wie Bewegung nad) vorwirtd und nadh) viidwdrts,
Steigen und Fallen, Vermbgen und Schulden, Hohe iber und untev dem
Mieeresipiegel, Beiten vor und nad) Chrijti Geburt u. dgl., welde in dem
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einen und in dem entgegengejesten Sinne gezahlt werden Lonnen, o dajs gleic)-
piel von beiden Bihlungen O gibt, heifien entgegengefeste Grofen. Jn
der Wathematif bejeidnet man bie eine von zwei entgegengefesten Grofen,
gleichviel welche, aber confequent, mit 4, die andere mit —.

Hiatte man 3. B. die Zeit, wann ein Ereignis C ftattfand, aus folgender
Angabe ju vechnen: a Jahre nad) Chrijfto fand ein Sveignis A jtatt, b Jahre
fpiter ein Greignid@ B und ¢ Jahre frither al8 B das Ereignid C; jo mwire
der gejudhte Beitpunit x = a + b — e. Kime nad) Ginfegung der BWerte fitr
a, b, ¢ ein Refultat —n  jum LVorjdein, fo bhiefe died: dag Ereignis C
fond n Jahre vor Ghrijto jtatt.

Allgemein: Gin negativer Wert —n fiiv eine gefudhte Grofe x
bebeutet jtets, dajs die Grife gemeffen wird durd) n Einheiten, aber in einem
Sinne, welder dem urfpriingli) in die Rehnung eingefiihrten entgegengejesst ift.

2. Abddition und Subtraction mit algebraijden ganzen Saflen.

§. 30. Der durch die Aufnahme der negativen Bahlen erweiterte Jahl-
begriff hat jur Folge, bdaf8 auch die Begriffe der DOyperationen an-
gemeffen erweitert werden miiffen, damit fie audh) auf algebraifche Bahlen
anwenbdbar werden.

Bwei algebraifde Zahlen adbieven heift diejenige Zahl judhen,
weldhe fo viele pofitive und jo viele negative Einbeiten enthilt, al8 die beiden
Summanbden jufammen. Diefer Crildrung gemdf mujé die in §. 9, 1, fiir
vie Ausfithrung bder Abdition gegebene Borjdyrift bei algebraijhen Bahlen
babin evmweitert werden, dajé man in der Bahlenveife vom erjten Summand
aug in Ddevjenigen Ridtung, weldhe dad Vovgeiden de§ jweiten Summands
angibt, um fo viele Ginbeiten fortfchreitet, wie der abjolute LWert biefes
sweiten. Summands angeigt.

Jolgefate. 1. Abddition einer pofitiven Bahl ift AdDdition des
abjoluten Werte§ bderfelben; Abdition einer negativen Zahl ijt
@Subtraction ded§ abfoluten LWerted derjelben.

Beveutet b eine abjolute Zahl, jo ift

a+ (+b)=a-+Db, a-+(—b)=2a—b.

2. Bwei gleid) bezeidhnete Zahlen werden addiert, indem man
ihre abfoluten Werte adbdiert und bdiefer Summe bdag gemeinjame Bor-
seidjen gibt.

(+a)+(+b)=+(@+Db) (—a)+(—b)=—(a+b)

3. Bwei ungleid) bezeidhnete Bahlen werden adbdiert, indem
man  ben fleineven abfoluten Wert bvon dem griferen fubtvahievt und diefer
Differen; das Vorzeidhen ded griferen abjoluten Wertes gibt.

(+a)+(_ b) =+ (a — b), oder = — (b — a),
(—a) + (4+ b) = — (a — b), oder = 4 (b — a).



14

4. 3wei entgegengefepte Zahlen geben jur Summe Null
(heben fidh gegenjeitig auf).

(+a) + (—a) =0, (—a)+ (+2a)=0.

§. 81. Fiiv dad Subtvahieren algebraifder Bahlen bleibt bie
im 8. 15 aufgejtelite aflgemeine Grilivung unvevdndert giltig. @3 darf nur
bie dort fiir bdie Ausfihrung bder Subtraction gegebene Bovfdhrift bei
algebraijchen Bahlen dahin ausgedehnt werden, dafd man in der Baflenveihe
pom Diinuend aud in devjenigen Ridhtung, welde der durd) das Vorjeichen
bes Subtrahends ausgedviidten entgegengefest ift, um fo viele Einfeiten fort-
fohreitet, wie dev abjolute Wert de§ Subtrahends anjeigt.

Folgefite. 1. Subtraction einer pofitiven Fahlift Subtraction
ped abfoluten Wertes derfelben; Subtraction einer negativen Jahl
ift Adbdition dbes abjoluten Werted derfelben.

Bebeutet b eine abfolute Bahl, fo ijt

a—(+b)=a—h, a—(—b)=a+b

2. Bwei algebraifde Zahlen werden jubtvahiert, indem man
sum unvevinderten Minuend ben Subtrahend mit entgegengejessten Borzeidhen
abdiext.

(4 8) — (+ b) = (+ 8) — b = (+ ) + (— b) (§. 30, Folgej. 1),
(+7a) = (= b) = (+8) + b = (+8) + (+ b),
(= 2)— (+b) = (— a) — b =(—a) + (— b),
(= a) — (= b) = (— &) + b =(=a) + (+ b).

§. 82. Gine Summe, deren Summanbden algebraifhe Bahlen find, heijt
eine algebraijhe Summe; 3 B.

ERg e DR Sey P a1

Die Diffeveny fe zweter algebraifcher Bahlen fann al8 eine algebraifche
Summe bargejtellt wevden (§. 31, Folgef. 2).

1. Jeder mehrgliedrige Ausdrud fann in eine algebraifcdhe
Gumme verwandelt werden, indem man bdie Redhnungdzeihen als8 Vor-
seichen betvadytet und dann die Bahlen ald Summanbden annimmt.

a—b—ct+d=(+a)+(—b)+(— o)+ (+ .

Folgt aug §. 30, Folgef. 1.

2. Umgefehrt: Jede algebraifde Summe fann in einen mehr-
gliebrigen Augdbrud verwandelt wevben, indem man die Additions-
seichen. und die Klammern wegldidt und dann die Vovjeichen al8 Redynungs-
seichen anfieht.

HO+ =D+ () +EHD+ta—b—ctd

3. Gine algebraifdhe Summe bleibt unvevdndert, wenn man
bie Summanden unter einanbder vertaujdt.

Folgt aus 2. und 1. mit Buziehung des §. 23, Folgef. 1.
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§. 33. Mean ift iibereingefommen, bei algebraijchen Summen die Additions-
seichen und die Rlammern fiir die eingelnen Summanden wegzulajfen. Jn diefer
gorm unterfcheidet fich eine algebraijdhe Summe von einem mehrgliedrigen
Augdbrude nur dadburd), dajé bie Redhynungszeidhen 4 und — bdes lesteren in
der erfeven al8 Borgeichen, d. i. die additiven und fubtvactiven Glieder des
legteven in ber evfteren besiiglich al8 pofitive und negative Summanden 3u
betrachten find. Auf den Wert beider hat diefe verjdhiedene Bedeutung der
Beicen, wie aud §. 30, Folgejass, erhellt, feinen Einflujs.

Davaud folgt mit Ritckficdht auf § 24, 1 und 2:

1. Bu einer Bahl wird eine algebraijde Summe adbdiert,
indem man ihre einjelnen Summanden mit unveriindevten Bovzeichen ju der
Babl hinzufiigt.

2. PBon einer Bahl wird eine algebraijhe Summe fub-
trafhiert, inbem man ifre einjelnen Summanden mit entgegengefesten Vor-
seichen ju der Bahl hinzufiigt.

§ 384. Alle fiir bie abfoluten Bafhlen abgeleiteten Sige iiber die
@ummen und Differengen laffen fid) jdhlieflich auf das Commutationsgejess
per Avdition (§. 11) suriicfithren. Diefes Gefes gilt aber (nad) §. 32, 3)
audy fiiv algebraijhe 3ahlen; folglich gelten alle bigher fiiv die abjo-
luten ganzen Bahlen evwiefenen Sdipge aud fiv die algebraifden
gangen Bahlen.

Bufie. 1. Die Ungleichheit weier Sahlen (§ 5) mujd nun bahin
evflivt werben, daf8 von zwei Zahlen diejenige die fleineve ift, su welher man
eine pofitive Bahl addieren muid, um die andere ju erhalten. Jft m > n,
jo it — m << —n. Ferner ift allgemein 4+ m >0, — m < 0 und
—m << 4 n.

2. Die vorftehende Erflivung mufs man fejthalten, wenn die Sipe iiber
pie Berbindbung von Gleihungen und Ungleidhungen durd) bdie Abdition und
Gubtraction (§§. 14 unbd 26) auf algebraijdhe Bahlen ausgedehnt werden follen.



Bweiter Abjdynitt.
Multiplication und Dibision.

L. MWultiplication mit abfofufen ganjen 3ablen.

8. 35. 1. ©ine 3ahl a mit einer Bahl b multiplicieren Beit,
a fo vielmal al8 Summand fegen, ald b Einfheiten enthilt. Wean nennt a ben
Multiplicand, b den Multiplicator und beide Factoren; die Zahl,
weldhe man duvd) bag Multiplicieven erhilt, Geift das Product. Das Product
iit bemnach cine Summe gleicher Summanden; der Multiplicand ift einer diefer
gleichen Summanbden; dev Multiplicator jeigt an, wie viele jolde Summanden
gejetst werden jollen. Der Multiplicand fann eine benannte Bahl fein; der
Multiplicator ift immer eine unbenannte Zahl. Das Product aug dem Wulti-
plicand a und dem Mulliplicator b bezeichnet man durd) a X b, oder a.b
(d. i. a bmal), oder, wenn beide Factoren allgemeine Bahlen find, aud) blof
ourd) a b.

Dag Product zweier ganzer Sahlen wird audy ein Vielfades ded
Multiplicandd genannt. 3. B. 12 = 4.3; 12 ijt dad 3fade von 4.

Tolgelibe. a) Jit der Muliiplicaud 1, jo ift dag Product dem
Multiplicator gleid.

b) Qijt der Multiplicand 0, fo ift aud) 0ad Product O.

)l tar—ia by a0

2. Unter dem Producte mehrever Zahlen verfteht man vag Product,
weldjed exhalten wird, indem man bad Product der beiden erfien Bahlen mit
ber britten, dag newe Product mit ber vievten Bahl, w. {. w. multipliciext.
Hiernady ift

a:bie={(ab)e,
aubicid = [(atb) el dt i

§. 86. Gin Product, deffen Factoven einander gleih find, with abge-
fiivst dadurd) begeichnet, daj8 man nur einen Factor anjdyreibt und ihm red)ts
oben die Bahl beijest, weldye anzeigt, wie vielmal derjelbe vorfommt; 3. B.

B AL, B
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Gin Product gleicher Factoven heifit eine Potenz; die Anzahl der gleiden
Factoven Deift dev Potenzerponent, aud) blof Eyponent, und der Factor,
ver fo vielmal porfommt, al8 ber Grponent angeigt, die Bafis oder Grunbd-
jabl. Jn der Poteny a™, welde gelefen wird: ,a jur mten” (Poteny
erfoben) oder ,a mit m potengiert”, ift a die Bajis, m der Grponent. Die
sweite Poteny a® nennt man inshejondeve aud) dag Quadrat, bdie britte a®
ben Cubug von a.

Wenn, in einem mehrgliedvigen Ausdrude mehreve Potengen derjelben
Bafié vorfommen, fo pflegt man wegen der leichteven Uberfidht bdie eingelnen
Glieder nad) den Potenerponenten zu ordnen, indem man entweder mit dex
hochjten Potenz anfingt und dann immer niedrigere Potengen folgen (ajét, odex
indem man pon der niedvigiten TPoteny der gemeinjamen Bafis zu immer
hioheven Potengen iibergeht. Jm erften Falle heift der Ausdrud nad) fal

lenden, im gweiten nad) fteigenden Potengen bder gemeinjamen Bafis
georduet. o ijt 3. B. der Ausdbrud

x*—4x'y 4+ 6x%y* — 4xy* 4 y*
nac) fallenden Potengen von x, und jugleid) nacdy fteigenden Potengen von y
geovdnet.

§. 37. Gin Product bleibt unvevdndert, wenn man bdie
Factoren untev einander vertaujdht. (Dad Commutationsgejet
per Wultiplication.)

&g fei a mit b ju multiplicieren. Bildet man b Reifen, deven jede a
Ginfeiten enthilt, namlich

1+1+4+1+414... (amal)
+14+14+14+14...
+14+14+14+14...

(b mal),
fo erhilt man offenbar gleid) viele Ginbeiten, ob man die Cinbeiten aller Hovi
jontalveifen, oder bdie Ginbeiten aller Verticalveihen ahlt. Jm erften Falle
ethilt man a bmal, alfo a.b, im jweiten b amal, alfo b.a. €8 ift dbaher
A BT a3

Der Saty gilt audy fiiv jede beliebige 3ahl von Factoven. Da ndmlid
in dem Probducte mehrever Factoven je zwei auf einander folgende Factoven
bei ungednberter Stellung der iibrigen vertaujcht werden ditrfen, jo fanm durd)
wiederholtes Bevtaujdhen weier folcher Factoven jeder Factor an jede vor-
gejdyriebene Stelle gebracht werden. So ijt 3. B. fiiv drei Factoren

atbeni=Slalc.bi=iclatb =ieibia=5%. ciat="b.ale

Hier wurde vovausgejest, dajé die Factoren unbenannt fjind. Jjt Der
Multiplicand eine benannte Bahl aE, wo E bdie Benennung beseichnet, fo
bat man aE.b = (ab) E = (ba) E; allein ¢8 ijt aud) bE.a = (ba) E,

Moénit, Arithmetit und MAgebra. 2
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folglih aE.b =bE.a (§ 8 2). Man darf aljo aud) in diejenm Falfe bie
Factoven, vevwedeln, fobald dabei die Benennung bdes Multiplicands auf den
friiheven Multiplicator, bder nun alé Wultiplicand auftritt, iibertragen wird.
3. B 8fl. X b=5fl. X 8=401L
Solgefay. Dev Coefficient Fann als Factor dev Hauptgrofe,
vor welder ev fteht, betvadtet werden.
3a—a-+a-+a—=—a.d3=3.a.
Bufop. Damit dem Commutationsgefese der Multiplication alfgemeine
Giltigteit gemwafrt bleibe, mufd man aud
al=a/.1 und 0ai =20
annehmen diicfen. Dadurd) evfalten dann aud) die Ansbdriife a.1 und a.o,
weldhe nad) dev im § 35 gegebenen Erflirung der WMultiplication feinen Sinn
haben, ifre gang beftimmte Bedeutung. E8 ift namlid)
e = und a0 =10 — 00 0.
a) Gine Bafhl mit 1 multipliciert gibt fidh felbjt zum
Producte.
b) Gine Zahl mit O multipliciert gibt O zum Producte.

Berbindung der Multiplication mit fidy [elbft.

§. 38. 1. Gin Product [wird mit feiner Fahl multipliciert,
indem man einen Factor mit ihr multipliciert.

(ab).c = (ac).b = a.(bc).

2. Gine 3ahl wird mit ecinem Probucte multipliciert, indem
man fie mit dem einen Factor, und das erbaltene Prodbuct mit dem andern
Factor multipliciet.

a.(be)'='(ab).c — (aekb:

Diefe awei Sige, weldhe die Afjociationdgefese der WMultipli-
cation Beifen, folgen junmittelbar aug dem in §. 37 erwiefenen Commus=
tationggefete.

§ 389. Potenzen bderjelben Bafid werden multipliciert,
inbem man die gemeinfame Bafig mit der Summe bder Erponenten potengiert.
gltall o gl il

Beweig, | dm.ad==ia.ava. 0 (mmal)ca.-agacone (omal)

=a.a.a.... (04 n) mal = am+n,

Perbindung der Multiplication mit der Addition und. Jubtraction,
§ 40. 1. Gine Gumme wird mit cinev Zahl multipliciert,
inbem man jeden Swmmandenw mit. diefer Bahl multipliciert und die Theil-

producte addiert.
(a4 b).m —=am + bm.
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Beweis. (a + b).m = (a 4+ b) 4 (a + b) + (a +b) + .. (mmal)
=a+a+a-+.. (mmal) 4+ b+ b+ b+4..(mmal) § 11)
= am - bm.

2. Nmgefehrt: 3wei Producte, weldhe einen gemeinjamen
Factor haben, werden adbdicrt, indem man die Summe der nidt
gemeinjomen Factoven mit dem gemeinfamen Factor multipliciert.

am + bm = (a + b).m.

§ 41. 1. Gine Diffeveny wivd mit einev Fahl multipliciert,
indem man den Minuend und den Subtvahend mit diefer Fahl multipliciert
und das jweite Product vom: evften: fubtrahiert.

(a—b).m = am — bm.

Der Bleweis wird ahnlicdh wie ju § 40, 1, gefiihet.

2. Umgefehrt: 3wet Producte, welde einen gemeinfamen Factor
haben, werden fubtrafiert, indem man die Diffeven; der nidht gemein-
jamen Factoren mit dem gemeinjumen Factor multipliciert.

am — bm'= (a — b).m.

Die durch §. 40, 2 und § 41, 2 audgedriicten Opevationen nennt man
a8 Hevausheben ded gemeinfamen Factors.

§ 42 1. Gine Zabhl wird mit einer Summe multipliciert,
indem man fie mit jedem Summanden mulfipliciert und die Theilproducte addiert.
a.(m 4 n) = am + an.

Seweis. a.(m +n) = (m + n).a (§ 37) = ma + na (§. 40, 1)

= am 4 an (§. 37).

2. Gine 3ahl wird mit einer Differeny multipliciert, indem
man fie mit dem Winuend und dem Subtrafend multipliciert und von dem
evjten Producte dasd zweite fubtrahievt.

a.(m —n)=am— an.

Der Beweis ift dem vorvigen analog.

Die in den §§. 40—42 angefiihrten Sige eifen die Didtvibutions-
gefege der Wultiplication:

§ 43. 1. Gin mehrgliedriger Ausdrud wird mit einer ahl
multipliciert, indbem man jedes ®lied desjelben mit diefer Bahl multipliciert
und den eingelnen Prodbucten die Jeichen dev Glieder des Multiplicands gibt.

(a—b—c+d-—ef=af—bf—ef + df — ef.

Tolgt aug §. 40, 1 und §. 41, 1.

2. Gine Zahl wird mit einem mehrgliedrigen Ausdrude
multiplicievt, indem man fie mit jedem Glicde dedfelben multipliciert und
die eingelnen Producte additiv oder fubtvactiv zujammenftellt, je nadydem jie
aug der Neultiplication mit additiven oder fubtractiven Gliedern: hervorgehen.

ab—ec—d+e—f)=ab—ac—ad + ae — af.

wolgt aus §. 42.
9%
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3. Gin mehrgliedrviger Ausdrud wird mit einem mehrglied-
vigen Yusdrude multipliciert, indem man den gangen Multiplicand,
b. i fedes Olied desjelben, mit fedem Gliede des Wultiplicators multiplicievt
und die eingelnen Producte additiv oder jubtvactiv ujummenitelt, je naddem
bie besiiglichen Factoven gleide ober verjdhiedene FRechnunggseichen haben.
(a.—-b—é—c)(d—e—f):ad_—bd+cd—ae+be—ce—af+bf——cf.

Folgt aud 1 und 2.

§ 44 Bei mehrgliedbvigen Ausdriiden, welde nad Dden
Potengen derfelben Bafis fortjdreiten, erhilt man, wenn diejelben
gleihartig geordnet find, duvd) die Weultiplication des Multiplicandd mit den
eingefnen Gliedern des Wultiplicators Theilproducte, weldye ebenjo geordnet
jind. DMan jdreibt dieje Theilproducte, um fie leichter zu veducieven, fo an,
bajé ihre gleihnamigen Glieder untev einander zu jtehen fommen. 3. B.

4a’— 3a — 4 Nultiplicand
3a® — Ta + 5 NMultiplicator
12a* — 9a® — 12a?
— 28a® | 21a% 4 28a
+ 20a® — 15a — 20
12a* — 37a’® 4+ 29a® + 13a — 20 Product.

3uful. Jnsbefondere erhilt man:

1. (a + b)? = (a + b) (a + b) = a® + 2ab -+ b®, und

2. (a—b)!=(a—b)(a—b)=a®>— 2ab 4 b* d. b
Dasé Quadrvat der Summe ober der Differens jweier Zahlen ift
gleidh) der Summe der Quabdrate diefer Bahlen, beziiglid) ver-
mehrt oder vermindert um dag doppelte Broduct dervjelben.

3. (a+b)(a—Db)=a>—b* b h
Dag Product aud der Summe und der Diffeveny zweier Zahlen
ift gleid) der Diffeveny threr Quadrate.

4. (a®*—ab 4 b*(a + b) =a® + b
5. (a® + ab + b?) (a — b) = a® — b’
6. (a® — a’b 4+ ab?— b®) (a 4+ b) = a* — b
7. (a® 4+ a’b 4+ ab® 4 b®) (a — b) = a* — b*".

- § 45, Aud den Siiben bder vorhergehenden Parvagraphen laffen jidy fiiv
bie Bejtimmung ded Producted von irgend zwei Glicdbern beliebiger Ausdriide
folgenbe Megeln zufammenfaffen:

1. Jidfidtlih deg Beichensd ijt dag Product jweier Glieder abdditiv
oder fubtvactiv ju fepen, fe nadydem bdiefe ®lieder gleiche oder verfdhiedene
Hedynungszeichen Haben.

2. Der Coefficient ded Producted jweier Glieder ijt dag Probduct
aug den Coefficienten diejer Glieder; denn

3a.4b = 8.a.4.b=3.4.a.b'= 12ab:
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3. Die Hauptgrofe ded Productes jweier Glieder exhilt man, indem
man bdie Factoven, weldhe in den Hauptgrifen diefer Glieder vorfommen, (in
alphabetifcher Ovdbmung) neben einanbder ftellt.

Berbindung von Gleidhyungen und Hugleichungen dury die Multiplication.

§ 46. 1. Gletdhes mit Gleidhem multiplicievt gibt Gleidhes.

Jft a=Db udb'c —=4d, fo'ift ac ='bd'(§.'8,"'3).

2. Oleides mit Ungleichem multipliciert gibt Ungleidhes
mit demfelben UngleichheitSzeiden.

Jft a =">b und ¢ > d, jo ift ac > bd.

Beweis. €8 fei ¢ =d + w, fo ijt (nad) 1) ac = b (d 4 w), ober
ac =bd 4 bw (§ 42, 1). Run ift bd 4 bw > bd (§. 8, 5), fomit aud
ac > bd.

3. Ungleides mit Ungleidyem bei demfjelben Ungleidhheits-
seidpen multipliciert gibt Ungleidhes mit demfelben Ungleidh-
heitdzeichen.

Jft a = b und ¢ > d, fo ijt ac > bd.

Der Beweis ift unter Zuziehung von 2 und §. 42, 1 dem vorigen dhnlich.

I1. Divifion mit abfoluten ganjen 3alblen.

§. 47. Gine Bahl a durd eine Zahl b dividieren heifit, aus a
al8 dem Producte gweier Jahlen und b ald dem einen der Factoven den anderen
dactor fudgen.  Man nennt das gegebene Product a den Dividend, den
gegebenen Factor b den Divifor, den gejudgten Factor den Quotienten,

und begeichnet den lefsteren mit a : b oder %.

Gin Quotient ift aljo ein Augdbrud fiiv diejenige Zahl, welde
mit dem Divifor multipliciert den Dividend gibt; oder e8 ift

a
?.b— a.

Die Divifion ift, wenn der WMultiplicator ald Divifor gegeben ift, im
Begriffe wefentlich verjhieden von der Divifion, in weldher der Multiplicand
al8 Divijor gegeben ift. Jm erften Falle ift die Divifion ein Theilen,
wobei ber Theil gejudjt wird, welcher fo vielmal genommen, wie der Divifor
anzeigt, den Dividbend hervorbringt; bder Divifor ift in diefem Falle eine un-
benannte Bahl, der Dividend fann aud) eine Venennung haben, welde dann
aud) der Quotient exhilt. 3. B. 16 flL.:3 =5 fl. QJm zweiten Falle ift
vie Divifion ein NMefjen (Vevhiltnig), robet unterfudt wivd, wie vielmal
der Divijor in dem Dividend enthalten ijt; ijt hier der Dividend benannt, jo
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mujg and) der Divifor benannt, und ywar mit dem Dividend gleihnamig fein;
per Quotient ijt eine unbenannte Bahl. 3. B. 15 L. : 3 fl. = 5.

Der Quotient, al8 veine 3ahl betvadtet, ijt jedod) bei gleidhem Dividend
und gleidhem Divifor in beiden Fillen dexfelbe (§. 37), jo dajé man bei dev
Cntwidlung dev Divifionsgefege diefe beiden Avten der Divifion nicht weiter
su unterjdjeiden braucht.

m die Divijion auszufihren, fudht man entweder in der Zahlens
veibe Ddiejenige 3ahl auf, welde jo vielmal gefest, wie der Divijor anzeigt, den
Dividend gibt; oder man jubtrahievt wicderholt den Divijor juerjt vom Dividend,
pann von dem jededmal evhaltenen Refte fo oft als miglich; die Babhl, weldhe
angeigt, wie vielmal die Subtvaction verrithtet werden fann, ijt der Luotient.
Die Divifion jweier Bahlen fann an der natiwlichen Rahlenveihe nur dann
audgefithrt werden, wenn der Dividend ein Bielfacdyes des Divijovs (§. 35, 1) ijt.

Wir werden daber bei den folgenden Sapen vorlaufig vovausjesen, dajé
pie Dinidenden der vovformmenden Quotienten BVielfadye ihrer Divijoven find.

§. 48. Solpefidhe. 1. Multiplicievt man den Quotienten weier

Bahlen mit dem Divifor, fo erhdalt man den Dividend.
(a:b).b=n; b {a:'bY== !

2. Dividiert man dasd Product jiveier Jahlen duvd deneinen
Factor, {o erhdalt man den andern Factor.

abis si—ib> il =g/

3. Gine Bahl bleibt unverindert, wenn man jic mit einev
© Bahl multipliciert und duveh diefelbe Bahl dividiert.

a = () viby a==4(a t1h).b.

Die Multiplication und die Divifion find demmad) ecinander entgegen-
gefent; legtere ift eine inverje Opevation der erjteven, und zwar bdie ein-
yige, do e8 wegen der Vevtaujdhbarfeit jweier Factoven gleichgiltig ijt, ob der
evjte Factor ober der jweite gefucht wird,

4. Qede Bahlburd jid) felbjt dividiert gibt 1 jum Quotienten.

a4 ale= His Othpm iy ale=1a.

5. Jede Bahldburd 1 dividievt gibt f{id) felbft jum Quotienten.

a sl = Tl —1

6. Gin Quotient, dejfen Dividend Null, und dejjen Divifor

bon Null verfdieden ijt, ijt gleidy Jull
0 g == e O =)

7. Gin Quotient, dejfen Dividend von Mull verjchieden,

und deffen Divijor Null ijt, ift unmoglid.

a0 ober % ijt, wenn a nicdht Null ift, wmiglich; denn e8 gibt feine

Aahl, welhe mit 'O multipliciert das Product a gibt.
8. ‘Cin Quotient, dejfen Dividend und Divifor Null jind,
ift unbeftimmi.
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0:0=a, wo a ecine belichige Bahl bedeutet; denn a.0 = 0.
Der Ausdruc % ift baher ein &ymbol der Unbeftimmtheit.

Berbindung dev Divifion mit fi) [elbf und mit der Multiplication.

§ 49. Gin Product wird durd eine Bahl dividiert, inbem
man einen der Factoren durd) fie dividiert.

ab a
?—?.b_a.

Beweis. * a) Jit %.b der vidhtige Quotient dev Bahlen a, b und e, fo
muj§ er, mit dem Divijor ¢ multipliciect, den Dividend a b geben (§. 47).
un it wicklid)
{a b}.c:{a.c}.b (5 38, 1) =a.b (§ 48, 1).

—_ e
C c

b
o

b) @benjo ijt aud a.% ein ridftiger Ausdrud fiix den Quotienten
%b; denn
b b
{a.?}.c :a.{-c—.c} (& 8al 1y 0 0 gy
Solgefah. Soll eine Bahl mit einer yweiten multipliciert und
durd) eine bdritte dividievt werden, fo ift e§ gleidygiltig, in
welder Reihenfolge man multipliciert und dividiert.
§ 80. Gin Quotient wird mit einer Zahl multipliciert,
indem man bden Dividend mit ihr multiplicievt odev den Divifor durd fie
dividiert.

a ac a

Biit = (b, bpp
Beweis. Dajs .o =77 ift, ergibt fich aug §. 49, Folgef.
Aug der Grflivung eines Quotienten (§. 47) a8t jich ferner folgern,
0af8 aud

— —.c ift; benn
o000 =3Jot0: 0} .38 D
-_—%.b (G148, 1) =4

§. 81. Ein Quotient wird durd) eine 3ahl dividiert, i'nlbem
man den Dividend durd) fie dividiert, oder den Divifor mit ihr multipliciert.

a
b:c

a 4 i aic i a
T 5 i 5 %
Beweis.  Beide Fovmen ded Quotienten entfpredhen der in §. 47 oufe

geftellten Grflivung degjelben. Denn ed it
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ase (a: c)c

T e =G by =" (§. 48, 1), und audy

be-t =gers 8 50) = 1 (5. 48, 2).

Folgefos. Soll eine Bahl durdy 3mei Bafhlen dividbiert werden,
fo darf man entwebder durd) bdiefelben eingeln in beliebiger
Reihenfolge, oder auc) fogleidh durch) ihr Product dividieven.

§ b2. 1. Gine Bahl wird durd) ein Product dividiert, indem
man fie burd) dem einen Factor, und den erhaltenen Quotienten durd) den

anbern Factor dinidiert.
AMIEOEs | i
be by (o
Grgibt fih durd) Umfehrung der im §. 51 bewiefenen Gleichungen.

2. Gine 3afl wird mit einem Quotienten multipliciert,
indem man fie mit dem Dividend multipliciert und duvd) den Divifor dividiert.
a.—b— Sl —2'h:
¢ e c

Folgt durd) Umiehrung der Gleichungen in §. 49.
3. Gine 3ahl wird durd) einen Quotienten dividiert, indem
man fie durd) den Dividend bdividiert und mit dem Divijor multipliciert.
b a ae

a4 — = —.c==——

T i .= be

Grgibt iy duvch Umfehrung aus §. 50.

§ 53. 1. Gin Product bleibt unvevdnbdert, wenn man den
einen Factor mit einev Fafhl multipliciert und den andern durd
piefelbe Bahl dbividiert. :

ab—ac.thtel— (a: c)ibe.
&8 ijt
ab.= a.1(b.:c).cl (& 48, B) = ael(b : c) (§. 38, 2);
ab = a:{(b.c): ¢! (§ 48, 3) =(a:c).be (§ 52, 2).

2. Gin Quotient bleibt unvervindert, wenn man den Divi-
pend und den Divifor mit derjelben Jahl multipliciert oder
beide dbuvd) diefelbe dividiert.

& il e Cesin Tarikb
BT e T
Gs ijt
= (548, 8)=1= (§ 52, 3);
= wroe 6488 =55 6 52, 1).

Die voranjtehenden @uge itber die Divijion §§. 49—53 find gany analog ben Sipen
iiber bie Subtraction § 17—21.

§ 54. Potenzen derjelben Bafis werden dividievt, indem
man von den Grpomenten bes Dividends den Erpomenten bed Divijors
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fubtvabiert und bie gemeinfame Bajid mit der Differeny der Erponenten
potengiert.
% A

Beweis. Damit hier die Divifion nad) §. 47 ausfithrbar fei, muis vor-
audgefest werden, daj8 n nidht griger ald m fei. MWan fete m = n + w,
ober m —n = w, wo aud) w =0 fein fann: dbann ijt

Al 38l = et e A== 8" L aY :ahn(§a9)
= a¥ (§:148,,2) = a= %

Bufal. Nad) diefem Sate ijt

N g L Ra=—n ) und avs adi==ad,

Da aber die Ausbriide a® und a® nad) der im §. 36 gegebenen Grfld-
vung einer Poteny feinen Sinn haben, jo mufd fiir diefelben, damit der obige
Saty aud) fitr bie angefithrien jwei Fialle Geltung bebalte, erft bdie Bebeutung
feftgeftellt mwerden. Mad) bden bigher entwidelten Divifiondgefesien ijt nun
atl:a® — a und at:a® = 1; folglid) ijt a® gleichbedeutend mit a, und
a® gleidgbedeutend mit 1.

a) Die erfte Potens einer ahl ijt diefer Bahl felbijt gleid.

b) Die nullte Poteny einer Zahl ift gleich 1.

Berbindung der Divifion mit der Additiow und Subivaction.

§. 55. 1. CGine Summe wird durd eine Zahl dividiert, indem
man jeden Summanden durch fie dividiert und die fo erhaltenen Theilquotienten
abdiert.

a+b a b
oy W
m -E

Umgefehrt: Bwei Quotienten mit gleihem Divifor werden
adbdierf, indem man die Summe threr Dividenden durd) ben gemeinjamen
Divifor dividiert.

§ 56. 1. Cine Differens wird durd eine Zahl dividiert,
inbem man den Winuend und den Subtvahend duvd) diefelbe bdividiert und

bon dem erften Quotienten ben zweiten jubtvabievt.
a—b a b

Boweis. {5 4+ 2 m=2m 4+ 2.m(§40,1)=a+b (548 1).

WmoEam m "

goweis, {& — 2lm="m— 2 m§41,1)=a—b (s 48 1).

2. Umgefehrt: Zwei Quotienten mit gleihem Divifor werden
jubtrahiert, indem man die Differen; ihrer Dividenden duvd) den gemein-
famen Divijor bdividiert.

§. 57. Gin mehrgliedriger Ausdrud wird durd eine Zahl
dividiert, indem man jedes Glied desfelben durc) diefe Zahl bdividievt und
ven eingelnen Quotienten die Redynungzeichen der Glieder des Dividends gibt.
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Die Ridtigheit diejed Saged ergibt fich aud §. 55, 1, und §. 56, 1.
§. 88. G& fei ber Quotient %, wo A und B mehrgliedrige, und zwar

gleihartig geordnete Ausddviife bedeuten, u entwideln. Da ber Dividend A
dag Product aud dem Divijor B und dem Quotienten ijt, fo ift nad) §. 43, 3
und & 44 dag erjte Glied in A dag Product au§ dem erjten Gliede in B
und bem erjten Gliede im Quotienten. Dian findet daher dag erfte Glied q
ped Quotienten, indem man dad exfte Glied de§ Dividends durd) das erfte
Glied des Divifors bdividiert, und ed it

A
EB q = X,
wo x Dden noch fehlenden Theil bdes Quotienten vorjtellt. Fur Beftimmung

bont x fHat man

A : Ut
x=g_-—q:—j§-—%g~(§48,d)= Bq (§ 06 2)1

daber ijt

F=a+ 5L

Man erhalt aljo den not’E) fehlenden Ef)eil ped Quotienten, indem man

mit dem evjten @liede ded Quotienten ben Divifor multiplicievt, dag erhaltene
Product von dem Dividend jubtrahiert und den Rejt burcf) den @ini]’m dividiert.

Auf der wiederholten Anwendung der %ormel == ik Bq bevuft

mun folgendes Berfahren fiir bag Dividieren 3meler mebrglubrlger
Husdriide:

PMan dividieve, nadydem bdie Glieder ded Dividends und ded Divifors
gleichavtig geordnet wurbden, bdas evjte Glied des Dividends bdurd) bdas erjte
®lied des Divifors; daduvch erhilt man dag erfte Glied des Quotienten; mit
biefem Theilquotienten multipliciere man den ganzen Divifor und jubtrafhiere
bag Product vom ganzen Dividend. Wit dbem Refte verfahre man dann ebenfo,
wie mit dem uvjpriinglichen Dividend, um dag jweite Glicd ves Quotienten
ju evhalten, u. f. f.

3. 8.: (3a* —4ab —4b?* :(3a 4 2b)=a —2b

3a? 4 2ab
% 11 gla bt h?
— Gab— 4b?
it
0

Bufag.  Jnsbefondere exhilt man:
(a®—Db?:(a+b)=a—b, und
(a*> —=b*):(a—Db)=a+b; b §
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Die Diffeveng devr Quadrate gweier Bahlen dividiert duvd
die Summe oder die Diffevens diefer ahlen gibt beziiglich die
Differeng oder dic Summe derfelben afhlen.

§. 89. Wit Riidjicht auf die vorhergehenden Siige lafjen fich sur Be-
jtimmung de8 Quotienten jweier Glieder belichiger Ausdriice folgende Regeln
sufammenfjtellen:

1. Begiiglich des Betchens ift der Quotient weier Glieder adbitiv oder
jubtvactiv su fegen, fe nadjdem bdie beiben Glieder gleihe ober vevjdhiedene
Rechnungszeichen haben. (Folgt aus §. 48 wnd §. 48, 2))

2. Der Goefficient ded Quotienten weicr @Iwber ift ‘der Quotient
der Goeffteienten diejer Glieber.

3. Die Hauptgrofe bdes Duotienten jweier Glieder ijt bdie Haupt:
grife ded Dividends nad) Weglaffung derfenigen Factoven, weldhe audg im
Divijor vorfommen, und jwar in gleider Angahl, ald fie im Divijor ent:
halten jinbd.

Perbindung von Gleidhungen und Hngleichuugen durd) die Divifion.
§. 60. 1. Gleidhes durd @ielcf)eé piviviert gibt Gleidyes.
Jjit a =Db und ¢ =d, o ijt ?_—.. (§ 8, 3).

2. Ungleiches durd) Gleiches dividievt gibt Ungleides mit
vemfelben Ungleidheit8zeiden.

Jjt & = b b ¢ ="d, 'fo'1it %>%.

Beweis. Bive nidt — >%, fo miifste %?% fein; dann wive be-
begiiglicy nuth ¢ Z2.d (§. 46, 1 und 2), dafer a b (§. 48, 1), was
gegen die BVovausjepung ift.

3. ®@leides durd) Ungleidhes dividievt gibt Ungleidhes mit
entgegengejestem Ungleidheitszeidhen.

Jit a = b und c>d jo ifti<£

Seweis. Wive === d, o miifste in beiden Fillen - e>— d (8. 46,

2 umbd 3), daher a >"b (§ 48, 1) fein, was gegen bie %umuéfet;uug ift.
4. Ungleidhes durd) Ungleided mit entgegengefestem Aln-
gleidhyheit8zeichen dividiert gibt Ungleiches mit dem erften Un-
gleidhheitszeidhen.
At a="o nnbc<d fo i]'ti %.
Beweis. Wiire — < d, fo miijéte in beiben %aﬁeu — c<f d (§. 46,
2 und 4), dafer a < h (8. 48, 1) fein, wn§ gegen bdie %omuapegung ijt.



28

111, 2ultiplicafion und Divifion mit algebraiffen ganjen 3abhlen.
§. 61. it ver Meultiplicator eine pofitive Fahl + n, aljo gleid) der
abfoluten 3ahl n, fo evgibt fid) chon aus der alfgemeinen Erfldvung dev Wul-
tiplication in §. 35:
(+a).(+n)=(+a).n=+a+a+a+..(amal) = 4 an, umd
(—a).(+n)=(—a)n=—a—a—a—..(amil=)—an
Dagegen hat  die Dultiplication mit einem negativen WMultiplicator
—n nad) der obigen Guffvung feinen Sinn. Damit aud) eine joldje Meulti-
plication Bedeutung exfalte, darf man nur den durd) die Formel a(m —n) =
am — an audgedriidten Safs, dev in §. 42, 2, fiir m =>n Dewiefen wurde,
aud) dann al8 fortbejtehend gelten laffen, wenn m = o wird. MWean erhdlt dann

(4 a).(—n)=(+a).(0 — n) =a.0 — an=o0— an = — an, umd
(— a).(—n)=(—a).(0 —n) =—a.0 —(—a.n) =o0—(—an)
— o0 + an = - an.

Mit einer negativen Jafhl multiplicieven heift demnad), dad
Enigegengefeste des Multiplicands mit dem abfoluten Werte bed Wultiplicators
multiplicieven.

Die voranjtehenden Crgebniffe

(+a).(+n) = + an, (—a).(+n)
(—a).(—n)=+an, his)dra
fann man in den folgenden Sap zujommenfaijen:

Amwei gleid) bejeidhnete Factoren geben ein pojitivesd, jzwei
ungleid) bezeidhynete Factoren geben ein negatives Product.

Solgefite. 1. Das Product zweier algebraijdher Bahlen bleibt
ungedndert, wenn man diefelben unter einander vertaufdt.

G8ift £a.+b==ab, unb +b.*=a =+ba==tab (§ 36);
bafer == a.+ b = 4 b.== a. Ehenjo folgt =a.— b = — b.=* a.

2. Dasé Product von beliebig vielen pofitiven Rabhlen ift
pofitiv.

3. Das Product von lauter negattben Aahlen ift pofjitiv,
wenn die Anzahl dexr Factoren ein BVielfades von 2 ift, jonit
negativ.

§. 62. Fiiv die Divijion algebraijdher Bahlen gilt der Safs:

Der Quotient jweier algebraifder Zahlen ift pofitiv oder
negativ, je nadydem diefelben gleidhe oder verjdiedene Borgeidhen
haben.

I II

= an,

(Fa):(+b)y=144q "(=a):(+b==gq
(H+a):i(=b)=—=gq  (—a):(=b)=+g
wo q den abjoluten Wert des Quotienten parftellt.
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SGeweis. Jjt der Divibend (dbag Product) pofitiv, fo miiffen, wie aus §. 61
folat, ber Divijor und der Quotient (bie beiden Factoven) gleich bezeichnet fein;
alfo ift (4~ a):(+Db)=4q umd (+ a): (= b) = —q.

Jit ber Dividend negativ, fo miifjen Divifor und Quotient verjchiedene
Lorgeichen haben; aljo ift (—a) : (+b)=—qund (—a): (—b) = + q.

§. 63. Alle fiiv die Producte und Quotienten abfoluter Sahlen eriviefenen
@iige lafjen fih aus den Commutationsdgejeten

a4+ b=Db+4a (8§ 11) und
, a.-b =bia (8:37),
wo a und b abjolute gange Jahlen bedeuten, durd) blofe Umformungen hexleiten.
Da nun diefe zwei Gefette aud) fiir algebraijche Bahlen ridtig find (§. 32, 3,
und §. 61, Folge]. 1), jo gelten alle fiiv abjolute gange Zafhlen
bewiejenen Sipe iiber die Producte und Quotienten aud fiiv
algebraifde ganze Zahlen.

Québejonbere gelten bie Sige iiber bie Multiplication und Divifion mehr-
gliedriger Ausdriide (§§. 43—45 und 57—59) aud) fiir algebraijhe Summen;
nur miiffen die adbditiven und fubtractiven Glicder (mit Riidfiht auf §. 33)
hiev al8 pofitive und negative Summanden betvadytet werbden.

Jn Beziehung auf die Sife iiber die Verbindung von Gleichungen und
Ungleidjungen (§§. 46 und 60) gilt die in §. 34, Buj. 2, gemadyte Bemerfung.

IV. §dljteu[t}fteme.

Bahlenfyfeme itberhaupt,

§. 64. Unter einem Zabhleniyjtem verfteht man eine jolde Dar-
jteltung dev bejondeven Bahlen, mittelit weldher nad) einem bejtimmten Gefesse
durd) verhiltnidmigig wenig Sahhodrter und Bahlzeichen fede beliebig grofe
Bahl auggedriidt werden famm.

Um ein Zahlenfyjtem zu bilden, ahlt man in der natiivlidhen Sahlenveihe
nuv bi§ ju einer beftimmten, jedod) 1 itberjdhreitenden Zahl b, welde man
nod) unmittelbar auffajfen will, und welde die Grundzahl oder Bajis des
Bahlenfyitems heift. Betvadtet man Ddiefe al8 eine neue Einheit und
fommt dann beim weiteren Bdhlen auf eine Rahl, welde diefe neue Einbeit
jo viefmal enthilt, wie die Bajis angeigt, alfo auf die Zahl b.b = b? fo
fieht man diefe wieder al§ eine neue Einfheit oder al8 Einfeit dev nddits
hoheren Ordbnung an. Gelangt man bei fortgefeptem Bihlen zu einer abhl,
weldpe die hohere Ginfeit b® fo vielmal enthilt, wic b angeigt, alfo zu dev
Bahl b2.b = b*, fo wird diefe als Einheit einev nod hoheren Ord-
nung angejehen. Duvd) Fortjepung diejes Bovganges fann man newe Ein-
beiten immex Hohever Ordnung bilden.
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Die auf einander folgenden Einbeiten b, b2 b*. .. erjdheinen al8
Potengen der Bafis b und heifen, den Erponenten devjelben gemdf, Einbeiten
der erftem, zweiten, bdvitten, ....Drbnung, oder aud) des eviten,
jwetten, dritten, ... Rawges, jum Unterjdiede von der nrjpringliden
@inbeit, bie man, weil 1 =b° (§. 54, Zuj.) ijt, aud) Cinheit de§ nullten
Ranges nenmen:

§. 65, Jede Bahl fann als eine Summe von Theilen davge-
jtellt wevben, beven feder die Einfheit eined beftimmten RNanges,
verfehen mit einem Coefficienten, welder fleiner al8 die Bajis
ift, enthalt.

Beweis.  Jft by die hiochjte Cinbeit, welde in der ganzen Zahl N vor-
fommt, fo fann man

N=ab*+ N,
jeen, wo a, <<b und N, << b® fein mufs. GEhenjo fann man weiter jesen:
Ny = .aa Rl T - N Wo-an 1 = b. N, < h*1;
N Bnoe D2 N, 080 e << b, N, < BP—2:
Nows =8, b% + No3, W0 a, < b, Nyy < b?;
Nes=a, b4 a, mo a <Db, a,<b.

@ubftituiert man nad) und nady die Werte von N, N,, ... No—s, Noy

in N, fo evhilt man

N=a,b"+a, b +a, b2+ ... 4+ a,b* +a,b 4 a,
wobei iibrigens von den Coefficienten an—i, an—s, ... a,, a, einige ober aud
alfe O fein fonnen.

Diefer Ausveud ift daher bdie allgemeine Form fiiv jede beliebige
gange Rahl in dem Bahlenfyjteme, defjen Bajis b ift.

Um nun in diefem Shyjteme alle beliebigen gangen Baflen ju benennen,
geniigt e8, blof venjenigen Baflen, weldhe einer al8 b {ind, fowie den auf
einander folgenden Potengen von b bejondeve Namen zu geben. Um in diefem
Gyijteme alle beliebigen Bahlen fdriftlid) davzuftellen, bedarf es nur
befonberer Beidhen (Biffern) fiiv die Sahlen, welde feiner ald b find, und des
Beidhend 0 fiiv dad Nichtoorhandenfein einer beftimmten Poten; von b, jomit
sufammen fo vieler Biffern, wie die Bafid8 b angeigt.

Do man jede gange 3ahl, die gvofer ald 1 ift, ald Bafis eines Bahlen-
jyjtems wdbhlen fann, fo laffen fid) ungahlig viele verjchiedene Sahleniyiteme
berjtellen.

Dekadifdhes Bahlenfyfiem.

§. 66. Das gegenwartig allgemein gebriudyliche Bahlenfyftent  ijt das
vefadifde, deffen Bajis zehu (defa) ift.
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Jn diefem driicft man die erften neun Sahlen, Einer, mit den befannten
Bahhwdrtern eing, zwei, drei, vier, fiinf, fechs, fieben, acht, neun aud und nennt
die Einheit be§ erften, aweiten, britten, vierten, ... Ranges besiiglich einen
Behner, einen Hunbderter, einen: Taujender, einen: 3ehutaunjender. ...
PBerbindet man mit jenen Sahlhwdrtern die Bewegungen der auf einander folgenbden
defadifdhen. Einbeiten, jo fann dbaduvd) jede beliebig grofe Sahl benannt werden.

Um die defabdifchen: Jahlen: fdyriftlic) davgujtellen, geniigen: die Biffern ity
die evjten neun 3ablen: 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, su denen nody die O fommd.

Beseichnet man mit a, b, e, ... p, q, r irgend eine dev Jahlen 0,
1, 2,...8, 9, jo ift der Ausdbruct

r.10® 4 q. 100 4 p.10r2 4 Lol 410 + 110 + a
odie alfgemeine Form einev defadifhen gangen Bahl. Man FHirgt aber diefe
dorm bdahin ab, dajé man die Additionszeichen und die defadifden Ginheiten
10, 10%, 10%, ... wegldjst und nuv die Coefficienten (Biffern) anjdreibt, und
jeder Riffer einen zehnfadhen Wert amweist, wenn man fie in die nidite
Rangftelle nach links verjept. JIn diefem Sinne ijt 3. B
35684 = 3.10* 4+ 5.10° 4+ 6.10* 4+ 8.10 + 4, oder
= 30000 4+ 5000 -+ 600 + 80 +- 4.

§. 67. Bei jeder Biffer einer nad) der angegebenen Sdhveibiveife aus-
gedriidten defadifdhen Bahl mufs man aufer dem eigentlichen Ziffermwerte
aud) den Stellenwert obder Rang Dbeviidfidhtigen. Der Rang einer Biffer
wird durd) den Erponenten Dderjenigen Poteny von 10 bejtimmt, welche die
defadifdie EinBeit jener Stelle ift; man fann daber diefen Erponenten von 10
ven Rangerponenten dex Biffer nennen. 3. B. in 356684 hat die Iiffer 6
vent Rangerponenten 2, die hochfte Biffer 3 den Rangerponenten 4.

Solgefage. 1. Der Rangerponent der Hiochiten Biffer einer bdefadijdyen
gangen Bahl ift um 1 fleiner ald dbie Anzahl der Biffern.

2. Bedeutet N eine defadifhe gange 3ahl, deven hochjte Siffer den Hang-
exponenten n fat, alfo eine (n + 1) jiffrige gange Babl, jo ift

N = 10" und N << 10+,

§. 68. Die befannten Vorfdyriften fiir dag Redynen mit defadijchen
gangen 3aflen bevuben auj den Sdten, welde fiix dad Recdhnen mit mehr-
glicbrigen Ausdriiden, die nach den Potengen derjelben Bajid georduet find,
gelten, wobei jedod) wegen der einfacheven Darjtelfung dev defadijhen Bahlen
durd) neben einander gejdhriebene Biffern auf den Rang Ddiejer RBiffern ftets
Jiicicht genommen werden mujs.

@ransformation der Bablen aus einem Bahlenfylleme in ein anderes.
8. 69. Die beim Schreiben defadijcher Bahlen eingefiihrie Abfiirzung
tritt in entjprechender Weife aud) beim Anjdreiben dev Bahlen in einem nidyts
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vefadijchen Bahlenjyjteme ein. So bedentet 5342, im Syjteme der Grundzahl 6
gejchrieben, was wiv durd) 5342 [6] ausbriifen wollen,
5.6% 4 3.6% + 4.6 4 2.

Audy die RedhnungSopevationen mit nidhtdefadijhen Jahlen werden nad)
den gleidhen Geferen, wie die mit defadifchen Bahlen, audgefithrt.

Aufgaben. 1. Eine in einem nidtdefadifden Sahleniyjteme
gefdriebene Zafhl in dad defadifdhe Bahlenjyftem ju itbertragen.

WMan bilde die auf einander folgenden Einbeiten ded gegebenen Syjtems,
multiplicieve jede derfelben mit der Biffer des betreffenden Ranges und addieve
die Producte.

Qit 3. B. 32013 [4] in dasd defabdifthe Bablenfyjtem ju iibertragen, fo
hat man

4% =6l 3.2b6 = 768
diie="1 2 ¢16di=1128
43— 16 T b == s o4
4% —red 3 = i
44 = 956 903

alfo 32013 [4] = 903 [10].

2. @ine Bahl ded defadifhen Bahlenjyjtems in ein nidt
befadijdhes Bablenjyjtem, defjen Bajis gegeben ijt, ju iibers
tragen.

Man bilde die auf einander folgenden Einbeiten de§ neuen Syijtems.
Dann dividiere man die gegebene Sahl durdy die hischite diejer Einbeiten, weldye
in ihv enthalten ijt, den Rejt durd) die nadjtfleinere Einbeit, den neuen Rejt
burd) die weiter folgende Ginbeit, u. . f. Die gefundenen Quotienten find
oie Biffern ber gegebemen Bahlen in dbem neuen Syjteme.

Qit 3. B. die defadijhe Bahl 487 in das Syjtem der Grundzahl 6 zu
iibevtvagen, jo ot man

68 —.1 487 : 216 = 2
6'=6 Db s 6=l
6% — 36 19—
6% = 216 D ARRN=—"1]

alfo 487 [10] = 2131 [6].
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V. Cheilbarheit der Saflen,

§. 70. Gine Babl a feifit durd) eine andeve Bahl b theilbar, wenn
jie durd) diejelbe dividiert eine gamze Bahl zum Quotienten gibt. Der Divi-
bend a Deift in diefem Falle ein Bielfades (§ 35, 1) von b, und b ein
Naf von a.

Gine Babl, welhe nur durd) die Einbeit und durd) {ich felbjt theilbar
ift, wird eine abfolute Primzahl, aud) blof Primzahl genaunt; jede
anveve Bahl heifit eine jufammengefepte 3afhl.

Gine Babl, durd) weldje zwei oder mefhreve andeve Jafhlen theilbar find,
wird ein gemeinfames Maf diejer Sahlen genannt. Unter dem griften
gemeinfamen Wafe mehrever Zablen verjteht man die grofte Iahl,
burd) weldye diefe Sahlen theilbar jind. Bahlen, welde aufer der Einbeit fein
gemeinfames Mtaf Haben, heifen Primzahlen gegeneinander oder vela-
tive Primzahlen.

Gie Zahl, welche durdy awei oder mehrere andere Sahlen theilbar ijt,
heifit ein gemeinfames Vielfades bdiefer Bahlen. Unter dem fleinften
gemeinjamen Bielfaden mehrerer Bahlen verfteht man die fleinfte
Bahl, welde dburd) alle jene Bablen theilbar ijt.

Jit eine Bahl a dburd) eine andere b nidyt theilbar, fo Heift die Rahl r,
welcdhe evhalten wird, wenn man von bdem Dividende a dag grifite Bielfadye
bon b, welhes darin vorfommt, 3. B. bq, jubtvabiert, der Reft der Divi-
jion. @8 ijt aljo r=a — bq, und daker a = bq 4 r.

1. Gemeinjomes Mafy der Sahlen.

§ 71 1. Jeded gemeinjame Waf zweier oder mehrerer
Aahlen ift audy ein Maf ihrer Summe.

Breweis. €8 fei m cin NViaf der Bahlen a, b, c. Sept man a: m = ¢,
b:m=2g c:m=1y wo « f, y gange Bahlen bedeuten, jo ijt a = me,
b=mg c=my, ud a +b 4+ ¢c=me + mp 4+ my; folglih
(a4+b+4c):im=ua+ -4y fomit m ein Maf von a + b + c.

2. Jedes gemeinfame Waf zweier Jahlen ift aud) ein Vaf
ihrer Differens

Beweis, Céfeia:m —=eund b :m=4; dann ifta—=me, b=m4,
ud a — b =me — mp; folglih (a—b):m =« — B.

3. Jebed Mafk einer Bahl ijt aud) ein Maf jedesd Bielfaden
ber Hahl

Beweis. €6 fei a:m = e@; dann it a =me und ap = mpe;
jolglih ap:m = pe.

§. 72. Aufgabe. Dad grofite gemeinfame Maf jweier Zahlen
ju finben.

Do dnil, Arithmetit und Algebra, 3
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Man dividieve die grofeve dev beiden Bafhlen durdh bdie fleineve, jodann
pen Divifor durd) den Divifionsret, den neuen Divifor duvd) den neuen Reft,
1. §. f., bi8 endlidh eine Divifion ofne Reft aufgeht; der lepte Divifor ift das
grbfite gemeinjame Maf der jwei gegebenen Saflen.

Bemeis, Sind a und b, wo a = b, die zwei gegebenen Jahlen und gibt

a: b bden Quotienten g, mit dem NRefte r,;,

b: ry n " 9 " n Ty
ry -y g I q; n " o Tap
Iy Xy o " 9 n " " r, f .,

fo hat man, wenn r, = 0 angenommen wird,
23— b T und a—bag=r

b=r4g, + 1 n b—rg=r
r,=r,q, + 1, " r,—TQy =TI
Ty, = T3 Gy " r‘.’.'—rsq;:O-

Bunidijt ift Har, dajs man bei fortgefestem Dividieven endlid) an einen
Rejt — O fommen miijje, weil dev jedesmalige Nejt eine ganze Bahl und
wenigjtend um 1 fleiner al8 der Divifor, weldher der vorhergehende Rejt war,
jein mufé.

Qft nun r, = 0, fo folgt, wenn man bdie oben (infs ftehenden Gleicdhungen
pon unten anfangend betradytet, dajs r, ein Weaf von r,, daber (nady §. 71)
aud) von dem Bielfaden r, q,, alje aud) ein Niaf von der Summe r, q, -+ Ty,
0. i. bon r, ift; daj8 r, fermer ein WMaf von r, q,, aljo aud) von r,q, + 1y,
0. . von b, und endlidh) auch ein Waf von bgq,, fomit aud) von bq, + r;,
0. . von a ift. r, ift demnad) ein gemeinjames Waf von a und b.

8 fei andeverfeits m ivgend ein gemeinfames Maf von a und b.
Dann folgt durd) Betvadytung der oben vechts jtehenden Gleidhungen: m ijt
ein Wafy von dem Bieljaden bq,, alfo aud von bder Differeny a — bq,,
d. i. bon r,; baber ift m audy ein Weaf von r, q,, alfo aud) von b — 1, q,,
0. i. von r,; dann ift m aud) ein Waf von r, q,, alfo aud) von r; — 1,9y,
. i. von r,. Hievaus folgt, dajd m nidyt grifer ald r, fein fann, dafs mithin
r, bag grofte gemeinfame Maf von a und b ijt.

Dad hier angegebene BVerfahren, zu a und b dad grifte gemeinjame
Maf 3u finden, pflegt man die Kettendivifion fiv a und b u
nennen.

Bri[piele.

1) Um da8 gr. g. Weaf von 1134 und 3654 su finden, hat man
3654 : 1134 = 3 mit dem Hejte 252 ober 1134|3654/3
1idd: 294 0. . 128 . 126 2524

9522 198 =225 o4 4o tiiz a0 02

gr. g. Paf = 126.
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2) €8 foll bas gr. g. Maff von 3a® — 2a? — 3ab®+a 4 2b2 4 b
und a® — b* gefudht werden.
(3a® — 2a®* —3ab* 4+ a + 2b* 4 b): (a® — b =3a — 2
3a’ — 3ab?

- — (a®> —Db%:(a 4+ b) =a—b.
—2a*+a+2b%4+b
— 242 + 2h? Dos gefuchte gr. g. Waf ijt alfo
4 o ber legte Divijor a + b.
+ a + b Reft.

§. 73. Aus der im §. 72 begriindeten Kettendivifion zwifhen jwei Sahlen
ergeben {ich nadjftehende Folgejdate:

1. Jedes gemeinjame Diaf jweier Jahlen ift aud) ein Paf des groften
gemeinfamen Mafes derfelben.

Bolgt aud dem zweiten Theile ded Veweifes ju §. 72

2. Qjt bei der RKettendivifion fiiv a und b der lepste Divifor gleid) 1,
fo find a und b velative Brimzahlen; und umgefelhrt.

3. @Gind a und b relative Primzahlen, jo ift dad grifte gemeinjume
Wiaft von ap und bp gleid) p.

Denn die Kettendivifion fiiv a und b gibt als lehten Divijor 1; feht
man nun in diefer Kettendivifion jtatt a und b die Sahlen ap und bp, 0. i.
multipliciert man jede der in §. 72 angefithrten Gleichungen mit p, o wird
ver lepte Divijor, alfo das grifte gemeinfame Maf von ap und bp,
gleidh p.

Auf analoge Weife [afst fid) folgern:

4. Sind a und b velative Primzahlen, jo ijt dad grifte gemeinfame
Maf von ap und b aud) dag grofte gemeinfame Waf von p und b.

Bon dem Sage 4. madh)t man haufig bei der Aufjuchung bes groften
gemeinjamen Mafes jweier allgemeiner Augdriife Anwendung, indem man,
um die Kettendivifion ausfiihren ju fonnen, einen ber beiden Ausdriide mit
einev Bahl multipliciert oder durd) eine 3ahl bdividiert, welde zu dem anbdern
Ausdbrude velativ prim ijt.

Beifpiel: Man fudhe dad gr. g. Waf von

10x% 4 14x — 12 und 7x* 4 22x 4 16.

Damit bdie Divifion der beiden Ausdriide in gangen Jahlen ausgefithrt
werden fonne, multipliciere man ben evften mit 7, welche 3ahl fein Maf des
sweiten Ausdrudes ift; man hat dann

(105% 4 98x — 84) : (Tx? + 22x 4 16) = 10
70x? + 220x + 160

— 122x — 244
3#
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Wird bder Reft — 122x — 244 durd) die Jahl — 122, welde fein
Maf des fritheren Divijors ift, dividiert, wodurd) man x + 2 erhilt, fo
ergibt fid) al8 weiteve Recdhnung:

(1x* +22x + 16): (x + 2)=T7x + 3

Tx? 4+ 14x

+ 8x - 16 Das gr. g. WMWaf ift alfo x + 2.
4+ 8x + 16 i

0

§. 74. 1. Gin Quotient, welder mit jeder von zwei rela-
tiven Primgahlen multipliciert eine gange Zahl um Producte
gibt, ift felbft eine gangze Bahl.

Beweis. E8 feien a und b relative Primzahlen und die Producte
(p:q) aund (p:4q) b gange Bahlen. Dann find aud) ap:q und bp:q
gange Bahlen und ift fomit q ein gemeinfames Maf von ap und bp.
Bwijdjen den Buhlen ap und b p ift aber, da a und b velativ prim find, p
bag grofte gemeinfame Maf (§. 73, 3); mithin ijt q ein WMaf von p
(8 73, 1), unb daher dev Quotient p : p eine gange Zahl.

2. it eine Bahl durd zwei velative Primzahlen theilbar,
fo ift fie aud) durd) dad Product derjelben theilbar.

Beweis. €8 feien a und b relative Primgahlen und p:a und p: b
ganze Bahlen. Dann find aud) (p : ab) b und (p: ab) a gange Bahlen; alfo
mufé nad) 1. aud) der Quotient p: ab eine ganze ahl fein.

3. Qijt ein Broduct weier Factorven durd) eine ahl theilbar,
weldhe gegen den einen Factor eine velative Primzahl ift, fo mujs
ber 3weite Factor buvd) diefe Zahl theilbar jein

Beweis, €8 fei ap durd) b theilbar und b gegen a eine velative
Primzahl. Da ap:b und bp: b, oder (p:b)a und (p:b)b ganze Jahlen
jind, mujé nad) 1. auch) p: b eine gange Bahl fein.

4. Jijt eine Bahl gegen zwei oder mehrere andere Zafhlen
eine velative Primgzahl, fo ijt jie e8 aud) gegen das Product
derfelben. :

Bewets. 8 fei m eine velative Primzahl gegen a, b und c. Wiire
abec:m eine gange Bahl, jo miiféte nadh 3. aud) b ¢ : m, und bann aus vem:-
jelben Grunde auch ¢ : m eine ganze Bahl fein, wasd jedod) bder Annahme
widerjpridt.

5. Die Potengen zweier velativer Primzahlen find felbit
velative Primzafhlen.

e
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Beweis. Sind a und b velative Primgahlen, fo mujs nacy 4. aud) a
gegen bb, ferner bb gegen a a, ebenjo aa gegen bbb, u. j. w., aligemein
a™ gegen b eine velative Primgahl fein.

§ 75. Aufgabe. Dad griofte gemeinfame Maf mehrever
Bahlen zu finbden.

Jit bag gr. g. Naf der Zablen a, b, ¢ und d zu findben, jo fude man
suerit bag gr. g. Maf von a und b, bdiejes jei m; dann jude man bdas
gr. g. Maff von m und ¢, diejes fei n; endlidh fudhe man dag gv. g. MWaf
von n und d, biefe§ jei p; p ift dann das gr. g. Maff von a, b, ¢, d.

Beweis. Nad) der Bovausfeung enthalt m alle gemeinjamen Primfactoren
von a und b; n enthdlt alle gemeinfamen Factoren von m und ¢, alfo aud
boit a, b und c; p endlich enthilt alle gemeinjamen Factoven von n und d,
folglih aud) von a, b, ¢ und d; p ift aljo dag gv. g. Maf von a, b,
¢ und d.

Brifpicle. 1) Man fuche dad gr. g. Weaf von 1554, 35562 und 5143.

1554|3652 | 2 992 (5143 | 23
9299 | 4443 0| 703
02 37/6

222 ijt do8 gr. g. Maf von 15564 und 356562; 37 ift das gr. g. Waf von
222 und 5143, alfo aud) von 1554, 3552 und 5143.

2) Man fude bas gr. g. Paff von

3x? — 2xy — By? 2x* 4 9xy + Ty* und 2x®* — 2y2

A8 dbas gr. g. Maf von 3x® —2xy — Hy* und 2x* 4 9xy + Ty*
echilt man x 4 y.

Bon x +y und 2x*— 2y? ift ferner x 4y das gv. g. Maf, weldyes
baber zugleih das gr. g. Maf der gegebenen drei Ausbdriide ijt.

2. Gemeinfames Vielfadjes der Sahlen.

§. 76. Aufgabe. Das fleinfte gemeinfame DBielfade zweier
Bafhlen zu finden.

Man fudhe zu den jwei gegebenen Bahlen dad gr. g. Miafi, dividieve
durd) diejed eine der beiden Bahlen und multiplicieve mit dem Quotienten bdie
andeve; das Product ijt dad gejudjte Fleinfte gemeinjame Vielfadhe.

Beweis. €8 feien a und b die gegebemen Bahlen. Haben biefe Fein
gemeinfamed Maf, fo ift ihr Product a b felbjt zugleidy ihr f. g. Biel
faches. Sind aber a und b nidt velative Primzahlen, fo fei m ihr gr. g.
Maff, und war a:m =@, b:m =p, wo ¢ und g feinen gemeinjamen
Factor mehr enthalten fonnen; man Hat dann a = me, b = mp. Jedes
DBielfache von a mufd aljo die Factoven m und e, feded BVielfacdhe von b mufs,
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bie Factoren m und B, und baher feded gemeinjame BVielfade von a und b
pie Factoren m, e und B enthalten; dad Product nun, weldes nur diefe drei
Sactoren enthalt, wird dad fleinjte g. Bielfache von a und b fein. Das fL.
9. Bielfadye von a und b ift aljo
mepf =me.f = a(b:m)
= mf.e =ibj(a:dm):
Beifpiele. 1) Man fude das fl. g. Bielfache von 648 und 972.
648 | 972 |1 324 it dbas gv. g. Paf.
O’ 324 |2
648 : 324 = 2; 972.2 — 1944, oder
972 : 324 = 3; 648.3 = 1944;
fl. g. Bielfacded = 1944.

2) @8 joll dag fl. g. Bieljahe von Ya‘x® — 4b’x* und Ya'x®
— 12a%bxy? + 4b*y* gefunden werden.

Das gr. g. Maf diejer Ausdriife ift 3a’x — 2by?. Wean hat dann

(9a*x® — 12a’bxy® + 4b%y*): (3a®x — 2by?) = 3a’x — 2by?;
dafer ift (9a*x® — 4b%y") (3a’x — 2by?)
= 27a°x® — 18a'bx®y® — 12a’b’xy* 4+ 8b’y*
bag gejuchte . g. Bielfade.

§ 77. Aufgabe. Das fleinfte gemeinfame Bielfadhe meh-
vever Bahlen ju finden.

Man jude zuerft das Il g. Bielfache zweier Jablen, dann dad fl. g.
Bielfache des eben gefunbdenen Vielfachen und dev dritten Zuhl, und fahre auf
diefe Avt bi8 jur lepten gegebenen Bahl fort. Dasd julegt gefundene £l g.
Bielfadpe ift sugleidy bas fl. g. Bielfache aller gegebenen Rahlen.

Seweis analog mit dem Beweife in dem §. 75.

3. Theilbarfeit defadifdjer Sahlen.

§ 78. Gine defadifde Zahl N ijt durch p theilbar, wenn
pie Summe der Producte aud ihren eingelnen Fiffern und bden-
jenigen Reften, welcdhe aug der Divifion ihrer defadifden Ein-
heiten durd) p entftehen, durd p theilbar ijt.

Brweis. E8 fei die defadifche Bah!

N=a-+b.10 +¢.10> 4 ... + k.10"
gegeben, in weldher a, b, ¢, ... k die aufeinander folgenden Riffern von der
Rechten gegen die Linfe bejeidhynen. Dann ift

N 1 10 102

?:a.?—kb.?—i—c.—p——l—...—}-k.%.

i (1A, b AT Ty 10n Tn
Jit n““?—%‘}‘Tr ?—qﬁ-? Tzqnﬁ"";,

fo hat man
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Ty

+h(a+ ) +e(n+2)+. Fk(ntD)

S =bq +eq+. +Eq+ a‘l"'b"*"‘;’“'” i
Die Bahl N ift alfo durd) p theilbar, wenn bie Probuctenjumme
S=a.l +br, +cr,+.. +km
burd) p theilbar ijt.
Qit 3. B. ju unterfuden, ob 415702 durd) 7 theilbar jei, fo findet man
e ipi="T" nnd oert SDEDRI TG A DECERER Il pr =t e, =18 Sei— 6
=4, r, =5, u. {. w. Man hat alfo
415702. . . Bafl,
546231 . . . Refte.

Damm §=2.14+0.34+7.24+-5.641.44 4.5="70 burd
7 theilbar ift, fo ift aud) die Bahl 415702 durd) 7 iheilbar.

Befondere Kegeln.

§ 79. 1. Gine dbefadifdhe Bahl ift durd) 2 ober durd) 5 theil
bav, wenn ifre niedrigfte Biffer beziiglich durch 2 oder 5 theils
bar ift.

Denn jowohl fiir p = 2 al8 fiix p =5 witdbr, =r, = .. =0, alfo
S =—ras

Sufag. Bahlen, welde durd) 2 theilbar find, beifen gerade, alle ibrigen
ungevade Bahlen. Die allgemeine Form fiiv die gevaden Zahlen ift 2 m,
fiic die ungevaben 2m 4 1 oder 2m — 1, wo m irgend eine ganze 3ahl
fein famn.

2. Gine befadijdhe Bahl ift durd) 4 theilbar, wenn ihre
niedrigjten jwei Jiffern al8 3ahl betradtet durd) 4 theilbar jind.

Dennt filr p—4 irh r, =2 1, =r =.. =0, alfo.B=a+42b.
a -+ 2b ijt aber (nadh §. 71, 2) durd) 4 theilbar, weun bdie um 8b bver-
groferte Bahl a + 10b bdurch 4 theilbar ijt.

3. Gine defadijdhe Zahl ift dburd) 3 oder durd) 9 theilbar,
wenn ifre Riffernfumme beziiglih durdy 3 oder durd 9 theil
bav ift.

Denn fowohl fix p=3 a8 fir p=9 iftr, =r, =1, =.. =1,
daher S=a 4+ b+c+...

4. Gine defadijdhe Bahl ijt duvd 11 theilbar, wenn die
Differen zwifdhen den Ziffernfummen in den ungeraden und
in den gevaden Stellen dburd) 11 theilbar ift.

ir p=1Nitry=r,=r=..=10umd r,=r,=.. =1, alfo

S=a+ 10b +c + 10d 4+ e + 10f 4 ...
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Diefe Summe ift aber (nad) §. 71, 1) ourd 11 theilbar, wenn die
um 11b + 11d + 11f + .. verminderte Sabh!
a—b+c—d+4e—f+4...
oder (a+c+e+..)—(b+d+£4+..)
ourd) 11 theilbar ijt.

4, Primgahlen uud jujamntengefelste Jahlew.

8 80. Jit eine 3ahl n fleiner al8 dad Quabrat einer andern
Babhl a und ift n mit Audjdhlujs der Einbheit durch feine Zahl
unter a theilbar, {o ift n eine Primzahl

Beweis. Gejetst, n fei duvd) irgend eine Jahl p theilbar, jo fomnte nuv
p>a fein. €8 fei nmn n:p=x, alfo n = px, wWo x eine gange 3ahl
bezeidynet; dbann wive aud) n : x = p, alfo n durd) x theilbar. Aus n << a?,
und p = a folgt aber n:p << a, oder x << a. G8 miijste daher unter der
obigen Annafhme n durd) eine Zahl x << a theilbar fein, wag gegen die Bor-
oudjegung ijt. n mujd aljo eine Primzahl fein.

§. 18. Anfgabe. Alle Primzahlen bi8 ju einer gegebenen
Grenge ju beftimmen.

PMan bilde die Quadrate der natiitlihen Bahlen, big das leste Quadrat
dbie gegebene Grenge iiber{dhreitet:

1,4,'9, 16, 25, 36, 49, 64,81, 100...

€8 find dann Primzahlen diejenigen Rahlen jwijchen 1 und 4, welde mit
Ausidhlufd der 1 durd) feine Zahl unter 2 theilbar find, alfo 1, 2 und 3;
ferner diejenigen Bahlen zwijdhen 4 und 9, die mit Ausjdhufs der 1 durd
feine 3abl unter 3 theilbar find, alfo 5 und 7; w. f. w.

Die Ridtigleit folgt aus §. 80.

§ 82. Jede jufammengefetste Zahl (afst {id), und zwar nur
auf eine Art, in lauter Primfactoren zerlegen.

Beweig. Jede jujammengefetste Jahl a mufs wenigjtens in wei Factoren
sexlegt wevden fonmen, wobei der Factor 1 ausgejdyloffen bleibt; diefe laffen
fid), wenn fie jufommengefeiste Saflen find, wieder in Factoven zerlegem, bdie
entweder jdyon Primzahlen oder {elbjt wieber zujammengefetste Jafhlen jind;
wird im letsteven Falle dbas Berlegen fortgefest, jo mufs man, ba die Factoven
immer fleiner werben, endlid) lauter Primgahlen ald Factoven evhalten. Sind
nun m, n, p, q, r bdie gefundenen Primfactoren, von demen einige aud
gleid) fein fonnen, fo find diefelben aud) die eingigen abjoluten Primzahlen,
peren Product die Zahl a ift. Denn liefe fih a aud) in die Primfactoren
s, t, u, v, die von m, m, p, q, v verjdhieden find, zerlegen, o miijdte
mnpqr =stnv, und daher mnpqr:s = tuv, aljo mapqr durd s
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theilbar fein, was jedodh), da abfolute Primzahlen aud) velativ prim ftnd, nad
§ T4, 4, nicht miglid) ift.

§. 83. Aufgabe. Cine jufammengefesste Bahl in ihre Prim-
factoren zu zerlegen.

Dian dividiere die gegebene Jahl duvd) die Feinjte Primpahl, duvd) die
fie theilbar ift, 1 nidht mitgerednet; den Quotienten dividiere man rwieder
durd) die fleinfte Primzahl, durd) die er theilbar ift, die fritheve Primzahl
nid)t ausgenommen, und verfafhve jo mit jedem folgenden Quotienten, big man
endlid) auf einen Quotienten fommt, dev felbjt eine Primzahl ift. Die nady
und nad) angewendeten Divijoren und bder legte Quotient find bdie Prim-
factoven, aud denen die vorgelegte Sahl bejteht.

it 3. B. 630 in Primfactoven ju zerlegen, fo hat man:
630 : 2 = 315 ober 6302

315: 3 = 10D 3153
10823 = 35 1053
SR 1sDr— Hil 355

gl

aljo 680 = 2:815 = 2.3 105:—2.8.8.35 == 2:3.3:5¢1.

Bufol. Um alle Factoren einer Babhl ju finden, jerlege man diefelbe in
ihre Primfactoven, multiplicieve mit dem weiten Primfactor den exften, dann mit
vem bdritten Primfactor die vorhergehenden jwei Primfactoren und den evhaltenen
jufammengefetten Factor, und jo fort mit jedem folgenden Primfactor alle vor-
bergehenden Prim- und jufammengefesten Factoren. 3. B.

2102
105(3, 6
355, 10, 15, 30
7|7, 14, 21, 42, 35, 70, 103, 210.

§ 84 Aufgebe. Cinen allgemeinen Bahlenausdrud in
Sactoren ju zevlegen.

Bei eingliedvigen Ausdriiden ftellen bdie eimgelnen Budpjtaben
felbft die Primfactoven vor; enthalten fie Potenzgrofen, jo wird die Bafis fo
oft al8 Factor gefest, ald der Crponent anmgeigt. 3. B.

albve =—'a'bze; 21 afmxf—Jlliata. m. x.x.

Fiiv die Berlegung dev Polynome in Factoven lajfen fid) feine allge-
meinen Regeln geben; e§ follen daher hier nur haufiger vorfommende pecielle
Fdlle betvadytet werben.

1. Gin Polynom, deffen alle Glieder ein gemeinjamed Niaf haben, wird
nad) §. 40, 2, und §. 41, 2, in wei Factoven evlegt, indem man bdad gemein-
jame Maf al8 den einen Factor hevaushebt und ald den anbdern Factor den
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Quotienten fet, welher aug dev Divijion de8 gegebenen Ausdruckesd durdh
jenes gemeinjame Maf Hervorgeht. 3. B.:
1) 3ax — 4bx = x (3a — 4b),
2) 20x* — 16x® 4 12x* = 4x* (5x* — 4x + 3).
2. Qnabejondeve folgt aus §. 44, Bujats:
1) a®* 4+ 2ab + b =(a + b) (a + b),
2)a®*—2ab +b*=(a—b) (a —b),
3) a> —b*=(a 4+ b) (a — b);
ferner allgemein:
4) a2ntl 4 hmbl — (a. L5 b) (azm __gim—1] } g2 phi__ | pm)
5) afmt+l _ I+l —(a —b) (a? Ja?—1b 4 afm—2pi | | bim),
6) aim — b —(a 4 b) (a1 —a¥m—2h 4 ain—8h2__  _ pim—i)
7) a?m —bm = (a —b) (a?—! - a?™2p | atm—8h2 4 | | pim—d),

3. Gin Trinom von der Form x* = mxy =t ny® fann in wei Factoren
hiufig daduveh zerlegt werden, dajs man den Coefficienten m desd jweiten Gliedes,
je nachem n pofitiv ober negativ ijt, ald bie Summe oder al§ die Differeny
sweier Bafhlen davjtellt, die ald Product n geben, und hievauf die gemein-
famen Factoren Hevaushebt. . B.:

Nx*+6x+8=x*+@4+2)x+8=x*+4x+2x+8

=x x+4)+2x+4H=Ex+4) x+2).

2) x*—bxy+6y® = x2—(3+2) xy + 6y® = x’— 8xy—2xy +6y*

= x (x—3y) —2y (x —3y) = (x—3y) (x—2y).
3)a*+3a—10=a’+(B—2)a—10=2a*+5a—2a—10
—a(a+d)—2(+5d=(@a4+5)(a—2).

§. 85. Aufgabe. Dad grifte gemeinjame Maf zweiev oder
mehrever Bahlen mittelft Bevlegung in Brimfactorven zu
finben.

Man zexlege jede der gegebenen Bahlen in ihre Primfactoren und fHebe
unter diefen dicjenigen Factoven bheraus, welde in allen Zahlen gemeinjam
porfommen, und jwar jeden fo oft, ald ev in jedber ber gegebemen Zahlen
enthalten ijt; dag Product diefer Factoven ift das gejudjte gv. g. Wak.

Beweis. Dad jo gebilbete Product iff, da alfe Factoren desfelben in
jammtlichen gegebenen Bablen enthalten find, gewijs ein gemeinjames Niaf
derfelben; ed ift aber aud) dad grofte, weil, jobald man nod) einen Factor
hingufiigen twiivde, durch diefed Product niht mehr alle gegebenen Zahlen
theilbar ivdven. ,

Beifpiel. Sudhe das gr. g. Maf von 300 und 420.

S =223 0, gr. 1. IRag =208 5 07 =00,
420 — 220357

§ 86. Aufgabe. Das fleinfte gemeinjame Bielfade

mehrever Zafhlen mitteljt Jerlegung in Primfactoren zu
finden.

T
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Wan zevlege alle gegebenen ahlen in ifre Primfactoven und nehme
aug diefen alle verjdjiedenen Factoven, und jwar jeden jo oft, alg er in irgend
einer gegebenen Rahl am oftejten vorfommt; dag Probuct diefer Factoven ijt
dag gefuchte fl. g. Bielface.

Beweis. Dag fo gebildete Product ift, dba es alle Factoven eciner jeden
vev gegebenen Bablen enthilt, offenbar ein gemeinfames Bielfaches devielben;
ed ift aber aud) dag fleinjte g. Bielfache, weil man feinen jener Factoven weg-
laffen darf, obne dajs dag Product aufhsven wiirde, duvd) alle gegebenen Zahlen
theilbar zu fein.

Beilpiel. Dan jude das fl. g. Bieljude von 60, 108 und 1050.

60,=2.2. 8.5
S == T SIS TS
1060 = Z.8.0b. 5.
fl. g. Bielfadhes = 2.2.3.3.8.5.5.7 = 18900.

§. 87. Haben von ciner NReihe gegebener Bahlen wei ober mehreve
ein gemeinfamed Weaf, fo fann man, ofne dad fl. g. Vielfadje zu dndern,
anftatt diefer Bablen ihr gemeinjamed Waf nur einmal, unbd jugleid) bdie
Quotienten fegen, welde aud dev Divifion jener Sahlen durd) dad gemein-
jome Miaf hervovgehen (Beweid zu §. 76). Jft ferner eine der gegebenen
Bahlen ein Maf von einer andern grofeven, fo fann die fleineve Bahl ohne
Yfnderung des fl. g. Bielfadhen gany unberiidfichtigt gelajfen werden.

Hievauf bevuht folgended praftifde Berfahren, das fl. g. Biel:
fache mehrever Bahlen mitteljt Berlegung in Primfactoven ju findben:

Man lafje in der NReihe der gegebenen Rahlen bdiejenigen weg, welde
in anbern grifeven obne Reft enthalten jind, dividiere von den iibrigen fo
viele alé miglich burd) eine abjolute Primzahl und fdyreibe bdie Quotienten
jowie die nid)t theilbaven Bahlen unter die fritheven Bahlen. Ebhenjo verfahre
man mit der ueuen und jeder etwa folgenden Jieihe, bi8 man julest nur
velative Primzahlen erhilt. Dad Product bdiefer lebteren und bder abjoluten
Primzahlen, durc) welde dividiert wurde, ift das gejudpte fl. g. Vielfache.

Beifpiel. Man fuche dad £l g. BVielfache von 2, 3, 4, 18, 24, 32, 45, 50.

2, 3, 4, 18, 24, 32, 45, 50'
9, 12, 16, 45, 252
6," 8 4o, 202
3, 4 45 252
4, 9, 55
fl. g. Bielfadhpes = 4.9.5.2.2.2.5 = 7200.
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VI. Erweiterung des 3abhlengebiefes dourd) die Divifion als Theilung.
Gebrodhene ahlen.

§. 88. Bisher wurde (§. 47) bei jedem Quotienten —:— vorausdgefesst, dajs
ver Dividend a ein Bielfades ded Divijors b, dafs alfo a eine der Jaflen b, 2br
3b, 4b,... ift, weil nur in diejem Falle die Divifion an der Reihe der gangen
Baflen ausgefiihrt werben fonnte. Soll die Divifion fiir gany beliebige Werte
ped Dividends und ded Divijors miglih gemacht werden, fo ijt man gendthigt,
—E- fiiv den Fall, wo a fein Vielfadhes von b ift, ald eine nene Jahlenform
in die Arithmetit eingufiihren.

Man nennt in diefem allgemeinen Sinne, wo a fein Bielfached von b ift,
ven Quotienten % im Gegenfage ju den bigher betrachteten ganzen Fahlen

eine gebrodjene Bahl ober cinen Brud); a bheifpt der Fihler, b bder
Nenner des Brudyes.

Die neue Bahlenform wird nun jo definievt werden, dajé den Gejeten,
welde bei der Divifion fiir die ald gange Bahlen vovausdgefesiten Quotienten
abgeleitet wurden, aud) fiir die Briide die Giltigleit gewalhrt bleibe.

a

TWendet man auf den Quotienten -, dem man audy die Fovm 1T'i geben
fann, den ©ap in § 49 an, fo erhilt man

bl b B |
Tl
Die Beveutung ded  Brudyes f; exgibt i) dann aud bem durd) die

®leidyung %.b:: 1 oaudgebriidften Begriffe eined Quotienten; bd. i -11)—

bedeutet eine 3abhl, welhe bmal ald Summand gejest 1 gibt. Theilt man
daher eine Ginfeit in b gleihe Theile, o ftellt ein foldher Theil, da er
bmal al8 Summand gefest wieder die Einbeit gibt, bdie Zahl % vor. Der

Brud) % — %.a bedbeutet dann die Bahl, welde entfteht, indem man die

Ginheit in b gleihe Theile theilt, und einen fjoldhen Theil amal als
@ummand fefst.

Briide find daher Bahlen, deven Einbeit ausdriidlid) als ein Theil
per urfpriinglichen Einbeit angegeben ijt. Dev MNenner jeigt an, in wie viele
gleiche Theile die urfpriingliche Einbeit getheilt werden foll, damit ein jolder
Theil die neue Ginbheit ded Brudpes gebe; der Zahlev seigt an, wie vielmal
per Brud) die duvch den MNenner gegebene Einbeit enthdlt.
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Um den gebrodjenen Baflen aud) in der Bahlenveihe ihre entjprechende
Stellung angumeifen, muf8 man fiv einen beftimmten Nenner b die Reife dex
gangen Bahlen in fid) dabdurd) erweitern, dbajé man den Abjtand je jweier auf-
einander folgenden Bahlen diefer Reihe, 0. i. jede urfpriingliche Cinbeit, duvd)
Ginjdaltung neuer Baflen in jo viele gleihe Theile theilt, wie der Nenner b
angeigt, und einen jolchen Theil ald eine newe Ginheit annimmt, um mit ihr
gu siblen; man echilt dadurch die Bahlenveihe

5 4 3 2 1 b
SC R T e = T R 0, +%r+ %‘r+%r+%r+%r
weldye die Bablenveihe der btel gemannt wird.

Die durd) Cinjhaltung von Briidhen audgefiilite Sahlenveife heift die
Brudjzahlenveihe fiiv den beiglichen Nenner. Solche NReihen Fonnen durd)
Bahlenlinien verfinnlicht werden. So hat man fiix die Reihe dev Drittel:

-2 o N Atk h e +1 +2

FAMaTIyb Ty SR el I B R A L R
Tyt R e g el e T Ve U N PR

§. 89. Gin Brud), welder fleiner ald 1, deffen Bihler aljo fleiner als
der Menmer ift, beift ein edhter Brud), jeber anbdere ein unedhter Brud).

Gin Brud), deffen Bdhler eine defadijhe gange Sahl, und defjen Nenner
eine Poten von 10 ift, wird ein Decimalbrud) genannt; jeder andeve
Brudy bheift ein gemeiner Brud.

1. Gemeine Briide.

Allgemeine Sibe.

§. 90. Aus dem Begriffe eines Brudes folgt:

1. Jeber Brud) gibt mit feinem Nenner multipliciert den
Bdahler um Producte.

%.b:l, %.b:a.

2. Bon zwei Briidhen, die gleidhe Nenner haben, ift jener
der grifeve, welder den griferen Fiahler hat.

3. PBon zwei Briiden, die gleidhe 3ahler haben, ijt fener
ver grifiere, welder den fleineven Menner hat.

§ 91. 1. QJeder unedhte Brud fann in eine Summe aus
einer gangen Bahl und einem edyten Brude verwandelt werden.

Jit a = b, fo ijt % =a:b=q+4 -;;—, wo q die grofte gange Bahl,
weldhe in dem Quotienten a : b vorfommt, und r den Divifionsreft, daher —;—,

weil r << b fein muf8, einen edyten Brudy vorjtellt.
Gin Augdrud von der Form q 4 {)- feifit eine gemifdyte Bahl
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2. Qede ganze Bahl fann in der Fovrm eined Brudes mit
gegebenem Nenner davgeftellt wevden, indem man dag Product aus
ber gangen Bahl und dem gegebenen Nenner ald ben Bihler ded Brudyes
anmimmt.

@8 ift a == (§. 48, 3).

Gin Brud), bdeflen Bdhler ein Bielfadhes ded Mennevs, dev alfo einer
gangen 3afhl gleid) ift, heifit ein uneigentlidher Brud.

3. Gin Brud) bleibt (feinem Werte nad)) unvevindert, wenn
man Zdfhler und Nenner mit derfelben Zahl multipliciert oder
beidbe dburd) diefelbe Bahl dividiert.

% = :_2 = (& 53, 2).

§ 92. Aufgaben. 1. Ginen gegebenen Brud) auf einen gege-
benen meuen MNenner ju bringen, welder ein Bielfaded des
fritheven MNenners ift.

Moan  dividiece den mneuen Nenmer durd) den fritheven Menmer und
multipliciere mit dem Quotienten bden friiheven Bihler; das Product ift dev
gefuchte meue Bdhler.

Die Ridtigleit der Auflojung folgt aus §. 91, 3.

Um ;. B. —E auf den Jenner bm zu bringen, hat man

bm:b—m; a.m —am; aljo %:%—E.

2. 3mwei ober mefhreve Bridhe auf den fleinften gemein
jaomen Menner zu bringen.

Man jude das . g. Bielfahe der Nenner bder gegebenen Briidye,

welhes zugleich ber mneue fl. g. Nenmer ijt, und bringe (nad) Aufg. 1) die
gegeberten Briidje auf diefen mewen enner.

s S Sm 4
Seifpiel. G5 follen die Briide 5+, 7o) 5

auf den fl. g. Nennev
gebracht werben.
Das . g. Bielfadhe aller Nenner, jomit der f. g. Nenner, ift 4bed.
Man erhdlt bann
a | 2acfd usm  Cldedmtidn ¢ T 1bBn
9h — 4bc?d 4be  4bc?d’ ¢d T 4berd
3. Ginen Brud), deffen Bahler und Nenner ein gemein
fames Diaf haben, abzutiivzen, d. i. ofne Anderung des Wertes durd)
fleineve Babhlen auszudriiden.
Man dividiere Bihler und Nenner durd) ihr gemeinjames Miaf.
3% 4am __ 2am_ 12a?bx? _ 4ab
N ®hn. o 3bn . 1bacxs mtbex!
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Gin Brud), dejfen Sdhler und MNenner velative Primzahlen find, Heift

auf die einfacyjte Form gebradt.

Bufol. Durd) dag Abfiivzen allgemeiner Briihe fann Piufig die fiir
bejondere  Subjtitutionen  in beufelhen auftrefende  Unbeftimmtheit beljohen

werden. o gibt der Brud) - SEiT 2 fiit x = a den unbeftimmten %ert =

Durd) dbag Abfiivgen aber erhilt man
2—a?  xta)fx—a)_ . xta
L B A R o T T

welder Brud) fiiv x = a den beftimmien Wert 323 = a annimmt.

Redynungsoperationen mit gemeinen Britdjen.
§. 93. Briidhe mit gleichen Nennern werden addiert, indbem
man ithre Bahler abdievt unbd diefer Swmme den gemeinfamen Nenner gibt.
a b __a-+b o
— == (3. OB
o an m __an-+m
a+ T T 25 TRt m T
§ 94 Die Summe zweier Briche bleibt unverdnbdert, wenn

man die Summanden mit einander vertaujdt.

; n bm an m m n
G8 ift 2 4 0= A0 4 2R andbim pmdan gy

=28 4 2 (g 55) = + = (§ 91, 3).

§ 95. Bwei Briidhe mit gleiden Nennern werden fub-
trafhiert, indbem man die Bdahler jubtrvahiert und der Differen; den gemeins
jomen Nenner gibt.

e T

m m
a b an bm _ an—bm

‘m n mn g v o mn
Bufab. Jmébefondere erbilt man
a+b_ a—b>b
AT B e

©8 ijt alj aFb 2P p und peift deshars 22 pas

avithmetifdhe Mittel swijden a und b.

§ 96. Gin Brud) wird mit einer gangen Zahl multi
pliciert, indem man bden Bihler mit ihr multipliciert ober ben Nenner
durc) fie dividiert.

: b — b
,mlbaucf)d_; —_p=2 :

%'m:%_b m (§ 50)
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2. Gin Brud) wird durd eine ganze Sahl dividievt, indem
man den Bdhler durd) jie dividiert oder den MNenmer mit ihr multipliciext.

R )

§. 97. Dic Multiplication einer Jahl mit einem Brudye hat nad
der in §. 35 aufgejtellten Erlldrung der Wultiplication feinen Sinn. Diejelbe
mujs, damit aud) die Multiplication mit einem Bruche Bedentung erhalte,
entfpredhend evweitert werden, was mit Ridfidt auf § 52, 2, in folgender
Weife gejbieht: Eine Bahl a mit einem Brude — multiplicieren
Beifit, ben jovielten Theil von a, wie der Nenner n ded Brucdhed anzeigt,
jovielmal al8 Summand jesen, wie der Adhler m ded Bruched anzeigt.

Aug diefer Erfldvung evgeben fid) folgende Sige:

1. Gine Bahl witd mit einem Brudje multipliciert, indem man
fie durd) den Nenner dividievt und den Quotienten mit dem Fdhler multipliciert.

m e a Ty am
a T — “;1“- —t —n_-
2. Gin Brud) wird mit einem Brude multipliciert, indem
man dem Producte der Bihler das ‘-Brobnct der enner al8 Nennex gibt.
3o =(f:n)m=75m (@ 96 2) =13 (59, 1)

3. Dag Product zweier %rurhe bleibt unverdindert, wenn
mat die Factoven unter einander vertaujdht.

%'i:%’g:’:—:(g.fﬁ):l}.% (nad) 2).

n

§. 98. Wenn zwei Bahlen zum Producte 1 geben, fo feift jede der
umgefehrte oder veciprofe Wert ber anbdern.

©o ift a. % =1, —. % =1, bdaber -i— der umgefehrte Wert

n

bont a, % ver umgefehrie LWert von %

§. 99. Fiiv die Divijion durd ecinen Brud) ergibt fich:

1. Gine Bahl wird durvd einen Brud dividiert, indem man
fie durd) den Bihler dividiert und den Quotienten mif bdem Jenner multi-
pliciert, oder indem man fie mit bem rveciprofen TWevte ded Brudhes multipliciert.

m a n
ai— =——.0 = a.—.
n m m
Beweis, G5 it (——E—.n).ﬂa— = a, und aud (a,.-E—).—[—n— —
m n m n

2. C€in Brud wird durd) einen Bruch dividiert, indem man
ihn mit dem veciprofen Werte dedjelben multipliciert, ober indem man dem
Quotienten dev Bihler den Quotienten der Nenner ald Nenner gibt.
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@8 ift -2 = = = . = (nad) 1); oder

a m a 5 H =

Fia =(Fm)n ey =S an
S 4 a b
Hiernady ijt i =a:h

d. h. der Quotient zweier Briihe mit gleiden Nennern ijt gleid
dem Quotienten ihrev Jafhler.

S- 100. Gin Brud), deffen Siihler oder RNenner, oder beide sugleich wieder
Briide {ind, heifit ein gebrodener Brud. G ijt nidhts anderes, alg eine
angeseigte Divifion pon Briidhen, und fann daher in einen gewdhnliden Bruch
vevwandelt werden, indem man diefe Divifion wivtlid) ausfiifut. 3. B

cihde oo

a
m ° bm?

c"alb:
Il
g

a a
i Tl
m TR

dlBIu

§. 101. Alle bisher fiiv die gangen Bahlen ermiefenen Lehr-
fige gelten aud) fiir die gebrodhenen Zafhlen.
Denn alle fene Lehridge bevuhen auf den, Commutationsgefesen
a4+ b=Db 4 a unb
8450 bi==tb 4ilia s !
diefe zwei Gefetie aber gelten, wie in §. 94 und §. 97, 3 bemwiefen wurbe,
auch fitr Briidye.

2. Decimalbriide.

§. 102. Die allgemeine Form eines Decimalbrudyes (§. 89) ijt ﬁ;}, wo
A und m beliebige defadifdhe ganze Bahlen begeichnen.

Die Decimalbrihe werden ohne Nenuner angejdrieben; man
braudpt. nur im Bihler von bdev Redhten gegen die Linfe jo viele Iiffern
durc) einen Punft, den Decimalpuntt, abjujdneiden, ald der Potenz-
erbonent wvon 10 im Nenner Cinbeiten enthilt. Sollten nidht genug Biffern
borfanden fein, um fie abjdneiden ju fonnen, fo werden die fehlenden [int§
durch Nulfen evfest; ebenfo erginst: man aud) die Stelle vor dem Decimal-
bunfte, wenn fiiv dicjelbe feine Biffer iibvig bleibt, dbuvch) die Nul. 3. B.

o5 —178-317, 7 — 0-5483, —T = 0-00037,

106
Die Biffern vedhts nad) dem Decimalpuntte werden Decimalen genannt.

aﬁ—m ftelft demnady einen Decimalbruch mit m Decimalen bar.

P otnit, Arithmetil und Algebra. 4
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o~

£ welder 4 Decimalen enthilt,

Bejeidynet man in dem Decimalbrude =,

die 3ahl vor bdem Decimalpuntt durd) p, und bdie Decimaliffern in der
Orvdnung gegen die Redyte durd) «, B, », 9, fo ijt
A =p.10* 4+ «.10° 4 B.10* 4 .10 4 9, daber
A 104 4 @.103 102 + .10 P 8
B S e

@8 bedeutet aljo die Bahl, weldhe [infs vor dem Decimalpuntte jteht, eine
gange 3ahl; die erfte Decimale bedeutet Fefhntel, die jweite Hundertel,
die dritte Taujendtel, die vievte Sehntaufendiel, u. j. w.

Qn einer nach dem bdefabifchen Bahlenfyjteme (§. 66) gejdyricbenen ganzen
Rahl bedeutet jede Biffer an bder nidftfolgenden Stelle gegen die Rechte den
10ten Theil von dem, was fie an der vorhergehenden Stelle gilt. Dasjelbe
®ejes findet aud) bei den Decimalen ftatt, da ein Behntel der 10te Theil von
einem Giner, ein Hunbdertel dev 10te Theil von einem Behntel, w. j. w. ijt.
Die Decimalbriihe find alfo eine Erweitevrung ded defadifden Bahlen-
ipftems in der Art, dafs die Neihe der defadijdhen Bahlenordnungen.....
Taufender, Hunderter, Behner, Ciner nicht mehr mit den Einern abbricht, jon-
bern fich nad) demfjelben Gejetse, inbem jede niedrigere Ginheit ald dev zefhnte
Theil einer Ginheit der nidjt Hoheven Ordnung angenommen wird, nod
unter die Giner hinab in Behuteln, Hunderteln, Taufendteln,. .. fortjest. Der
Decimalpuntt jdeidet die uripriingliche Reihe der Bahlenordnungen von diejer
Fort{esung.

Hiernady ift

0100+ b1+ 2. 10+ E4- 2 £ L 01

bie alfgemeine Fovm einer Bahl de§ defadifhen Syjtems, wo E, a, b, c...
bie Biffern der Einer, Zebhner, Hunderter, Taufenver, ..., und &, §, 7, ...
die Biffern der Behntel, Hunbdevtel, Taujendtel, ... begeidnen.

Solgefate. 1. Der Wert eined Decimalbrudyes wird nidht gedndert, wenn
man den Decimalen vechts beliebig viele Nullen anbingt.

2. Der Wert jeder Decimalzahl ift Feiner ald eine Einheit der ihver
hodyjten geltenden Biffer unmittelbar vovausgehenben boheven Stelle; 3. B.

. 7 1
0-00783 < .

Perwandlung eines gemeinen Srudjes in einen Decimalbrud).

§ 103. Um einen gemeinen Brud % in einen Decimalbrud

ju verwandeln, dividiere man den Zdhler a duvd) den Jenner b und
bringe im Quotienten nad) den Gangen, an deven Stelle bei einem edten
Brudje eine Null gefegt wird, den Decimalpuntt an. Dem fid) ergebenden
jowie jedem etwa weiter folgenben Nefte hinge man eine Null an und fefe
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die Divijion fort, bid diefe endlid) ohme Reft aufgeht oder, wenn biefes nidht
eintritt, bi8 man bdie gewiinjdyte Anzahl Decimalen evhalten Hat.

Beweis. G it

E .10m a.10m
= =P (s 52, 1),

Wenn man nun bei dem oben vorgeseidhneten Diviftonsverfahren an die
betreffenden Jejte nach und nad) m RNullen anhingt, was dasfelbe ift, al8
wennt man gu dem Bihler a auf einmal m Nullen ingugefiigt hatte, jo wird
oadurch) a mit 10™ multipliciert; und indem man dann die im Quotienten
a.10™ : b erhaltenen legten m Biffern al8 Decimalen annimmt, wird diejer
Quotient durd) 10™ bividiext.

8.8 2 =30:4=075 o =329:125 = 2-632
20 790
0 400
250
0

Bufige. 1. Damit fidh) ein gemeiner Brud % in einen Decimalbrud) genau

verwanveln laffe, mujé a.10™ bei bhinveidhend grofem m bdurd) b theilbar
fein. Diefed ift aber, wenn a unbd b velative Primzahlen find, nad) §. 74, 3
mie dann miglid), wenn 10™ durd) b theilbar ijt, d. h. wenn b feinen von
2 und 5 verjdhiedenen Factor enthalt.

Jn alfen Fdllen, wo der Nenner b entweder die Factoven 2 und 5 gar
nidt, oder aufer denfelben nod) anbdere davon veridhiedene Primfactoven

enthilt, fann der auf die einfadhite Form gebradyte Brud) % purd) feinen
endlidgen Decimalbrud) davgeftellt werden. &8 [afst i) jedoch immer nibe-
tungdweife ein Decimalbrud) entiwideln, welder von dbem gegebenen gemeinen
um weniger verjchieden ift, al8 jede nod) fo fleine gegebene Bahl. Denn ift
a.10™ burd) b nidt theilbar, fo fann der Quotient ald eine gemijdyte Zahl
angefehen werdben. Sept man aljo

a. IOm
=p + TR
wo r << b ijt, fo ijt
a a D aE
s 10m + e SUPR TR e

- " r 1 &
Da mun r< b, alfo -b— <5 17 in mufg ton < gp= fein. Der
Unterjdyied 3mifd)en dem gemeinen Brudhe - 2 md dem T ecnna[hrud)e — ijt

aljo fleiner alg b. i. fleiner al8 eine Ginbeit der legten uocf) entwicelten

10m'
Decimaljtelle; ex (st fih daher, da m belichig grof, baber — belicbig flein

gemadht werden fann, fHeiner machen, al8 jede noch o fleine angebbale Babl.
4%
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2. Wird ein Bruch, der jich nicht genau durdy cinen Decimalbrud) dav-
fteffen [djét, nderungSweije in einen folden verwandelt, o mujs man bei
fortgefester Divifion, da der Reft immer fleiner ald dev Divifor ift, wieder
einen pon den friifeven Jejten evhalten, von weldem an fid) dann weiter die
nimliden Riffern im Quotienten und bdiefelben Refte wie vorher evgeben. 3. B.

18 f Blic. nivd, Dbl g
ﬁ=18:37:0486486... E_OG.TOH—O 74 666. . .

Decimalbriiche, in denen fich eine beftimmte Anzahl von Biffern in der-
felben Ovdnung wiederholt, nennt man peviodifde, und die immer wieder-
fehrende Riffernfolge die Periode.

Bei den periodijhen Decimalbriichen {ind jwei Falle ju unterjcheiden:
entweder beginnt die Periode unmittelbar nad) dem Decimalpuntte, oder es
gehen der Periode nodh) andere Decimalen voraus. Jm erjten Falle Heift ver
Decimalbrud) vein periodifd, im zweiten gemijcht periodijd.

Man pflegt die Periobe nur einmal anzujdyreiben, jedod) die erfte und
lesste Riffer devjelben mit daviiber gefesten Puntten zu beseicdhnen.

Permandlung cines Decimalbrudies in einen gemeinen Lrud.

§ 104 1. Gin endlider Decimalbrud) wird in einen
gemeinen Brud) verwandelt, indem man denfelben in der Fovm eines

gemeinen Bruches anfchreibt und diefen, wenn ed angeht, abfiivyt. 3. B.
0= =2 31:325 =310 =811

2. Gin vein periodifder Decimalbrudy wird in einen
gemeinen Brud) verwandelt, indem man alg Bdahler die Biffern der
Peviode und ald Nenner eine Jahl jest, welhe mit fo vielen 9 gejdhrieben
wird, alg die Periode Hiffern hat.

Beweis. Duiidt man die Biffern der Periode durch b und ihre Anzah!
durd) n aus, fo ift der gejudhte peviodijhe Decimalbruch

il b b b
X = t1m Ty T oE T

Multipliciert man diefen Augdru mit 10*, fo erhdlt man

B b b b
x.100=b + o + o + e = -

Gubtrahiert man nun den fritheren Ausdrud von dem leten, fo folgt
x.10" — x =D, oder (10— 1) x = b,

b
und darausd X = 100 —1°
(R ..4..___-351__..‘13
8- %. 06—3“—?, 15 301——10@-—19%7—.

3. Gin gemijdht periodifder Decimalbrud wird in einen
gemeinen Brud) verwandelt, indem man die dev Periode vorangehenden
Decimalen famunt dev Peviode als ganze Zahl jujammenitellt, davon die der
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Peviode vorangehenden Decimalen, ebenfalls als ganze 3{1[}[ betvadytet, jub-
trabievt und diefe Diffevens als Jdhler, als Nenner aber eine Rafl annimmt,
bie mit fo bielen 9, al8 bie Periode Biffern enthilt, und o vielen red)ts
folgenden Mullen, als Decimalen der Peviode vorangehen, gejdhrieben ift.
Heweis. €4 feien b die Biffern der Periode, n die Anzahl dexjelben, ferner
a die der Periode vorangehenden Decimalen und m ihve Anzahl, dann ift der

gejudhte Decimalbrud
a b b b
X = ow Higers gm0
Veultipliciert ‘man  diefen Ausdrud uerft mit 10=+=, bann mit 100, fo
erhilt ‘man

. 10min — g 108 L -|—10n -]—102” + ...
b
SR +10n+02n—i—03n+...
Durd) Subtraction dev lesten zwei Ausdriice evgibt jid)
x. 1002 — <, 102 = a.10°+ b —a,
oder x.10™ (10 — 1) = (a.10* 4 b) — a,

; __ (a.108 4+ b) —a
und daraus B Thilfion = 3).10m

. 216—2 _ 213 71

Aedymugsoperationen mit unvollfindigen Decimalbrichen.

§. 105. QJndem wiv die allgemeinen Vorfchriften fiiv das NRechnen mit
Decimalzahlen als befannt vovausfetsen, werden wiv hier nur die bei den
Redymmgdoperationen mit unvollftindigen Decimalbriichen jich evgebenden Ab-
fitcjungen ndher unterfuchen.

Stellt ein Decimalbruch irgend einen Zahlenwert, der entweder aus
der Rechnung felbjt oder aus einer angejtellten Niefjung hervorgegangen ijt,
nidt vollig genau, jondern blof ndaherungSweije dar, fo heipt ev ein
unvolljtandiger Decimalbrud), im Gegenfage zu einem noI[ftﬁnbig'eu
oder gefdhlofienen, der in feinen Bafhlen volffommen genau audgedrviidt ift.

Dafé ein Decimalbrud) unvolljtindig ift, wird durd) angehingte Punite
angedeutet; 3. B. 3-14...

Auch ein  gejdhlofiener Decimalbrud) fann, wenn fiiv einen bejtimmten
Bwed eine gevingere Genauigfeit geniigt, zu einem unvolljtindigen abgefiirjt
werden, wenn man eine oder mehrere feiner legten Decimalziffern wegldfst.

Die Differen; zwijhen einem unvollftindigen Decimalbrude und dem
genauen Sahlenwerte, dem ev angendfert davjtellt, heipt der Fehler des
Decimalbruches. JIn den meiften Fillen ift dev Fehler felbft nidht genau
beftimmbar; ev wird dann dadbuvd) beuvtheilt, dajd man eine Gvofe angibt,
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welde der Fehler nidht erveidhen oder wenigitend nidyt iibevidyreiten fann. Dieje
®rife heift eine Fehlevgrenge ded gendherten Decimalbruches.

Qn Begiehung auf die Fehlergrenze beim Abfiivzen eined Decimalbrudhes
ergibt fidh aug dem 2. Folgejase ju § 102 Nadyjtehendes:

1. Qft bdie erfte weagelajiene Biffer leiner ald b, jo betvigt der Fehler
weniger al8 eine halbe Einheit der lesten nod) beibehaltenen Stelle.

2. Qft bie erjte weggelafjene Biffer grofer ald 5, oder b mit nad-
folgenden geltenden Riffern, fo ift der Fehler grdfer ald eine halbe, aber Heiner
al8 eine gange Ginbeit dev lepten beibehaltenen Stelle. Wan fann daher aud
in diefem Falle den Fehler ded abgefiivzten Decimalbruches fleiner ald eine
halbe Einfeit ber lefsten beizubehaltenden Stelle madyen, indem man bdie Biffer
an bdiejer Stelle um 1 erhoht (corvigiert).

3. Qft die erfte weggelajfene Biffer 5 mit nadyfolgenden Nullen, fo ijt
e8 gleidhgiltig, ob man die leste beibehaltene Biffer unvevdnvert [Efst oder um
1 echoht; der Fehler ift in beiden Fdllen eine Halbe Einheit diefer leiten Stelle.

Gin unvolfjftindiger Decimalbrud) fann daher immer durd) einen
gejdlofienen m ftelligen Decimalbruch a fo genau davgeftellt werden, daf§ der
Fehler eine Halbe Einbheit der mten Stelle nicht iiberjchreitet, daf8 alfo
a..jwijden a — %41;: und a + %T;_m liegt. Unter diefer Vorausfesung
bedeutet 3. B. :

5-83.. eine 3afl zwijdhen 5-825 und H-835,
DEBB0E e e 820N RSBS00,

Dev Grad der Genauigfeit einer angendherten Jahl hingt
nidjt allein von der Fehlergrenge, fondern aud) von bder Grofe der 3ahl ab;
er wird gewdhnlich durd) die Angabe bejtimmt, iwie oft die doppelte Fehlers
grenge, . i. eine Einfeit der niedrigften Stelle der angendberten Zahl in
diefer enthalten ijt. Hiernad) ijt die Genauigfeit der Jahl 9-32.. gleidy
9-32:0°01 = 932. Bon jwei angendherten Sahlen heifit daher diejenige die
genaueve, welde in Einheiten ihver niedrigiten Stelle audgedritdt eine
grofere Gejammizahl diejer Ginbeiten davjtellt. So fjind ;. B. die Zahlen
5-74.. und 0-574.., wiewohl fie nidht diejelbe Fehlevgrenze haben, gleich
genau, bda fede 574 Ginheiten ifhrer niedrigjten Stelle enthilt; dagegen ift
6:825. . genauer alg 43°9.., dba 6825 > 439 ijt. Gine volfjtandige Zahl ift
genauer al8 fede angendbevte.

Beim Rechnen mit unvolljtindigen Decimalbriidhen ift 8 von Widtig:
feit, ju wiffen, mit weldem Grade der Buverlijfigheit dag Recdynungsdrejultat
in jedem Falle Deftimmt werden fonne, woraus fih dann auch umgefehrt
folgern [dfst, welhe Genauigfeit die gegebenen Bafhlen haben miifen, damit
bag Refultat bi§ ju einer bejtimmten Decimalitelle verldjslid) gefunden werde.
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Addition und Subtraction unvellftindiger Becimalbriide.

§. 106. 1. Da die Summe mehrever unvolljtindiger Decimalbriihe
nur in jenen Stellen verlafslich fein fann, weldhe in jedem Summanden ver-
biirgt find, fo fiivgt man alle Summanden auf gleid) viele Decimalftellen ab.
Die Fehlevrgrenze der Summe ift dbann, dba bdie Fehler aller Summanden
miglicherieife in demfelben Sinne wivfen fonnen, gleidh jo vielen BHalben
Einheiten ber lepten Stelle, al8 die Sahl der Summanbden angibt.

2. Auch beim Subtrafhieren unvolljtindiger Decimalbriide firt man
diejelben auf fo viele Decimaljtellen ab, al8 in jeder ber beiden Bahlen ver-
biirgt jind. Die Fehlergrenge der Differens betvdgt dann eine Ginbeit
ver [enten Stelle.

Abgekiirste ultiplication.

§. 107. BWill man dag Produet weier mehritelliger Decimalzaflen nidt
volljtindig, fonbern nuv bi§ ju einer bejtimmten Stelle entwicfeln und in bdie
Rednung  feine iberfliijfigen Rahlen einbeziehen, jo mwenbdet man bdie abge-
fiivyte Multiplication an. Davunter verfteht man folgendes Verfalhren:

1. Man fest die Einer ded Multiplicatord unter die niedrigite Decimals
ftelle bes Multiplicands, welde im Producte nod) angeftrebt wivd, und jehreibt
baneben Dbie iibrigen Biffern des Multiplicatord in umgelehrier Reihenfolge;
bann fHaben bie Producte aud je zwei unter einander jtehenden Biffern gleichen
Rang mit der niedrigiten im Producte verlangten Iiffer.

2. Man multipliciert mit jeder Biffer des umgelehrt gejdhriebenen Multipli-
catorg die gevade dariiber ftehende fowie die weiter folgenden hoheven Biffern ded
Multiplicands und jdyreibt die daduvd) evhaltenen abgefivzten Theilproducte
fo an, baj8 thre niedrigiten Biffern, da fie von gleichem NRange find, unter
einander ju ftehen fommen. Wm jedod) bdie niedrigite Biffer eines jeden Theil-
productes miglidhjt ficher ju erbalten, multipliciert man bei dber Entwidhing
desfelben jundchjt nod) die exjte im Weultiplicand weggelajjene Biffer und addiert
die davaug fid) evgebenden Befmer al§ Covrvectur zu der niedrigiten Iiffer
ve§ Theilproductes.

3. Die abgefiivsten Theilproducte werden addiert.

Die Fehlergrenze ded abgefiirgten Prodbucte§ betriigt fo viele halbe Ein-
jeiten dev niedrigjten Stelle, als die Anzahl der Theilproducte angibt. Vian
fann aber bdie Fehlevgrenze meift bid auf eine Halbe Einbeit bdiefer Stelle
herabbdriiden, wenn man in jedem Theilproducte nidht die niedrigfte verlangte
©telle corvigiert, fondern nod) bie ihr folgende niedrigeve Iiffer maglichit
genau entwicfelt und die aud der Summe Ddiefer Biffern fid) evgebende
Sorrectur erft im Enbproducte beviictichtigt.

E8 fei 3. B. dag Product 48-179 X 13°564D big auf 3 Decimalijtellen
su entwideln.
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b) 48179 c) 48179
a) 48:179 X 135645 54 6531 54 6531
48 179 481790 48 1790
144537 144537 14 4537
2 40895 24090 24089 5
2890/74 2891 28907
192|716 193 1927
240895 24 241
653:524|0455 653°525. 653:524. .

Ju a) ift die WMultiplication vollftindig ausgefiihrt, in b) abgefitrzt auf

3 Decimaljtellen mit der Covvectur der eingelnen Theilproducte (Fehlergrenze
0°002), in c) abgefiivst mit der Entwidlung der 4ten Decimaljtelle und mit
entfprechender Covvectur des Endproductes (Fehlergrenze 0-0002).

§. 108. Dasg Product sweier unvoljtinbiger Decimalzahlen fann hochjtens
mit derjenigen Genauigfeit angegeben werden, weldhe dag Product ded minder
genauen @Factord anit der hidhften Jiffer des andern Factors erhilt; Ddiejes
Product aber (ift in Der niedvigiten Stelle unfidher, da bdie Corvectur um-
befanut ijt.

Um daher dag Probduet zweier unvolljtdndiger Decimal
gafhlen mit evveidgbaver Genauigfeit 3u beftimmen, nehme man
ben ungenaueven Factor zum Multiplicand, fege unter feine vorleste Biffer
die hodhjte geltende RBiffer des andevn Factors, die ibrigen Riffern bdesjelben
aber in umgefehrter Orduung, und multiplicieve jodann abgefivst. 3. B.

1)1 220916 4 o K BT B 2) 4517 X 68:63. .

8734 715 4

1166 4 2045 2
875 343 2
204 69
23 48

1N 3100. .

Bur Bejtimmung der Fehlevgrenze des Producted zweier un-
polljtindiger Decimalzahlen a.. undb.., deven Fehlergrenzen beiiglich
« und f find, hat man

(s ) (b2 ) —ab ===apibetaf.

Die Fehlergrenge ift alfo, da dbas Glied «f als gegen die iibrigen ver-
fthwindend flein weggelaffen werden fann, im ungiinjtigiten Falle, wo & und
B gleichbezetchnet find, gleich

af + be.

Um demnad) bdie Fehlergrenze ded Productes zu erhalten, multipliciert
man jeden Factor (in der Prarid gewdhnlich nur deffen hodijte Stelle) mit
per Fehlevgrenze ded andern Factord und abddievt diefe Producte.
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Jit dev eine Factor a eine volljtindige 3ahl, aljo « =0, fo ift die
Feblergrenge e Productes gleidh ap.

Jn dem obigen Beifpiele 1) ijt die Fehlergrenze des Productes = 3 X
0-0005 +- 4 X 0-0005 = 0-0035; in dem Beijpiele 2) ift die Fehlergrense
b2 00002025

Abgekitrzte Divifion.

§. 109. Wil man ben Quotienten jweier mehritelliger Decimalzahlen
mit Bevmeidbung jeder itberfliiffigen Redynung nur big u einer beftimmten
Decimaljtelle entwideln, fo bedient man fich der abgefiivzten Divifion.
Diefe ~ ijt die Umfehrung der - abgefiivgten Diultiplication und befteht in
folgendem Berfahren:

1. Man judt die erjte Jiffer de§ Quotienten und beftimmt ihren FRang.
Aug dem Range bdiefer Biffer und aud der Angahl der tm Quotienten ver
langten Decimalen ergibt fich, wie viele geltende Biffern de§ Quotienten man
im gangen ju beftimmen Hat; man nimmt dann fo viele hochjte Biffern des
Divijors, al§ ihrer der Quotient enthalten foll, als erften Divijor an.

2. Bei jeder folgenden Divifion [df8t man, anftatt zu dem Hejt eine
neue Biffer ober eine Null dagu ju fegen, im Divifor vedh)ts eine Biffer weg,
multipliciert jebod) mit jeber neuen Biffer des Quotienten jundchft die evjte im
Divijor weggelafiene Biffer und nimmt aug dem Grgebnifje die Corvectur fiir
bas Product aud dem abgetiivsten Divifor und der entjprechenden Ziffer des
Quotienten.

3. Diejes Verfahren wird fortgefest, bis mit der Divifion durd) die
erfte Biffer des Divijors die NRedmung abjdiliept.

Es fei 3. B. der Quotient 125-083563 : 8:195 bi§ auf 2 Decimal-
jtellen gu entwideln.

a) Bollftindige Divifion. b) Abgefiivyte Divifton.
125°08 | 3663 : 8:195 — 15°2634 12508 | 3563 : 8°,1,95 = 1526. .
4313 |3 4313
21585 215
51 | 956 52
27863 3
32780
0

§. 110. Der Quotient sweier unvolfjtindiger Decimalahlen fann nidyt
genauer fein al8 die ungenauere diefer Zahlen.

Um baher den Quotienten zweier unvolljtindiger Decimal
jablen mit evreihbarer Genauigfeit ju beftimmen, nimmt man
im Dividend und im Divijor nur fo viele Stellen in Betvadt, ald die
ungenauere dev beiden Sahlen geftattet, und bdividieve abgetivgt. 3. B.
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1) 14847..:6:245..=2377.. 2) 17:837..:5'2,7,436 = 3:382..

23 &7 2014
483 432
46" 10

1

@ind allgemein a.. und b.. jwei unvolljtindige Decimalbriiche, « die
Fehlevgrenze bes erften, S bie Fehlergrenge ded jweiten, fo hat man jur

Bejtimmung der Fehlergrenge ded Quotienten % ven Ausdruc

a4 e a _ abtbe—abTFaf__ L+ baFaf
U B o b (b & f) W
Jm ungiinftigiten Falle jind e und § entgegengefesst begeidhnet; bann ijt,
wenn man im Nenner § al8 gegen b verfdywindend flein vernadyldffiget, die
Fehlergrenge gleid)

%ﬂ?, oder (a -+ —;.ﬁ) b
Um daber die Fehlergrenze ded Quotienten ju erhalten, multipliciert man
in ber Prayid den auf feine Gidhjte Stelle abgetiivzten Quotienten mit der
Sehlergrenge ve§ Divifors, adbdiert jum Probucte die Fehlevgrense ded Dibi-
pendsd und dividiert die Summe durd) die hidhjte Stelle deg Divijors.
Jit der Dividend a eine volljtindige Decimalzahl, alfo &« =0, fo it
die Fehlergrenze ded Quotienten % g b.

Jit der Divifor b eine volljtindige Decimalzahl, aoljo g =0, jo ift
«: b die Fehlevgrenze ded8 Quotienten. .

Jn bem  obigen Beifpiele 1) ift bdie Fehlergrenze bded Quotienten
(20 XX 0°0005 + 0-005) : 6 = 0-0025; in dem Beijpiele 2) ift 0-0005 :
5 — 0-0001 bdie Fehlergrenge.

VII. 2Anendlid) grofe und nnendlid) Kleine Grifen und Grenjwerte
der Bevanoerlidien.

§ 111. ®rbfen, denen man wihrend einer Rechnung oder Entwiclung
einen beftimmten unveviinderlichen Wert beilegt, Heifen confjtant, im Gegen-
fage su den vevdndervlichen oder vaviablen Grofen, welde jeden
belicbigen, ifhrer Natur angemejfenen Wert annefmen fonnen.

Eine verdndeclihe ®rofe (3abl), deren abjoluter Wert fo im Wadyfen
begriffen ijt, daf8 er grifer wird, alg jede beliebige abjolute Conjtante, heift
unendlid) grof. Man begeichnet fie burd) oc.

Eine veviinberlidhe Grofe (3abhl), deven abfoluter Wert fo im Abnehmen
begriffen ift, bajé er fleiner wird ald fede beliebige abjolute Conjtante, fheifit
unendlid) flein.
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Lebefate. 1. Die Summe einer endlidhen Anzahl von unendlidh
fleinen Summanden ift unendlidh flein.

Sind £ wv, ¢... unendlidy fleine Grofen, und ift ihre Anzahl m eine
endlidge Zahl, jo ift aud) & + v + & +.. unendlicy flein, d. i Heiner als
iede beliebige Conjtante c. Denn theilt man ¢ in m beliebige conftante Theile
% By ¥y «-., fo Wird

E=0, V<P, & onnegiifo £rp-l ) serp

2. @in Product, deffen Multiplicand unendlidh) flein, und
deffen Multiplicator eine conftanie, von Null veridiedene Jahl
ift, ift unendlidy flein.

Folgt aus 1.

3. Gin Product, defjfen Wultiplicand conjtant und von
Null veridyieden, und deffen Multiplicator unendlidy flein ift,
ift unendlidh flein.

Um zu beweijen, daj8 fitv ein unendlich fleines n dag Probuct An feiner

alg cine belichige Gonftante C wird, darf man nur n << TC( wihlen; dann
wirtd An < C.

4. Gin Quotient, defjen Dividend conftant und von Null
verfdyieben, und beffen Divifor unendlid) grof ift, ift unendlid
flein.

Um 3u beweifen, dajé % filr ein unendlich groffed n fleiner al8 irgend

: : . i A A
cine Gonjtante C wird, wihle man n > -5-; dann wird — << C.

5. GEin Quotient, deffen Dividend conjtant und von Null
per{chieden, und dejjen Divijor unendlid) flein ijt, it unendlid
grof.

Der Beweis ift analog dem Beweije zu 4.

§. 112. Wenn eine verinderliche Grife X bet fortwihrendem Zu- oder
Abnehmen fid) einer conftanten Grife A, ofne diejelbe zu evreidjen, fo ndbert,
dafé die Diffeveny jwijchen ihnen unendlid) fein wird, fo heift A der Greng:
wert (limes) von X. Dieje Bejeichnung wivd audgedriidt durd)

lim X = A.

Der Grengwert einer unendlicy fleinen Grofe ift Null. Jedod ijt ull
felbft nicht unendlidy fein, da Nuil nidht vevdnderlid), jondern conjtant ijt.

Bufoah. Aus dem Sage 4, in §. 111, exgibt fich

eyl 2
lim —- =0 fiir n = co.

Wird diefe Begichung, wie e hiufig gejdhieht, Firzer duvd) die Gleidhung
1

{a~]

augedriidt, fo ift hier unter dem HBeidhen O nidt die abjolute Null, jondern
eine unendlid) fleine Zahl ju verjtehen.
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Qu demjelben’ Sinne gebraudit man aud) den veciprofen Ausdbruc
7=
weldper in diefer Auffaffung mit dem in § 48, T angefithrien Sae nidt im
Wiberjprudye fteht.
§. 113. fLehrfige. 1. Der Grenzwert einer Summe ift gleid) ber
Summe der Grenzwerte der Summanden.

2. Der Grenzwert eined Productes ift gleich dem Producte
ver Grenjwerte dev Factoren,

3. Der Grenzmert eines Quotienten ift gleid) bem Quo-
tienten be8 Grenzwerted des Dividends durd) den Grengwert
ves Divifors.

Sind A und B bdie Grengwerte jweier ufommengehiviger BVevdnoer-
ligen X und Y, und find £ und v pojitive und negative Zahlen, die fid) der
Jull ndhern, wenn X und Y fih den Grengwerten A und B ndhern, fo
fartt mon X = A +& und Y =B + v jesen. Dann ift

X+Y=A+B+E+ ),
XY s B (Avi BE 4 £9)
X + Bg — Aw
B(B+v)

Nafern fich nmun X uuh b d)uzu Grengwerten A und B, aljo & und
v der Jtull, fo werben (§. 111, 1 und 3) £ +v, Av+ BE+ &v, BE— Av
unendlid) flein; daher ijt

1) Im(X+Y)=lmX +lim Y,

2) lim XY —lim X lim Y,
< SEdee lim X
3) lim & = ﬁﬁ

§ 114. &ind zwei conftante GSrofen Grenzwerte devjelben
LHevinderliden, fo find jie einander gletd.
Qit A =1im X und B = lim X, fo ift: A = B.
Denn wire dem abjoluten Werte nah A > B, fo miifste dem abjoluten
Werte nadh A > X > B fein. Wan theile nun A — B in wei ungleiche
Theile, von denen der fleinere m fei; dann wird
A—X<m,
X — B << m, baher
A — B < 2m, und umjomelhr
A — B < A — B, wad unmiglid) ijt
Solgefa. Gine conftante Grofe ift als8 Grengwert einer ver:
andevliden Grofe vollftindig bejtimmt.
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VIILI. PBerhaltniffe und Proportionen.

1. Berbiiltuifje.
Sahlenverhaltniffe.
§. 115. Unter dem BVerhiltnifje weier Jahlen a und b verfteht

man_den Quotienten derfelben im Sinne der mejjenbden Divijion (§. 47),
b. 1. bie Angabe, wie vielmal b in a enthalten ift. Der Quotient a : b oder
% wird al8 Verhiltnis gelefen: a verhilt fih su b, oder fiivger: a ju b.
Den Dividend a nennt man dag Borderglied, den Divifor b dag Hinter-
glied ded Berhiltnijjes.

Bwei BVerhiltniffe, welde bdenfelben Bahlenwert Haben, find einander
gleid.

Dag durdh) Vertaufdhung der Glieder eined BVerhiltniffes a : b entftehende
Perhiltni8 b : a heift dad umgefehrte ober veciprofe Lerhiltnid bder
Aahlen a und b; im Gegenfase zu demijelben wird dann a: b dad gevade
Berhiltni® bdiejer Bafhlen genannt.

Aus dem Vegriffe eines Verhidltnifjes folgt:

1. Das Borvderglied eined BVerhiltnijfes ift gleidh dem
Dintevgliede multipliciert mit dem Quotienten (§ 48, 1).

2. Das Hinterglied eines Verhaltnifjes ift gleid) dem
Borbergliebe dividiert durd) ben Quotienten (§. 48, 2).

3. Gin Yerhiltnis bleibt (jeinem Werte nad)) unverdndert,
wenn man Borber- und Hinterglied mit derfelben Zahl multi-
plicievt, ober beide dburd) diefelbe Zahl dividiert (§. 53, 2).

Durdh) Anmwendung deg 3. Sapes fann man a) jeved BVerhiltnid, dejjen
®lieder Briiche enthalten, mit gangen Bahlen darjtellen; b) jedes Verhiltnis,
deffen lieder ein gemeinjames Wiaf haben, duvd) diefes abiivzen.

§. 116. NMultipliciert man in zwei oder mehreven Verhiltnifjen alle
Borderglicder und ebenjo alfe Hintevglieder mit einander, fo bilden die Producte
ein meues Berhiltnig, weldhed im Gegenjage zu den gegebenen einfadyen
Berhiltnifien ein jujammengejetted BVerhiltnis genannt wird.

Sind' 3 B. a:b

o d
e : f einfade Verhiltnifie,
jo.ift ace: bdf ein jujammengejestes Berhaltnis.

Grifenverhaltniffe.
§ 117. Awijchen zwei Griofen fann nur dann ein BVerhiltnis jtatt-
finden, wenn diefelben gleichartig find. Das Verhiltnis jweier gleidartiger
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®rifen ift gleidhbedeutend mit dem Berhiltniffe jweier unbenannter Zablen,
welde ausbriiden, wie vielmal eine dritte Grofe devfelben Art ald Maf in
feber ber beiden Gvofen enthalten ift.

Aufgabe. Dasd grifte gemeinjame Maf zweier gleidartiger
®rdfen zu finden.

Mean nefme, wenn A und B die gegebenen Grofen jind, von der groferen
A bie fleinere B fo oft weg, ald e8 angeht; jodann in gleicher LWeife von B
ben etwa gebliebenen NRejt R,, von bdiefem NRefte R, wieder den meuen Reft
R,, w. i w. Kommt man bei einer diefer Mefjungen auf einen Rejt Ry, = 0,
fo ift der legte nidht verjhwindende NReft Ra—y dad gr. g. Maff der beiden
gegebenen Grigen.

Die Begriindbung bdiefes BVerfahrens, das mit dem in § T2 angegebenen
Borgange bei der Auffindung des gr. g. Mafes weier Bahlen iibeveinftimmt,
ijt analog mit dem dovt gefiilhrten Beweife.

Hier werden zwar aud), wie bei der ujjudjung desd grv. g. Wiafes
sweier gangen Baflen, bdie Refte ftets fleiner, man mufé jedodh nicht immer,
wie dovt, dhlieflich einen Rejt —= O erhalten. LWenn man bei dem obigen
Berfahren niemald auf einen Reft = O fommt, jo weit man bie Meffungen
audy fortjegen wiirde, fo Haben bdie Dbeiden Gvogen fein gemeinfames Maf.
Gin Beijpiel zweier folher Grdfen bieten die Hypotenufe und die Kathete
eined gleidhjchentligen vechtwinfligen Dreiectes (Geometvie §. 107).

Bwei Grofen, weldpe ein gemeinjames Maf Haben, heifen commen-
juvabel; jwei Grofen, welde fein gemeinjames Maf haben, incommen:
furabel.

§ 118. 1. Das Berhiltnis jweier commenfurabler Grofen
ift entwedev eine gange odev eine gebrodene Bahl.

@ind die Grogen A und B commenjuvabel, und ift ihv gemeinjames
Mag in A mmal, in B nmal enthalten, fo ijt % =2, wo = fiir den Fall,
bafé m durd) n theilbar ijt, eine gange Bafhl, jonjt einen Brud) darjtellt.

2. Das Berhdltnis zweier incommenjurabler Grofen fann
a) wedev eine gange nod) eine gebrodene Zahl jein; es lajst jid
jedbod) b) alé Grenzwert eines vevanderliden Brudes mit jedem
beliebigen Grade der Genauigleit beftimmen.

a) Gind A und B jwei incommenjurable Grofen, fo fann webder % =
nod) % = —1:13 fein; denn im erften Falle wive dann B felbjt, im zweiten % ein
gemeinjamed Maff von A und B, was gegen die Vorausjesung ijt.

b) Theilt man B in n gleide Theile und nimmt einen jolhen Theil %

wiederholt von A weg, big der lete Reft feiner wird als —n%, fo hat man,
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wenn died nad) mmaligem Wegnehmen dev Fall ift,
A>m.% und A<(m+1).%

folglich nady §. 60, 2,
m -1

1 .

m A
= << T <
Jn diefem Falle liegt aljo dasg Berhiltnis %— wifchent wei Briidhen

m m 1 4 1 (1800 + i
— und j’ , deven Untevfdhied —» Wenn man o hinlinglid) grof annimmt,

beliebig flein gemacht wevden fann. Das BVerhiiltnis % ift demnad) ber

Gvengwert, dem fih der veviinbderlihe Brud % um o mehr nibert, fe
grifer n wird, aljo

B0 A1 .
& = lim =, wenn n = oo wird.
n

2. Grweiterung des Bahlengebietes durd) die Divifion als Mefjung.

Jrrvationale Sahlen.

§. 119. Das Mejjen zweier incommenjuvabler Srifen fiihrt auf Ber-
hiltnifje, die fich duvch die bisher betvadyteten Sahlen nidht ausdriiden lafjen;
man ift deshalb gendthigt, den Bahlenbegriff entjprechend zu eviveitern. Diefes
gefchieht durch Einfithrung der ivrationalen Zabhlen.

Gine ivvationale Bahl ijt cine Bahl, welde fid) weder durdy eine
gange nod) duvd) eine gebrodhene Bahl, jondern nur ald Grenpwert eined
veviinderlidhen Brudjes ausdriiden [dfst. Die Werte, weldye diejer vevinder-
lige Brud) annimmt, indem er fih der Gvenge ndbert, heifen Nihevungs:
Wevte ber ivvationalen Bafl. JIm Gegenfose zu den ivvationalen Sablen
Werden die bigher betvachteten Jahlen, die gangen und gebrocdjenen, vationale
Bahlen genannt.

Hiernad) ift (§. 118) bas Verhiltnis zweier Grofen A und B, wenn
fie commenjuvabel find, eine vationale Bafhl, dagegen, wenn fie incommen-
furabel find, eine irrationale Bahl. Das Beiden fiiv die irvationale Bahl
%— it lim %, wo n ohne Endbe junimmt und m Ddie grofte gange Bahl
angibt, weldhe fiix den jedesmaligen Wert von n in dem Quotienten A : %

enthalten ift. Die Briiche — und mjl jinp fiiv irgend einen Bejonderen

BWert von n auf ri— genaue Niherungswerte diejer ivrationalen Zahl.

Gin periodijther Decimalbruch ift eine rationale Jafhl (§. 104, 2 und 3).
Audh die ivationalen Sahlen Fonnen durd) einc Zahlenlinie vevfinnlidyt
werden. Gine unbegrengte gerade Linie ftellt duvd) die von einem ihrer Punite,
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pem AnfangSpuntte, ju beiden Seiten gleid) weit abjtehenden Punfte die Reihe
der pofitiven und negativerr gangen Bafhlen dav. Werden zwifchen fe zwei
Punfte diefer Linie beliebig viele ebenfalld gleih weit von einander entfernte
Punfte eingejdaltet, jo wird durd) dieje die Reihe der Briiche mit beliebigen
Jennern davgeftellt. e mehreve folde Bunfte man einfdaltet, defto ndibher
viiden fie aneinander, bi§ fie Dei einev ing Unenbdliche fortfdhreitenden Ein-
fdhaltung, wie die ivvationalen Bahlen es fordern, in eine jtetige Sahlenlinie
iibergehen. o lange man fidh auj die vationalen Bahlen bejdyrdantte, hatte
man immer nod) nicht alle Punfte der Linie; exjt die ivrationalen Zahlen in
Berbindbung mit den vationalen laffen jeden Punft der Linie al8 die LVerfinn-
lichung einer Bafhl evfdjeinen.

§ 120. Miit ivvationalen Bahlen vedynen heift, mit ihren
Naherungswevten vedynen und den Grengwert judhen, von weldhem dasd Rejultat
unendlid) wenig diffeviert, wenn bdie Nihevungdwerte der ivrationalen ahlen
bon ifren Grengwerten felbft unenbdlich wenig differieven.

Da nach diefer Crilarung die Refultate der Redynungen mit ivvationalen
Bahlen durd) die begiglichen Rechnungdrefultate ihrev Niherungdwerte beftimmt
erden, diefe aber vationale Bahlen jind, {o gelten alle fiiv rvationale
Bahlen ermiefenen allgemeinen Opevationdgefese aud) fiiv die
irvationalen Zafhlen.

3. Proportionen,

§. 121. Die Gleidftellung sweier gleicher Verhiltnijfe heift eine Pro-
portion. Jfta:b—q und e:d=gq, fo ift aud)y a: b =c:d; diefer
Ausdrud ijt eine Proportion und wird gelejen: a verhilt jich ju b, wie fidh
¢ su d verhdlt, ober fiivser: a ju b, wie ¢ ju d. Das erfte Glied a und
dag vierte d nennt man die dufeven, dag jweite b und das dritte ¢ die
inneven @lieber; aud) heifen a und ¢ die Borderglieder, b und d die
Hintevglieder der Proportion. Dad bvievte Glied insbefondere wivd die
bievte Proportionale su den erften drei Glicdern genannt.

Sind in einer Proportion die inneven Glieder gleih, fo Deift diejelbe
eine ftetige Proportion, 3. B. a:b =Db:e. Dag innere Glied b wird die
mittleve (geometrifche) Proporviionale oder dag geometrijdhe Mittel
jwaund e, und ¢ bdie dritte ftetige Propovtionale ju a und b genannt.

Grifenproportionen.

§. 122. Gind bdie Glieder einer Proportion lauter unbenannte Sahlen,
fo beifit diefelbe eine Bafhlenproportion, fonjt Heift fie eine Grofens
proportion.

Wenn wei Avten von Grdfen jo von einander abhingen, dafé zu einer
m fachen Grofie der einen Avt aud) eine m fache Grisfe der andern Art gehort,
fo Beifien die beiden Avten von Grofen gevade propovtioniert; 3. B. Ware
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und Preid. Wenn dagegen ju der mfadjen Grofe der einen Avt nur der mte
Theil von der Grife der andern Avt gehdrt, jo eifen die beiden Arten von
©rofen verfehrt proportioniert; 3 B. die Bahl der Arbeiter und bdie
Urbeitszeit bei gleider Leiftung.

Lehrfag. Sind zwei Arten von Gréfen fiir je zwei commens
fuvable Werte der einen Avt gevabde oder verfehrt proportioniert,
fo find fie e$ audh fiiv je zwei incommenjurable Werte derjelben.

Beweis. a) €8 feien A und A’ jwei Grofen der einen Art, B und B
die jugehorigen Grofen einer andern von der erften abhingigen Avt, und ed
fei fiiv den Fall, dajs A und A’ commenjuvabel jind, A: A= B: B’

Um 3u beweifen, baj8 bdie Verhiltniffe A: A’ und B : B/ auh dann
gleich fein miiffen, wenn A und A’ incommenfuvabel find, theilt man A’ in
n gleidje Theile, wo n beliebig grof angenommen werden fann, und nimmt

einen foldhen Theil % von A mmal, d. i. jo oft weg, al8 e§ angeht; dann
bleibt, da A und A’ incommenjurabel find, von A nod) ein Rejt iibrig, der
jedoch Eleiner al§ % ift; e8 ijt daher

m-41
n !

mA’ (m - 1)A’ Y ¢ Al
—D—<A<T, oder i e

o der Unterjdhied —;— swifchen % und m;}'l ourd) Bergroferung von n

beliebig flein gemadyt werden fann. Da mTA‘ und (m—_f;ﬂ commenjurabel
(m 4 1)Af
n

jind, fo fjind nady der Vorausfepung die ju %5, A und gehorigen

; . 1)B! L
Grogen ber jweiten At En?—, B und (m-l; ) , und mujé and
‘ mB! (m+1DB . ‘m B m41
T<B<'—n—, Ubeh?<§7< 4

fein.
2 b TR | Biiia
Die irrationalen Verhiltniffe -~ und - find demnad) Grenzwerte des-

jelben vevanderlidhen Brudjes %, folglih nad) §. 114 einander gleid).

b) Gbenjo wird der Beweis gefiihrt, wenn die beiden Arten von Grifen
verfehrt proportioniert find.

Qn den Bhier folgenden Untevjuchungen fonnen wiv und daher auf Pro-
portionen bejchriinfen, deven Berhdltnifje rational jind.

Beyichungen unter den Gliedern ciner Proportion.

§ 123. Sn jedber Bahlenproportion ift das Prodbuct bder
duferen ®licder gleich bem Producte dev inneven Glieder.

G feia:b=r0c"d Multipliciert man die Quotientengleidung

mgf bd, fo erhdlt man i :—bﬁi, und folglih ad = be.

,a C
RS
Modnil, Avithmetit nnd Algebra,

b
5
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Solgefage. 1. Ju einer ftetigen Bahlenproportion ijt das
Quabdrat der mittleven Proportionale gleich dem Producte ber
beiden anberen Glicder.

Qe h—bie WD —ac.

2. Jebdes dufeve Glied einer Bahlenproportion ift gleid
dem Producte der beiden inmeven Glieder dividiert dburd) das
anbdere dufeve @lied; und jeded innere Glied ift gleich dem Pro-
bucte der beiden dufeven Glieder dividiert durdh das andeve
innere Glieb.

Biitaisb =t ok d daber ad—bc, fo ift

ad ad
4= 1911

s e

§. 124. Ausg 3met gIetcf;en EBwbucten [dfst fid) eine Pro-
portion bilden, indem man die Factoven des einen Productes
ju dufeven, bie Factoren de§ andern Producte§ zu inneren
Gliedern madt.

@8 jei ad = be, daher aud) be = ad. Dividiert man bdiefe gleichen
Ausdriide folgeweife durd) bd, cd, ab und ac, fo ergeben fich folgende
PBroportionen:

ainby—ic i Chithees 2t s
e —ibid, bisidi— o
d:b=le a, cta=d:b,
doc—hia beia==id-v6

§. 125. Gine Proportion aufldjen heift, aus drei gegebenen Glicdern
einex Proportion das nod) unbefannte Glied finden.

a) Gine Proportion wird aufgeldst, indem man aus dem Ver-
haltniffe, Deffen beide Glieber gegeben find, den Quotienten fudt und aus
biefem und dem gegebenen Gliede bdes andern Berhiltniffes (nad) §. 115, 1
oder 2) dag unbefannte Glied bejtimmdt.

b) Gine Zahlenproportion wivd am einfadften nad) §. 123, Folgef. 2,
aufgelost. &

Aug x : 2f— 15: 3 findet man}?

a) 161p8 =215, ®5:=1205 =105 0bee

b) x ﬂﬂ = 10;7daber]

10: 2 = 15 : 3 bdie volljtandige Propovtion.

Hmformung von Proportionen.’

§ 126. 1. Sedbe Bahlenproportion bleibt vidtig, wenn man
a) die inneven ®lieder unter fid, b) die dufeven Glieder unter
fih, c) bie inneven Glieder mit den duferen vertaufdt.
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@3 jei a:b=c:d, daher ad = be. Dann finden nad) §. 124 aud
folgende Proportionen fratt:

a.)'_ feto E=ib 2d,
b) dib=—"¢c:a
g) b= d : i/

Die Umformung c) fann man aud)y mit jeder Grofenproporvtion, die
Umformungen a) und b) nuv mit jolden Grifenproportionen vornehmen, in
venen alle Glieder gleidhartig find.

2. Gine Proportion bleibt vidtig, wenn man ein duferes
und ein inneved ®lied mit derfelben Zahl multipliciert, obexr
beide duvd) diefelbe Zahl dividiert.

oolgt aug §. 115, 3, und §. 126, 1.

Durd) Anwendung diefed Sapges fann man a) jede Proportion, in welder
Briidhge vorfommen, mit gangen Bahlen darftellen; b) jede Proportion, in
welder ein duffered und ein inneres Glied ein gemeinfames Maf  Haben,
ourd) diefed abitvzen.

§ 127. 1. Qn fedber Propovtion verhilt fich die Summe ober
Diffeven der erjten 3wei Glieder jum evften oder zweiten, wie
die Summe oder Diffevens der letten jwet Glieder jum dritten
oder pierten. '

Ata:b=c:d, a=hbg, c=dgq, fo hat map

(a % b):a = (bgikb)ihy: 5 (¢ F1) ayg,
(cxd):e=(dq=xtd):dq=(q=1):q; daber
(a=tDb):a =(cEd):c
Auf dhnliche Weife exhilt man
(kb)) irhy= (o A5.d)5 id

2. In jedber Proportion verhdalt fidh die Summe der erften
jwei Glieder zu bderen Differenz, wie die Summe der lesten
swei Glieder ju deven Differens.

@8 ijt
(a+b):(@a—b=(q+b):(bg—Db)=(q+1:(@q—1),
(ct+d:lc—d=dg+d):(dq—d)=(q+H1):(q—1);

oaber
(a4+b):(a—Db)=(c+d):(c—4d).

3. Qn jeder Proportion gleidjartiger odev unbenannter
Babhlen verhilt fidh die Summe oder Differen devr Borbder-
glieder jur Summe ober Differen; der Hintevglieder wic jedes
Borderglied ju feinem Hintergliede.

Bertaujiht man in der Proportion a:b = ¢ : d dic inneven Glicder,

fo evhilt man a: ¢ =Dh:d. Nad) 1. ift damn
a o) =8¢ (b2=d)nbj
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und nach Bevtoujdhpung dev inneven Glicder
(a==¢):(b=xd) =a:b; folglih aud
(a=£ o)s(bEEdy=—"e 1d

Berbindung mehrever Proportionen.

§. 128. Werben mehr a8 ziwei Verhiltnifje einandev gleichgefest, fo
entjteft eine fortlaufende Proportion; 3 B.

Aoam bt —etl hi—— AL
Diefe fortlaufende Proportion fdyreibt man aud) jo an:
4 dbises s =, S =Pt
wobei alfe Borderglieder auf einer, alle Hinterglieder auj bder andern Seite
oe8 Gleichheitszeichens jtehen.

Qn  jeder fortlaufenden Propovtion gleidartiger oder
unbenannter 3ahlen verhalt {id) die Summe aller Bordervglieder
jur Summe aller Hintevglieder, wie irgend ein Borderglied
su feinem Hintervgliede.

Hat man die fortlaufende Proportion

caemt—bicn — e p
fo folgt aug § 127, 3
a+b+e):(m+nt+p =a:m
=Ppin
= C: P-

8§ 129. 1. Wenn man in zwei oder mehreven Fahlen-
proportionen die gleidftelligen Glieder mit einander multi-
pliciert, fo bilden die Producte wieder eine Proportion.

&ind bdie' Bropovtionen

ailbi=tc 'd

finig =h 5k,

T 1 RS gl
gegeben, o ift ad = be, fk =gh, mr = np. Wultipliciert moan diefe
Probuctengleidhungen mit einander, jo evgibt fid)

adfkmr = beghnp, ober afm.dkr ="bgn.chp,
und hieraus nad) §. 124 :
afm:bgn = chp:dkr.

Pan fagt, die legte Proportion ift aug den gegebenen jujammengejest.

2. Wenn man die gleidjtelligen Glieder jweier Zafhlen-
propovtionen durd) einander dividievt, fo bilden die Quotienten
wieder eine Proportion.
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it arb=rc:d umd
fietgies Rk, ‘
jo hat man ad =be und fk = gh. Dividiert man die exjte Producten-
gleichung durd) bie zweite, jo erhiilt man

ad be a d b itie
T L O i
und hievaus
&b latiel Pd
i T

Harmonifdye Propertionen.

§- 130. Drei Zahlen a, b, ¢ bilden eine harmonijde Proportion,
wennt (& — b) : (b — ¢) = a : ¢ ijt; b heift dann die mittlere Harmo-
nifde Proportionale oder das harmonifde Mittel wijchen a und ¢.

Aufgabe. Bu jwei gegebenen Zahlen die dritte harmonifd
proportionierte ju finden.

Aus (a —b):(b—c) =a:c folgt ac —be =ab — ac, daher

b

1) a= e

R Gl %, und -
2ac

3) b= Py

Die dritte Gleihung gibt den Sat:
Das harmonifde Mittel zwifden zwei Zabhlen ift gleid
vem doppelten Producte devjelben dividiert durd ihre Summe.

Bergleidhung zwijdhen dem arithmetifchen (§. 95, Bujas), dem geometrijdien (§. 121
und 123, Folgel. 1) und dem Harmonijden Miittel.

4, Anmwendung der Proportionen.

Angewandte Aufgaben mit cinfachen Verbiltniffen.

§. 131. Die LWiung von Proportiondaufgaben, bdeven Grdfen in ein-
faden Bevhiltniffen ftehen — bdie fogenannte einfade Regeldetri —
beruht auf folgendem Sate, weldher fih unmittelbar aus dem Begriffe der
geraden und verfehrten Proportionalitit evgibt:

Sind zwei Avten von Bahlen gevade oder verfehrt propor-
tioniert, fo ijt bas Berhaltnis jwifden je jwei Bahlen der einen
Art beziiglidh gleich dem geraden oder dem umgefehrten Ber-
haltniffe swifdhen den zwei jugehorigen Jahlen der andern Art.

§. 132. Gin Betrag, dev fid) auf bdie Jahl 100 begieht, wird Procent
genannt. Bei der Procentrednung rehnet man entweder von, oder auf,
oder in Hunbert, je nachdem die Menge, von weldher die Procente beftimmt
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werben, mit der Grundzahl 100 felbijt, ober mit 100 vermehrt um das
Procent, ober mit 100 vermindert um dad Procent gleidhartig ijt.

Beseidnet p dad Procent und b den Grivag von der Wenge m, fo
Hat man folgende Proportionen:

a) bei der Rechnung von Hundert b:p =m:100,  alfo b = {50
b} i, oufDumbet B:p = m:(10047), ", b="51s
© y » » in Pundet b:ip=m:(100—p), , b= s

Angewandte Aufgaben mit jufommengefehien Perhdliniffen.

§. 133. Die Lijung von Aufgaben, deven Grdfen in ujammengejesten
Berhiltnifien jtehen — bdic jogenannte jujammengefeste Regeldetvi —
beruht auj folgendem Safe:

Hiangt eine Avt von Zahlen von mehreven andeven Arten
fo ab, dajs fie mit denjelben einzeln genommen theild gevade,
theils verfehrt proportioniert ift, fo ift dag Berhdltnis zwijden
je 3mwei Bahlen der erjten Art gleidh dem jzujammengejesten
Berhialtnifje ausg den einfaden beziiglid) gevade oder umgefehrt
genommenen Bevhaltniffen zwifden den jugehdvigen Bahlen
jeber anbern Art.

Beweis. €8 fei die 3ahl A von den Bahlen B, C jo abhdingig, wie

OB PR Y " b, ¢,

wo die mit gleidhlautenden Budhjtaben begeichneten Sahlen zu devjelben vt
gehoren, und e8 feien die Bahlen der exften Avt mit den Baflen der weiten
Avt gevade, mit den Zahlen der dritten Avt verfehrt propovtioniert. Deift «
eine Bahl ber erjten Avt, weldye ju den Jahlen b, C gehovt, jo hat man
folgende Rethen ujammenbhingender Sahlen:

A B, G

a, b, C;

a, b, e

Da die Bahl ¢ aud A entjteht, indem fidh B in b dndert, und Ddie
Bahlen diefer jiwei” Avtert gerade proportioniert find, fo hat man

Al =B D!
Da ferner a aud « hevvorgeht, wenn fidh € in c vevindert, und die
Bahlen diefer swei Avten verfehrt proporvtioniert find, jo hat man
3l 80 A, :
Durd) Multiplication diefer beiden Proportionen ergibt fid
Aw:ae=Be:bC,
ober An babr=iBieibC,
in weldjer Proportion der oben aufgejtellte Sats enthalten ijt.
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3. 8. Wenn 20 Avbeiter, welde thglidh) 12 Stunden avbeiten, in
5 Wodjen einen Damm von 375 Mieter Linge juftande bringen; in wie el
Wodjen werben 12 Avbeiter, weldhe taglich 10 Stunden avbeiten, einen eben
jolden: Damm von 600 Mieter vollenden? :

20 Arb. 12 &t. tiglih 5 Wod). 375 Meter Ling
12 " 10 " W DLIBIL gy 600 " "
D= 20 12
12,4 10
600 : 375
x:1=16:1; daher x = 16 Wodjen.

§. 134. Bepeidhnet Z die einfaden Binjen, welde ein Capital C
in J Jahren ju P Procent gibt, jo hat man zur gegenjeitigen Bejtimmung
diefer Grifen folgende zujammengejetste Regeldetri:

100 fl. Cap. in 1 Jahre P fl. Bind L =10 <HO0)

C " " " J " Z " " o
aljo Z T B ="CJ 100/ ihd
100 Z = CPJ.

aug welder Fovmel fih die befannten Sige fiiv die Lofung bder Aufgaben
itber die einfade Bindredhnung herleiten lajfen.

BDie Theilvegel. £
§. 135. ©oll ecine gegebene Bafhl in mehreve Theile, welche fid) wie
andere gegebene Bafhlen veralten, getheilt werden, jo gefdyieht diejes duvch bie
Theilvegel oder Gefell{daftéredhnung. Die Bahlen, duvd) welde dad
Berhiltnis der Theile audgedriidt wird, heifen Berhaltnidzahlen.
it nur eine Reihe von BVerhiltnidzahlen gegeben, fo wird die ecinfadhe,
find mefrere Reihen von BVerhiiltnidzahlen gegeben, fo iwird die jujommen:
gejeite Theilvegel angewenbdet.
@8 feien bei der einfaden Theilvegel s die ju theilende Babl, a,
b, ¢ und d bdie Verhiltnidzahlen. Werben bie gefuchten Theile durd) u, x,
y und z begeidnet, jo fat man die fortlaufende Proportion:
u sy e =ala U el djliibbey
pldrex: B=yic=sacid,
baber nad) §. 128
(a4 x+y+2z:(@a+btec+d=nu:
=t o3
=y:
¥ =/
Da mun u + x + y + z = s fein muj8, jo erhalt man

s e g
i K T Al iy
d.

Mo oge

g eSO T
Yy =aFbfeFa® ETAFVFeFA”
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§. 136. Die jufammengefeste Theilvegel [afst fidh auf die ein-
fache zuviidfiihren.

&5 fei eine Bahl s mit Begugnahme ouf mehreve Umftinde in drei
Theile su theilen, bdie ficdh in einer Beziehung wie a: b : e, in einer weiten
DBeziehung wie d : e : f, und in einer dritten Vesiehung wie g : h: k ver-
balten. $Heifen x, y, z bdie nod) unbefannten Theile, fo mujd fih x:y
nidt nuv wie a : b, jondern aud) wie d : e und wie g : h verhalten; e8 mujs
alfo bag Berhiltnid x : y gleid) fein dem zujammengefeten Berhiltniffe aus
a:b, d:e, g:h, alfo dem Berhiltnifje adg : beh. Ehenfo mujd y : z =
beh : cfk fein. E8 befteht demnady die Forbevung, bdie Theile x, y, z o
it beftimmen, baf8 bder Bebingung

x.vizn— adg:hbehcfk
geniige geleijtet werde, wag eine Aufgabe der einfachen Theilvegel ift.

3. B. Bu einer Unternehmung vereinigen fich drei Perfonen: A gibt
8000 fl. auf 5 Monate, B 4000 fl. auf 6 Monate, C 2000 {l. auf 8 Nionate
her. Die Unternehmung wirft einen reinen Gewinn von 460 fl. ab; mwie viel
papon wird jede der drei Perjonen erfhalten?

A 8000 fl. burch 5 Dion. | 40000 | 5 46.5 = 230 fi.
B 4000 , , 6 , |240093 46.3 =138 ,,
C 200, , 8 , |16000|2 46.2 = 92 ,

460 : 10 = 46 460 .

Bie Kettenregel.

§. 137. Wenn bie Begiehung zwijden wei Grofen nidht unmittelbar
befannt ijt, jondern erft durd) eine Fujammenhingende Aufitellung befanuter
Bwijhenbeftimmungen gefudht werden mujs, jo wendet man bdie Ketten-
regel an.

(3 fei folgende Aufgabe zu ldfen:

BWie viel (x) Cinheiten von der Avt M betragen a Einbeiten von der Ant A,

ennt a’ Ginbeiten bon der Art A b Einbeiten von der Art B,
b‘ rn rn rn rrn B c r " r " C"
("‘ " rn n " C m rn r r 1 ht
betragen? .
Diefe Aufgabe fann fivger fo angefdrieben werben:
xM—aA,

wenn a‘’A = bB, 1)
b/ Bi== & €; T
¢'C=ml, |
wo x, a, a‘, b, b’ ¢, ¢/, m unbenannte Bahlen, und A, B, C, M bie Arten
oder Benennungen derfelben vorftellen.
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Um bdag gefuchte Rejultat su erhalten, verwanbdelt man die gegebenen
a Ginbeiten der Avt A sunddhit in (y) Ginbeiten der Avt B, dann die gefundenen
Ginbeiten dev Avt B in (z) Cinbeiten der Avt C, und diefe endlidy in (x) Gin-
heiten der Art M. Dabei ergeben fich nach) den angegebenen Bedingungen
folgenbe Proportionen:

\Zi
Zi o= h
x:m =z:c' woraud nadh §. 129, 1 folgt:
x : bem —a: a'b'c’, und
abem
X E'_G'.“.2)

Aug dem in 1) angegebenen Anfase der Aufgabe und dem in 2) fir x
evhaltenen Yusdrude evgibt fidh) fiiv bdie Kettenvedhnung folgendes
praftifdes Berfahren:

1. Man fdreibe x mit feiner BVenennung an und ved)td baneben die
gegebene Oriofe, deven Betrag gejudht wird und die daher mit x gleichen
Wert hat. Darunter fepe man alle Mittelbesiehungen, unbd war fange man
fedesmal linf§ mit einer Grdfe an, welde mit der nddjtoorhergehenven
rec)td von gleidjer Avt ift; vedhtd neben jebe Grife fommt bdicjenige Grofe,
weldhe mit ihr gleidhwertig ift. So wird fortgefahren, bid man vedyts eine
Gvofe erhilt, die mit x gleidnamig ijt.

2. Man bdividiere das Product aller rechts ftehenden unbenannten Jablen
durd) das Product aller [inf§ unter x ftehenden; der Quotient gibt den gejudhten
Wert von x. '

3. 8. Wenn in Cngland 1 Quarter Weizen 36 Shilling fojtet, weldes ijt
der entjprechende Preis fiir 1 Heftoliter in fl. 6. W.? (11 Quarter = 32 Hefto-
liter, 20 Shilling = 1 Pfund Sterling, 10 Pfd. Sterl. = 120 fl. 6. W.)

Tl DA 1 Dettoliter e LoD

32 Heftol. 11 Quarter e

1 Quarter 36 Shilling = 7425 fl. 0. B.
20 @hilling 1 Pfo. Sterl.

10 Bd. Sterl. | 120 L. 6. BW.



Dritter Abjdynitt.
Glexdangen Des ersten Grades,

§. 138. Die Gleidhitellung jweier Sahlenausdritde, welde gleicdhen Wert

haben, wird eine Gleidung genannt. 3. B.
a=a, (x +22=x"4+4x + 4, bx — 8 = 3x.

Die Grofen, welde ecinanber gleicdhgejtellt werden, Beifen Theile dex
Gleidjung und fonuen eingeln wieder aug mehreven Gliedevn bejtehen. Jn
ber Gleidung 5x — 8 = 3x ijt Hx — 8 der erfte, 3x Ddev jweite Theil;
der erjte Theil bejteht aus zwei Gliedern Hx und — 8.

Man unterjdjeidet identijdhe und Beftimmungsgleichungen.

Gine ®leidung, in weldher ein Babhlenausdrud fidh felbjt oder eciner
blofen Wimformung dicjes Ausdrudes gleidhgefetst wird, beifit eine idbentifdye
Gleidung; 3 B. a=a, (x+2)??=x*+4x 4 4. Cine identijdhe
Gleichung bleibt fiir jeden beliebigen Wert der davin porfommenden allge-
meinen Bahlen vidtig. Jede Fovmel fitr eine avithmetijhe Operation bildet
eine identifdye Gleichung.

Gine Gleidhung, in weldher der eine Theil nicht duvd) blofe Umformung
aug dem andern hevgeleitet werden fann, welde aljo aud) nidyt fiiv alle, jondern
nue fiiv bejtimmte Werte dev in ihr enthaltenen unbeftimmien Bahlen ridtig
iit, heift eine Bejtimmungsgleidung, aud blof Gleidung im engeren
Sinne. 3. B. die Gleidung bx — 8 = 3x ift nur ridhtig, wenn man fiir x
den Lert 4 fept.

Die in ciner Bejtimmungsgleihung unbejtimmt gelaffenen Sahlen Heifen
Unbefannte und werden gewdhulich dureh die lehten Budjtaben x, y, z. ..
beg Alphabets bezeichnet. Die Bejtimmungsgleichungen dienen dazu, aug den

ourd) fie ausgedriiften Beziehungen zwifhen den befannten und unbefannten -

Babhlen die lesteren zu bejtimmen.

Die Werte der Unbefannten, welde einer Gleichung geniigen, nennt man
die Wurjeln der Gleidung; bdiefe Werte bejtimmen, heift die Gleidung
auflofen. Die Wurzeln einer Gleihung miiffen, ftatt dev Unbefannten in
diefelbe fubjtitutert, die Gleidhung zu einer identijhen maden.

§ 139. Nadh) der Anzahl der Unbefannten, welde in einer
Gleihung vovfommen, unterjcheidet man Sleichungen mit einer, mit zwei
und mit mefhreven Unbefannten. 3. B. bx — 8 =3x ijt eine Gleidhung
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mit einer, 5x — 3y =8 cine Gleidung mit pwei, Tx =3y — 5z + 5
eine Gleidhung mit drei Unbefannten.

Gine Gleidhung, in welder feine der Unbefannten in einer hheven als
der erjten Potens und aud) fein Product melhrever Unbefannten vorfommt,
heift eine Gleidung de§ evjten Grades oder eine lineare Gleidnmg.

Cine [Gleidung, welde aufer der Unbefannten nuv bejondere Sahlen
enthilt, heift eine numevifdye ober iffergleidung; 3. B. 4x — 3 =5,
Gine Gleidhung, welde aufer den Unbefannten aud) allgemeine Jahlen enthilt,
heift eine Budftabengleidung; 3 B. ax — b =cx + d.

L. Gleidungen des exfien Grades mif einer Unbekannten.

§. 140. Dag Auflifen der Gleidjungen des erften Grades bevuht auf
dem  Gvundjage: Wenn man mit gleiden Griofen gleidhe Ber-
inderungen vornimmt, jo erhilt man mwieder gleidhe Grifen,
Diefer Grundfap Ldjst jich duvch folgende Siitie nither ausddriicen:

1. Cine Gleichung bleibt ridhtig, wenn man ju beiden Theilen
derjelben eineund diefelbe 3ahl addiert, odevvon beiden Theilen
diefelbe Bahl jubtrahievt.

Nad) diefemn Sape fann man jedes Glied des einen Theiles mit dem
entgegengefesten Vovzeidhen in den andern Theil bringen (trandponieven),
wic auch gleiche Glieder in beiben Theilen weglafjen.

38 a8 x+a=hb folgt ‘x.—= b —a,

SR el an S —a,

2. Gine Gleidhung bleibt vichtig, wenn man beide Theile
devfelben mit devfelben Zafhl multipliciert.

it Hilfe diefes Saged fann man jede Gleicdhung von den 5Rennerln
befreien, insbejondere aud) den Eoefficienten der Unbefannten, wenn ev negativ
ift, duvch die Multiplication beider Theile mit — 1, b. i. durd) Verdnderung
aller Borzeidgen, pojitiv davjtellen.

3. B. aus %—b:c folgt x —ab=aeg,

w —X=—25 4 X =)
3. Gine Gleidung bleibt ridtig, wenn man beide Theile
derfelben durd) diefelbe Zafhl dividiert.
Diernad) fann man eine Gleichung, deven beide Theile einen gcmeifs
fomen Factor faben, duvd) diefen abfitvzen, inbejondeve aud) dem Coeffi-

cienten der Unbefannten, werw er von 1 verjdieden ijt, wegfdhaffen.
3. B. aug 6x =4 folgt 3%="2,
2

. 3x =2 " X=r3-
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Au dem vorftehenden Safie mujs bemerft werden, dajs ein gemeinjamer
Factor der Gleihung, welder die Unbefannte enthilt, durd) Divijion nidht
audgefchicden werden daxrf, weil jonjt die trandformierte Gleidhung nidht mehr
alfe Wurgeln dev gegebenen Gleidung enthielte. Dividiert man 3. B. beide
Theile der Gleiung (x — 1) (x —2) =3 (x — 1) durd) x — 1, jo ent-
hilt die neue Gleihung x — 2 = 3 nur die Wurzel 5, wihrend die gegebene
®leidung aud) durch die Wurzel 1 befriedigt wird.

§ 141. Aus den in § 140 angefithrten Sifgen ergibt fih fiiv die
Aufldjung der Gleihungen ded erjten Grades mit einer Unbe:
fannten folgenved BVerfahren:

1. Gnthilt die Gleidhung Briiche, fo werden die Nenner weggefdhafft,
inbem man beibe Theile der Gleichung mit dbem Eleinften gemeinjomen Biel-
fachen aller Menner multipliciert. (Wegichaffung der Briidhe.)

2. Qommen in bder Gleihung bdurd) RKlammern verbundene Yusdriide
bor, o werben die Klammern durd) wirtlihe Ansfithrung der angegﬂgten
Operationen aufgeldst. (Aufldjung der Klammern.)

3. Alfe Glieder, weldhe die Unbefannte enthalten, werden in den erjten
Theil der Gleidhung gebrad)t und ujammengezogen; bdie iibrigen Glieder
werden in den zweiten Theil iibevtragen und ebenfall veduciert. (Tvans-
ponieven und HRebucieven.)

4. Mon befreit die Unbefannte von ihrem Coefficienten, indem man
beide Theile der Gleihung durd) denjelben dividiert. (Divifion duvd) den
Goefficienten der Unbefannten.)

Durd) bdiefe Transformationen evhilt man {chlielih ald Aufldfung
X = a, wo x die Unbefannte und a ein nur aud befannten Bahlen bejtehender
Augdrud ift.

Gine Gleidjung de§ erften Grades mit einer Unbefannten hat nur eine
Wurgel.

Um jih von bder Ridhtigleit der Auflojung zu iiberzeugen, darf man
nur den gefundenen Wert fiiv die Unbefannte in bdie gegebene Gleidhung fub-
jtituieven und bie Yusdriidfe auf beiben Seiten auf bdie einfachjte Gejtalt
bringen. @Grhalt man DBeiderfeitd dadfelbe Rejultat, d. i. wird die Gleichung
su einer identifhen gemacht, fo ift die Auflojung vidtig.

Beifpicle.

1) = =2x— 36

%[uﬂ.: x = 10x — 180 Probe: @ —= 2190236
x — 10x = — 180 e

ENO e e ] R() 4 — 40 — 36
X =20 [ il
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2) 6(x— 2)—2 Bx+ 1)=14—4 (2x + 3)

6x —12 —6x — 2 —14-—-8x— 12
6x —6x +8x =14 —12+12 4 2
ol e i)
X A==,

3) ax+b =a'x+ b a b b
axi— gix — hlis- 4)—;~4a—]—?_‘§-;
(a——a‘}x:b‘ o 5 2a — 2ax —}-bx-_—'b

SO bxit—2ax"  —ih ==
x=a—a"' (b—2a)x ] e
X =i

IT. Gleidungen des erflen Grades mit swei oder mehreren AnbeRannten.

§. 142. Gine Gleidhung mit jwei Unbefannten ift unbeftimmt; man
fann fiiv die eine Unbefannte jeben beliebigen Wert annehmen und nad)y Ein-
feung desjelben durc) Aufldfung der entjtehenden Gleichung einen jugehivigen
Wert fitr die andeve nbefanute finden. Diefe Unbejtimmtheit hort auf, wenn
nod) eine jweite Gleidhung mit denfelben Unbefannten gegeben ijt, weldyer der
erften unbd gweiten Gleichung gleidyzeitia geniigen follen, indem man dann aud
beiben Gleidyungen duvch Wegjcdhaffung einer Unbefannten eine eingige Gleidung
mit nur einer Unbefannten bilbet und dieje auflost.

Aug zwei Gleihungen mit jwei Unbefannten eine dritte Gleichung ber-
leiten, welche die eine Unbefannte nicht mehy enthilt, heifit diefe Unbefannte
eliminieven.

§. 143. Gliminations- Methoden.

1. Die Gomparvations-Methode. Man bejtimmt den Wert ber-
jelben Unbefannten aug beiden Gleichungen, fest diefe Werte einander gleid
und [§8t die baburch evhaltene Gleichung, welde nuv die andeve Unbefannte
enthilt, auf.

&ind allgemein die Sleichungen

ax +by =c¢
a'x + bly =¢'
gegeben, fo evhilt man aus denjelben
= — b
yzcbaxr x:‘»_a 3”
i gix —cl_biy.
Yo L_ba_k; o Qv
daher, weil y und x in beiden Gleichungen diefelben Werte haben jollen,
c—-——ax_c'—a‘x. C—by__c’w—b‘y

b B b? s a a’
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Aus diefen Gleichungen ergibt fid) dann
b'e — be' ac’ —a'c
X=ab—ab Y = —a
9. Dic Subftitutions-Veethode. Man fud)t den Wevt einer Unbe-
fannten aus einer Gleidhung und fubftituiert denjelben in die andeve Gleichung;
dadurd) evhilt man eine Gleidung mit nur einer Unbelannten, weldje dann

aufgeldst wivd. .

Brifpicl. 6x — 13y = 48,
2x 4+ 3y =16.
Aus der erjten Gleidung folgt x = % 4;1”; wird Diejer Wert in

die gweite Gleihung fubjtituiert, fo hat man
2. ﬁ—'}{;—l?’l + 8y = 16, woraus y = 0 folgt.

Subftituiert man bdiejen Wert von y in den Ausdrud
48 4 13y 481-13.0
K== = G e e 8.

3. Die Methode der gleidhen Coefficienten. Mian veridafit in
beiden Gleicjungen ber ju eliminievenden Unbefanuten bduvd) Weultiplication
alfer Glieder mit einem geeigneten Factor gleidhe Coefficientent und addiert
ober fubtrabiert die neuen Gleidhungen, je nadpdem bdiefe Coefficienten ungleidhe
ober  gleidhe Bovzeidhen Haben; die dabduvdy erhaltene Gleichung mit einer
Unbefannten wird dbann aufgelost.

Beifpiel. 4x 4 19y = 11,

6x— Dy = =11

Um bei x gleidhe Goefficienten Berbeizufiihren, multipliciert man Ddic

exfte Gleidhung mit 3, die pweite mit 2; man evhlt

, o findet man x =

12x + BTy = 33 04 47
AB% 107 == 1 34 } jfubtrabiert,
61y = 67, aljo y =1.
Wird diefer Wert von y in die exfte Gleichung fubftituiert, fo erhiilt
man 4x + 19.1 = 11, worau§ x = — 2 folgt.

4. Die Methode dev unbefjtimmten Coefficienten (Bézout'jde
Methode). Nan multipliciert die eine Gleidung mit einer unbeftimmten Fahl m
und addiert fie in diefer Gejtalt ju der andern Gleichung. Wahlt man nun m
jo, daj8 der Goefficient dev zu eliminierenden Unbefannten = 0 wird, o fannt
bann aud der neuen Gleidhung die andere Unbefannte gefunden werden.

Beifpicl. 3x + 4y =24,

x — s ayi=—ll

WDultipliciert man die erfte Gleihung mit m und addiert fie dbann 3
der jweiten, jo ergibt fid)

Bm 4+ 5)x 4+ (dm — 3) y = 24m + 11.
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Um y su eliminieven, febt man 4m — 8 — 0, alfo m :—i—; bann

hat man

(3.%+5)x_—_24.§+11,
woraus x = 4 folgt. Wird x eliminiert, ndem man 3m + 5 =0, alfo
m—_— g jet, fo erhdlt man y = 3.

Bufife. a) Welde von den vier Eliminations-Methoden in jedem
bejondeven Falle am vortheilhoftejten angumwenden fei, mujs aus der Bejdyaffen-
heit der Goefficienten dev Unbefannten beurtheilt werden. Gewihnlid) Dejtimmt
man nur den Wert der einen Unbefannten nad) einer dev angefiihrten vier
Meethoden und fubftituiert damn dem gefundenen Wert in eine der gegebenen
®leidhungen, wovaus fid) der Wert fitv die jweite Unbefannte evgibt.

b) Sommen in den gegebenen Gleihungen nur die veciprofen Werte
oer Unbefannten vor, fo ift e8 am einfachften, bdiefe veciprofen Werte felbit
alg bie eigentlichen Unbefannten anzujehen und aus ifnen nadtviglidy die

urfpriinglidhen Unbefannten ju berednen. 3. B.

2 Fise b 2 _
;+§-_131mb;—}——4-

Setit man % = x' und ;1; =y, jo hat man
2x' 4+ 38y’ = 13 und bx' — 2y’ = 4,
und findet x =2, y’ = 8, woraus dann x = %, y = % folgt.
§ 144. Die in § 143, 1 aus den allgemeinen Gleidhungen

ax Sthwic=
a‘x's- by = ¢
erhaltenen Werte
bie'—be' Ul ac't=a'c
E=av—an ¥ T av—ab

lnffen evfehen, dajs es Falle gibt, in bdenen bdie gegebenen awei Gleidhungen
jur Beftimmung der in  denfelben vorfommenden swei Unbefannten nidyt
geeignet find.

1. Die Werte von x und y find unbeftimmt, wenn ab’ = a’b und
b'e = be! und daher aud) ac’ = a‘c ift, weil bann x = % umd y =%
wird. Diefer Fall tritt immer ein, wenn bdie eine Gleihung von der andern
abhiangtg ijt. Demn fest man a =a‘m, o dann aud) b =b'm und
¢ = c'm Iird, fo nehmen die gegebenen Gleidjungen folgende Form an:

a'mx + b'my =c'm,

a'x + by =r¢ i
woraus hervorgeht, dafé die erjte Gleidhung durd) blofe Umformung, 'numh&;
duvd) Multiplication mit m, aud bder jweiten hevvorgegangen, folgkich von
diejer abhiingig ift.
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2. Die ywei Gleihungen lajlen fermer feine endlidhe Aujlojung u,
wenn in den obigen Ausdriiden fiiv x und y der Nenner = 0, die dhler aber
von O vexjdhieden find, wenn aljo ab’ = a’b, bagegen etwa be’ = b'e ift,

weil man bann fiir x einen Wert von der Fovm T exhilt, die feinen Sinn

hat (§. 48, 7). Diefer Fal tritt immer ein, wenn bdie zwei gegebenen
@leidungen einander widevftreiten. Denn fest man a = a’m, alfo aud
b = b‘m, {o nehmen bdie gegebenen Gleidhungen folgende Form an:

a‘mx 4 b'my — ¢,
Al bayhe o — ¢!

woraud ¢'m = ¢ folgen wiivde, wad jedod) einen Wiberfpruch enthilt, da
b

nadh) der Vovausfesung be' = b'e, aljo T? =, ober ¢'m = c fein mujs.
Aug jwei Gleichungen mit jwei Unbefannten fonnen demnad) die Werte

diefer Unbefannten nuv dann beftimmt werden, wenn die beiden Gleichungen

pon einander unabhiangig jind und einander nidhi wibevjtreiten.

§. 145. Bur Bejtimmung von Ddrei oder mehreven Unbefannten
miiffen eben o viele von einander unabhingige und fid) nidht widevitreitende
®leichungen gegeben jein.

Um ein Syftem von mehreven ujammengehsvigen Gleidjungen mit eben
jo vielen Unbefannten aufjuldjen, wendet man eine dev evjten drei Wiethoden
an, welhe in § 143 fiiv die Auflojung von zwei OGleihungen mit wei
Unbefannten angegeben wuvden. Nian eliminiert ndmlich aus den gegebenen
®leichungen eine der Unbefonnten, woburd) man eine Unbefannte und ugleid)
cine Gleidung weniger erhilt; aus diefen neuen Gleidhungen eliminiert man
eine weite Unbefanute und fept diefed BVerfahren fort, bi§ man julest nuv
eine ®leihung mit einer Unbefannten evhilt, aus welder fich bder LWert
dbiefer Unbefannten evgibt. Der gefundene Wert wird in eine der undchjt
porfergehenden zwei Gleichungen jubijtituiert und daduvd) eine jweite Unbefannte
beftimmt.  Die beiden gefundenen Werte fubftitutert man dann in eine dev
porhergehenden Gleidhungen, u. f. w., und beftimmt auf dieje Art nad) und
nad) die Werte aller Unbefannten.

PMan fann aber aud)y die Weethobe der unbejtimmten Eoefficienten
anwenden, indem man die Gleichungen, mit Ausnahme einer eingigen, folge-
weife mit den unbeftimmten Bahlen m, n, .. multipliciert und fie in bdiefer
®ejtalt u dev unveviindert geblicbenen Gleidhung addievt. Wean evhilt dadurd)
eine neue Gleidhung, ausd welder eine jede dev Unbefannten bejtimmt werden
fann, wenn man die Coefficienten der iibrigen Unbefannten = O jest, woduvd
jih aud) die Werte fiir m, n, .. beftimmen.
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Beifpiel. 8x + by + 2z = 24,
O0x Byt m =3,
4x 4 9y 6z = 4,
©ollen diefe Gleidhungen nad) dev Methode bder unbeftimmten Eoeffi-
cienten aujgeldst werden, fo multipliciee man bdie erfte mit m, bie jweite
mit o und abddiere 3u benie[ﬁen die dritte. Man erhilt dadurd

(Bm +6n+4)x+ Bbm—3n+PDy+(2m+ n—06)z=24m + 3n 4.
Um aué diefer Gleidhung x ju beftimmen, fese man
dbm —3n+9=0 und 2m4+n—6=0,

woraud jid) m = 1i1 und n = :14‘1_ ergibt. Durd) Subftitution bdiefer Werte

in ber obigen @[eid}ung folgt bann
Bigr + 6+ )z =242 4 3.8 4y,

und  daher x = 1.
Auf analoge Weife erhill man y = 2 und z = 3.

II1. Anwendung der Gleifungen des erflen Grades.

§. 146. Jn jeder Aufgabe, mag fie nur einen eingelnen befonberen Fall
betreffen odev ganj allgemein geftellt fein, werden gewiffe Bedingungen an-
gegeben, Ddenen Ddie ju juchenden Rablen geniigen jollen. Das Gejdhiift der
Algebra bei der Aufléjung von Aufgaben ijt ein dreifadhes:

1. ©er Anjap einer oder mehrever zujammengehoriger Gleidiungen,
b. i. die Ulbertragung bder Bedingungen der Aufgabe aus der gewdhnlichen
Wortjprade in die algebraijche Beichenjpradie;

2. die Auflofung der gebildeten Gleichungen;

3. die Discufjion oder Deutung des erhaltenen Refultates, welde
oie verfdyiedenen miglicheriveife eintvetenden Fille und bdie Bedingungen ber
Losbarfeit der Aufgabe ju erdriern Hat.

Fiir dag Unjesen bder Gleidhungen Fonnen Ffeine allgemeinen NRegeln
gegeben erden; ed ift bag Werf de§ Sdarfjinnes und fann nur duvd) viel-
filtige 1lbung geliufig gemacht werden. AUnfingern faun folgende Regel als
einigermagen leitende BLorfchrift dienen: Mian betrachte bdie gegebene Aufgabe
vorldufig alé aufgeldst und behandle die Unbefannte fo, wic e8 die Bedingungen
der Aufgabe erfordern; baduvd) erhalt man fitr eine und diejelbe Grife wei
verfdhieden geformte Husdriide, weldhe einander gleichgejtellt die verlangte
Gleidung geben. Die Discuffion ift bejonders dann von Widptigkeit, wenn
bag ejultat ein allgemeines ift oder eine negative Auflojung enthilt.

§. 147. - Beifpiele.
1) Man fude eine Bahl, deven Hilfte und dritter Theil jujammen 25
betragen.

Mo Enilt, Arithmetit und Algebra. 6
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Begeidinet x die gefudyte 3ahl, fo ift ihre Halfte - unbd dev dritte Theil ,
pafher nad) ber Bedingung der Aufgabe
+ + & = 25, wovaus x = 30 folgt.

2) Gin Lehrer gab auf die Frage, wic viele Schiller ev habe, folgende
Antwort: bdie doppelte Bahl meiner Sdhiiler betrdigt um T6'/, mehr al8 dev
fiinfte Theil derfelben. Wie viele Schiiler hatte er?

It x bie gejudite Bahl, fo ift 2x das Doppelte und + dev fiinfte
Theil berjelben; baher
2x = X + 16/, folgli) x = 42%,.

Bisceuffion. Hier exhilt man fiiv die Anzahl der Schiiler eine gebrodyene
Bahl, wag feinen Sinn fat; die Lofung der Aufgabe, wie diefe gejtellt wurde,
ift dbaher unmiglid.

3) A it a Jahre, B b Jahre alt; nad) wie vielen Jahren wird A
poppelt fo alt fein als B?

Nath x Jahren witdb A a + x, B b + x Jahre alt; man Bat daber

a4+ x=2(b+4 x), und
x == a — 2b.

Biscuffion. Jjt hier a << 2b, fo ijt x = — (2b — a), aljo negativ.
Da eine negative Bahl Jahre feinen Sinn hat, fo ift in diefem Falle die
Aufldjung der vorgelegten Aufgabe unmiglich. Wiirde man aber in der obigen
Gleidjung — x fjtatt x feken, o erhielte man

a—x=2(b —x), und
x=2b—a.

Wenn man daher fragen wirde: Vor wie viel Jahren war A doppelt

fo alt al8 B? fo gibt die leptere Gleidung dafiiv die Lofung x = 2b — 3,
0. h. por 2b — a Jabren.
3 Die negative Auflofung einer Gleichung ded erjten Graded geniigt alfo,
wenn man fie pofitiv nimmt, einer andeven Gleichung, welde aud der erfien
burd) Snderung bes Borseichens dev Unbefannten gebildet wird, und fann die
Aufldfung einer Aufgabe enthalten, in weldyer die Fragezahl der vorgelegten
Aufgabe im entgegengefesten Sinne genommen wird.

4) Bwei Kivper K/ und K find auf einer gevaden Linie in devfelben
Ridhtung mit den Gefdwindigheiten o’ und e’ in gleidfivmiger Bewegung
und gehen gleichzeitiq besiiglich duvd) die Punfte A’ und A“, von benen A’
um d Qéngeneinheiten vidwdrtd von A liegt. Nadh wie viel (T) Beits
einfeiten erden beide Korper jujammentreffen?

K legt in T Beiteinbeiten ¢ T Langeneinheiten zuviid,

K“ non & " 0“T " DR
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Da jur Beit ded Fujommentreffens der von K zuviidgelegte Weg um
d gvfer ift al8 dev von K juviidgelegte, fo ift ¢'T —c“T =d, bdaber
T e —,—d‘ff.
oG
Disonffion. a) So lange ¢ > e, ift T pofitiv, und e8 gibt eine
beftimmte Beit, nad) welher die Kiovper jujommentreffen. Wenn e’ = e,

alfo ¢’ — ¢ =0, fo wird T= %; bie uflofung ijt unmoglich. it

fiiv diefen Fall aud) d = 0, d. h. gehen Dbie Korper gleidhseitig bduvd) den-
felben Puntt, fo wird T :%; pie Auflofung ift unbeftimmt, d. i bdie

Rivper haben, da fie in jebem Augenblide ujammen find, nidht einen,
jondern umnendlid)y viele Beitbuntte ded Bujommentreffens. Jft endlich

el <'et,jo mixd T —— % woraus folgt, bafé in biefem Falle die

¢l —c'/
Auflfung bex Aufgabe, fo wie fie gejtelit wurde, unmoglid) ift, wag audy jdhon
an jich einfeuchtet, indem fich der hintere Kovper K langfamer al8 der vordere
K!* bewegt, beide alfo nidht nur nie jujommentreffen, jondern fidhy von ein:
ander immer mehr entfernen. Um {ibrigen auch dem negativen Werte von
T cine Deutung su geben, darf man nuv in der gegebenen Aufgabe die Frage
im entgegengefesten Sinne ftelfen, ndmlid)y: Vor wie viel Reiteinfeiten waven
beive Rorper zufammengetvoffen? Dann gibt der negative Wert von T pofitiv
genommen eine Auflofung dev fo gednderten Aufgabe und driidt aug, dajé bdie

i d AL
swei Kibrper vor e Reiteinfeiten zufammengetroffen waven.

b) @epst man — d fiiv d, d. i. nimmt man an, dajé der Punkt A’ vors

4 I3 J T d
wdarté von A liege, fo erhilt man T = c,_i,. = r—r; 8 gelten

dabher Bier bie unter a) fiir K, A, ¢’ gewonnenen Refultate besitglidh von
K, A" ¢" und umgefehrt.

c) et man endlid)y — e fiir ¢/, b. i. nimmt man an, daf8 fid) ver
Rovper K gegen K’ in entgegengefegter Nidtung bewege, fo wird
T= % Wemn d pofitiv ift, bedeutet T die eit, nach weldyer die
Kovper jnjammentreffen. Fir d = 0 wird aud) T =0, d. i. wenn die zwei

Rorper gleichzeitig von demfelben Punfte abgehen, fo find fie eben zur

Beit bes Abganges sufammen. Jjt d negativ, dann wird T = — #‘cu-,

0. i. bie beiden Rprper waren vor ﬁ? Beiteinheiten  zufammengetroffen.

BWitd aus bder obigen Grundgleidhung nicht T, fonbern eine andeve
allgemeine ®vofe beftimmt, fo evhilt man daduvd) die Lojung fiv eine anbdere

vevwanbdte Aufgabe. Die algebraijhe Auflofung einer allgemeinen Aufgabe
6*
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beantwortet dafer mnidht blof bdie unmittelbar gejtellte Aufgabe, fie [liefert
sugleich die Aufldfung fiiv eine gange Gruppe von verwandten Aufgaben und
seigt den inmerven Bujammenhang, in weldem diefelben unter einander jtehen;
ingbefondere Ddienen Dbdie negativen Werte dazu, um die BVejdyranfungen auf-
subeben, weldje in ecine Aufgabe gelegt wurden, und um dadurd) dieje in ihrer
Allgemeinfeit vollftandig zu [ofen.

5) Man theile die Bahl 58 in zwei Theile jo, daj8 der eine Theil um
16 fleiner fei al8 ber ambere. ;

Bejeidhnet man den groferen Theil duvd) x und den fleineven duvdy y,
fo mui8 nacd) vden Bedingungen der Aufgabe

x+y=58umdx=y-+ 16
fein, aus welden Gleidungen x = 37, y = 21 folgt.

Dieje Aufgabe fonn aud) mitteld einer eingigen Gleihung mit einev
Unbefannten aufgeldst werden.

Qijt namlich x der grifere Theil, o ift 58 — x ber fleinere, und ed
muj8 x = B8 — x 4 16 fein, woraus x = 37, daher 58 — x = 21 folgt.

6) Man hat jwei gleichartige Stoffe; von dem erften ift dev Wert einer
Ginbeit = a, von dem jweiten ='b. Man foll aug beiden eine Mifchung
ntachen, die m Einfeiten enthilt und von welder jede Einfeit den LWert e
hat.  Taie viele Einfeiten mujgé man von jedem Stoffe ju bdiefer Wijdhung
nefmen?

© &8 wird vorausgefetst, dafd der Wert der Mifdhung gleich ijt den Werten
Dev Dazu veriwendeten Stoffe.

Begeidnet x die Anjahl bder Einfeiten, weldhe man von bdem evjten
Stoffe nehmen mufs, und y die Angahl der Einbeiten, weldhe man vou dem
jweiten Stoffe nehmen mujg, jo ijt

x+y=mud ax 4+ by = cm, daher
c—Dhb a—e¢
.1, y= 4o

Die Auffudhung des Miifdhungsverhilinijjes dev beiden Quantititen

x:y = (c—Db): (a— c) bilbet die fogenannte Alligationdrvedynung.

a—Db




Bierter Abjdynitt,

Potengieren, Badicieren wnd Logarithmieren.

L. Potenjen mit pofitiven ganjen Expomenten.

§. 148. Eine Zabhl a jur nten Poteng erheben oder mit n
potenzieven Beift, a nmal al8 Factor fesen (§. 36). a ift die Grund-
jabl oder Bafis, n ber Potenzerponent und das erhaltene Product p
dic nte Pofeny von a. Man jdreibt a® = p. Gine Poten; ift demnad
ein Broduct gleicher Factoren.

Jolge[ike.

e k=S h)P =i

Bufab. Die vorftehende Erflavung hat jundcdhit nuv dann cinen Sinn,
wenn ber Erponent eine gange pofitive Zahl und = 1 ift. Dasd Princip der
Grhaltung ber Operationsgefese fithrt jedod) die Nothwendigleit herbei, ben
urfpriinglichen Potengbegriff zu cviveitern. Gine jolche Crveiterung  enthalten
fdhon die im Bufat zu §. H4 abgeleiteten Siipe ’

ar g und al ==

@piter wird der Potenzbegrifi aud) auf negative und gebrodjene Erpos
nenten eviveitert werben.

Perbindung des Potensicrens mit fich [elbft.
§ 149. Dic Poteny einer Poteny bleibt unverdndert, wenn
man die Erponenten unter einander vevtaufdt.
(a.m)n o (an)m'
Beweis, Ordnet man bdie gleichen Factoven der Poteni (a™) in n
Reihen, deven jede ben Factor a mmal enthilt, némlid)
a.a.a.a.... (mmal)
AT
2.8.8.84., .
- (nmal),
fo evhdlt man offenbar a mnmal al8 Factor, mag man die m Factoven einer
Dorizontalreihe n mal, ober bdie n Factoven einer Vevticalveihe m mal alé
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Factor fegen. Jm erften Falle erhilt man a® nmal al§ Factor, alfo (a™)?,
im jweiten a® mmal al8 Factor, aljo (a”)=. 63 ijt daher (a™)* = (a®)™

Diejer Sap behilt, wie leidt su zeigen ift (§. 37), feine volfe Giltigfeit
aud) dann, wenn mehr alg jwei Potengerponenten gegeben find.

§ 150. 1. Gine Poten; wird mit einer Jabhl potengiert,
indem man die Bafis mit dem Producte beider Erponenten potengiert.

(a7)2 & a%t

Folgt aus dem Beweife in §. 149.

2. Umgefehet: €ine Zahl wird mit einem Producte poten
jiert, indem man fie mit dem einen Factor, und Ddie exhaltene Poteny mit
bem anbern Factor potenziert.

Perbindung des Potengierens mit der Multiplication umd Bivifion.

8. 151. 1. Gin Broduct wird mit einer Zahl potengiert, indem
man feden Factor mit ihr potenziert.

(wb)r = am.b™
Seweis. (ab)® = ab.ab.ab.ab.... (mmal)
= a.a.a.a.. (mmal) .b.b.b.b... (mmal) (§ 37)
= gy hay

2. Umgetehrt: Potenzen desfelben Erponenten werden multi:
plicievt, indem man dad Product der Grundiahlen mit dem gemeinjamen
Gyponenten potengievt.

§ 152. 1. Gin Quotient (Brud)) wird mit einer Zahl poten
stert, indem man Dividend und Divifor mit ihr potenziert.

a3 \m am
(Tf) T pa

Der Beweis ift demjenigen ju § 151, 1 analog.

2. Umgefehrt: Potenzen dedfelben Erponenten werden bivis
biert, indem man den Quotienten der Grundzahlen mit dem gemeinjamen
Grponenten potenziert.

Solgefa. Die Potens eines auf die einfadijte Form gebradten
edhten odev unediten Brudes fann nie eine gange Zahl fein.

golgt aus 1. unter Beiziehung von §. T4, b,

§ 1563. 1. Potengen derfelben Bafis werden multipliciert
inbem  man  die gemeinfame Bafid mit der Summe der Exponenten
potenziert. ;

aligh — ah-on
Dicjer Saty wurde {dhon in §. 39 bewiefen.
2. Umgefehet: Gine 3ahl wird mit einer Summe potenzicrt

indem man fie mit jedem Summanden pofengiert und die evhaltenen Potensn
multipliciert.



87

§ 154. 1. Potenzen derfelben Bajis werden dividiert, inbem
man die gemeinjame Bafi¢ mit einer Zahl potensiert, weldhe gleich ift dem
Erponenten des Dividends weniger dem Erponenten ded Divijovs.

atiigll— all =1

Die Ridptigheit diefer Gleidung fiir m >n und m = n wurde in
§ 54 bewiefen; bdie Bebeutung bderfelben fiir m << n Wit weiter unten
(§. 175) befonders unterfudht werben.

2. Umgefehrt: Cine Bahl wird mit einer Differeng potengiert,
indem man fie mit dem Winuend und mit dem Subtvahend potenzievt, und
vie erjte Poteny durch die weite dividievt.

Sufa. Mit Potengen, welde ungleidhe Erponenten und ungleiche Grund-
sablen haben, wird die Multiplication und Divifion auf bdiefelbe QIrt wie mit
allgemeinen Bahlen iiberhoupt vorgenommen.

Die in den §8. 151—154 angefiihrten Siige bilden die Diftributions-
gefee ded Botenzievensd Dag commutative Princip findet bei bden
Botengen nidht jtatt, da a™ von m* im allgemeinen verjdyieden ijt.

Derbindung des Polengierens mit der Addition und Subiraction.

§. 165. Fitr dag Adbdieren und Subtvahicven von Potengen, fowie fiiv dad
Redynen mit mehrgliedrigen Ausdritcfen, in denen Potengen vorfommen, gelten
die besiiglichen, fiix allgemeine Zablen iiberhoupt abgeleiteten Sige. Eine
Bujommenziehung des Rejultates fann nur dann ftattfinden, wenn die Potenen

fowofl gleihe Srundzahlen ald gleiche Exponenten haben.
Die auf cinander folgenden Potenzen eine§ Binoms obder Polhnoms

fann man einfad) burdy die Multiplication erhalten. Die Eutwidlung des
Quabrate und des Cubug indbejondere wird in ben §§. 185 und 191 geeigt,
dag allgemeine Gefes der hoheven Potengen im § 279 ndber unterfudyt werden.

Berbindung von Gleidungen und Hngleiyungen duvd) die Potemierung.

§ 156. 1. Gleide Bahlen mit gleidhen Bahlen potenziert
geben Gleidyes.

Qit a = b, fo ift aud) a® = b™ (§. 8, 3).

Solgefo. Wenn man alle Glieder einer Proportion mi't bers
felben 3afhl potengiert, fo exhilt man wieder eine Proportion.

it a:b = c:d, jo mufs aud) (a:b)® = (c:d)™, folglidy a™: b™ =
em:dm (§. 162, 1) fein.

2. Ungleide Rahlen mit gleiden pofitiven Zahlen potengiert
geben Ungleidhes mit demjelben UngleidheitSzeiden.

3it a > b, o ift am > b™ (§. 46, 3).

Solgefa. Wenn a = 1, fo ift beiiglich) a™ = 1.
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3. ®leidhe Bahlen mit ungleihen Bahlen potenzievt geben
Ungleiched mit demfelben ober mit Ddem entgegengefepten
Ungleidhheitszeidhen, jfe nadhdem die Bafis grofer oder fleiner
alg 1 ift.

Qft m > n, jo hat man fiiv a > 1, a™ > a®;

fin i1y amiieg gl

Folgt aus §. 97.

4, Ungleidhe 3ahlen, von denmen wenigftens die eine grofer
alg 1 ijt, mitungleiden pofitiven ahlen bei demfelben Ungleid:
heit8zeichen potenziert, geben Ungleidhed mit dem gemeinfamen
Ungleid)heitdzeichen.

Qit:a > b unbd zugleih a > 1, ferner m =>n, o ift a™ = b".

Denn nad) 3. ift a® > a®, nad) 2. a® > b*; daber umjomehr a™ => b=,

Potengen mit algebraifdjer Bafis.

§ 157. 1. Gine pofitive Bajid gibt mit einer gangen Fahl
potengiert immer eine pofitive Poteny

(+apr=-a.+a.+ a.+....nmal = + a® (§ 61, Folgef. 2).

2. Gine negative Bajid gibt mit einer gevaden ganzen Jahl
potenzievt eine pofitive, mit einer ungeraden gangen Jahl
potengievt dagegen eine negative Potens
(—a)yr =—a.—a.—a.—a...2nmal = + a* (§. 61, Folgej. 3).
(—a)pt = —a.—a.—a.—2a...(2n 4 1) mal = — a?ntl,

II. Wurzeln mif pofitiven ganjen Cxponenten.

§ 1568, Aus einer Zahl a bie nte Wurzel audziehen, obder
pie Bahl a durd) n vadicieven Deift aud dev Poteny a unbd dem Erpo-
nenten n die Bajis fuchen. Die gegebene Poteny a heift der Fadicand,
oder gevadehin die Bahl, der gegebene Grponent n dev Wurzelerponent
und die gejuchte Bajis p die nte Wurzel aus a. Man jdreibt 1Va = p-

Gine Wurzel ift aljo ein Ausdrud fitv diejenige Bahl, welde
mit bem Wurvzelerponenten potengiert den Radicand gibt;
oder e8 ijt

(Ja)e =t

Die weite und die dritte Wurvzel einer Zahl nennt man besiglid)
Quadratwurzel und Cubitwurgel

§. 159. folgefiae. 1. Potenziert man eine Wurzel mit dem
Wurzelerponenten, fo erhdlt man den Radicand.

(]n/a)“ =ity
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2. Rabdiciert man eine Potens durd) den Potenzerponenten,
fo erhdlt man dbiec Bajis.
Vi) =a
3. Cine Bahl bleibt unvevdndert, wenn man fie mit einer
Bahl potengiert und durd) diefelbe Jahl vadiciert.

=V@);  a=Var '
Diernady fann jede Zahl in Fovm einer Wurzel davgejtellt werden;
. B b =T1b
Dag Potengieren und dag Rabicieven find demnad) einander entgegen:
gefest; lesteres ift eine inverfe Operation bed exfteren.
4. Die evjte Wurzel aus einer Zahl ijt die Z3ahl felbit.

Dl at—a: o it 11/a= a.
v die erjte Wuvgel wird daher weber der Grponent 1, nod) dag Wurzel-
seichen angefdhrieben. Bei der gweiten oder Quabdratwurzel wird das Wursel-
%em{)en aber nidt der Grponent 2 angefdyrieben, jo dajd 1/a fo viel ald

Va bedeutet.

i 6. Y0 = 0.

Rationale und irvationale Wurseln.

§ 160. 1. Die nte Wurzel aus einer gangen Zabhl a ift ent-
weder eine ganze Zahl oder fie ift irvational

Beweis. PMan bilbe die nten Potengen der aufeinander folgenden gangen
Raflen, mit Hingufiigung der Null, nimlid :

0 1820, 8% o 5aap®, D 1)

G§ find nun wei Falle moglic.

a) Gntwebder ift a gleid) eciner diefer Potengen, 3 B. a = p*; bdann
ift ]n/a = p eine gange 3abhl

b) Ober a liegt swifdjen zwei aufeinander folgenden foldjen Potengen,
etoa wijchen p* und (p + 1), wo dain Va swijdhen el aufeinander
folgende gange 3aflen p und p 4 1 fillt, fomit feine gange Bafl fein Fann.

Dann [§f8t fid) aber I,n/a aud) durd) feinen Brucdh vollfommen genau dar
ftellen; benn wive Va—=p-+ 1 '"+'1 wo q und r velative Prim:
aoflen jind, in miifste (g-;%-_g) == a = einer gangen 3ahl fein, wad nadh
§. 152, Folgej., unmoglid) ift.
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Dagegen [ifst fid) in diefem Falle ]}a. alg Grengwert eines verdnders
lichen Brudjes mit jebem beliebigen Grade der Genauigleit beftimmen.

Da niamlid ln/a. 3wifchen p und p - 1 liegt, fo vermehre man p nad

und nad) um %, %, %, ..., wo m eine gange 3ahl bejeidhnet, und bilde

) ) ) () -
Weil nun a feiner biefer Potengen gleich fein fann, fo mujs es noth

wendig 3wifden zwei unmittelbar aufeinander folgenbe foldhe Potengen fallen,
etwa iifden (p + i)n und ( 1)‘, wo ¢ << m ift. Dann ijt

p—l——<1/a<p~l»c+1

]n/a, liegt alfo zwifchen wei Briichen p + % und p + %, deren
Differen; % ift. Gest man fiiv Va bie Babl p + =, fo begeht man einen
Hebler, ber fleiner alg % ift. Da aber m beliebig groft, daher % beliebig

flein gemadyt werden fann, fo lafst fid) ]}a al8 Grengwert, dem fid) der vers
dndevliche Brud) p + — umfomehr nifert, fe grofier m wird, mit jeber

beliebigen @enauigfeit beftimmen. &8 ift ]n/a —=m (p + %), weitit m = oo

mirb;p—l—%unbp—l—e'*"

; find fiiv jeden Dbefonderen Wert von m anf

n
% genaue Niherungswerte von 1/ a.

Jit aljo die nte Wurzel aud einer gamzen Sahl nidht wieber eine gamge
Babl, fo ijt fie eine irvationale Bahl (§ 119).

2. Die nte Wurzel aud einem Brudye % ift entweder ein
Brud) oder eine irrationale Zahl.

Der Beweis wird, indem man junddft die Reihe der Potenzen
). ). ) G) - G) ()

bilbet, analog wie ju 1. gefithrt.

Bufah. Da wir die folgenden Sige fdmmtlidh) aus dem allgemeinen
LBegriffe einer Wurzel, welder durd) bdie Gleichung (]n/a)“: a gegeben
ift, ableiten werden, fo find diefelben fowohl fiiv vationale al8 fiiv irvationale
Wurzeln giltig.
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Deebindung des Radicievens mit fid) felbft und mit dem’ Potengieren.

§ 161. Eine Poten; wird durd) eine Zahl rabiciert, inbdem
man bie Pafid durd) fie vabiciert, ober imdem man bden Potenzerponenten
ourch den Wurgelerponenten dividiert.

V(a™) = (Va)" = an,

Beweis. a) Soll (1n/a)“‘ die ridtige Wurzel fein, fo mufs fie mit dem
Wurzeleyponenten n potenziert den Rabdicand a™ geben (§. 158). Wirklidy ijt

(Va)nin = ((P/a))m (8. 149) = am (§. 169, 1).
b) Gbenfo ijt aud), wenn m durd) n theilbar vorausgefest wird,

(s2) =45 Enlsh 1) = an. .
Solgefa. Soll eine Zahl potengziert und vadiciert werden,
fo ift es gleidygiltig, in welder Reihenfolge man diefe Red-
nungsoperationen vornimmt.
§ 162. Gine Wurzel wird mit einer Zahl potengiert, indem
man den Radicand mit ihr potenziert, ober indem man den LWurzelexponenten
durd) den Potengerponenten dividiert.

n

(Vay = V(am) = Va.

eweis, Dajs (/a) = 1/ (am) ift, crgibt fich aus §. 161, Folgef.
Aus der Erflirung einev Wurgel (§. 168) ldfst fih ferner folgern, dajs

n

audh) ﬁ'a — (]}a)m ift, wenn n duvd) m theilbar vovausdgefest Wwivd; denn

(Va)mim = (Va) & (§ 150, 1).

= (Vay =a (§ 159, 1),
§ 163. Gine Wurzel wird durd) eine ahl radiciert, indem
man den Radicand durd) fie rabdiciert, ober indem man die Wurzeleyponenten
multipliciect.

V Va) =V (Va) =Va.
Beweis. Beide Fovmen der Wurzel entfpredhen der in §. 158 auf
geftellten Grflirung devielben. Denn ed ijt

W a)in =1 (Ve (& 162)=Va; wd ad

Va)r = Va (§. 162) = Va.
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Lolgefah. Soll eine Bahl dbuvd) jwei Bahlen vabiciert werden,
fo darf man entweder burd) bdiefelben eingeln in beliebiger
HReihenfolge, oder aud) fogleidh) durd) ihr Product vadicieven.

§ 164. 1. Gine Bahl wird durdy ein Produet vadiciert, indem
man fie duvd) den einen Factor, und bdie evhaltene Wuvgel durdh) den anbdern
Factor vadiciert.

Va=V (Va)=V (Va)
Grgibt fi) ourch Umiehrung der in § 163 bewiefenen Gleidjungen.
2. Gine 3ahl wird mit einem Quotienten (Brude) potengiert,
indem man fie mit dem Dividend potengiert und durd) den Divifor rabiciert.

a0 — V(am) —_ (Va)m_
Grgibt fid) durdh) Umfehrung ber Gleichungen in §. 161.
3. Gine Zahl wird durd) einen Quotienten (VBrud)) radiciert,
inbem man fie dburd) den Dividend vadiciert und mit dem Divifor potenziert.

n

Va=Va)» = V().

Folgt durd) Umbehrung aug §. 162.

§ 165. Die Wurzel aus einer Poteny bleibt unverdnbdert,
wenn man den Wurzel- und dben Potengerponenten mit derfelben
Zabl multipliciert, ober beidbe buvd) diefelbe Bahl dividiert.

n m mp n
Gs ift Vam = at = a1 — J/(ans);

m:

n o 2 n:
Val = af — a'P — Vlza“’ En )t
Bufah. Nad) diefem Sage fann man a) jede Wurgel in eine andere
umformen, deven Wrzelexponent ein BVielfaches des gegebenen Wurzelerponenten
ift, folglih audh zwei oder mehreve Wurgeln mit einem gemeinfamen Wurzel-
exponenten darftellen; b) jede Wurgel, in weldher der Wurzel- und der Poteng-
erponent ein gemeinfamed Wiaf haben, daduvd) abfiiczen.

3 10
Sind 3. B. die Wuvgeln 1a, V'b?, 1/¢” gegeben, fo ift 30 ifhr Heinfter
gemeinfamer Wurzelexponent und man Hat
30

=T 80 10 20
Tiai="1 0%, "B R e 1/ afh

Perbindung des Radicierens mit der Multiplication und Divifion.

§ 166. 1. Gin Product wird durd eine Zahl rvadiciert,
inbem man jeden Factor bduvd) fie vabiciert und die erhaltenen Wuvzeln
multipliciert.
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PR 175 "D

Beweis.

Va.Vbr=(ar. (Vb (§ 151, 1) =a.b (8 159, 1).

2. Umgefehrt: Wurzeln desdfelben Wuvzelexponenten werden
multiplicievt, indbem man bie gemeinjame Wurzel aud dem Probucte der
Radicanden auszieht.

Sind Wurzeln, welche ungleiche Erponenten Haben, ju multiplicieen, jo
miiffent fie jundchft mit einem gemeinfamen LWuvzeleyponenten dorgeftellt
werden (§. 165, Sufab).

Bufdage. a) Mit Hilfe ded erften Sages fann man, wenn der Radicand
einen Factor enthilt, aud dem fid) die verlangte Wurzel auszichen [dfst, diefen
Factor vom Wurzelzeihen befreien. 3. B.

VARGt ol vl B Ve
b) Nady dem jweiten Sage fann man mit Beiziehung von §. 159, 3
umgefehrt jeden Factor einer Wurgel unter dad Wurgelzeichen bringen, indem
man ihn mit dem Wurgelerponenten potengiert und diefe Poteny mit dem
Radicand multipliciert. 3. B.

al b=/ lan) &b — 1 (a™h);
§. 167. 1. Gin Quotient (Brud)) wird durd) eine Bahlvadiciert,
indem man Dividend und Divifor durd) fie vadicievt und die evjte Wurzel

ourd) die jiveite bivibiert.

Beweis. {V—} = (,,V“’" (8. 152, 1) = < (8. 159, 1).
Vb (Vb

2. Umgelehrt: Wurzeln dedfelben Wuvzelerponenten werden
pividievt, indem man bdic gemeinfame Whurzel aud dem Quotienten bder
Radicanden ausieht.

Sind Wurzeln, weldhe ungleiche Erponenten haben, u vividieren, fo werden
fie frither auf einen gemeinfamen Wurgeleyponenten gebradht.

Solgefas. Die Wurzel aud einem auf die cinfadijte Form
gebradyten Brudhe fann feine gange Zahl jein.

Die BVergleidhung der Sipe §5. 161—167 iiber bad HRabicieren mit ben §§. 17—21
itber die Gubtraction und mit ben §§. 49—53, dann 56 unbd 56 iiber die Divifion st
bie Analogie zwifhen den inberfen Redhmungdarien der erften, jiweiten und dritten Stufe

vecht Deutlid) evfertnen.

?ﬂiﬁs
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Berbindung des Radicievens mit der Addition und Subtraction.

§. 168, Die Addition und Subtvaction der Wurjeln, jowie dag Rednen
mit mehrglicdrigen Ausdriiden, in denen Wurzeln vorfommen, wird nad) den
fiiv allgemeine Bahlen iberhaupt aufgejteliten Regeln volfzogen. Eine Bujammen-
jiehung findet ftatt, wenn die Wurzeln jowofhl gleiche Radicanden alg gleidye
Wurzelexponenten haben. Mandymal fonnen aud) Wurzeln mit ungleidhen Radi-
canden, wenn fie denjelben Grponenten Hhaben, duvd) Berlegen der Jabdicanden
in Factoven (§. 166, Bufah a) mit einem gemeinfamen FRadicand dargejtellt
werden. 3. B. i
V 45a%c—}/80b%c 1/ 125c¢’ =)/ 9a%.bc—}/ 16b%.5c 41/ 2bc?. be

=3a)/be—4bVbe+5e)/ Be=(83a—4b+ He) )/ be.

, Wie man aud algebraijden Summen bdie Quadvat: und Cubifwurzel
ausjieht, wird in den §§. 187 und 193 gejeigt werden.

Berbindung von Gleihungen und Hngleihungen durd) die Radicieruny.

8 169. 1. ®leide Bahlen durd gleidhe Bahlen radiciert
geben Gleiches.

St & = b, fo ift Va =D& 8 3).

Solgefie. a) Wenn man alle Glieder einer BPropovtion duvd
biefelbe Bahl vadiciert, fo erhdalt man wieder eine Broportion.

At a:b=c:d, joift audh J a:b=71c:d, oder
Va:Vb="Ve:Vd (§ 167, 1)

b) Die mittlere geometrifdhe Proportionale wifden zwei
Rahlen ijt gleid) der Quadratwurzel aud dbem Producte diefer
Bahlen.

Qfta:b=>b:e, foift b¥=ac (§ 123, Folgef. 1), daber

b=V ac (§ 169, 1).

2. Ungleidhe Bahlen durd gleide radiciert geben Ungleided
mit dbemfjelben Ungleichheit8zeidyen.

Gt a>b, fo ift Va > 1b.

Seweis. Wire 1/a = I/b, fo miijéte beziigliy nadh §. 156, 1. oder 2.
(]}a.)m = (]m/b)m, alfo a = b fein, wag gegen die Vorvausfepung ift.

Solgefa. Sft a = 1, fo ift Beziglidy aud) Va = 1.
3. ®leidhe Bahlen durd ungleidhe Zahlen rvadiciert geben
Ungleidhed, und zmwar mit dem enfgegengefeten oder mit dem:

felben Ungleidyheitszeidhen, je nadhybem bder Rabdicand grifer
oder fleiner alg 1 ift.
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Nt m=>n, foift fir a>1, Va<Va;
fiir a <1, Va=> ]}a.
. s " s 3 1 ” 1

Beweis, Wirve fiv a > 1, Va> Va, fo wire bejitglidy nadhy §. 156, 1.
oder 2. (Va)™ > (1/a)™, oder a®> a®, wifrend wegen m > n nad
§. 156, 3. a™ > a® fein mufs.

Ghenfo wird der Beweid fiir a < 1 gefiihrt.

4. Ungleihe Zahlen, von denen wenigitend die eine grofer
ald 1 ift, durd) ungleiche Zahlen bei entgegengefesstem Ungleidhy-
heit8zeidhen radiciert geben Ungleiched mit dem Ungleidhheits:
jeidhen der Radicanden.

It a > b und sugleich a = 1, ferner n < m, fo ift Va = /b.
Seweis. Nad 3. ift Va > Va, nad 2. ift Va> Vb; jolglicy um-
jomehr ln/a = l}b.

Hmformung von irrationalen Wuryelausdriicken.

§. 170. Ausdriide, in denen irrationale Wurgeln vorfommen, laffen fid)
mandymal durd) entjprechende Wmftaltung auf eine Form bringen, bdie fiiv die
Redynung mehr Bequemlichleit bietet.

Aufgabe, Ginen Brud), odeffen Nenner ein irvationales
Ponom oder Binom ift, ohne HAnderung feines Wertes mit
einem vationalen Nenner davjuftellen. (Rationalmaden bdes
RNenners.)

Der vorgelegte Brud) fann eine der folgemden Fovmen haben:

Z ] Z Z ;
G W XAEVEG e Ty

Z
1. UWm einen Brud) von der Form 7, wobei m = n ift, mit einem
V an

rationalen Nenner davzujtellen, multiplicieve man Bafhler und Nenner mit J am-=
&8 ijt
m m m
O R e ) A e
]}a,“ ]}a“ Y an Vam ¢
3 5 10
m m }/a’ 3f/m 18V a. Vadl 13al
3.8 —=——; S = R R St 5

a

]}a Va?
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. V/ Z SHEEhe,

2. Um einen Brud) von der Form o g7 < ober VaLVh mit einem

rationalen Nenner davgujtellen, multipliciere man Bihler und Nenner mit
a Vb ober Va=T1b. @8 ijt

/i b ) I B AT )
atVb (arX¥b)(aF yb)  a@_—b -
Z Z(Va<F VD) _Z(VaFVh)
VaiVvb (FatVb(WVaFVbh  a—b
® 3 364 V2._ 164312
3 3. B2 T G
el Gl e T R
VEtve T 5_2 =55 —V2)
2413 (2-|-1/3) (Vafvs) 2-1-1/3)(1/5—1/3)(1/5—}—1/3)_
1 : V5 — 13 % YR
V5 V/3
3. Um einen Brud) von bder Form
Z V7 ) 7

m n ~ mn mn Eas R

Var 4+ Vba V arp - )/ bma VAL VB
wo ber Riirze halber mn =—=r, a™ = A und b™ = B gefest wird, mit
einem votionalen Renner davguftellen, multipliciere man Rdahler und Feenner
Deg legten Brude§ mit dem Polynom

r X
Vs VA B + VArs B R VATBE AR e
MNian erhilt dadurch A -= B al8 beu neuen Nenner. 3. B.

2 % ;- ~Z(Va4+va3b+ Va2h2+vab3 './b4)
Va—V¥Vb a—b
§ 171. Aufgabe. Die Summe oder die Differeny der Quas
dbratwurzeln aug der Summe und der Differeny jweier Zahlen,
pon welden bdie eine ivvational ijt, in eine einzige Quabdrat:
wurzel ju verwandeln.

it Va+ VbV a—1b bdic gegebene Summe oder Diffeven;
sweier Quadratwurzeln, wobei a ald pofitio und grdfer al8 /b vorausgejest
wird, jo hat man

pafer, mwenn man Betberietts ie Duabmt\vurgel aué;,lef)t

VatVb=Va—Vb=)2a£2)a"—b,
Diefe Umjormung [ifst fidh befonderd dann mit Bortheil anwenden,
wenn a? — b eine volljtindige Quadvatzafl ijt. 3. B.

VIFVI4+VEI-—Vi=V8+2V16—i=V8+21VI=V14;
VeIl —Vi—pili=}/12—-2/36—11=V 12— 2 VB =12
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§. 172. Aufgabe. Die Quadvatwurzel aud einem ivvationalen
Binom in dieSummeoder die Diffeven; 5meter Quadratmwurieln
3 vermandeln.

Qit 1 a = 1/ die gegebene Quadratwuryel, fo hat man, wenn a pofitiv
und a > Vb ijt, nad) § 171
Va+Vb+Va—Vb=|/2a+2})a’ —b,
| S A S | P :]/2&—2]/3,2_——*?;
daher duvch Abdition und Subtraction diejer Gleichungen

VT Sy
e

Die Umformung ift nur dann vortheilhaft, wenn a® — b eine voll-
jtindige Quabdratzahl ift. 3. B.

VIIZV2=VIIEVR2 = ‘/ﬂz_'/_‘%?_—t ‘/i‘%ﬁf:,aivz

3ufa. Haben bdie beiben Glieder de§ Binoms a == b einen gemein-
jamen ivvationalen Factor, fo wird derfelbe vor der Transformation heraus-

gehoben. 3. B.
Vi vie=y 2. 5= )/ 2~/ D=L as— 1

§. 173. Aufgabe. Gine Gleidung, in welder die Unbefannte
im Radicand vorfommt, von der Wurzel ju befreien. Rational-
madyen der Gleichung.)

PNan transformiere die Gleidhung fo, dafé in einem Theile die Wurzel
allein fteht, und potengiere dann Beide Theile mit dem Wrzelexrponenten.

Wm eine Gleidhung, in welder die Unbefannte im Radicand vorfommt,
oufsuldfen, mufg bdiejelbe immer junddyjt vational gemacht werden.

Beifpicle.
1) V2x+3=5 2) 14V dx* —bx Fd=2%
V2= + 3)F=5° I/ 4x*—bx + 4=2x — 1
2% +f =25 (W ax®—bx + 4P = (2x — 1)?
2x =25 —3 4x’—bx+4=4x*—4x}1
k=22 —0x +4x=1_—_4
== g L8

%/ ==48
Mo&nit, Arithmetit und Algebra. 7
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Wurgeln mit algebraifdhem Radivand.

§ 174 1. Jeder gevaden Wurzel ausd einem pofitiven
Rabdbicand entfpreden jzwei gleidje und entgegengefeste Werte.

2. Jebder ungervaden Wurzel ausd einem pofitiven Radicand
entinridht ein pofitiver Wert. ‘

3. Jeder ungevaden Wurzel aud einem negativen Radicand
entipridt ein negativer Wert.

Beweis. Nad) §. 167 ijt

(Epr=+a, FOH=1b (—grti=—b
wo a und b bdie durd) Potenjierung fid) evgebenden abjoluten Bahlenwerte
bedeuten. Davausd aber folgt nad) § 158

2n+1 2n41

Sl
V+a==%p, V+b-+q, V—b=—q

Bufog. Die Bahlenform 1/ — a wird {pdter einer bejondeven Betrad)-
fung unterjogen erden.

II1. Potenyen und Wurseln mif negafiven und gebrodjenen Cxponenten.

1. MNegative Erponenten.

§ 175. Der dburd) die Gleihung a™ : a® = a™ " audgedritdte Lehriap
fiiv die Divifion weier Potenjen bderfelben Bafis (§. 164, 1) wurde bisher
auf den Fall, wo m =n fift, bejhrinft. Jjt nun m <n, und zwar
m + p=n, fo filhrt die Anwenbdbung der obigen Gleidhung auf eine Potens
mit negativem Erponenten; ed ijt

Akt al RS T o

Damit daher bdas durd) die obige Gleidhung audgejprochene Gefet
allgemeine Geltung fabe, ift man gendthigt, aud) den Potengen mit negativen
Gyponenten eine Bedeutung beizulegen, duvch weldye aud) fie auf den urfpring-
lihen Potenzbegriff juviidgefiihrt werben. Diefe Bedeutung evgibt fich fogleidh,
wenn man den Quotienten, weldjer a—? bdarftellen foll, in einer andern Form
entwicfelt. Man hat

am am 1

maegh—  —  — =
AT = ke am , ap ap

Mithin ift g

Gine Potenz mit negativem Grponenten ijt demmad) dev
veciprofe Wert derfelben Potens mit pofitivem Erponenten.

Solgefike. a) Do — = (i)" it fo ijt auhy a—r = ()" . Gine Zap!
a jur (—p)ten PBotens erheben heit daher, den veciprofen Wert von a
pmal al8 Factor jegen.
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b) us a—? = — folgt a®.a~? = 1, folglicy ift audh a» — — Man
fann dafer jede Potens, die im Bihler eines Brudjes ald Factor vorfommt,
ald Factor in den Nenner, und umgefehrt, iibertragen, wenn man dag Bor-
seidgen Ded Gyponenten in dag entgegengefetste vermanbdelt.

§ 176. it Nidfiht ouf § 175 (&8t fich die in §. 102 aufgeftelite
aligemeine Form eined Decimalbrudyes

SRR LR 36 (IR T I R A A I
aud) fo dbarftellen:
«++6.10° 4 b.10" + 410 + Ei- e 401 - 8,102 s q0-8 L. 0
und find baber —1, — 2, — 3, ... besiiglich die Rangerponenten (§. 67)
ber evten, pweiten, dvitten, ... Decimaliffer. Hievaus folgt:

1. Der Rangerponent bder hodhften von Null verjchiedenen Biffer eines
edhten Decimalbruches ift negativ und abjolut genommen gleich dev Anzahl
alfer MNullen, welde diefer Riffer vorangehen, die Null vor dem Decimalpuntte
mitgezdhlt. 3. B. in dem Decimalbruche 0-000783 hat die hodfte Biffer 7
oen Jangerponenten — 4.

2. Qedeutet N einen Decimalbrud), bdefjen bhochite Riffer den Rang-
exponenten — n Bat, alfo einen edten Decimalbrud), deffen hichite Biffer an
der nten Decimaljtelle fteht, jo ijt

NSO unp Nie 107541,
1

3. 8. 000935 > g5 und 0°00935 < 1.

§ 177. Alle bisher erwicfenen Lehridge von den Potenzen
mit pofitiven Grponenten gelten aud fiir Potengen mit nega-
tiven Grponenten.

Um bied an den eingelnen Sdasen ju beweifen, darf man nur bdie
Potengen mit negativen Erponenten duvd) die veciprofen Werte derjelben Potenzen
mit pofitiven Grponenten ausdriiden, dann die angedeuteten Rechnungen durdh-

fiihren und in ben Rejultaten, wenn davin Ausdriidfe von der Fovm :—P bor=

fommen, wieder ju Potengen mit negativen Erponenten juviidfehren. 3. B.
1 1

(+a)_nzw=ﬁr:+a_"§
(-0 ™= = = T = ha
at.am" = a‘“.%;: :T —anTy
e — ;l"m‘T}nT o (a;}m s fahir
aT™miat— %:a“:gm—%: aml_}_n el S 4 | G T 1

7*
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§ 178. Gine Wurzel mit negativem Wurzelexponenten ift
gletdh bem rveciprofen Werte bexfe[ben Wurzel mit pofitivem
Wurgelerponenten.

e s —1

@3 ijt Va il — Va—l, aljo

T 1 1
Va= ‘/; T
Va
Bufah. Negative Wurselexponenten pilegt man u vermeiden, indem man
bag Negative in den Potenjerponenten verlegt.

2. Giebrodene Cryouenten.

§. 179. Das Radicieren von Potengen fithrt nad) den in §§. 161 und 162

evipiefenen Gleidhungen

n b n m

V (a®) = a» md (Va)* = Va
fiiv den Fall, dafs beziiglich m burdh) n ober n durch m nidyt theilbar ift, auf
Potengen und Wuvzeln mit gebrochenen Erponenten. Um die Giltigeit diefer
Segeln pon den Gejondeven Wevten dev Erponenten m und n unablingig ju
machen, miifien die Begriffe dev Potenz und Wuvgel fo evweitert werden, dafs
fie audy fiiv gebrochene Erpomenten ifhve beftimmte Bedbeutung erhalten. Aus
pen obigen ®leichungen evgeben fich nun unmittelbar folgende Erildrungen:

1. Gine Potens mit gebrodenem Erponenten ift die fovielte
Poteny der Grundzahl, ald der Fdahler angeigt, radiciert durd
pen Nenner,

ey VA

2. Gine Wurzel mit gebrodenem Erponenten ift die jovielte
Wuyrzel aug dem Radicand, als der Bahler angeigt, potengiert
mit dem Nenner.

n

Va=(Vap.

Bufag. Aus ) a = Vam = a® folgt, Ddajs fih fede Wurzel mit
gebrodhenem Grponenten ald eine Poteny mit gebrodjenem Exponenten darftellen
ldjst. Da man beshald Wurzeln mit Bruderponenten in die Redhnung gar
nidt eingufithren pilegt, fo bejdhriinfen wiv und hier auf Potenzen mit gebrodjenen
Grponenten.

§ 180. Alle bigher erwiefenen allgemeinen Sise von bden
Potengen gelten audy fiitx Potenzen mit gebrodyenen Erponenten.
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Um Diefes an den eingelnen Sagen nadjzuweifen, braudyt man nur die
Potengen mit gebrodjenen Grponentent in Wurgeln zu berwantdeln, dann die
angedeuteten Rechnungen auszufithven und in ven Rejultaten bdie LWurzeln
wieder in Potenzen mit Brudjerponenten 11m3ufurme11 3. 8.

e 1 R

gk n
.a%i= Pamy 'Vap = ]/amq ]/anp = ]/amq+np TR

(al;’_)% = ‘/-('ln/am)v e ‘/Vamp — ]n/q'a_mp pest a'nqp, i f. .

Bufe. Da fid) alle Wurzeln ald Potengen mit gebrochenen Exponenten
oavftellen [ajfen, fo ift die Lehre von den Wurzeln jdhon in bden Siten vou
ben Potenzen enthalten.

D[E

1V. €rweiferung des Ballengebictes durd) das Aadicieren.
Smaginire und complere Sahlen.

2n
§ 181. Qn § 174 blieb nod) der Ausdbrud /' — a ju unterfudyen
iibrig. Da weder eine pofitive, nod) eine negative gange, gebrodjene ober

ivvationale 3ahl, nod) audy Null, mit einer gevaden Jahl potengiert eine negative
2n

Bahl hervorbringen fanm, fo ift 1/ — a in Dder ftetigen Folge der bisher

2n
betrachteten Bahlen nicht zu finden. Man nimmt daher J'— a al§ eine neue
Bahlenform an und nennt fie eine imagindre Zafhl; im Gegenjage zu
ihr beseichnet man die gangen, gebrochenen unbd ivrationalen Jahlen mit dem
gemeinfamen amen veelle Zahlen.

Nach) dem Dereits in § 27 evwihnten Principe dev Grhaltung der
Operationsgeferse with man die neue Sahlenform fo definieven, dafé vie bisher
fiiv veelle Baflen entwidfelten Gefete aud) nodh fiiv dag Recdhnen mit den
imagindren 3aflen ihre @e[tung behalten. Dieje Crilavung der neuen Jahlen-

form liegt in der Gleichung (1/— a)h = —a.

Fiir n =1 und a = 1 erhdlt man J/— 1 al8 bdie einfachite Form
einer imagindren 3afhl. Auf bdiefe fann fdhlieflich auch jede amdere imagindve
Bahl uviidgefiihet werden; 3. B.

V—a=Va.—1=Va. ]/-—l_b]/—l

wenn b bdie abjolute Quadrvatwurgel aus a ijt.
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1V —1 beift die imagindre Einfeit; fie wird nad) Gauf fait
aflgemein mit dem Budpjtaben i bezeidhnet. Jhre Definition it duvd) die
Gleihung i = (J/— 1)? = — 1 gegeben.

Dad Rahlzeichen b J/— 1 oder bi, das die Fovm eines Productes
einer veelfen Bahl b mit der imaginiven Ginbeit hat, wird eine vein ima-
gindrve 3abl genannt.

Das Rahlzeichen a + bi, weldhed die Fovm einer Summe einer veellen
und einer vein imagindren Sahl bat, Beift eine complere 3ahl; a ijt ihv
reeller, bi ifv imagindrver Bejtandtheil. Bwei compleye Sahlen von dev Fovm
a -+ bi und a — bi heifen conjugiert.

Der Ausdrud a -+ bi ift die allgemeine Form fiir alle mdgliden
Rablen; er enthilt fiix a =o und b =0 die Null, fir b=10 alle
veellen Bablen, fir a = o alle vein imagindrven Sablen, und, wenn a
und b von Null werjchicben find, alfe compleren Zahlen.

1ber die geometrijdhe Bedeutung dev imagindren und compleyen Jahlen
enthilt der Anfang diefes Lehrbuches eine abgejonderte Unterfuchung. Hier
jolfen nuv bie widtigiten formalen Vevbindungen bdiefer Safhlen betvadytet
werden. Snbdem dabei nadhy dem Princip der Permaneny die Operationdgejese
fiiv veelle Bahlen ijre Anwendung finden, vechnet man mit der imagindven
Aahl bi der Form nad) fo, ald wenn dag Fahlzeidhen i eine veelle Zahl vor-
jtellen wiivde; nur tritt nod) die Beftimmung hingu, dafé iberall i* durd) — 1
ju erfeken ijt.

Redynungsoperationen mit vein imagindren Sablen.
§. 182. Qit eine imaginive ahl von der Form J — a der Redynung
s untergichen, fo muié fie frither auf die Form Ya.)/ —1=>b ) —1
= bi, wo b = Va ift, gebradht werden.
1. ddition und Subtraction.
ai 4+ bi = (a + b)i;
ai —bi= (a — b)i.
Die Summe  weier imagindrer Bahlen ift demnad) auch imagindr;
ebenfo die Diffeveny zweier ungleicher imagindver Sabhlen.
2. Multiplication.
ai.b ="ab1. " ehenforiiathi*—"a b1
ai.bi=ab.i?=ab.—1=—ab.
Das Product aud einer imagindven und einer veellen ahl ijft ima-
gindr, dag Product pweier imagindrer Bahlen veell.
3. Divijton.

ai 8 a

b b IR T o el bi b

"
e
8
&
—
'
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Gine tmagindre und eine veelle 3ahl geben alfo einen imagindren, jwei
imagindve Bahlen einen veellen Quotienten.

4. Potenzieven.

Pean Hat =1,
G el [~
A e B L e Lo
fe=iifie—st 4w .
allgemein
= 11 o e B LER He- gy a8 — 3
Ferner ijt e i,

Die Poteny einer vein imagindgven Bafhl ift demnach veell ober ima-
gindr, je nacdydem bdie besiigliche Potenz von i veell ober imaginir ift.

Hedynungsoperationen mit compleren 3ablen.

§. 183. 1. Das Gleichjein jweier complerer Bahlen a + bi=rc 4 di
fann nuv die Bedeutung haben, dajd a = c¢ und b =d ift. Denn fonit
wire (a — ¢) = (d — b)i, d. i. eine veelle 3ahl gleidy einer imagindven,
wag ein Widerfprud) ijt.

2. Gbenjo fann bie Gleidung a -~ bi = 0 nur dann ftattfinden, wenn
fomwohl a =0 al8 aud) b = 0 ijt.

§ 184. 1. Die Addition zweier complerer Suiﬂen a -+ bi und
¢ -+ di erfolgt nach der Gleidyung

(a+bi)+(c4+di)=(a+c)+ (b4 d)i

Die Summe weier complezer Safhlen befteht demnad) aug der Summe
der veellen und bdev Summe der imagindven Bejtandtheile der beiden Sum-
manden; fie ijt im alfgemeinen aud) eine compleye Sahl. Reell ijt immer die
Gumme jweier conjugievter Jahlen; denn

(a + bi) + (a — bi) = 2a.

2. Die Subtraction jweier complerer Sahlen a + bi und e + di

wird beftimmt burd) die Gleichung
(a +bi)—(c + di)=(a—c) + (b—d)i.

Bwei complere Bablen geben im allgemeinen eine complere 3ahl jur
Differens.

3. Wird die Multiplication sweier complerer Bahlen a + bi und
¢ + di formal audgefiihrt und dann i durd) — 1 erfest, jo hat man

(a + bi) (¢ + di) =ac + bei + adi = bdi®
= (ac —bd) + (be 4 ad)i.

Das Prodbuct pweier complerer Bahlen ift im allgemeinen aud) eine
complere 3ahl. Reell ift immer dag Probduct jweier conjugievter Sahlen; denn

(a + bi) (a — bi) = a® 4 b™
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4. Um jwei complere Bahlen a 4 bi und ¢ 4 di durd) einander ju
bivibieren, darf man nur Dividend und Divifor mit der zu dem Divijor
conjugierten Bahl multiplicieven, wodurd) man auf eine Divifion durd) einen
veellen Divijor gefithrt wird.

a4bi __ (a4bi) (e —di) _ (ac 4 bd) - (be —ad)i
cdi T (e di) (e —di) ¢+ a2
ac -+ bd be — ad.
— T4 -+ 2fa L

Der Quotient pweier complerer Jahlen ift aud) eine complere Safhl.

Durd) dag eben angefithrte Verfahren fann aud) feder Brud), defjen
Nenner eine complexe Bahl ift, mit einem veellen Nenner davgeftellt und jonad
in eine complere Bahl vermandelt werden. 3. B.

3 Gty e AR | L R 18",
S i o T e N DR T TR e

5. Die Poteny einer compleren Rahl ift im allgemeinen iwieder eine

complere Bafl.

(a + bi)* = (a + bi) (a + bi) = (a® — b*) + 2abi;

(a + bi)®* = (a + bi)*(a 4 bi) = (a® — 3ab®) + (3ab — b¥i;
. f. . A

6. Die in §§. 171 und 172 fiir die Quadvatwurieln aqud irvationalen
Binomen abgeleiteten Formeln gelten, wic aus bder Wbleitung jelbjt Hervorgeht,
audy fiir bie Quadvatwurzeln aus compleren Fahlen, und zwar ijt
bier ihre Anwendung von der dovt aufgeftellten Bedingung, dajé a pofitiv und
grifer als /b fein mujs, ganj unabhingig. 3. B.

Vi+i+Vi—i=V2+2V1—¢ =V2+2V2
A e o e i i T

= 3@V Y =)= L@ V=T
W T o 1 e i (VR ey B3, Pyt
V+vV—1=V0xt)y—1 ‘/+Vg_+1i‘/ V;)-s-l

=2 1=V =10

V. Ouadrieren und Eubieven, Aussichen der Quadraf- und der
Cubikwursel.

1. Quadrat nud Duadratwnrgel.
§ 185. Aufgabe. Cine algebraifhe Summe zum Quabdrat
su erheben.
Dian entwidle das Quadvat nad) folgendem Bildungsgefesse:
1. Dagd erjte Glied des gegebenen Ausdrudes gibt jein eigened Quadrat.
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2. Jeded folgende Olied gibt jwei Bejtandtheile: das doppelte Product
aug der Summe aller vovangehenden Glicder mit diefet Glicde, und dag
eigene Quabrat.

3. Die Summe aller fo gebildeten Beftandtheile ijt das gefuchte Quabdrat.

Beweis. Man hat undchit

(a +b)* = (a + b) (a +b) = a* + 2ab + b?;
0. .. bag Quabdrat eined Binoms ift gleid) der Summe aug dem
Quadvate ded erften Gliedes, dem bdoppelten Producte beider
Glieder und dem Quadrate des zmeiten Gliedes.

Berner ergibt fid) fite einen dreigliedrigen Ausdvrud a + b 4- ¢, wenn
man denjelben al§ Binom anfieht, defien erjtes Glied a 4 b, defien jweites
®lied c ift,

(a+b+4c)P=[(a+b)+cf=(a+b*+2(-+b)c+ c?
=a’+4+ 2ab 4+ Db*+2(a+ b)e + c

G®ilt iiberhaupt dad Dier fiir zwei und fiiv drei Glicder nadygewicene
Oefe fiiv einen ngliedrigen Ausdbrud a +b +c¢ + .. 4+ q 4 r, fo mufs
vagjelbe audy fiir einen (n 4 1) gliedvigen Ausdrud a 4+ b 4 ¢ 4 .. 4 q
4+ r + s ridtig fein; denn
(a+b+e+ ..q+r+s)’=[a+b4+ec+..+q+1r) 4 s
=(a+b4+ec..4+q4+r+2@(@+b+c4..4+q4r)s+ s

Dad angefithrte Bildungsgefes gilt nun fiiv drei Glieder, folglidh mujs
e§ aud) fiir vier, folglidy audy fir fiinf, u. f. w., mithin allgemein fiiv jede
Anzahl von Gliedern gelten.

Bufuh. Die jwei Bejtandtheile, welde ein Glied ver gegebenen Rahl im
Quabdrat gibt, fonnen auc) in einen eingigen jujammengefajst werden, wenn
man diefes Glied zu der doppelten Summe der vorhergehenden Glieder addiert
und die erhaltene Summe mit diefem Gliede multipliciert; denn

2a.b + b? = (2a + b).b;
2(a+b).c +c>=[2(a+b)+ c].c; u. f. m.

§. 186. Aufgabe. Gine defadifdie 3ahl zum Quadrat ju
erheben.

Dabei wird folgendes Verfahren angewendet:

1. Man erhebt die erfte Jiffer linfs jum Quabdrat.

2. Aus jeder folgenden Biffev bildet man jwei Bejtandtheile: das doppelte
Product aus ber ifr vovangehenden Sahl unbd diefer Biffer, und ihr eigenes
LQuabrat. :

3. Diefe Bejtandtheile werden fo unter einander gejept, dafjd jeder
folgenbe um eine Stelle weiter vedhts ericheint, und dann, fo wie fie fiehen,
addiert.

Die Ridytigheit diefes Verfahrens folgt, da fich jede defadijche Bahl als
ein nady den Potenzen von 10 geordnetes Polynom darftellen 1afst, aus §. 185.
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Um 3 B. 3417 jum Quabdrat ju evheben, hat man
34172 = (3000 -+ 400 + 10 + 7)* = 3000° + 2.3000.400 -+ 4002
+ 2.3400.10 4 10* 4 2.3410.7 4 7%
oder, wenn man die Bejtandtheile unter einandev fest und entwidelt, jowie
mit Bevitdfidtigung des Stellenmwertes die Nullen wegldjst,
34172
a2 &
Dol ol 24
A4 16
2eai8d oL eid it 68
Jii i i}
MBAE. T 4774
Digssite 49
11675889
Bufdte. 1. Die gwei Bejtandtheile, welde die zweite und jede folgende
Biffer dev gegebenen Zahl im Quadrate liefevt, fann man in einen cingigen
sufammenfafjen, wenn man 3w bder doppelten vovangehenden Zahl die neue
Riffer hingujchreibt und bdie dadurch entftehende Sahl mit diefer neuen Iiffer
multiplicievt; nur muf8 bei diejem BVovgange jedes folgende Product um e
Stellen mweiter vecdhts hHinausgeviidt werben; e§ ijt namlid) allgemein
. (2A.10).p 4+ p* = (2A.10 4 p) p.
Das friiheve Beifpiel wiivde fid) bei diefem fiivzeven Verfahren jo ftellen:

3417*
82 e 9
64.4 ... 256
681.1 ... | 68l
6827.7 vov ] 4{77(89
11675889

2. Das Quadrat einer defadifden gangen Zahl hat ents
weder doppelt fo viele Biffern ald diefe Zahl oder um eine
Biffer weniger.

Denn ift N njiffrig, alfo N = 1021, aber << 10n, fo ift N* = 102,
aber << 10; das Quadvat N? hat aljo mindeftens 2n — 1 Biffern und
hochjtens 2n Biffern.

Theilt man daher das Quadvat von der Redhten gegen die Linfe in
Abtheilungen au zwei RBiffern, wobei die evjte Abtheilung (inf8 audy nur eine
Aiffer enthalten fann, jo hat man im Quabdrate jo viele Abtheilungen, ald
die Quadvatwurzel Biffern hat.

5. ®a (go) = o i, fo exfellt, dafs bei einem Decimalbruche
bag Quabdrat auf gleidge Weife wie bei einer defadifchen gangen Bahl gebildet
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wird; nur mufd man im Quabdrate ded 3ihlevd doppelt fo viele Decimalen
abjchneiden, al8 beren der gegebene Decimalbrud) enthilt.

4. Grhebt man einen unvollftdndigen Decimalbrud) jum Qua-
orat, fo ijt (nad) §. 108) bie Fehlergrenge ded Quabdrates gleih dem doppelten
Producte ded Decimalbruches (besiiglich feiner hochiten Stelle) mit bdejfen
Fehlevgrenge.

©o erhilt man 3 B. 5:168..2 =26-T1.. mit bder Fehlergrenze
225050000 = 0:005:

§. 187. Aujgabe. Aus einer algebraijhen Summe die Qua-
dratmurzel andzuziehen.

Aug dem Gefesie (§. 185), nad) weldhem die Bejtandtheile einer mehr-
gliedrigen Rahl in ihrem Quabdrate zujammengejtellt evideinen, [ijst fid) fiic
bag Ausziehen der Duadratwurzel aud einem geordneten
Polhnom folgendes Verfafhren ableiten:

1. Dag erjte Glied bes geordueten Polynoms it bdas Quadrvat bdes
evften Wurzelgliedes. Wan findet daher dag evjte Glied der Wuvzel, wenn
man aug dem erjten Gliede ded Rabicands bdie Quadratmwurgel auszieht. Das
Quabdrat des erften Wurzelgliedes wivd von dem Radicand jubtvahiert.

2. Die erjten zwei Glieder des NRejtes enthalten bie Bejtanbdtheile, weldhe
aug bdem folgenden Gliede der Wurzel hervorgehen, und zwar ijt das erjte
Glied des NRejted dag Product aus der doppelten Beveits gefundenen Wurzel
und aug dem folgenden Gliede bder Wurgel. Dividiert man daher das erjte
®lied ded NRejtes durd) das Doppelte bev Dbeveits gefundenen Wurgel, fo
erhilt man dag folgende Glied bder Wurzel. Wan bildet nun die Bejtandtheile,
welde diefes neue Glied der Wurzel im Quadvate gibt, indem man zu dem
Doppelten dev fritheven Wurzel das neue Glied addiert und die Summe mit
diejem Gliede multipliciert, und fubtrahiert dag Product von dem Refte des
Bolynoms.

3. Diejes Berfahren wird fortgefest. Bleibt ulest fein Rejt, fo ijt
bag gegebene Polynom ein vollftindiges Quadrat und bdie erhaltene Luadrat-
wursel vational; bleibt aber ein NRejt iibrig, fo ift die Wurgel irvational.

2. 3. Vx‘+6x5—x2—30x+§5:x2+3x-—5
4

x
+ 6x* —x* :(2x® 4 3x).3x

+ 6x® + 9x?

— 10x® — 30x +25:(2x* +6x —b).— b
— 10x* —30x 4 25
in W —

0
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§ 188. Aufpabe. Aus einer defadifden ganzen Jahl, welde
ein vollftandiges Quadrat ift, die Quadratwurzel ausdzuziehen.

1. Man theile die 3ahl von den Einern angefangen in Abtheilungen
von je zwet Biffern, wobei die hochjte Abtheilung aud) nuw eine JBiffer ent-
halten fann, fuche die grofte Sahl, beven Quabdrat in der Hochjten Abthei-
lung enthalten ijt, und jdreibe fie al8 erfte Biffer dev Wurgel an. Das
LQuadvat der erjten Wurzelziffer wird von der hodften Abtheilung des Rabdi-
candg fubtvabiert.

2. Bu dem Rejte fege man die folgende Abtheilung des Radicands
herab, dividiere die daduvd) gebildete Bahl nac) Weglaffung threr legten Biffer
durd) bad Doppelte der bereits gefundenen Wurzel und jdreibe den Tuo-
tienten al8 neue Riffer in die Wurzel und Fugleich ald Ergangung zu dem
Divijor. Den fo ergangten Divijor multipliciere man mit der neuwen Wurzel-
siffer und fubtrafhieve dag Provuct fogleid) wihrend bdes Multiplicierens von
vem Divibende mit Buziehung der frither weggelaffenen Biffer.

3. Diejes BVerfohren fese man fort, big alle Abtheilungen des gegebenen
adicands in Redynung gezogen worden find.

Die Ridptigheit diejes Verfabhrens ergibt jid) aus §. 186.

3.8 V 5|94]38/44 = 2438

194 ;44
1838  : 483
38944 . 4868

0

A VA

Bufite. 1. Da ‘/@ﬁzm ift, o folgt, daf8 man aud einem
Decimalbrude die Quadratwurzel nacd) demfelben BVerfahren ausiieht, wie
aug einer gangen Bafhl; nur mujd man den Decimalbrud) vom Decimals
punfte aud nac) redhtd und linf8 in Abtheilungen von je zwei Stellen theilen
und in der Wurgel den Decimalpuntt fegen, bevor bdie erfte Abtheilung von
Decimalen in Rechnung gezogen wird.

3. 8. V 1p2-2756 = 12-34

52 s 22
8 27 : 243
9856 : 2464
0

2. Um ous einem gemeinen Brudye die Quadvatwurvzel zu jiehen,

sieht man diefelbe aug Bihler und Nenner.

144 Yi4e 12
3. 8. ‘/ﬁ TR V629 .93
§. 189. Aufgabe. Aus eimer defadifden ganzen Bahl, weldye
fein vollftindiges Quabdrat ift, die Quadvatwurjel ju giehen
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Jit die gange Bahl a fein volljtindiges Quadrat, jo ijt Ya nad) §. 160
iveational und djét fid) nur ndahevungsweife bejtimmen. Man ziehe dabei qus
a auf die in § 188 angegebene Weije bdie Quadvatwuvzel, big die lefite
Abtheilung in Rehnung gezogen ift, fege dann nad) der zulest echaltenen
LWurzeliffer den Decimalpunft und vedne auf diefelbe Avt weiter, indem man
jedem Rejte fiiv die folgende Abtheihung zwet Nullen anhingt. Die Redynung
wivd fo lange fortgefest, biG man die gewiinjdte Anzahl von Decimaljtellen
exhalten hat.

Beweis. Multipliciert man die gange Bahl a mit 102, d. §. hangt man
verfelben mmal jwei Nullen an, und ift b die gréfite gange Bahl, welde in
V/ a 10® enthalten ijt, alfo

b<1/a.10® <b 4 1, oder b < 10".1/a < b + 1, fo ijt
L it b1

Om R
VVa liegt demnad) zwifdjen den Briichen Tﬁ?ﬁ unb 1-(!)-m , deven Differeny

10m

o it; folglid) ift dev Fefiler, den man begeht, wenn P'a = o gefest wird,
fleiner alg -ﬁl);, fomit fleiner al8 eine Ginbeit ber lesten bevedyneten Decimaljtelle.
3. 8. 13|50 —=1B: 708 o
250 : 28
2600 : 867
310000 : 37408
10736

Bufdae. 1. Auj gleiche Weije wird auch) beim Quadratwurzel-Andzichen
aug einem Decimalbrudye, welder fein volljtindiges Duadrat ift, bdie
echnung beliebig weit fortgejesst, indem man gundchjt in der legsten Abtheilung
vechts, wenn fie nuv eine Biffer enthalten follte, die fehlende durdy eine Jull
ergingt und dann dem iibrig geblicbenen, fowie jedem folgenden Hejte jwei
Jullen anbingt.

Bei periodijchen Decimalbuiidhen treten felbjtverjtandlid) die entjpredhenden
Biffern der Periode an die Stelle der anjuhingenden Nullen.

2. Um aué einem gemeinen Brudye, defjen Bdhler und Nenner nicht
Quabdratzahlen find, die Quadrvatwurgel audjuziehen, verwandelt man ihn
entweder in einen foldjen Bruch, defjen Nenner eine Quadratzahl ijt, und jieht
dann die Wurzel aus Jihler und Nenner; oder man verwandelt den gemeinen
Brud) in einen Decimalbrud) und ieht dann aqus diejem die Luabdratwurzel.

§. 190. Abgefirzted BVerfahren beim Ausdziehen der Qua-
dratmwurgel

Hat man von bder Quadrvatwurgel einer Zahl nad) dem
gewdhnliden Berfahren die eviten m Fiffern gefunden, fo darf
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man, um nod) m — 1 weiteve vidtige Wurzelziffern ju erhalten,
nur den legten Reft durd) die doppelte beveits gefundene Wurjel
pipidieven.

Qn der Ausfithrung wird babel bie abgefiivzte Divifion angewendet und
im Divifor fogleid) die lete Riffer weggelafjen.

Beweis. Begeidhnet a den Rabdicand und b bdie beveits gefundenen erjten
m Riffern der Quabdratwurzel, fo fann man unbejhadet der Allgemeinbeit die
erften m Abtheilungen in a, und dafer audh die m3iffrige 3ahl b ald Gange
annehmen, weil e3 fiiv die Biffernfolge der Wurzel gleichgiltig ijt, nach welcher
Abtheilung ded Rabdicandd man den Decimalpuntt fegt; dann werden die
weiter folgenden Wurzelziffern Decimalen vorjtellen.

et man nun a =Dh 4x, wo x ben nod) fehlenden Theil der
Wurgel ausdriidt, fo mujs

(b + x)* = a, oder b? + 2bx 4 x* = a, daber
Tl -8
21 2b

wo a — b? den legten bei dev

2bx —=a —b*— x*und x =
fein. Wenn nun fir x der Quotient 2 % :
Wurzelousziehung gebliebenen Reft und 2b bdie doppelte bereits gefundene

LWurzel bedeutet, gejest wird, fo ijt der Fehler, den man fJegef)t gleich :%

Uber x << 1 und 2b > 10m~1, baber 53 Iebenfa[Eé fleiner al8 —— 10m ——— ; woraus

folgt, bajs der Quotient 2 mmbeftené m — 1 mweiteve vidjtige Wurzel-
siffern gibt.

Bufite. 1. Wenn aus einer ganzen Zahl oder einem vollftandigen
Decimalbrude die Quadratwuviel mit 2m — 1 ober 2m geltenden Aiffern
su Dejtimmen ift, fo fucht man begiiglich nur die evften m oder m -+ 1 Biffern
nad) dem gewdfnlichen Berfahren der Quadratwuriel-Augziehung, die folgenden
aber nad) der obigen BVorfdyrift durd) die abgefiivzte Divifton.

Hat man 3. B. V138 auf 5 Decimalftelfen genau, aljo im gangen mit
7 geltenden Biffern ju beftimmen, fo jucht man die evften 4 Biffern durd) das
Rabicieven, die lesten 3 duvd) die abgefiivzte Divijion. Die Rechnung jteht:

V138 = 11-74734.. J
38 sy
00 €FF220
11100 : 2344
1724 : 2348
80
10
1
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2. Dagjelbe abgetiivste Verfafren findet insbejondeve audy beim Aus-
sichen dev Quadratwuvzel aud einem unvollftindigen Decimalbrudye
ftatt. Wan findet durd) diefes Verfahren, wenn der Radicand m geltende
Ubtheilungen Bat, deren jede mit Ausnahme etwa dev evjten Linfs jwei Jiffern
enthilt, in dev Wuvzel im ungiinftigiten Falle 2m — 1 verlafsliche geltende

Biffern.

2. Gubus uud Cubifwursel.

§. 191. Aufgabe. Cine algebraije Summe zum Cubus jzu
evheben.

Man entwidle den Cubus nadh folgendem Gejesse:

1. Dasg erite Glied ded gegebenen Auddrudesd gibt feinen eigenen Cubus.

2. Jebes folgende Glied liefert drei Beftandtheile: das dreifache Quabdrat
oer Summe aller vovangehenden Glieder multipliciert mit diefem Gliede, die
oreifache Summe aller vorangehenden Glieder multipliciert mit feinem Quadrate,
und feinen eigenen Gubus.

3. Dic Gumme alfer o gebildeten Bejtandtheile ift dev verlangte Cubus.

Beweis. Sunad)ijt ijt
(a4 b)' = (a + b)* (a + b) = (a* + 2ab + b9 (a + )
= a’ 4 3a®b 4 3ab® 4 b%;

. h. ber Gubug cined Binoms ift gleid) der Summe aug dem
Gubusg des erjten Gliedes, dem bdreifaden Quadrate ded erften
®liedes multipliciert mit dem jweiten Gliede, dem dreifaden
erften ®liede multipliciert mit dem Quadrate Dded zweiten
®liedes, und dem Cubug ves jweiten Gliedes.

Der weitere Gang des Beweifes ift dhnlidy wie im §. 185

8. 192. Aufgabe. Gine defadifde 3ahl sum Eubus ju erheben.

1. Man erhebe die evte Wurelziffer sum Cubus.

2. Aus jeder folgenden Biffer bilde man drei DBeftandtheile: das Product
aug dem dreifacdjen Quadrate der ihr porangehenden Bahl mit diejer 5iﬁer,
bag Product aus der dreifacdyen vovangehenden Bahl und dem Quadrate diejer
Biffer, und ihren Cubus.

3. Diefe Beftandtheile werden jo untev cinander gejchrieben, bﬂiﬁ_ jeber
folgende um eine Stellfe wweiter vec)ts erjcheint, und dann, fo wie fie ftefen,
abbiert.

Die Ridjtigheit diejes Berfahrens folgt aus Sl 91n

Um 3.. ®. ben Gubus von 4213 = 4000 + 200 + 10 4 3 zu bejtimmen,
ot man, wenn bie Nulfen mit Beadytung pes Stelleniertes weggelafien

werden, folgende Nednung:
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4213°
T 64
3 1B 2, oyl 9|6
Syl O 48
> S 8
SUAE T 529/2
gitdaiige " 1,26
e 1
342173 |, 1595169
ot 50 U LN, 113/67
gt | 27
74/778]091|597

Bufige. 1. Der Cubug einer defadijdhen ganzen 3ahl hat
entweder dreimal fo viele Biffern al8 diefe 3ahl, oder um jwei
Biffern oder um eine weniger.

Beweis analog wie ju §. 186, Bujal 2.

2. Da (%)3:% ijt, fo folgt, daj8 man bei Decimalbriiden

pom Gubus bed Adhlerd 3mal fo viele Decimalen abjdhneiden milffe, als
deven der gegebene Decimalbruch hat.

3. Grhebt man einen unvolljftdndigen Decimalbrud) jum Cubus,
fo.ift (nad) § 108) bie Fehlevgvenze des Cubug gleich dem dreifachen Pros
ducte aug bdem Quadvate und dev Fehlergrenze de§ Decimalbrudyes.

§. 193. Aufgabe. Aus cinev algebraifden Summe die Cubif:
wurgel ju ziehen.

1. Wan jiehe bdie Cubifwuvzel aus dem erften Gliede ded geovdneten
Hadicandd; biefe ijt das evite Glied der Wuvgel. Dev Cubus des evjten Wuvzels
glieded wird bon dem Radicand jubtvabiert.

2. Man bdividiere dag erjte Glied ded Neftes durd) das dreifache Duadrat
der bereits gefundenen Wurzel; der Quotient ift das folgende Glied ber
Wurzel. Wan bilde dann die Bejtandtheile, weldhe bdiefed neue Glied der
Wurgel im Cubug hervorbringt, ndmlidy bdas dreifache Quadvat ded bereits
gefundenen Wurzeltheiled multipliciert mit dem neuen Gliede, das Dreiface
oe8 vorhevgehenden Wurzeltheiled multipliciert mit dem Quabdrvate bde§ neuen
Glieded unbd den Cubug bdiefes Gliedes, und fubtrafhieve dic Summe Ddiefer
prei Bejtandiheile von dem fritheren Rejte ded Rabdicands.

3. Diejes Berfahren wird fovtgefest. Bleibt zulest fein Rejt ibrig, fo
ift die Cubifwuviel vational; bleibt ein Reft, fo ift fie ivrational,

Die. Ubleitung - diefes Verfahrens aug §. 191 gefchieht auf dhnliche
Weife, wie im § 187 dag Berfahren bder Quadratwuriel-Ausjiehung aus
Polynomen aug §. 185 Hergeleitet wurbde.
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i Beifpiel.
V [y’ — 63" + 21y —4dy* 4 63y’ — 54y + 21] = y* — 2y 43
vt

TURIBFtE L Aty heiiel ) 5y
e Ll ale i
+ 9y!— 36y 4 63y’ — b4y + 27: 3y'— 12y* 1 12y
T _Y—-36y + 36y® #
+ 27y* — b4y + 27
0

§. 194. Aufgabe. Aug einer defadifden ganzen Zahl, welde
ein vollftanbdiger Cubus ift, die Cubifwurzel ausjuziehen.

1. Man theile die 3ahl von den Einern angefangen gegen bie Linfe in
Abtheilungen von fe drei Biffern, wobei die hochjte Abtheilung audy nur jwei
ober eine Biffer haben fann, fudhe die grifte Bahl, deren Gubug in der
hochften Abtheilung vovfommt, und jdyreibe fie al§ erjte Biffer in die Cubif:
wurzel. Den Cubud bder eviten Wuvzeliffer fubtrabieve man von der erften
Ubtheilung ded Rabicands.

2. Bu dem Refte jese man bdie nadyfolgende Abtheilung Herab, dividiere
pann die daburd) entftandene Bahl mit Weglaffung bder lehten zwei Biffern
purch) dasd dreifache Quadrat der beveitd gefundemen Wurzel und {dyreibe den
Quotienten al8 neue 3Biffer in die Wurzel. Dann bilde man die Beftand-
theile, weldhe diefe neue Wurzeliiffer im Cubus Hervorbringt, ndmlid) das
breifadje Quadrvat der ihr vovangehenden Bahl multipliciert mit der neuen
Riffer, die dreifache vorangehende Bahl multipliciert mit dem Quadrate diefer
neuen RBiffer, und ihren Cubus; fdyreibe den erften Beftandtheil unter den
Dividend, jeden folgenden aber um eine Stelle weiter gegen bdie Redyte und
fubtrafhiere bie Summe der fjo angefepten Bejtandtheile von bem Dividende
mit Bugiehung der friiher weggelaffenen zwei Jiffern.

3. Diefes Berfahren wird fortgefest, bi8 man alle Abtheilungen ded
Radicandé in Rednung gezogen hat.

Die Ridjtigleit des BVerfahrens beruht auf §. 192.

3. ®. 17789 53/389 = 429
64
14953 /4 48,13,
Busit8 (3. e . i /8N
3. 4.90.. 48
o5, .. 8
~ZB655.89 : 5292...3.42"
g/gouigTe i a8
3.42 9% .. 10206.
9. .. 729
AR R

TMoénil, Avithmetil und Algebra.



114

Bufaly. Wie man beim Augzichen der Cubifwurzel aus einem Decimal:
oder einem gemeinen Brudye zu verfafhren Habe, erfieht man leidht aus
bem fiiv dag Quabdratwurgel-Ausziechen in §. 188, Bufays 1 und 2, angegebernen
Berfahren.

§. 195. Aufgabe. Aus einer befadbijden ganzen Zahl, welde
fein vollftindiger Gubug ift, vie Cubifwurzel zu ziehen.

Qft der Rabdicand feine dritte Potens einer gangen Bahl, fo ijt die Cubit-
wurzel trrational und fonn nur ndferungdweife bevehnet werden. Dad dabei
angumwendende BVerfahren entfpriht bemjenigen, dad wir in § 189 fiir die
Quabratiwurzel-Auszichung aus einer defadijhen gangen Bahl, welde fein
Quabrat ift, angegeben haben; nur miiffen Hier den eimgelnen Rejten it jede
Abtheilung drei Nullen angehingt werdem.

Bufat. Audh beiiglich dev Vorfdyrift fiiv dag Ausziehen der Cubifwuvgel
aug Decimal- oder gemeinen Briden, welde nidht vollftindige Cubif-
saflen find, verweifen iwiv anf die analogen Bemerfungen in Buf. 1 uund 2
ju § 189.

§. 196. UAbgefirztes Berfahren beim Ausdziehen der Cubif
wurzel

Wenn man pon bder Cubifwurzel einer Fahl mad dem
gewdhuliden Bevfahren die ervjten m Fiffern bevednet hat, fo
erhilt man nod) m — 1 aweiteve verlajsliche Bifferm, indem man
ben lepten Reft dbuvd bas dreifadhe Quadvat der heveits gefun-

benen Wurzel dividievt.

Beweis, 1E8 fei a der Nadicand und b beeichne bie beveitd berechneten
exften m Biffern bev Cubifwurgel, twobei b ofjme Inderung der nod) fehlenden
Wurgeliffern nls eine gonge Sabhl vorvausgefest werden darf.

3
Sest man Va = b + x, wo x die weiter folgenden Riffern der Wurgel
Bebeutet, o ift
(b + x)® = a, oder b® + 3b*x 4 3bx® 4+ x® = a, dabher

2B 2 3
3b’x —a —b*—3bx®—x°, unh x =2 = =

T
wobei a — b® der lete bei der LWuvzelaussichung gebliebene Feft, und 3b*
dag dreifadie Quadrat dev bisher gefundenen Wurzel ift.

Der Fehler, mwelcher begangen wird, wenn man fiir x den Duotienten 3:213
' 3b
fest, ift demnadh) > 4 X wo x <1 und b > 10— ift, fo dajs bei der
B (] b 3b9
PBeurtheilung ded Fehlers das Glied 3% alg gegen %2 perfhwindend gar nidht

in Betradt fommt; xT2 ift aber fleiner al8 —1—(%, alfo wird x durd) den

a— b3

g5z Wf m — 1 Biffern genau bejtimmt.

Quotienten




115

3
Jjt 3. B. 1/0°083066534 auf 5 Decimalen genau ju beftimmen, o
fudyt man bdie exften drei Biffern nad) dem gewdhulichen Verfahren der Cubit-
wuvzel-Ausziehung, die swei folgenden duvd) die abgefiivste Divifion.
Bufob. Duvd) dad voranjtehende Verfahren erhiilt man in der Gubit-
wurzel eined unvollftdndigen Decimalbrudes 2m — 1 verlajslice
Biffern, wenn ‘der Rabicand m geltende Abtheilungen gu drei Biffern fat.

YI. Sogarithmen.
1. Bou den Logavithmen diberhanpt.

§ 197. Gine 3abhl a dburd) eine andeve Bahl b logarith:
mierven Beift, den Potengexponenten judjen, mit weldem b al8 Baji potenziert
werden mufs, um a al§ Poteny zu geben. Die 3ahl b ijt die Grundzahl
oder Bafis, die ald Poten gegebene Bahl a heift der Logarithmand
over gevadesu die Zahl (Numerus), und der gefuchte Potenzerponent der
Logarithmug. QJjt a = b®, fo ift n der Logavithmus bdev Bahl a fiiv bdie
Bajig b; man hat dafiiv die Bezeichnung

log agy = n.

LWerden bdie Logarithmen durdygingig auf eine bejtimmte Bajis, 3. B. 10,
bezogen, fo fdhreibt man ftatt Ded legten Ausdrucdes fiivser log a = n, wobei
oie Bajis 10 ald befannt voraudgefesst wird.

Dem Potenzieven entjprechen zvei inverie Opevationen, dad Rabdicieren
und das Logavithmiceren, je nachdem die Bafis odber dev Erponent gefucht wird,
b diefe beiden nicht commutiert werden Tonnen.

§. 198. fSolgefite. 1. Potenziert man die Bajid mit dem Lo-
garithmusg, fo erhilt man ben Logavithmand.

Jit log ap)=n, fo ift b= a.

2. Der Rogavithmus der Bafis in Bejug auf diefe Bafis
felbft ift gleidh 1.

log bpy = 1; denn b' =b.
3. Der Logarithmus vom 1 ift fiir jede Bajis gleid) 0.
log 1) = 0; denn b® = 1.

4. Fiir eine pofitive Bajid hat eime negative Zahl feinen
reellen Logarithmus.

Denn fowofl b+e a8 b= = 'Blnﬁ gibt ein pofitives Rejultat.

§. 199. Der Jnbegriff dev Logarithmen der in natiirliher Ordnung
aufeinanber folgenden Bahlen fitr eive bejtimmte Bafis bildet ein Logarith:

mifdes Syjtem. ol
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Da durd) das Potengieven einer veellen negativen Bahl nidt alle mig-
lidhen pofitiven Bafhlen ereugt werden fonnen, jebe Potens von 1 aber wieder
1 ift, fo fann nur eine veelfe pojitive und von 1 verjdhjiedene Bahl alé Bajis
eined Qogarithmeniyjtems angenommen werden.

Qm Gebroude find nur zwei logavithmijhe Syfteme, ndmlid) das
gemeine ober Brigg’jde fiix die Bafis 10, und dag natiirlidhe oder
Neper'jde fiiv die ivrationale Bajis 2-718281828. .., welde man aud bdev
@ummierung dev unendlichen Neibe

1

1 1 1
It Himdtamed 1531 fe
evhalt und gewdhnlih mit dem Budjjtaben e begeichnet.

Allgemeine Jige fiber die Logarithmen.

8. 200. Der Logarithmus eined Producted ift gleid) der
Summe ausd den Logarvithmen der Factoven.

@3 fei fiiv die Bajis b

log M = m, log N =n, log P = p, aljo
Mi— b= N — e B = ht: damt ift
MNP = pukatis b, 1.
log MNP = m + n + p, oder
log MNP = log M + log N + log P.
3. 8. log 6 =log 2 4 log 3.
log 30 = log 2 + log 3 + log b.

&ind fiiv eine Bajis die Logarithmen aller Primzahlen befannt, fo lafjen
ji aus denjelben burd) blofe Addition aud) die Logarithmen aller jujammen-
gefesten Bahlen ableiten.

2. Der Logarithmus eined Brudes (Quotienten) ift gleid
pem Logarithmus desd Zihlers weniger dem Logavithmus des
Nenners.

&g fei fiiv die Bajid b

log M = m, log N =n; aljo M =b", N =b";

=bm, folglid) log X = m — n = log M — log N.
log z—g = log 29 — log 31.
log 3529 = log > — log 3529 — log 100.

3. Der Logarithmus einer Poteny ift gleid) dem Logarith:
mug der Bajig multipliciert mit bem Potengerponenten.
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@8 fei fiir die Bafs b, log M = m, aljo M = b=; dann ift Me = bme,
und daher
log M* = mp = p log M.
3. 8. log 8® = 3 log 8.
log (2a)° = 3 log 2a = 3 (log 2 + log a).
log(i%*: 2 log x + log y — 4 (log m + log n).
4. Der Logarithmus einer Wurzel ift gleid) dem Logarith:
mug ded Rabicands dividiert durd) den Wurzelerponenten.
&8 fei fiiv die Bafis b, log M = m, aljo M = b™; dann ijt

VM = ]p/b“‘ — b%, baber
iy log M
]ogVM:%: °p .

; Bife log 75
3. 8. log V15 ="2—

5 a
a __log?__loga—logb
s P DN 5
8

log al;ﬂ = log a + % log x — log y.

8 201. 1. iir diefelbe Bajisd gehoren zu gleichen Zahlen
aud gleiche Logarithmen; und umgefehrt: zu gleiden Logarithmen
gehdoren aud gleiche Zahlen.

Qit b bie Bafis und b =M, b* =N, fo mujs, wenn M = N ift,
aud) m = n, b. i. log M = log N fein. (Folgt indivect aug §. 156, 3.)

it umgefehrt log M = log N, aljo m = n, jo muj8 nad)y-§. 156, 1,
oudy. b2 = b?, 0., i M = N jein.

2. Fiiv eine Bafis, welde grofer ald 1 ijt, gehort ju der
grbferen 3ahl aud ein grioferer Logarithmus; und umgelehrt: ju
pem groferen Logarithmus gehort aud eine grofere 3ahl.

Qjt b2 =M, b =N und M > N, fo muj8 fiir b > 1 aud) m > n,
afjo log M > log N fein. (Folgt indivect aus 1, und aus §. 156, 3.)

: Qjt  umgeteht log M > log N, fo folgt ebenjo aus §. 156, 3,
M > N.

3. Diejelbe Bahl hat fiir veridiedene Grundzahlen aud
vevfdyicdene Logavithmen.

St log Ngy=p und log Npy=q, wo B und b af8 verjdyiedene
Bahlen vorausgefest werden, fo ift N = Bv und N =b?, bdaher Br = be.
Wiive nun p = q, fo wiirbe aus §. 156, 2, indivect folgen, dajé aud) B =5 b
fei, was jebod) ber Borausfegsung widerfpridt; die Logavithmen p und q miijfen
dbafer von einander verfdicden fein.
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4 Qev Logarithmus eiwer Bahl filr irgend eine Bajis
it gleidh dem Rogarvithmué berfelben Bahl fiir eine jweite
Bajis, multipliciert mit dem rveciprofen Werte ded Logarith:
mug der erjteven Bafid in Bejug auf die jweite.

it log Ny = p, aljo B® =N, fo erhilt man, wenn man in bder
soeiten Gleidyung beiberfeitd die Logavithmen in Bejug auf eine andere Vafis
b. m'mmt, P log B(b) — log N(],), ober log N(B).log B(h) = log N(b); fO[intf)

1
lﬂg N(B) - lOg N(b) EE—EE;).

@ind die Logavithmen der Bablen fiiv die Bafid b befannt, fo fann
man au$ denfelben aud) die Logarithmen fiiv jebe anbere Bafis B Beftiminen,

ennt man die erjteven mit bdem. bejtindigen Factor b. i. mit dem

1
Tog Bqy’
reciprofen Werte ded Logavithmus der neuen Bafid in Begug auf bdie frithere
Bafig multipliciert. Die Jahl, mit weldher die Logarithmen eined Syjtems
multipliciect werden miiffen, um bie Logavithmen eine8 andern Syftems zu
erhalten, heift der Modulug ded neuen Shjtems in VBejug auj dad ur-
fpriinglidhe. Der Wodulud des Brigg'ichen Syftems in Begug auf das natiir-

lie ift 15 = 074342945. ..

2. Bon den Brigg'iden Logarithmen.

§. 202. Unter dem Brigg'iden Logarithmus einer Jahl verfteht man
pen Potengerponenten, mit dem bie Bafié 10 potengievt werden mujs, um
jene 3abl alg Poteny su gebem:

1. Die Brigg'jden Logarvithmen aller Zahlen, welde grofer
al8 1 find, {ind pofitiv; dbie Briggiden Logarithmen aller
pofitiven ahlen, weldje fleiner ald 1 find, find negativ.

Beweis. Cine Bahl, welde grofer al8 1 ift, ift entweder eine defadijthe
Ginfeit 10", wo n eine pofitive gange Bahl beseichnet, ober fie liegt swijchen
jwei- detabifthen Einheiten: 10°=1 und 107; ifr Qogarithmus ift daher bejiiglich
n oder pwifden n — 1 und n eingefhloffen, aljo in jedem Falle pofitiv.

Gine pofitive Bafhl, welthe Heiner ald 1 ift, ift entweber eine defadijhe
(Einbeiti—%; = 10-", ober fie liegt zwijdhen zwei defadijdjen Einfeiten 10—+
und 10—2; ihr Rogarithmus ift dabher bejiiglih — n: odexr zwijhen — n - 1
unb. — n_ eingejdhlofien, alfo in jedem Falle negativ.

2. Der Briggfde Logarithmusd einer gangen oder gebro-
thenen Bahl, welde eine defabdifde Einheit ift, ijt eine gamge
Biahl.

Folgt aud bem Beweife zu 1.
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3. Der Briggjde Logarithmus einer ganzenm oder gebro-
denen Zahl, welde feine defadijhe Ginfheit ift, ift eine irvatio-
nale 3ahl

Beweis. a) Jit N feine defadifdhe Einbeit, fombern ziwifdhen zwei auf
einander folgenden defadijhen Ginbeiten 10» und 10+ enthalten, wo n eine
pofitive oder negative ganze Zafl oder auch Null bedeutet, fo liegt der Loga-
rithmug von N jwifden n und n 4 1, und ijt fomit feine gange Iabl.

Er fann aber aud) fein Brudy fein. Denn wiire log N = éq—p, wo p und q
*p

relative Primzaflen feien, jo miiféte 10 1 = N, oder 10*» = N fein. Damit
fedod) biefe Gleihung miglich fei, miiften 10*? und N¢ aué denfelben Prim-
factoven bejtehen; 8 bdiirfte alfo N feine anderen Factoven ald 2 und 5,
begiiglih + und §, und miifste audy beide in gleidjer Anzahl enthalten; damn
aber -wive N felbft eine bdefadijche Ginbeit, was der Vorausfepung wider-
jpridt. €8 fann demnad) log N, wenn N feine befadijdhe Einfeit iff, weber
ourd) eine gange Bahl, nod) durd) einen Brud) genau davgejtellt werden.

b) Der Logarithmus von N [ijst fidh jebod) durdy Angabe von Nibe-
rungdierten, jwijden bdenen er liegt, mit jedem beliebigen Grade bvon
®enauigfeit anndbherungsweije bejtimmen. Da N jwijdhen 107 und 10"+ ent-
halten ift, jo liegt log N aunddft zwijden bden Niherungéwerten n und
n + 1; au$ bdiefen aber Iaffen fid) andeve immer genauere Niherungdmwerte
ableiten.

Qiegt namlidh N allgemein zwifchen zwei Bahlen u und v, daher (nady
§. 201, 2) log N jwijhen log u und log v, meldje legteve befannt feien, fo
ift nad) §. 200, 4, aud) der Qogarithmus von I uv, b. . von der mittleren
geometrijhen Broportionale wijhen uw wnd v befannt. Weil nun Vuv
swifdien u und v liegt, o mujé N entweder gwijhen }/ uv und u, ober jwijden
V uv und v follen, daher aud) log N entweder jwijdyen log V uv und log u,
ober zwifhen log J/ uv und log v liegen. Jn jedem Falle ijt aljo log N
swifden jwei engeve Niiherungdwerte eingejdloffen al8 frither, und durdy eine
wiederholte Anwendung diefer Schlufsmeife fonnen die Werte, 3wijdhen welden
log N liegt, fo nafe aneinander geriidt werden, al8 man will.

§. 208. Aufgabe. Bon einer gegebemen Zahl Den PBriggiden
Logarithmus zu berednen.

1. Gine Auflsjung diefer Aufgabe beruht auf dem in §. 202, 3, unter
b) gegebenen Beweife, nad) mweldem bder Logarithmus einer Jahl ifden
immer engeve Niherungdwerte eingefdloffen und dabdurdy fo genan, alé man
will, bevedinet werben fanm. .
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€3 fei 3. B. ber Logavithmus von 13 ju bevedynen.

13 liegt zwifhen 10 und 100,
logt 13iE4 . Silogt TO="%F fund log" 100F= 2}
Differens der Nitherungdwerte: 2 — 1 = 1.
1/10.100 = 316227766 = a, log a = § (log 10 4 log 100) = 1-5;
13 liegt zwijchen 10 und a,
log 13, o CHpprrUESTIeRe dor B TP
Differeny der Niherungswerte: 1-5—1 = 0-5.
V' 10a = 17-7827942 = b, log b = 4 (log 10 + log a) = 1-25;
13 Tiegt awifdhen 10 und b,
Jog il o 7 log =1 -1t log b —udi: 95
Differens der Nibherungsmwerte: 1-25 — 1 = 0-25.

Man fieht, dafs die Niherungswerte bdes Qognritﬁmﬁé pon 13 immer
niber aneinander viiden. Duvd) fortgefetes BVerfahren findet man:

}/10b = 13-3352144 = ¢, logc = } (log 10 + log b) = 1-125;
1/10 c = 11-5478201 = &, log d = 1 (log 10 + log ¢) = 1:0625;
Ved =12-4093780 = e, loge =1 (logc -+ log d) = 1:09375;
Vice =12-8639696 = £, log f =4 (log ¢ + log e) = 1°109375;
Vet =13-0974727 =g, log g =+ (log ¢ + log f) = 1-117188;
VEg =12-9801960 = h, logh = 4 (log f + log g) = 1-113281;
Vigh =13-0387024 — i, logi — { (log g -+ log h) = 1-115234;
Vhi =13:0094163 = k, logk =4 (log b + log i) = 1-114258;
Vhk =12:9947978 =1, logl =4 (log h + logk) = 1:113769;
Vil =13'0021049 = m, logm=14 (logk" 4 log 1) = 1-114014;
V1im =12-9981507 =n, logn= §(log'l 4 logm)= 1-113892;
Vmn'= 130002776 = o, log'o = {(log'm -+ logn) = 1-113953;
Vno = 12-9993640 = p, logp = + (logn -+ logo) = 1:113922;
Vop =12-9998207 = q, log q =1 (logo 4 logp)=1-113937;
Voq =13:0000491 =r, logr =14 (logo -+ logq) =1'113945;
Vqr =12-9999348 = s, log s = 1 (log q/ = log r)=1-113941;
SR 2

- Da nun 13 jwijden s und r, und folglich aud) log 13 zwijden log s
und log r liegt, dieje beiden Yogavithmen aber in den 5 exjten Decimaljtellen
iibeveinftimmen, fo ift auf 5 Decimalen genau log 13 = 1:11394.
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Auf biei?m miifjamen Wege berechnete Heinvic) Brigg die Logarithmen der Prim-
g,uI;I{‘m bon 1 big 20000, und von 90000 6i& 100000 mit 14 Decimaljtellen, und jpiter
Udrian Blacq die nod) fehlenden der Primzahlen von 20000 biz 90000.

2. Ginfacher und Fivzer ift der nadhftehende Redhnungsvorgang:
Pean beredymet duvch wiederholted Aussichen der Quabratiwurel
105 =1/10 = 3:162278,

4

1008 — 1104 10 =8 3 162078 =Y R 18T,
8 4

bt (A U UC Vi VA L s B R L

16 8
100088 — 110 = /1710 = 1/1:833521 = 1-154782,
. f. ., und ftellf die Rejultate, wie folgt, in eine Tabelle zujammen:

10035 . =31162278 100:000488 = 1. 001125
10%2. . = 1 RTB27Y 100000244 — 1.-000062
100120 iyl £ 5335 21 100:900122 — 1 -000281

il Q%0088 1 * 154782
10005125 — 1074608
Hs0EECat = (85633
ERISIS == T #0151 02
i esei— 008055
100001958 — 1004507

100°000061 — 1 +(000141
100000051 — 1 -000070
100000018 — 7 (000035
T opoe == L 2OU001 &
100000004 — 71°- 000009
100°000002 — 71 - 000004

10000097 — 102251 100°00000% — 1 - 000002

Mit Hilje diefer Tabelle Fanw: nun  dev Logavithmus jeder: Bahl duvdh
blofe Divifionen und eine Adbdition beredhnet werden.

Qit 3. B. der Logarithmud von 13 zu bejtimmen, fo dividiere man 13
purd) bie hodyjte dbavin enthaltene gange Poteny von 10;
13k =il a

Den Quotienten dividieve man duvch) die ndchjtniedrigere, in der Tabelle
enthaltene Potenz, den meuen Quotienten wieder durd) die nddjtnicdrvigere
Potenz, u. f. w. Wan exhilt

12 30 s 1185 10154782:= 1125754,
1:125754 ; 10003125 — 1-1257H4 : 1-074608 — 1-047595,
1047595 : 10019625 — 1-047595 31036633 = 1-010575,
1:010575 : 100008906 — 101057521 009035 = 1-001526,
1-001526 ; 100000488 — 1-001526 : 1-001125 = 1-000400,
1000400 ;: 100000122 — 1:000400: 1-000281 = 1-000119,
1000119 : 100700008t — 1000119 : 1-000070 = 1-000049,

12000049 ; 100:900015 — 1-000049 : 1-0000356 = 1000014,
1:000014 : 109000004 — 1-000014 : 1000009 = 1000005,
1-000005 : 10000002 — 1-000005 : 1-000004 = 1000001,
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Hievaus evgibt fich
13 — 10 100'0625 1 100'03125' 100'015625 5 100'003906- 100'000488
% 100-000122. 100'000031 e 100'000015 5 100‘000004‘ 100'000002’

und durd) Addition: der Potengerponenten von 10
13 = 1011898,

oaber ijt auf D Decimalen genau log 13 = 1°11394.

Bufob. Nod) fiivzere Wethoben zur Bevechnung dev Logavithmen bietet
bie hohere Analpfis.

§ 204. Da im Brigg'jhen Syjteme mit Ausnahme der defadifhen
Ginbeiten alle iibrigen vationalen Bafhlen irvationale Qogarithmen fHaben und
diefe anndferungdweife durcd) Decimalbriihe davgejtellt werben, fo befteht ein
DBrigg'ider Logarithmus im algemeinen aus Gangen mit angehingten
Decimalziffern: Dean nennt die im Logarithmus enthaltenen Gamgen die
Chavatteriftit (Rennziffer) des Logavithmus, bdie angehingten Decimalen
vie PMantiffe desfelben.

Fiir pofitive Bahlen, weldhe fleiner ald 1 {ind, ift der Logarithmus, alfo
deffen Chavafteriftif und Miantiffe negativ. Megative Mantifjen pilegt
man itbrigend in ber Redhnung, su befeitigen; man fithrt ftatt derfelben pofitive
Mantifjen mit einer negativen Chavafteriftif ein, indem man bden negativen
Eogarithmusg von einev Bahl fubtrabhiert, die um 1 grofer ijt alg bdie Eharafte-
riftif, woburdy eine pofitive Pantifie sjum Borjdein fommt, und dann diefe
um 1 grofere Bahl al8 negative Ehavafterijtif hinter: die Weantiffe fent.

3. B — 234467 =3 — 2-34 467 — 3.
= 0-65533 — 3.

8 205. Die Chavafteriftit des Brigg’{den Logarithmus
einer defadijden Zafhl ift gleidy dem Rangerponenten der hioditen
Bififer diejer Zahl

&8 fei n der Rangerponent bder hidyften Biffer der Bahl a, wobei n
eine gange pofitive ober negative Bahl oder aud) die Null begeidhnen fann;
dann ift

a = 10" und a << 10+, bHaber
loga=n undloga<<n- 1.

&8 ift aljo log a = n + «, Wo « pofitiv und < 1 ober. aud) Null ift;
folglich ift n die Charafteriftif des Logarithmus von a.

Solgelibe. a) Die Charalteriftif bde8 Logarithmusd einer Zahl, weldpe
®anze enthilt, ift pofitiv und um: 1 Heiner al8 die Anzahl der Stellen, welde
bie, Gangen einnefimen (§. 6%, Folgef. 1).
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b) Die Charatteriftit des Logarithmus eines edhten Decimalbrudes ift
negatiy’ und  abjolut genommen gleich dev: Angafl aller Nullen, weldje den
geltenden Decimaliffern vorangehen, die Null vor dem Decimalpuntte mit
gezdplt (§. 176, 1).

§ 206. Wenn man irgend eine Jah! mit einer Potens von
10 multipliciert ober durd) eine Potenz von 10 dividiert, fo
wird dadurd) in ihrem Brigg’{den Logarithmus nur die Cha-
vafteriftif gedndert, wihrend die Mantiffe diefelbe bleibt.

& it log (a.10m) = log a + log 10% = log-a + m,
log —1—35 = log a — log 10® =log & — m.

€8 wird alfo der Logarithmus von a um die gange Bahl m im erften
&alle vevmehrt, im zweiten vermindert, d. h. er erhdlt eine anbere Chavaftes
rijtif, wihrend die Mantiffe ungedndert bleibt.

So ift 3. B. log 7124 = 3:85 272; baber

log 712400 = log 7124 + log 100 = 385 272 4+ 2 = 5°85 272;

log 71:24 = log 7124 — log 100 = 3-85272 — 2 = 185 272.

Jolgefoy, Die Mantiffe eimes Logarithmus hangt blof von der
Riffernfolge der ahl ofne Riidfidht auf deven Rang ab.

Hogarithmentafeln.

§. 207. Die Logavithmen aller. Bahlen von 1 bié 10000 odev von 1 bié
100000, und gwar erfteve auf 5 oder 6, leptere auf 7 Decimalen berechnet,
hat man in befondeven Tafeln, welde Logarithmentafeln Bheifen, sujammens
geftellt. Diefe enthalten nuxv die Pantiffen; der Logavithmen, da. die Ehavaftes
tiftif in jedem Falle nach §. 205 beftimmt werden fann.

Mit Hilfe folther Tafeln findet man durd) ein ganz einfacyes Verfalren,
bag in ben bdenjelben vovausgefdiictten Anleitungen ndber angegeben ift, 3u
jeber Bahl den entfpredhenden Logavithmus, und umgelehet. ju jedem: gegebenen
Logarithmug bie jugehorige 3ahl*).

§ 208, Rednungdopevationen mit den Brigg jden Logar
vithmen.

Qn Besiehung auf die Rechnungdoperationen mit Logarithmen find im
allgemeinen: bdiefelben HRegeln. ju beobadyten, wie fiiv defadijhe Bahlen iiber-
Baupt; nur Bat man dabei nod) Folgendes su beviidfichtigen :

*) @Eine aufiihelide. Belehrung iiber. bie Einrichtung undb ben. Gebraud) f&_)ld;er
Tafeln findet man in Der Einleitung zu ben von mirl Berauggebenen fiinfitelligen
Sogorithmentafeln gum Sdulgebrande MWien, bei Gerold.
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1. Grhilt man beim Addieven bder Logarithmen zwei Chavafterijtifen,
gine pofitive und eine negative, fo Iwerden Ddiefe in eine eingige ujammen-
gezogen. 3. B.

3+10 589
2-56 814
0-21 340 — 2
0:08105 — 4

596 848 — 6 = 0-96 848 — 1.

2. Qit beim Subtrahieren der Minuend fleiner ald der Subtrahend,
fo abdieve man, um im Refte eine negative Mantijfe ju vermeiden, ju dem
Minuend fo viele pofitive Einbeiten, dafs er grofer wird ald der Subtrahend,
und fege dann aud) al§ Chavatteriftit des Nejted fo viele negative Einheiten.
3.8

+3 —3
145025
3-57892
0:87153 — 3.

3. Wird ein Logarithmud mit negativer Chavafterijtif mit einer Zahl
multipliciert, jo mujs im Probducte die neue negative Chavafteriftit mit
per etwa evhaltenen pofitiven ujammengezogen werden. 3. B.

(0-53115 — 2) X 5 = 2-65575 — 10
= 065575 — 8.

4. it ein Qogarithmusd mit negativer Chavakteriftif durd) eine Zahl 3u
dbividieven, fo mujs bdie negative Charafteriftif, wenn fie durd) bdiefe Zahl
nidht theilbar ift, um fo viele Ginfeiten vergrdfert werden, dafé fie dadurd)
theilbar wird; eben fo viele Ginfeiten miifien aber dann aud) alé Gange ju
ber pofitiven Mantiffe gefest werden.” 3. B.

(0:41509 — 7): b = (3:41 509 — 10) : 5
= 0:68302 — 2.

8. 209. Anwendung der Brigg’{den Logarithmen.

Durd) die alfgemeinen Site, die in §. 200 entwicelt wurben, ift man
imjtande, - die Multiplication in eine Adbdition, die: Divifion in eine Sub-
traction, bag Potengieven in eine Multiplication und das Rabicieven in eine
Divifion zu verwandeln.

© Qommen unter ben gegebenen Bafhlen negative vor, fo betvadtet man
fie ecinjtweilen al8 abjolute Bafhlen, fithvt damit die Redhmung duvdy " und
beftimmt dag Borzeidhen nadytriiglich in dem gefunbdenen FKefultate.

1. Multiplication der Bahlen mit Hilfe der Logavithmen.

Bejtimme dag Product aus 1-0954, 0-91567, — 3:1571 und 1-00782.
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&8 ijt log 1:0954 = 0-03 957
log 0:91567 = 096174 — 1
log 3-1571 = 0-49 928 (n)
log 1-00782 = 000 338
log de8 Producted = 050 397 = log 3°1914; alfo
10954 X 0-91567 X — 3:1671 X 100782 = — 3-1914.

2. Divifion der Bahlen mit Hilfe der Logarithmen.
1) @8 foll der Quotient 528 : 737 ober £35 beftimmt werden.
iy s |
log 528 = 2-72 263
log 737 = 2-86 147
log 3¢ = 0:85516 — 1,
folglidh) 325 = 0-7164.
2) Beftimme den Wert ded Brudes x = ?:;;gg%.
log 3:4156 = 0°53 347
log 4:023 = 060455
=1-13 802
log 12378 = 0-09 265
log 587091 = 0-76 871
log x = 0°27 666,
aljo x = 1-:8909.
3. Potengievrung einer Zahl mit Hilfe der Logavithmen.
1) @8 foll bie 20fte Potens von 1-025 gejudht werden.
log 1025 = 0:010724
log (1:025)2 = 0-214480,
aljo (1-025)* = 1-6386.

iy 829)1065
2) Beftimme 6—7)

log 329 = 251 720

log 67 = 1-82607
069113 X 1+065

5601

69 113
4 1466
3456

320\1°065 g
log (ﬁ) = 0°73 605,

omit (3_:73)“’65 — 5°4456.
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4. Radicierung einer Iahl mit Hilfe der Logavithmen.
@8 fei die Hte Wurgel aus 10 ju beftimmen.

log 10 = 1-00000

log ]}10 = 0-20000,

alfo :1‘3"10 = 1-5849.

§. 210. Auflofung einfadher Erponentialgleichungen.

Wean  untericheidet algebraifde und transfcendente Gleidhungen;
in den erfteven fommt bie Unbefannte nur al8 Bafis einer Potens, in den
lesteren unter einer der Formen a*, log x, sin x, u. dgl. bor. Gine Gleidung
pon der Form a* = b heifit indbejondere eine Erponentialgleihung.

Die Aufldfung der Erponentinlgleihungen beruht auf der Anwenbdung
bed Sages: Sind zwei Bablen einander gleidh, fo find aud) ihve in Bejug
auf diefelbe Bafié genommenen Logarithmen einanbder gleid).

1. ®leichungen von der Form a* = b.

Nimmt man von beiden Theilen bdie Logarithmen, fo wird der
Gyponent x in einen Factor verwandelt; man erhilt log (a*) = log b, oder
x log a = log b; daber ijt

it iy
T Ulegra’

Um 3. B. die Gleidung 5° = 37 aufzulsfen, hat man x log 5 = log 37,

und fomit

_ log37 . 1-56820 _ |,.
X = 105 = o-geser — 2 2436.

2. Oleichungen pon Dder Form _]x/a = b
Nimmt man hiev beiderjeits bie Logarithmen, fo erhilt man %.log =
log b, baher log a = x log b, und '

__ loga
RalogThy

o gibt die Gleichung 12 = 10 ben Wert 'x — %82 — 0-30103.
log 10

X




wiinjter Abjdynitt.
Gleadyungen des stoeiten Grades.

§. 211, 1lm cine Gleidhung aufldfen ju fonnen, mujd fie zuerft auf eine
jolche Form gebradyt werben, daj die Unbefannte in feinem Gliede ald Nenner
ober ald Ravicand erjdyeint, dafs alle Glieder, weldhe die Unbefannte enthalten,
in dem evjten Theile ber Gleidhung nady den fallenden Potengen bderjelben
auf einander folgen, daf8 endlid) der Coefficient ber Hichjten Potens bder
Unbefannten eine gange pofitive Bafl ift. Gine o geformte Gleichung heift
geordnet.

Dag Ordnen der Gleidhungen bejteht in ben Transformationen, welde
nad) § 141 bei der Auflsjung der Gleichungen bded exften Grades in An-
wendung fommen, und wenn bdie Gleidhung ivvational ijt, in der Wegjdhaffung
ver BWurgeln nad) §. 173.

Beifpicle.

) Vx@k 4+ 8y -LB=FE £ uxilioyitiggii 18RI g
Bi(2s 4 8) el Ig L (g o Lyhgll iy gy
10x? 4 16x —6 4+ 8x = 10x Bx =9 —12x 4 4x?
10x* + 16x +3x—10x=6 3y 12x — 4x* =19
10x®* 4 8x =6 —4x*-15x =9
bx? - 4dx = 3. dx’— 15x = — 9.

Bemerkung. Wenn aus einer ivvationalen Gleichung die Quadratwursel
durd) Grheben jum Quadrate weggejhafft wird, jo enthalt Hiufig die neue
Gleidung Wurzeln, die der gegebenen nidht angehoven. Pan hat daber in
diefem Falle nadptriglich nodh su unterjucdhen, weldye dev fiiv bdie Unbefannte
gefundenen Werte die urfpriinglidy gegebene Gleichung erfiillen. So erhlt man

in dem Beifpiele 2) aué der Gleichung 2x — 1/ 3x = B ‘duvd) Quabdrieven

3
bie Gleihung 4x* — 15x = — 9, weldjer bie Wevte x =3 und x =
geniigen; von diefen befriedigt fedoch muv ber erfte x == 3 idie gegebene
®leidyung, ber Wert x = 2— geniigt thr nicht, gehort dagegen einer andern
Gleidung 2x + 1/ 3x = 3 an, aus welder nad) Wegdaffung dev Wurgel
diefelbe ®leichung 4x* — 15x = — 9 entiteht, wie aus 2x — J/3x = 3.
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§ 212, Der hiodjte Potengerponent bder Unbefannten in einer
geovdbneten Gleidung bejtimmt den Grad derfelben. Eine Gleichung, in welder,
nacdhdem fie geordbnet wurbe, die hischjte Poteny der Unbefannten bdie weite ijt,
Deifit eine Gleidhjung bes zweiten Grades oder eine quadratifde Gleidung.
Qit bie hiochite Potens der Unbefannten die dritte, vievte oder eine hihere, fo
heifit die Gleichung besiiglich) vom britten, vievien oder einem fhioheren
Grabe.

Wenn in einer Gleiung mehreve Unbefannte vorfommen, fo wird der
®rad derfelben bdurd) die Hiodhite Summe der Potenzerponenten bder
Unbefannten eineg Gliedes in ber geordneten Gleidhung beftimmt.

1. @unadratifdie Gleidungen mit einer Anbehannfen,

§. 213. Die allgemeine Fovm einer geordueten Gleichung ded zweiten

Grades ift
px’ + qx =T,
wo p, q, r belichige befannte Sablen darftellen.

a) Wird der Coefficient p von x? gleid) 0, jo verwandelt fidy die qua-
oratijthe @leichung in eine Gleidhung ded erften Graded qx = r und fillt
baber hier aufer Betradyt.

b) Wird dag von x freie Glied r = 0, fo hat man

px®+ qx = 0, oder x (px + q) =0.

Da ein Product O wird, wenn ein Factor 0 ift, fo wird die vorftehende
Gleidhung befriedigt, wenn man entweder x = 0, ober px + q =0, d. i
X = — % fest. Der Gleihung genitgen aljo zmet Werte.

Daf8 hier x durd) bdie Divifion nidht ausgefdhieden werden bdarf, ijt
jhon in §. 140, 3, bemerft worben.

c) Jft ¢ =0, jo wird

pix? —n, oher mt = %.

Gine joldje Gleidhung, in welder bdie Unbefannte nuv in dev zweiten
Poteny vorfommt, heifgt eine veine oder binomijdhe quadratifhe Gleidhung.

Allgemein ftellt x™ = a eine binomijhe Gleidhung des mten Grades dar.

d) &ind p, q und r fimmtlid) von O verfchieden, o heift die Gleidyung

px*+qx=r
eine gemifdte oder volljtindige Gleidhung des zweiten Grades.

Reine gquadratifche Gleichungen.
§. 214. Um cine veine quadratifhe Gleidhung
xhi=h
aufjulfen, darf man nuv aus beiden Theilen die Quabdratmwurzel audsiehen;

man erhilt
xte= e b
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Gine reine quadratifche Gleidjung hat alfo 3wei entgegengejeste Wurzeln ;
ift b pofitiv, fo find diefe veell; ift b negativ, fo find fie imagindr.

Bu demfelben Refultate gelangt man aud), wenn man bie gegebene
®leidhung auf die Form
x! —b =0, oder x* — (Vb)* =0, oder (x — Vb) (x + I/b) =0
bringt. Diefe Gleidhung wird befriedigt, wenn man

entivedert x — Yb =0, b. i. x = /b,
oder x + Vb =20, b. i. x =— Vb fetit.

Beifpiele.
< g X =10, x*=—1T,
=FPWEEES. T £ = L Y1b. x =% )L7.

Gemifdyte quadvatifthe Gleidyungen.
§. 216. Die allgemeine Form einer geordneten gemifditen Gleidhung
ved sweiten Grabes ift
px*+qx=r
oder, wenn man beide Theile der Gleidhung durd) p bdividiert,
2 dgei X
A ol Tipt
@et man —g— =2 2imd E‘;’_ = b, fo erhilt man al8 Rormalform,
von bder bei der Wuflbfung immer ausjugehen fein wird,
x? 4 ax =bh.
Um eine in der Normalform  gegebene quadratijhe Gleihung aufzu-
[8fen, wird man gunddhjt den evften Theil 3u bdem volljtdndigen Quabdrate
eine§ Binoms ergingen. Betvadtet man x* al§ dag Quadvat bed erften

Gliedes, fomit x al§ dag erfte Glied, ferner ax oder 2.x.% al8: bag doppelte
Product beider Glicder, fo {jt 5 das zweite Glied, und 5 fehit, damit das

a

Quabrat ded Binoms x % volijtinbdig werde, nod) das Duadrat ( %) i
: 4 i !
Addiert man daher ju beiden Theilen der Gleidung —i—, fo evgibt fidy
2
x2+ax—|~%2—-_-"—}+b, ober
2 2
(x - ;) = %—- 4 bj
und wenn man aud beiben Theilen die Quadratwurzel auszieht,

2
s=—sx |/ T +b

folglidy

Podnil, Arvithmetit und Algebra.



130

Hiernad) hat audy fede gemijdhte quadratije Gleichung zwei Whurzeln.
Diefelben find

. 2 N
veell und ungleich, wenn der Ausdruc i’;— -+ b pofitiv,

veell und gleich, wenn diefer Ausdrud Null,
compley und conjugiert, wenn derjelbe negativ ift.

Beifpiele.
1) x? — 6x =17 2) x2 4+ Tx=—12
groLdt 2 49
ot S U (%) 1
x?—6x4+3=7+4+9 s i
(x—3*=16 xz—}-'?x-l—(?) S iga =
x—3==2 V16 : 712 1
gl g (X‘*'?) E
== aber sl i Tt
SRR €
e PRI
x=—3 tderx—=—4

§. 216. Anjtatt jur Auflsjung einer gemijhten quadratijden Gleidyung
in jedem bejonderen Falle die in §. 215 durdhgefithrte vollftindige Entwidlung
it wiederholen, fann man die Wurzeln aud) jogleid) aud der allgemeinen
Formel

2
x=— % = aT ducdy
ableiten. Diefelbe enthilt den Sab:

Jn einer auf die Normalform gebradten gemifdten qua-
pratifden Gleidung ift die Unbefannte gleid) dem halben Coeffi-
cienten der evften Potens dev Unbefannten mitentgegengefetem
Borjeiden, vermehrt oder vermindert um die Quadratmwurzel
aug bder algebraijden Summe ded Quadratesd bdiefed Hhalben
Coefficienten unbd dbed von der Unbefannten freien Gliedes.

Beifpiele.
1) x* — 6x = 16.
X :3:!:]/9+16:3i]/25:3i5;
X = 8=0\=—8, oberiix — 3= 5 —_ 9
2) x? — 10x = — 25.
x =5 2B —2=5=%k0=>5
Die Gleiung hat zwei gleihe Wurzeln x = 5.
3) x* —2x + 2 = 0; in ver Normalform x> — 2x = — 2.
x =12 WIT2=1%PYET
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Bufob. Sind in der alfgemeinen quadratijen Gleihung x4+ ax = b
die befannten Zahlen a und b irrational, 3. B.a =P A und b = VB,
fo bajé bie Gleichung die Form

X+ VAx=1VEB
annimmt, jo erhalt man
x =—V—TA-i ‘/—2——}-]/]?

Bei allen Gleidyungen diejer Avt fommt man auf einen Auddrud von der

Form V' p == Vq. Wie ein folder Augdruct Beftimmt, d. i wic aus einem

ivrationalen Binom die Quadratwurgel audgezogen wird, ijt in §. 172 gezeigt
wordert.

Bezichungen ywifchen den bekannten Bablen einer quodratifhen Gleidyung
und ihren Wurzeln.

§. 217. Jede geordnete quabdratijhe Gleidhung erhilt, wenn man das
pon x freie ®lied in den erjten Theil iibertviigt, die Form

221 Ax+-B—=0

und heift dann auf Null reduciert.

Moan nennt in diefern Falle den erften Theil x* + Ax + B dag
Gleidungdtrinom.

Jit m eine Wurgel der Gleihung x® + Ax 4+ B=0, fo bheifit
x —m ¢in Wurgelfactor derjelben.

1. Dag Gleidungdtrinom einer jeden quadvatifdhen Glei:
dung ift durd) ihren Wurzelfactor theilbar.

Es ijt
(x*+ Ax+B):(x—m)=x+ (A + m)
x? — mx
— +
(A+m)x+B
A+ mx—Am — n’

— + o+
Jejt = m* + Am + B.

Da m eine Wurzel der vovgelegten Gleichung ijt, alfo fiiv x in bdas
Trinom x* + Ax -+ B jubjtituievt, diejed auf Null veduciert, fo ift der
friiheve Reft m?* 4+~ Am + B =0, und daher

(x* 4+ Ax+B):(x—m)=x + (A + m).

2. Jede quadratijde Gleidung hat jwei Wurzeln.

@ept man in dem obigen Ausdructe

(x*+Ax+B):(x—m)=x+4+ (A + m)
A+ m=—n, jo wird

9*
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(3 + Ax + B): (x —m) = x — n, folgli)
x4+ Axs+B=(x—m)(x—n)

Da nun der Ausdrut x* + Ax + B nidt nur fiiv x = m, jondern
aud) fir x =n in Null iibergeht, fo ijt nidht nur m, jondern aud) n eine
Wurgel der Gleihung x* + Ax 4+ B = 0.

3. Dic Gleihung x> + Ax + B = (x — m) (x — n) [liefert ferner
ben Sab:

Das Gleidungsdtrinom einer jeden quadrvatijden Gleidung
ift gleidh bem Producte ihrer Wurzelfactoren.

4, Aug derfelben Gleichung evgibt fich

x4+ Ax+B=%x"—(m +1)x + (—m.— n),
folgli) A=—m —n und B= — m.— n.

Der Goefficient ded zweiten Gliedbed ift alfo gleid bder
Summe, und dasd dritte, von ber Unbefanuten freie Glied dem
Broducte aué den entgegengejenst genommenen Wurzeln.

§. 218. Folgerungen:

1. Gine auf Nuil reducierte quadratijdhe Gleichung fann oft fehr einfad
purd) Berlegung ded Gleidyungstrinoms in jiwei binomijche Factoren aufgeldst
werden.

3. 8. 4x? —23x 4+ 15=0. Da

4x2 — 93x + 15 —=4x* — 20x — 3x + 15)
=—4x(x—H) —3(x—5H)=4x—3)(x—H)
ift, jo wird bie gegebene Gleidhung befriedigt, wenn man entweder 4x — 3 =0
odet x — D =0 fegt. Die Gleidhung hat alfo die jwei Wurzeln x =
b= — B

2. Wenn man in einer auf Null veducierten quadratifchen Gleichung
bag von x freie Glied in jwei Factoven jerlegen fann, welde den Coefficienten
pon x jur Summe geben, fo evhilt man durd) die Beichendanderung derjelben
fofort bie beiden TWurgeln der Gleichung.

3. 8. An der Gleihung x* —Hx + 6 =0 erfennt man auf den
erften Blid, daf8 + 6 dag Product bder Zahlen — 2 und — 3 ijt, welde
— 5 jur Summe geben; die beiven Bahlen entgegengefest genommen, nimlid)
+ 2 und + 3, jind aljo Wurzeln der vorgelegten Gleidhung.

3. Mit Beadhtung ded Saped 4. in §. 217 [ijst fidh aud den Bor-
seichen  dev Wurzeln ciner quabdratijen Gleidung aud) auf die Vorzeidhen
ihrev Glieder und umgefehrt aud ben Vovjeidhen bdex lesteren auf jene dev
eriteven jhliefen.

4 Aud x* 4 Ax + B = (x —m)(x —n) ergibt fi): Sind bdie
Wurzeln m und n der Gleidung x* + Ax + B = 0 reell, jo wird bder
Yusdrud x* + Ax + B fiir jeden Wert von x, welder swijdhen m und n
liegt, negativ, dagegen fiiv jeden Wert von x, welder grofer ald die grofere,
ober fleiner al8 Dbie fleineve beider Wurzeln ift, pofitiv. Sind aber bdie

| o
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Burzeln der obigen Gleidhung imagindr, etwa p 4-qi und p — qi, jo wird
x*+ Ax -+ B fiir jeden veellen Wert von x pofitiv; detin 8 ift
et AxdB=(Exep=q)x—pt+q)=Ex—p)’+
fomit immer pofitiv.
§ 219. Aufgaben. 1. Cine quadvatijde Gleidjung ju bilden,
weldhe ywei gegebene Bahlen ju Wurzeln hat.
Sind 3. B. 3 und — 4 bdie gegebenen Bahlen, fo nehme man diefe
mit entgegengefesten BVorzeidhen, namlid) — 3 und 4, und bilde davon
bie Sumiie = —3 44 =4 1, und
bad Provuct = — 3.4 4 = — 12;
dann ift x? 4 x — 12 = 0 dic Gleidhung, weldpe 3 und — 4 ju Wurzeln Hat.
2. Ginen usbdbrud von der Form x* 4 ax 4+ b in Factoren

ju zerlegen.
Man jete x* 4+ ax 4+ b = 0, welde Gleidung

i PRSI Y —tg, 1/ aa e
X = a+1ga unbx2=a—12/“~—-—

su Burzeln Hat; dann ijt nad) §. 217, 3
ol fmee 0 AL = idb

Rdax+b=[x+ 220 A 21 =+ arb Vb ]

Jit 3 B. xT— 3x — 28 in zwei Factoren zu gerlegen, fo febe man
x?—3x — 28 = 0. Die Wurgeln diefer Gleichung find x = 7 und x = — 4,
bafer die Whurzelfactoren x — 7 und x - 4; jomit

x?—38x—W=(x—T7(x+4).

Bufa. Soll der Ausdrud ax® 4+ fx + p in Factoven zerlegt werden,
fo bringt man ihn auf die Form e« (xﬂ + % x + %’-), permandelt den Aus-
brut in ben Rlammern mitkelft der Burzeln der Gleidhung x* + L x + L=0

i ein Product gweier Factoven und multipliciert diejes nodh) mit . 3. B.:
98 —3x —2=9(*—4x— =9+ HE—1I).

1. Sdheve und Exponentialgleihungen mit einer AnbeRanuten, welde
fid anf quadratiffe Gleidimgen jmridififren laffen.
Binomifche Gleichungen.
§. 220. Die aligemeine binomijdhe Gleichung ded mten GSvades
X =i,
gibt, wenn man aus beiden Theilen die mte Wurzel aussieht,
b L= ll}a. :
St m eine gerade Babl, jo hat die Gleichung, wenn a pofitiv ijt, e
gleiche entgegengefeste reeffe Wavzelt, und wenn a negativ ift, feine veelle Wurzel.
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3t dbagegen m eine ungevade Zahl, fo wird die Gleihung mmer cine
veelle Wurzel haben, weldhe mit a dasdjelbe Borzeidyen befitst.
Die hier angedenteten Wurzeln find jedodh) nicht die eingigen, weldye dev

®leidung geniigen; da 1 a, wie in dem Anhange (§. 320, ¢) bewiefen wird,
m  perfdyiedene Werte Bhat, fo hoat aud) die Gleihung x™ = a ehenfalld
m Wurzeln, von denen aber im allgemeinen mit den bigher gerwonnenen Hilfé-
mitteln blog die veellen, wenn die Gleidyung jolde hat, bejtimmt werden fonnen.
Jur die binomifdhen Gleidyungen des dritten und ded vierten Grades laffen fid)
burd) Buriidfithring ouf quabratijche Gleidungen jdon hier vollftindig aufléfen.

a) Die allgemeine binomijche @Blcid)ung bed bdritten Gradesd ijt

x¥—'a'ober'x* —a='0. D1 x =12 eine Bhrzel diefer Gleichung und

(x!—a):(x — l/a) =x* + Va x + Va ijt, fo mlgt
b —a—(x——Va) (m* —I—]/a x—|—'|/a)
?é wird demndd) x® — a =0, d nidht nuy Smenu X — ]/a. =0, aljp
x = Va, jondern aud wenn x* + Va.x + Val =0 gejesit wird, aus

weldyer Gleidung fich x = L2 (— 1 21/ 3) exgibt. Die Gleicung x°* =
fat alfo die drei Iﬁurg_c[n

3 U 3
Rl S BTN ey P AL TR G
B. 8. Der Gleichung x* — 27 = 0, welde fidh aud) jo davftellen lifst:
(x —3) (x* 4+ 3x + 9) = 0, wird geniige geleijtet, wenn man x — 8 =0,
oder wenn man x* 4 3x + 9 = 0 fest. Dadburd) evgeben jid) bdie drei
Wurzehverte .
x ==l x=§-(—1+V—3), x:%—(—l——l/—ﬁv).
b) Die binomijhe Gleidung de§ vievten Grades x* — a = 0 ober
(x* — Va) (x* 4 1V/a) = 0 wird dburd) x* — V/a = 0 und x? + Va=0
bejriedigt; fie hat fomit die Wurzeln
x = Yoo 10T 3L g,
3. 8. Die Gleicjung x* + 1 =0 oderx* () —1) = (x} =} —1)
+ 1V —1) =0 bat folgende viev Wurzeln:
x=%1 V=== 41Y=0
umd x=+1/—Y—1=+¥q o)

Gleidyungen von der Form x L ax™ — b,

§. 221. Hibere Gleidhungen, welhe nur jwei Potengen der Unbefannten
von foldyer Bejdhaffenfeit enthalten, dajé der eine Potengerponent dag Doppelte
ded anbern ift, laffen fih immer auf quadratijdje juviidfithren; man darf nur
die nicdrigere Poteny durd) eine neue Unbefannte ausdriiden.
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a) Um die Gleihung x™ + ax™ = b aufjuldfen, fege man x» =y,
folglih x*= = y?; dann hat man
y® 4 ay = b, und baher

e V“T“+h.

Wird nun ftatt y mwieder der Wert x™ veftituiert, fo ijt

a a2
w=—1 x|/ T +b

fomit, wenn man aud beiden Theilen bie mie Wurzel auszieht,

a a?
Rif== ‘/-(-—?i ‘/T+b)‘
3 8B x*—13x* 436 =0.
Geggt man x* = y, in hat man y* — 13y + 36 = 0, welthe Gleidjung

feaceae’dy V@_ BE e g
2?
alfo y =9 ober y = 4 gibt. Man Bhat daber, ba x = Vy iit,
X — /9 =it d Wipber | xi=—"144 — =00
b) 3t die Gleichung '
(Xﬁn _I_ Pxn + q)2m + a (X2B + Pxn + q)m — b

aufjuldfen, fo jege man (x*™ 4 px® 4+ )" =y; bann ijt y* + ay = b,

woraus fid) die Werte von y Beftimmen Tnffen.

g x2 - pxPt-q = 173' ober ¥ - px® = ln}y — q erhdlt man
fobann, wenn x® = z gefegt wird, ebenfo die LWerte von z, und aud bdiefen
endlid) die LWerte von x.

3 8 (x*—6x + 11! —4(x*— 6x + 11) + 3 = 0.

Get man x* — 6x 4+ 11 =y, fo wird y* — 4y + 3 = 0, woraus
fi y = 3 oder y = 1 ergibt.

Fiir y = 3 erhilt man dbann x*—6x + 11 =3, und aud Ddiefer
Gleidung x = 4 odber x = 2.

Fiit y =1 hat man x®—6x 4 11=1, und baf)erx—3+]/—-1

ober x=3—) —1.
c) Hat eine Gleidung die Form Vx +an‘= b, fo fese, man

2m m
Vz=y, dafer Vx = y“; bann ergibt fich
y -f- ay = b, und daraus

y=Vx=—3x /ST +h

baber, wenn man beide Theile jur 2mten Poten; erhebt,
X (—-;— == %2 -i—.b)m.
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8 6
3.9, Vx:]/x:?.
Gegt man Yx =y, fo hat man y* —y =2, daher y = 2 oder
y = — 1, und jomit, da x = y° ift, x = 64 oder x = L.

Reriproke Gleidyungen.

§. 222 Eine auf Null reducierte Gleidung heifit veciprof, wenn bie
Coefficienten ihrer vom Anfange und vom Ende gleid) weit abjtehenden Glieder
entweber alle fowohl bem abjoluten Werte ald aud) dem Borzeiden nad
gleid) {ind, obder alle Dei gleidem abfoluten Werte entgegengefetste Lorzeichen
baben. Jm legteren Falle mufs, wenn bdie Gleidnmg von geradem Grade ift,
oa8 mittlere Glied fehlen.

Die allgemeine Form der veciprofen Gleidjungen ijt

Xe g xi Lo g et L tbax EgeEl—U

CGine veciprofe Gleidung hat die Gigenfdaft, dafd der
veciprofe Wert jeder ifhrer Wurgeln ebenfalld Wurvgel Ddex
Gleidung ift.

Dat 3. B. die veciprofe Gleidhung x* + ax’ +bx* +ax+1=0
bie Wurgel w, ift alfo w* 4 aw® + bw? + aw +1=0, fo ijt audy —

eine Wuvzel der Gleidhung. Denn durd) die Subjtitution x =“:T erhilt der
erfte Theil dev gegebenen Gleidung den Wert

1 1
Ft tm bt s 1= (L4 aw + bw? 4+ aw® +w),
welcher Wert ebenfalld = 0O ijt.

Jede reciprofe Gleichung, welde nidht den fiinften Grad iiberfteigt, lajst
fidy auf quadratiihe Gleichungen juviicfiihren.
a) Dad Polynom eciner veciprofen Gleihung des dritten Grades
x*+axltax4+1=0
lajgt fid) in jwei Factoven jerlegen, von demen der eine besiiglih x == 1 und
der anbdeve dag Trinom einev quadratijhen Gleidhung ift.
LBereinigt man 3. B. in der Gleidhung
x*+ax?+ax+1=0,
vie Glieder, weldhe biefelben Coefficienten Haben, fo exhilt man
x4+ 1) +ax(x-+1)=0,
oder, ba x* + 1 =(x + 1)(x* — x 4+ 1) i,
x4+ D(E*—x+14ax)=0.
Diefer Gleidung wird geniige geleiftet, wenn man entweder x + 1 = 0
oder x* + (a — 1) x + 1 =0 fett, wodurch man drei Wurgelwevte erhilt.
Auf gleiye Weife gejdhieht die Anflsjung der Gleidhung

x*+ax?—ax—1=0.
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b) &8 fei die veciprofe Gleidung ded vievten Graves
x*+ax*+ bx?*4 ax+1=0,
in weldper diefelben Coefficienten gleidhe BVovzeichen haben.
Dividiert man durd) x* und vereinigt dann die Glieder mit denfelben
Coefficienten, jo erhdlt man

(x“—f—;l-f)-i—a(x +%)+b + 0.
Set man mun x + ;m =y, fo it x* + 2 + ‘E‘g —sva =l
x? +%= y* — 2, folgli) burd) Subititution in der obigen Gleichung
y¥>—2+ay +b=0, und

y=—Lt ‘/*;i_b g
Wird jeder diefer Werte in die Gleidhung x +-§- = y eingefesit, fo
erhilt man, da bdiefe Gleidjung in Beziehung auf x vom weiten Grade ijt,
fiiv jeben Wert von y swei Werte fiiv x, alfo im gangen vier Wurgeln fiir
bie vorgelegte Gleichung.
c) Das Polynom der veciprofen Gleidhung des bierten Grades
x*4axi—ax —1=0,
in mweldem Ddiefelben Coefficienten entgegengefeite Vorvzeidhen Bhaben,
ldfét i) in swei Factoven zerlegen, von bemen Dder eime x* — 1, der anbdere
oa8 Trinom einer quadratijhen Gleidhung ift.
Die obige Gleihung (a8t jih sunddijt jo darjtellen:
x*—1+ax(x*—1)=0.
Run ift x* — 1 = (x* + 1) (x* — 1); man bat alfo
-1 x4+14ax)=0.
Set man x? — 1 =0, jo evhiilt man x === 1; fegt manx?+ 1 4-ax=0,
— a4 Vm

2

fo_ergibt fih x =

Die Gleidhung hat alfo vier Wurzeln.
d) Jede veciprofe Gleidhung ve§ fiinften Grades
2o e P x b e e S R =)

fann auf 3wei Gleidungen juriidgefiihrt werben, von denen die cinex =1 =10
und bdie andere eine veciprofe Gleidhung des vierten Grvades ift, in welder
diefelben Coefficienten gleihe Borzeidhen Haben. Die erfte gibt besiiglich
x = —1 oder x = -4 1, bdie jweite wird nad) b aufgelost und gibt vier
Wurgeln.

Erponentinlgleichungen.

§. 223. Dieje werden mit Hilfe der Logarithmen aufgelost.
a) Gleidungen von der Form a** 4 pa*=q.



138

Sest man a* =y, fo erhilt man y* 4+ py = q, aljo
J=at = o hel ‘/p—2 + q, und dafer

ey T

X =

log a
3. 8. 4= 4 5.4* = 36 gibt fix &=y, y® +dy = 36, woraus
. log 4
y=¥=4 mby=4#=~—9 fn[gt‘ fomit x:1§§4: 13

log (

Der andere Werl x = o

glht feine veelle Aufldjung.

b) ®leidungen von der Form Va. +p ]/a. = q!
2x
gir Va=y mitb y2 4+ py = q, folglich
= ]/a __——-— o ‘/m ~+ q, und bdaher

log a

2 log (—%—_i- ‘/%2+q).

X 2x 2x
3 B Aug V64 —6 1764 =8 erhilt man firx 64 =y,
s orlogy 641 N6 lomd
2log 2. 2log2 T

i ¢l b

by?— 6y =8, bafjer y = 2 oder = —-;‘-, und x =
Der zweite Wert von x ijt nicht reell.

III. @uadratifdie Gleidungen mit mehreven AUnbeRannten,

§. 224. Gnthilt eine quabdratijdhe Gleichung mehrere Unbefannte, fo laffen
fih biefe, wie bei den Gleidungen de§ erften Grades, nur dann bejtimmt an-
geben, wenn fo biele von einander unabfhingige und einanber nidt widerjpredyende
Gleihungen vorhanden {ind, alé Unbefannte Hejtimmt werden jollen. Die Auf
[6fung gefhieht auch hier nadh den in §. 143 angegebenen Eliminationdmethoden,
durd) weldhe man jdhlieflich auf eine eingige Gleidhung mit einer Unbefannten
fommt. Die Endgleihung iibexfteigt jedoch) hiufig den zweiten Grad und fann
bann nad) den Dbigher vorgetragemen Lefren nidht gelodt werben.

Breifpicle,
1) x4+y=a !
g S } nad) der Comparationsmethode.
Aus diefen wei Gleidhungen folgt:
btren ‘;_ ] baher a — y = %, oder geordnet
y*—ay = — b, woraus fidh

y=%:— ‘/——b und f Umltx—ﬁ¢ VT_b ergibt.
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Meon Fonnte hier mit Ricficht auf § 217, 4, aud) jo jchliefen:
Wenn jivijhen jwei Grofen x und y bdie beiben Gleidungen x +y =a und
xy = b gegeben {ind, fo find x und y die Wurzeln der Gleihung x2 — ax b =0
) 2 —w—=" 7 - Py
£ilia L gis ] nady der Subftitutiondmethobe.
Wird der Ausdrud x =y + 7, weldhes aus der exjten Gleichung folgt,
in die aweite fubftituiert, jo Hat man

(y + T)* + 2y® = 118, obder geordnet y* 4+ —% 14y = 23,

welder Gleidung die Wurgeln y =3 und y = — —3— entfprechen.

Werben bdiefe Wevte von y in den Ausdrud x = y + T jubftituiert,
2

fo erhdlt man x =10, oder x = —

2 Y B
3) §2i§2 ; gg l nad) der Methode der gleihen Coefficienten.
Durd) Addition und @ubtrnction diejer Gleihungen erhilt man
2xT=r128 } She =64 } b %= =18
yri==10 " _25 Vi oo )

§. 225. Ginfacher und ud)eter, ald nadh) den gewshnlichen Eliminations-
methoden, erfolgt in vielen Fdllen die Aufldjung. durd) gejdidte Verbindbung
und Zerlegung bder gegebenen Gleihungen, und ingbefondere durd) swedmiifige
Einfithrung neuev Unbefannten. Man jucdht jundadit bdie Summe, Diffeven;,
pag Brobuct ober den Quotienten bder Unbefannten und entwidelt dann exft
aug diefen Grofen bdie Werte der Unbefannten felbjt. Bei jpmmetrifden,
b. 1. foldjen Gleidhungen, weldhe unveviindert bleiben, wenn in denfelben 3wei
Unbefannte x und y gegen einander vertaujcht wevden, fithrt meijtend bie
Gubjtitution y = tx jum Biele.

Durd) Anwendung  diefer Vovtheile lajfen fid) aud) einige BHihere
Gleichungen mit zwei Unbefannten auflofen. :

Brifpiele.

1) x* 4 y*=a.

xy ==.b:

WMultipliciert man bie zweite Gleidung mit 2, und vevbindet die neue
Gleichung mit dex erften burd) Adbdition und durd) Subtraction, jo erhilt man
(x 4+ y)*=1a 4 2b, baher x + y ==*=1"a + 2b,

(x — y)* = a — 2b; x—=y==%=)a—2b;
folglih x = == - (V/a + 2b + }a — 2b),

y== (Va+2b— Va—2b)

Diefelben TWerte von x und y erhilt man oud), wenn man in dbem gegebenen
Gleidungen y = tx jubftituiert,
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?) =+ xy=ay,
y: 4+ xy = bx.
Bringt man die Gleidungen auf die Fovm

(x-{-y)_aunb (x+y)=bh,
jo erhalt man burcf) PMaultiplication und Divifion
(x + y)?=ab und (—;)2 =+ baber

(x4 y =umb Vab unb — =t ‘/—, woraus fich

__ —abtalab i e
X = == D #unby_—ﬁ—aﬁ—ergiﬁt.
Qéfe die beiden Gleichungen audy durc) die Subjtitution y = tx auf.
3 xy =8, xz=>b, yz=2=¢
Multipliciert man die erften jwei Gleidhungen mit einander und dividiert

bag Product duvd) die dritte, jo erhdlt man

b ab
xzz%, Bfer- x— £ ‘/aT

Auf dhnlice Avt findet man

oaed @l ey Bt
b! a

4) xy+xz=a, xy+yz=>b, xz¢yz=c¢
Sept man xy = x', xz =y', yz = 2z, fo hat man

X +y =azx'4+2 =b y+z=c
Darattd folgt

x'=xy—a+;’ ,y‘:xz__—.a——+;_b;z‘z'yz =b+;-—a; s
pann erhilt man, wie in 3),
il (a+b—c¢c) (a4 c—b)

2(b 4 c—a) '

kel (a4+b—c)(b+c—a)
y_i‘/ 2(@+c—h) !

3 @ro—h (bFo—ay
IS 2(a+b—c¢)

Z

Il




Sedyster Abjdymitt,
Unbestimmte Gleidungen.

L 2Unbeffimmte Gleidungen des erfien Grades.

§. 226. %ii[)rt eine Aufgabe auf weniger Gleidjungen, alg Unbefannte zu
bejtimmen find, jo fann man buvrd) wiederholted Eliminieven der Unbefannten
immer gulegt ecine eingige Gleidhung mit jwei oder mehreren Unbefannten
erhalten. Wird aud bdiejer Gleicdhung die eine Unbefannte duvd) die iibrigen
auggedriicdt, fo fann man fiiv diefe lepteren unendlich viele verfdhiedene Werte
fegen, und erhdilt dann audy fiix die erfte Unbefannte unendlidy viele Werte.
Gine jolde Gleihung ift daher unbeftimmt.

Hiaufig wicd bei derlei Aufgaben die Bahl bder Aufldfungen duvd) die
Forderung bejchrantt, dbafd die Werte ber Unbefannten gange, ober gamge und
sugleidh pofitive Bahlen jein follen. Jn diefem Falle heifft die Anufgabe eine
Diophantifde.

Auflifung in gangen Bablen.

8. 227. Eine unbeftimmte ®Gleichung ded erjten Grades (a8t
feine Auflojung in gangen Zahlen ju, wenn die Coefficienten
ber Unbefannten einen gemeinfamen Factor BHhaben, durd
welden das befannte Glied nidt theilbar ijt.

Beweis. €8 fei die auf die einfachfte Form gebradhte Sleidhung

ax + by=rc¢,
wo a, b, c beliebige gange Bahlen darftelfen. Haben a und b dad gemein-
fame Maf m, durd) weldes e nidht theilbar ift, jo hat man

a ()

b %
i P O M

m

a b s : v & . .
Da nun — und = o Bablen. find, fo Ffonnen nidt sugleih x und y

gange Baflen fein, weil fonft aud) —.x 4 %.y, folglich audy —- eine
ganze 3ahl wdve, was gegen die Vorausfetung ift.

§ 228, Gine Gleichung des erjten Gradesd mit zwei Unbe
fannten, deven Goefficienten velative Primzahlen find, bhat
unendlich viele Aufldjungen in gangen Jahlen.
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Beweis. 1. Die Gleidung ax + by = ¢, wo a und b relativ prim
find und a al§ pofitiv vorausgejest werben fann, [ajst immer eine Aufldjung
in gangen Babhlen .

Denn fubjtituiert man in den aus diefer Gleidung folgenden Auddrvud

c—b
=
fir y nad) und nady die a Werte 0, 1, 2, 3,... a — 1 und Ddividiert die
padurd) fidh) evgebenden a LWerte von ¢ — by durd) a, fo miiffen die dabei
erfdheinenden Divifionsvefte fammtlich verichieden ausdfallen. Sind nimlich m
und n zwei von den Bahlen 0, 1, 2... a — 1, und wivden ¢ — bm und
¢ — bn burd) a Dividiert denfelben Rejt r geben, jo dajs
¢c—bm=—aq+rund ¢c —bn=aq, +r
wive, fo evhielte man, wenn man beide Gleichungen fubtvabiert,

b (m — ) = a (q, — q), oder === =g, —q.

@8 miijste alfo b (m — n) burd) a theilbar fein, was nad) §. 74, 4, nidyt
miglid) ijt, da b und a velative Primzahlen find, m — n aber fleiner al8 a
iit und alfo nidht durd) a theilbar fein fann. Die Rejte, weldye iibrig bleiben,
wenn man jene a Werte von ¢ — by duvd) a dividiert, miiffen aljo alle
verfchieden fein; e8 mujs daher, da fie zugleich {immtlic) Feiner al8 a find,
einer unter ihnen gleidh Null fein. €8 fei nun § ber Wert von y, weldher dem
Rejte O entfpricht; dann wird

¢c—bf

':(X’

X =
a

wo o eine gange Bahl darjtellt. Der vorgelegten Gleidung geniigen aljo die
gangen 3ahlen
x =g, e
2. Dat aber die Gleidung ax + by = ¢ eine Auflsjung in gangen
Bablen, fo (@8t fie deven unendlich viele zu.
Denn ijt fiiv diefe Gleidung x = &, y = « eine Auflofung in gangen
Bablen, fo hat man
ac + bﬁ =0,
Dann ift aud)
ac —abu + bf + abu = ¢, ober
a(e —bu) + b(f 4+ an) =c.
Der gegebenen Gleidung geniigen fomit alfgemein die Werte
x=ea—bu y=24§++ ay,
wo u eine willfiivliche pofitive odev negative gange Sahl begeichnet.
§. 229 Aufgabe. Gine unbeftimmte Gleidhung bdes eviten
@rades in gangen Fahlen aufzuldien.
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I Auflojung durdy Subjtitution.

Man beftimmt aus dev Gleihung den Wert bdevienigen Unbefannten,
beven Goefficient den Fleineren Jahlenwert hat, und jubjtituiert davin fiir die
andeve Unbefannte nad) und nady) die Jafhlen 0, 1, 2, 3 ..., bis fiir eine
biefer Subftitutionen aud) bdev Wert der erften Unbefannten eine gange
Bahl wird, :

Diefe Aufldjung beruht auf dem Beweife 1. ju §. 228.

Beifpiel. G8 fei die Gleidung 4x — Ty = 75, Man exhilt davaus

LA Ty
4

und ijt verfichert, dafé wenn man davin fiir y cinen dev vier Werte 0,123
fetst, einer der jugehorigen Werte von x eine gange Bahl jein wird, fo dafs
man affo hodhftens vier Verjudje ju madjen braudt. Man findet fiir y = 3
_75-1-21235224_

Die vovgelegte Gleidhung lijst aljo die Aufldjung x =24, y =3 3u, und
alle iibrigen Auflsjungen in gangen Bablen find gegeben bdurd) bdie Fovmeln
x=244 Tu, y=3 4 4u,

wo u eine willfiirliche gange Bahl bedeutet.

Man findet dabher folgende Aufldfungen:
o=, =0 %o U ..
it i L 1) TR - 1 ) R
Lk s e Gl
Das hier angegebene BVevfahren fann fehr weitliufig werden, wenn bdie
Goefficienten beider Unbefannten grofe Bahlen find.

II. Aufldfung durd Reduction. (Culer’jde Niethode.)

Gang cinfad) geftaltet fich die Aufldfung, wenn die eine Unbefannte
ben Coefficienten 1 hat. 3. B. aus der Gleihung x 4+ by = ¢ folgt
x =c¢— by; man fann Bier fiiv y fede beliebige gange Zafhl fegen und
erhilt dbann audh fiiv x eine gange Bahl.

Auf diefen Fall [ajét fihy duvch) folgendes Verfahren aud) jede andere
Gleidhung

sxhyi=—c
suviidfithren. Man fudgt den Wert fiiv diejenige Unbefannte, welde den fleineren
Goefficienten hat, jheidet aud dem gefunbdenen Quotienten die davin enthaltenen
Gangen aus und fept den in Brudform evideinenden NRejt einer neuen
Unbefannten gleid). Die fo gebildete Hilfsgleidhung (68t man in Besug auf
bie gweite der urfprimglidhen Unbefannten auf, behanbelt bden erhaltenen
Quotienten wie den fritheven und fegt diejes Verfahren fort, bi8 man endlid,
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ba bie Goefficienten in bden DHilfsgleichungen immer Eeiner werden, auf eine
®leichung fommt, in welder bdie eine Unbefannte den Coefficienten 1 Hat
Wird jodann der Wert fiiv bdiefe Unbefannte nad) und nad) in die vorher
gehenden Gleichungen jubftituiert,  fo echdlt man gulest die Formeln fiv alle
gangen Werte von x und y.

Beifpiele.

1) @8 fei bie Gleidung 19x — 8y = 52 gegeben.

¢ost man diefelbe nad) der Unbefannten y, welche den fleineven Coeffi-

cienten fat, auf, fo erhdilt man
_ . 19x — 52
Yo et
ober, wenn man aud diejem Quotienten bdie bdavin enthaltenen Gangen
abjonbert,

y=2x—6+3x8_4.

Da x und y gange Saflen fein follen, fo mujd aud) der in Brudform

erfdpeinende Ausdruc st_ * eine gange 3abl fein. eyt man 3XS_ =i
fo hat man
y=2x—641u ...1).
@6t man die Hilfggleidhung wa“t_z u, nad) x auf, fo erhdlt man
o 81y 3—}— 4'

ober, wenn man aus diefem Ouotienten die Gangen ausfdeidet,
x =2y, 4+ 14 20tt

Da x und u, gange Bahlen fein jollen, fo mujd aud 2—“1# eine

foldhe fein. Begeidnet man fie duvdh w,, fo ijt
x=2uy,+1+4+0,...2)
Die Gleicung 22T 1‘:—_ u, gibt nad) w, aufgelvst

3
3u, — 1 uy —1
111:—-32 :112—{—-————22 '
g — 1 ' '
und wenn 22 = u, gefet Wwird,

W, =y - e 8).
Aus u”;I =u, folgt endlid) die Gleidhung
== 2rcha d LA
in welder die Unbefannte w, den Coefficienten 1 hat und fiiv jeden beliebigen
gangen Wert von w, eine gange Bahl wird.

Gegt man nun den Wert von w, nady und nad) in die fritheren
Gleichungen 3), 2) und 1) ein, fo ergibt fid)
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o, = 2u, + 14 u, =3y, 41,
x = 6o, +24+1 420, +1= 8u, 44,
y =160, +~8—6 4+ 3u, + 1 = 19y, 4 3.

Die alfgemeine Auflsfung in gangen Bablen ift alfo gegeben durd) bie
Formeln :

x = 8u + 4, = 19u + 3,
wo fiiv u jede beliebige ganze 3ahl gefest werben fann.
Giru=...— 100 — 1 0 1] 10]...
HEix = o . - TR TR oo T R T
y=...— 187 — 16| 3| 22/ 193 ...

2. @8 fei die Gleidung 11x + 28y = 106 in gangen Bablen anf
uldfen.

11x + 28y = 106 gibt x-_—_&;@i:g_gy+f_—hj§_
1 ==by 7—1ly v +1u£5u
S i hi = el G 1 e
=1—1u, +a,
1_-65111___‘112 iy &b 1-—.;’6153_:"__1124_1—5-%
1L g e
g e v iy = ke O,
Hieraus evqibt fidh durd) allmdhlidge Subftitution
w, =—1+5u +u,=—1-+ 6u,,

y=1+4+1—6uy,+1—5u, =3—11u,
x =9 —6+4 22u, — 1 4 6u, = 2 4 28u,,
mwo u, jede beliebige ganze Babhl jein fann.

Bufa. Die Miethode von Lagrange, eine unbejtimmte Gleihung des
erften Grades mit Hilfe der Kettenbriidhe in gangen Bahlen aufzuldien,
wird weiter unten (§. 248) angefiihrt werden. )

§ 230. 1. Um cin Syjtem von jwei Gleidungen mit drei
Unbefannten in ganzen Bahlen aufjuldfen, leitet man aud demfelben durch
Elimination eine Gleichung mit wei Unbefannten ab und 168t diefelbe nadh
einer der in § 229 angefiihrten Viethoven auf. Subftituiert man dann die
gefundenen allgemeinen Werte bdiejer beiden Unbefannten in eine der Glei-
dungen, welde aud) die dritte Unbefannte enthalten, und 58t bdiejelbe al8
eine weite unbejtimmte Gleidhung auf, fo evgeben fich zulest die zujammen=
gehirigen Ausdriide fiiv alfe drei Unbefannten.

2. Um eine unbeftimmte Gleidung mit mehr ald jwei Unbe-
fannten in gangen Babhlen aufjulifen, wenbdet man bie in § 229 unter I

Do &nit, Arithmetit und Algebra. 10
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entiidelte Reductionsmethode an. Man fommt aud) hiev julegt immer auf
eine Gleidhung, in welder bdie eine Unbefannte 1 gum Coefficienten hat, und
evhilt dann bduve) gehdvige Subftitution Die allgemeinen Ausdviide fiiv die
Unbefannten der gegebenen Gfeidhung, in denen jedodh meift mehrere pilfe-
Unbefannte erjdheinen.

Auflofung in gamgen und pofitiven Bablen.

§. 231. Die Gleidung ax + by = c hat eine begrengte, die
®leidung ax — by = ¢ eine unbegrenzte Anzahl von Auf-
[6fungen in ganzen pojitiven Zahlen.

Beweis. 1. Zur Aufléjung der Gleidung ax 4 by = ¢ i gangen
Rahlen hat man bdie Formeln

x=a—buy y=0+au
@ollen nun x und y pofitiv fein, o mujd
«—bu>0und g + au = 0, aljo

u<—guub u>——E
a

fein. Man erhilt daher nuv fitv jolde ganze Werte von u, welde wijdyen

den Grengen —]'f— und ——% fiegen, gange und pofitive Werte von x und y.
2. Der Gleihung ax — by = c geniigen die ganzen Terte
% — o bu iy — Ban.
Damit x und y pofitiv feien, mujs
¢4 bu=>0und g + au=> 0, aljo

u>—% und u>—-—'3—
a

fein. Da e8 unendlid) viele gange Werte von uw gibt, weldhe > — % und

qugleid) > — % jind, fo fomnen aud) x und y unenbdlidh viele gamze und
pofitive Werte haben.

§ 232, Aufgabe. Cine unbeftimmte Gleidhung ded erften
@raved in gangen pojitiven Fahlen aufjuldfen.

Man ftellt juerit die allgemeine Lojung in gangen Bahlen auf und
befdhrantt dann die nod) willtiivlichen Werte fiir die Hilfe-Unbefannte jo, dajé
oie Ausddriie fiiv die Unbefannten der gegebenen Gleichung pofitiv werden.

Beifpicle. 1) G8 joll bdie Gleihung 13x + 19y = 356 in gangen
pofitiven Bahlen aufgeldst werben.

Bur Aufldjung in gangen Bahlen evhilt man

x =42 —19u, y = — 10 4 13u.

Damit nun x und y pofitiv jeien, mujs

42 — 19u > 0, alfo w << 4%, und
— 10 4 13u > 0, alfo u > 13 fein.
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giiv u fonnen daher nur gange Werte jwijdhen den Grengen 19 und 42,
fomit nuv die jweite Werte u =1 und u = 2 gefett werden. Die Gleidhung
lajst aljo zwei Aufldjungen in gangen und pofitiven Bahlen gu:

[l ==03 it === 28 YL gy
,,11:2 n X= 4,}':-16.

2) Man Toje die Gleidung 13x + 17y = 77 in gangen und pojitiven
Baflen auf.

Die Gleihung in gangen Bahlen aufgelost gibt

x =2 =17y y=:8+ 18u:

Domit 2 — 17u> 0 und 3 4+ 13u > 0 werde, mufs u < & und
0> — 5 fein. Da man fiiv u nue gange 3ahlen, die Null mitgerednet,
jegen darf, fo fann bie eingige Subjtitution w = 0 fitr x und y gange und
pofitive Werte geben; man erhilt dafiir x = 2 und y = 3.

3) Die Gleiung Tx — 17y = 50 in gangen pofitiven Sahlen auf-
uldfen.

Die gangen Werte von x und y enthalten die Formeln

Xx=17u 412 und y = Tu 4 2,
au§ denen man jogleich evfennt, dafé fiir u feine negativen Werte, dagegen O
und alle pojitiven gangen 3aflen gefet werden Ddiicfen. Die Aufgabe Hat
unendlid) viele Auflsjungen;

ira="01 27"21 3]
exhilt nmnx:<12[29j 46 (63 | ...
y= 2| 9[16 (23 ..

4) Der Brud 2%.9 foll al8 Summe jweier Briihe dargeftellt werden,

veren Nenner 7 und 11 find.
Heifien x und y die 3ahler der gejuchten Briicdhe, jo hat man
2L =20 gber 11+ Ty =230,
Dieje Gleichung in gangen Bahlen aufgeldst gibt
X Ty yi— 2bif 1o,
Damit b — Tu >0 und 25 + 11u > 0 werde, mujd u << § und
u > — 25 gefest werden. Diefen Bebingungen entjprechen fiir w nur die
ovei Werte 0, — 1, — 2. Man hat daber
flvigiaat). % S by —— 800

A O P S L —
ol = 2, = 10yl
Die gejudhten Briiche find demnad
5 25 12 14 LI
— und 47, ober —— und -4 oDer — und .

10*
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1. Anbefiimmte Gleidungen des jweifen Grades.

§. 233. Die alfgemeine Fovm cinev quadvatijhen Gleidhung mit wei

Unbefannten ijt |
Ax* 4+ Bxy+Cy’+Dx 4+ Ey4+ F=0.

Dabei find awei Hauptfille su untevidheiden: entweder fommt die eine
Unbefannte, 3 B. y, nur in bdev exjten Potens, oder e8 fommen beide
Unbefannten in ber jweiten Poteny vor. Jm exften Falle exhilt man fiiv y einen
von x abhingigen Ausdruc in rationaler, im  jweiten in irvationaler Form.
Qu beiden Fiillen gemiigen der Gleihung umendlich viele Werte von x und y;
bie Bahl der Auflifungen wird jedodh gewdhnlich duvd) die Bedingung bejdhrintt,
bajé fitr quadratifthe Gleihungen, in Denen die eine Unbefannte nur in der
exften Poteny vorformmt, x und y gange pofitive, fiiv Gleichungen dagegen, in
benen x und y in der zweiten Poten; vorfommen, diefelben iiberhaupt ratio-
nale Bahlen fein jollen.

Die Schwievigleiten bei der Lojung der unbejtimmien Gleidjungen des
sweiten Grades find ungleich grofer und mannigfaltiger, al8 bei den unbe-
ftimmten Gleichungen des evjten Grades. Hier follen nur bdie widjtigeven hieher
gehorigen Aufgaben unterfucht werden.

§. 234. Aufgabe. Gine quadrvatifde Gleidung mit zwei Un-
befannten, von bdenen bdie eine nur in der erften Poteni vor:
fommt, in gangen pofitiven Zahlen aufzuldfen.

Rommt y nur in dev erften Poten3 vor, fo hat die quadratijche Gleichung
jijdhen x und y die Form

Ax* 4+ Bxy 4+ Cx +Dy+ E =0,
wo A, B, C, D und E al§ gange Baflen, und iiberdies die Coefficienten ber
Unbefannten al8 velative Primzahlen (§. 228) anjunehmen feien. o8t man
vie Gleiung nad) y auf, o folgt
— Ax2—Cx—E

T T g
oder, wenn§man wirflih bdividbiert, big der Reft fein x mehr enthilt, ein
Augdrud von bder Form

y=mx+n+Tﬂ_D.

@ind m, n, p Briide, fo erhdlt man durd) Dultiplication mit dem
fleinften gemeinfamen Bielfachen der Nenner eine Gleidhung von der Form

ay = bx—l—c-}—B—:_rﬁ.

Damit nun x und y gange pofitive Bahlen feien, mujs pmadijt d durd
Bx 4 D theilbar fein; man gerlegt daher d in alle feine Factoren, nimmt
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fiv x nuv folde ganmge pofitive Werte, fiix weldhe Bx 4 D ein Factor von
d ift, und wdhlt dann von bdiefen Werten felbft nuv diejenigen, fiir weldhe
auch y pofitiv wird.

Beifpiel. €8 fei 2x* + 3xy — dx — 2y — 20 =0 in gangen pojis
tiven Bablen aufzuldfen. Man evhilt

196
L ==i2x8 - dx 200 © 2 8 Tojial
ety ey Ut ey
bafer 9y = — 6x + 8 4 2.

Nun fudt man alle Factoven von 196 (§. 83, Rujap) und fept
3x —2=1, 2, 4, 7, 14, 28, 49, 98, 196, daher
Fi—= 14 2. 5 b3 JOLTEE HLOY GG

an y = “2X;jj’;+26 ijt oer MMenner fiir jeden gangen pofitiven

Wert von x pofitiv; dbamit audy der Bihler pofitiv werde, darf man fiiv x
nur folde gange pofitive Werte fegen, weldye fleiner als 5 find. Bon bden
obigen Werten von x find demnad) nur 1, 2, 3 braudbar, und man findet
orei Aufldjungen in gangen pofitiven Bahlen:

= e

W= 22,°5,,2.

§. 235. Aufgabe. Gine quadratifde Gleidung mit jwei Un-
befannten, pon denen eine nuvr in der jweiten Poteni vorfommt,
in vationalen Zafhlen aufjuldfen.

Die allgemeine Form einer jolden Gleidhung ift
yi=ax?+4+bx fc

Die Aufléfung foll hier nur fiiv einige einfachere Fille gegeigt werden.

1. G8 fei a = m? ein volljtandiged Duadrat. Wian fese

y =}/ m®s* + bx + ¢ =mx + p, aljo
m?x? + bx 4+ ¢ = m?x® + 2mpx 4 p’,

B et
woraus XT= 0 aa
folgt, wo p eine beliebige vationale BaBl bedeutet. Hiernad) wivd
oA __ mp?—me __bp—mp?—me . :
y = mx -l— P= m + = W,{ Ls‘ﬂ[][) rational,

Jit 3 B. y :J/‘.Qx2 + Hx + 3, fo erhilt man x = ;3__6:; und

y= i) ;_3];:?_ 9, wo man fiiv pLjede beliebige jrationale 3ahl, p = g

ausgenommen, fegen fann. Fir p=1 witb x =2 und y = 7.




2. @3 jei ¢ = n? ein polljtindiges Tuadvat. Wan fege
y=1 ax*+ bx +n*=p x + n, alfo
ax?+ bx + n* = p*x* + 2npx + n*
2np — b np? —bp 4 an

worausg X:Tpg o y:px+n: P

folgt, wo p ivgend eine vationale Bahl bebeutet.

3. @8 laffe fid) der Ausdrud ax? + bx - ¢ in wei vationale Factoren
serlegen, was nad) §. 219, 2, exfiillt wird, wenn die Gleiung ax*+bx+c =10
rationale Wurzeln Hat.

&ind qx 4 r und sx - t die beiden rationalen Factoven, jo feze man

y=V{gx+7r) 6x+t)=p (ex+ t), alfo
(ax +1) (ox + 1) = p* (sx + 1)?,
woraus ¥ ;’gf__pgz umd y=p (sx +t)=
folgt, wo p eine beliebige vationale Bahl bedeutet.

§ 236. Aufgabe., Eine vollftindige quadratijhe Gleidung
mit jwei Unbefannten in vationalen Bahlen aufzuldjen.

Wird aus der allgemeinen Gleidhung

Ax*+ Bxy+Cy*4+Dx+ Ey+F=0
y entwicelt, jo erhilt man

Awliies gy BxFE? ASFDxFF
g e T O T C ,

p (4t —rs)
q—p?s

oder

¥i=— % j— Bx+E) £ V(B> — 4AC) x>+ 2BE — 4CD) x + (B2 — 4CT)},
und wenn
B:—4AC =43, 2BE —4CD =b, E*—4CF =c¢
gefet wird, _
Y:E% 2Bz + E)* V'ax? I bx F ¢l

Die Lojung ber vorgelegten Gleichung veducievt jich aljo auf bdie vorber-
gehende Aufgabe (8. 235), alle rationalen Werte von x ju finden, fiiv weldye
der Ausdrud J ax® + bx + ¢ rational wird.



Siebenter Abjdymitt.
Hettenbrivhe.

§. 237. Ein Brud), deffen enner die Summe aug einer ganzen Sahl
und einem Brudje ift, von weldhem bder Menner ivieder diefelbe Sujammen-
jetung Daben fanm, Dheifit ein Kettenbrud). Hiev foll nur von jolden Ketten-
briidhen die Jede fein, deven alle Bdbler 1 find; ihre allgemeine Form ift

1

a-]—l i
bt A

Die Briidye %, %, -E«, .. Deifen @lieder des Rettenbruches. Hat

der RKettenbrud) eine endlidhe Zahl von Gliedern, fo bheift ev jelbjt ein enbd-
lidper, fonjt ein unendlider Kettenbrud.

Perwandlung eines gemeinen Bruches in cinen Hettenbrudy) und nmgekehrt.

§. 238. Aufgabe. Einen gemeinen editen Brud) in einen
Kettenbrud) ju vermwandeln.

Man dividieve den Menner durd) den Jdhler, dann ben fritheven Divijor
purd) den Reft, den neuen Divijor durch den meuen Rejt, u. j. w., big eine
diefer Divifionen ofne Reft aujgeht; die eingelnen Quotienten find die Nenner
ver auf einander folgenden Glicder des Kettenbrudes.

Beweis.  Jft - ein ehter Brud), alfo a < b, fo hat man

Rt i ) __i .
B b e T’
1 1
ST p R s 1
ST T T — b
g q1+q2_}_%
:L+ 1 , = .L+ 1 1
q T Gz e e r y
1 %+ it e + 4 + I—Z' u. f. w,
wenn b : a ben Quotienten q, mit dem Rejte r,,
a; l"l " " q2 " " " 1'2,
ryiTy " Qs '’ w n Ty

u. f. w, gibt.
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Der hier begriindete Nednungdgang ift iibereinfimmend mit der in
§. 72 jur Auffinbung bded grifiten gemeinjamen Mafes von b und a an-
gegebenen Rettendivijion, wovaug folgt, dajs man aud) hier, wie dort, endlid)
auf einen Reft = O Fommen miiffe. Wire in dev obigen allgemeinen Ent-
widlung 3. B. r, = 0, fo hiitte man den endlidhen RKettenbrud
a 1
doot o e RS
= st
b e 92 ‘F'E;
Der gemeine Brudy % wird in Besug auf bden erhaltenen Kettenbrud
ver Erzeugung8brud genannt.

Q'3 B i?i in einen Kettenbrud) ju verwandeln, fo Hat man folgende

Pechnung:
151 : 69 = 2 mit dem Refte 13 ober 69| 151|2 = q,

69 T8 =B a Tl ARG 41 1815 gl

118 g — 3 IR o i i 1 §3 =

4 1 = 4 { [4 = da,
baf;et =

12+++_

Bufop. Um einen unedten Brud) in einen Kettenbrudy ju ver:
wandeln, jtelle man Ddenjelben al8 eine gemifdhte Bahl dar, verwandle danu
bert angehingten edhten Brud) in einen Kettenbrud) und jegge diejem nod) die
erhaltene gange 3&[)1 boraus. E)er RKettenbrudy hot in diefem Falle die Fovm

—=q + 1
+-‘h ‘%‘a; IR

§ 239. Anfgabe. Ginen endlichen RKettenbrud) in einen ge-
meinen Brud) ju verwandeln.

WNean vereinige das legte Glied des RKettenbrudyes mit dem Nenner ded
vorlegten 3u einem unechten Brudpe und dividieve dabdurd) den Bihler 1 bdiefes
vorleten Glicded; den erhaltenen Brud) vereinige man wieder mit dem Nenner
bed vorhevgehenden Gliedes und dividieve dadurc) den 3dhler 1 desfelben, und
jetse Diejes %erfuf;reu big jum erften @[iebe fort.

3 8. 5 + —553 Wean vechnet:
-l— +5

B 1981
8+F—“€’4_ 41? +41 117 128 — 128’
3 I
553 1 128
4 + 155 = 1287 555 — 555"
128

Gin anderes i’ierfubren einen Rettenbrud) in einen - gemeinen Brud) zu
verwanbdeln, wird weiter unten (§. 241) angegeben werden.
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Haherungsbriide und ihre Eigenfdynften.

§. 240. Bridht man einen Kettenbruch bei ivgend einem Gliede ab und
verwanbelt den bi8 Ddahin reidhenden RKettenbrud) mit BVernadhlaffigung der
folgenden Glieder in einen gemeinen Brud), fo Heift diefev ein Niaherungs-
brud) des gangen Rettenbrudied, und jwar dev exite, zweite, dritte...,
je naddem man nur dag evite, oder bie erften wei, drei, .... Glicder in
Anjprud) nimmt. Begeidnet man fiiv den Kettenbrud)

ad kil
i 1
T e it e
93 Ll
g3 += T
: : 5 : T Lo ;
die auf einander folgenven Naherungsbriiche dureh T N—ﬂ, S salid , fo ijt
1 2 3
VA B | g He 2
e T T e g S 1 :
1 G4 2 S + da (88 T 0 +_CT3—’ u §. m.

DBei einem enbdlichen Kettenbrude ftellt der leste Niherungdbrud) jugleich
den @rzeugungsbruch felbft darv.

§. 241. Devr Bahler eines Naherungdbrudesd (vom dritten an)
ijt gleid) dem Producle ausd dem IBidhler ded vorhergehenden
JNiaherungsbruched und dem Nenner des neu hinzgufommenden
®liedes, vermehrt um bden ABdhler ded zweitvorhergehenden
Naherungsbrudes; ebenjfo ift der MNenner eined Naherungs-
brudjed gleid) dem Producte aug dem Nenner ded vorhergehenden
Niherungsbrudhes und dem Nenner de§ neu ugezogenen Gliedes,
vermelhrt um den Nenner ded zweitvorhergehenden Ndherungs-
brudes.

Beweis, Fiiv die erften Ndabherungsbriiche erhalt man:

= = baber Z, =1, N, =q,
iy, vl it 1 il )
Ny 7 +%_ GeEL Gl

UL
Z;’,:qer N2:(h e
Bt g :

et LB dl S R Al
=+ 93 Lil +__@i'__1 91 +E__+‘?f
qs
1 b Q3 qs +1 &7 Qs +1
GOGTa+es GLBTa+s  (@etlHe+a
do qs+1

7 7 : ;
oder 3{% :%, babher Z, = Z,q, + Z,,N; = N, ¢, +.N;;
woraus hervorgeht, dajs das obige Gefey fiiv den dritten Nahevungsbrudy

viditig ift.
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Gefest nun, dasjelbe Gejess gelte filx den nten Nihevungdbrudy, jo dafs

Zy _ Zn—19n + Zn—2
Nn ~ Nn—1qn ~+ No—2

fei. Um aus dem nten Ndherungdbrudie den (n + 1)ten ju erhalten, darf man
mit Riidficht auf die Glieder des Kettenbruches, weldhe gu ﬁ und 3 futs gef)oren

nur in dem erfteren qn+ i +1 ftatt qn fegen. Man erhilt bmm

Zn ( ) il
Bk - " _ Zn— (9o go41 -+ 1) + Zn—2 gn41
Nn+1 Nn_1(‘ln qn+41 )+ Nn—2 T N (qn gn41 4+ 1) + Nn—2 qn41
n

Zpn—1 qn Zn—2) gn41 Zn—1 :
i ((Nn_l = i Nn_e)) i:;.lj- oy LM
Zny1 _ Zo quy1 + ZE:_!
No+1 ~  Nn qn41 -+ Na—1'
®ilt daher dag obige Bilbungsgefes fiir den nten Niherungdbrud), fo
iit e8 aud) filv den (n 4 L)ten vidtig. Nun gilt diejes Gefes, wie geseigh
wurbe, fiir den Odritten Niherungdbruch, alfo gilt e8 aud) fiiv den vievien,
folglich aud) fiiv den fiinften, w. {. w.; folglich gilt dasfelbe allgemein.
Mit Riictficht auf die hiev nadygewiefene Eigenjdhaft laffen fich aus den
swei erjten Naherungsbriihen ofhne Schwievigleit alle nadeinander folgenden
Nihevungsbritche und daber bei einem endlichen RKettenbrude aud) der Erien-

qungsbrud) beftimmen.

Gt

A. B. Fir den Qetteubmud) 3 Lt % e i .
s 4
hat man %‘1 “—"%, 1% Z%}
dafer
Z,= 344 1= 13, N= T4+ 2= 30; 2 =23,
Z, =135+ 3= 68 N, = 30.54 T=157; % &
Z, = 68.6 + 13 = 421, Ny = 157.6 4 30 = 972; 2 = 1,

odev Renmer 2, 3, 4, 5, 6,
Niferungsbride -, o, o, 2 =2
Der legite Niherungdbruch jtellt zugleich den Erzeugungsbrud) ded gege-
benen Rettenbrudies dar.
§ 242 Die Nihevrungsbriihe mit ungeradem Stellengeiger
jind griofer, die Niherungsbriidhe mit geradem Stellengzeiger
find fleiner al8 der vollftdindige Wert ded Kettenbrudes.
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Beweis. Driidt man die nad) dem erjten, zweiten, dritten, .. .. @liede

weggelaffenen Theile des ﬁettenbrud)eé burd) X Zgpaxy iy s o alt
a i 1
1

e i T

1
qd +x5

un ift q, < q, + x,, baI)er — > +x , ober —> ——

1
Sernet it q, <<gq, —i— Xy, Da[)er T jomit ﬂ“di q + vl

1 Za
> q, + 5 folglid) ———— < —— Sy ODEP e <2 %m.
4 + G+ = S5 ;
Durd) diefelbe @cf)[msmeue ergibt fich
Zs Zy a - 2
Ns B 1\1';< ) .. 0.
allgemein fé':_‘_l =2 unb %:{E <

Solgefol. Dev volfftandige Wert eined Kettenbrudjes liegt immer 3wijdhen
gwei unmittelbar auf einander folgenden Niherungsbriiden.
§ 243. 1. Die Differven; zwifdhen zwei unmittelbar auf

cinander folgenden Niherungsbriihen ift gleich einem Brude,
beffen Bdhler =1 und dejfen Nenner dad Probdbuct der Nenner

der beiden Maherungsbriiche ift.
Boweis, €8 ift

Zn—1 Zn Zn—1Nn — Zn Np—1
NeZr i Ny o Nn—1 Nn 4 unb

Zn  Zog1 _ Zn Zngot1 + Zn
Nn Np+1 ~ Na Nn gn41 + No—1
Lo Np—1 — Zn—1 Nn RN o (Zn—1 Nn — Zpn Nn—g)
7 Nn(Nnqus1+Nn-1) © Nn No41 }
Hiernad) ift allgemein der Zdhler ded Brudpes, welder die Differens

% f;“l ausbriidt, das Entgegengefeste des Rihlers von dem Brudhe fiir

g | alfo fiiv die nddyftvorhergehende Diffevens. Nun

No'
ift biefer Bdhler fiir die erfte Diffeveny, d. i. fiir
ZI Zz o 1 qg s +1 e +1

NN ¢ et a@etd NN
gleid) 4 1, demnady fiiv bie jweite Differeny — 1, und jo fort fiir die auf
einander folgenden Diffevenzen abwedijelnd 4 1 und — 1.

2. Die Differeny zwijden einem Ndherungsbrude und dem
pollftindigen Werte eined Kettenbrudes ift abfolut genommen
tleiner al8 ein Brud), dejjen Zdhler 1 und defjen Nenner das
Quabdrat ded Nenners desd Niherungdbrudes ift.



166

Da der volljtindige Wert % bes Rettenbrudhes immer jwifchen jwei
unmittelbar aufeinander folgenden Niiherungsbriidhen liegt, fo ift der Unterjdied

Zn £ 2 Y Zn Zn 41 s
T abjolut genommen fleiner al8 der Unterfdhied — Nopa’ jomit
Zn a
e e T
i 1 1 :
Wegen Npyg > Na ift nun Ny Nogy > Ni, und N < § bafer aud
Zn a 1

SR e

Bufah. Da N2 < NI << N? << NZ<<..., bafer
1 1 1 1 i
Mmoo e i
fo folgt, baf8 jeder folgende Nitherungsbrud) von dem volljtindigen Werte des
Rettenbruches um weniger vevjdhieden ift, al der vorhergehende, dajd fidh affo
die auf einander folgenden Niherungsbriide diejem Werte immer mehr nibern,
big der leste, wenn e§ einen gibt, mit ihm zufammenfilit.

§ 244, Rahler und Nenner einesd jeden Maherungsbrudpes
find refative Primzahlen.

Fiir die Naherungsbriiche fé:T_i und % ift (§. 243, 1) abjolut genommen
Zn—l Nn '“'"'Zn o el

Wiren nun Z, und N, nidt velative Primzahlen, foudern fie hatten ein
gemeinfames Maf m, jo wire m audh ein Maf von Zy g No — Zn Noy
(§ T1) und folglid) ein Maf von 1, wad nicht miglicy ift.

§ 245. 3Bwifden zwei unmittelbar aufeinander folgende
Nihevungsbhriide [dfst {id) fein Brud) einjdalten, deffen JMenner
nidgt grofer ift, al8 der grdfere Menner der beiden Ndherungs-
briiche.

Gefest, e8 wiivde der gemeine Brud) % swijchen den Niherungsbriiden

ZB Zn+1

N und Niil liegen, fo miijéte abjolut genommen
Zn p Zn Zn41 Znq— Nnp 1
. : < Nost! oder —- Naq i e daber
Zng—Nnp 1
Y q Nn+1

fein, wag nuv =miiglin:b ift, wenn der Neuner q > Nuyy ift, weil Z, g — Nop
eine von O veridhiedene gange 3ahl, aljo = 1 fein foll.
Jolgelol, Jeder Naherungsdbrud) duidt dem vollftdndigen

PWert desd RKettenbrudesd genauer aus ald jeder andere Brud,
ber einen Fleineven Nenner Hhat.
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Anwendungen der Kettenbrivdye.

§. 246. Aufgabe. Das Berhiltnis jweier grofer Fahlen durd
tleineve moglidhft genau darzujtellen.

Man verwandelt den Verhiltnidquotienten in einen Kettenbrud) und
beftimmt deffen Niherungsbriiche; diefe driifen den gejuchten Quotienten in bden
fleinften Bahlen mit der groften Anndherung an deffen wahren Wert aus.
(§. 245, Folgef.)

3. 8. Man joll die BVerhiltniszahl bder Periphevie eined RKreifes su
veffen Durdymeffer, . i. 3-1415926 durd) fleinere Bahlen mioglidhft genau
augbriicen.

ALY 81415926
- 243 + .
Jihernngsbriiche :

Sulkiderl 15, 1, 243, .
3 22 333 365 | 86598
T P T B DT T3
§. 247. Aufgabe. Eine ivvationale Quabdbratwurgel durd die
JNaherungémwerte eines Kettenbrudes ju beftimmen.

G3 jei Va 3u beftimmen Wan juche die grofte darin entt)ultene Bahl g
unb fege Va-”q+* mnﬁ—va—q<1 daber x, = Va e

1
fein mufs. Nun jude man wieder die grifte in x, = ]7—q enthaltene gange

, 100 ——<1 und x, = > 1 fein mufs.

Babl g, und fete x, = q, +
Gett man Ddiefed SBerfa[)ren fort, und find die grngten (i e Sy
enthaltenen gangen Bahlen q,, q,, ...., {0 hat man

Durd) die aud bem erhaltenen Rettenbrudhe Hervorgehenden Ndherungs-
werte fann J/a mit jedber beliebigen Sdyirfe berechnet werden.
Qjt 3. B. V14 zu bejtimmen, fo hat man folgende Rednung:

: 1
e Y e B V14—2 A
moxl_—_w4_3_ T2 =14 _1-1-x,
A T o 2+V14 Lp i
" 14 — 27 2 xg !
V2 Va2 1+V14—3 1+—1—
e G T e 3 e x !
5 VA L8 6_+_V14—3 6+i
i el YOS e e 11’
1 ; ey L
v X = I weldyed wieder e, =1 4¢ 5
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fo dafs bie Nenner 1, 2, 1, 6 immer wiederfehren. Wan hat aljo

1
14 = 3 4 = 1
Y +1+_2m+%+i X0
6+T+?+_}+

1
Tl
Die Naherungswerte find:
3 4 11 16 101 116 333 449 3027
e BT L 9y 31" 89’ 190+ 892 1T
Get man 114 = 2020 — 3-741656. .., fo ift dev Fehler fleiner als
e = sy = 0°0000015. ... ; €5 it aljo 1/14 auf 5 Decimalen genau
beftimmt.

§. 248. Aufgabe. Gine unbeftimmte Gleidung ded eviten
®rades mit Hilfe eined Kettenbrudesd in gangen Jahlen aufzu-
[ifen. (Yagrangede Methode.)

Um fiix die Gleidung ax =by ==c, wo a, b und c pofitive
Baflen find, eine Aufldfung in gangen Sahlen ju erfalten, vermwandelt man

% in einen Rettenbruc) und bevechnet den vorlesten NiherungSwert desjelben

=2 B 5P f—; affo aq — bp = == 1 (§. 243, 1), daher audy
* acq — bep = == ¢ ijt, jo haben x und y die abfoluten Werte cq und cp,
und gwar mit denfenigen Vovseidhen, mwelde mit Ridficht auf die Bovzeiden
ber vovgelegten Gleidhung der identijhen Gleihung acq — bep =% c¢
geniigen.

Beilpiel. €3 foll 9x + 29y = 15 in gangen Sahlen aufgeldst wevden.
MWean verwandle % i einen - Rettenbruch) und Deftimme den vorlefsten

: 4 olf | g T :
RNiherungsbrud) . Da 5o — = = 5975, Alio 9.13 — 2094 =+ 1 und
9.13.156—29.4.15=15ijt,jo bilben x=13.15=195,y =—4.156 =—60
eine Auflsjung der Gleidung in gangen Iablen, und man erhilt dann
(8 228, 2) al8 allgemeine Wfung

x = 195 — 29u, y = — 60 4 9u,

wo bdie Hilfs-Unbefannte u-eine willkicliche gange Iahl beeichuet.



Achter Abjdynitt.

Progressionen.

§. 249. Eine Jolge von Bablen, welde nad) einem bejtimmten Gefese
fovtjdyveiten, Heifit eine Reihe, aud) Progrejjion. Jede diejer Bahlen wird
ein @lied ber NReihe genannt. Die Babl, welde angeigt, die wievielte Stelle
in dev Reihe ein Glied einnimmt, heift der Beiger bdiefes Gliedes.

Cine Reihe heifit fteigend ober fallend, je nachdem die auf einander
folgenben Glicder immer grifer ober immer fleiner werden.

Gine Reihe intevpolieven heifit, swifchen je jwei oauf einander fol-
genbe Glieder eine bejtimmte Bahl von Gliedern einjdhalten, welde mit den
®liedern der gegebenen HReihe wieder eine NReihe derfelben Art Bilden.

L. Avithmetifde Progreffionen.

§. 250. Gine avithmetifde Progreffion ijt eine Reibe, in welcher
vie Diffeven; je sweier auf einander folgenden Glieder (bad vorhergehende als
Gubtrahend genommen) diefelbe Bahl ijt. Diefe conftante Diffeveng heit die
Differeng der Progreffion. So find

e LSl TRl i )
und 50, 47, 44, 41, 38, 35, 32, 29,...
avithmetijdhe Progreffionen; in der erften ijt 3, in ber zweiten — 3 bie
Diffeven.
1. Qn einer arithmetijdhen Progrefjion ift jedes Glied
gleid) der Summe aud dem evjten Gliede und dem Producte der
Differeny mit dem um 1 vermindevten Beiger ded Gliedes.
Beweis.  Bejeidhnet allgemein a, dag nte Glied und d die Diffeveny

ver Progreffion, jo ift

a; — 4,
a =4, -d,
ay =8+ 24,

a;=a, +38d, u. j w
Der Saf ift alfo fiiv die Anfangsglicder ridytig. Gilt aber devjelbe fiir
irgend ein Glied an, fo dajé an = a, + (n — 1)d ijt, jo mujé er audy fiir
008 nidyjtfolgende Glied anys giltig fein; denn
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dpi=an+d=a, +@—1)d+d=a, 4 nd.

Dievaus folgt, dajd der obige Safy allgemein giltig ift.

Die Formel a, —a, + (m—1)d beift dag allgemeine Glied
ber Progreffion, weil daraus, wenn man fiiv n nad) und nadh) 1, 2, 3, 4,...
fet, alfe @lieder der Proguejfion abgeleitet werden fdnnen.

2. Sn einer arvithmetifden Progreffion ift die Summe
irgend einer Anzahl von Anfang8gliedern gleich dem Producte
aus ber halben Anzahl diefer Glieder und der Summe des erften
und legten Glieves.

Beweis. "t a. dag nte Glied der Reibe, fo ift an — d dad nédit-
poranjtehende, a, — 2d das diefem vorvangehende Glied, w. i. f.

Driidt man nun die Summe der evjten n Glieder durd) s, aug, fo ijt
sn=a, +(a, + )+ (&, + 2d) +...+ (& —2d) + (an —d) + an.

Syreibt man die Glieder in umgefehrter Ordbnung, jo ijt aud
S0 = as + (an — @) + (an — 2d) +...4 (a, + 2d) 4 (a, + d) + a,.

Durd) Adbdition diefer beiden Ausbdriife evhilt man, bda je zwei unter
einanber ftehenbe Glicder a;, + a, zur Summe geben,
2s,=(a,+an)+ (a8, F+an)+(a,Fan)+. . . +(a;+2n) + (2, +an) + (a, +an).

Hier fommt a, 4 a, fo oft al8 Summand vor, al8 Glieder angenommen
werden, aljo nmal; dbaher 2s, = n (a, + a,), und

g —:— (a; + aa).

Diefe Formel heift dad Summenglied der avithmetijden Progrefjion.

Beifpiel. Man fude dad allgemeine und dad Summenglied der Reibe
oer ungeraden 3afhlen 1, 3, 5, 7, 9, 11..

Da a, — 1, d =2 ijt, o' hat ‘man

an=14+ m—1).2=2n—1,
snx%(l + 2n — 1) = n*
o iff 3. B. ajy=2.15 — 1 =29, und ‘5, =16* —225.
§. 2b1. Die beiden von einander unabhingigen Gleidhungen
an—a, +(n—1)d und sn:;(a] + ap)

enthalten fiinf ®vifen a,, d, n, an, sa; €8 fann aljo aug je dreien derjelben
ourd) Elimination jede Der beiden andern bevedynet werden. Dabdurd) erhalt
man 20 ver{djiedene Aufgaben.
@ind 3. B. d, n, a,, gegeben, fo findet man aug der erftelt ®leidyung
8, =a— (@m—1)d,
und danm aud dev Fweiten

5= fan—@—1)d + &} = 3 (28, — (@ — 1) d}.
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§. 252. Gine avithmetijdhe Progrejfion ju intevpolieven.

Sind pwijden die Glieder ax und apy, einer arithmetijdhen Progrejfion,
deren Oiffevens d ift, r Glieder eingujchalten, die mit ayx und ary, wieder eine
avithmetijhe Progreffion bilden, fo ijt ax das erjte und ary dag (r + 2)te
®lied der neuen Progreffion, bdaher, wenn die Differeny derfelben mit d,
begeidgnet wird, agy; = ax 4 (r + 1)d,; 8 ift aber aud) apy; — ax + d,
folglich (v 4+ 1)d, = d, und

r-1
Die interpolierte Reibe ijt aljo
: d 2d d
ax, ar -f— W—ir ayg —|— IT{-_E' o e Ak -I— ;%L—l:' Ak41.
3. B. Man  falte in der Rethe 1, 2, 3, ' 4..0... swifchen  die

Glieder 2 und 3 nad) dem Gejetse der avithmetijhen Progreffionen 7 Glieder ein.
Dievift d =1, r =7, daher d, = §; die interpolierte Progreffion ift alfo
Joteasn L2 il dag ek B e
2 25 25 25, 25 2, 25 24, 8.

II. Geometrifdic 2Progreffionen.

§. 253. Gine geometrifdye Progrefjion ijt eine Reibe, in welder
ber Quotient je jweier aufeinander folgender Glieder (dag vorhergehende ald
Divijor genommen) bdiefelbe Bahl ift. Diejer conjtante Quotient Beift der
Quotient der Progrejiion. So find

1:3,1:9,20,281,1243. 1292 &
LN TR
e A LT T Tl
geometrijche Progrefjionen; in der exften ijt 3, in der pwveiten & der Quotient.

1. Qu einer geometrijden Progreffion ift jedes Glied
gleidy bem Producte aug dem erften Gliede und der jobvielten
Potens des Quotienten, alsd der um 1 verminderte Seiger des
®liedes angeigt.

Beweis. Begeidhnet an das nte Glied und q den QDuotienten der Pro-
greffion, fo ijt

&) = ay,

a4, = &, q,
i 2

aﬂ—alq'

By, = By G Al .

Der Sap ift alfo fiiv die Anfangsglieder ridtig. Gilt er aber fiir
irgend ein Glied an, jo dajd an = a, ¢"~1 ift, jo muf§ er aud fiiv dag nadft-
folgende Glied any: gelten; denn !

Bng1 = a0 - Q=2 ¢"7 . ¢ =2, ¢".
Diodnit, Arithmetit und Algebra. 11
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Hievaus folgt, dajs der obige Sap allgemein giltiy und dajs pafer
] a = a, "’
bas allgemeine Glied einer geometrijdhen Progrefjion ift.
2. Qn einer geometrijdhen Progrejjion ift die Summe von
n Unfangsgliedern gleidy dem Producte aud dem eviten Gliede
und der um 1 verminderten nten Potenz ded Quotienten divi
piert burd) den um 1 vermindevten Quotienten.
Beweis. Begeidhnet s, die Summe von nAnfangsgliedern, fo ijt
= +aq+a¢+... +a,¢ " +aq7
und, wenn man beide Theile diejer Gleidhung mit q multipliciert,
g% =a,q+ 289 +239 ... +29¢ " +aq.
Wird dann die erjte Gleidhung von der jweiten fubtrabiert, fo erhdlt man
Q8 — 8y =&, q" — a, und folglich
a (qn — 1)
q—1
alé bad Summenglied fiiv bie geometrifche Progreffion.
Dasjelbe (ifst fih, da a, q°~! = a,, aljo a, " = an q ijt, aud) fo
parftellen:

=

Beifpiel. Man Deftimme dag allgemeine und dad Summenglied Ddev
Progreffion 1, 3, 9, 27, 81, 243, ...
Hier ift a, = 1 und q = 3, daher
= Bt Sl A 31;
310 —1

So ift 3. B. a,, = 3° =19683, und 5, = —5— = 295624

§. 254. @ine ofme Cnbde fortichreitende NReihe heifft convergent, wenn
jid) die Summe der erften n Glieder umjomehr einem beftimmten endlichen
Grengwerte nibert, je grifer n wird, und diejer Grengwert heift die Summe
dev unendlichen Reihe. Gine Reihe, in welder die Swmme von n Anfangs-
gliedern beim unendlichen Wadhjen von n iiber jeden conjtanten Wert hinaus
sunimmt, feift divergent.

Fiiv die geometrijdhe Progrejjion a, + a, q + a, q*> + a, ¢° + .. ijt
3 (qn—1)

gl

Jit nun g > 1, jo wird mit dem wadjjenden n aud) g® und daber
aud) s, iiber jeden angebbaven Wert hinaus junehmen. Eine jteigende geo-
metrijdje Progreffion ijt demnad) ftetd divergent.

Qit dagegen q << 1, fo nébert fih beim unendlihen Wadhjen von n,

- fie—

q ofne - Ende dev Null und s, dem endlidhen Grenzwerte i“_—‘q, welcher daher

bie Gumme der unendlidjen Reihe ijt. Eine fallende geometrijthe Progreffion
ift bemnady jtetd convergent.
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3. 8. v die Reihe 1, 2, 2, L .. in welder 8, = 1, q = 3 ift

ST Y AR
hat man s = féf =2; 0. b je mehreve Glicder der Reihe man abdbdiert,
defto melr nihert fid) die Summe der Sahl 2, ohne jedoch je diefelbe wivklid)
31 evveichen.

Eine avithmetijde Progreffion ift, wie man aud der Summenforntel sn = % (a; 4+ an)
jogleich erfieht, immer bivergent.
Jeder peviodifde Decimalbrud) fann al$ eine falfende geometvijche

PBrogrefiton davgejtellt und alg joldhe jummiert, d. i. in einen gemeinen Brud)
veriwandelt werden. 3. B.

025:%4—%4«%4—% ot e 17—'656,—'0'_5:3;
§. 255. Miittelft der beiden von einander unabhingigen Gleichungen
a,— a, q°~* und g = fl—f:‘i—’;l),
ang—a

bon denen die zweite aud) duvd) s, = evfet erben fann, Iafjen

q—1
i) aus je breien der fiinf Gvifen a,, q, n, ay wnd s, durd) Elimination
oie beiben anbeven bejtimmen.

Sind 3. B. q, n, s, gegeben, fo erhilt man aus der zweiten Gleidhung

_ (qg—1}sa
2 = qe — 1 7
und bann aud der eriten Gleidung
; =l (g—1)sa
anp — o —1

§. 256. Aufgabe. Gine geometrifdie Progrefjion ju inter-
polieren.

Sehaltet man zwijden die Glicder ax und a4y einer geometrijen Pro-
greffion, deven Quotient q ift, r Glieder ein, die mit ap und axys Wicder eine
geometrijhe Progrefjion bilden, fo ift in Ddiefer ax dag erfte und ar4s tlmﬁ
(r + 2)te Glied; man hat daher, wenn der Quotient der neuen Progrejfion
mit q, begeichnet wird, axys = ax . q, ;o8 ift aber aud) axy1 = ac . q,
daher q,"+! = q, und

r41
q, = Va.
Die interpolievte Progrefjion ift alfo
41 r+1 r41

ay, axl/q, al/ Q% ... &al/q, A
Um 3 B. in der Reibe 1, 16, 256, 4096, . .. swijchen je wei @[te?et
3 neue Olieder zu interpolieven, fege man, da q = L& mnder =Bant

q, = ]}16 = 2, wodburd) man erhalt
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 4
' G 11
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Einige befondere Heihen.
§ 2567. Die jujammengefepte avithmetifd- geometrijde
Reife.
SﬂEuIttsleclert man bdie Glieder der avithmetijdhen ‘Bm;;mnmn
) a+d, a -+ 2d, a -+ 3d, .
mit den gleidhjtelligen Gliedern dev geumetm&)cn ‘Bmgrenmn
b b q, b q? hde:". "
jo entfteht die jujammengejete Reibe
ab, (a + d)bg, (a + 2d)bg* (a + 3d)bq’ ...
8 jei bag Summenglied derjelben
S,=ab+ (a+ dbqg+ (a +2d)bg*+ .. 4 la + (n — 1)dib
ju bejtimmen.
Multipliciert man beide Theile dicjer Gleihung mit g, jo ijt
qSi=abq+ (a+d)bg’+ (a4 2d)bq’ + .. +{a+ (n — 1)dibgn
Wirh dann die evjte Gleidhung von der jweiten jubtvabiert, jo erhdlt man
Si(q—1)=1la+(—1)d'bg" —ab— (bdq + bdg*+..4+bdq*"?)

— ab (—1)+ (0 — 1) bdq" — B‘Mé*w__‘l;”
unbd folglid)

ab(qn—1) (n—1)bdqn  bdq(qr—1—1) &,
BT o gt G
bqn — 1
=220 M gt @ — D — (@ — D

Qit ¢ << 1 und wird n = oo, o ndahert fih q» obhne Ende der Null,
und die Summe der unendlichen Reihe dem Grenzwerte
gy SUES TR EEd

2T
8. 258. Die Reihe der Quadrate der natiivliden Jahlen.
Bur Bejtimmung dev Summe s, = 1* 4 2* 4 3% 4 .. + n? bilde man

B[ 1

3 I0 UG T o g gl g oyt

P =(2+1P=2"+3.224+3.24+1,

43—(3 1)"——354—3 3*4+3.34+1,

(n—i—l)“ SN .n+3n+3n+1

Dnrd)%[bbttmn diefer @leichungen exhilt man, da fich 1°+ 23-{- 3%4..4n?
in beiden Theilen aufhebt,
(04 1)"=3.(1%+ 2+ 34 .. 404 3.(1+2+3+..+n) +0+1,

oder (n—i—1)3=3.sn+3.? +1)+ @+ 1),

nm+41)(2n+1)

wovaug fid) erqibt A :
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§. 259. Die Neihe der Guben der natiivliden Bahlen.
Um die Summe s, = 1° 428 4 3% 4 .. 4 nt i Deftimmen, ver-
fahrt man in gleicher Weife wie in §. 258, indem man gherjt 1524 8%
4,.., (n 4 1)* nad) der Formel (n + 1))=n*+4.n*46.n24+4.n 41
entwidelt und dann die Gleidjungen adbdiert. Vean erhlt
__n?(mn41)
e

n —

III. 3Binfeszins- und Aentenrednung.

§. 260. Terden die am Gnde einer Seiteinheit filligen Binjen eines
Capitald zu diefem hingugefiigt und mit ihm wieder vevsinst, fo jagt man:
dag Gapital it auf Binfedzinfen angelegt.

Bei den Binfedzinsredynungen fommt, wie bei dev einfadjen Rinsredynung
(§. 134), bas Gapital, die Beit, das Procent und der 3ing in Betradht. Al
Beiteinheit ift, wenn nidyt ausdriictlich das Gegentheil bemertt wird, ein Jnhr
su verftehen. Jjt ein Gapital ju pg% angelegt, jo wadfen 100 Ginbeiten des
Capitals (Gulden, Kronen) in einem Jahre fammt den Jinfen auf 100 4 p
an; fomit hat 1 Gapitalgeinheit nad) 1 Jahre mit Hingufiigung der Binfen

Ll P P )
ven Wert o5 i o5 Den Wert 1 4 Togr du weldem die Gin-

heit des Gapitald mit Binfen in 1 JQahre anwichst, nennt man gewdhnlidy
den Bingfuf; wir wollen denjelben in den nadifolgenden Rechnungen bdex

Riivze halber mit e bezeidynen.
§. 261. Grjte Sundamental-Aufgabe. Cin Capital a ift ju dem

Bingfufe e:1'+1'g_0 auf Rinfedzinjen angelegt; zu weldem

Werte widhst e nadh n Jahren an?

Da die Capitaldeinfheit mit den Binjen nad) 1 Jahre den Wert e
erhilt, fo hat dad Capital a nad) 1 Jahre den Wert

a, =98,

. . man findet den Wert eines Gapitalé nad) 1 Jahre, indem man den
Anfangdwert mit dem Binsfufe multipliciert.

Wird dag neue Gapital a, wieder ein Jahr vevzingt, fo ift fein Wert
am Enbde desfelben a, — a,.e = a.e’ ;

Nady 3, 4 ... Jahren wird dag Capital angewadyfen fein auf

8, — a,.0 —aliellaj=1mf 9 =a.M" U {. b
Dievnad) ift dev Wert des Capitald am Ende des nten Jahres
= e a1ty
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26t man biefe Gleichung nad) a auf, jo evgibt fich alé der gegenmwirtige
ober Bavwert cined nach n Jahven zahlbaren Capitald a, jum Jindfufe e
an

&:a.

@benfo evhilt man aug I) filr e und n die Werte
s Rt lop s

< L= log e
Bufige. 1. Dier wurde n al§ eine ganze Sahl von Jahren vorausgejest.

Qijt nun n eine gemifchte Bahl, etwa m - %, jo find nur fiiv die vollen m Jahre

bie Binfeszinjen von a, dagegen fiiv den Brudtheil des noch folgenden Jahres
bie einfacdjen Binfen von an zu beredhmen. Man erhilt affo in diefem Falle

am = ae®, und mit Ridfiht auf §. 134, da 35 =e — 1 ift,
amt— = am + am(—es_—ll—r — el {1 + (e — I)LS}

2. Werden die Binfen nicht jihrlich, jondern nad) dem qten Theile cines
Qahres (halbjihrig, monatlidh) capitalifiert, jo iit in der Gleidung 1) und
in ben davaud abgeleiteten Fovmeln e =1 4 ﬁ und fiiv n die ahl nq
3u fegen.

3. Die obigen Gleidjungen fonnen aud) auf andere Grdfen, wenn diefelben

in einem conjtanten Berhiltnifie wadhfen, 3. B. auf die Junahme dev Bevdlierung
cines Candes, des Holstandes eines Waldes u. dgl., angewendet werden.
Beifpiele.
1) Wie hodh wichst ein Capital von 2518 fl. in 12 Jahren ju 5% Binfes-
ginfen an? :
8, = 2518, 1 Uhe
log 1-05 = 0021 189
121og 1:05 = 0-25 427
log 2518 = 3-40 106
log a,, = 36D 533,
aljo a,, = 4522 {l.
2) Welden Bavwert Hat ein nach 11 Jahren zahlbares Capitnl von
1000 fronen jum ZFinsfufe 1-04?
1000

a4 = 1704
log 1000 = 3-00 000
log 1:04 = 0:017 033
11 log 1-04 = 0-18 736
log a = 2-81 264,
alfo Barwert a = 649°59 Kronen.



167

3) Ein Capital von 2000 fl. ift bei 494 Rinfessinfen auf 4469 fl. 84 fr.,

angewadyfen; wie lange war dasjelbe angelegt?
446984 = 2000.104, aljo
__log4469-84 —1og 2000 __ 0-34927 .
= Tog 1-04 = pro17033 — 20°905. .
et man n = (20 4 t) Jahre, fo ergibt fich da 2000 fl. nadh
20 Jahren auf 2000.1-04%* = 4382-2 fl. amwad)fen und dafer die Diffeven;
446984 — 4382-2 = 8764 {l. ber einfache 3ing des Capitals 4382-2 fl.
fitv bie Beit t ift, nadh) §. 134

100.87-64 1 ; 1
t= e — 5 Sobr, und jomit n = 20 Jabre.

§. 262. 3weite Sundomental-Aufgabe. Durdh) n Jahre wird am
Anfange ober am Gnbde einesd jeden Jafhves ecin Betrag r gezahlt;
ju weldem Werte wadfen alle diefe Betvdge ur Zeit der
legten 3afhlung an, wenn man p% Binjeszinfen rednet?

Die Beit von der exften big ju der legten Sahlung betvigt n — 1 Jahre;
fest man daher 1 - % =e, fo ift (§ 261) jur Beit der lesten Fahlhung

oer Wert der 1. Bahlhung = r e,

s n—2
n n n 2' n =y LG ’

" AT (n'Q)te" 1" =T eg'
i ST 1 1 v b B S
" n " nten n — r;

baher bie Summe aller diefer Werte

sn—=r+re-+re’ ... 4 rer~?4 rer,
oder mit Riidfichgt auj §. 253, 2
Lwle il s !

PRt o

Yug diefer Gleidhung fonnen aud) r und n beftimmi werden, wenn bdie
iibvigen ®rifen gegeben find. Die BVeftimmung von e iiberfteigt, da man
dabei auf eine Gleichung ded (n — 1)ten Grades fommt, die Gvengen diefer
Anleitung.

Beifpiele.

1) Qemand legt durch 10 Jahre ju Anfang eined jeden Jahres 230 Kronen
3u 5% 3Rinfeszing an; welhen Wert Haben bdiefe Anlagen am Anfange ded
10ten QJahres?

g1liad 230.(1(;93;0 =1 _ 230.00';3652889 989989 Rronen.

2) Qemand legt durd) 15 Jahre am Ende cined jeden halben Jahres n;ine

fih gleichbleibenbe Summe in eine Spavcafje, weldhe bei dem jihrlichen Jinje
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a 5% Dalbjihrig capitalifiect, und evwivbht fid) daduvd) zur Beit der letsten
Bablung ein Guthaben von 3292-71 fl.; wie gvof ijt die jedeSmalige Einlage?
Hier muj8 man 30 Seitperioden vechnen und ald Bindfuf 1-025 annehmen;

1:025680 — 1
man fat daher 3292-T71 — .1 0-095 )

= e =0

§. 263. Auf die voranjtehenden zwei Hauptaufgaben lafjen fid) alle mehr
ober weniger zujammengefegten Aufgaben iber die Binjedzindvedynung uviic:
fithren.

Aufgaben.

1) Gin zum 3indfufe e angelegtes Capital a wird durd) n Jahre am
Gnbe eined jeden Jahres um den BVetrag r vermehrt oder vermindert; welden
Wert hat e8 am Ende bdiefer Beit?

Am Ende ded nten Jahres ijt der Wert ded Capitald a (nad) §. 261)
ae’, und der Wert alfer n Betvdge r, um welde dag Capital am Ende eines

jeden Jahres vermehrt ober vermindert wird (nad) §. 262), ol __11),
Gndwert ded jo vevmehrten oder verminderten Capitald ift alfo

5 mithin

hlas

P R it (en_—I iy

it im Falle der Vevminderung r > a (e — 1), d.i.r > 'fo%r alfo r

grdfier al8 der jilnliche Ring bes Capitals a, fo wird der Endmwert dicjes
Gapitals von Jahr ju Jahr fleiner, bis endlich das Capital exjdhopft ift.

2) Gin unverjinsliches Gapital a ift nadh m Jahren, ein unverzindlides
Gapital b nad) n Jahren, wo n > m ijt, fiillig; in weldyem Berhiltnifie ftehen
a) ihve Barwerte, b) ihre Werte nac’f) n Jahren bei dem Bindfufe e?

Dev Barwert des Capitald a lft —, der Barwert ded Capitald b ijt

daher dag BVerhiltnis ber Barwerte
-;ﬁ- : ;b; el b

Nadh n Jahren ift dev Wert des exften Capitald ae"™, des jweiten b,

baher dad Verhiltnid bdiefer Werte wie friifer,
arel eIl

Bufat. Solfen ju vevidiedenen Beiten fillige Gapitalgbetrige mit einanbder
verglichent werden, fo mujé man fie tmmer auf denjelben Seitpuntt veducieven.
Da aber dag Verhiltnis ihrev Wexte fiir jeden Beitpuntt dasfelbe ift, ‘fo lange
ihr Binsfufy ungednbdert bleibt, o it 8 an fi gamg gleichgiltig, welder
gemeinfame Seitpuntt fiiv die Vergleihung gewdhit wird. Gewshnlid) wevden
entweder die Barwerte oder die Werte nady Ablauf des gegebenen Beitvaumes
bevedynet. und mit einander in BVergleidhung gefest.

en'
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3) Gin Anlehen a joll durd) eine am Gnde ecines feden Jahres ju
jablende Rate v in n Jahren getilgt (amortifiert) werden; wie viel mujs die
Jabhresvate r bei dem Zindfufe e betvagen?

Der Barwert aller Jahredraten mujd dem Schuldeapital gleich fein.

n Jahregraten, jede = r, haben zur Beit der lessten Bahlung, d. i. am Ende

oeé nten Jahres, den Wert r—(:n'__ll) ; ihr Barwert ijt alfo b = e‘n('z::i))
Da b = a fein mujs, fo hat man
inﬁéz—i)} =8, iDRber == %%.

4) Nad) wie viel Jahven find von einem auf Binjeszing 3u 4%  aus-
gelichenen Capital von 1060 fl. nod) 167-22 fl. iibrig, wenn am Enbde eines
jeden Jahres 80 fl. uviicfgeahlt werden?

JNach n Jahren. Dag Shuldcapital 1060 fl. hat nad) n Jahren bden
Wert 1060.1:00" fl.; die n jihrlihen Riidzahlungen & 80 fl. haben nad

n Jabren den Wert — o (1(;(,]3;— : fl.; e8 ift daber
80 (1050 — 1)

1060. 105 = L2

__ log 71:639 — log 27 0
n— W — ) Sﬂl)le.

+ 167°22, und jomit

Aentenvedynung.

§. 264. Die Beredhynung von Binjedzinfen fommt ingbefonveve bei der
Jtentenvedynung vor.

Unter einer Rente verjteht man einen in feftgefessten gleichen Seit-
teminen (meiftend am Gnde jedes Jabres) jzahlbaven Geldbetrag, Ddeffen
DBezugdrecht durd) eine vorher gezahlte Geldjumme, die Einlage, erworben
witd. Die Einlage wird entweder auf einmal oder jahrlich entrichtet und
heifit dann beiiglic) Mife oder Priimie. Die Rente ift gewsdhnlicy conjtant;
fie fann aber aud) nad) einem bejtimmten efege veviinderlih fein. Eine
Rente Beift eitvente, wenn die Bahl der Tevmine, in Ddenen fie gezahlt
wird, genau beftimmt ift; Leibrente dagegen, wenn fie big jum Tode ded
Empfiingers fortdauert. Hier joll mur von Beitventen die Rede jein.

Aufgaben.

1) Welden Bavwert Hat sum Zinsfufe e eine ente, weldye duvd) n
QJahre am Gnbde eines jeden Jahres in dem gleidhen Betrage r fillig ift?

n Qahresrenten, fede = r, haben jur Beit ded lepten Bejuges, D. i.am

Gnbde des n ten Jafres, den Wert r(:n_"'ll); ihr Barwert ijt aljo

r(en — 1)
b/ =e—ay Ty
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2) Welche Pramie mujs durd) n Jahre am Anfange eines jeden Jahres
sum Binsfufe e an eine Verfiherungdanitalt geleijtet werden, damit Dbdieje
fodann dag Gapital s augahle?

Die Jahrespramien miiflen big jum Anfange de nten Jahres zu dem
Werte s anwadhjen.

n Primien, jede =r, find zur Beit der legten Babhlung, d. i. am

Unjange de nten Jabres, r(en ) wert; man hat daher
r(:n__"i D=, und fomit r = 9516:11)-

3) Jemand will an eine Verfiderungsbant durd) m Jahre am Anfange
eied jeden Jahres einen beftimmien Vetvag a eingahlen, um fich durd) die
nacdhfolgenden n Jahre den Bejug einer am Ende eines jeden Jahres jabhl-
baven Rente r ju fidern; wie viel wird die jahrlide Cingahlung bei dem Fing-
fufe e betragen miiffen?

Der Bavwert aller Pramien mujd dbem Bavwerte aller Rentenbesiige
gleidh fein.

m jahrlide Pramien, jede = a, haben zur Beit der legten Sahlung, d. i.
am Anfange bed mten Jahres, den LWert a(e 1); ihr Boarwert ift alfo

a(em—1

n Jafhregventen, die am Enbe de§ (m - 1)ten Jahres beginnen, und
deven jebe = r ift, Daben zur Beit des lepsten Vejuges, d. i. am Eubde

ve8 (m -+ n)ten Jahres, den LWert (—_l; ihr Barwert ijt aljo

oo Rieni— 1)
Riz em+n (g — 1) :
Da nun A = R fein muf8, jo hat man
a(em—1)  r{em—1) __ r(ee—1)
G ) T e T T DA em— 1y’

Yus der lepten Gleidpung fonn aud) r, m oder n beftimmt werden,
wenn die iibrvigen Grdfien gegeben find.

4) Gine Jahredvente r fteige jdbhrlidh, und zwar n Jahre Hindburd) in
einer avithmetijchen Progreffion mit der Diffevens d; wie grof ift deven Bar-
wert jum Bindfufe e?

Die am Ende der eingelnen Jahre ju begichenden Jenten find

r,r+d r-4+2d,...,r+@m—1)d,
und die Summe der Barwerte
b_.—-+- r+d+ r—tsﬂd i +r+(n l)d'

en

oder nad) §. 257
r(en — 1)

Tae—1) T a (e 17 [(e» — 1) —n (e — 1)].




NReunter Abjdynitt.

Combinationslehre

1. Permutationen, Combinationen und Bariationen.

8. 265. @cgebene Dinge nad) einem Dbeftimmten Gejege in Gruppen
sujammenitellen, Deifit combinieren im mweiteven Sinne bdes Worted. Die
eingelnen Dinge werden Elemente, und bdie aus ihnen gebildeten Gruppen
Complerionen genannt.

Bur {driftlidhen Davjtellung der Combinationen ijt e8 am zwedmdifigjten,
oie Elemente durd) die in natiivlider Orbnung auf einanbder folgenven Sahlen,
weldhe Beiger oder Jndices heifen, zu begeichnen. Diefe Beiger bejtimmen
die Rangordnung bder Elemente, fo dajd jened Element dag hohere ift,
weldjed cinen grofeven Zeiger hat. Bon zwei Complexionen heift jene bie
hohere, in weldher von der Linfen aus juerft ein hohere§ Element vorfommt;
3. B. die Complerion 1342 ift hoher als jene 1324. Die niedrigite Com-
plerion ijt biejenige, in weldjer fein hHoheres Element vor einem mniedrigeren
fteht, in weldher alfo die Elemente in natiivlider Ordbnung auf cinanbder
folgen; und fene bie hiodhfte, in weldher fein niedrigeres Element vor einem
Hoheven fteht, fomit alle Glemente in umgefehrter Ordnung vorfommen.

Werden bdie Elemente, anjtatt duvd) Beiger, duvd) Budjjtaben begeichnet,
fo ift dagjenige Clement ald ein hoheres zu betradten, weldes im Alphabete
fpiiter vorfommt.

Alle Combinationen jcheiden jich ihrer Matur nad) in Berfeungen
and Berbindungen, Bei den Vervfepungen fajét man bdie veridjiedene
Anordnung der gegebenen Glemente, bei den Vervbindungen ihre Aug:
wafhl in beftimmter Anzahl ind Auge. Wird nidht nur auf die Anzafhl
und Auswahl der Elemente, fonbern gleidhseitig aud) auf die Anordnung
berfelben Riidjicht genommen, jo Ffommen Berbindungen und Ber:
febungen vereint bor.

Diernach) unterjheidet man drei Avten des Combinierens: bag Pev-
mutieren, ba8 Gombinieven im engeven Sinne, und dad Variieven.

Bei jeder diejer drei Combinationdavten fommt die wirtlihe Bildung
der Gompleionen und die Zafhl derfelben in Betvadyt.
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1. Permutieren.

§. 266. Pevmutieven heift, gegebene Glemente auf jede mogliche Weije
berjesen, fo jedoch, daj§ in jeder Complerion alle Elemente vorfommen.

Die Angahl aller miglichen Permutationen von n Elementen begeichnet
man duvd) P, (Permutationszahl von n), dvie Angahl der Permutationen von
genannten Glementen, 3. B. von a, b, b, ¢ durd) P (abbe).

Bildung der Permutationen.

§. 267. Um von mefhreven gegebenen Glementen alle moglidhen Permu-
tationen zu bilben, jchreibe man juerit die niedrigite Complexion der gegebenen
Glemente an, leite aug bdiejer die nichjt hishere, aud biejer wieder die néidit
hoheve, u. . w. ab, bi8 man jur hochjten fommt. Man erhilt aber aus
jever fcjon aufgeftellten Compleyion die nidhjt hoheve, indem man, in bdiefer
Complexion von vechts nad) (infs fortidhreitend, bdag erfte Glement aufjudt,
an defien Stelle aus den vedhtd folgenben ein hiheres gefesst werden fann,
jodbanm bdiefes Dihere Slement an jene Stelle jdyreibt und die linfé vovan-
gehenden Glemente ungedndert jtehen, die iibvigen aber ihm in natilicer
Ovdnung folgen lajst. 2. B. j

123 abbbe babbe bbabe beabb cabbb
132 abbeb  babeb bbaebh bebab chabb
213 abebb  bacbb bbbac bebba ebbab
255 Bl achbb bbbea cbbba
312 bbeab
321 bbeba

Amabl dev Permutationen.

§ 268. 1. Sind alle miglihen Permutationen von n verjdhiedenen
Glementen gebildet und tritt ju diejen Elementen nod) ein neues dazu, jo fann
dagfelbe in feber dev fritheren Pevmutationen den evften, obev den gweiten,.
oder den (n + I)ten Plas, alfo n 4 1 verjdiedene Stelfungen eumehmul
jo daj8 aus n 4 1 Elementen (n 4 1)mal fo viel Permutationen entftehen,
ald aug n Glementen. @8 it alfo

Piyy =Pu. (@ 4 1).
Da nun ein Element nuv eine eingige Stellung 3uIatét fo ijt

B =15 baker

PE =212

P, =1.2.3, u. {. w.; allgemein

By ==11.203% Jusnieenil ) ing
0. .{)' die Permutationszahl non mehreven vervfdiedenen Ele-
menten ift gleid)y dem Producte der natiirliden Zahlen von 1
big ju der Bahl, welde die Anzahl der Glemente ausdriict.
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Dag Product 1.2.3.4.... (n — 1).n witd durd) dag Symbol n!,
gu lefen: Facultdt von n", begeidhnet, €3 ijt daher
By 2leii==3] P milt

2. Wenn unter den gegebenen n Elementen p gleidhe vorfommen, fo
betvachte man Ddiefe einftweilen al8 verjdhieden; bdann ift die Anjahl aller
migliden Permutationen n!l. Denft man fid) diefe Permutationen fo in
Abtheilungen gebracht, dafs fich die Permutationen einer Abtheilung blof
durd) die gegenjeitige Stellung der al8 veridhieden betvadyteten p Elemente
von einander unterjdjeiden, wihrend bdie iibrigen Elemente diefelbe Stelle
einnefmen, jo enthalt jede diefer Abtheilungen jo viele Permutationen, alg
man Bier au8 p Glementen bilden fann, aljo p! Permutationen. Wenn
man nun die ald verfhieden betracdjteten Glemente wicder ald einander
glei) annimmt, fo gelten alle p! Complerionen einer Abtheilung nur fiix
eine Pevmutation; je p! von den n! Permutationen gehen in eine eingige

'
itber, und man Dat jomit nur -;; verfdjiedene Bermutationen.

Definden jih unter den gegebenen n Clementen aufer den p gleidhen
Glementen noch q andeve gleiche Elemente, fo wicderholen fich die Sdhliiffe in
gleicher Weife, und ift dabher luj,n—lq, die Anzahl aller vevjdyiedenen Permutationen.

3. ©ind unter den gegebenen n Elementen n — k cinander gleich, und
die ithrigen k Glemente ebenfall§ einander gleich, wie 3. B. in bem Producte
a"~ kb jo ift die Permutationszahl derfelben

n! ~1.238...n—k) (n—k)41)...m—2) (h — 1)n
@Y Pl 2908 JHim LRy L 20ae | L BT

Dividiert man Jihler und Nenner diejes Brudhes durdy 1.2.3. .. (n—k)
und jdjveibt bie dann iibrig bleibenden Factoven des Zdfhlers in umgelehrier
Ordnung, fo hat man

n! nn—1) (n—2)... n—k-41)
AR P

=R e 3

Der leste Brud), defjen Bdhler ein Product von k Factoren, die von n
beginnend um 1 abnehmen, und dejjen Nenner dag Product von k Factoren

ift, bie von 1 beginnend um je 1 wadfen, wird durd) dag Symbol ( ;),
su lefen: ,n iiber k*, audgedbriidt. €8 ijt aljo

kLK n! n
Bar b)—“—m:(k)-
Bufag. s (] ) = 2Ot D foigt i k =, m 41,

IR
n42 ...
(2):1’ (n:—1):‘nf’.2)=--:0-
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2. Gombinieren.

§. 269. Gombinieven im engeven Sinne heifit, gegebene Elemente fo
mit einander verbinden, dajé jede Complerion diefelbe beftimmte Anzahl
aus den gegebenen Glementen enthiilt, wobei jedod) nuv folhe Complexionen,
in weldgen nicht diejelben Elemente vorfommen, al§ verfdyieden gelten.

Je nadydem die Verbindungen je jwei, drei, pier, . . . Elemente enthalten,
nennt man fie Combinationen der zweiten, dritten, vievtenm, ...
Glafje, ober aud Amben, Termen, Quatevmen, u. j. w. Die Ele
mente felbft fonnen al§ Gombinationen dev eriten Glajje angefehen
werden und heifen ald jolde Unionen.

Man  unterjdeidet ferner Combinationen ofhune und mit Wieder-
holungen; bei jenen darf in einev Gomplexion ein Element nuv einmal, bei
diejen aud) dfter vorfommen.

Die Angahl aller moglihen Combinationen der rten Clafje aus n Ele-
menten ofne Wiederholungen wird durd) Ci, die Angahl devjelben mit Wieder-
holungen duvd) C) bezeidynet.

Bildbung der Combinationen.

§ 270. 1. Um aud gegebenen Glementen alle Amben ohne Wieder-
holungen zu bilden, ftelle man jedes Glement bor jeded hoheve Element.

Sind cinmal die Combinationen einer beftimmten Clafje gebildet, fo
erhalt man aug bdenfelben die Gombinationen dev ndd)jt hoheren Clajje, indem
man jebes Glement vor jede fritheve Gomplerion, in ber lauter hoheve Ele-
mente vorfommen, jefit.

@o erhilt man aud bden vier Glementen b, ¢, d, e nadfolgende

Amben ohne Wieverl. Ternen ofne Wiederh.

be, bd, be; bed, bee, bde;
ed, ce; cde;
de; . f. .

2. Um aud gegebenen Glementen alle Amben mit Wiedevholungen
st bilden, fege man jedes Glement vor fid) felbft und vor jeded Dhihere
Glement.

Hat man einmal die Combinationen ivgend einer Clajfe mit Wieder-
holungen gebilbet, fo erhilt man aus denfelben alfe Combinationen dev nddit
hoheven Glaffe, indem man jedes Element vor jede fritheve Complexion, in der
feine niedrigeren Glemente vorfommen, febt.

©o geben bdie vier Glemente a, b, ¢, d
Umben mit} aa, ab, ac, ad; ce, cd;
Wiederhol. bb, be, bd; dd;
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% | aaa, aab, aac, aad, abb, abe, abd, ace, acd, add;
2:;“ | bbb, bbe, bbd, bee, bed, bdd;
Bieberfol ( cee, ced, cdd;
A ddd;

e

Bufo.  Ginfacher geftalten fi) die Combinationen mit Wiederholungen,
wenn man jede Combination al§ Product auffajst. So geben die Elemente a
und b folgende al8 Probucte betradytete Combinationen mit Wiederholungen

per 2ten Glaffe: a® ab, b?;
o L Bl i a i etk Vb Bah %
Aol v Sk B e Th q bRy B

i Ombere (T QRO RUETRE JECARS 10 et B

Bahl der Combinationen ohne Wiederholungen.

§. 271. Berbindet man jedes von n gegebenen Elementen mit fedem bdex
iibvigen n — 1 Glemente, o erhilt man alle Amben, und swar jede 2mal,
3. 8. die Ambe ab, indem man a mit b, und indem man b mit a ver-
bindet. Da fid) fonad) n (n — 1) paarmweife gleiche Amben ergeben, fo ift die
Anzahl aller verfdhiedenen Amben von n Elementen

nn—1
=200

Hat man iberhoupt alfe Combinationen bder rten Clajje ohne Wieder-
holungen von n Glementen unbd verbindet jede biefer € Combinationen mit
jebem der davin nid)t vorfommenden n — r Glemente, jo enthalten die fich
evgebenden Cf.(n — r) Bevbinbungen alle Combinationen der (r + 1)ten Clajfe,
und zwar eine jede derjelben (r 4 1)mal, da fie aud jeder der r 4 1 Com:
binationen der vovigen Elafje, in demen eined der jept in ihr vorfommenden
Glemente fehlte, entftanden ift. Die Bahl aller verfdjiedenen Eombinationen
der (r 4 1)ten @laffe von n GElementen ijt daher

A T

CH=0;.- g
Da mm C = 3;_%52—_1) ijt, fo hat man
(b f G R 11

np—1)@—2 @—3

i
T R $ols

=
allgemein

01__n(n—l)(n—-2)...(n—r+2)(n-—r+1)_

WS ga T Jg0 DIV OURLlgy Iy ]
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ober mit Rickicht auf die im § 268, 3 cingefiifrie Begeidnung
5 n n g
& =G el .. o =]}

3apl der Combinationen mit Wiederholungen.

§. 272. Sind n Elemente gegeben und verbindet man jeded Element mit
fidh jelbft und nod) mit allen n Elementen, aud) fid) jelbjt nicht ausgenommen, fo
geben die evhaltenen n (n - 1) Berbindungen alfe Amben mit Wiederholungen,

und jwar jede 2mal. Die Anzahl aller verfdyiedenen Amben von n Elementen
n n—l— 1)

mit Wiederholungen ijt aljo

Sind itberhaupt alle G‘iombmationeu ver rten Claffe mit Wieberholungen
pon n Elementen gebilbet und verbindet man jede diefer C;* Combinationen
suexrft mit jedem bder r Glemente, weldhe davin vorfommen, und dann nod) mit
alfen n Glementen, fo enthalten die fih evgebenden CY*.(n 4 r) Berbin-
pungen alle Combinationen der (r + 1) Elafje mit Wiederholungen, und war
jede (r 4= 1)mal. Denn enthélt eine beftimmte Combination der (r 4 1)ten
Clafie ein Glement a nur einmal, fo ift fie aug derjenigen Combination rter
Clafje, welde mit ihr jimmtlihe Glemente big auf a gemeinfam hat, einmal
entftanden, und jwar cben durd) Verbindbung mit a. Cnthilt ferner diefelbe
Combination der (r 4 1)ten Elajfe ein andere§ Element b kmal, dann ift
fie aud) aué derienigen Combination rter Glafje Hervorgegangen, weldhe ihre
jammtlidjen Elemente, jedoh b nur (k — 1)mal enthdlt, und jwar ijt jie
aug diefer Combination geradbe kmal entftanben, (k — 1)mal namlid), indem
man fie mit jebem in ihr vovfommenbden b, und einmal, indem man jie mit
b al§ einem der n Glemente vexbunden hat. $Hieraud geht hervor, dajé jede
Combination der (r 4 1)ten €laffe fo oft entjtanden ijt, al8 die Zahl ihrer
Elemente betrdgt, alfo (r + 1)mal. €8 ijt daher

Cw,+1 0:,:n+r

r -+ 1°
Da nun G2 —-11] 'f+21) ift, jo hat man
G SR B
Oyt =12 {lf +21) _(“ ;‘ 2_) (:+ ) w i w; alfgemein
Cw,r_n{ll+1) m4+2)..n+r—2)(n+r—1)
B T e P R AT T

Sdyreibt man in dem fegten Brudje die Factoven ded Bihlers in um-
gefehrier Orbuung, woburd) der Brud) die Form

85 v b wk U
JUT T N e O e s )

annimmt, jo fann man bdenfelben nad) ber im §. 268, 3 eingefilfhrien Be-
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seihnungsiweife durd (n+;_1) ausdriiden. &8 ift daher
o et e ()

. 3. Bariieren.

§. 273. Baviieven heift, gegebene Glemente jo miteinander verbinden,
dajé jede ‘Complerion biejelbe beftimmte Anzahl aus den gegebenen Ele-
menten enthilt, wobei jedoc) aud) foldhe Gompleyionen, in welden biefelben
Glemente in verfdhiedener Anordnung vorfommen, a8 verjdjieden  gelten.
Baviationen find demnady pevmutievte Combinationen.

Wie die Combinationen, unterjdheidet man aud) die Baviationen in die
der erjten, sweiten, dritten,... Glafje, ferner in Baviationen ofhne und
mit Wiederholungen.

Die Anzahl aller moglihen Variationen der rten Claffe aus n Ele-
menten ofjne LWiederholungen wird durd) VI, und bdie Babl derfelben mit
Biederholungen durd) Vi* begeichnet.

Bildung der Variationen,

§ 274. Die Bariationen einer bejtimmten Elaffe evhilt man, indem man
aus den gegebenen Glementen afle Gombinationen bderjelben Clafje bildet und
bann von jeder Gombination die Pevmutationen aufitellt. Die Variationen
fonnen aber aud) unmittelbar gebildet werden.

1. Um aué gegebenen Glementen die Bariationen bder jweiten Elaffe
ohne Wieberholungen su bilden, fest man jedes Element vor jedes der
iibvigen Elemente. \

@ind iiberhoupt die Baviationen ivgend einer Claffe ohne Wiederholungen
gebilbet, fo erfilt man aué denfelben die Varviationen der nid)jt Hhiheven
Glaffe, inbem man jedes Glement vor jede friifeve Vaviation, in welder diejes
Glement nidht vorfommt, fest.

©o geben die Elemente 1, 2, 3, 4 folgende BVariationen ofne Wieder-
holungen.

der 2. Glaffe: ooober 3. Clajje:

12,13, 14; 123, 124,132, 134, 142, 143;

21, 23, 24; 213, 214, 231, 234, 241, 243;

31, 32, 34; 812, 314,321, 324, 431, 342;

41, 42, 43; 412, 418, 421, 423, 431, 432; u. {. w.

2. Um aus gegebenen Glementen die BVariationen der jweiten Claffe
mit) Wiederholungen ju erhalten, fest  man jedes Element vor jedes
Element, aud) fid) felbft nicht audgenommen.

Moenil, Arithmetit and Algebra. 12
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$at man beveitd die Baviationen ivgend einer Glafle mit Wiederholungen
dargeftellt, fo Bildet man aué denfelben bdie Vaviationen der nédyt hiheven
Glaffe, indbem man jedes Glement vov jede fritheve Vaviation fept.

Aus den beiden Glementen a und b erhilt man folgende BVaviationen

mit Wiederholhungen

per 2. Glajfe: 313 der 3. Clajfe:
aa, ab; aaa, aab, aba, abb;
ba, bb; baa, hab, bba, bbb; w. f. w.

Bahl der Baviationen obhne IWiederholungen.
8. 275. Die Anzahl der Combinationen der rten (&[aﬁe aug n Ele-

menten ofne TWiederholungen ijt (r); aud jeber foldjen Gombination lafjen

fih durd) Permutation der r Glemente r! Bariationen der rten Claffe ohne
Wiederholungen bilden; folglidh ift
V= (’:).r! =n@—1)mn—2...0a—r+2)(a—r+1).

Bahl der Variationen mit Wiederholungen.

§. 276. Sind n Glemente gegeben, fo gibt jeded derfelben n Baria-
tionen ber jweiten Glafje mit Wiederholungen, fomit ift n® bdie Anzahl aller
folcher Bariationen.

Qft iiberhaupt die Angahl aller BVariationen der rten Claffe mit Wieder-
holungen vor n Glementen befannt, fo ift, da jede foldhe BVariation duvd) Ber-
bindung mit allen n Glementen n Barviationen der (r 4 1)ten Glaffe gibt,

A IReEL I Gy

Da nun VI?* =n? ijt, fo Hat man VI* =n? folglih Vi* = n*;

alfgemein
Visth =

I1. Binomifder Lehrfab.

§ 277. Unter dem binomifden Lehriage verfteht man dad Gefes,
nach weldem die Poteny eined Binoms in eine Reihe entwidelt wird.

Jeve Potens eines Binoms mit einem gangen pofitiven Exponenten fann
aué dem Prodbucte mehrever Binome, weldhe dad erfte Glied gemeinjam
haben, bHergeleitet werden, indem man in bdenfelben aud) die jweiten Glicver
gleichietst. o geht dad Prodbuct (a + b) (a 4 ¢) (a + d) (a + o) (a + ),
wenn man ¢ ==d =e = f = b fefgt, in dic Potenz (a - b)® iiber.

§ 278, Das Product mehrever Binome, welde ein Glied
gemeinfam haben.

SR S SR
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Um dag Product (a 4 b) (a + ¢) (a + d) (a -+ e)... u entwideln,
multiplicieve man uerft die erjten zwei Binome mit einander, ihr Probduct
mit dem dritten Binom, u. {. w. Man exhilt

(a+b)(ad+e)=a’+ (b+c)a+ be,
(a+b)(atec)(@a+d)=a+(b+c+d)a?
~+ (be + bd + cd)a + bed,
(a+b)atec)(at+d)(ate=a*'4(b+c+d+e)a’
+ (be 4+ bd + be 4 cd 4 ce + de) a*
+ (bed 4+ bee 4 bde 4-cde) a + bede,
U fiem. 4

Dag in bdiefen Producten Herrjchende Gefe ift leidt su erfehen. Das
erjte Glied ecine8 jeden Productes ift die fovielte Poten; von a, ald Binomial-
factoren gegeben find; in den folgenden Gliedern nehmen die Grponenten von
a in natiivlider Ordnung ab, bis im lesten Gliede a® =1, d. i. gar fein
a erfdeint. Der Coefficient ded erjten Gliches ift 1, der Coefficient des
jweiten, britten, bievten, ... ®liebed ift besiiglich die Summe bder Combi-
nationen der erften, zweiten, bdritten, ... Clafie aus den zweiten Gliedern der
Binome, jeder diefer Complerionen ald ein Product der darin vorfommenden
Glemente aufgefafst.

@ilt nun bdiefes Bilbungsgefess fiiv ein Product von n Binomialfactoren
a-4b,a+c,...a+ p, fodafé
(a4+b) (a+c)...(a+p)
=a"+ S, (b..p)a1 48, (b..p) a2 +..+ Su_1(b..p)a+ Su(bi.p)
ift, wo alfgemein Sy (b..p) die Summe aller Combinationen der kten Claffe
aug ben n Elementen b, c,..p, die cinelnen Complerionen al8 Producte
aufgefafst, bezeidhnet, fo gilt dagjelbe Gefes auch, wenn nody ein neuer Factor
a - q dazutritt. Man erhalt nimlid)

(a+b)(@+c)...a+p) (a+4q)
L arr g[8 0D, (8 (D) +] 3 {sn(b-- P) +}
gl i L A Cb s A A
Sa (b..p).q.
Nun ift
S, (b..p) +Fq=b+c+...4+p+a=8, (b..q

Ferner ift S, (b. .p) die Summe dex Amben von b, ¢,..p, und S, (b..p).q
die Gumme der Amben, welde man erhilt, indem man die Elemente b, ¢,..p
nod) mit dem neuen Elemente q verbindet; folglidh ift S, (b..p) 48, (b..p).q
die Summe alfer Combinationen der jweiten Clafje aus den Elementen b, ¢,...p, q;
alfo

S, (b..p) + 8, (b..p).q =38, (b..q). b
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@benjo folgt
8, (b..p) + 8, (b..p).q = 8, (b..q),
S, (b..p) + 8, (b..p).q =8, (b..q).
Sn (h..p) + Sn—l (b .p).q = Su (b. .q).
Enblid) ift
Sa (b..plq = bec..pq = Sw'(b. -q).
Wean Hat dabher
(& +b) (a+c)...a+p) (2 + 9
— atrlLES biidyar <=8, (b..q) e ..
+ 8a (b..q) & + Suys (b..q)-
Das angefiihrte Bilbungsgefets gilt aljo fiir ein Product von n + 1
Binomialfactoren, wenn e§ fiiv ein Product von n foldhen Factoven vidtig ijt.
Nun gilt e8 nad) dem Obigen fiiv 2, 3, 4 Factoren, folglich gilt ed audy firr
5, folglich) aud) fiiv 6 Factoven. ., mithin allgemein fiir jede Bahl von Factoren.
§. 279. Die Poteny eined Binoms.
@etst man in dem Producte von n Binominlfactoren
(a+b) @+ (a+d)...(a+p)
=a 4+ 8, (b..p) a®14+ 8, (b..p) a® % + S, (b..p)ar=% "
+ Sizq(b..p)a -+ S; (b .P)
bie sweiten Glieder c =d = ... = p = Db, fo wird
(a4+b) (@a+0) (@+d)...(a+p=(+bp
ferner (

'.S’l'(b--P):b+c+-.+p:b—i—b—}—..-}-“b—_-('il)b'
Sz(b--p)='bc+bd+--+op:b2+b2+..+b2=(n)b2
S3(b"P):b0d+bce+--+m0P:b3+b5+,.—;—b3——()‘bd

Si-t (bs -p)=bed..mo 4. = bl bt 4. 4 by = (!1 1) bv—l
_i_s.if(b;.p) —bed.. mop = b= (n) be,
Durd) die Subjtitution in den obigen Audruc erhilt man daher fiw
pert binomijdyen Yehriap bie Formel
(a 4 b = 2 + {{ et Bk e e e o SR 40
() 80t ok () b

E}n oiefer Fovmel hevriht folgendes Bildungsgejes::

1. Die Potengen ded erften Gliedes a des Binomé erfdheinen fa[Imb
jene bes sweiten Gliedes b jteigend geovdnet. Der Erponent von a iff im
exften ®liede gleid) dem Potenzexponenten n ded Binoms, in jedem folgenden

f
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Glicde um 1 fleiner und wird im legten Gliede = 0, wovaus gugleidy folgt,
dajs die ganme Reihe ein Glied mehr hat, ald dev Potenerponent n. des
Binoms Einbeiten enthilt. Die Erponenten von b nehmen umgefehet von 0
bi8 n ju.  Die Summe der Grponenten von a und b ift in jedem Glicde
gleich n.

2. Der Binomialcoefficient bed evften Gliedes ift 1; der Coefficient
bed tveiten, dritten, vievtew, ... (k - 1)ten Glieded ift besiiglich die Sahl
ver Gombinationen dev evjten, zweiten, bdritten ... kten Glaffe ofhne Wieber-
holungen vont n Elementen. |

3. Jjt dagd jweite Glied b ded Binoms negativ, fo wird das weite,
vierte,. .. itberhaupt jeded gevadftellige Glicd der Reife negativ; man Hat dafer

= by =2t (1) atmtb 4 (5 @b (- 1 )
Diernady ift in der Binomialreihe (a == b)" allgemein das (k + 1)te
®lied gleid) (= 1)* (;) an—k bk, :

Beifpiele.
D) (x4 a) =
6

=xi4 (f} ax’ + (g) a’x* 4+ (g) a’x® 4 (D a*x® (5) a'x - ‘8’
=x% 4 Bax® 4 15a%x* 4 20atx® 4 15a*x? 4 6a’x -+ al :

2) Bx —2y) = s
= (@x) — (1)-Bx).2y + (5) G2 @y — (5)-8=.29)* + @)
= 81x* — 4.27x.2y + 6.9x% 4y° — 4.3x.8y" + 16y*
= 81x* — 216x’y 4 216x%y® — 96xy® + 163%

: 9 %

3) Dag Tte Glied von (2x°— 3y)" ift (— 1)° (6).(22{2)9 5. (3y)°
= 84.8x%.720y" = 489888 x°y".

& 280. Wir laffen nun auch nod) eine jweite Entwidfung ded binomi-
jchen Lefriaties folgen, die unmittelbar auf der Gombinationslehre bevuht.

Multiplicieren wiv a - b mit a 4= b, dag Produet wieder mit a 4 b,
. {. ., jdjreiben aBer dabei, damit bas Bilbungdgefely leidyter evfannt mwerde,

i fedem Theilproducte suerit den Wultiplicator an, und madhen in den Re-
fultaten vorlufig aud) von der Potenzbezeidynung fiir die gleichen Factoren
feinen Gebrauch. €8 ijt

(@b} = a+b

P i b) (a+ b) =aa 4 ab
@+ bF=(a+b) )+ba+bb

e b)? b =aaa+aab-|—a.ba.+abb}
i i 4+ baa+bab4 bba 4 bbb

Wit
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Bergleiht man diefe Refultate mit den Vaviationen mit Wiederholungen
qué a und b in § 274, 2, fo fieht man fogleid), dajs die Vejtandtheile der
2ten Poten; de§ Binomé a + b aus bden Glicdern dedfelben auf gleidye
Weife gebildet werden, wie dovt aud den Elementen a und b die BVariationen
der 2ten Glaffe mit Wiederholungen ujammengejtellt wurden, dajé daber
(a 4+ b)? gleih der Summe aller BVarviationen der 2ten Clafje mit Wieder-
holungen aug den Elementen a und b ift, wenn man jede Variation ald Pro-
buct betracjtet; dajd ebenjo (a + b)® die Summe aller BVarviationen der 3ten
Glaffe mit Liederholungen von a und b ift, jede Vaviation als Product auf
gefafst. Da aud) die Entwidlung jeder Hiheren Potenz von a -+ b, wenn fie
auf die angebeutete LWeife gefhieht, mit dem Bilbungsdgefege der Vaviationen
der entiprechenden Glajie mit Wiederholungen aus a und b in Uhereinjtimmung
bleibt, fo folgt, dajé allgemein (a + b)* die Summe aller Variationen der
nten Elajje mit Wiederholungen aus den Elementen a und b ift, wenn man
jede Bariation alé Broduct auffajst.

Die Bariationen erhilt man aber aud), wenn man die Combinationen
perfelben Glafje bildet und bieje permutiert. Die Combinationen ber nten
Cloffe mit Wieberholungen oaus bden Clementen a und b, ald Broducte
betrachtet, find nady §. 270, Bufat,

ol et Y Ay =b%, S fadmybr, ot abiEy b

Diefe Gombinationen miifgten pevmutiert und die dbadurd) entjtehenden
Lariationen ald Producte addiert werden. Da aber alle Bariationen, die aus
ver Permutievung derfelben Combination Hervorgehen, diefelben Elemente ent-
halten und fomit a8 Producte betvachtet der Combination {elbjt gleid find,
fo braudht man bie Permutationen nidt wivklidh) zu bilden, jondern wird, um
bie Summe aller Bariationen ju evhalten, fede Combination fogleid) mit ihrer
Permutationszahl multiplicieven und dann alle diefe Probducte addieven.

Die Permutationgzahlen fiiv die oben aufgefteliten Combinationen find

mmlnad) §. 268, 3, folgemeife
(l’:),.. sibag 1), 1.

PR O 4

&8 evgibt fidh) fonad), wie in & 279,
(a 4+ b)" = a» + (‘1‘) ar-1h (’2‘) an—2hE 4 (;] an-khk L

— (n i 1) ab®1 + bn

Bufoh. Genau auf diejelbe Art, wie hier die Binomialformel entwidelt
wurde, fann aud) ber polynomijdhe Lehrjay, d. i. eine Fovmel fiiv
(a+b-+ec+d-4 ..)" abgeleitet werden, da bdiefe Potens der Summe
aller Baviationen der nten Claffe mit Wiederholungen aud den Elementen
a, b, ¢, d,... gleidh ijft, wenn man jede BVariation al8 Product auffajst. Um
dbaber die nte Poteny eined gegebenen Polynoms zu erhalten, darf man nur
aug den Gliedern degfelben bdie Combinationen der nten Elafje mit Wieder-
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holungen bilden, jede bderfelben al8 Probuct betvadjtet mit der Fugehirigen
Permutationgzahl multiplicieren und die evhaltenen Producte abddieven.
§. 281. Beziehungen zwifden den Binomialcoefficienten.
1. Je zwei vom Anfange und vom Enbde gleidh weit ab-
ftehende Binomialcoefficienten {ind einander gleid.
Der (k 4 1)te Binomialeoefficient vom Anfange ift
n n(n—1).. (n—h—|—2)(n—k+1)
(k) THEW 5 B (ti)H
Der (k + 1)te Binomialcoefficient vom Enbde ift der (n — k + 1)te
vom Anfange, alfo
n _nn—1)...(k4+2) (k4 1)
(n—l{)_ 2...n—k—1) (n—k) °

Multipliciert man Bihler und Nenner ded erjten Bruches mit
+1D&k+2)... (a—k—1) (n—k),
jo exhilt man ;
Dy e i (n— B @k o Do ek ) ik ok 1
(k)_ 1.2....k(k+1)...n—k —1) (n — k) P

; (k) (n—k)
Bufab. Aus dev lepten Gleidhung evgibt fich fiir k =0
i n n
_ (O) = b
2. Die Summe aud dem kten und (k 4+ 1)ten Binomial
coefficienten einer Poten; ift gleidh dem (k 4 Dten Binomial
coefficienten dev um 1 hoheren Poteny

folglidh it

: n Cimg(n —@h . (n—k+3)(n—-k+2)
@Qm(k—l)" pehe ey & —2) (k— 1)
m—1....n —k+2) (n—k+41),
(:) == TRy (k— 1).k ; baber
n ny n@m@—1....a—k+2 ikl
(k—1)+(k)" BTN =k (Et@—kHD
_(n+1)n(n—1)...(n_k+2)_‘n—|—1)
Wz 18 S k R e I

Mittelft diefes Sapes fann man aug den Binomialcoefficienten ivgend
einer Potens jene der nidhft Hiheren Poteny duvd) blofe Adbition ableiten.
Nean evhilt dadurd) fiiv die auf einander folgenden Potenzen eines Binoms

folgende Goefficienten (Pascaljdes Dreied):

. j.ow.
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3. Die Summe aus den (k + 1)ten Binomialcoefficienten
ver kten, (k4 1)ten, (k4 2)ten, ... big nten Potenz ift gleidh
vem (k + 2)ten Goefficienten dex (n 4 1)ten Potens.

Aug vem vorfergehenden Sate folgt ( 1) (n i 1) ( E); daber ift
(t) e 1]: i : k + 1

)
CEI=GT)-G1i)
k

Ci)=Gid-—(+d)
(uE1)=(ki 1)_(;;1}'
{E\:(zii}—(k—?—l)'

Uvdiert man diefe Gleihungen, fo evgibt jid), da fid) die Glieder auf
der zweiten Seite paaviveife aufheben und (k _]T_ 1.) = 0 ift, bie Gleidyung
W+ CE)+EL)+HE)=GT2)

doigv ik == 2t ;
() + )+ G+ G+ +G)=C3")
4. Die abfolute Summe aller Binomialcoefficienten fiix
oie nte Potenj ift gleid) 2n
)+ ()+C)+ o+ () =a+ =2

5. Die algebraijde Summe der abwedfelud pojitiven und
negativen Binomialcoefficienten ift gleid) Null

(3)—(?) +(B) = 1) = 0 e o,

IIL. Elemente der 2Wabrfdeinlidkeitsrednung.
Die abfolute und einfadje Wabr[dyeinlidkeit.

§ 282. @inb unter mehreven gleich) moglichen Fallen einige dem
Cintreffen eine beftimmten Greigniffed giinftig, bdie iibrigen dagegen un-
giinftig, fo heift dag Berhiltnis dev Anzahl jener Fille, welche dem Ein-
treffen de§ Greigniffes giinftig find, su der Anzahl aller gleid) moglichen Flle
pie mathematijdhe Wahrideinlidteit Ffiw baﬁ Gintreffen biefes G-
eigniffes.
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Begeidynet a die Zahl der einem Creigniffe giinjtigen und b die Bafl
dev thm ungiinjtigen Fille, fo ift, wenn die mathematifde Wahridjeinlichfeit
fiiv bag Eintveffen jenes Greignifies durc) w ausgedriidt wird,

a
a b’

3¢ mehr Fille dem Gintreffen bes Greignifies ginftig find obder je
grofer a ift, dejto grofer ift die Wahrfcheinlichfeit fiix das Stattfinden des
Greignifjes; find alle Falle giintig, jo ift das Stattfinden gewiis, und man
hat, dba b = 0 ift, al8 bag mathematijhe Shymbol der Gewifsheit

a
e e =
a

Je weniger giinjtige Fdlle vorfommen, defto geringer wird audy bie
BWabridjeinlichteit; ift gar Fein Fall giinjtig, fo ijt das Eintreffen des Ereig-
niffes unmaglid), und hat man, da a = 0 ift, fiv dag mathematijhe Symbol
oer Unmoglichteit

W =

w = -% =

Jm gewdhnlichen Leben bheift ein Creignid mwahrideinlid), wenn w > 1,
aweifelhaft, wenn w =L, und unwafhrideinlich, wenn w < 1 ift.

Die Wahricheinlichfeit, dafd ein Creignid nidht eintreffen werde, bheift
oie entgegengefete Wahr{deinlidteit. Sie wird bdurd) einen Brud)
vavgeftelit, bdeffen 3ihlev die Anzahl alfer ungitnftigen und bder Nenner bdie
Anzahl aller gleidh mogliden Fale ift. Bezeihnet man bie entgegengefete
BWahrideinlichleit durd) w', fo ift

w‘.—_ﬁ, daber W+w‘::—i—};: i
0. B, bie Gumme dev Wahrideinlidhieiten fiir dbas Cintreffen cined
Greigniffed und jener fir das Nidhteintveffen gibt die Einbeit,
fomit die Gewifsheit; wad audy gany natinlich evfdheint, da es gewifé ijt,
0afg jenes Greigni@ entweder eintveffen ober midit eintveffen mufs.

A w + w' =1 folgt w'' =1 — w.

Brifpiele. :

Wirft man jwei Spiehviiefel A und B, deven fechs Flachen nad) der
Rethe mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 Punften over Augen beseidynet find, fo find in
Bequg auf die Bahlen, weldhe auf ben oberen Flichen der beiden Wiirfel ju
ftehen fommen, folgende 36 Fille gleid) moglich:

AB AB AB AB AB AB
11 21 31 41 h1 61
12 22 32 42 52 62
k3 235411433 43 b3 63
14 24 34 44 b4 64
15 25 35 45 bb 65
16 26 36 46 H6. 66
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a) Um bdie ©umme b zu werfen, find 4 Fille gi‘m'ftig, ndmlid) 14,
23, 32, 41 Die BWahrj lf)tmhd)fﬂt mit beiden Wiirfeln b Augen zu werfen,

it dlio = = "

@temr Yusbruct, welder omgeigt, dajd in 9 Wirfen die Summe 5 einmal
geworfen werbe, ift jedoch nicht fo zu verjtehen, al8 wenn man in den erjten 9 Wiirfen
bie Gumme 5 gerabe einmal iwerfen miifdte; man fann bdiefe Summe vielleicht gar nicht,
ober gerabe einmal, ober audh) mehr als einmal werfen; aber wemn man febr viele TWiirfe
madyt, jo twitd fidh) dad Verhhltniz der Anzahl der Wiirfe, worin man 5 wirft, zu der
gefammten Anzohl ber Wiirfe umfomehr bdem BVerhiilinifle 1: 9 ndbern, fe linger dad
Gpiel fortgefest with. Der wirtliche Erfolg wird der durd) Bahlen ausdgedriiciten Wah:-
jcheinlichfeit um jo ndfer fommen, je grifer bie Wnzahl der BVerfudhe ift; umd in bdiejem
Sinne ift die mathematijche Wahridheinlichfeit ftetd aufyufaffen. .

b) Die Wahricheinlichfeit, die Summe 5 nidht gu werfen, ijft 1 — é_ =4

¢) Die Wahrjdyeinlichfeit, die Bablen 3 und 5 ju werfen, ijt, da nur

1
e Fille 35 und H3 giinftig find, 56 =45

d) Die Wahridheinlichfeit, einen Pajdh, d. i. zwei gleihe Zahlen zu
werfen, ift 13% = %.

Die relotive Wahr[cheinlichheit.

§. 283. Die bigher Dbetvachtete Wahridheinlichfeit, wobet nuv ein
Gveignié an und fiiv fid) betvadytet wird, BHeift die abjolute Wahrideinlidy
feit, im Gegenjae su der velativen, welde fid) auf die Bevgleidung
sweier Greigniffe bezieht. Bei der relativen Wahrideinlichfeit zieht man unter
dpen moglichen Fillen nur bdiejenigen in Rechnung, weldje entweder dem einen
oder dem andertt der beiden Gveigniffe giinjtig find, wihrend alle iibrigen
Fille unbeachtet bleiben.

Sind fiiv verjdhiedene Ereignifje s Falle gleidh) moglich, und vevgleicht
man nur die Ereigniffe A und B, bderen einem m und dem andern n Fille
giinjtig find, fo ift bie velative Wahricheinlidhfeit W fiiv dag erfte @reignié

a—%, und dié velative Wahrfcheinlichteit W' fitv dag sweite Creignis —— +n

Man fann die relativen Wahricheinlichfeiten auc) aug den abjoluten Hev-
leiten. @8 ift namli), wenn man die abjoluten Wahridheinlichfeiten fitr die
Greigniffe A und B beziehungSweife durd) w und w' begeichnet,

m i : n
— L= ]
W: m it 8 == w el n = 8 B w
m - n E.‘_.‘l ww' w T m-+n m_}_i w+w'’
8 8 8 8

Die relative Wahrfdeinlidhfeit eines Creigniffes ijt alfo
gleid) dem SQuotienten aus der abfoluten Wahrideinlidteit
jenes Greigniffes und der Summe bder abfoluten Wahridein:
lichfeiten der beiden Ereigniffe.
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8. B. Jn einer Urne find 4 weifie, 6 bloue und 8 vothe Rugeln. Die
abjolute Wahricheinlichteit,
eine weife Kugel ju ziehen, ift —— 8
1} rotbe n n n n is
daber die relative Wahricheinlichkeit,

eher eine mweife al8 eine rothe Rugel ju ziehen,

8
8

,.L [
16

+¢ﬂ~
ol o
|

4
e
8
o)

| ro o

eher eine vothe al8 eine weifie Rugel ju giehen, o

Die sufommengefelte Walhr[deinlichheit.

§. 284. Beruht die Beftimmung der Wahrfdyeinlichleit eines Ereignifjes
auf der Beredynung mehrerer einfadher Wahrideinlichfeiten, fo heift eine jolche
Wahridpeinlichfeit eine jufammengefepte. Sie ijt gweifacdher Art; entmweder
jdlieft fich das Eintreffen dev einzelnen Ereignifie gegenjeitig aus und ef fann
unter mefreven fragliden Ereigniffen nur eined fjtaftfinden, oder e8 follen
gwei oder mehrere CGreigniffe in Berbindbung mitetnander gleich-
seitig oder nacheinander eintreffen.

§ 285. Wabhrfdeinlidhfeit fiix das Eintreffen eines ven
mehreven Ereignifjfen, die jid) gegenfeitig ausjdliefen.

Jit s die Anzahl aller gleich moglidyen Fille, von denen m dem Ereignifje A,
n dem Greignifje B, p dem Ereigniffe C,... aljo m +n + p... fiir da8 Gin-
treffen frgend eines unter ben Greigniffen A, B, C,... giinjtig jind, jo ift, wenn
man die abjoluten Wahridpeinlichfeiten fiir diefe Ereigniffe durd) w', w, w',. ..
und die ujammengefeite Wahricheinlichfeit fiir dad Eintreffen ivgend eined
diefer Greigniffe duvch W begeichnet,

m - n Wil
W= wh'= —, wi=—,... und
W_m+ +p+ i—}— +p .., ober

W:W —+~W“+W'“+. o
0. i. bie jujammengefesste Wahrideinlidteit fiv bad Eintreffen
irgend eines von mefhreven jidh gegenfeitig audfdhlicfenden Er-
eigniffen ift gleich der Summe der abjoluten Wahrideinlidy:
feiten der eingelnen Greignijfe.
3. B. BWie grof ift die Wahrjdeinlichbeit, aus einer Urne, in welder
6 gelbe, 8 rothe und 10 weife Rugeln find, eine farbige Kugel u ziehen?

Die W., eine gelbe .ngel su sieen, ijt 2—‘1 ; Dbie ., eine rothe Kugel

baber die T, eine farbige Kugel ju siehen,
.} A

ot ==

3 siehen, ift 24,
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§ 286, Wahrideinlidhfeit fir das Jufammentreffen meh-
rever Ereignijje.
©8 fei W bdie Wahridpeintichfeit fiiv dad SBujammentreffen jweier Ereig-
nifje A und B, von denen dem exjteren m' Fille giinjtig und n’ Fille ungiinitig,
dem legteren m" fFille giinjtig und n” Fille ungiinftig find. Die abjoluten
Wahrideinlichfeiten diefer beiden Creigniffe find
m’ 5y m
m Gy Lo
Da nun jeder der m’ dem Creignifie A giinftigen Fille mit jedem dev m"
dbem Ereignifje B giinjtigen Fille sujammen eintveffen fann, fo gibt e8 fir das
Bufammentreffen beider Creignifie m’ m" giinjtige Fille. Die Anzahl aller
migliden Fille ift (m’ 4+ n‘) (m" + n"), da jeder der m’ -+ n' bei A
miglidhen Fille mit jedem dex m" -+ n" bei B moglichen Fille zujammentreffen
fann. @8 it daher die Wahridheinlichfeit, dajé die Geiden Eveignifje A und B
sujammen einfreffen,
Wi m’ m* 2% m’ m
(m"='n (m" 10" T m' 0" m® <0
Gind ebenjo w’, w', w' ... dbic abjoluten Wahridjeinlichfeiten fiir das
Gintreffen dev eingelnen Greignifie A, B, C,..., fo erhilt man bdie Wahr-
fdeinlichfeit fiir dag Bujammentrveffen aller diejer Ereigniffe
W= 1w/ w Wi
b. b die Wabhrideinlidteit fiiv das Bujammentreffen mehrever
Greigniffe ift gleid) dem PBrobducte aus den abfoluten Wahr-
fdeinlidhfeiten fiiv bas Cintreffen dev eingelnen Ereignifje.
3. B. Wie grofy ift die Wahrjdpeinlichfeit, mit jwei Wiirfeln auf den
evften Wurf bie Summe 5, auf den weiten die Summe T ju werfen?

Die W., auf den evften Wurf die Summe D ju werfen, ijt 34,;; bie

i
i oy
w =

7]

=iyl

W., auf den jweiten Wurf die Summe T zu werfen, ijt %; baber bdie L.
fiiv bag Bufammentveffen diefer beiden Ereignijfe —:;% S % = g}

§ 287. Wahrideinlidfeit fiix das wiederholte Eintreffen
begfelben Greigniffes.

Qit w die abjolute Walhrideinlichleit, dajs ivgend ein Eveignis eintreffe,
jo it die Wafrdeinticheit, dajs jenes Greignis 2-, 37, 4=...rmal nad-
einander eintreffe,

W, = W.W =W’
W, = W.W. W = w?,
W, = W.W.W.W = W,

W = W.W.W....rmal = w".
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Dic Wahrideinlidieit, dafs cin Greignis mehrevemale
nady einander jtattfinde, ift alfo gleid) der fovielten Poteny der
Wahrideinlidhteit fir das einmalige Cintreffen, als Wieder-
holungen jtattfinden follen.

3. B. Wie grofy ift bie W., mit wei Witrfeln 3 mal nadjeinander die

-

{ ju werfen? — Die W, die Summe T einmal ju werfen, ift %,

! { g i § 3
aljo die W., die Summe 3mal nad) einander ju werfen, (%_) == 2—16.

Summe

Wenn ein Creignis wiederholt ftattfinden foll, jo tritt jumweilen’ dev Fall
ein, dafé nady) jedem Gintreffen deselben fomwohl die Anzahl der maglichen als

die der giinjtigen Fille um 1 fleiner wivd. Jn diefem Falle ijt, wenn I: die

Wabrideinlichfeit fiir das erfte Eintreffen eines foldhen Creignifies ausdriict,
dic Wahrjdeinlichteit fiiv das rmalige Wiederholen. desfelben :
W-:E m—1 m—2 m—r-41
3 s "s8—1°'s—2° """ s—r41"

3. 8. Die W., aud einer Urne, welde 8 weife und 6 jhwarze Kugeln
enthilt, 4mal nach einander eine weige Kugel ju ziehen, wenn jede gezogene
Stugel nicht wieder in die Urne suviidgelegt wird, ift

&, 118 iy dupad 19,
I dgtzy o 148

§ 288. Wahrideinlidfeit fir dic perjdhiedenen Combina-
tionen 3weier Greignijje.

Sind s gleid) mogliche Falle, von benen m'’ dem Greigniffe A, und m"

vem Greigniffe B giinjtig find, jo ijt, menn

m’ "
- =w ump = = w
gefest wird, die Wabrideinlidfeit, j
s G R S e i A
di: b1 el e g
AP Sl i e e el w'
bl B 1) G 7 AR b e s S
LA eutbetitt Bt ULt T s w' (1 —w"
o A midgt eintrifft, aber B .L... ... 1—w)w"
. nur A ober B eintrifft.......... ‘Wl —w") 4 (1 — w') w
w A umd B beide eintreffen........ w'w"
, A und B nidt beide eintreffen.... 1—w'w"
, weber A nod) B eintvifit ... .0 (T—w') (1—

por A und B wenigftens eined eintrifft, i
alfo A, ober B, oder aud) beide... 1 —(1—w') (1—w

3. B. Wie grof ift die i}BaI)ritI)emhd)felt mit 2 Wiirfeln in jwei
Witrfen wenigftens einmal 9 Augen ju werfen ? )
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Hier ift w' = %, und w' = %, paher die gefuchte Wahridheinlicheit
8 17

1o ) b b ) = ot 3 B

Mothematifdyer Hoffnungswert.

8. 289. Qft mit dem Gintreffen eine§ Greignifies ein beftimmter Gewinn
perbunden, fo hat derfelbe vor dem Eintveffen jenes Ereignifjes einen Wert,
weldjer von dem Grade der Wahricheinlidfeit abhingt, die fiir das Stattfinden
bes Greigniffes vorhanden ift; man nennt diefen Wert den mathematijden
Hoffnungswert oder die mathematifdhe Crwarvtung. Trifit das
Greignié gewifs ein, fo darf man aud) vor dem Gintreffen desfelben den wollen
Gewinn evwarten. Sind aber fiiv das Stattfinden des Ereignifies a Flle
giinftig und b Fille ungiinjtig, fo wird das Creignig unter a + b Fallen nur
in a fllen eintveffen und daher aud) der Gewinn nidyt mit dem vollen Werte,
fondern nur mit dem fovielten Theile desfelben, ald die Wahrfdeinlichteit w,
ihn zu evhalten, angeigt, evwartet werden fonnen. Heift daher h der mathe-
matifhe Hoffnungdmwert und g der anjuhoffende Gewinn, fo it

= a—_"_l—b g =Wg,.
d. h. ber mathematijdhe Hoffnungswert eined Gewinnes ijt
gleid) bem Producte aus dem Gewinne und der Wahrideinlid-
feit bedfelben. _

3. B. Jemand fegt auf zwei Nummern einer Bahlenlotterie, welde 90
Nummern enthilt, 1 fl. und gewinnt, wenn feine Dbeiden MNummern gezogen
werdent, 240 f(.; wie grof ift der mathematifhe Hoffnungswert?

Die Wabhrideinlidfeit, mit jwei Nummern einen Ambo zu madpen, ijt

10 2
206 = gor Daber b= o 240 =20 10 ¢

§ 290. Bei BerfiGerungen, Wetten und Glicsjpielen wird eine be-
ftimmte @umme eingefet und dafilx im giinjtigen Falle eine beftimmte Summe
gewonnen. Jede vedtmifige BerfidGerung, jowie jeded redyimifige Gliidsipiel
beruht auf dem Grundfage: Der EGinfag mufs dem mathematijden
Hoffnungswerte des Gewinnesd gleid) jein.

Heifen e und e die Einfige weier Spicler, weldhe die Wahridyeinlid)-
feit w' und w" Haben, einen Gewinn g su erhalten, fo ift o' = w'g und
e’=w'g, obaher ¢': e’ =w':w”, b. 0§ die Einfdfe miiffen den
Wabhrideinlidteiten, ju gewinnen, proportioniert jein.

3. B. A wettet gegen B, daf er mit jwei Wiirfeln einen Pafdh wivft.

Die Wabhrideinlichleit, su gewinnen, ift fiiv A %, fir B %—; e8 miiffen fid)
alfo audy die Ginfige der beiden Spicler, wenn die Wette rechtmdfig fein joll,

. 5 ,
wie %:? oder wie 1:5 verhalten, d. h. B muf8 Hmal fo viel fesen als A.
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Wabrfdeinlidkeit in Seyichung auf die Lebensdauer des Menfdyen.

§ 291 Durd) Bergleihung der Stevbeliften, die fir jaflreihe Orte
und durd) viele Jahre hindurd) gefiihrt wurden, ift man ju Tabelfen gelangt,
weldje angeben, iwie viele von einer beftimmten Anzahl in demfelben Jahre
geborener Meenfdjen in den aufeinander folgenden Jahren nod) am Leben find.
Solche Tabellen Beifen Stevblidhteits- oder Morvtalititstafeln. Wir
theilen nadyftehend eine folhe Tafel mit.

Siimild)y-Banmann'jhe Sterblidifeitstafel,

i[ n an n an n ‘ an n an n ‘ a,
0 1000 20 491 40 374 60 210 80 37
1 750 21 | 488 | 41 | 367 61 201 | 81 32
2 861 22 | 481 | 42 | 360 | 62 192 | 82 28
3 618 | 23 | 476 | 43 | 353 | 63 | 182 | 83 24
4 | 593 24 | 4m 4 | 346 | 64 | 172 | 84 20

| b 579 25 | 466 45 | 339 65 | 162 85 17
6 567 26 461 46 | 382 66 | 152 86 14
7 556 27 |46 iami| 824 |67 142 | 87 12
8 .| 547 | 28 | 451 48 2167 L. 68 132 | 88 10
9 | 539 29 | 445 | 49 | 308 69 | 122 | 89 8

]

| 10 | 582 30 | 439 | 50 | 300 | 70 | 112 | 90
1 527 31 .| 433 1 51 . 291 7 103 | ot 5
12 523 32 | 427 52 282 72 1 04 | 92 4
13 519 33 421 53 273 73 | 85 R
14 515 84 415 | b4’ 2ea” |7l 7T |Vos : 2
o ' 255 | 7 | 69 | 95 | 1
16 507 36 | 402 | 56 | 246 | 76 62 | 96 0
17 503 37 | 395 A L ol 65
18 | 499 | 38 | 388 | 58 | 228 | 78 49
19 495 39 | 381 59 219 79 43

Diefe Tabelle, welde fich auf 1000 in demjelben Jahre Gebovene besieht,
enthilt in der erften mit n iiberjdyrichenen Spalte die Altersjahre dev Perjonen,
i der weiten mit a, begeichneten die Bahl ber im Alter von n Jahren nod
Qebenden. Die Diffeeny sweier Bahlen der Lebenden gibt die Anzahl der in
bem begitglichen Beitraume Gejtorbenen. So fterben 3. B. vom 20. bi§ zum
30. Lebensjahre 491 — 439 = 52 Perjonen. Die Sabhl der im nten Alters-
inhre Geftorbenen ijt gleidh) an — ansr.

§ 292. Die Wahrideinlidhfeit, dajd eine njdhrige Perjon
dag Alter von n 4 p Jahren erveidhen werde, davzuftellen.

Bon a, im Alter von n Jahren lebenden Perfonen leben im Alter von
n 4+ p Safren nod) any, Perfonen. Die Wahrideinlicheit, dafs eine n jihrige
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Perjon dag (n + p)te Jahv evveichen wevde, ift demnad), da aiy, die Anzahl

ber giinftigen und a, die Anzahl aller gleid) moglidhen Falle angibt,
]

an

Die entgegengejeste Wabrjdeinlichfeit, dajé nimlid) eine n jahrige Perjon
bag (n -+ p)te Jahr nidt erleben werde, ift w' =1 — rhe

an.

Beilpiele. 1) Wie grof ift die Wahrideinlicdhfeit, dafs eine 24 jdhrige
Perfon dad HOfte Jahr erveidjen werde? ? = 22—2 =0 637,
24
2) Wic grof ijt die Wahridyeinlichieit, dafs von zwei Eheleuten, von
penen der Wiann 40, die Frau 30 Jabhre alt ijt, beide das 60fte Jahr
evreichen werden? Die Wahrideinlicheit, dag 60fte Jahr zu erveidhen, ijt fiir

den Mann 20 Fir die Frau 22, daher die jujammengefeste Wahrideinlidteit,
ag! 430 3

agy | 210 210

daj§ beide dag 60fte Jahr erleben, ‘ng 8 = 5 g5 = 072686,

Lebensverficherungsrednung.

§. 293. Bevpfliditet fidh eine Berficherungdanitalt, einer Perfon ober
beren Redytsnadyfolgern gegen eine zu entridhtende Geldjumme in einem
beftimmten Falle, weldyer von dem Leben ober Tode einer oder mehrerer Per-
jonen abfingt, ecinen gewifjen Gapitaldbetrag oder eine beftimmte Leibrente
(8. 264) 3u zablen, fo heifit dev beziigliche Bevtrag ein Lebensverfiderungs:
vertrag. Bei allen Rehnungen iiber Lebensverjidherungen wird der Grundjap
fejtgehalten, dafs der Barmert der Fahlungen, welde die Verfidherungsanitalt
pon Den unter gleichen Bedingungen verjicherten Perfonen zu empfangen hat,
gleid) fei dem Boarwerte der Bahlungen, weldhe bdie Unftalt an diefe BVer-
fidjevten zu leiften Hat.

Unter der Rejerve (Pramienveferve) eined Verfidjerten in einem gege-
benen Heitpunfte verjteht man den Betrag, welder {ich ergibt, wenn man den
Bavwert der von ijm nod) weiterhin ju leiftenden Bahlungen von dem Bav-
wevte feiner fiinftigen Beziige fubtvabiert. Die Referve gibt den Wert der
Bevfiderungd-Polizze fir jenen Beitpunit an.

Wir Gejyvanten und hier auf einige befonders widtige Aufgaben.

§ 294. Aufgabe. Gine njdfhrige Perfon will bei einer Ber-
jfiderung8anitalt ein €apital C fo verjidern, dafé diefed nad
p Jafhren, wenn die Perfon damals nod) Tebt, an diefelbe aus-
gezahlt werden foll, dajé dagegen, fallg die Perjon wdhrend
per p’ Jahre ftivht, Ddie eingezaflte Summe ju Gunjten dev
Anftalt verfdllt; wie grof ift dex Betrag M (Mife), welder an
bie Anftalt fogleidh einjuzahlen ijt? (Verficherung auf den Lebensfall.)

!
E
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Wenn alle a, Perjoren, weldhe in der Sterblichfeitstafel bei dem Alter
n angegeben find, unter denjelben Bedingungen der Bevficherungdanjtalt beis
treten, jo haben fie jujammen M . a, einguzaflen. Bon den a, Perjonen
leben nad) p Jahren nod) apyy; an biefe hat die Anjtalt je C, alfo im
gangen den Betrag C . anyy ju jahlen, defjen Barwert, wenn Hier wie audy

in den folgenden Aufgaben der Binsfuf durd) e begeidhnet wird, £ 'ean-H’

P
betriigt. Da nun die Barwerte dev Einnahmen und dex Audgaben der Anjtalt
gleich) fein follen, fo hat man die Gleidhung

iy 4ntp Ay 2n4-p
Mg Sy . 1 baher M=0C"". oot

3u demijelben Refultate gelangt man aud) durd) folgende Sdhlujsiveife,
die ebenjo bei den fpiteren Aufgaben angewendet werden fann. Die Wabhr-
fheinlicyteit, dafé die n jafhrige Perfon dasd (n + p)te Jahr erveichen und dajs
aljo die Auszahlung des verfidherten Capitals C wivtlidh erfolgen werde, ijt

Inte daer (nach § 289) ber mathematifhe Hoffnungswert diefes Capitals

an

C. 2 ynd fein Bawwert C . 242 @8 ergibt fich daher, wie frither,

e dntp
M —r08 s

G3 fei in biejemn Falle bdie NReferve R bed LVerjidherten, wenn er k
Jabre alt ift, zu bejtimmen. Die Verficherungdfumme, weldye die Anftalt an
die ihr beigetvetenen a, Perfonen, wenn fie n + p Jahre alt werden, ausju-
sablen Bat, betrdigt C . angp; Dievon entfallt gegemwdrtig, da nur nod
ax Perfonen leben, auf einen BVerfidherten, der nad) n 4 p — k Jahren fiillige

Betrag C . i:%"—’. Die Rejerve ift demnach, da feine weitere Eingahlung u

leijten ift, gleid) bem Bormwerte diefes Betrages, alfo
an+p

R=C.anmr
Beifpiel. Wie grof ift der Betvag, den ein Bater bei' 5% 3i.n"1'e6§iné
an eine Berfidherungsanftalt einzahlen mufé, damit bdieje jeinem 10jdhrigen
Solne, wenn ev dbad 24jte Jahr erveidht, ein Capital von 2000 fl. audzahle?

2000.471 ooy,
S 2000'&10.?-4051* = ggmioen — 09432 L.

3u biefem Betrage fommt nod) ein Bermaltungsloftenzujchlag.
Wenn der Sohn 20 Jahre alt wird, ijt feine Rejerve

2000.471 __ $
R = 2000. M = 1o = 1978:87 L.

§ 295. Aufgabe. Wie grof ift der %ct_rng M, bf‘.n eilne
njihrige Perjon an eine Verfiderungsanitalt ng'IeEd)IEHF
3afhlen mujs, damit jie, fo lange fiec [ebt, am Enbde eined jeden
Jahres cine Leibrente B beziehe? (Rentenverficherung.)

WMo&nit, Arithmetil und Algebra.

13



194

Berfidern i) an Pevjonen vom Alter n unter gleidhen Bedingungen,
jo Baben fie M.a, einguzahlen. Bon bdiejen Pevjonen leben am GCnde des
1, 2., 3.,... Jahved nod) an:y, Bnte, Anys... Die Anftalt hat daher an
Renten auszuzahlen B . angs, B . 8nge, B . anys, ...

Die Summe der Baviverte bdiefer NRente ift

Bl (2t dt e By )]

e e? e3
wobei die Reihe innerhald der Klammern big an dag Cnde der Sterblichfeits-
tafel fortsujegen ijt.
et man bdie BVavwerte der Einnahmen und der Ausdgaben der Ver-
figevungdanftalt gleidy, fo ergibt fid)

M. a,:B.(% L o S ol L ) und dafer

e? ed

b 1 4 ant1 andg an43
e e i S e )

e o3
ober wenn man den fiiv B = 1 fid) evgebenden Betvag durd) ry begeidhnet, aljo

1 }:1 n an -
r,,:z(_a:i+aef+“e§5+...) ..... 1)

fﬂe"tr M: =B TIn.
Die Referve fiiv dag Alter k der Perfon ijt dann gleid)

. R e B . Tk

Die Berednung von r,, weldhes den Barvwert der Renteneinheit
fitr dbag Alter n darftelit und ein Hauptelement der BVerfidherungSredynung
bilbet, gejtaltet fich meiftend fehr miihjam und weitlufig. Wir geben in der
nadfolgenden Tabelle die fiiv 44 und 5% bereits ausgevechneten Werte
0Ol Ty

Die Conjtruction einer jolhen Tafel gejdhieht am einfadiften auf fol-
genbe Weife:

RNadh) der Formel 1) ift roqs = — ( h Bl hed .), aljo

an41 e a2
Lbrnbtping o1 an+1 an42 i
e ] ( S +"')—_aﬂ1+—1'rna'n'
und folglich ¥n— Eﬂt}-(—;—i;i'ﬂ st 2).
n

Man beftimmt nun, 3 B. fiv 49, zuerit, und swav nad) ver Fovmel 1)

yapyd agy _i L yrd iz O i
Ty, — & e B .m—o 48077,

jodann nad) der Formel 2)

00 agg (T rgg) J12.1048007 20
84T S g a 1504 T [ 1801504 = 094921,

pierauf nady devfelben Fovmel ry,, damn folgeweife ry,, vy, u. §. f., waé
mit Hilfe dev Yogarvithmen leicht audzufithren ijt.




195

Barwert einer Renteneinbeit

nad) der Siifmildy-Baumann'jden Sterblichfeitdtafel fiir 49% und H%

bevedynet.
Tn Tn Ln
n T4 e n
| e s | 8% s | su
0 11°432 9782 | 32 14°719 | 13067 | 64 7293 6838
1 14'852 | 127695 | 38 14'526 | 12916 | 65 7053 6624
2 16525 | 14'125 | 34 14'326 | 12758 | 66 6'817 6412
3 17382 | 14’863 | 35 14°117 | 12592 | 67 6589 6207
4 17840 | 15264 | 36 13938 | 12452 | 68 6372 6011
b 18002 | 15415 | 37 18'752 | 12807 | 69 6'170 5829
6 18'118 | ‘15528 | 38 18560 | 127115 | 70 5990 5'667
7 18216 | 15627 | 89 13362 | 11997 | 71 5774 5471
8 18256 | 15678 | 40 13°156 | 11883 | 72 5580 5294
9 18'268 | 15706 | 41 127944 | 11662 | 73 5418 5147
10 18249 | 15709 | 42 127728 | 11483 | 74 5220 4966
i1 18149 | 15651 | 43 127494 | 11296 | 75 | 5038 4'819
12 18029 | 15559 | 44 12957 | 117101 | 76 4°854 4631
13 17895 | 15463 | 45 12011 | 10896 | 77 4691 4482
14 17756 | 15362 | 46 11°755 | 10682 | 78 4476 4282
15 | 17610 | 15256 | 47 11527 | 10494 | 79 4304 4'124
16 | 17459 | 15146 | 48 11291 | 10297 | 80 4202 4082 |
17 | 17802 | 15029 | 49 117048 | 107093 | 81 1053 3895 |
18 17138 | 14'907 | 50 10°796 9'880 | 82 3'818 3'675
19 16968 | 14779 | 51 10°575 9695 | 83 3682 37501
20 16790 | 14'645 | 52 10°349 9505 | 84 8'533 3'412
21 16642 | 14535 | 53 10°118 9309 | 85 3'322 3214
22 167487 | 14421 | 54 9881 9108 | 86 3196 3098
23 16827 | 14301 | BB 9639 8900 | 87 2877 2796
24 16160 | 14'175 | 56 9°392 8687 | 88 2'591 2522
25 | 15987 | 14043 | 57 9138 8468 | 89 2368 2811 |
26 15807 13°906 | 58 8'879 8243 | 90 2°284 2'235
27 15619 | 13761 | B9 8614 8010 | 91 1851 1°816
28 | 15424 | 13609 | 60 8342 771 | 92 1'406 1384
29 | 16267 13482 | 61 8064 7526 | 98 0°949 0937
30 15085 | 18350 | 62 7780 7272 | 94 0481 0476
31 14905 | 13212 | 63 7536 7065

Beifpiel. Weldyen Betrag mufé eine 47fihrige Pexfon eingablen, um jich
cine Ceibrente pon 200 Rromen ju fichern, die Binfen ju 4% gevedynet?

M = 200.r,, = 200.11°527 = 2305"4 Kronen.
13*
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8. 296. Aufgabe. Gine njdfhrige Pevfon will bei einer Anjtalt
¢in Gapital C verjidern, bad nad) ihvem Tode ihren Erben
audgezahlt werden foll; wie grof ift der Betvag M, bden fie
fogleid) einguzahlen hat? (Verfidherung auf den Todesfall.)

Treten ber Anjtalt a. Perfonen unter gleidhen Bedingungen bei, fo
mui§ die Summe ihrer Ginzahlungen, nimli) M. a,, gleid) fein dem Bar-
werte alfer Capitalien, weldhe von der Anftalt fiir die gejtorbenen Perjomen
an deren Erben ju zablen find.

Bon a, Perjonen leben nach einem Jahr nodh) a,y, die Jahl der
®eftorbenen ded erften Jahres ift aljo an — anaq. Ebenjo jtexben im 2., 3.,...
Qabre 8ni1 — Bnts, Bops — ants, ... Die Anjtalt hat aljo am Ende
ded 1., 2, 3.,... Jahres an die Grben der Gejtorbenen die Capitalsbetrige

C. (8 — 8nt1), C. (8041 — 2n42), C.(8n12 — Bn4a), .-
31 3ablen. Die Summe der Bavrwerte aller diefer Jabhlungen ijt

an —an4l | andl — an43 | 342 — And 8
C [ _I_ L + n. n + ]

e e a3 3
il | [ au+1 31;-;-2+”)+ {3n+1 8-n+2+ )]
=c.2 [1 ‘"";+1+i‘;;’—2+ D L ey )]

[1 L (e—l) (™2 *‘g*+..)]
(5]
= [1 — (e — 1)rn],
wenn der Ausdruc :—n (a":l - —3':# +. ) burd) r, exfest wird (8. 295).
Somit ijt
(6

L P = it [1—(8_1)1.“7' Saber

(-]

M—-E— [1—(e—1)rn_.

&benfo ift bie Referve fiiv die Perfon, wenn fie k Jabre alt ijt,

R:%.[l -——-(e—l)rx—‘.

Beifpiel. Weldjes Antrittdgeld Hat eine 36jdhrige Perjon bei Hg Binjen

an eine Berfiherungdanftalt ju zahlen, damit nad) ihrem Tobe ihre Erben
eine ©umme von 2500 fl. erfalten?

M= 2% (1005 1,,) = B2, (1 — 0-05. 12-452) = 89854 .

§. 297. Aufgabe. Gine njdbhrige Perjon will gegen eine am
Anfange jeves Jnhres zabhlbave Pramie P ein Capital C ver-
jicgern, dbad beithremAbfterben an die Evben audbezahlt werden
joll; man fude die Beziehung jwifden P und C.

P e e e
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: S)?i.rnmt man wieder a, Perjonen vom Alter n an, fo betriigt die von ihnen
gleidy beim Gintritte an die UAnjtalt ju jaflende Primie zujammen P . an

Nady .1, 2,... Qabren leben nod) angs, ante... Berjonen; diefe jablen an
Pramien P . anyy, P. anys,

Dev Barwert aller Pramien ijt alfo

Polo 22ty ]

=P.%[L+§(%ﬂ+ﬁ§+.nn
=P .an(l 4+ 1) (§ 295).

Dev Bavwert alfer Leiftungen der Anjtalt an die Grben dev BVerfidherten
ift, wie in der Aufg. §. 296,

%.an[l—(e—l)rn].

PMan Hat dabher
P.as(1+m)=

_g g [1— (e — 1) ry], ober
P.(l4m)=—

4 [l —_— (B - 1) rn]-

Die Referve fiir bag Alter k der Perjon ift gleih der Differen; der
auf diefen Beitpuntt bezogenen Bavwerte der Finftigen Begiige und Priamien, aljo

R=-".[1—(e—1)n]—P[1+n]

oder, wenn man fir P ben Wert aus ber friiheven Gleichung fubjtituiert
und dann ben Ausdrud veduciext,

nf— Tk
.R - C . —in—f——rn-'
Beifpiel. - Gine Hdjdhrige Perfon will auf den Tobdesfall ihven Erben

ein Capital von 4000 Kvonen verfidhern; welde jiheliche Pramie Hat jie bei
49 Berginjung einzuzafhlen?

4000 1—0-04ry;, 4000 1 —0°04.9°639 55,
P-—-m.m—-——ffo—‘i. 1+9'639 = 922 2@\:0"?“.
Fitv bie obige Berfon wire nad) 10 Jahren die Rejerve
gk Tos— Ta5 o 258 -
RI&S 4000.3?%—5 =4000. {5535 — 972-3 Kvonen.



Anhang.

L. Sobere nnmeriffe Gleidungen.

8. 298. Die alfgemeine Form einev numerijden Sleidung ded mten

®rabed mit einer Unbefannten ijt
2+ A x4 A xm 2 L Apax+ A =0,

wo die Goefficienten A,, A,, ... A befonbdeve pofitive ober negative Bafhlen
bedeuten, einige von ihnen aud) Null fein fonnen.

@in von ber verinderlihen Bahl x abhingiger Ausdrud wird eine
Function von x genannt und durd) f (x), F (x), ¢ (x), ... beseichnet.

Seit man daher dag Lolynom

x2 4+ A xut LA xm 24 A x + An = (),
fo fann mit Hilfe diefer Begeichnung die obige Gleidhung duvdy £ (x) =0
dargejtellt werden.

Allgemeine Jdbe itber die Gleidyungen.

§ 299. fumdamentalfoy. Jede Gleichung

fER)=x"4+ A, x4+ A x 2+ .. + Apax+An=0
hat mindejtensd eine Wurjel

Fiiv diefen Saf gibt e8 mehreve fehr fharfiinnige Beweife, die jedod
alfe bie Grengen bdiefes Budjes iiberidhveiten. LWiv werden daher hier den
Safy geradegu al8 wahr annehmen und ihn fodann den weiteren Unter
fudyungen jugrunde legen.

§. 800. 1. 3t a eine Wurzel der Gleidung f (x) =0, fo ijt
f (x) burd) x — a theilbar.

2. Umgefehrt: it £ (x) durd) x — a theilbar, fo ift a eine
Wurzel der Gleidhung f (x) = 0.

Beweis, 1. @8 ift
3 R
IO — w14 B x"? 4 B,x" 3+ .. + Busx + Bas+ =
oder, mwenn

14+ B x"2?4+ B, x™ %+ .. +Busx + Bu =1, (%)
gefetst wird,
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ﬂ."l:fl () s daher f (x) =(x —a) f, (x) + R,

X—a x —al
wo dev Rejt R, wenn einer iibrig bleibt, x nidht enthalten fanmn.

Subitituiert man fiiv x den Wert a, fo evgibt fidh

fali=— R.

Da aber a eine Wurzel dev Gleichung £ (x) = 0 ift, jo mufs £ (a) = 0,
und aljo aud) R = 0 fein, d. h. £ (x) ift duvch x — a theilbar.

x —a Deifit ein Wurzelfactor (§. 217) dev Gleidung f (x) = 0.

2. Qft f (x) durd) x — a theilbar, fo mujs R =0, alfo f (x) =
(x — a) £, (x), mithin f(a) =0 fein, d. h. & ijt eine Wurgel der Gleichung
f(x =10

§ 301 1. Das Polynom jeder auf Null veducierten Gleidhung
f(x)=0 vom mten ®rade [djét fih in m Binomialfactoren
bon der Form x — a zerlegen.

2. Jede Gleidhung des mten Grades hat m Wurzeln.

Beweis. 1. G8 fei a, eine Wurzel der Gleidhung f (x) = 0 vom mten
Grade; nad) § 300 ift dann f(x) = (x —a,) f, (x), und f, (x) cin
Polynom vom (m — 1)ten Grade. Die Gleidhung f, (x) = 0 hat aber eben-
fallg eine Wurzel a,, folglidh) ijt £, (x) = (x — a,) f, (x); die Gleidung
f, (x) =0 vom (m — 2)ten @rade hat ebenfalls eine Wurzel a,, folglidh ijt
f, (x) = (x— a,) £, (x), u. {. w. Slieflid) exhiilt man fr_s (x) = (X — an—1)
fn_1 (%), wo dann die Gleidung fu—i (x) = 0 vom erften Grade nod) eine
BWurzel an bat, fo dajd fu—y (x) = x — an wird. Durd) allmihlide Sub-
ftitution ergibt fid) demnadh

(x) = (x — 8) (x — 8) (x = 8) - (X — ) (x — au).

2. NAus dem lepsten Ausbrude folgt, dafd £ (x) fiiv jeden der m Werte
a;, a4y, 8y, .. Am—1, am JUI Wird, dagegen fiiv feinen andern von Ddiejen
berjdyiedenen Werten a, Null werben fann; d. §. die Gleidhung £ (x) = 0 vom
mten Grade hat m Wurgeln, aber aud) nicht mehr aldé m Wurzeln.

Die Wurzeln felbjt find entweder veell ober imagindr, und im erjten
Falle entweder gange obder gebrodhene oder audy ivrationale Sahlen; audy finnen
3wei oder mehreve Wurzeln einanbder gleid) fein.

Solgefoy. Wird dag Polynom einer auf NRull veducierten Gleidhung
durd) einen Wurjelfactor derfelben dividiert, jo evhilt man dag Product aller
iibrigen Wurselfactoren jum Quotienten. Betvadhtet man daher diefen Tuo-
tienten al8 eine Gleidung, fo find bdie Wurzeln devjelben jugleich Wurzeln
der urfpriinglidhen Gleidhung.

§ 802. Jn jeder auf Null veducievten Gleidung ift der
Coefficient des erften Gliedes 1, der Coefficient ded zweiten
®liedes gleidh der Summe der mit entgegengefepten Feiden
genommenen Wurzeln, ber Coefficient ded odritten, vievten,

. ®liedes gleidh der Summe der Combinationen weiter
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pritter, ... Glojje, da§ lepte bon x freie Glied gleid) dem Pro-
ducte aller mit entgegengejepten Beidjen genommenen Wurzeln.

Beweis. Sind a,, a,, a,, ... an die Wurgeln der Gleidjung
f(x) =z + A, x-VpIA P TEOA Symetile G- R Aa =0,
jo ift nadh) §. 301

f(x) =(x —a,) (x—a,)(x —a) ... (x—am).

GEntwidelt man nun dag legte Product nad) dem Bilbungsgefese in
§. 278 in ein Polynom, fo ift, dba die Coefficienten der gleidhnamigen Glieder
in betven Polynomen von f (x) gleich fein miiffen,

A1=—(a‘1 +a'2 +a'3 +--+am),
A, = "a, a, Jaa a8+ .. -+ 8m—1 8m,
A, =

-~(a1 a, a5 -+ a,1 a, a.1 4 U004 ap_s am—1 4m),

A= (— 1)“‘ 8, 8, :;m3 o Al
Solgefat. Jebe Wurzel einer Gleichung ijt ein Factor ihres
legten Gliedes.
§. 303. Medanijdhes Verfahren jur VBejtimmung ded YDuo-

tienten ;L(_’Elé und der ®rofe f (a) fiiv einen beliebigen Wert

bom a.
f(x)=x"4+ A x= 1+ A, x" 2+ ... + Ap_1X + Ay, und

L0 g + B, x"2 L B, x»% 4 ...+ BnsX+ Bua+ X_R“;

e B.

jo erhdlt man nad) bem gewdhnlichen SDmmonénerfuI)reu
B_a,—l—Al, B,—=a’4+ A a4+ A,
B,=a’+ A a’ 4+ A, a4+ A,

Bm_; = am—l + A, a‘“—i’ + A 9}"—3 -+~ + An_sa + Any,
R=ar 4 A am !+ A, am—2+ —|—Amﬂla.+Am.
Dev Reft R ift, wie man fieht, bdas S]%efu[tat ber Subftitution x = a
in dem gegebenen Polynom f (x), aljo R = £ (a).
Subitituiert man den Wert jedes diefer Coefficienten in dem Ausdrude
filv den niditfolgenden, fo evgibt fich
B, =a+ A,
B, = (a4 A) a+ A, =Ba+ A,
B, = (a + A, a+A)a+A =l a.—l—A

Bm_1 — Bm 2 d + Am_1,
R B g == Am.

@8 ijt aljo der exfte Coefficient des Quotienten gleid) dem exjten Coeffi-
cienten bed Dividends (hier 1); jeder folgende, 3. B. dev ke Coefficient ded
Quotienten wird erhalten, indem man den vorhergehenden mit a multipliciert
und gum Producte den kten Coefficienten ded Dividends addiert.
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Die auf einander folgenden Coefficienten des Quotienten f—(j—l‘ fann man
demnad) nad) folgendem Schema bilden:

1 A, A, T TSR . A,
) a B3 4B a Bu.s8,, Ba_is
1 B, B, IR R R T T R

Grhdlt man R = f(a) =0, fo ift a eine Wurzel der Gleidhung £ (x) == 0.
€8 fei 3. B. f(x) =x* 4 2x* — 13x> — 14x + 24 =0, fo hat
man fiivr x = 4
g, + 2 — 13 — 14 + 24
§ + 4 + 24 —+ 44 + 120
W AR +6 AT +30 + 144;
alfo gibt % den Quotienten x* + 6x* + 11x 4 30 und ben Reft R =
f(4) = 144, wovaus aud folgt, dafs 4 feine Wurzel der vorgelegten Gleichung ift.
giit x = 3 hat man

1 L —i13 AR 424
2 +3 + 15 + 6 a5
) & i + 2 — '8 0;

fomit {jt 1 — x84 5x* 4 2x —8 ud R=1£(3) =0, aljo 3 eine
BWurzel der Gleichung.

§. 804. Bringen zwei reelle Werte x = a und x =0>b in der

Sunction f(x) entgegengefept begeichnete Rejultate hervor, ]'.o
mufé jwijden a und b mindejtensd eine veelle Wurzel der Glei-

dung f(x) =0 liegen.
Beweis. E8 fei
f(x) =x2 4+ A, x™ 1+ A, x2 %4 ... + Aulix +An'= 0.
et man ftatt x iberall x + h, wo h jehr flein ijt, jo ift
f(x4+h)=(x+hmr=A, (x +h)™* 4 .. + Ansy (x +h) + An,
oder, wenn man diejen Ausdruct entwidelt und nady den jteigenden Potenzen
bon h orbnet,
fx+h=f(x)+C h+Ch*+C;h* 4 ... und
f(x+h)—f(x=Ch+Ch+Ch+...,
wovaus folgt, dafé fiir fehr FHeine Inderungen h aud) £ (x) fehr r?cnig U=
oder abnimmt, dafs aljo, wenn x fidy ftetig dndert, audy £ (x) fidy ftetig dndert.
Qiijst man daher x alle Swifthenwerte von a und b duvdylaufen, jo wird audy
f(x) ftetig aug f (a) in f (b) itbevgehen und mujs wihvend biefe§ 11berganges,
wenn £ (a) und £(b) entgegengefept beeichnet find, mindejtens einmal durd)
Rull durdygehen.
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3ufah. Sind f(a) und f(b) entgegengefett beseichnet, fo fann, dba nad
sweimaliger dndevung des Borjeichens dasfelbe ungedndert bleibt, f (x) von
x=a bi¢ x=>b aud) 3mal, Bmal, alfgemein (2n 4 L)mal aug dem
Pofitiven ing Negative und umgefehrt iibergehen und wilhrend Ddiejes Ubers
ganges Null werden; d. i. ed fonnen, wenn f(a) und f(b) entgegengejeste
Borzeichen haben, gwifchen a und b aud) mehrere veelle Wurgeln der Gleidjung
f(x) =0, jedod) immer nur in ungevadev Anzahl, liegen.

8. 305. Sind bdie Goefficienten in der Function f(x) gange
Bafhlen, fo find alle rationalen Wurzeln der Gleidung f(x) =0
ebenfallé gange Zahlen.

Wiire die gebrodene Jahl ‘2" in weldher p und q velative Primsahlen

feien, eine Wurzel der Gleichung
fx)=x"+ A x4+ A x" 24 ...+ Ap x4 An=0,
fo wiivde aus
P p \n—1 P m—2 P i
(E) A (?) i, (q) g +A’”"(q) W
wenn man mit g™~ multipliciert,
me =— (A, p" '+ A pm2q+.. + Auip @™+ An qm-t)
folgen; e8 miijéte aljo % einer gangen 3ahl gleid) fein, was nicht moglid ift, ba
q und q velative Primzahlen find (§. T4, ).
§. 806. Sindert man in einer Gleidung die Borzeiden aller
gerabftelligen ®lieder, wobei die etwa fehlenden mitzuzahlen

find, fo {ind faimmtliche Wuvzeln der neuen Gleidyung die ent:
gegengefesten Werte von den Wurzeln dev gegebenen Gleidyung.

Jit die Gleidhung
fER)=x"4+ A, x" 1+ A, x"2 4 A xP 34+ .+ Anax 4+ An—0
gegeben und a eine Wurzel der Gleidhung
Fx)=xm— A xm—1+ Ay xu—2— Agxm—8 + . . (— 1)n~1 Ap—1 X + (— 1)® Am = 0,
fo ift, wenn m eine gerade 3abl ift, offenbar f(— a) =F (a) = 0, und
wenn m eine ungevade Bafl ift, £f(— a) = — F (a) = 0, alfo in jedem
Falle — a eine Wurzel der Gleidung f (x) = 0.

Durd) diejen Safs veduciert fidh die Anfldjung einer numerijden Gleidung
auf die Bejtimmung der pojitiven Wurzeln. Um namlid) die negativen Wurzeln
derfelben audzumitteln, darf man nur die Beidhen an den gevaben Stellen
dndern und die pojitiven Wurzeln bdiefer tvansformierten Gleichung fucher;
werden diefe entgegengefest genommen, jo hat man die negativen Wurzeln der
urfpriingliden Gleidpung.
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Beftimmung der velativen Wurgeln,
§. 307. Sind in der Gleidhung
fi(x) =22 4'A, g0 i igmea 0 QA I A i

die Coefficienten A,, A,,.. Ay gange Bahlen, fo miiffen die Wurzeln,
wenn fie vational find, ebenfalfs ganze Bahlen fein (§. 305). Jn diejem
Jalle gibt der Safs, dajé jebe Wurzel einer Gleichung ein Factor ifres lesten
®liedes ift, ein einfadjed Mittel an die Hand, die Wurgeln ju beftimmen. Man
gerlegt dagd von x freie Glied in feine Factoven und fudgt durd) Subjtitution
oerfelben biefenigen auf, weldje die Gleidhung auf Null bringen.

Bei der Subftituierung bedient man fid) mit Vortheil ded in § 303
begriindeten medjanifchen Verfahrens. Findet man dabei, dajs ein Factor a eine
Wurgel ber Gleidhung f (x) = 0 ift, jo founen die weiteven Subititutionen,
ftatt in der gegebenen ®leihung, nad) demfelben Berfahren fofort in ber

btwtientengleid)ung xfix)a =0, mwelde bdie iibrigen Wurgeln bder Gleidjung
f (x) = 0 enthalten mufs, gemad)t werden.
Es feiz. B.x*—x*—Tx"+x+4+6=0.
Dag von x freic Glieo 6 Hhat bdie Factoren =1, &= 2, =3, * 6.
Durd) Subftitution diefer Factoren erhdlt man
1 —1 —7 +1 + 6
1 0 —7 — 6
Ml 0 ey

) e ey
el
—2 =t
+ B oy

Die Wurzeln diefer Gleidhung find alfo + 1, — 1, — 2 und + 3, und
e8 entfillt bie Priifung der iibrigen Factoren — 3, =+ 6.

Wenn das legte Glied viele Theiler hat, fo wird die hier angegebene
Untexfudjung weitlinfig. Bur Abfiiczung diefer Recynung beftehen verfdyiedene
Berfahrungsweifen, deven nihere Betvadytung wiv jedod) hiev iibergehen miiffen.

§. 308. ©ind in der Gleidung

f(x)=x2 + A, x" 1+ A, x" 2 ...+ Au1 X+ An =0
die Goefficienten A,, A,,...An, oder ecinige Dderjelben gebrodyene
Bahlen, jo [ijét fidh diefelbe immer in eine andeve Gleichung transformieren,

beren Goefficienten gange Bablen find, indem fiix x iiberall %, wo q bag
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Feinjte gemeinjame DBielfache der Nenmer alfer gebrodenen Coefficienten ijt,
gefest unbd bann mit g™ multipliciert wird.

Alle vationalen Wurgeln der transformicrten Gleidhung find gange Bahlen
und fonnen nad) §. 307 gefunden werden; wird jede derjelben duvd) q dividiext,
fo echilt man die Wurzel der gegebenen Gleidhung f (x) = O.

Beftimmung der ivrationalen FWurjeln,

8. 309. &ind die Wurgeln einer Gleidhung mit gangen Coefficienten
nidht ganze Bablen, fo find jie irrational (§ 305). Wenn man in der
Gleihung bdie auf einanbder folgenden gangen Bablen O, 1, 2, 3, . . jubitituiert,
jo lajst fid) nad) §. 304 aus den Borseidhen bder Rejultate erfennen, zwijdhen
welden ABahlen ald8 Ndherungswerten Dbdie eingelnen pofitiven ivvationalen
Wurzeln diefer Gleichung liegen und e Hanbelt fidh dann nur dbavum, aus
pen gefunbdenen MNaherungswerten die dagwifchen liegende Wuvzel mit jedem
gefordevten Grabe der Genauigfeit ju berechnen, Die Beftimmung dev negativen
irrationalen Wurgeln fonn auf die Beredynung dev pofitiven Wurgeln juviict-
gefithrt werden (§. 306).

Fiiv die anndherungdmweije Bevedhnung bder ivvationalen Wurzeln gibt ef
verjchiedene Miethoben, von denen wir Hier nur zwei betradyten wollen.

§. 810. I. Hewton’[dye Hiherungsmethode.
€8 fei x, eine Wurzel der Gleidhung
flx)=x"4+ Azt A x3 L A+ Ay =0

und a ein angendberter Wert diefer Wurzel, jo daj8 x, = a + h ijt.

Allgemein ift
fx+h=x+h"+A x+h)14...+ Apa(x 4+ h) + Ay =0,
oder, wenn man den Ausdvud nad) den Potenzen von h ovduet,

fx+h)=f(x)+hf (x) + b (x) + b (x) + ...,
wof (x) = mx™! 4 (m — 1) A, x2 4. .+ Any ift, und f, (x), f; (x),..
gleihfallé von h unabhingig jind.

Filr x = a wird daher

f(a + h) = f(a) + hf, (a) + b*f, (a) + h*f, (a) +- .-
Da a + h eine Wurzel der Gleidung, aljo f (a + h) =0 werden fjoll,
jo ift h fo ju beftimmen, dajs
f (a) + hf, (a) + h%f, (a) + h*f, (a) +... =0

wivd. Jft mm h <1, jo find h? h%.. nod) fleiner; man erhalt daber,
wenn  man  die Gliedber mit h2 h*® ... vernadldffigt, ndhevungsmweife

f(a) + hf, (a) = 0, folglich h = — jl—((% b
a—l—h:a—%:a,

alg einen MNaberungdwert der Wurzel.
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Wendet man auf a, denjelben Borgang an, wie frither auf a, jo exhilt man
£ (ay)
f; (a1)
alg einen weiten nod) genaueven Niherungswert; u. f. w.

Beifpiel. f(x) =x® —4x®? —Tx +4=0.

giir x =0 wird f(0) =+ 4, fiir x =1 wird f(1)=—6, woraus
folgt, dajé eine Wurgel der Gleidhung jwijdhen O und 1 liegt.

Da f, (x) = 3x* — 8x — T ift, fo hat man fitv bie erfte Anniherung

a=0, f(a) =+ 4, f (3‘):_7;

i s
Gt die gweite Anndherung ift

a,=a, —

a; = 0+5, f (a,) = — 0:375, f, (a,) = — 8-25;
a, =0‘5-——% = 0-45.

Fiiv die bdritte Anniherung hat man
a, = 04D, f (a,) = 0°131125, £ (a;) = — 9+9925;
ty = 0°45.-2 208 — 0485,
Fiiv die vievte Anniberung hat man
a, = 0°463, f (a,) = 0-000776847, f, (a,) = — 10-060893;
a, = 0-463 LT — 0-4630 7721,
weldger Niherungswert auf 8 Decimaljtellen genau ift.
Aufj diefelbe Art Fomnen wir aud) die anbern Wurzeln der Gleidjung
finden. Einfadher ijt e8 jedodh, fogleidh die Luotientengleichung

f(x) I : it .

su entwideln und jopann bdie quadratifhe Gleidhung aufzuldjen. Aug bdiefer
ergeben fidh x = 5-1985 2321 und x = — 1+6616 0042 al8 bie beiden

anderen Wurgeln' der gegebenen Gleichung.

§. 311. II. Bic Regula falsi.

Hiiufig wird aud) die folgende Aufldfungsmethode, die unter dem Namen
der Regula falsi befannt ift, vortheilfaft angewendet.

Qft x, die gu bevechnende Wurzel der Gleidhung £ (x) = 0 und evhlt
man fiir jwei Subftitutionen a und b bdie Refultate £ (a) und £ (b), fo liegen
a und b dem wafren Werte x, um fo niber, je weniger £ (a) und £ (b)
von O verfdhieden find; e8 beseichnen daher x, —a=e¢ und x, —b =4
die Fehler der Subijtitutionen, und f(a) und f(b) die Fehler der Rejultate.

Mit Riickicht auf § 310 ijt

f(a) =f(x, — &) = f(x,) — ofy (x;) + &% (x) — & () +...,
f(b)=1£(x, — ) = f(x,) — Bf; (xl) + B, (x,) A B (=) + -
wo £, (x,), f, (x,), f; (x;) ... bon & und f unabhingig find.
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Da f(x,) = 0 ijt, fo folgt, wenn e und § fehr flein find, anndherungs-

weife f (a) = — ef, (x,), f(b) = — Bf, (x,), und daber

il N

F(B)/mipliae x —ibf
b. . bie Fehler ber Refultate verhalten fidh fo wie die Fehler
der Subjtitutionen.

Aug diejem ndbherungdweife vidtigen Sage ergibt fid) dann

bf (a) — af (b b —a)f(a
R o
alg ein genauever Wert fiir die gefudyte Wurgel.

Nimmt man fobann ioieder diejen newen Wert ald die eine Subijtitution,
und je nad) dem Rejultate derfelben entwebder einen der fritheren Ndherungs-
werte oder aud) einen andern entfpredjend evfdjeinenden Wert al§ die jweite
Gubjtitution an, o erhilt man nacd) der lessten Formel einen nod) genaueren
Wert vl = - 1. .1,

€8 fei 3. B. die Gleidhung f (x) = x* — x* + bx — 6 = 0 gegeben.
MNan hat

i — f(a) = —1,
bi— 2. f (b) = + 8; baber
ap—= Tl —1:1.
A =151 f(a,)=— 0329, (u flein)
b, =12,  £(b,)= + 0-288;
gm0 RIS . {63
a, = 1:163, £ (a,) = — 0:031601, (3u flein)

b, =116, f(b,) = + 0-015296;
8, = 1:163 + S 0 e) — 115772,
weldper Wert die Wurzel auf b Decimalen genau gibt.
Die Regula falsi (@8t fid) auch bei tranjcendenten Gleichungen amwenden.
68 fei 3. B. die Gleihung x* = 10 aufsuldjen. Dlan erhilt darvaus
xlog x =1, baher f(x) = xlog x — 1 =0. Da offenbar x = 2 und
x << 3 fein muf8, fo verjuchen wir die Subititution 2-5.
Fiiv a = 25 ergibt jid) f (a) = — 0°00515.
Darvaus folgt, dajd 2+5 zu flein ift, jedod) der Wurzel jchon jehr nabhe
fommt; wiv nehmen daher 2-51 al8 zweite Subftitution an und evhalten
Ho=—=2-81 f (b) = + 0:00318;
oaher nad) ber Regula falsi :
8;=25 4 LU0 2-50618;
welcher Wert auf 5 Decimalen ridytig ift.



II. Geometrifdie Darfielung der imagindrven und der complexen Jallen.
1. Geometrijdye Davjtellung der imagindren Bahlen.

§. 312, Stellt XX’ die unbegrengte Bablenlinie, OX bdie pojitive und
OX’ die negative Richtung dar, fo nimmt der Punft O die Stelle der Null
ein; alle denfbaven pofitiven gangen, gebrodjenen und ivvationalen Bafhlen haben
auf OX, ebenjo alle negativen Bahlen auf
O X' ifjre Stelfe und jind dort bejtimmbar.
B Gine Grweiterung ded Bahlengebietes in der
Liingenvidhtung - bev  Jaflenlinie ift nidt
JHnits-n otb L mbglid), weil biefelbe in biefer Richtung

; liidenlog bereité burd) bdie reellen Babhlen
\,y ausgefiiflt wird. G8 bleibt daher, um audy
B pie imagindren Rahlen bdavjujtellen, blof

H bie feitliche Grweiterung iibrig, d. i. man
mufd aug ovev Bahlenlinie in Dbie

Bahlenebene hinausteten.

Aieht man duvd) den Nullpuntt O der Sahlenlinie X X* auf bdiefe eine
Genfredhte Y Y' und bejhreibt aus O mit dem Halbmeffer OA = b einen
Rveis, weldher jene Senfrechte in den Puntten B und B’ fehneibdet, o ijt nad
einem  befannten Sage bder Planimetvie fowohl OB ald OB’ bdie mittlere
Proportionale wijdhen den Abjduitten O A und O A’ ber ald Durdymeifer
angenommenen Stredfe A A’ Wird daher OA =4 b und OA’'=—b

gefetst, fo hat man OB2= + b.—b = — b?, woraus OB =}/ — b?
= b }J/— 1 =bi folgt. OB’ untexjheidet fih von OB blofy durch die
entgegengefetste Lage, fo dafs, wenn man OB = + bi annimmt, OB’ = — bi

gefesst werben mufs.

Wenn man nun die Sahlen +4 b und — b durd) diejenigen Punfte A
und A der Bahlenlinie X X* vepriifentiert, bdeven Abftande vom Nullpuntte
nad) @rofe und Richtung duvch dieje Bahlen angegeben werden, jo erjdyeint
¢8 conjequent, al8 NReprifentanten der Sahlen + bi und — bi die Puntte
B und B’ angunehmen. Die imagindren Bahlen finden daber ihve Darjtellung
auf einer ®eraden, welde auf dev urjpriinglidhen Babhlenlinie in deven Null-
buntte fenfrecht fteht.

Jn den Bahlenausdriiden

+b=b.+4+1, SV S T
— h=h.t=1, —bi=b.—1
dritt der abfolute Wert b aus, dajé jede diefer Jahlen b Einbeiten ent-
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halt; die Reidjen aber, ober im evweiterten Sinne die Ridytungsfactoren
+1, +i, —1, —i jeigen an, dafs bie b Ginbeiten besiiglih in den
Ridtungen OX, OY, OX!, OY’ su jibhlen find.

Die Gerade X X’ nennt man bdie veelle, die Gerade YY' die ima-
gindre Bablenlinie.

2. Geometrifde Davitellung der compleren Zahlen.

§. 313. Die reelle Zafhlenlinic XX fann al§ die Abjciffenadhfe und die
imagindre Saflenlinie YY al§ die Ordinatenadje eined vedytwintligen Soor-
dinatenjpftems betvadhtet werden. Legt man durd) die beiden Adhfen eine Ehene
und nimmt bdie veellen Sahlen a und b einer compleren 3ahl a 4 bi al8
Goordinaten eines Punftes M, und zwar a ald Abjciffe und b al8 Ordinate
an, fo ift dabuvd) die Lage diefed Puntted in der Ghene unjweidentig beftimmt;
umgefehrt entfpricht einem Punfte M, bdeffen Coorbinaten a und b gegeben
find, eine eingige complere Rafl, welche die Abjcifie a des Punfted ald veellen
Bejtandtheil und die Ordinate b ald veellen

o Factor deg imagindren Beftandtheild enthdlt.
M B M o Der Punft M erjdyeint fonad) al8 der geo:
+(bi metvijhe Reprijentant der complexen Bahl
< a + bi. Man gelangt ju bdiefem Punfte der
Ao i Rahlencbene, wenn man vom Nullpunfte anf
b ber veellen Adhfe bdie Strede a, und dann

T 17 G fenfrecht Davauf die Strede b auftvigt.
¢ @benfo evgibt fid), dajs die compleren
¥ Raflen — a 4+ bi, — a — bi, 4 a'— bi

beiiglihy duvdy die Punfte M, MY, M™
pargejtellt wevben.

2jst man a und b alfe veellen ahlemwerte von — oco bi§ + oo
ftetig durchlaufen, fo evhilt der Punft M, weldher in der Bahlencbene bdie
complexe Bafhl a -+ bi davtellt, alfe in diefer Ebene mogliden Lagen.

§ 314. Gine befonbders wichtige Form nehmen bdie compleren Bahlen
an, wenn g ifrer Darftellung jtatt der vehtwinfligen bdie Polarcoordinaten
angemwendet wevrden.

Jit M der Punft der Bahlenebene, weldher bdie complere 3abhl a + bi

varftellt, und ift OM =r bder Abftand bdesfelben vom Coordinatenanfangs-

e punfte und MOX = ¢ bder Winfel, weldhen OM mit
der pofitiven Abjciffenadhfe bildet, fo evgibt fidh aus

M
‘ r . a=rcos g und b=rsin @
i .
unmittelb
‘ X ittelbar

0 @A a + bi=r(cos ¢ + isin @).
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Jn diefer Darftellung Heifit die compleye 3ahl r (cos @ -+ i sin p) die
veducievte Form, r der Modul und ¢ dad Argument dev compleren
Bahl a 4 bi.

Bur Beftimmung von r und ¢ dienen die Gleichungen

= R iy el . 1D b
r=71a"4b’ cosgp= Sl Vo sin ¢ = S Ve

wo r jteté pofitiv ju nehmen ift und o wifdhen den Gremgen 0 und 24
liegend vorausgefest wivd.

Da r bdie abjolute Linge des Radiusvectors OM und ¢ den Winfel
besfelben mit der reellen Achfe angibt und dahev bdurd) die complexe Bahl
a + bi=r(cos ¢ + i sin ¢) der Radiudvector OM der Linge und der
Ridtung nad) beftimmt ift, fo wird jur Davftellung der compleren Zafhl
ftatt deg Punftes M fehr hiufig aud) der Radinsvector (OM) angenommen,
wobei die Klammern andeuten, daj8 OM nad) Linge und Ridtung be-
tradytet wird.

3. Geometrifdhe Deutung der algebraijden Operationen
mit compleren Sahlen.

§. 315. Da die fovmalen Verbindbungen complerer Bahlen, wie aus
§. 183 fervorgeht, im allgemeinen wieder auf complere Bahlen fiihren, fo
(68t jih, wenn man gegebene complere Baflen durd) Punifte oder Streden
darftellt, aud) dag Rejultat ifhrer BVerbindung wicder durd) einen Punft ober
durd) eine Stvede darjtellen. Jeder Rechnung mit compleren Sahlen ent-
fpricht Bievnac) die geometrijdhe Aufgabe, aud gegebenen Puntten oder Streden
einer @hene nad) vorvgefdyriebenen Gefeten andeve Punfte obder Streden zu
confjtruieven.

Um bdieje Gejese fejtzuftellen, werden wir den Definitionen der Red)-
nunggoperationen eine folde allgemeine Faffung geben, dafd diefelben aud) fiiv
compleye Baflen amwendbar werden, und dafs in ihnen zugleidh die beziiglidhen
fiiv dag Rechnen mit veellen Bahlen gegebenen Grfldvungen al§ befondere Fille
enthalten find.

Abddition und Subtraction complerer Bablen.

§. 316. Wir bdefinieren die Summe zweier Jahlen allgemein ald
die Rahl, zu mwelder man gelangt, wenn man von dem exften Summand in
derjelben TWeife fortjchreitet, wie man von bder Null aud zu dem jweiten
Summand gelangt.

1. @8 fei ju beftimmen die Summe dev complexen Jahlen

(a + bi) + (e 4 di).

Qjt 0A =4a, AM=b, 0C=r¢, CN =d, fo jtelit dex Punkt M

die complere Bahl a 4 bi und der Puntt N bie complere Babhl e +1tii dar.

Moénil, Arithmetil und Algebra.
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Bon Null aus gelangt man gu dem zweiten
Summand N, indem man auf der veellen Adhje die
Strede OC = ¢ und hierauf pavallel zur imagi-
niven Achje die Strede CN = d auftrigt. Wan
wird daher nad) der obigen Grflirung der Addition
pom erjten Summand M aud zuerjt pavallel jur
veellen Achfe bdie Strede MP — c¢ und hievauf
pavallel 3ur imagindven Achje die Strede PR = d
auftvagen. Dev Punft R, zu dem man daduvd)
gelangt, jtellt die gefudjte Summe dav. Da biefer Punit, wie man jogleid)
jiebt, bie complere Bahl (a + ¢) + (b + d) i veprijentiert, fo hat man

(a 4+ bi) + (c + di) = (& + ©) + (b + D

Bwei complere Bahlen werden demnad) adbiert, indem man
ihre veellen DBeftandtheile fir fid, unbd ihre imagindren Be-
ftandtheile fiiv {id) abdbdiert.

Diejelbe Regel wurde aud) in §. 183, 1. bei der formalen Behandlung
der compleren Baflen ber Abddition derfelben ugrunde gelegt.

2. Ginfadjer geftaltete fich die graphijdhe Ausfithrung der Addition, wenn
man al8 Reprifentanten der compleren Bahlen ihre Radienvectoren annimmt.
Stellt dev Rabdiusvector (OM) bdie complexe Bahl a 4+ bi und (ON) die
compleze Bahl ¢ ~ di dar, jo mujs man, um ihre Addition ausdsufiihren,
por dem erften Summand (OM), d. i. von deffen Endpunfte M aug in der
Ridtung und um die Linge des weiten Summands (ON) fortjdhreiten,
woburd) man ju dem Punfte R gelangt; der Radiusvector (OR) ftellt dann bdie
gefudhte Summe dar. Da OR offenbar die Diagonale eined Parallelogramms
ift, bag von ben Seiten OM und ON gebildet wird, jo fann man fagen:

Die geometrifhe Summe jweier complerer Bahlen ift die
pom Nullpunfte audgehende Diagonale ded von ihren Rabdiens
bectoren gebildbeten Parallelogramms.

§ 817. Die Subtvaction jweier complerer Bahlen ergibt fid)
unmittelbar aug der Addition.

Stellt ber Radiugvector (OR) den Minuend und (ON) den Subtrahend
bar, fo betrachte man OR al8 Diagonale und ON al§ eine Seite eines
Parallelogramms; die andere vom Nullpuntte ausgehende Seite (OM) biejes
Pavallelogramms jtellt dann die gefuchte Diffeven dar.

Multiplication und Divifion complerer Bahlen.

§ 818. 1. Das Product yweier Bahlen definieven wiv allgemein
alg die Bahl, welhe aus dem Multiplicand in devjelben Wdeife entjteht, wie
ber Multiplicator aus dev pofitiven veellen Ginfeit entftanbden ijt.
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@3 fei a 4 bi mit ¢ + di ju multiplicieven. Nehmen wiv OF al8
die pofitive veelle Ginheit an; (OM) ftelfe den Deultiplicand und (ON) den

Pultiplicator dar.
¥ I Der NMultiplicator (ON) ift aus der pofitiven
veellen Einheit OE entjtanbden, indem man in der
a P Ridhtung Dderfelben dad cfadye bdiefer Ginbeit unbd
dann fenfredyt davauf das dfache derfelben Einpeit
aufteug.  Auj biefelbe Weife ift nun das Product
aug dem Multiplicand (ON) zu bilven. Man wird
" in bder Ridtung des Multiplicands (O D) bdas
’I cfache diefed Multiplicandé und bdann fenfrecht
vavauf das dfadje des Multiplicands auftvagen,
O B4 8CTX wodurd) man u dem Bunite R gelangt; der Radius-
pector (OR) ftellt dbann dag gejuchte Product dar.
Bur Bejtimmung der Coordinaten de§ Punftes R evhilt man aus dev
Abnlichteit der Dreiete OPT ud OMA
O'F tia = 6ol anng P tibi=—"c: 1 : "daber
OT ="a ¢ uno By
Gbenfo folgt aug der Afnlicheit der Dreiece RPQ und OMA
PQtob—d": 1 ann ROz a = s l=ionher
PO=—hd" 1no RQi—=1ad:
@8 ift aljo

OS=0T—PQ =ac — bd, und
RS=RQ 4+ PT =ad + be,
folglid) (OR) bdex Reprafentant der complexen Zaht (ac —bd) + (ad + be) i,
und fomit
(a 4 bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad 4+ be) i.

Diedurd) ift aucdh die Ridptigheit der in §. 183, 3. fiw die Multiplication
complerer Bahlen gegebenen Borfdyrift nadgewiejen.

2. ®ang einfach ftellt fich die Multiplication zweier complexer Jablen,
wenn diefelben in der veducierten Form gegeben find,

@8 fei bag Product r, (cos @, + isin ;). 1, (cos @, + i sin @,) zu
beftimmen. Man nefme OE = 4 1 an, (OM) ftelle den Multiplicand und
(ON) bden Multiplicator dar.

Der Multiplicator (ON) ift aud der pofitiven Cinheit OE entftanden,
indem man bdieje in dev ahlenebene um O um den Winkel @, drehte und in
biefer Ridjtung die r, fadje Lange der Einfeit auftrug. Man wird daher ebenfo
aud) den Multiplicand’ (OM) um den Winfel ¢, drehen und in der neuen
Ridjtung die r, fadhe Linge diefes Meultiplicandd auftvagen, wodurd) man (OR)

al8 bag gejudgte Product erhalt. h
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Da nad) der Conftruction ju (OR) der Mobdul
r, T, und dbag Argument ¢, + @, gehdrt, jo hat man
r, (cos @, + isin @,).r, (cos @, 4 isin @,)
=1, 1y lcos (p, + @,) + i sin (9, + @)}
Das Product jweier complerer Jahlen
ift eine compleze Bahl, beven Modul gleid it
bem Producte der Moduln und deven Argu-
N ment gleid) ift der Summe bder Avgumente
0 der Factoren.

IR Yug der voranftehenden Entwidlung folgt, dajs
vie Drefefe OMR und OEN dbnlich find.

Au demfelben Refultate, das wir oben auf graphijdhem Lege abgeleitet

haben, gelangt man aud), wenn man bdie beiden compleren Bahlen nad) der

fiiv veelle Baflen geltenden Vorfdyrift multipliciert und dann i* duvd) — 1
etfet. Man erhalt ndmlid)

r; (cos @, + isin ¢,). 1, (cos @, + i sin @,)
il {cos ®, cos @, + i¥ sin o, sin @, }
17" |4 i(sin @, cos @, + cos @, sin @,)
=17, {008 (9, + 9.) + 1 sin (3, + @)
§ 819. Der Quotient zweier complerer Bahlen

r, (cos @, + isin @,): r, (cos @, + i sin @,)

evgibt fih) durd) Umbehrung bder in § 318, 2. gelosten Multiplicationsds
aufgabe.

©Stellt in ber besiiglichen Figur dag Product (OR) bden Dividend
r, (cos @, +1 sin ¢, ) und der eineFactor (O M) den Divifor r, (cos ¢, + isinp,)
par, fo gelangt man zu bem Quotienten (ON) al8 dem andern Factor,
indem man ein dem Dreiee OMR dhnlidhes Dreied OEN fo conftruiert,
pajé die mit OM Homologe Seite OE der Cinheit gleidy iff. Dann ergibt
fih ON:r, =1:r, daher ON =L,

Iy

Der Modul des gejuchten Quotienten (ON) {jt aljo i—:; oag Avgument
degjelben it EON = MOR = ¢, — ¢,. Man fhat demnad)

Iy (cos @y +isingy)

ry (oS ¢y + 1sin @y) % {cos (9, — @,) + i sin (@, — @)t

Potengieren und Radicieren einer compleren Bahl.

§ 320. 1. Wiv befdhranfen ung hier auf den Fall, wo der Erponent
eine gange pofitive Bahl ift, und bilden unddit ein Probuct mehrever com:
plerer Bahlen. Da das fiiv dag WMultiplicieven complerer Bahlen dev veducievten
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gorm in § 318, 2. nadygemiefene ®ejes aud) dann, wenn mehr alg jwei

dactoven vorhanden find, feine Giltigheit behilt, fo hat man

r (cos @ + isin @) . r’ (cos ¢* + i sin ®') . ' (cos o + i sin ). ..
=rr'r”.. {cos (9 + ¢’ + ¢ 4 ..) + i sin (p + ¢' + " + ...

Setmannunr=r'=r"=..., o= @' = @"... und die Anzah!
dev Factoren =m, fo geht die Gleihung in die folgende iiber:

{r (cos ¢ + isin @)I* =1" (cos n ¢ = isinn g).. i

Diefe Gleidhung ift unter dem Namen der Moivrejhen Binomial-
formel befannt; fie enthalt den Sak:

Die nte Potens etner compleren Zahl ift wieder eine com-
plere Bahl, deven Modul gleid) ift der nten Potens des Moduls
ber Bafid und deven Avgument gleidh) ift dem nfaden Argumente
ver Bafis.

2. Geit man in der Gleihung 1)

= und  ne = @,, daher

n WI
r =V b o=,

fo ergibt fid
[]n/rl (cos % —+i sin %)]n: r; (cos @, + isin @),

jomit

a &
‘/[rl (cos @, -+ isin tpl)] =/ (cos %‘ + isin %)

Wird hier @, durd) o, + 2kax erfest, wo k ivgend ecine ganze Sabl,

oie 0 mit eingefchloffen, bedeutet, fo nimmt die Gleichung, da sin (p, 4 2k x)
= sin @, und cos (¢, 4+ 2kx) = cos @, ijt, folgende Gejtalt an:

g o 2k fy: + 2k
‘/[r1 (cos @, +1i sin ?’1)] = 1/ (cos W + i sin ﬁn—”). .2),

wodurd) die nte Wurzel aud einer compleren Zahl davgejtellt wird.

Gubjtituiert man fiir k nad) und nach die Zafhlen 0, 1, 2, _?_,. ..n—1,
: ; 2 4m :
fo evhilt man aus der Gleichung 2), da die Wintel %, %ﬁ, ﬁknu-—,. . nidt

um 2z, fondern um 211—” bifferieven und daher nie gleidyzeitig gleihe Sinus

und gleihe Gofinué Haben fonnen, n verjdjiedene Werte. Aufser b_iefen ”(IBEL‘
fann die obige nte Wuvzel feine anbeven Werte anpef)meu. EDcm} ;eb-e..fur'k
gejete Bahl, die in der Reihe 0, 1, 2,..n — 1. nidyt enthalten :‘ft, [afst fich
ourd) k = an + f ausbdriiden, wo « irgen? eine von 0 nerfd;wbgne gange
RaBl, B aber frgend cine 3ahl der obigen Reihe bedeutet. Duvdh dieje Sub-

jtitution gept %—23 iiber in ‘u;—gﬁ' + 2em, weldher Winkel jedody gleichen
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Sinug und gleiden Cofinus hat mit dem LWinfel , der {dhon einmal

purch die Subftitution k = 3 hervorgebradyt wurde.

Die nte Wurzel aus einer compleren Zahl hat demnad) n
vevidyiedene Werte.

Solgerungen, a) Sest man in der Gleidung 2) r, = 1 und @, =0,
jo erhdlt man

9+ 2f=m
n

n
ST T 2k ek
V—}—l:cos—n—n-l—lsme,

n
woraus hervorgeht, dajs 1/ 4+ 1 n verjdhiedene Werte hat. Damit einer der-

felben veell ywerde, mujé sin 21:Tn= 0 fein, wag aber, dba k nidt grdfer

al§ n — 1 wird, nur fir k = 0 oder k = ; ftattfinden fann. Der jweite

Wert ift fiiv ein ungevades n nidht moglich. /4 1 hat aljo, wenn n gerade
ift, zwei veefle Werte 4 1 und — 1, und wenn n ungerade ift, nur einen
veellen Wert 4 1; die iibrigen Werte jind imagindr.

b) Seit man in der Gleidung 2) r, = 1 und @, ==, jo exgibt fid)

V= 1 =:cos (———2]{—1’:1)” + i sin (—Ek"f; L=

L4
weldjer Ausdrud n verjchicdene Werte liefert. Damit einer devfelben veell wevbde,

muj8 sin M =0 fein, wag nur fiiv k = = = L miglidh ift. Bon

ben n Werten ift daber fiiv ein ungevaded n ein eingiger, namlich — 1, veell;
filr ein gevaded n find alle Wevte imagindr.

¢)Da VEa=Va. ) E£1if fo folgt, mit Ridfiht auf die

Bieldeutigheit von J/ == 1, dajé der nten Wurgel einer jeden pofitiven ober
negativen 3ahl n verjdyiedene Werte jufommen, welde erhalten werden, indem

man bdie abjolute Wurgel 1 a mit affen Werten von /== 1 multipliciert.
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29,
30.
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Aufgaben=-Sammlnng.

1. Addition und Subtraction.
1. Addition mit abfoluten ganzen Bahlern.

Verbindung der Addition mit fich [elbf. (§§. 12 und 13.)

Ha 4 2a. 2, Tm + 5m.

23p + 19p. 4. 15x + 21x.

(x + 2) + 6. 6. (4a + 7) 4 2a.
(m + 2n) 4+ 3m. 8 (7x+ 6y) 4+ Ty.
3m + 4m + 6m. 10. 15b + 3b + 9b.

(2a + 3b + 4c) + 3a. 12. [(7p 4+ 5q) + 3p] + 54q.
2p+3q+5p+3q+q 14 m+ 6m+ 3n+ Tm + 9n.
8 + (6 + a). 16. 10y + (12x + by).

. Tm 4 [3m 4+ (2m + 8n). 18. 3a + [Tb 4 (5a + b)].
. bp +[(Tp + 8q) + 64]. 20. [16x + {5x 4+ (Ty +x)i] 4 2y.

(z4+3)+ (x + 1). 22. (3a + 4m) + (3a 4 2m).
{(3a + 4b) + 2c} + {6a + (4b 4 Ho)l.
{(2x + 3y) + 6= 4+ 2y)} + [t4x + (Bx + y)} + 65]

6x 4+ by 26. a-+2b+4 3¢
x4+ Ty 2a+ 3b+ ¢
8x 1+ ¥ 3a-+ b+ 2c
8a + 7b 4 6¢c + 5d 28. 3m + 2n + 6p + 5q

9a + 6b + Te + 4d m -+ 3n + bp + 6q

7a + bb 4 8c 4 6d dm + 6n 4 2p 4 4q

(Ta + 6b) + (16a + 3b) + (133 + 20b) + (5a + 6b).

(6x + Ty + bz) + (5% + 6y + 72) + @2x +y + 32)
+ (x + 3y + 42) + (4x + 2y + 2).

2, Gubtraction mit abjoluten gangen Bajlen.

Perbindung der Subtraction mit fich [elbft und mit der Addition.
(88. 17—25.)

4a — 2a. 2. 4a—4a.
& Jail 4. (6p + 5) — 3p.
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13.
15.
17.
19.
21.

25.
27.
29.

32.

48.

51
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(9m 4 2n) — 6m. 6. 8n 4 n — 6n.
[(Bx 4+ b) 4+ 2x] — 4x. 8 3m +9m + m — 5m.
(a —2) + ba. 10. (Tm — 3a) + 2a.
(8x — 4y) + Tx. 12. [z — 7))+ 3z) + 4
(Ba—4) — 6. 14. (16y — 8x) — 8y.
[(bx — 2) — 2x] — 8. 16. 5a + Tb — 2b — 4a.
12 — (4 + m). 18. 9y — (3x + Ty).
(6x + 4y) — (3x + 2y). 20. 5m — [(2m + 3a) 4+ 2m].
6 + (n —4). 22. x + (8x — 4a).
Ta 4+ (3a — 2b). 24, 15m + [(4m — 3) + 2]
by — (8z — 3y). 26. (m +n)—[m — (a — n)].
@2x—4)—(x—1). 28. Ta 4+ (8a — 2) 4 (9a —4).
[x— (m + )] + [ — (@ + )] + [x — (a + p)}
bx — 2y) — (x — 2y). 3l (9m — 4n) — (4m — 3n).
ba — 3b 33. Tb — 3¢
2a— b 2b — 3¢
e e
17x — 16y 85. 20m — 27Tn + 12p
8x — 9y 15m — =n+ 12p
(17p 4+ 15q — 13r — 118) — (5p — 6q — Tr + 8s).
. (ba 4+ 2b — 3¢) — (2a — 3b + He) — (a — 2b — 4¢).
Bx — by —Tz) + Tx + 4y — 3z) — (6x — 3y + 103z).
. Ta— (3¢ — 6b) — (6a — 3¢) — 3b + (3a — 8¢).
(8m —5y) + [@y — Tm) — (y — =)}
k9 —[x— fa— 5 —m)l]
. 2x — [(3a + 4x)— (4x — 1)] — (x — 2a — 2).
(8m — bx) — (2m — 3n — 4x) + [(3x — 2n) — (4m + 3n)].
Bevedhne die Werte folgender Ausbriide fiir a = 4, b = 3:
. (8a 4+ Tb) — (ba — 4b) — (2a — b);
8a + (Tb — ba) — {(4b — 2a) — b};
. 8a 4 (Tb — ba) — {4b — (2a — b};
. Ba 4 Th) — {ba — (4b — 2a) — bi.
Beftimme fiir X = 4x — (3y + 22z), Y = 2x 4+ (4y — 3z) und
Z =x — (2y — 4z) bie Ausdbdriice:
X4+ (X —12); 49. X — XY + Z); 50. X — (Y — 2).
Bejtimme folgende Ausdriicke:
A4+ {B—(C4+ D) 52. A —{B + (C —D)i;
A4+ {B—(C—D); 54 A —{B— (C—D)};

53.

wenn A = 6a — (2b + 3¢), B =13a 4+ (3b — 4¢),
C=2a—(b+ ¢), D= a— (4b—2¢) ift.
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3. Abdition und Subtraction mit algebraijden ganzen Sahlen,

(5. 30—33)
(+ 7a) 4+ (4 3a). 2. (—6m) + (+ 3m).
(4 5n) + (— 5n). 4. (—8x) + (— 2x).
(+ 2x) — (+ x). 6. (—6a) — (+ 4a).
(+ 6m) — (— 3m). 8. (— 4s) — (— 8s).
(— 4%) + (— 23) — (— x) + (+ 9 ©).
8a +3b — 4¢ 11. 25x + 31y — 17z
—3a —5b 4 Te x— 29y — 19z
a4+ 4b —bHe — 22x 4 8y + 3Tz

Beredjne x  (x — 2) + (x — 4) — (x — 6) fiir x = 4.
&+ ¥or 8) pHE %ok 2ht (232 pr (== oy +®
[@ —b)—b]—(b—a) 15. bm —[3m — (— n + m)].
x4 [x—y)—G—x 17 x—[x+2) —(—x+2)
2a + 3b — {2a — [—2b + 3b — {(2a + 3b) — (2a — 3b)}]).
[Ha==D) 4 (o)t N6 Tdiell | —fe=ta/ 1d o (0 = ofi.
[6x + Ty —{—6x + Ty —[(6x — Ty) — (6x — Ty) — 6x]i].
8% — (6% = Ty)'= (Bt TP

I1I. Wulfiplication nud Divifion.
1. Multiplication mit abjoluten gangen Bahlen.
Perbindung der Multiplication mit ficy [elbf. (§§. 38 und 39.)

a’.at. 2 m'.m’.m. [ hs e e S L
Xy.z2. b. 3a.b. 6. Hmn.2.
a.bx. 8. m.6yz. 9. "ot 4p
2a.4b. 11. 8xy.Tx. 12. 2y.4y%.
Ta'x.ax", 14. 42%.5bz% 15. 6m’n*.5m®n®
a.2a.3a. 17. 'xy.xy.xy. 18 z%.22%.33
a®b.5a’b%.8ab’. 2. x5 3x'y Sy .y

Berbindung der Multiplication mit der Addition und Jubtraction.

(88, 40—45.)
(x + a).b. 22. (a +1).5. 23. (x4 5).4— 2x.
(3m + 2n).5p.  25. (a’b + ab?®.ab. 26. (6m+ dm?).2m.
am + bm. 28. Hx?4 9x% 29. 3y* + by®
4a + 4hb. 31. ax®+ ay” 32. (a+m)x+(a—m)x.

m (b2 — x?) 4+ (b2 — x%)i 34 6m + 6n -+ 6p.



38.
41.

47.
49.

50.
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(a — b)z. 36. (m — 1).m. 37. 8x 4+ (T —x).3.
(4a — 8b).be. 39. (2x® —x).3x. 40. (ax*~by®).mxy.
am — bm. 42, a.10® — b.10m.  43. 15ay® — 9ay”.
3x — 3y. 45. Tx— Ty + T 46. ax + ay — a.

3a? — a? 4 bb? — 3b% 48. bx — by + 6a — 6b.
a(3x + 2)—3b (3x + 2) + 2a (3x + 2).

Adbiere
8mx + Hny bl. 6a* — 9a® 4+ 12a’
3mx — Tny 4a® — 6a’ 4 8a
mx — 3ny 2a° —3a +4
Subtrahieve
. amx 4+ bny —ecpz 53. 15x®* — 26x* 4+ 33x — 10
3mx —2ny 4 p z 15x® — 20x* 4 256x

54.
bb.
56.
59.
62.
65.
68.

69.

70.
72.
74
76.
78.
80.
82.

86.
89.
92.
95.
97.
99.
101.
103.

(x* 4+ 3x’y + 3xy* + v%) — (x* — 3x’y + 3xy® — ¥°).
Txy — [Tyz — (3xz — 2xy) + 3xy] — (6yz — 2x3z).

b.(x + y). 57. 5.(a + 1). 58. m.(p + b).
6.(m4n)—>m. 60. 3x.(a® 4 b?). 61. 12a%.(3x?42y%).
a.(b —1). 63. b.(x — y). 64. 8.(3 — m).

b.(z—2)+ 7. 66. bm.(ax®— by®). 67. 2a’b® (a’b—ab?).
la® (3a — 2b) — b?(2a — 3b) + 2ab (a 4 b)}.4a’b>
Beredne folgende Ausdriide fir m = 20, x =4, y =3, z = 2:

a) m — (x.y + 2); . eo)(m—x)y+ z;
b) m — x (y + z); dy (m — x.y) + =
(x 4+ a) (x + Db). 1. (x4 a)(x —Db)
(x—a)(x+Db) 7. (x —a)(x—b).
(L1 My 7. (m+ 1) (m + 2).
5 +3) G —5) 77. (2—4) (z — 6).
(5% + 3a) (bx + 4a). 79. (a™ + b=) (a®— b?).

(3x? 4+ 2y7) (4x® + Hy?). 81. (ax™— by®) (bx® 4 ay™).
(2a® + 3b7) (Ba? — 4b% — (10a* — 121"

. (x4 3> 84. (a + 1)% 85. (p + 2)
(x—y). 87. (a— 1)~ 88. (p— 2
(10m + n)% 90. 2x 4+ y)* 91. x— 2y)%
(3m —2n)®. 903 (3a®—4b%. 94 (5p° — 3¢°)
(x 4+ 3)* — 6x. 96. (y.— 4>+ 8y.
(x 4+ a)* + (x — a)™ 98. (x 4+ a)* — (x — a)
(ax® 4 by?)? — 2abx?y%.  100. (a’x — b%y)®+ (a?x + b%y)~
=+ )iy 102. (a + 5) (a — D).

(x + 8) (x — a) + a?. 104 y* —(y+2) (7 — 2).



105.
107.
109.
110.
111.

112,
114,
116.
117,
118.
119.
120.
122,
124,
125,

126.
128.
130.
132.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142,
143,
144
145
146.
147.

148,
149,
151,
152,
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(15a 4 9b) (15a — 9b). 106. (a™ + b®) (a™ — bo). ;
(3a® —2b%) (Ba® + 2b%).  108. (5x® + 3x%y) (x® — 3xy).
(mx* + ny®) (mx* — ny®) 4+ 2ny® (mx* + ny?).

(3a® 4+ 5b%) (3a® — 5b%) — (3a2 4 Th?) (2a? — 4b?),
(Gx+a)(2x —a) — (4x —3a) (Tx +a) + (3x — a) (6x +2a).

(ba — 2b +1).7. 113. 2x + 5y — 32).4xyz

(m 4+ 2m? — 3m?®).5m. 115. (a® + Ha — 9).6a%

(Bxy® + bx’y* — 3x°y).12x%y2

(3z* + 22° —H2® 4 437).62%

(4m® — 3m® 4+ 2mn® — n%.3m?n2
(3x2+5x+7).5x—(4x2——-6x—8).32x. i
mnp.(10m — Tn 4 4p). 121. 3ax.(a -]—oax-i—x).
ba’.(3x* — 8xy 4+ 2y%). 123 x*.(x* —x*+4+x—1)
4a’b*.(5a’b® — Talb® — Ha'b — 3a”). :

Tx%y.(2x%y — 2xy® — 8x2* + 3y%z) 4+ x*y®. (14xy — 21yz).

2b 4+ 3¢) (3m + 2n). 127. (2a — 15: + 3¢) (bm —-n).
ng-l_-}- 6y —|—(2)((5a — 7. 129. (Tx 4+ 5y — 3) (3a + 5).
(= 4+ zybyiz o 5) AR (& 27k 0D (x o 30
(z* — 2z + 1) (6z + 3). 133. (By*+ 6y — 7) (4y — 5).
(2a*b — 3ab? — 4b?) (a — 2b)
(16x* 4 8xy? + y) (4" — ¥).
(4a* — 12ab® + 9b") (2a® —2)3(1) ). 5
2x* 4+ 3x* 4+ 4x*+3x42)(x — 1). i
Eazx—{— 2ab + b% (a + b) + (a®* — 2ab 4 b% (fm— b)4
(5x* 4+ 4x — 8) (4 + 8) — (4x* — 3x — 6) (5x + 4).
(a*— al+a®—a+1)(a+ 1)
(a*+at+at+a+1)(a—1).
(a3—32+a—1)(a+1).l)( A

5 4 8 2 + a + a — .

86 t iﬁ;-: xj;*’a-[— z'y? +x'yhe XY + 7)) (& + 1)
=+ x'y + 2y’ + xy° +5) (x— ;6Y)
(x*— x*y + 2’y —x%y* +xy' —¥) (x +73)
igi;::d)?@:e{i:gm;éi;eﬁ I;f;:tyﬁzf)(fn;nyz.ﬁ%u[rip[imﬁonen 140, bi3 147. erfenmen?
(xﬁm — xim + x5m 4 x2m 4+ xm — 1)_(xm - 1)_
E+1)E+2x+3. 150 x+3)(x—2) (x+ 4.
(x+a)x+b)(x+e)
(x —a)(x—Db)(x—ec)(x—4d).



153.
155

157.
160,
163.

164.
165.
166.

167.
168.
169.
170.
171.

172.
173.
174.
175.

176.

10.
13.
15.

17.
20.
23.
26.

32.

e

(a4+ b+ c) 154. (3x — 2y + z)%.
(y? — 4y + 4~ 156. (ax® 4 by® + ¢)%
(a + b)°. 158. (a — b)~ 159. (2x 4+ 3y)%.
(ax®— by? 161. (8a® + Th%* 162. (ax™ — bv)%
(3a® +~ 4a’b + 6ab® — 2b®) (4a® — 3ah 4 b?).
(bx* —2x*—3x*—2x 4 7) (62* -4x — 7).
(4x* —3x* 4+2x—1) (Tx* —Hx* +3x— 1).
(a® + 2a®b + 2ab® 4+ b¥) (a® — 2a’b 4 2ab® — b?).
(2a2b — 3ab® — 4b*.+ 5) (2a’b — 3ab® + 4b® — 5).
(ax® + bx*+ cx + d) (mx® + nx® 4+ px + q).
(x4m_“2 XSmyn + 2X2my2n_ 4:mesn+ 4y4n) (X2m+ 2xmyn + 2}v2n).
(m* 4+ 4m® 4 6m® 4 4m + 1) (m* — 3m® 4 3m — 1).
(a+b+4+c)(a—b+c)(a+b—c)
(a® — 2ab + 3b?) (3a®* + ab — 2Db?) (2a® — 3b’).
(a? — 4a — 6) (a> — 4a + 6) (a® + 4a — 6).
(4x®* —3x + 2) (3x* + 2x — 1) (x* — 2x — 3).
(a® 4+ 2ab — 2ac 4 b? — 2be 4 c?)

(a® 4+ 2ab + 2ac + b? — 2be + c?).
[x* 4+ (a 4+ b) x + (a® 4+ b?)] [x* — (a — b) x + (a* — b¥)].

2. Divifion mit abjoluten ganzen Sahlesn.
Perbindung der Bivifion mit fich lelbf und mit der Multiplication.

(88. 49—5H4.)
s S o 2 Tatta e R
158 5. Btmx ok 6. 4ab.px:b.
2a(m —1):a. 8. H0ab: 2a. 9 Subxy fax.
12x%ad =t 11. 8a%c:4a. 12 Taiy Tayy
93 bixy'3abx. 14 x+y)(x—y):(x—y)F—=x)
28a°m?y*: Ta*my? 16:" 20ambexts: Ha® pl Exprd
2{.0. 18. ;x;_.ny. 19. %.b m.
2x a 2x
a—y.a. 21. E—c.abc. 22 5.53,2(.
ba? 3 x?2 2 16 axm &
mﬁah. 24 z—y—4.422. 25. W.By .
Hax 8
T 27, %X:my. 28. 5—‘?:3}3.
15a3h? S 6 aZxt 5 4m?ns
Dt 30. Shy & 3ax® 31. -TPTD i
(1ox*y" 1bx).: 3% 33. 2m’x®:ny?:3n’y.



34.

37.
40.

43.
46.

50.

52,
55.
56.

57.
59,

61.

64,

66.
68.

70,
73.

76.

7.
78.
79,
80.
81,
82,
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m =4y 2z
mpie - : S Ty
= 85. 15x.57. 3. 3x%y. =
o 8abx? 3x 5
8. R0 e MRS Bt 2%
dmy®. 5o 3. 2a°x. 39. 4a’be Py
x x x
X 41 y: = ; i
3 Y 42. xy: 5
%S, gy 2ax
axy:—. #. ba': . 4b. Ga"m”x.F.
2m b8 - ¢2
. 2 2 Y
15m*n®: (6n?: 2nx?). 49. 4a°b’m : (2ab®: m).
bt 5 e R ]
ke 51. m®n®.—% £
ab  an 53 6am 8a 8mix 4mx
il S * 256bn.lbb" *2bndy- ‘my !

b
[(a +b)x*:(a—Db) 5% :[x: (a —b) y].

2y [§(zy.v2 (y_fﬁ v
z2 ° z2 " x2 )" \x2'x T

Perbindung der Bivifion mit der Addition und Jubtraction.

(88. 55—59.)

(ax + bx): x. 58. (8x + 8):8.
(a®’b + ab?) :ab. 60. (12a°x® + 9ax’): 3ax’
x ¥ 7m 3m 3_ da
Favtire B o I
atba—b 248 Sx4

n +_n 7 65. x-1 x—+41°
(am — bm) : m. 67. (mp — np): p.
(ba’x — 10ax?) : Hax. 69. (8x*y® — 4x%y?z?): 4x%y%
b 6 5a 9x bx
=T ) R 2o
a—+4b a—b 4 Sy ot - ARESD
AR " ZyH17 Ty
3x — 2y 4x+3y_3x+5y

ey o X =T
17x4-12y  8x— 17y 4 2x — 8y

i x4y T

(45am — 25bm + 3Hcm): Hm.

(2a® — 6a’b + 30ab®) : 2a.

(bm*zx — 4m?x? — 3m*x’) : m’x. :

(104587 2553y e 16%"y 4" 4+ bxy'z!) : Hxy°s

(6am — 12bm + 5an — 10bn) : (6m + 5n).

(a* +-2ab +b?):(a+b). 83 (2 —2xy+7y):(x— ¥y)-
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84 (4x® — 9y9):(2x + 3y). 85. (16a*—b*): (4a —b).

86. (x*= — y¥): (x® — y®). 87. (81m®*—16n°) : (9m* + 4n¥).
88. (a® 4+ b%):(a + D). 89. (a®+ b%:(a — D).
90. (a®°— b®):(a 4+ b). 91. (a® — b%:(a — D).
92, (a®+ b°):(a + D). 93. (a" —b%):(a — D).

TWelche Gejese herrjdhen in den Quotienten 88. His 93.7 Wann [djst i) die Summe

oder Differeny gleich Hoher Potengen zweier Jahlen durd) die Summe ober Differeny diefer
Baplen ofne Rejt theilen?
94 (x— y=):(x+y) 95. (x™—1):(x+ 1)
96. (x™= — yi)il= — ) 97. ™ —1):(x—1).
98, (xtmH fymi): (x4 y). 9. (x¥H £ 1):(x + 1)
100. (ximtl — yimtl) . (x — y). 101 (x*H —1):(x — 1)
102. (a™ 4 1): (a™ + 1). 103. (81x®— 165°) : (3x* — 2¥7).
104. (14x* — 31x 4 15): (2x — 3).
106. (1 — 2x + x? — 6x* 4+ 8x%) : (1 — 2x).
106. (6x* — 11x* — 9x* + 19x — 5): (3x — 1).
107. (3a’x® — abxy — 2b%y?): (ax — by).
108. (20a® — 18a'b + 4a’b?): (4a* — 2ab).
109. (4a® — 16a* + Ta 4+ 20): (2a — 5).
110. (Xsm L x2m yn s mesn 20t y4n) . (XEm B ySn)'
111. (xsyﬂm fihe Xn+ly2m+2 + x2n+2ym+1 . xﬁnyﬂ) : (xﬂym i XnyE)_
112, (m* — 2m®n? + 0% : (m® + 2mn + n?).
113. (6a* — Da® + 4a® 4 11a —4): (2a® — 3a 4 4).
114, (12x* — x’y — 32x%y? + xy® 4 20y%) : (4x? 4+ xy — Hy°).
115. (2 — Tx + 16x* — 25x® + 24x* — 16x%) : (2 — 3x 4 4x°).
116. (15a* + 8a’b — 41a?b? + 10ab® 4 8b*): (ha® 4 6ab — 8b?).
117. (63y° 4 10a®y® — 15ba*y* 4+ 10a’y® 4 63a°)
: (9y* — ba’y® — Ta’).
118. (49a° 4 6a‘ — bla’ — 25) : (Ta® — 6a® 4 3a — D).
119. (4x° + 16x*y* 4 10x%y* — 9y% : (2x* + x¥y + 4xy® + 3y").
120. (4 +5a—16a®—4a’44a*—Ha® | 4a%:(4—3a42a%>—a?).
121. (32 + 104x + 100x? + 26x® — 13x* -} xP) :
:(8 + 12x + 6x* — x).
122. (27a° — 33a°b — 46a*b® + Tla®h® — 36ab® 4 16b°)
: (9a® — 2a’b — Hab? 4 4b).
123. [ix*4+(a+b—c)x>+ (ab—ac—bec)x —abel: (x4 a)
: (x— e)
124. {(120 — 326x 4+ 329x* — 146x* + 24x%): (4 — 3x))
: (6 — Tx 4 2x7).
125. 2—Tx+416x*—17x*+12x%):{(2—Tx 4+ 12x>*—9x%):(2—3x)l.
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3. Multiplication und Divifion mit algebraijdien ganzen Jahlen.
Multiplication algebroifdyer Bablen. (8. 61.)

1L Ta.(—4). 2. (—4x%.2y. 3. (— a%.(— 3a).
4. (—3x).(5xy). -~ 5. Tab.(— be). 6. (— 8ay?).(2a%y).
7. (— 6a%).3a’x. 8. Ha’z'.(— 3bz).
9. ab’y®.(— a?b). 10. (— 12m®xy?).(— 4x?%y).
11. 7.(— 3).(— b). 12. (—a).(—b).(— o).
13. (—my).(—my).(—my). 14 (—5x).(— 5x).(— x).
15. (— 2z)% 16. (4 3a%% 17. (— 4xy)’
18. (— 2a%.3ab%ba’bx. 19. 4x’y%z.(— xy%z%).(— 2x13z).
20. atm—Aptatd ( gmpn—t) 21. 3bx™.(— 4b%x*?).2bx%

22. 3ax.(—4ay).(— 2bx).ab.(— bbx).

23. a’xy.(— mx¥.ny%(— bz®).(— bmx).(— bny).

24. 2ax.(— 6by) — (— 8bx).(— ay) + (— 3ab).(— Txy).

25. 8.(—38)— (= 5).(—=6)—9.(—2) + (— 7).(—b).

26. Beredyne den Ausdrud x? — 6x — 16 fiir x = + 8 und fiir x = — 2.

XyZ

27. Weldhe Form nimmt der Ausdrud e L wenn fih 1) x in — x,
xin—zxunbyin—y, 3) xin—x, yin —y und z in — z ver-

wanbelt?
28. (bx —4y).(— 3a). 29. (3a —5Hb 4+ 7).(— 2m).
30. (—3x?*43x—1).(—bx%. 3L (b4 4a— 3a%).(— 6a’y).
32, 8x 4 (2x —3y).— 4 33. (Ta®—4b?).(—2b7% 4 14a%b®

34 (6x*—52%).(— 2xy’z) + 3xy°.[— 82° — 4x°z)].

35. (b — Tx 4 6x?).(— 3x% + (9y° + 4x* — x).2x.

36. (a*—4a’b + 6a’b® — 4ab® 4 b*).(— 2ab).

87. (ko t ok 38. (— ax + by)®

39. a+b—c)(—a+b+eo)

0. (—x* - 2xy — A 4 SXF - Yo,

#1. (—3x+ by —Tz) (—Tx— by + 32). ‘

42, (a+b—c)(a+b)+(a—b+c)(a+c)+(—at+b+e)(b+eo).
43. a+b+c)@a+b—c)(a—b+c)(—a+b+o.

Divifion algebraifcher Sahlen.

M4 (—4x):4 45. 8ab:(— 2a). 46. (—6bx?%:(—bx).
47. 18a7: (— 6al). = 48. (—12m"):(—4m’). 49. (—14a'b?):2a%b.
50. (— 15x%y%) : 3xy* 51. 9ab®c’x : (— 3ab’c).

B2, (— 288adn+x—2) ; 9atn—H, 53. (— 2bamt"b?): (— Da® br—1),
54, 32‘%:3.—2;:-;-51; ytu—n—p ; (— § xu—Sn-tdpym—o—2p), ;
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x—14 x— 10 5(x—2
66, Vgl = 2 SRR EE s 3§6-x;
56. (24a°b® — 15a*b?) : (— 3a’b?).

87. (18am?y® — 2Tbmy?* + 36¢y) : (— 3y).

58 (1 —x¥): (1 — x™). 89. 1 —a%:(1—a)

60. (6x® — 23x? 4 24x — 10): (— 2x + 5).

61. (30x* + 2x*— 16x*+ 10x — 2):(— bx* + 3x — 1).

62. (21 — blx — 125x® — 2x° 4- 30x) : (— 3 + 8x 4 6x?).

63, (1—15x 4 72x*—5dx® — 405x* — 2U3x"): (— 1 + 6x 4 9x?).

{1135 <k

4. Bahlenjyitente.
(8§. 64—69.)

1. DBerwandle in defadijdhe Bahlen bdie folgenden Bahlen aud Sahlens
fyftemen mit der neben ihnen angeseigten Grundzahi:

a) 211021220 [3]; b) 103223013 [4];
c) 852076 [9]; d) 58329 [12].

2. Bermandle die defadijde Bahl 2897 in eine Bahl a) ded Syjtems [2],
b) de§ Shjtems [5], c) bes Syjtems [6], d) des Syjtems [8].

3. Berwandle

a) 520613 [7] in eine Bahl des Syftems [4];
b) 12B12012° 48]l g & o (5 & 8];
¢) 11610010133 ;. *ul) 4, Cxf (=0 (Bl

Fithre folgende Redhnungdoperationen aus:

4. 240978 4 97477 + 504336 4 378264 + 615089 [10].
5. 321402 4 114324 4 403122 + 213440 + 302113 [5].

Madhe bhier, wie aud) in den weiter folgenden Aufgaben, weldhe nichtbefabifche Jahlen
enthalten, bie *Brobe, inbem du die gegebenen Bablen in dad befadijche Jablenfyftem ver-
wanbelft und dbann bdie verlangte Operation ausfiihrit.

6. 57016 + 124560 4 36425 + 61433 + 225347 [8].
7. 2120221 4 1012112 + 1221012 4 2111021 [3].
8. 875421 — 191086 [10]. 9. 3355770 — 886644 [10].

10. 3122013 — 2033123 [4]. 11. 876543 — 234567 [9].

12. 250764.2576 [10]. 13. 790475.9184 [10].
14. 110101110.101101 [2].  15. 2414302.32142 [5].
16. 897715 : 91 [10]. 17. 5606912 : 752 [10].

18. 177167 : 1145 [8]. 19. 3365241 : 354 [7].




25.
27.
29.
31.
32.

34.
35.
36.

225

5. Theilbarfeit der Sabhlen.
Griftes gemeinfomes Mof. (88, 72—75.)
@udye bag gr. g. Maf folgender Bahlen:

637 und 4277, 2. 2091 und 1353;

1404 und 8658; 4. 3552 unbd 5143;

7774 und 3718; 6. 27671 und 21708;
14539 und 25728; 8. 55660 und 66055
39215 und 73997; 10. 24955 und 338625;
1701, 6426, 10521, 12. 120582, 145530, 167706.

12a® + Ta + 1 und 6a’ 4 11a + 3;

x* — 49x — 120 und x® 4 10x + 25;

4m® — 16m? + 23m — 20 und 6m® — Tm — 20;
a’ —a’b + 3ab® — 3b® und a® —Hab + 4b%;

. x4 6x* 4 Hx? — 12 und x° 4 4x* + x* — 6;

6y* + 16y* — 22y 4 40 und 9y* — 27y® 4 356y — 25;
28a* + 10a® 4 39a® 4 Ta + 15 und 14a® — 37a? + 15a — 25;

. 3z* — 82z 4 112 — 82 4 3 und 22° — 92 4 9z — T;
. 16x* 4 10x®y 4 4x%y? 4 6xy* — 3y* und

12x® 4 38x*y 4 16xy* — 10y*;
6x® — 4x* — 11x*— 3x2—3x—1 und
' 4x* 4 2x* — 18x* + 3x — b;

. 6x* —Hx* —1 Hx® —4x— 1 und 2x* — 2;
. oat—4a® 4+ 8a? —4a + 7, a* —2a® 4 10a + 7 und

a® — ba® 4+ 1la — T.

Fleinftes gemeinfames Vielfaches. (§§. 76 und 77.)
Sudpe das fl. g. Bielfadpe folgender Bahlen:

874 und 943; 26. 561 und 1530;
1716 und 2222; 28. 6987 und 8083;
816, 765, 697; 30. 259, 3219, 7548.

x} — 3x?’y 4+ 3xy? —y® und 2 (x* — y?);
a®— 49a — 120 und a® + 10a + 25;
6x° — 13x? — 45x — 256 und x*® 4 2x* — 20x — 25;
a* + 3a® + 6a® + Ha + 3 und a® 4 2a’ 4+ 2a + 1;
a5 3¢—-93% — 232 —4a —1und 2a®—a’®—5a’—bHa’—a;
21x® 4+ 20x? — 3x — 2, 6x* — 11x* — 12x 4 5 und
3x* — 10x* — 9x 4 4.

1;’
Moenil, Arithmetil und Algebra. b
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Qheilbarkeit dekadifder Bablen. (§§. 78 und 79.)

Durd) welde von den Jahlen 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 25, 100,
1000 find folgende Bablen theilbar:
a) 312; b) 6225; ¢) 17280; d) 71016; e) 948656?
a) 120; b) 6472; ¢) T6450; d) 484572; e) H67000?
a) b34; b) 8625; c) 10692; d) 734520; e) 3504967

Berlegung in Sactoven. (§§. 81—87).

®ib afle 3wifdhen 1 und 200 liegenden Primzahlen an.

Berlege folgende Bahlen in ihre Primfactoren:

a) 420; b) 504; c) 1260; d) 1694; e) 2025.

a) 2268; b) 3075; c) 3828; d) 5376; e) 10528.
a) 16a% ' b) 66ab®; ,.c} 26x’y5: d) T3a°b%} . e) 604x’s
Gudje alle Prim- und alle jujammengefessten Factoren folgender Sahlen:
a) 48; b) 1803 ¢) 210; d) 315; e) 810.

a) 18ab;  b) 36x?;  ¢) 2Tmz*; d) 166zxyz; 'e) 114an’x’.
Berlege nadh) §. 84, 1. in jwei Factoren:

18ab — 1bac. 47. 9x® — 24xy.

2a* —4a® 4 6a 49. ax‘y? + bx®y® + ex’y*
a’b®x — a’b?x? + abix’ 51. Hx's® — 16x%z® | 25=xz'.
Berlege nach) §. 84, 2. in Factoren:

x? 4 2x | 1. 53. m®>—2m + L b4, 4a® 4+ 12a 4+ 9.
9b2 — 12b 4 4. B6. y® 4 10y + 25. B7. x*—6xy+ 9y"

4x? — 1. 89. 9a® — 16b 60. 25x* — 16y>
6x® — Hda’ 62. a® — (b —¢) 63. (b + ¢)* — a’
x% 4 1. 6h. = —'1. 66. x* — 1.

x* + yh 68. x® — y°. 69. x*—y"
gimit hEmty 71, a?m — pim, 72. e" — 1.
Berlege nad) §. 84, 3. in zwei Factoren:

x*4+ (a4 b) x 4 ab. 74 x4 Tx + 10.

m? 4+ bmn + 6n* 76. x4 2ax 4 (a® — b?).
x*— (a + b) x 4 ab. 78. a’—4a + 3.

10x* — Tyz + =% 80. x® — 2ax 4 (a® — b?).
x*+ (a—b)x —ab. 82 m®+ m — 12.

a® 4+ 2ab — 15b2 84. x4+ 2bx — (a®*— b?).

x? — (a—Db)x — ab. 86. z> — 6z — 16.

b* — 4be — bHe? 88. x*—2bx — (a? — Db?).
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100.
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108.
110.
112.
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11.
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Gudje mittelft Berlegung in Factoven dag gr. g. Waf folgender Bablen

84 und 308. 90. 360 und 610.
108, 450 und 540. 92. 560, 620 und 760.
693, 819 und 945. 94. 504, 756, 1260 und 1764.

12acx, 14a’x und 16ax  96. 10x2y‘ 5x y® unb 20x*y?
m? 4+ 2mn + n? und m?® — n?

a’®— 2ab — 8b® und a’ 4 2ab — 3ab® — 6b®,

x* — 10x%y® 4 16y* und x* + 2x%y® — 80y~

Gudje mittelit Sevlegung in Factoren dbas fl. g. Bielfadje der Bahlen:

300 1md 620. 101. 240 und 486.
120, 168 und 182. 103. 105, 144 md 270.
3, 4, 6, 10 und 25. 105. 2, 5, 9, 20, 21 und 24.

4,6, 6 12, 18, 25, 70. 107. 10, 12, 14, 15, 16, 18, 21,
4, 6, 7, 26, 35, 40, 56. 109. 8, 12, 16, 24, 32, 36, 256.
a, 2a% 3ab? 12abm. 111. 6amn, 10am®n, Ha’n?
m, 5m? 3n, 8mn und 15m (m — n).

3x, x—2, b (x4 2), 20 (x*—4) und 6 (x + 2)

5. Gebrodjene Sahlen,
a) @emeine Bride.
SJormanderung der ﬁrﬁd)e (8 92.)

i

Stelle bie éBrurf)e o0 4, 75 b
2m 6n  3p
PBringe bdie %rud)e ~7 5ab’ Bar i0bY

Bringe folgende Briidhe auf den Heinjien gemeinfamen Nenner:

mit dbem gemeinfamen Nenner 24 bdar.

auf den Menner 30abxy.

1B (BN TS i e g e
Dy o W PR TR * 8! 16’ 20’ 16’ 12

1 5 2 w18 2b 6 1 ba 3be 4def
4’ 6! 7' 35! 56 * m'’ 3m?' 4md' Bmt’
a—1 a—2 a—3 8 y+1 y—1 y241
a+1' a+2' a4 3 Sy —1t y4 1! yz_l-

x4+1 x242x 38x x2—1
x—1! 22— 1" xJ 1" 2241
1—a 1-4a 1+4a® 1-2ata? 142a+4a?

1+a’ 1T—a! 1—a?' 1+2a+fa% 1—2a+a?

Riivge folgende VBriidhe ab:
114 840 1824 4096
N P Oime Ui © T
16%
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5.12.18 6.12.20.28 6.21.24.86.75
12. a) 7555 P) Ts16.80) ©) 557.50.86.60"

391 637 766 2079 9082
13. ) 555 P g ©) gmesd d) 7oz ©) sriEs

14, Bejtimme den Wert von 28— D (ui—.;‘zg _(:.5_ 90— iy n = 6, dbann

fiit n = 8, und fiirge die evhaltenen Briihe ab.

Qiivze folgende Briide ab;
3abx | b) 12a?x c) 15amx3 d) 72mx2y3

15. a) 12bmx ’ 28ax2? 40bmx ’ 96nx3y>
a(a—+1) 2m (m — 1) 15(a+b)(x—7y)
16. (a g5 1) (a T 2). 17. A 18. 2Ua-'7__ b)’(g——_ y).
19, . 2% 8b—8c gg, 125°y® —6x’y* g2l eb - B h S
© 12ax~+8bx—4ex’ * 8xty? 4 4x3y3° * 8a-+ab+4+b+38
a? —1 14 m — 2m? 8a2 —6a-1
22. a®t2a-t1 23. 1+3m+2m? 24. 16a2 — 10a—+1"
m? 4 6m — 16 x24 3xy-+2y2 a2 — 8ax -+ 15x?
25. m? + bm — 24° 26. x2+ 6xy4by* 27. a2 —1lax-430x%
28 xt 4 4x% — b5x 42 29 2a% — a2 4-4a 7
* x83—x2 —8x 4 2° ' 2at—1H6ad - 29a2 — 48a + 14’
Bervedyne:
x2—4x+4 .. e i x2 — a? i
30. T L T fur Gt 31 mm ur x = a.
x24}-6x—16 .. i x3 —4x2 —3x 4 18 ..
B oomeaiir s =cn8, 8 e aane e X =5
yrFyi— g2 —4y—12 . 7
34. g oy fir y =2 und fiir y= — 2.

Addition und Subtraction der Brivdpe. (§§. 93 und 95.)

8§ X 36 n_ o
g7 LR paobi g go bt Wb,
Dritde die lepten zwei Formeln mit Worten aus.
gL 7l e
41. a+34x+2a3—x' 49. 5m;—|—n___m—;3n.
43. 3+3‘:n+° o aa_n;b ik 33—m'3_ 4. mi;—[ip+mf}-:-£p+m2jj+aﬁ.
x2—1

s T 1658z 1T 4. 8+

X
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48 Tl 49, “on /it R

L1410 52 12

5. CRT 51, 0y g,

55. x+y+x2_"2y- 56. a_1+:’j;,

B7: m | ni “;ji = B9, Lot f o2t

59, 1HE . @i 2ok ci)

oot eaas L e

63. ad L 34 e’y _a*+4a:—_|[—_(iaz+4a.‘

6 ZoY g5, 222y 2243

6 T e et B e

68. ~4 L2 1 S S

0 Lyd4s I S

e %'l"‘;’l?"'% 7. x-1-1+(xj1)2+(x—31)3'

74, 3a3—!—4_7a;{— 5_8-—67a_l_5—83a__3:27a'

Bt 6 1t A

7. 1—x-x 1iy' 78. 2(x:y)_2(x{}—y)'

R R

81. 3Bihler und Nenner des Bruches % jollen 1) um m vevmehrt, 2) um m
pevmindert werden; wie grof ijt bdie Differen; zwifchen dem gegebenen
und bem jedesmal entjtehenden neuen Brude?

2 il e e e

CHRRE e B e e s e

8. et = 87. :224-1-45:1:)-;4';22 i :-;—29]}‘

6x (2x — 3y)  6x (2x+ 3y)
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2x—By 6x—|—:’)y+3x+4y
9x 3y @ 122 4y |8y

s P T e e R TR R e
e R e R
:j:+:tz+:tg' 94. ai}b—}—a:‘:c—}_b:(—zc'
a+abb—c+a—abc+c+b+bcc— 2
MEDpEIiay e

1 = Tad il 02h s 2a
a-b a—Db a2 — b2 a4 2ab4 b2

Fiboldyay 1 | P Sp PRt 1
y—ityFityp—i T yfey+r
a— 1 a?—a-1 a1 al4a-41 2a —4
1_—a+1+ a? 41 _a—1+ a?—1 et
ab ae be
G—9B—9 @-H6—9 a=hHa—o

T e s et
(32+3b+3e)+(3a+3b+5¢)
R

2a 3b 4c a 2b 3c
Gota a5t o)

8x? 2xy y2 bx2 3xy 1y
(e sl - 0o~ W)

4 3 9 b

ba? 4ab 3b2 4a? 3ab 2b2
(T — e (" - o)
5x2+9x+14_3x—5+x—4
PR e Y gl T e

3m - n 2m -+ 3n +3m2—-mu-+6n2
3m? —mn  12mn — 4n? 18m?n — 6mn? °
6x — 9y 2x — 8y s 3x -+ 4y [_ 1
6x2 —11xyF3y2 2x2—T7xy—46y2 | 8x2—Txy-+42y% |~ x—2y
x +2x2—|—2xy_ 4xy 3 [: i]
2x — 3 2xy -+ 8y2  4x2 4 dxy — 3y* y
b A= DY) . (a2 —x? (a2 —y?) [=1]
a’h? b2 (a2 — b9) al(al —1b3 °
2a? —3ax  2a% — Bax A 10a2x2 — Tax? [____ ax
2g—x & wiRalk 4a® —4a2x — ax? 4 x¥ Ta—x
5x2 27xt 4 x2y |, x2- 6y xt —x?y [: 1]

18x2 — 6y  bdxt— 6y2 6y  6xly-2y¥
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Multiplication und ﬁiniﬁnn tines Brudjes durd) cine gange Sahl. (8. 96.)

Beh 115. 2 om, 116, 32— y9).
20 by 118, “_ngi’.%. 19. *£°.(a —b).
e v, 21 (141550 +a).
(12147 1).9xy. 128 (3% +23’§§+ 72)- 120
E i)-m‘- 135, (55 )
(%_l_n_é_l ) (n+1). 127. (y +a2 a—l) (a —1).
(1 + %)@b v S

(ngS 5x2y i 3xy2 Ty"’) (4x* — bxy + y2).

LS 181 1%”“—4‘“" e
10:;-;12 :dbm?n’ 134 Eliiyq 8q 135. i—;%s‘ o
T e G
(22 + %) : ab. 189, (S5 — o) 1 4e'm

6 a2 _::?a-%ﬂ (3a — 2b).

1~ 2’“1;_7:;';_ 42 (1 + 2m + m?).

Multiplication und Divifion durd) einen Srudy. (§§. 97——100)

2b 9 .2 3ab

ax.—y—. 143 4 -?3_7 144 23. 2&203}?2'
2m a4 x ( b

(—2b)22 g6 a—x)AEE a7 Sax (s

2ab 3ax 6a 2b 14c 5d

2 (—%) 149.ﬂ.ﬁ.(—m).(—g;).

2a 4y% 6b 8x? 151 5a2x?  9b3%y3 4mz® 2amx

3b"9x%"ba 2y¥ * Gmly2 " 10a%z%° 5béx ° 3yd
Ty = b

e v o 163. (1+ 7)1

m—n'm-+n’
422 — 9Db?

ckudd g 155. (“5s)

2a — 3x



(s oy G A o
g f_m) ;’21‘;‘,2- 180, (55 — 53 — 4w - 1a%

160. (1+b)( = a+b bja

1 (22— — ) e

iz (x( y)+y(x—7) XQ;;yg)'(l_x—%g?)'

163. (3§—-2§+ )(_+T—45—“).

164 (42 —2) (T +F+3)

165. (% —y2+2) (2 —2) (B +2)

166. (5 + 35{5‘5 il (42’— — a0y + )

167. 2am : 22 168, 6a%z: — 2T 169, 12a%ht: 30

1. (x+3): 252 171 3y (1— 1) 172 ==y :(§+§)-
178, (@ —bH: 2D 174, 2UEL

177. (;;;fs f;;: 2;. 18 (5 +=) s
m. (). 180, (3% (5—2)

151 (28:; 3 287;63) (2X2 %z% 182. (2?82“%_ %}'g} : {?_3& = 37?)
188 (T — 5%+ 250) (L + L - 1)

184 (3xi ) 4;21)2 4 sax: b 4y4 e sy2 =) 3) {3:;2 + =9 )

. b s (5 ) ]
B R

[=sagi=sl



187.

188.

191.

194. -

196.

el Dol b

® N> o

10.
% Iy

{a2—2ab

2ab — b2
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422 —b8 as_gazb} : {

3a? — 3ab — b2
2a2 —3ab — 2b2

zab — 1p?
2a2 — ab }

[:a:;b]

b a
1 G x—1
__+ a. 189, m -+ n 199. x+1
1 e ] x
a m—n XA
14-x bx —ay x2—2x+3
i — 1 a + X — i
ST Lt Lo 0T SRR S T W
—+1 EA L 2 —3x+2
1+x Xy x
el 8x+3y _ bx+6y 4x?
Pl 1_a+b 195 T Ty 4 +T
a—bh G ‘a—b’ ’ x x X v
i T Gix Feg 7 L RT3
o A+x1+y) 1+ 2
Bejtimme den Brud) € a0 i
- __m—n TP o ) R g
fiv x = ogsr Y=gy %% pfw
b) Decimalbriidye.
Permandeln gemeiner Bridhe in Becimalbrithe und umgekehrt.
(§8. 103 und 104.)
Verwandle folgende gemeine Briiche in Decimalbriiche:
89 7 63 103 2359 9084
a) 167 b) 107 c) 257 d) ET e) 128 7 f) B35 "
17 13 313 53 107 2345
G byl Pl A ) e ) s L) 7920‘
26 92 131 129 85 3121
b T R R M )8 T e Ty A 8
50 187 37 259 1211, 5432
a) 737 b)) c) 1357 d) & c) g5 ) £)ieees
Berwandle folgende Decimalbriidhe in gemeine Briidye:
a) 0-26;% b)Y T°Tbs o) U-002; d) 17-525; e) 0°9518.
a) 0°6; b) 0:18; ) 4-06; d) 26-752; o) 6-324.
a) 0-81; b) 0:04i; ) 8-567; d) 0-4378; e) 0-90243.
a) 0:73; b) 15°351; ¢) 0-79324; d) 0-29074; e) 0-234684.

Redynen mit unvollfindigen Decimalbriichen. (§§. 106—110.)

Riirze auf 3 Decimalftellen ab:
a) 25°7917, b) 3-14159, ¢) 08398, d) 8157924

0°91654 + 0-17357 4+ 0-23408 + 0°16999 + 0-879. (3 Decim.)

19:3875... + 23-473.. 4 38-378.. 4 8-4531.. + 0-082..
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13.

14.
16.

18.
20,
22.
23.

25.
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Bermandle die Glieder ber NReihe
1

1 1 5 &
1.2.3 I 2.3.4 ']'5.4.5 o e ot 10.11.12

in Decimalbriihe und berechne die Summe auj 3 Decimalen.

Beredne ebenfo auf 4 Decimaljtellen die NReife

1 1 1 1 1 1

s+t sitaastzass tsissot eies 0.
88-9397 — 51-4823. (2 Dec.) 15. 4-37147 — 1-6392. (3 Dec.)
8-2315 — 3-H678. 17. 35:79.. — 10-809.

3:1415.9-2587. (3 Dec.) 19. 0-9156.23-851. (2 Dec.)
12-0748.1-91345. (4 Dec.) 21. 81-2867.0-1234. (3 Dec.)
8-14739.7-10936.2-51446. (4 Dec.)
1:045.1:045.1-045.1°045. (6 Dec.)

Beftimme auf 4 Decimalen
p=(@+b+ec)@at+b—c)(a—Db+ec)(b+c—a)

fiir a = 1-30785, b = 2-09122, ¢ = 2-80116.

Beredhne die Reihe

m—1 m—l)(?m—l)'xn_(m—l)(?m—l}(&m——l)'x4

1 (
e SR e e 2.3.4.m*
fit m = 3 und x = 0-015 auj 7 Decimaljtellen.

26.
28.
30.
32.

33.
3b.
37.
39.
41.

42,

44,

45.
47.
49.
bl.
b3.

834 X 2°1335.. 2% 0:37 > 15-0816..,
2950 1156370 29. 6:04.. X 0-0085..
28-1354.. 3 7-089.. S0 956: 50080915 .
®ib in ben Producten 26. big 31. die Fehlergrenze an.

45-12345 : 3-826D. (3 Dec.) 34. 986256 : 127-85. (2 Dec.)
13-794 : 28-376. (4 Dec.) 36. 07123 : 43-566. (4 Dec.)
754:06 : 0-649. (2 Dec.) 38. 3-1416 : 7-826. (3 Dec.)
7:24257 : 19-14. (3 Dec.) 40. 0-436861 : 18-547. (4 Dec.)

1 Rilogramm = 1-785523 Wiener Pfund; wie viel Kilogramm betrigt
1 Wiener Pfund? (B Dec.)

5:3145.3-4906 3+027.82579

Ta085 37000 (3 Dec.) 43, TR (3 Dec)
0+35791.0-46802.0°14235.0° 37281

0+ 41885 0°89134.0-15786.0-20178" (+ OtC.)

3:187 2 -8185. .. 46, 912-857:0-118..
534428 : 9-157. 48. 71-293..: 8-8764.
0-3497..:4-284.. 50. 9-2737..:0°0856. .
0-00869.. : 3-846. . 52. 30-2582..:0-71356..

®ib in den Quotienten 45. big 52. die Fehlevgrenze am.
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14.
16.
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7. Berhiltuifje und Proportionen.
a) Berhiltniffe
(§§. 115 und 116.)
Driide folgende Berhiltniffe in ganzen Zahlen aus:
8 b
a) Tz28z5, b) %:1—72; c) %:5;-2; d) 2313—6:15%.
3 a
e)8+ :2:02; f)0°215:3:0816; g) (a — b): Hf’h.
Riivze folgenbe BVerbiiltnifie ab:
a) 10:24; b) 72: 56; c) 120:48; d) ax (m*—n?):ab (m 4 n).
Driide folgende Verhaltniffe in den fleinften gangen Sahlen aus:

AW B ok B S8 0
a) 4:655 b) 12 0855 o) e gy Hd) 116t B,

- = 2 v2
e).0:75:: 0:625; . f) 3:208:.1-88;, g) =%~ -1
Bon jwei Kovpern legt A in feder Minute 80 Weter, A‘ 96 Dieter
suviict; wie verhalten fid) ihre Gejhwindigleiten?
Dev Korper A legt in a Jeiteinheiten diejelbe Strecfe zuviicf, wie A in
a' Beiteinheiten; in welhem Berhiltniffe ftehen ihre Gejdpvindigleiten?
Gin Meter verhilt fich zu einem Wiener Fuf, wie 174 : 55; wie ver-
hilt fidh ein Decimeter ju einem Wiener Joll (-1—1§ Wiener Fuf)?
Welches Berhiiltnis bejteht in Ofterveid) 3wifhen Gold und Silber, da
aug 1 Kilogramm feinen Goldes 164 Stiide zu 20 Kronen und aud
1 Rilogramm feinen Silbers 90 Guldben = 180 Kronen geprigt
werden?
Wie verhalten ficdh bdie Flichen jweier Redjtecte, von bdemen Ddad eine
28 Meter lang und 15 Meter breit, dad andere 25 Meter lang und
16 Dieter breit ift?
Bon jwei Dampfmajdinen fann die eine in a Secunden b Kilogramm
¢ Pietev hodh, bie andeve in a’ Secunben b’ Kilogramm ¢! Meter hod
Beben; wie verhalten fidy die Qeiftungéfrifte diefer WMafjdhinen?

b) Proportionen.
(88. 123—129.)

Qbje folgende Proportionen auf:

Rya7B Pt plingiebis]
X:bzg:g‘. 11. 3*8’.3— ].Dgﬁ.

1 4 8 L kds s ol B
4-2—:4?:)(:81—5‘. ) 13 3'2‘-52‘— I.x.
RSO HRE ] ¢ 2D, 18 14°3b {"218" 210 —"9°18" x

b Ty _3m2
%:F:x.—:—_ 17. x.3t_m5. =



27.

30.

31

32.

RENE B85
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x:(m — 2n) = (6m 4 8n) : (2m — 4n).

(6a — Bb): x = (12a® — 4ab — 5b?) : (8a® — 2ab — 3D°).
m?—p? m+4n_ m?—2mn4n?,
m?+n2"'m—n" m -4 n s

(b + ) ix= (b + )
E-Fa):x=h:c

a g } mit Ridfidt auf § 127, 1.
a+b a—b
Fithre an der Proportion

20a (a +b):12a =256 (a* —b* : 15 (a — b)
die in den §§. 126 und 127 begeichneten Forminderungen bduve).
Wenn.ateb =12043, bie =449, ed=3:5mp d:6=3:8
ift, wie verhilt fih a:b:c:d:e?
Gegeben e 'd =14:8,¢id =0%6,b:e=20:9,b: f=5:9;
e:c = 3:5H;wie verhilt'fih a: b:c:dresf?
Gin Rilogramm verhilt jidh) ju einem Ddeutichen Pfund wie 2 : 1, ein
beutjhes Phund u einem Londoner Pund wie 43 : 39, ein vufftidpes
Pfund zu einem Londoner Pfund wie 65 : 72; wie verhilt {ih a) dasd
Londoner Pfund, b) dag rufjijhe Bfund zu einem Kilogramm?

x:(a—x)=

¢) Anwendung der Proportionen.

Angewandte Aufgaben mit einfaden Verhdltniffen. (§§. 131 und 132.)
17 Rilogr. einer Ware fojten 15 fl. 64 fr.; a) wie viel foften 43 Kilogr. ;
b) wie viel Rilogr. erhilt man fiiv 35 fl. 88 fr.?

Wenn die Quft auf eine Flache von 14 Quadvatdecimeter einen Drud
pon 154 Rilogramm ausiibt, welder Luftdrud laftet auf einer Flace von
1 Quabratmeter ?

Ein Land von m Quabdratmeilen 3ihlt r Cinwohner; a) wie viele Ein-
wofner fommen bei gleidher velativer Vevdlferung auf n Quadvatmeilen;
b) auf wie viele Quadvatmeilen fommen s Einwolhner?

Das Vorderrad eined Wagend fat a Meter, dag Hintervad b Meter
im Umfange; wie oft fat fid) erfteves umgedreht, wenn leiteved m Umldufe
gemacdht Hat? ;

Gin fidy gleidhfsrmig bewegender Korper legt in a Secunden b Nieter
juviid; a) wie viel Dieter legt er in t Secunbden uviid; b) in wie viel
Seaunden legt er s Meter juriid?

Die Gefdywindigleiten zweier fid) bewegender Kovper verhalten fid) wie
¢ :c¢'; wie viel Beit braud)t der pweite ju cinem Wege, zu weldem der
erfte t Stunden braudt?
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Bon einem Gajometer, weldes 11-2 Cubifmeter fajst, mwerden fiir eine
gewiffe Beit 92 Laternen mit Gas verforgt; wie viel Cubifmeter mujs
ein Gajometer halten, um 148 Lampen auf ebenfo fange Beit mit Gas
i verfehen ?
Gin Deanufeript gibt 162 Seiten, jede ju 5O Aeilen; wie viele Seiten
wird e geben, wenn auf jede Seite 45 Beilen fommen?
Gin Borrath von Lebensmitteln reicht fiir a Perjonen auf b Tage; fiir
wie viele Perfonen veidyt der nimlihe Borrath ¢ Tage linger?

a'= 12 bi—=1h2el— 65!
Dad aus Platin angefertigte, im Avdpive ju Pavid aufbewahete Metre
prototype ijt bei ber Temperatur bes {dymelzenden Cifes nad) bden
neuejten aftronomifhen Mefjungen der 10000856jte Theil eined Meri-
dianquabdbranten unfever Grde. Bei wie viel Grad der 100theiligen Seala
wiivde diefer Weeterftab, wie urfpringlidh angenommen wurbe, genau eine
pem 10000000ften Theile deg Grdquadrvanten gleiche Linge Hhaben, wenn
ver Ausdehnungdeoefjicient bei Platin fiir jeden Grad der Temperatur-
exhhung 0-00000856 ift?
Gine Stadt hat 13750 Einwolhner; wie viel jind 129 bdicjer Bevil:
ferung?
Wie viel betvagen 3% «) auf Hundert, f) von Hunbdert, ) in Hun-
dert a) von 3758 f.? b) von 2908 Kronen? ¢) von 523065 Franfen?
Qemand faujt eine Ware fiiv a fl.; wie thewer mujs er diefelbe ver-
faufen, um p% su gewinnen?
Gine Ware wird mit pg% Gewinn fiiv a Kronen verfauft; wie viel foftete
diefelbe im Ginfaufe?
Qemand fauft fiiv 3480 fl. Wave, erhilt aber bei contanter Beahlung

3—%% Seonto (Nachlajé); wie viel betrigt der Sconto, wenn er a) von

Hundert, b) auf Hundert gevedyuet wird? i
Qemand erhilt fiv eine verfaujte Wave nady Abjug von 29; Provifion

2174 Rronen; wie viel betriigt die Provijion? (Redynung in éj)unbert._)
Ein Staatslos im Nominalwerte von 250 fl. wird im Curje 122°25
(fiir 100 bes Nominalwertes) gefaujt; wie viel fojtet e8? Fiti
Qemand faujt eine Eifenbahn-Actic von 200 fl., welde jahrlid) 5%
Rinfen trigt, fiiv 186 fl.; su wie viel % legt er jein @e[blan ?. .
Gin Gapital bringt in t' Jahren z Kronen 3inél; a.) wie viel E?mé
bringt e§ bei gleihem Procent in t Jahven; b) in wic viel Qabren bringt
8 z' Rvonen 3ing? ie

Bu wie viel 9% mujs ein Capital angelegt toerbern, Damlt o8 in t' Sahren
ebenjoviel 3ing bringe, alg e§ in t Jnhren 3u p% 3in§ bringt?
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Angemandie Aufgaben mit jufammengefeten Berhilinifen.
(88. 133 und 134.)

a Rilogramm Garn geben b Meter Leinwand von ¢ Centimeter Breite;
) wie piel Meter Leinwand von ¢ Centim. Breite geben a’ Kilogr.
degfelben Garng; B) wie breit wird bie Leinwand, wenn aud a’ Kilogr.
®arn b’ Meter  gefertigt werden; ) wie viel Kilogr. Garn braudy
man, um b’ Meter Leinwand von ¢ Centim. Breite ju erhalten?

Aug einer gewifjen Quantitdt Wolle tonnen 16 StiiE 108 Eentimeter
breites Tud) verfertigt werden, wenn das Stiid 35 Mieter hiilt. Aus
einem Theile der Wolle werden b Stiit 98 Centimeter breited Tud) ver-
fertigt, jedes Stiid zu 32 Mieter; wie viele Stid 1 Weeter Dbreited Tud),
bag Stid ju 28 Meter, Tonnen ausd dem Refte verfertigt werden?

Eine Miihle mahit auf a Gdngen bei b Umbdrehungen pr. Minute in
¢ Secunden d Heftoliter Getreide; auf wie viel Gdingen fonnen bei b
Umbdrehungen pr. Pinute in ¢/ Stunden 4’ Heftoliter geliefert werden?
Bon gwei Ridern, welde ineinander greifen, hat das eine a, dad andeve
b 3ihne; wenn nun das erjte Rad in s Minuten m Umldufe madt,
wie vielmal dreht fid) das zweite Rad in t Minuten um?

Fiir 2% fl. werben auf einer Gijenbahn 14 Centner einer Wave 14 Kilo-
meter weit befdrdert; a) wie viel Fradht wird man jablen mitffen, damit

10% Gtr. 76 Rilometer weit befordert werden; b) wie viel Ctv. wird
die Gifenbabn fiir 4gs fl. 63 Rilometer weit befovdern; o) wie weit
fwerden 17% Gtr. fiir 3% fl. gefithrt?

6 Arbeiter volfendeten in 4 Tagen einen Gvaben, welder 300 Mieter
lang, 11% Decim. breif und 3% Dectm. tief ift. Bei einem zweiten

®raben erfordert bdie Forderung von 5 Eubifmeter ebenfoviel Zeit ald
Beim erften die Fovderung von 6 Cubifmeter. Jn wie viel Tagen vollenden

et gweiten Graben 10 Arbeiter, wenn derjelbe 280 Meeter lang, 8% Decim.
breit und 5 Decim. tief ift?

Wie viel Bing bringen 3791 fl. ju 49 in 3 Jahren?

BWie viel Bing geben a) 1287 fl., b) 3745 fl., c) 8391 jl. 34 fr. 3u

5%% in ) 2 Jahren, g) 3% Sabren, ) 2 Jahren 4 Monaten 18 Tagen?
Wie viel Zing tragen C Kronen Capital in T Tagen u 6%?

. Bie viel Bing bringen 3600 Kronen Capital in 125 Tagen a) 3u 6%,

b) su 4%, c) 3u 4%%, d) ju 5%°?
Gine StaatSjduldveridhreibung von 500 fl. wird am 17. Augujt zum
Gourfe von 82 eingefauft; wie viel mujs man dafiiv begahlen, wenn die
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~ vitdftindigen Binfen (bes Nominalwertes) a 4-— % feit 1. Mai zu ver-

giiten fino ?

Jn welder Beit geben 4844 Kronen Capital, zu 4— 9% angelegt,
744ﬁ Rronen 3ing?

Wie grof mufs bdag Capital fein, weldjes ju 5 7}% in 21, Jahren
976% Rronen 3ing bringt?

Bu wie viel % miiffen 2424 fl. angelegt werden, damit fie in 3,:; Jahren
127 fl. 3ing geben?

Wenn ¢ fronen Capital in t Jahren z Kronen Bing tragen, a) welden
Bing bringen ¢’ fronen Capital in t Jahven; b) weldes Capital bringt in
t' Jahven z' Qronen 3ing; c) in wie viel Jahren bringen ¢ Kronen
Capital z Kronen Bing?

Gin Gapital ¢ wird nad) t Jahren juviicgezahit; su welder Summe (s)
ift e8 bei pg% einfachen Binfen angewadhfen?

100 4 tp
100

Gin Gapital ¢, welded nad) t Jahren ofme Binfen fillig ift, foll u
Anfang diefer Beit audgezahlt werben; wie viel (b) hat der Sculdner
gu entrichten, wenn er wegen dev fritheven ahlung p% einfache Sinfen-
vergittung anjpridt? if

Bet der Rechmung anf Hundert ift b=c — loocf)l-tpt - +Gpr.‘

cpt
bon Pundert , b=c — BT

§=¢.

" " "

Welche Mecdjmung ift die ridhtige, welche die bequemere? Kaufleute bevedhnen ben
Discont bei Wechjelrt und den Sconto bei Wavenbetrdgen tmmer von Huubert,
Cine Wedpjeljumme von 2813 fl. 15 fr. wird 2 Wionate vor der Ver-
fall8seit mit 494 bigcontiert; a) wie viel betrdgt der Discont; b) wie
viel hat der Raufer su bezahlen?
Wie viel mujd man bheute gegen 6% ausleihen, damit man nad
3 Jahren fammt Binfen 3010% fl. quviicterhalte? (Auf Hunbert.)

Qemand legt ju Anfang eines jeden Jahres ein Capital von 200Q Sronen
an und fet dies burd) 5 Jahre fort; wie grof ijt dev gegenwirtige Wert
alfer Gapital-Anlagen bei 5% einfadjer Vevzinjung? :

Auf ein beftimmtes Kaufobject bietet A 24000 Kronen fogleich zahlbar;
B 16000 Sronen contant und ferner je 3000 fronen nad) 1, 2, 3 Jahren
unvevzinglidy jahlbar; C 17000 Kronen contant und ferner je 2000 Kronen

nad i 4% und 6 Jahren unverzinglid) zahlbar. Weldjed ift dag

vovtheilhaftejte Anbot, wenn 6% Jinjenvergiitung angenommen wird ?
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71.
_ 4200 Sronen ber; wenn nun bdabei 324 Kronen gewonnen werbden, wie

72,

73.

74
75.

76.

7.

78.

240
Die Capitalien ¢’, ¢/, ¢’/ ... find beziiglih nady t/, t*, £ ... Heits
einfeiten (Jahren, Monaten,...) unverzinglid) ju jahlen. Alfe Sahhmgen
follen auf einmal geleijtet werden. Wann mujs die Gejammijumme
s =c¢' 4+ e 4 ¢ 4 ... gezablt werden?
Deifit m der mittlere Jahlungstermin und nimmt man einfache Binfen su px
an, jo ijt, je nachdem man auf ober von Hundert rednet, bezitglich

it el P
100+pt' + 100—|-—pt“ 100 +pt”"+
= oder
e el el ’

100 Fpt TI0Fpt" T 00 pee T
L e g
e 4 e J e 4 ...0

Diefe Redhnung Heifit die Terminrednung; man wendet dabei gewdhnlich bdie
gom Procent unabhdngige Berehnung von Hunbert an.
Qemand Hhat 2000 fl. nad)y 24 Dionaten, 1500 fl. nad) 8 Wlonaten,
3000 fl. nad)y 10 Monaten, 2500 fl. nad) 1 Jahre 4 Nionaten unver-
singlidh su zablen; wann muf§ die Bahlung gejchehen, wenn bie Summe
alfer jener Termingahlungen auf einmal erlegt werden joll?

m=

@heilregel. (§§. 135 und 136.)
Au einem Unternehmen gibt A 3100 Kvonen, B 3500 Kronen, C

biel fommt auf jeden?
@8 foll die Bahl 3710 in 4 Theile getheilt werden, weldhe fidh au ein-

e : 1 2ongt 14
ander verhalten, wie die Bride 5, 5, ++ 5

2
Bier Gemeinden, von denen A 738 fl. 42 fr., B 815 {l,, C 513 {l
60 fr., D 618 fl. 83 fvr. Steuern 3ahlt, follen nad) Berhdltnis bder
Steuern ju einer Schulbaulichteit, deven RKojten fidh auf 924 fl. 30 fr.
belaufen, beitvagen; welher Beitrag entfillt auf jede Gemeinde?
@ine Summe von s Kronen ift in drei Theile a, b, ¢ fo zu theilen,
bafé fid) a:b=m:n und b : ¢ = p : q verhalte.
Unter drei Perfonen find 3960 Kronen fo ju vertheilen, dajé B doppelt fo
piel als A, und C 3mal jo viel al8 B befomme; wie viel exhilt jeder?
Drei Perfonen follen 9150 fl. jo unter einander theilen, daj8 A fo oft
b fl. alg B 3, und C fo oft 3 fl. alé B 4 fl. erbalte; wie viel
echalt jede Perjon? '
S Rronen find in 4 Theile a, b, e, d fo u theilen, dajd a:d =m:n,
bidi=piiginnncebi= 1/ s8lei
Gin Rwanziglronenijtiid enthalt —1% ®old und 1—10 Rupfer; wie viel Gold

und wie viel Kupfer braudt man, um 1000 Bwanzigtvonenjtide au
priigen, da 1476 Stiide 1 RKilogramm wiegen?
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Gine Grbidhaft von 18420 Kronen folf unter 4 Perfonen getheilt werden,
bafé A 3, B 4, C S und D den Reft exhalte. Bor der Theifung ftivbt

jebod) A, und bdie iibrigen brei theilen nun audy den Antheil bed A im
Berhiltniffe ihrer urfpriingliden Antheile unter fid). Wie viel beformmt
jeber?

Drei Gemeinden erhalten fiiv geleiftete Grdavbeiten 750 f. Aus ber
Gemeinde A arbeiteten 11 Mann durd) 10 Tage 9 Stunden, aus
der Gemeinde B 9 Mann durd) 9 Tage ju 10 Stunden, aus der Gemeinde C
15 Mann durd) 5 Tage ju 6 Stunbden tiglich). Weldpen Antheil an jener
Gntlohnung wird jede der drei Gemeinden Haben?

A beginnt am Unfange des Jnhres ein Unternehmen mit einem Fonbe
von 8000 Seronen; nad) zwei Monaten tritt B mit 5000 Kronen und nody
swei Weonate fpdater aud) C mit 3000 Kronen dagu. Beim Jahresabidhlufje
seigt fih ein ®ewinn von 1059 Kronen; wie viel befommt jeder bavon?

Hettenvegel. (§. 137.)

Wie viel Meter find 213D vuffijhe Fuf, wenn 55 Meter = 175 Wiener
duf und 82 rujfifde Fuf = 79 Wiener Fuf find?

Wie viel Londoner Pfunbd iwiegt ein Londoner Cubiffufy reines Waffer, da
1 Gubit-Decimeter davon 1 Kilogramm wiegt? (25 Londoner Cubiffuf
= 708 Gubit-Decimeter, 86 Lonboner Pjund = 39 Kilogr.)

Cin Ginfronenjtiid  enthdlt 835 Taufendtheile feinen Silberd und
165 ZTaufendtheile Kupfer; wie viel Gramm wiegt e, wenn 40 Ein-
fronenjtiite 167 Gramm feinen Silberé enthalten?

Wie viel fl. 6. W. ijt ein deutfhed Behnmarkitii wert, da 139%— Bebn=
marfjtiife 500 Gramm feinen Golded, 45 fl. 6. W. H00 Gramm feinen
ilbers enthalten, wenn fid) dem Werte nad) Gold zu Silber wie 18% |

berfilt?

Weldhen Wert in Kvonen hat 1 Ducaten, da 164 Stiide ju 20 Kronen

1 Rilogramm feinen Golded und 81%’} Ducaten 280668 Gramm Golb,

das 986 Taufendtfeile fein ift, enthalten?

Gin Wiener Kaufmann bezieht von Hamburg Kaffee ju 78 Bfennig das
Hamburger Pfund; wie viel % gewinnt ev, wenn die Spefen 50%
betragen und in Wien das Rilogr. su 1 fl. 56 fr. verfauft wird? (1 Hamb.

Pfund = 05 RKilogr.,, 100 Pfenn. = 1 Warf und 100 Mart = 58 il.)
Man beginnt den Unjap: x fl. Einnalhnie geben 100 fl. Audgabe, wenn u. j. .

16
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I11. Gleidungen des erfien Grades.

1. Gleidungen des erfien Grades

mit einer ¥Hnbekannten.

(88. 140 und 141))

3 e —ib Dy X A= b

a—x=Dh 4 ax —b

bx + 8 = 43. 6. 1.4 8xi=Tl =X,
a+bx—=cx—d 8 3x—2a+b=a-—>5b
92 — 27y = 11. 10, 7x + 12 = 6x + 20.
54 (2x —15) = x. 12.. 9 — (6 —2x) =3x+ 1

3 (x — 5) =410 —2x). 14

hx—2 —2x=2 (x—1.

(a + b) x =2a — (a — b) x. 16. a(x—b)=b(a—x) —ec.

. m(xx—a)—n(x—b)=(a+b)
.3@2x4+9—94+x=3(06+
. (X +a): (x—=a)=bu:ec.

Bx—1):(dx+2)=(6x—9):

. y@a—y) + ®b—y?!=a>—3b%
2= B—x) =4+ % (B + x).
. @+ D(z—1) =242+ 1.

X.

x) — 2 (x + 6).

(3x — 4),

@8 Gxit 14122 %) @x —11)i= 0;
x (x — 2a) — (b — x)? = 3b* — 42’

E+2x+3)—4=x+406

+ x) — 10,

3(y—2) —5).56—4 @2y —6)=y— 19

allgemeinen. Bahlen auf.

. Bi(x -+ 10) — 41160 — 3 (3x — 2) S
. 5{3—}—(2x-—7)}—~7(x+5)+3:3l4(3——x)—-—x}-—70.
Qbfe die Gleidhung 25 = n (a, + a) nad) allen darin porfommenden

3_}4x+3:4x. 32. %+%+%=x+1
5-;-x+13—;—7x:72. 34 a_b_%‘l_o
a;—y:b:y. 26 a—cbx ,m-;nx
seeotis 0 momern o
i O P
%—b:—g——-—-a 42. ? =a(bbjC)
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45.
47.
49.
50.
51.
62,
53.
5.
56.

57.
58.
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—b a a-+x 13 3 65
i B

. ++ b A 4. x—5+4"_2x—-10'

X 4=8,1 "gx'1 9 8x—3 _ 3x+44

6x+5“—23+1 46. 2x—1 7 x+41 + 1L

_+ + b+ac+bc 48. :+: x_4ab_b-f_-:

a+b _b—-a a2 b2

oy T e
a—b +b
{1+a+b}x_1 {a—b_l}
Z z 41 Z—il,, 2% 7
AR T e

X X x X 23
?+~3—+3-+7+%—-9=x+@,

X X b ax b x a b
3l ex—'a x-Fa 54. mx~a+nx:f:E+;
ax bx cx 2
G 5 i e T Th
1 e % 1
x—2 x—6  zx—4 x—8
1 e g 1
af Zéx .o bl —dx . .ed—dx i bo-—eéx"

L@ 5)+ 3Px e 8) — i (Bg s T=1.

99. $4(Bx—17)—22=13[; (8x — 63) — 2x + 3)].
60. 1GHBEE+D)+3]+2—9H=1.
61. 205 4 200 3%_ 0-00925.
25 v a+b a—1  a—b,a+1
62. 44 =11(15-3). e b
1 1
m—— X — —
oL it 65. o e
Thx m oty et
2. Gleidungen des erfien Grades mit ywei oder mehreren Hnbekannten.
(88. 142—145.)
66. 8x —by=25 67. 3x | 4y=4 68 16y —26z2=7,
3x + Ty = 36. 12x — 6y =5. bz — 24y = 9.
69. 7x + 8y=23¢ 70.:6x +8y=17, L 3y -+ ba= 093,
14x — 4y = 6. 2x + by =4 4y 4 Tz = 128,
2 x+y=s5, Wie findet man aud der Summe zweier Bafhlen und deven
x — yv—d.| Differens die beiden Fahlen felbjt?
y :
73. ax4-y=m, 74. x + my = a, 7. a(x+y)=m,
X —y=n x —ny = b bE—y) =n
7. y —ax + b, 77. y=2x+438 78 4x43y=29,
v =Wz b y 4+ 1T=4x 43 8x — 3y =21,

16%



79.

82.

85. -

87.

89.

91.

93.

98.

101.

103.

3X——4y= 1
X, iy A
Pl
x4+ 7 _ 4
A b
X gl
T
m S n
R
n m
m—y H— X

ax — by = a® + b?,
bx 4 ay = a® 4 b%
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80. x+2y=30, 8L 3x—3y=2
1 2
= 45 =11 = *h g y=d
28 6 1 2
83. ;—}—‘; 9, 84 x—y:x+y’
B fudita y e e
T X 7 3x — 7y  2x—9
x—a+42b y b
86. b +c_'?’
x Y8 XEF
E_E_'_b_c_ ac e
88. (a—}—c)x—]—(a-—c)yﬁ2bc

(b—e)x + (b +¢)y=2ac,

a—xf-b_a—x-b:a—]{-b" 90.%-}—%:2,
a-}:-b+aib:aib' aib“’aib"'aﬂ
Ll R e B gp, 227 | By L4,
Exb—ga e Ey;tb:a;};)b. 21-—;3y+4x—2—3y:y+1'

x—y=2a+b+

ax—by={(a+b)?—

x+42—

4ab2——2a(a2——b5)
L] ,
R a2+b2)~423b(33—b2+1)
a 4+ b+ a2 — b2
95. 41x — 32:7bhy = 10-42,
5-2x — 36y + 25 = 0.

97. 4x+y):(2x —y) =16:5,
e @2x+ Ty):(x+ 8 =14:5.

y 42'5;
S e
5x:8=(y—}—0).
3x:8=(y—2):
(Bx + 2y —4)

:(2x + 3y —1)=3:2,

x —2y—3):@2x—3y—6)=2:3.

x -+ 3y = 39, 100. 3x — 4y = 6,
3x + 2z = 48, 2x + 3z = 26,
4y — 3z = 18. by — 6z = 18.
3x 4+ y 4+ 2z =13, 102. 6x — 4y + 3z = 28,
x 4 2y + 3z = 1V, 4x — y—3z= T,

2x + 3y + z = 12.
ax +by+cz=4d,
a,x + b,y + ¢,z =4d,,

2x — 3y + 4z = 13.

®ib bag Gefes an, mweldpes in den fiir 3,
y und z exhaltenen Ausbriicfen borherridht.

a,x + b,y + e,z = d,.
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104 x +y+z=j5, 105. 0-4x 4 0:By + 0:7z = 51,
x:y=a:b, 0-3x + 0-4y + 05z = 38,
y $ ==ibisie. 0:2x 4 03y 4 04z = 29,
106. 2 8T pTE g 107 x + 1 42 =612,
2 5 2
Skt v 10 e D)
5 4
S+ =0 B
108. 3x —y —z =10, 109, %m,§+%:1’
¢ gl G
Tt & o SR Tl
2 W Z by—cz __ bx-a
2+_3—+?_10 b—c a =
b S o 1 bl
110. S TR 111. ?—{—7_3,,
y 4 2 1 g
z+1_4' }_—‘l‘?-—-b,
z4+3_ 1 1 1
% I0E TN ‘;‘l‘; b
1 1 1 2 3 )
112.—;—}-?4—; a, 113. ;m?—k—z—:&
1 1 1 3 2 g0
;—?-{—?:b, _"x—'l‘;"i‘; 10,
1 1 1 5 4 6o
114 x + =z =18, 115, a4 x4 y—z=a4a
z— y= 2 1+x—y+z=Dh
o4+ y=12, u—x+5y+z=¢
u--2x — 26 —u4+x+ytz=d
LGSR Dy 4 D SR A4 ap - X 3 — 9,
20 +3x —y + z =17, 4u’—3x — 2z = 4,
u 4 2x 4 3y —z =21, 2u4 y—bz=3
—u x4+ 2y + 3z =12 3x —4y + z=2.
118. 90— 8w + 4x — DBy + 6z =6,
3u4+ w—5bx+4 y—38z= 5
Ve—ln 4w 4+ 2x — Oy 'z = 8,
1— w4 xLsSyip fg=i 8
wisle e 2 sy 7 w=olD.
3. Anmwendung der Gleidjungen des crften Grades.
(§§. 146 und 147.) ;
119. Das 3face und dag 4fade einer afl betriigt jujammen 196; 1wie

grof ift bie 3ahl?
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121.

123.
124
125.

126.

127,

128.

129

130.

131.
132.

133.

134.
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Bon welder Bahl ijt der fiebente Theil um 8 fleiner ald dev dritte
Theil?

Wenn man eine ahl mit 15 multipliciert, ju dem Producte 20 addiert,
bie Summe durd) 4 bdividbiert und von dem Quotienten 14 fubivabiert,
jo evhilt man bag 3face der fraglihen Bahl; welde Bahl ift es?
Wie Heift bdie ftetige geometrifche Proportion, deren bdrei Glieder um
gleichviel grdfer jind ald 1, 3 und 67

Die Bahl a foll in jwei Theile o getheilt werden, dajé dad mfache des
exjten Theiled um d grifer fei ald8 dad nfache ded weiten Theiles.
O weldje zwei Theile mujs man 60 zerlegen, damit der grofere Theil
burd) den fleineven bdividiert 2 jum Quotienten und 3 zum Refte gebe?
Gine Babhl a in folde zwei Theile ju zerlegen, dajs beven Quotient bder
gegebenen Bahl felbjt gleich fei? :
Weldhe Sabhl mujé man vom Bdhler und vom Nenner de§ Brudjes % {i)

13
jubtrafieven, damit dev neue Bruch gleich —z— (%) werde?

Weldpe Zahl mujs zum Fihler e Brudyed % addiert und bom Nenner
besfelben fubtrabiert werden, bdamit bder erBaltene Brud) der veciprote
Ded fritheren jei?

Wenn man jum Jdahler und Nenner eined Brudies 7 abddiert, fo erhilt
er den Wert %; fubtrahiert man vom 3dfhler und Nenner 2, fo erhalt

ev ben Wert % Weldes find Bdhler und Nenner de§ Brudes?

Bwei Bahlen werben mit denjelben zwei Biffern gejdhrieben und wver:
halten fich wie 13 : 31; welde Bahlen find es, wenn ihre Summe 88
betrigt?
Bermehre id) eine jweiziffrige Zahl um bad 9fade ihrer Einer, o er=
Dalte ich 80; vermehre id) fie dagegen um 18, jo eridheinen in dexr Summe
ihre Biffern in umgefehrter Orbnung; iwie heift die weiziffrige Zahl?
Jemand wird nad) 10 Jahren doppelt fo alt fein, als ex vor 4 Jahren
war; wie alt ift ev jest?
Gin Bater ift jegt 48, fein Sohn 21 Jahrve alt; vor wie viel Jahren
war der Vater 10mal fo alt al8 fein Sohn?
Gin DBater ijt 36, fein Sohn 10 Jahre alt; wie viel Jahre mufs der
Bater nod) leben, bamit er gerade doppelt fo alt werde, al§ es dann
fein Sohn fein wird?
A ijt jet mmal fo alt und wird nad) a Jahren nmal fo alt fein alé
B; wie alt ift A, wic alt B?

TWelche Begichung mujs swijdhen m, n und a ftattiinden, damit die Aufldfung
etnen Sinn Habe? (8. 147, Beijpiel 3.)



135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142

143.

144.

247

Gin Bater it gegenwiirtig 3mal fo alt al8 fein @ohn; vor 12 Jabren
war er 9mal fo alt als der Sohn. Wie alt ift jeder?
Ein Rnabe fagt: meine Wutter ift 25 Jabhre dlter als id), mein BVater ift
b Jabre dlter al8 die Mutter, und wiv alle jujammen Haben 91 Alters
jahre. Wie alt ijt ber Knabe, die Mutter, ber Bater?
Bei der Theilung einer gewifjen Summe evhilt A 1000 fl. und % bes

Rejtes, B % de§ neuen Reftes und nod) 500 fl. dariiber, C die nod) itbrigen
2500 fl. LWie groft ift die Summe, wie viel echilt A, wie viel B?

Bei der Theilung einer gewifien Summe exhilt A a fl. mehr als %
perfelben, B b fl. mehr alg —i— ves Jiejted, C ben newen Hejt, welder
c fl. weniger betrigt aié% der gangen Summe. Wie viel erhalt jeder?

Unter dbrei Perjomen wird eine beftimmte Summe fo vertheilt, bdajs B
20 fronen weniger al§ A, und C 20 &ronen weniger alg8 B befommt;
pie ganze Summe ift um 25 Kronen grofer al8 das 4fache deffen, was
C befommt., Wie biel erhilt jeder?

Ein Bater jhentt feinem Solme fiix jede fehlerfreie Aufgabe 10 Heller;
fiiv jeve fehlerhafte Aufgabe dagegen mujs der Sohn dem BVater H Heller
suviidzablen.  Bei 20 Aufgaben evgab fid) nun, dnj dem Solhne von
den erfaltenen Gejdhenten 80 Deller iibrig blieben; wie viele Aufgaben
hat ex ofhne Fehler, wie viele fehlerhaft gearbeitet?

Qemand bdingt einen Gdrvtner auf einen Wonat (30 Tage); er verfprict
ihm wihrend diefer Beit die Koft, und fitw jeden Tag, an dem ev avbeitet,

% fl.; fiiv jeden Tag, an dem bdev Gdriner nidht avbeitet, mujs diejer

dem Heren —;— fl. fiiv die Koft bezahlen. Nad) einem Monat erhielt dev
Gitrtner 18 fl.; wie viele Tage Hat er geavbeitet und wie viele nicht?
Awei UArbeiter follen einen Graben von 435 Meter Linge reinigen; der
eine madjt tiglic)y 42 Meter, der andere 45 Weeter fertig; twann )
bie gange Avbeit fertig fein?

Bwei Fiffer enthalten 351 Liter Wein; nimmt man aug dem erjten
ben fechSten und aug dem jweiten den dritten Theil heraus, jo bleibt
in beiden gleidhviel iibrig. Wie viel Litev enthilt jedes Fafs?

Sn jebem von zwei Fdffern ijt eine gemwiffe Menge Wein. Giefpt man
aué dem evften in bdag weite fo viel, al§ jet davin ift; dbann aud dem
sweiten in dag erfte fo viel, al8 jdon bavin ift; dann wieder aud dem
erften in bag weite fo viel, ald davin iibrig geblieben war, ?'o entE)aI.ten
beide Fafjer gleich viel Wein, nimliy 72 Qiter. Wie viel Liter enthielt

jedes Fajs?
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Qn einer Gefelljchaft waren 2mal fo viel Minner als Froven; naddem
8 Mianner mit ihren Frauen weggiengen, blicben nody 4mal fo viel
Nianner al8 Fraven. Wie viel Wanner und Frauen waren anfangs da?

Qn einem Landtage, in weldem 64 Abgeorbnete ftimmten, wurbe ein
Untrag mit einer Stimmenmelhrheit von 10 angenommen. Ldie viele
ftimmten dafiiv, wie viele dagegen?

Jn einer Fabrif arbeiten 62 Avbeiter, theils Wieijter, theils8 Gefellen;
jeder Meeijter erhilt taglih 2 fl., jeder Gefelle nur bdie Hilfte davon;
wiivdbe man jebem Weeijter von feinem Lohne 0-4 . abziehen und dafiic
jedern ®efellen o viel zulegen, fo mibdyte der tdgliche Lohn um 12-8 fl.
melhr betvagen. Wie viele Dieifter und wie viele Gefellen find eg?

A und B madjen eine Wette von 12 Kromen; gewinnt A, fo hat er
breimal fo viel Geld al§ B; wverlievt er, fo hat er nur doppelt jo bviel
alé B. Wie viel Geld hat jever?

Drei fpiclen mit einander; im erften Spiele verliert der erfte an jeden
der anderen fo biel, al8 jeder von diefen bet fidh) hatte; im weiten Shiele
berliert der jmweite an den erften und britten fo viel alg jeder bderfelben
hat; im britten Spiele verliert der dritte an den erften und jweiten fo
viel al8 jeder hat; nach geendigtem Spiele hat jeder 24 Kronen. Wie
viel Hatte jeber am Anfange des Spieles?

Dic Bordervader ecined Wagens haben 35 Decim., die Hintevrider
44 Decim. im Umfonge; wenn nun ein Vorderrad von A b B
387 Umbrehungen mefhr gemacht Hat al8 ein Hinterrad, a) wie vielmal
hat jid) jedes umgedreht, b) wie viel WDeeter ift A von B entfernt?

Qemand verfaufte eine Ware mit 3% Verlujt fiiv 17848 fl.; wie viel
batte er im Einfaufe dafiir gegeben?

Gin Kaufmann verfauft den Gentner einer Ware fiir 161 Krvonen und
gewinnt dabei 15%; wie theuer atte er den Centner eingefauft?

Wie grof ift bag Capital, das mit Buvednung von 5% Jinfen in
4 Jabhren auj 2808 fl. anwddst?

BWie lange mufs ein Capital 3u p% angelegt bleiben, dbamit die Finfen
":1{ ved Capitals betragen?

Bwei Capitalien find auf Jinfen angelegt, 4400 Kronen & H% und
5500 fronen a 41/, % ; in welder Seit werden fie jujammen 1870 Kronen
Binjen gebradyt Haben?

Bon jwei Capitalien, deren Summe 5330 Kronen Detrdgt, ijt dag evjte
3 D%, bas weite ju 49 angelegt; wie grof ijt jedes, wenn das
erfte doppelt fo viel Bing trigt al8 dad weite?
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Fiiv eine nad) vier Jahren fallige Schuld begahlt jemand bar 2400 L.,
ver Digeont betrigt 480 fl.; wie viel % Disdcont werden jihelich gevechnet ?

Cin Kaufmann hat jwei Sorten einer Lave, von der einen fojtet das
Rilogr. 60 fr., von der andern 40 fr.; ev will von beiden eine Mifdhung
bon 80 Rilogr. bereiten, die er ju 45 fr. ba8 RKilogr. verfaufen Fann.
Wie viel RKilogr. mufs er dazu von jeder Sorte nehmen?

Gin Weinhanbdler hat zweierlei Weine, von dem erften foftet das Hetto-
liter 120 Sronen, von dem jweiten 64 Kvonen; ev will durd) Mijdhung
T $Heftoliter su 80 Kronen befommen. Wie viel Heltoliter wird ev von
jeder Gattung zu der WMijdjung nehmen miifjen?

Wie viel Kupfer (Gehalt = 0) mujé man mit 26 Kilogr. Silber, dad
0°9 fein ift, legieven, um 052 feined Silber zu echalten?

Bu 24 Rilogr. 0-8 feinem Silber werden 12 Kilogr. einer andern
Gilberjorte hingugejest, wodurd) die Mijdhung 0°75 fein wivd; welden
Feingehalt Hat die zweite Sorte?

Qemand fat drei Meetaljtiicfe, deren jedes aus den Metallen A, B, C
bejteht. Das exjte Stiict enthilt von A a,, von B b, von C ¢, Defagr.;
bag jweite Stii enthilt von A a,, von B b,, von C ¢, Defagr.; das
britte St enthdlt von A a,, von B by, von C ¢, Defagr. Wan will
nun eine Compofition bilden, welde von A a Defagr., von B b Defagr.,
von C ¢ Defagr. enthalten folf. Wie viel Defagr. mujd man dazu von
jebem ber odrei Metallftiide nehmen?

Wird a; + by + ¢ =5y, ay + by + ¢y =355 a3+ by + ¢ = 55 gefebit,
fo erhdlt man folgende Gleichungen:

MX | wY | %
51+52+33 &

by x b b.z
;+_:2_Z+_3_=1,J

84 S3

X CY Cal
he puc L2 == =c.
AL

Bon drei Wetallftangen enthlt
die erjte 4 Defagr. Gold, 8 Defagr. Silber, 12 Defagr. Kupfer,
ie 81U3Ete 8 " " 10 " " 2 " "

bie oritte 10 @ " 6 " " 14 " "

us diefen will man durc) Legierung eine Wetalljtange echalten,
weldhe 10 Defagr. Gold, 10 Defagr. Silber und 11 Defagr. Kupfer
enthilt; wie viel Defagr. mujs man von jeder dev brei Metallftangen

daji nehmen?
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@in Wajferbehilter fann durd) swei Rofren gefitllt werden, und jwar
burd) die erjte Rohre alfein in a, durd) die pweite allein in b Stunden.
Qn weldher Zeit wird dev Behilter gefilllt fein, wenn man dag Whaiffer
burd) beidbe Rofhren zugleidh fliegen [af8t?

Man jepe bdie gefudite Beit = x unb den Cubifinfalt bes Behitlters = v.

Die erfte Rihre allein fillt in x Stunben %, die zmweite Rihre allein %; beide

Rihren fitllen aljp in = Stunbden v—:—}— Ib}i' b. 1, ben gomgen Behilter = v. Man
Hat Dbentnach ‘;—x—}-‘%: v; ober % -+ {— = 1, bafer x =£T§‘

Gin Wafferbehilter fann duvd) drei Rohren gefiillt werben; bie exfte
Rohre allein fiillt dag Gefif in 4 Stunden, bdie jweite Rohre allein
in 6 Stunden, bdie dritte Rohre allein in 12 Stunden. Jn wie viel
Stunden wird der Waffevbehilter gefiillt, wenn man dad Wajjer duvd)
alfe brei Mofhven zugleid) fliefen lijst?

Gin Wafferbehdlter fann durd) drei Rofhren gefitllt werden, und war
burd) die Rohren R, und R, in a, durd) R, und R, in b, durd) R,
umd R, in ¢ Stunden; wie viel Zeit braudyt fede Rohre allein dazu,
um den Bebilter zu fitllen?

Au einer Arbeit evbieten fich drei Pevjonen, A, B und C; A und B
wiivben zujommen die verlangte Avbeit in 18 Tagen [iefern fonnen,
A und C zujammen fonnten bdie§ in 12 Tagen, B und C zujammen
in 9 Tagen. Jn weldher Beit fann bie Avbeit durd) alle drei Perfonen
sujammen geleiftet werben?

Bwei Kivper vom {pecifijchen Gewidhte s, und s, follen jo mit einander
verbunben werben, bajé der entftehende Korper p Rilogr. wiege und
bag fpecifijhe Gewidht s habe; wie viel RKilogr. eined jeden Korvpers hat
hat man 3u nehmen?

Da die Gumme bder fabjoluten Gemwidjte der beiden Beftandibeile bem abjo-
luten - Gewidyte der BVerbindung, und ebenjo die Summe bder Eubifinhalte ber
Beftandtheile dbem Jnbalte der Verbindbung gleidh jein joll, jo Hai mam, wenn die
Berbinbung x RKilogr. ded erften und y RKilogr. ded jweiten Kbrperd enthdlt,

X - y=p und Si-i- %:%, und baher
1 9
5 p(s — s9) 8y P (5, — s}
= mbiy = -S- 2= %
$ (8 — 8g) 4 s(s; — 83)

Die Auflojung ift nur miglich, wenn s wijchen s, und s, liegt.
Wie grof find bdie fpecifijhen Gewidyte zweier Kovper A und B, wenn
a Rilogr. vom erften und b Rilogr. vom weiten jujommen dad fpeci-
fifhe Gewidht s, dagegen a, Kilogr. vom erjten und b, Kilogr. vom
gweiten zujammen dag fpecififthe Gewidyt s, haben?
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Eine qug Gold und Silber gemad)te Krone des Kinigs Hiero von Sy-
racu wog 20 Pfund, unter Wajjer getoudht nur 18% Pfund;  wenn

nun Gold im Waffer {deinbar 115 und Silber 1_10 pon feinem Gewidyte
perliert, wie viel Gold und wie viel Silber war in der Kvone?

Gin Pendel, dag a Millimeter lang ift, madyt bei der Acceleration g in
einer Minute n Schwingungen; wie lang mufs ein anbderes fein, dag
bei der Acceleration g, in einer Winute n, Shwingungen madjen joll?

X bl o B
n 2" n

Dag Secundenpendel hat in Paris eine Linge von 0-99385 Meter;
wie [ang mujs ein Pendel fein, dad in LWien in jeder Minute 80 Sewin-
gungen madpen folf, wenn die Acceleration fiir Parig 9-809, fiir Wien
9-808 Mieter betrigt?
Ein Dampfihiff legt in einer Stunbe ftromaufwirts einen LWeg von
10-2 Rilometer, jtromabwirts einen Weg von 17-7 Kilometer zuriic;
welden Weg wiivde dag Sdiff durch die Kvaft der Wafdjine allein (bei
ftilljtehendem Waffer), welden Weg durd) die Krajt des Stromes allein
(bei ftilljtehender WMeajdhine) in einer Stunbde guviictlegen?
Awei Korper K und K* bewegen fidh auf einer gevaden Linie in bdervs
felben Ridhtung von den Punften A’ und A" gleidhformig mit den
Gejchwindigleiten ¢’ und ¢’. Der Kovper K’ verldfst den Punft A’
weldher um d Lingeneinheiten viidwdarts von A liegt, um t Heit-
einfeiten jpdter, al8 der forper K den Puntt A" vevldjét. Nad
wie viel (T) Beiteinheiten, von dem Abgange de§ Kovpers K von A“
an gerecnet, wevden beide jufammentreffen? (BVergl. §. 147, 4.)

Der RKorper K’ legt den Weg ¢’ (T — t), ber fHorper K ben Weg ¢ T
auriid; bie Diffeveny beider Wege ift die Diftang d, bafer o' (T — ) — " T=d
und daraus

Sl T
Discutiere Diefed Mejultat a) fitr pofitive Werte von d, ¢, o und ¢ und

fiir o Z o3 1) fiir d Zo; o) fir tZ 05 @) file e <o

PBehalte die Daten der vorhergehenden Aujgabe und bejtimme die Ent-
fernung (D) des Punftes, in weldjem die beiden forper jujammentreffen,
von bem niber gelegenen Punfte A
e (et +d
De==c!tT — %}—)
A und A“ find durd) eine Gijenbahn verbunden, bderen Gndpuntte
295 Qilometer von einander abjtehen. BVon A’ geht gegen A“ ein
Perfonengug ab, der in jeder Stunde 30 Kilometer suviiclegt; 3u gleicher
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Reit geht von A“ gegen A’ ein Laftenzug ab, der in jever Stunde
20 Rilometer juriidflegt. Wann begegnen fid) die beiden Biige?

Bom Orte A’ ausd geht des Morgend D Uhr eine Locomotive ab, weldye
in 4°5 Stunben 105 Rilometer uriidlegt. Gine halbe Stunde {pdter
wird von AY aus, welder Ort 525 Kilometer hinter A’ [iegt, dev erften
Qocomotive eine jweite nadygefendet, bie 105 RKilometer in 3 Stunden
fiihrt. Wann wird die jweite Locomotive die erjte einfolen?

Gin Gourier M’ geft von A’ nady A", ein anbdever Gouvier M" von
A" nach A’; M tritt die Reife um 5 Tage frither an ald M*, dagegen
legt M* tiglih 20 Rilometer mehr zuviid ald M'. Naddem M 240
Rilometer juriidgelegt hatte, trifit e mit M* jujammen und dann braucyte
M’ nod) 4 Tage big A, und M nod) 6 Tage big A'. LWie viel
Rilometer hat jeder tiglih juviidgelegt und wie grof ijt die Enifernung
jwifhen A’ und A“?

A’ und A" find durd) eine 152 Rilometer (ange Gifenbahn verbunden.
Bon A’ geht um 8 Uhr 30 Min. vormittags ein Bug nad) A ab mit
ver Gejhwindigteit von 10 Neeter per Secunde; an demijelben Bormittage
um 9 Uhr 15 Min. geht von A ein Bug mit der Gejdhwindigteit
vort 9 Meter pev Secunde nad) A’ ab. Wonn und in weldher Entfernung
vort A’ begeguen {id) dieje Biige?

@in Couriev {oll von A aus einem Regimente, dag vor 6 Tagen von
bort abmaridhiert ift und tiglih 28 Rilometer voriwdrts geht, Ordre
bringen. Qn weldher Entfernung von dem gemeinjchaftlichen Abgangsorte
wird er dasfelbe erveidhen, wenn ev tigli) 84 RKilometer juriictlegt?

Bon A’ geft ein Courier, weldper taglih 14 Meilen zuriicdlegl, nad
A" au gleicher Beit wird von A’ ein Couvier, welder dem exten nad)
5 Tagen begegnen foll, nach A’ abgefdyictt. Wie viel Mieilen mujs der
sweite Courier tiglih juviiflegen, wenn die Entfermung A’ A“ 150
Peeilen betrigt?

Um 8 Uhr morgend fihrt von A’ nad) A“ ein Gilwagen, ber fede
Gtunde 9 RKilometer zuviidlegt; 20 Minuten nad)y 2 Uhr nadmittags
verlfst ein Dampfwagen den Ovt A’ und langt auf einer neben dev
Lanbitrafie liegenden Eifenbahn, indem ex jtiindlic) 30 Kilometer guriiclegt,
u derfelben RBeit in A’ an, ju welder der Eilwagen in A" anfommt.
BWie grof ift die Entfernung zwifden A’ und A“?

Bon A’ nadh A find 315 Rilometer. Um Mittag geht von A ein
Gilwagen ab, der 10 Rilometer in der Stunde madht. Wm wie viel
Gtunben frither mujd von A’ eine Fahrpojt, die in bder Stunbde nur
6 Kilometer guviidlegt, abgehen, damit fie mit dem Gilwagen gleidhzeitig

in A* eintreffe?
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Bwei Korper bewegen fid) von den Punften A’ und A”, deren Gntfernung
d Meter betrdgt, gegen einander. Fingt der erfte t' Stunden frither an
fid) gu bewegen, jo treffen fie T' Stunden nach dem Abgange des jweiten
gufammen; fangt der jweite t Stunden friiher an jidh ju bewegen, fo
treffen fie T Stunben nad) dem Abgange des erften zujammen. Wie
viel Weeter legt jeder in einer Stunde jurii?
Ginem Rbrper K, welder in jeder RBeiteinheit ¢’/ Lingeneinbeiten
juviidlegt, folgt t Reiteinfeiten fpater von demfjelben Punfte aus ein
gweiter K', welcher in jeder Beiteinheit ¢’ Leingeneinbeiten zuviiclegt.
Jad) wie viel (T) Beiteinheiten, vom Wbgange bdes Kirpers K' an
gevecnet, werden beide Korper d Lingeneinfeiten von einander ent-
fernt fein?
Bwei Kovper bewegen fidh auj der Periphevie eined RKreifes, welde p
Qiingeneinheiten betriigt, su gleider Reit von demfelben Punfte aus in
verfelben Ridhtung mit den Gefchwindigfeiten ¢’ und ¢, Nad) wie viel
(T) Beiteinheiten werden fie wieder ujammentreffen?

RNimmt man an, dajs der erfte Kbrper ben Umfang p in t/, der zweite in t*
Beiteinfeiten suritdlegt, jo ift ¢’ = %, und e = t% und man Hat fiiv das weitere

Bujammentreffen derjelben

Te! — T = p, bafjer T=E,—:p—cﬁ=@tf—i%_
Wie viel Beit verflieft von einem Bufammentreffen der beiden Beiger
einer Gt big jum ndchjten Bufammentreffen derfelben?
Wie viel Minuten nad) vier Uhr wird dev Winutenzeiger einer Uhr iiber
ben Stunbenzeiger zu jtehen fommen?
@8 find 20 Minuten iiber 12 Uhr; nach wie viel Minuten werden fidy
beibe Reiger der Uhr decden?
Der Mond vollendet, von dev Grbe aud gefehen, feinen Umlauf am
Himmel in 27-32158 Tagen (tropijder Monat), die Sonne bdagegen
pollendet ifren fdjeinbaren Umlauf in 365-24222 Tagen (tropijdes
Safhr); Deibe Himmelsorper jdhreiten durd) die Stevnbilder des Thier-
freijes von Tejten gegen Often fort. Geht wibhrend diejer Bewegung
oer Mond vor der Sonne vorbei, fo Haben wiv Neumond. LWie viel
Tage verfliefen von einem Jeumonde bi§ zum andern (jynodifcher
Peonat)?
Auf der Peripherie eines Kreijes bewegen fi) swei Korvper gleidhformig
und in derjelben Ridytung; der erfte bejdyreibt den Umfang in t Secunbden
und trifft mit dem gweiten alle T Secunden sujammen. 3n welcher Beit
vollendet Der weite einen Umlauf?
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1V. Pofenjieren, Radicieren und Logarithmicren.
1. Potengen mit pofitiven gangen Crpouenten.
Perbindung des Potenyicrens mit fih felbf. (§. 149.)
(a®)%. 2. (= B.y(zm)) 4. (ampi,

5' [(P2)-1-]3 6 [(a.'»)o]s' 7. (xa—i—b)a.—b. 8 (ySa—%)?a—Bb.

Berbindung des Potenyierens mit der Multiplication und  Divifion.

(§§. 151—154.)

9.
12.
15.
18.
20.
23.

25.
28.
32.

35.
37.
39.

41,

43.
45.
47.
49.

bl.
53.

8
5

S S

(2a) 10. (2ax)® T (wbicd ™.
(Zaiyh 13. (ax™). TS (29 )
(=AY 16, [(zy*?. 2% 17. [a®* (b — )]~
(Tx)*(3y)*.(2az)" dh L R ) et
kel 21. 25%. 4% 22)(5a)%. (Bb)™
x4+ a)*.(x — a) 24. (3x)".(2y)*. (4z)"
5 1\n biNms e 2a\?® [15x)3
x.(;). 2. (l—l-?).a. 97. (ﬁ)(ﬁ)
2x) 8 3mn)3 a2 b3\2 3ah?)\b
G 2 (%) % (G 8Li(s)
amxn)p atbic2y3 3c3x2)3 [10ath)?
(55m) - B ("5y7) 3 (gm) - (555m0)
(2ax—3by+y) 26. (1_21):2:1)—}:33.)5.
(8ab)* : (2b)%. 38, (x =y —y)™

ot . (55)': 3)-

S o S (R MER

X s

=]

gzt X 4. Ta®.3a”
2m*n’. bm*n, 46. 3(a + b)*.4 (a + b)*
(3a%. 2b%)*. (4ab)’. LT ) ] e PR ) g
g = il 50. 93.2“"'1 3a’.

3x2\3  (3y2\2 - ab 2c )2 (3bc)?
Saxt Dbx? 342yt 54 Balxy*t 4a5x%y
6by® * “ay ° Bbix® " 3DbcZad ' Bhiczt

‘ath3c2\8 xtyb \4 (2x8y2)3 (3xtyd)2) ¢
( By7 ) . (_—a3b4c") : 56. {—gxz'yz % :

() (Y e e anay
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Berbindung des Potengierens mit der Addition und Jubtvaction. (§. 155.)
3a% 4+ 4a? + Gal. 60. 5m‘— 2m*.

ax® 4+ bx’ 4 cx — x? — 2x? 4 2x.
4xm —Hx" - BxP — x — 2x™ — JxP,

(2a® + 3b%).a%bZ 64. (6x'y? — 10x’y%): 2xy?
(Ba®x? 4+ 4b?y®) (Ba’x® — 4b%y?®).
(Xﬂa—h — x2 + xa+b . ¢ _+_ Xah—a) (Xa + Xb).
(Xﬂm—n — xm + xn ___ Xsn—m) . (Xm sl xn).
(a® — b®%) : (a® + a*b + ab* + b?).

(Aujgaben 183, bis 174, Seite 220, ferner 104. bis 122, Seite 222.)

(x* +a) 70. (a® — x) 71 (2a® 4 3b%)°.
(x® — yo)2, 78. (5x*—6y%%. 74 (mx‘'—n)
(2a + b)*, 76. (3x — 2y)". 77. (a® — 3bY%

(ax®— by")% 79. (2a* + 3a)% 80. (mx®— nx?®)?
(ba?—4x?%? 4 (ba® 4 4xh)% 82, (ax®+ by®)? — (ax®* — byf)?>
(a + bx 4+ ex?)2 84 (x*—abx 4 a’b?)?%

Potengen mit algebraifcher Bafis. (§. 157.)

(— a)“ 86. (— x)" 87. [(— ).

(— a®® 89. (— a%>2 90. [(— z%%~

(_ aEm)Zn—l' 92 (__ aEn-—l)ﬁm' 93‘ (_ 3)4. (_7 a)S'

(— a)m+, (— gyt 95. (— 4b)®. (3x)".

(G (— 2y).  97. (= 8a)’.(— 3b)". : 98 ‘(m®)*.(— n?)".
3adx\4 ab2x3)872

(—223)" 100. [(—5%) |-

2. Wurzeln mit pofitiven gangen Erponenten,
Perbindung des Radicierens mit fich [elbR und mit dem Potenieren.

. 161—165.)
m 5
]/azx 2 ]E/a". 8.4 a, 4, ]}xmup,
an n m--n
’bem_ G ‘Vanp+nr' 7 anm-]-nn_
6 n
(Va). 9. Vabc). 10. 4a® (V="
m 3
P anbp\r ax ¥Vxy 4
(Vam)pq' 12. ( ‘/ cl ) ; 13. ( ‘/14/3_;;3_) i

3

V= <N 245 Wi, 16, Vit 17 vVa
8 m n p 20. (m n )‘3. 4 8 iy
Vet 19 VYV Vivan) - 21 (rva).



22.

23.

24.

25.
28.

31.

37.
41.

bl.
54.
b6.

8.
59.

62.

67.

256

8 6 9
Wenn /262144 — 64 ift, wie grof ift a) 17262144, b) 17262144,
18
c) 1/262144°?
Ctelle folgende Wurzeln mit einem gemeinjomen Wurzelexponenten dar:

3 4 6
a) 1/x und ]/x“’, b) Vx® und Vy%;

3 5
¢) 1/ar und ]/bs d) Va, Vb? und Ve
Riirze folgende Wurzeln ab:

4 6 18 mnp
a) Yz b) Vy'%; ey Vot d) V/xmr.

Berbindung  des  Radicierens mit der  Multiplication und  Bivifion.

. 166 und 167.)

m 3
V x*yh. 26. 1/9.49. 2 Y 20aE,
3 3 S m
+ Vb=’ 29. 11/ 16%. 81%. 30. 11/ 8=. 27",
VE+ 7P —E —y2). 32 V) albic”

Befreie in ben folgenden Wurzeln jene Factoren des Radicands,
aug denen fid) bie QBurgel siehen [dfét, von dem Wurselzeichen:

Va,“ 34. Va.‘*mx. 35. ]/a?’b‘ 36. 1/ 4.5.

V1200. 38 TV 39, 148 10. 21/81.
V/80. 42, Vxntn 43 Vx' 4. V/1a%b.
Sil/7an 6 nyoFE N oy ey
R 19. 1/5.17200. 5. 61/6.512
Var.Vas 52. 1/n°.V/n. 53. V'x Vas

\/ Z Vay. 85 L
SR WA 8x =29

AT V=] v VhE

nyzzs VX ym— 72m—8 ]/Xm—ﬂzﬁ—m.

6 9
Va. Va. 60. Vx ]/x 61. Vab.1/a’.
3 4 12 S oy Bkl
3VbL5 Vb Vb. 63. a1V xy. bV =y . cV Xy’
Bringe in den folgenden Wurzeln den Factor unter das Wurzelzeichen:
n i A 3
al/ix 65. 41/ Ha. 66. 4x/x.

3 P
a x y2 1
X ‘/;. 68. -}7 FER) 69. ab ‘/mp—_i.



257

5
a — b x2 adh e
70. (a+ b) ‘/ T i l/ 2 58 ‘/ 2?1 8t

m

73. |/ 3t “x /e B VAR

m

8
e 49 = :
WY TUlY e (@ Y g el

5
80. 5, 38 49 b abx10 Balh
|/_6;+? 2 0% ‘/ e ‘/ el

n 5
84. Vzﬁaz : ‘/ﬂ% 86. ‘/ 0 87 Vang
88. ‘/an:::;n;i:mq. 89, ‘/a2+b9 a2+b2.
8
0. V51 13 91 V108:1/4 92, 3Y/8: 9.
3 8
93. Va.x ]/a. 94 1/48x:)/6x. 95. |/ ab: V' bx.
96. % Vel yree
Vat: Val. 97. Va..l/b. % —
99 1: et 100. 1: *25. ey 1
‘/ 00. 1:170°25 101. 1: ‘/ Sl
L 3
102. ]/a Va 103. Va': Va2 104. m})/a: Va..
105. ]/a.": ]/a. : 106. a : ]n/a.. 107. %: Vax.
3 m
Tl b? .|/ Ety)m=1
108 AEr 1005 |/pe MOpyy | /SR

Verbindung des Hadicierens mit der Addition und Subtraction. (§. 168.)
1, o E A5 Ve 112, a V= — b s

113. a+blVm+c—d Vm. 114.5&&3—2]8/33-}-3]8/&’.
1B, /e 40 L2 Vi LBV

116. a}/b—2b}a - 2a Vb 48b /a < 5b Vs 4 64 /D!
telfe mit gleien Radicanden dav und veduciere:

117. 12 + V8 + 3 V/50. 118. 4 /50 + 2 /72 + V128

119. 61712 — 31/80 + 21/20. 120. 41/2 — 2V/54 + /128,
121, 61/12 — 4 121 + T V48 —5 /75 + 2 1/108.

Moénit, Arithmetit und Algebra. 17



122.

126.
128.

129.
130.

131.
133.
134.

136.
138.

139.
140.

141.
142.

144.
145.
146.
147.
148.

150.
152.
153.

155.

258

Vas + Vad + Va. 123. 1V a*x + 21V bx + 3V 'x.
3 8 8
5a)/12%° — 2x 1/ 27a’x. 125 4)/3x —2)/ 24x+V/1%2x.
8 3 TERET, R R 4
‘/—a'l/'as + 3V a’Va. 127. 3 Va]/ al/ a—2) alVal

Vix'y —byV'xy —xV 4xy+ V B xy’.
AVIiF+a—VoF9a -2V 22 Falxd + V(1 +ad.

1 ¥
X—Y)V —~2XY+Y B x—y+x‘/?

3 3
Y 132. 31V %a +4).1 4a®
@QV8 —TV18 — V50 +4)/12).12.
A+3V2)@—2V2. 185 8—315) 7+ 211/5).

(a + VD) (a — VD). 137. V3 +V%5).1/3 —1/5.
Vx+y+V2xy.Vx+y—V2y
VVatzd+Vao—xVVatz—Va—x
VE+Vy+Vo) Vx+Vy— V).
Va+b—Va+Vb) (Va+b+Va—Vh).

x-|-V19—1 x-—Vifi 1—V¥x 3V x Sx—{—Vx-
r— Vo1 x+Vo—1 143, 1+Vx+1—]/x+ I=x

(18/x+1>2+1s/x—1)2+1/3x2—1)(1/x+1—13/x~1)-
BV + 414/33) QYT —21/3).

f/;s+svaz;) Vb + 4V 57

(VK —-VY) (VX +VY) {4 E o VY)

BV8 —5120): V2 149. (Vazb+1/ab2) Va'b.
@VBL—31/2): V2. 151 6V + 8%):2 V%
Vax—Vex+1V'az —V ez : (Va — Vo
B—b):/B—Vb] 154 (=x—y):Wx—Vy).

‘/m+n+zvﬂ_ Vm + Vn
& m—n iy Ym—Vn
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157. (Va — V'b)2

159. 312+ 213"

161. (1 —21/2 +3)/ 2%

163. (1 2x+a— ) 2x—a)

156. (a + /b)%

158. (5 — 2V/H)%

160. (/5 + V10 + 15)~
162. 3xVy — 2y Vx)%

164.
166.

168.

169.
170.

171.

173.

177.

181.

184.
187. -

190.

193.

196.

Wx+Vy)?+ Vs —Vy)? 165

VY

5 — V8}2.167.
2

(e |ap

Ve

[ Pe3vtla b~ FE b~V a—bi:

I:]/a\.B 1 1Va —b P av—1 af — b"r.

@V 3h 1 a)

]

172,

8 3
(a - 3Va?+ 4V a)

Hmformung von irvationalen Wuryelausdriicken. (§8. 170——173.)

Befreie folgende Briide vom dem ivrationalen

175.

174!

‘#.‘w
ro

178.

V+y+V=—3y

Vitr—Vs—y

o
Vs

3a2

3

51/ 2a
182.

185.
188.

191.

179.

Vex+3y

Vax —3y

Ve
Ty
i 4
34+VT

at+b+ Va2f1?
a4b—Varfn?

1

Wi+ Vi

197.

Nenner:

Vi3 mi
L

“ad

2x V'x

o

3V3 x
183.

3 IV'—
IR0y ity

2'/2&
v Be BB EY
3 -
Vi==2
413
143vs

2a+4+3VDb
3a—2VDb"

186.
189.

i U L
alyb+bya

2 V6 4 /8
3V56—2V38

192.

195.

a1i—a2+bv /1 —1?
a/T—b2 b/ 1—a
V2413 + V5

142V3 b i
4 Lol g gz} v e
200. o= 200 e, ‘/3——_ Z,

17#

. (V5 + V8 — (V5 — V/3).

L



203.
205.
207.

208.

211.

214.

217.
219.
221.
223.

225.
226.

227.
230.
233.
236.

239.
241.
243.
244.

260

V x4 V=5 Vix+3Vxy
. 204. =
Ve Vxioy Vs
4Y24+2V3 206 2V5— 410
3V2+218—2V)6 VR Y b=21/10"

Vitzz—Vi—=x-Vit+y+Vi—7
Vitz+Vi—x+ViF+y+Vi—y

el AY 20§ 2 ENE. $10; —2- )
V—Vy V3+V¥5 V54138
3 3
sePil b ap e
Ve — V2 24+ VT A=
3 3 3 8
e fmnr oyp, "R KE=2018 & P peglg el MO
49 —-3y3 412 42V 6 V33— 16

Bermwandle folgende Summen und Diffevenzen von Quadratwurseln
in eine Quadratmursel:

VeFrVvs+1Ve_ys 218 V3I+Vvo+V3—Vh.
V12+123 — 1V 12—)/23. 220. V3iFEsue— V33— 212
15+ 216+ 5—216. 222 VII+61V2 YV 11—6V2
ViFey10+) 7T—21/10. 224. V14 +61/5 = |/ 14—61/5.

Vit2ayi—eaxl/1—2a)1—a
V2 +2Vai—b £/ 2a—2) a— b

Berwandle jede der folgenden Quabdratwurzeln in bie Summe oder die
Differeny jweier Duadratwurgeln :

VEETIL 1228 1/3—V5 © .29 VT— 413
V8317 21 VTi=21/10. 282 V/11+ 21/30.
VISES/2. 234 3Tx201/3. 285 V99Ep6di)2
VT2 4176, 237, V215 =1/ 15. 288. VBVB £ 4/10.
Vz+y+2Vzy 240. /< +yz+2xVya
12— i sl SRR 22 1/ 2x* +y*4+2x V=E+ 5
Va4 1%+ ab + 21 ab (a® + b?).

1/ 10at -+ ab? + 6a* )/ a® + b-




245.

247,
248.

249,

261.
253.

256.
257.
258.

259.

261.

263.
266.
269.
272.

261

Lfe folgende irrationale Gleidungen auf:

2V z—1=4 246. 1V 4z +8x— 11 =2x + 1.
Vex +145=4(2zF1-1).
(b—aVx):(a—Dblx)=a2a((b*—1):b(a:— 1)
Vx+i+Vx—1=p 250. VxF+4+Vx—1=V4x+5.
Ve tVitls—2. 92 1/x 1 Vz L Vir.. =a
PR PN | ey 24. Vx+2s+Vx+a=a

Va—X+Vb—x:.| 'aa~x'

R 2x — 2 ST
V8x — 7—W=V2x+3.
X—za—sz—b_Bz(x-——-a,) {lﬂﬂ:——bﬂz

3Vx—2Vy=9,
2Vx—3Vy=1
bVx+alVy=ab(c+d), 260. 2]/;:{—_5-——3]/)7:2_:3,
dVx+ceVy=cd(ath) 3VxF5—4Vy—2=>5.

} Gege V=1, Vy=v.

4 3 s 5 b
v vy T WY s
MLy : Ll ek ANt
Vi iy S Va3  VF+sr

Wurzeln mit algebraifhem Radicand. (§. 174.)

3

8
V + 25. 264. 1V + 21. 265. 1/ — 27.
] 5 3
V=—m" 267. 1V (—a)™ 268. V(—x).—x

15/ (=a) 270. 13/ (—ah% 271. Vx.V—x
7]3/3#218/Zﬁ+4]3/—81—15/— 192.

3. Potenzen uud Wurgeln mit negativen uud gebrodenen Grponenten.

Negative Epponenten. (§§. 1756—178.)

1. Bejtimme die Werte folgender Potenen:

s/ el RS 1, o) 0125,
D 9 HET V@ wEE)”



13.
16.
19.

RERNER

33.

37.

3

SN
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Befreie von den negativen Exponenten:

a) 2x’y ==, b) ‘3a’bxd, ¢) abilx=y,
—m : 822m—8y—1 13a—2b—1¢d

d) i%ﬁ:’ ) Ial%;:—ii“é-%j' f) -gx:y—5z—‘2 2
Bringe auf die Fovm von gamgen Bahlen:

5 2ax—2 3x2 12a—4b

a) ?xr b) %r c) ;:E;ér d) 2?}_—"'3_7'2'

Beredhne und ftelle die Refultate mit pofitiven Erponenten dav:
(=5 B == B (= =
(_ as)-—zn_ 8. (_ a—2)2n_1' 9. (_ aZn—1)72'

(et hoe 11. (3atb=izly )% 12 (—2x°y*z )

X - y\—2 2a2ps y—1 1A f1\—T7 fy)—6
(;TJ;) : 14. (3?{—3) i 2 (E) '(?) (E) ;
5.(2) 17. (5a—1)—2.(3b)=2 18. (x—2)—s.(y—9)

> S T (a2b—8)—1
Cem LS e
arafes A T e 23. (—3a%).(—2a™").
o el 25. a—t:— a’ 26. —4da:ah
fatb 8 v 2ath=0 28 S0 antbte PGt hgte 4.

(ax* 4+ bx—% 4 cx? 4+ dx~! + e).x"
(x1y—5 — 2xy~* 4 3x’y~1) (Bx~ly—® 4 2xy=% — x*y ).

. (@ %4 b7%: (@t + bY). 82. (3a—°x? —4a?x%)"

Beftimme die Wevte folgender Wurzeln:

—n —3 —1 —2 —m
a) Vx, b) Vet 1 &) Pie i aygfioigp) ive)ijlanen,
©telle folgende Ausdriide in ihrer einfachften Form ohne negative
Erponenten dar:

—2 3 —m —n —n

V'V e 35. V'V a—m, 36. 1/ xmyna
Va.Va. 38. a.]_/la. 39. ]/9,3.]_/23..
3 —2 3G i
Val: Va. 41. Va: ]/la. 42. Va: I/2a.
-3 -3

—3
a? 8 a—3pbc—9
‘/ . 4. ‘/ 5 45, ‘/ e

Gebrodjene Eyponenten. (§§. 179 und 180.)

Bermandle in Wurgeln und beredhne:
8. 2% . . by 16t, c) 8% d) 325,
e) 490, f) 81025 g) 641, h) 1617,
Do Wi )@ m) Gph




47.

b2.

g

2.
4.
75.
76.
77.

L. oLy
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Berwandle in Wurgeln mit gangen Erponenten und bevedyne:
3 3 3 04
a') Val b) VS, c) V5T13'.' d) ]/9,

—% St S =02
Beredyne und ftelle die Refultate ald Wurzeln und Potengen mit pofitiven

gangen Grponenten dar:
1 m 1 1

(=Y 49. (x®) 50. (x » =. 51 (abd)
mfp 0 m _ 2m —8

(a—1)—. 5 R T I g ST 8b. Vai.

8

V (x%)i. b7. (4.25):. B8. (xy~%z%. B9. (aibi)’

81nfp4

- (&) ot ) 62. (acs)

7t
64. x—t.(32y)—% = 65. (Di.(h. ()

67. 5%, 5%, 58 68/ g1, 30108 0000
m 1 m—1

ai_l: 70. as:a—+ Lot L
&+ 79 =z —yd) 73. (2a — 8b}) (Dat + 6bi).
(o - af — gl — 38 4 af 4 at 4 af).

(6x7 — Bxt 4 3x¥ — 4xil): (BxF — 4x¥).

(24a% 4 38 at + 3): (62t + a8 + 3).

(2a® 4+ 3b—d) 8. (x—t—ybH

£

8t

)
efea
S

®
EBle »

Bl

4, Qmaginive nud complege Bahlen.
(§8. 181—184.)

PBringe auf die Form b J/— 1 = bi folgende imagindre Jahlen:
By =ae, Y V=18, o V—6" a ) —10,
JV=F Vo= oV=W DYy
DV=3,, - VLS DV=—. BV
WV ia s YD Wk, @V xRy
i+ 3i 3 ai—(@—=hb)i 4 5V —=243)—2
V=114 Vi T 6 V=TpyEo fyIW
YV—4—21/ =36+ 1/ —100.
201 —x—b |/ —4x%



12.
15.
17.
18.

RESS

26.
27.

28.
29.

SEEERERE

£ 588

R
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+ i+ i 10. +i —i. 11— —i

Bi.3. 1By V—3y 4y—2. —)V—2
al/oal b, iy 16. V' —xy.V —xy. ) —x%y’
V—ab.V —a’b.}/—ab®. ]/ — a’bs

Vim 2k M) Wimm % b
V—24V—-3-V—-"9HV—-2—V—-3+V—4.

V' —ab:1/b. . G PR | Gy
x:YV—x 23. 1V80:2)/=5.
5/ —6:1/—3. 25. |V —xy*: ) — x%y.

(V —ab+V —ac): YV —a.
V=20~V =15:)=5.
(41/—8—81/— 124+ 12 —16):41 — 4.

30. i° 31. % oA
(]/ — 3)% # —V=3" 35. (a 1/ — bx)" bx)“.
(8 + 2i) + (6 + bi). 87. (4a + bi) == (2a — 3bi).
A—V—9H+3—-V—25)—@2—V—10).
(3 + 2i) (3 — 2i). 40. (5 + 6i) (3 — 4i).

(Va+V—=b) (Va—V=h).
V2+2V =2 (V2 -2V —2)
@l 4V 8) (x 1=/ 53,
®+ 1 E—1) (x40 &— i)
(a 4 bi) (a — bi) (¢ + di) (c — di).

Meultipliciert man hier e erften unbd zweiten, den bdritten und viecten Factor
und dann bdie Probucte mit einanbder, Yievauf ebenjo den erften und dritten, den

givetten und vievten Factor, und dann bie erhaltenen Lrobucte, jo geben die beibent
Enbproducte bie merfwiithige Gleichung

(a2 4 b?) (¢ 4 @2) = (ac — bd)2 + (ad + bo)2

(2 — 3i)% 47. (V' x —yi>
(3—V —h)L 49 (V2 —-V—2°
a+ /=%, aY h B IR
a—V~——t—)+a—[—V——_b' 51. ( :EZ R

(—=14+V54+Y —10 —21BP.(—1+V5— Y —10—2V5)".
A+ V=3)+01—-VI-—3)"



57.

67.
69.
70.

71.
73.

75.
77
79.
81.
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Befreie folgende Britdhe von ihven imagindren Nennern:

b Va 2x?
Sk bl ot 56. Y gy

1 2 FRE
=3 i 58 3—'—+4i- 59 m
sk /=% 1 o0} 195! ve+lV s
— . 61 —— . LA b
a—V =1 7T—2) =5 = Vel =9
V_—_E—Vj_ 64 6V —64+51/"=%
V—atl/ -1 sV =6—=sV—%
a4 bi =Lyl 66 a—bi x4 yi

a—bi X —yi

*adbi ] x—yi

DBerwanbdle folgende Summen oder Diffevenzen von Quabdvatwurzeln

in eine Quadratwurzel:

V—3+4i4+ 1/ —3—4i. 68

Ve+V—=5x)V2_1V s

VEdT 4G — K5 —= 4

VetV —5+V2_21—3%%.

Bermandle folgende Quabdratwurzeln in Summen oder Diffevengen

bon Quadratwurgeln;

V=B i 79
/8 =61 74.
7614 2. 76.
V1210 = 1. 78.
Va—60y =3 80.

AV LY - VR i,

Anadrieven. (§§. 185 und 186.)

V —8—{i
Vi+ii
Ve+81 —10
V20 —10) =s.
]/:—- a4 2al =2
VasV=i

. Oauadrieren und Cubieven. Angzichen der Ouadrat- und Cubifinrzel.

Bx 4 2y)% 2. (22 — 4b%)2. . (28 1-5b)2.
b )2 8a% 2b2)\2 x)/3 2
8 Gl & A ( +575

a g

10.

15.
16.

(a4+2b—3c)% 8 (442y=y) 9 (3x— 5y -{—82)2.

(6x® — Hx® + 4x — 3)° 11.

(27x° — Hdx* + 36x* — 8)%
3y?

(2_i+?ff)”. 13. (31;'*"_'"“) 1 (45— —1)-

2 3

(—a+b4cP+@—b+e)+(at+b—0co
[a+ 5+ 0—yP—[@+=2"—0b—y7



17.
21.
25.

SEEERRS
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2492, 18. 5019 19. 729022 20. 73215%
1357092 22. 4612048%  23. 5-91° 24. 0-887>
0738081 B0 0-1500. .2 1ET (169 28 3174

Ausgichen der Auadvatwurgel. (§§. 187—190.).

V 4a®—12ab + 9b2 30. 1/ 9m*— 12m®n® + 4n*.
1V/{ixt — 6ax® 4 1la*x® — 6a’x 4 a*}.

Vi16a® 4+ 16m® + 4m* — 16 m® — 8m?® 4 4}.

V/{16a® — 24a° 4 25a* — 20a® 4 10a®> — 4a 4 1}.
Vi9y® — 12y° 4+ 10y* — 28y® + 17y® — 8y + 16.

{95 — T0a + 189a% — 236a° + 23ba* — 198a° 4 121af).
V{0-16a* — 2-4a® — 0-16ab + 9a® 4 1-2ab + 0-04b2).

9 x6 xb 26xt 58x3 2x2 20 x =
Vi s+t -+ 5]

38. Vl—i—x:l—i——l-x—lxg-}—ﬁ 128 x4 .

&

RB&R

g3 ¥

76.
78.

VEFT=al/ 14 e do VTS —a‘/l

V135424, 42, V/HH6516.  43. 1/226576. 44. 1/53993104.

1/°395850816. 46. 1/422220304. 47. 1/54782211136.
1/ 1406 25. 49. 1/27-973521. 50. 1/0-00178929.
/7185 6809. 52. 1/70-97535316. 53. 1/744105-040144.
676 178929
V i 5. |/ b, 56. |/48 538022
V 1/29986576. 8. 1;362673936. 59. V14707 89056.
14051907 0w o . 13855119 s 62. 170-8423. ...
Bevedne folgende irrationale Wurzeln auf b Decimalen:
. )/28. 64. 1/320. 65. 1/6684. = 66. 1/3-92.
3101014 68. 1/70°07854. 69. 1/70°123457.
V2. 1 VI—pe 2 Ve Virve
67 201 591 7
T/ B w Y By ]
Beftimme mit Riidficdht auf die Aufg. 38., 39. und 40. mit 4 Decimalftellen:
Vo=V +1=.. V=Y F —2=..

1/26. 79. 1/146. 80. 1/35. 81. )/ 220.



82.

90.
92,

94.
98.
102.

106.
107.
108.

109.

110.

111

112.

114.
117.
120.
123.

125.

128.
132.

136

267

@ubicren.
@x+37° 83 (' —4bx. 8 (08" + 0:5y°).
s a a b.o

(";‘ ok ".B—) . 86. (‘f b *é") . 87. (é;ﬂ s 9;) .

5* + 2y — 3)°. 89. (x!— 3xy + 2y2)".

(1 —2x — 3x* + 4x%) 91. (1 — 2a® 4 4a’— 8af),

( x2 x 3 2x2 9xt)\8
T—""é""‘"l). 93. (4&ﬂ§%+£3).

933°. 95. 158H°%, 96. 6045°, 97. 21704°%

902162, 99. 357946°. 100. 45-09°. 101. 5-99203%

0-858..% '103. 0-8079..% 104. (29%:% 105. 0-865°.

Auszichen der Cubikwurzel. (§§. 193-—196.)
5
1/ 8% — 8abx'y? + 3ab’x yi - biy".

3

Vi8x® — 36x® 4+ T8x* — 99x® 4+ 78x® — 36x 4 8.
3
1/ {64x®—144a x5+ 204a’x* — 171ax® +102a*x® — 36a°x + 8a’}.

3 8
Vi8a — 60) a’b + 150 }/ ab® — 125b}.
3
) 6x 15x2 10x3 45 x4 27 x5 27 x8
Ve e - -
3
Virx=1 +-;Tx—%—x’+%x3+2—14%x4+

3 - ety LSt 3 3 i AP
Vardb=a |/ 1+ 5= 113 Va—b=s)/ 1—3=..

3 3
17262144, 115, 1/3241792. 116. /8615125,
8
V74614263, 118, 171767172329, 119, /627881709547,
8 8
V0-778688. 121 /474-552. 122, 1/78-402752.
6
11/ 20661046784, 124, /1126162419264,
3
704969 A b -
‘/mﬁé. 126. 1/32-856...  127. 1/0-00008427. ..

Beredyne folgende ivrationale Wuvzeln auf 5 Decimalen.
3 3
P100. 129, V5213, 130. /8135 - 13L /47838,
8 3 2
Vo-3. 183 1/25-643. 134 1/0:0057. 135. 1/0-12345.
] 3 ]

8

37 7
YV isym=t EO VAR VA X
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ﬁBefttmme mtt Ricficht auf die Aufg. 111., 112. unb 113. in 4 Decimalen:
140. V24—V33—3—-

139. V65—]/43+ 1—

141. V?IS. 142 Vl?)O. 143. ]/62, 144. ]/508.
6. Logarithuen,
(88. 197 — 210
1. log abe. 2. log 6xyz.. 3. log 3a (¢ + d).
4. log (a + b) (m + n). 5. log (a® — b3). 6. log a (x> — 1).
2a b 1 ab—ecd
V. log 5 8. log 9. log e
5mx x? — y2 ‘ 3 (a2 —bYx
10. Iog TR 11. lﬂg 2xy ° 12. log m.
13. log a*. 14. log ab® 15. log (ab)®.
16. log 2 a®. 17. log Ha’x® 18. log (a + b)~tr.
axmyﬂ 2 a8 8mn2x3
19. log : 20. log 350 21. log sy
PR R
7] IOg’ W 23. lOg [(—b-) . F) ].
4
24. log V/ab. 25. log 1/ xy". 26. log 8a® }/bx’.
" S = 3
ap 28: log == x3)a
27. log |/ . R 29. log 3 5.
30. log (I’} S22 ]/qu). 81. log 1/ x?b%ch 32. log ]m/ (I}al’)'l.
r 1
33. log (a 1V a Va. 34 log (al/a). 35. log xV& .
3
1 1 a(a+4 1) Va?
36. log Vo= 37. log e 38. log b 1) Vb"
Bejtimme den Ausgdrud, defjen Logavithmus gleidy ift :
39. log x + log y — log z. 40. log a — (log b 4 log c).
41.310ga.—210gb+410gc 42. L loga— $log b — {log c.
43. loga + — loga——(loga + log b).
44, ?loga———(%- logb—}-—r—logc).
45. 2log (x —y) — tlog (x +y) — +log (x* —xy + ¥?).
46. x log (log a). 47. x log x — log (log x).



72.

269

Beredne auf 5 Decimaljtellen mit Hilfe der Tabelle in §. 203, 2,
die Brigg’jhen Logarithmen folgender Bahlen:
217. 49. 103. 50. 257. 51. 661. 52. 3383.

@udje aus bden Logarithmentafeln ju folgenden Bahlen die Brigg-
jchen Logarithmen.

a) b) c) d) e)
1; 38; 218; 683; 995.
1035; 4719; b16b; 7899; 9011;
39070; 586100; 59°13; 9-015; 0°4792.
86127; 78008; 0°68315;  85°201; 0-0075536.

0-091457;  364228; 17-8198;  4-48197; 129-356.
Sudpe zu folgenden Brigg’{den Logarithmen die jugehorigen Sahlen:

a) b) c) d)
0+24055; 1-57287; 2-98547; 0+61278.
3+89009; 066058 0-27161—1;  1-02816.
2-95742; 1-01396; 046370 — 3; 2-40016.

. 0°73048 —2;  2-81350; 3-91001; 3-69831.
. 0°55342 —3; 068012 —1;  1-85603; 4-43065.
. 4°89195; 005168 —2; 069960 —1;  1-99828.

Beredine mit Hilfe der Logarithmen folgende Ausdriide:
1-2345 . 1-3456. 65. 9-68453 . 0-2975H8.
1:025.1-0792 . 105625 . — 1°0751.

> 0-35679 . 10765 . 1-92234 . 0-33258.

2:00415 . 0°56 . 00741 . 0-09972 . 1-25463.

17846 i} 92488 . — 1926
e TR 7. 3-14169° = 521347

2-3456.5°2913 73 413.4194,21358

769.0-12345 " 495.4998.76143

2-1457.0-1248.1385.31-273

277.10.7285.2-2812.125°082°

(4<00)1%, 76. (1-04b)°. A

1:05
(42-456)—2. 79502 4nsa iy
323)17 54-189)11

(_ Eﬁ) : 81. (55-317 7

2035.(0°00876)7 83 1-141592.2- 04893, 1079384

3164.(0- 00592)5" * T4-0932%,0°8692.210-895%

427 fite r = 1+06254 unb 7 = 3+ 14159.

i 89 )2 i 3
(3-905)%. 8. (— m)"- 87. (11-716)—1.



91.

97.

101.

103.

105.

106.
109.
112.
114.
116.
119.
121.

123.

125,

127.
130.

133.

136.
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3 5
1/29. 89. 1/918. 90. 1/7135.
6 8
V/1-8354. 92, V314- 2789. 93. 11308414
5 8
126 395 gt et
‘/ﬁ—g. 95. ‘/ (%) 96. ‘/ﬁ— V.
CtPF+I@+D—9 fir o= 2-145, b= 3087, o = 3-248.
35¢ 5 1/37 81 V13 ¢ 87.1/8105
J/080-9. M| 100. i
bk V7 139453 V o
3 l/ 416 102 V840 ‘/24 105.58 3937‘
. ]/_—124 1479393
et 347 v’o"ss -+ ]/55-332
V10 + V10. 104. e

154, V91 34 l/s 4071

l///4 319575. V3 19353 1/17 89

Lofe folgende Erponentialgleidungen auf:

ast? — b 107. bi—= = b 108, m?=H8 — 55
amx+ni —ih! 110;  a»—~— nb*. TR g hsiie e
(m*1)° = n¥, 113, (a8 = (as—x)—.

mexte — pbx+f, 115 m.a*¥*'= n.b*¥.

47 — 255, 117. 102 =:2-71828:" 1185 2h~= = 1T.

pixte  92+x 51. 120 3x | pbx—4 — Tx—1 112—=x,

o=, 35l 4558 — 5§, 122, 4096=.0°5 = 4""%.

5;3'}1 =i b G e P‘—4

x+1

amx , hox 123 X+2 345

cpx . bpx o 126. {234) ‘456"

X x 10 X

1410 — 2. 328, Y 25tn b, 129. 1/10=]/2:51812.
3. 57 — 405, 131. a* by =m, 132. 34 2v=063145H,
S | ARy 3= — 2vr =54953.
a*b?¥ = m, 182 1= axi 135. 2=.5% = 2000,
ax SR _tx-r-a 3‘.6322916,
i e IR 4v, T* = 3136.
]}a ==t Iy/b, 137. lx/al"i'I —m,

]x/c =i ]:’d. ]}bx‘H ==

———



© o

10.

14.
16.

18.
20.

24.

26.

27.

29.
31
33.

37.
39.

43.
47.

49.
51.

271

V. Gleidungen des jweifen Grades.
1. Auadratifthe Gleidungen mit einer Hnbekannten,
(88 211—219.)

x4+2) (x—2)=0. 2. Bx+4+4 Bx—4) =0

> e —(T) 4 x*4+4=0.

2x — 1=2--Mx3 6. 3x® — 4093 —= x> 139,

x+7 x—17=051 8 (2x—3)(2x4+3 ="

9+ =) (T—x) +(9—=x) @+ x) = T76.

a,—x—;_:b‘ 11. i_]..ﬂ:ﬁl__

X 3

= 1B x+4d) & P=4

xfal jix—a (@2rF 2 (x==8)

Y—]—b+x—b 0. 15. s s x + 3.

8 x41 x—1__ b

x-{-—2+x—2 s 17. x—1+x+1."?

a—Xx 1—bx a a

l—a}c: T 19, 1——+2x+m:2b.

V5= F9—2x 200 V3B L2z~ =xi+. 1

- L T g e 2 s x4a—b

Vﬁ_l__az—-l/bx + a’ 23. Vx+a—Vx T
1 1 %K V1+x +V1—x_i

1+Vﬁi+1;VﬁE_?'2aLGIL—VK3”"V
222 o 2a2 £, 8

x4 V42 —x2 x—l/4s.""—x‘3__ i

Vx +a.—9al/x _b2+x—Vx9 o

VVETs + V=5 =155

Z—3) x—2)=0. 30. 2x—5) (3x +8)=0.

%2 —dx =21, 32 %% —12x —3b;

x4 16x + H6 = 0. x? +x — b6 = 0.

x? —4x + 4 =0. x® —2x — 15.

x?—6x + 7=0. x? — 13x = 140.

x*4+9x 4+ 5=0. x4 19x + 10 =0.

iy x2 4 2x +4=0.

hx? 4 Tx = 24. 12x* = 20x — 3.

18x%* 4 3x = 10.

x? —12x 4100 = 0.
x2—6-'8x 410:92 = 0.
%>~ (0-2892 — 0:8] x.
x? = 8°7T12x — T7-23726.

5x? + 13x + 17 = 0.
16%* —24x - 11 = 0.
& 029 % — gl "o

xa L] - OB — (=88
x? 4 0-685x = 0-1141.

ERESEREERER



b7.
59.

61.

65.
67.
69.
71.
73.
75.
77,
7€.

g

T&E

89.
91.
92.

93.
95.

100.

272

x4+ 2ax = 2ab + b 56. x®— 2abx = a*+ a’b? } b4
x*—(a4+b)x+ab=0 58 x*—(a—Db)x—ab=0.
(a—Db) x*—bx —a. 60. m’x> —m (a—b)x = ab.
5x2 x
T 62. =3.
10x-L 8 o 6x — 5
m = X. 64. T = 4x — 15.
x-+18 = 6 66 (2a —b)x —b2 __ 2a(a—b)
x+6  x—3§ Tr2adtb—% T ‘2a—x "
3x — 4 _ 2—x 5 bl anead
?—_4_10 A 68. X 7 T TREES
2 1 2 b2 a2 b2
e
de by o e auT 72 ﬂ-+-a‘bx—a,2—}—b2
x' a+4+b i Zh :

U v i X e a
X+;—E+‘;. 74‘;_—-imm*?.
a-tx ar—mXErer2ax a—x b+x b a
a-—x+a+x_ 2 x2° 76. bR SR arey T g b
(zi;) —8(8+x)—15 Sepe ii;:y.
x-1 o i = bx 44 x—1
x+2 B =4 b 7. 2x+1 AN T O
2x—a X—I—ba 23 6x2~—4
4x—}-5a_ B 81. x+9 +2x =
33+5b_a—b_b—x 83 2a-—-(1—|—aﬁ)x_2b+(1+b2)x
2(a—+b) a—x "~ a-b © 1+4a2—2ax = 1-4b242bx’
x:(x+1)=@2x +3):(3x 4 4).
x* 4+ 2x /b = 21/6. 86. x (x+2V11) =672
x+ TVx = 30. 88. ax —bl/'x—ce.
2x — 3) x—1=4. 90 x—10=2)x*—3x+5.

V3x——2-—]/4x—‘7:1.
er;:):;;—l—b—-Vb (a — x).

]/2x+1—21/2x+3—1 94. ]/2+]/2+1/2+..:
VX_}_%_Va—i-Vb_l_Va_Vb'

VESR leeViriw Vot an

a+x T o x=—=b
‘/a+b+‘/a+b - I/a2+x2+]/c2+(b—x)2““0
Vx—a-'—Vx—b Vx—a

Vxﬁ—a.#"'-l/x-'—-b Xx—Db’




101.
103.
105.

107.

108.
109.

111.
113.
115.
117.
119.
121.
123.
124.

125.
127.
129.
131.
133.
135.
137.

139.
140.

141
142,

143.
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iir weldye Werte von x werden folgende Ausbdritde pofitiv, wmd fiir
weldye Werte negativ?

x? — 8x 4 16. 102, x* —3x — 4.
x*4-8x | 15. 104 x? — 14x 4 45,
x?—6x 49 106. x*—4x | 5,

2x2—x—2:2(x2+—;—— 1).

—2x*—x410=— 2(x + 5 —b).

8x? 4 4x — 1. 110. 12 — x — 6x2

Bilde Gleidjungen, welde folgende Wurzeln Haben :

+ 5 und — b. 112. + 312 und — 31/2.
— 3 und + 7. 114. 12 und 7.

10 und — 1. 116. — 9 und — 13.

3 1 7 2

5 b o 118. G &

07 und — 2-4. 120. 1:36 und 0:75.
a2bnnba;b. 122, 1 4+ 12 ud 1 — 172

2a 4 3b /2 und 22 — 3b V2
g i RE T RS AR

Rerlege folgende Trinome in Factoven:

x? — 17x 4 70. 126. x* + 3x — 88,

x*4+ x4 L 128. x? — 9x — 10.

3x? — 14x + 8. 130. 3x®* 4 10x — 153.

6x% 4 x —'1. 132 20x® 4 17x - 24
x*—ax + ¢(a—c). 134. x* 4 4abx — (a? — b?)2

abx®+4 (a4 b) x + 1. 136. abx® + (a® — b?) x — ab.
acx® — (a® + be)x + ab. 138. acx®—(3ab—be)x —3Db%

Anwendung der quadratifhen Gleidjungen mit einer Hnbekannten.

Weldye Bahl gibt mit ihrev Héljte multipliciert 1627

Dag Product aus dem dritten und vievten Theile einer Jahl betrigt
108; weldes ift die Bahl?

Weldhe Jahl mujs wm d vermehrt und um d vermindert werden, damit
bag Product der beiden meuen Jahlen a fei?

Dag 12fache einev Sahl um 45 vermehrt gibt das Quabdrat devielben;
weldes ift die Bahl?

Wenn man ju einer Sahl 40 abdiert und die Summe durd) die unge-
inderte Zafl bividiert, jo ift der Quotient um 2 Heiner alé ic urfpriing-

lidhe Bahl; wie grof ift dieje? i
1

Modnit, Arithmetit und Algebra.



144.

145.
146.
147.
148.
149.
150.
151.
152.

153.

154,

1556.

156.
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Wenn man eine gewiffe Jahl um 5 vermehrt und um 5 verminbert,
jo ift die Summe der Quadrate der fo erhaltenen Bahlen 178; weldes
ift die Bahl?

Welche Babl gibt su ihrem vecipvofen Werte abddiert a ur Summe?
Sudje zwet Bahlen, deren Summe 30 und deven Product 189 ijt.

Die Babhl 15 in zwei Theile fo zu theilen, dajé die Summe ifhrer
LQuadrate 113 wird.

Die Rahl 15 in gwei Theile zu theilen, deren Quadrvate fid) wie 4: 9
verhalten.

Gine Bahl a in jwei Theile fo zu zevlegen, dajsé der eine Theil bdie
mittleve geometrijche Proportionale ywifhen a und dem anbern Theile wird.
Eine Strece pon der Liinge a in zwei jolde Abjdhnitte ju theilen, dafs
oie Differeny ihrer Quadvate dem Redtede der Wbjdhnitte gleich fei.
Gine Strede a in zwei Abjdnitte jo u theilen, dafé ihr Probuct p fei.
Jn einem vedjtwinfligen Dreede, deffen eine Kathete das 62 facpe der
andern ift, betrdgt bdie DHypotenufe 82 Mieter; wie groff ift jede ber
beiben Ratheten?

Qemand fauft fiiv 117 fl. Weizen, und jwar foftet jedes Heftoliter davon
um 4 fl. weniger al8 Heftoliter find; wie viel Heftoliter Weizen Bhat
er gefauft?

Jemand faufte fiiv 400 Kronen Tudy; hitte das Weter 1 Krone weniger
gefoftet, fo wiivde er fiiv jened Geld 20 Meter mehr erhalten Haben.
Wie viel Meter hat er gefauft?

Wie lautet die Lojung der vovigen Aufgabe, wenn anjtatt 400, 1 und
20 bdie allgemeinen Bahlen a, b und ¢ gefest werden?

Die Kojten eciner Reife, weldhe mehrere Perfonen unternommen, betragen

< 432 flL; da el Berjonen frei gehalten wurben, mujste jede der iibrigen

157.

158.

159.

Perjonen um 3 fl. mehr begahlen. LWie viel Perfonen waren es?

Ein DBater hinterlieg feinen RKindern ein BVevmigen von 14400 fl. zu
gleichenn Theilen; bald nady feinem Tode ftarben zwei Kinder, und e
evhielt infolge deffen jedes der iibrigen Rinder um 1200 fl. mehr, ald
ed fonft befommen Ditte. TWie viele Kinder hinterlief der Vater?

Gin Mittagefien, bei dem doppelt fo viel Herren ald Damen jpeisten,
fojtete 176 Rehner; jeder Herr jahlte doppelt jo viel Behner, al8 Herven
waren, und jede Dame bdreimal fo viel Behner, al8 Damen waren.
Bie viel Herven und wie viel Damen waven da?

Gin Baumgarten bildet ein Rechtedt, in weldjem H60 Baume in gleichen
Gntfernungen von einander ftehen; eine Reihe nad) der Linge enthalt



160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.
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8 Biaume mehr ald eine Reife nad) der Breite. Wie viele Biunme
ftehen in feber HReife?

Gin Ader von 6936 Quadratmeter Jnhalt hat die Geftalt eines Redyt-
eded, in welhem bie Ringe um 34 Weter linger ift al8 die Bueite;
wie groff ift bie Ldinge und iie grof ijt die Breite?

Qo einem Redytede, beffen Linge wm n Meter linger ijt als bdie Breite,
betrdgt bie Diagonale d Wieter; wie grof jind die Seiten?

Der Umfang ecined Rechtede§ ift 2a, der Fladjeninhalt b; wie grof
find bie Seiten?

Wir groff ift der Halbmeffer eined Kreifes, wenn die Mafizahlen ded
Fladeninhalted und deg DHalbmefferd s zur Summe geben?

Um welde Stredfe mufd man den Halbmefjer r eined Kreifed verlingern,
damit die vom Endpunfte der Verlingerung an bden Krei§ gejogene
Tangente die Linge a Habe?

Qemand leiht 5600 Kronen ju einem gewifjen Binsfufe aud; von den
Ainfen ded erften Jahres verwendet evr 152 Kronen fitv fich), den Feft
jhlagt ev um Capital, welches dann im jweiten Jahre 266-5 Kronen
Ainfen bringt. 3u wie viel 9 war dad Capital ausgelichen?

Qemand erhilt von einem Gapitale 120 fl. Binfen und von einem
sweiten, weldhes um 6000 fl. grofer ift und 2% mehr einbringt al8
bag erfte, 450 fl. Binfen; wie grof find die beiden Capitalien?

Man (48t einen Stein in einen Brunnen fallen und 3ihlt t Secunden,
Bi¢ man bag Aufjhlagen des Steined im Waffer hovt. Wie fief ift
ber Brunmen, wenn bdie Acceleration g, und bdie Gejhwindigkeit des

&dalles ¢ ift?
Die Jeit t ijt die Summe aus der Feit 7, weldpe der Stein jum Falle bid

bie Tiefe des Brunnens broucht, umd aus ber Feit 7, in welder der Schall aus
per Tiefe Ded Brunnend in unjer Ofr gelangt. Da fowohl die von dem Steine, als
vie bon pem Cchalle suriictgelegte Gtredfe der Tiefe x ded Brumnens gleid) ift, fo

jit x = g’ und x = cz’, daher = = 2%
Bat man nad) den efepen ver Phyjif x = =5~ = ot/ = 5
und ' = —:— @3 it jomit ‘/gg— -+ % = t, woraud man erhilt

T— -g— (c-{»gt :{:Vc2+2-6_g—=t).
DBevedne die vorhevgehende Aujgabe fiir t = 3 Secunden, g = 9°81
Meter und ¢ = 332-35 Wieter.

Wie viel Zeit braucdht ein mit der Gejdhwindigheit ¢ fenfredit in Ddie
Hihe geworfener Kovper, um die Hohe h ju evveidhen?
Sn x Gecunben mitcde der Krper vermige der ifm ertheilten Gefdhwindig-
3
feit bie $ihe cx erreidien; in Derjelben Jeit wiirde ber Fallraum besfelben 5,;—
18*



170.

171.

172.
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Detragent, too g bie Wccelevation Bebeutet. (Fiir bie wirflidy uviidgelegte Strede b

hat man demnac) die Gleichung

2
hzcx—gi.

2

Ein Korper wird mit der Gejdywindigleit ¢ jenfredit in die Hohe ge-
worfen, t Secunden fpdter wird ein weiter Korper mit der Gejchwin-
digleit ¢’ in bdie Hohe geworfen; nad) wie viel Secunden evreidht diefer
mit bem erften bdie gleidie Hohe?

Discufjion ber erhaltenen Gleicdhung.
Bwei Korper K’ und K bewegen fid) auf einer gevabden Linie gleidy-
formig und in derfelben Ridtung su gleicdher Beit von den Punften A’
und AY, von denen A’ um d Lingeneinfeiten vidwdrts von A liegt,
und fommen beide nad) t Seiteinbeiten ju bdem Punfte B. Dabe

braucht der Kbrper K' ju einer LangeneinBeit 71; Beiteinheiten weniger

alg K. Wie viel (D) Lingeneinfeiten betrigt bdie Entfernung des
Bunttes B und AY?

K' braudt zu einer Séngeneinbeit
el G i 1 d TS
ro[ghdjf e Ty uni}D:-E -+ ‘/T-}- ndt.
BWelde Bedbeutung Haben in diefer Gleidung negative Werte von D, d, t, n?

Awei Puntte bewegen fidy gleidhfsrmig mit den Gefdhwindigleiten ¢ und
¢’ auf zwei fid) vedhtwinflig jdhneidenden gevabden Linien ju dem Scnitt-
punfte hin. Jhve Entfernungen vom Sdnittpunite find zu einer gewifjen
Aeit d' und d“. Nad) wie viel (t) Beiteinheiten werden bdie beiden
Punfte die Entfernung d von einander Haben?
Rach t Jeiteinbeiten ift
bie Entfernung des Punttes K' pom Schnittpunite = d* — ¢’ ¢,
K" =d" — c"t;

folglich nady bem Pythagordijden Lehrfase
% = (d' — o't)2 4 (4" — c"t)2, und daher
i c‘d‘+c”d” g de (012 = cug,) - (c’d“ % c.‘ldl)ﬁ
. ¢'?2 4 c"2 =
Discujfion. a) Soll t reell fein, jo mujs a2 (c'2 4 el ed e ¢ d)2
il sl il R
alfod > Seete Ot jein. Die fleinfte Enifernung, in weldje bdie Punite fommen
= Vctz +e” 3
X g ‘di — et !
fommen, ift bemnady d = Shian 0.0
f @ I/ clﬂ + G“ o
b) Fiiv bie Beit, nach welcher die Puntte die leinjte Enifernumg Haben werden,
cldf + cH dl‘.l

_042_!_ 2 "

Bt man t =
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c) Gollen bie beiden Punfte im Schnittpunite der zwei Geraden 3uiummew
treffen, fo mufd ifre feinfte Entfermung d = o merben, bt

l
¢'d" = cd’ pher — = — — EEH‘I

Die Entfernung jweier leudptender Puntte ift d, bie Lichtintenfitit bdes
erften a, Ded jweiten b. Weldher Punft i der duvd) die leudhtenden
Punfte gehenden Gevaden ift von beiden leudptenven Punbten gleidy jtart
evleuchtet?

Da die Stirfe dev Beleuchiung mit der Lichtintenfitdt bed leuchtenden Punttes
gerade, mit dem Quadrvate der Cntfernung von bemjelben aber verfehrt proportioniert
ift, fo fat man, wenn bdie Enifernung ded gejuchten Punited von bem crjten leuch-

tendert Punfte x Deift, % = ﬁ, bafer x =d . %ﬁ.

Diccutiere diejes Nejultat.
Bwei Himmelstorper, deven Diajfen fid) wie a : b verhalten, haben die
Gntfernung d. Jn weldem Punfte ifrer BVevbindungsjtrecte wivd ein
britter Rovper von beiden gleidh ftarf angezogen?
Sn welder Entfernung von der Grbe wiivde wijchen diefer und dem
51800 Mieilen von ihr entfernten Monde ein Kovper jdweben bleiben,

wenn die PViaffe des S.DI‘nnbe@ - der Grdmafje betrigt?

2. Hibhere und f?fg:punentmlg[etd)ungm mit einer Hnbekannten, weldye fich auf

quadratifde Gleichungen puritdifithren laffen.
(88. 220—223.)
2ofe folgende binomijche Gleidjungen auf:

L x¥ =120, 2 x*+4+64=0 8 x(x?—8 =8(1—x).
4 x*—_81=0 5 x*+4+16=0 - 6 (x*—4)(x"+4)=240.
9o 2t =g =), 8 o =ux" 9. 3x®=2187.
a? apieialy of g st
1.0. ;E""_"—b == X3 + b. 11. %:T) — sz b.
12. B2 1gxv= 9(x*— 1)'—65.
x8 — gz 4  3xINg I
13. 25/1_4;:x]/x-|—~3. 14. 523-'_ —}—3\2_'_4 =
Life folgende hohere Gleidhungen auf:
15, x* —.13x* -+ 36.= 0. 16. 6x* — 11x* = 3b.
; 4x4 2x% 7 8
17, x* —4x? —45. 18— i a
19. x* 4 27 = 28x% o 2 3x*—.1x'=3
a 1 3 4 _SE 2_._
21. (K+3,)'—|—(X—_|—_:)§: 22. }124—]:‘ ‘ } —1—260
£ 82 X 3 S R
2. x— 2 +5 =7 e vy
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50.

55.

57.
b9.
61.
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- J(at +bﬂ)x2+4a2b2 0. 26. xV25 —x =12

]/X-—-SVx:Q. 28. Vx‘—?)]/}zng)éi.
]s/xz-—-—nzzn-l-]i'x. 30. I/x® 4+ ax®=h.
x4 ax)+b(x*+ax)=-c Gegex2tax=7y.
(x° —3)! — 7 (x*—8) +6=0.

(@2x*—3x + 1) =22x*—33x 4+ 1.
xz——8x+5=2]/x”—*—8x+~10 Sepe x2 — 8x =y.
2x* 4+ 31V x*—x+1=2x+ 3.

@x +172x)* — (2x + V' 2x)® = 1260.

Ebfe folgende veciprofe Gleichungen auf:

x4 x4 x4 1=0. 88. x3 - 3x—3x—1=0.

w0 12 4 TE Leiop 400 mtes B By

. 2x* 1 3x* —3x—2=0. 42 bHx*—21x*—21x 4+ 5H=0.
.x‘w2x3-§—2x2—2x—|—1=0.

— 12x% 4+ 29x* —12x + 1 = 0.

2x* 4 Hx?P—BHx —2=1(.

. 24x* — 50x® — 173x* — H0x + 24 = 0.

4
1361: + x*—x? _|_£X__1_.0

36x® — 15x* — 29x® — 29x? — 15x + 36 = 0.

x{‘)

ofe folgende Crponentialgleidhungen auf:

3 Bl 24— 5, 52. 12 — d=ts
3.2t = 4179, BL /s = b.onty
2xt1
3.4542 — 4.3 7% . 56. 3% = 100 (3= — 1).
xlex = 578, 58. |/ xleV= — 10,
x—4ix+5 — J90)(). 60. af=—m) ) — 1,
LR it e 62, 3.4t __ 5 ge-xt2 — 98
10 (3x 100 o
DT 55y 2

2x x . X x
513+ 313 = 10. 65. 13]3/10—516/10:25.
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3. Auadratifdye Gleidungen mit mehreren nbekannten.
(§§. 224 und 225.)

x* + y* = 90,
x =8y
EYi= 8
x—y=h.
XY+X=4r
xy + y =38.
X% + y? =17,
y=ax+ b
b2x2+a’y3:a2b9,
y =Ax+ B
<+ y? = a,
b
3 c
x+y=4
L=F=t
y=a+(x"’1)dr
g =l (8 ¥
oy =41,
X B0 s
x? — y = 604,
x —y=4
x2+y2=a'
x —y =b
<! — 3% =4,
xy b
X(X+y)=40r
y(x+y) =24
xﬁ+y2+x+y=8,
: Xy = 2.
P4 xyt+yi=4
x3+y2:b.
x+y:74,
Vx+]/y=12.

2,

4.

10.

14.

16.

18.
20.
22.
See x2 =1, y2 = .
25.
27.
29.

31

xy + x = 40,
x4+ y=12
2x% — 3yt =11,
3x? 4 2y® = 160.
xy + x =18,
xy —y = 10.
¥y =2px,
¥ :ax+b.
bix? — a’y? = a’b?,
y=Ax+B.
x? —y? =32,
—=—3
¥
a b
B P
L e
x Y.
92 =T (x+ 22

Xs_yz_lz’
xX+y =14
x4 y? = 2at 4 2D,
x +Yy —

2+t tI=
x2_|_y5—x-—y=b.
4+ y—x—y=12
xy:g-
x”—-xy-l—yz:ar
x—y=b
x:11 ="T704:7y,
Vx+Vy=1.

Gepe V=1, Vy="



32.

34.

41.

43.

45.

47.

51.
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X — 20 5
X—y+ i_‘f‘§=;‘{-—y' _+_ T'
X2+y2:34_ Xy+xy =30
SHECE T i Gee xy=1u, x4y =r.
X(X+y+z)=a' 35. X2+y2+22:94,
i S x (y 4 z) = 45,
z(x+y+z)=c_ X+y+z:14_
= 1
T 87. —+ =22
x—z“——n .0 1 o
¥ f xy+?2"— .
fﬁ:p_ }lj'i"y—lz--:‘i?.
J;.;-zzﬁ—a =R Auflbjung: x = 4 _}'
X~z g ok ‘
Tl T=%,
X+y L :
Sl t@Eh =0 ma L
X Doty 40. Xiy=g:u
X+Y+Z—_‘—26, X-I—ll:l‘—},
x4 ' +2° = 364, U
x* 4y + 7' 4 u? = 495,
x8+y3:a, 42. xg_ys:ar ‘
x+y:b X‘—yzb.
X‘+y4 «_—..a.,} @gge 44. X4+y*:a,
i ) et Fioay ==
x4 y? = 97, 46. x—}-y_.72’
F=—lpn=—1
: VK+VV-_6.
b S i = [0 12
x2y _f_ Xy2____ 1440. } @llcbe auﬂ:ft X -—{-y, hann Xy. .
xﬂ(X-f-Y):a, 49, (x.i_y) (x2+yz):a’
2(X+Y)"b (x_,_y)(XQ_yg):b.
xe +.Y +X—-—y—a } @egex‘a_{_yg:u’
& 99— 5) = b: sy o
x +nyy—_— 9’}
2 +yVxy =18 | SeI="%
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53.

61.

62.

63.

65.

281

X+ (x 4+ y) 4+ (x + 2y) + (x + 3y) = b,
x(x+) & +2y) (x +3y) =c.
Mean erhilt x=~iﬂ {bF V502 £4m) unp y=d:%]/5iqﬁ:
wennt 1/bf 4 144¢c = m gefeit wird.
x(x+y) (E=x+2y)=p M x(x+3)(=+2y)(x+3y)=p,

X'+ (x + 2y) =s. (x+2y) —(x+y'=d
=ty —ih 86. x +xy +xy? =,
x? 4 x¥yl = x* + x'y? 4+ 2yt =

on ber ufgabe 56. erhlt man unddft xy =b22;c und bamu duvd

@ubftitution in den beiben Gleichungen und durd) weitere Transformationen
1 1
X=E(b2+0j:m) unb y=m(b9+c$m),
wenn V(3802 — ¢) (3¢ — b?) = m gefebt tvird.

Anwendung der guadrvatifdhen Gleidyungen mit mebhreven Hnbekannten.
Dag Prodvuct zweier Bablen ift 64, ihv Quotient 4; wie bheifen bie
beiden Bahlen?

Man jucpe zwei Sahlen, deven Quabdrate 45 jur Summe und 27 zuv
Differens geben.

. Die 3ahl 18 in jwei Factoven zu erlegen, deven Quadrvate 27 jur

Differens geben.

Awei Zahlen verhalten fid) wie 3 :4, die Summe ihrer Quabdrate ift 1004
welde Bahlen find es? ;
Der Bahler und der JNenner eine Brudjes betvagen jujammen 33. Wiive
ber Bdhler um 39, und der Nenner um 20 grifer, fo wiicde dev Brud)
doppelt fo grof jein; weldjes ijt dev Brud)?

Bon weldyen wei Jahlen ift das Product um 84 fleiner alé die Summe
ber Quadrate, und um 44 grofer ald die Diffeveny dev Quadrate?
Dividiert man eine jweiziffrige Zahl duvd) dag Product ihver Biffern, fo
exhalt man 6; vertaujht man die Biffern, fo ift die jo erhaltene Aabl
um 9 grofer als die gefuchte; wie heift die Jahl?

Der Unterjdyied der Quadrate sweier Zahlen betrdgt 88; vevgrofert man
bic erfte Zahl um 2 und die gweite um 3, jo betviigt der Unterjdhied dev
Quadrate nur 81; weldyes jind bie beiden Zahlen?

Sudje zwei Zahlen von der Bejdaffenheit, dajs ihre Summe, ihr Product
und die Diffevens ihver Quadrate gleid) find.

S einem Rechtecte, defjen Flacheninhalt £ ijt, verhilt fich die Uinge zu
der Breite wie m : n; wie grof ift die Linge und wic grof die Breite ?
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68.

69.

70.

71.

73.

74,

75.

76.

77.

78.

79.

80.
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Qn einem Redytede ijt die Diagonale d und dag Verhiltnid m : n der
©eiten gegeben; wie grof find bie Seiten?

Wie grof ift der Umfang eines Rechtecfes, deffen Diagonale d und deffen
Flacheninhalt £ ijt?

Die Diagonale eine§ Redjteced von beftimmter Linge und Breite ijt d;
vergrofiert man die Cinge um m und die Breite um n, jo wird die
Dingonale d’. Weldye LWinge und Breite hot das Redhtect?

Jn einem vechtwintligen Dreiede wird die Hypotenuje duvd) ihre Hohe in
swei Abjchnitte getheilt; die Hyvotenufe ift a, die eine Kathete ift gleich
bem nidht anliegenden Hypotenufenabjdhnitte. Wie grof find die Katheten?
Jn einem gleid)jchentligen Dreiecte ift gegeben die Hohe h und die Summe s
aud der Grundlinie und dem Sdhentel; wie grof find die Seiten?

DOret Bablen bilden eine ftetige geometrijche Proportion; ihre Summe ift
14, die Summe ihrer Quadrate 84; welde Bahlen find eg?

Die Summe dreier Bablen, die eine ftetige Proportion bilden, ift 39,

ihr Product 729; weldes find die Bahlen?

Jn einer geometrijden Proportion ift die Summe der dugeven Glieder 18,
bie Summe der inneren Glieder 17 und die Summe der Quabdrate aller
pier Glicder 325; wie eift die Proportion?

Die Summe der vier Glieder einer geometrijhen Proportion ift 72, dasd
Product der inneren Glieder 140, die Summe der Quabdrate aller vier
Glieder 2050; wie heift die Propovtion?

Gine beftimmte Arbeit fann von A und B ausgefiihrt werdben; A allein
braudyt ju derfelben um 2 Tage mehr, B allein um 4} Tage mehr, ald
jie beide braudhen wiirben, wenn jie jufammen avbeiten. Wie viel Tage
braudjen beide jujammen jur Bollendung der Avbeit?

A und B verfaujten jufommen 100 Meter einer Ware, und 3war bder
eine mehr al8 der anbere, aber Dbeide nahmen  dennod) bdiefelbe Geld-
jumme ein; hitte A fo viel Vieter gehabt ald B, jo wiirde er 63 fl.
dafiiv eingenommen Haben; Ditte B o viel Meter al8 A gebabt, fo
wiivde er nur 28 fl. dafiiv erfalten haben. LWie viel Weter Hat jeber
verfauft?

Bwei Fohren liefern jujammen in 20 Pinuten 540 Liter Wafjer; -die
erfte Mohre braudgt, wm allein Ddieje Quantitit Wafjer zu liefern,
9 Minuten mehr alg die sweite. Wie viel Liter liefert jede in 1 Winute?
Jn einem vedptwintligen Dreiecfe find die Hypotenuje a und der Fliden-
inhalt f gegeben; beftimme die beiden Katheten.

Jn einem vedytwintligen Dreiecte find die Hypotenuje a und die Diffeveny
d Ddev beiden Ratheten gegeben; wie grof ift jede Rathete?
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Aug der Summe s dev Hypotenuje und dev einen RKathete und der
Summe s' dev Hypotenufe und der anderen Kathete die Seiten ded redht-
winfligen Dreieded ju bevedhnen.
Jn gwei Quabdraten ift die Diffeveny der Dingonalen d, die Summe
der Fladeninfhalte s; wie grof find bdie Seiten?
Die Diagonale eined Rechteded ift 85 Meter; verlingert man jede Seite
um 2 Neter, fo wichst der Fladeninalt um 230 Quadvatmeter; wie
grof find die Seiten?
Gin GrundjticE von der Form cined Nedhtectes ijt a Meter lang und
b Meeter breit; wm wie viel Weter mufs die Linge verfleinert und um
wie biel Weter die Breite vevgrifert werden, damit dag Grunditiid an
Jubalt gleid) bleibe, an Umfang aber um a — 2b Weter fleiner werbe?
Ein Neifender braudyt zu einem Wege von 520 Kilometer 3 Tage mehr
alg ein anbever, weil diefer tiglich 12 RKilometer mehr juviidlegt als der
evftere. Wie viel Tage braucht jeder ju diefer NReife?
Bon zwei Ovten, die 270 Kilometer von einander entfernt jind, gehen
gleicheitig jwei Gifenbahngiige ab, von benen ber eine ju einem Kilo-
meter 05 Minuten mehr braudt ald der andere. Wenn fidh nun diefe
Riige b Stunden nad) ihrer Abfahrt begegnen, wie viel Winuten braudyt
feder zu einem Kilometer?
Bmei NReifende gehen g[eid)géitig, ver eine von A’ gegen A", bder andeve
pon A" gegen A’ ab. Der erjte fommt in A" in a’ Stunbden, der weite
in A’ in a" Stunden nad) ihrer gegenfeitigen Begegnung an. Wie vers
halten jid) ifre Gejehwindigleiten ¢’ und ¢"?

Begeichnet d die Cntfernung der Orte A’ und A, jo jinbet die %egeglfung
nach Etf-d_c“ Beiteinfeiten ftatt; bis dahin Haben die Reijenden bdie Wege ﬁﬁ
und (—:% gemacht, fie Haben bafer besiiglich noch die Wege ﬁ% und CTC_%

j e’d ed Ny
suriiculegen und brauden dazit m umd T Beiteinfeiten. Man
i cld it

c'd ! A%

hat baber R a’ und o TS a
Dividiert man die ghweite Gleidhung durc) die exfte, fo erhilt man

O =20 folgtiey - = T

Bwei Punfte bewegen fic) gleichfrmig auj jwei ii'd) jentredyt b.urd';.s
fchneidenden geraben ¥nien nad) dem Sdynittpuntte bhin, von b?m fie bie
Entfernungen d' und d* haben. Nad) Beiteinheiten haben beide Puntte
bie fleinjte Entfernung d von einanber. Welde Gejchwindigleiten haben

bie beiben Punfte? (Siehe Aufg. 172, Seite 276.)
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VI. 2Anbeffimmte Gleidiungen.

1. Unbeftimmte Gleihungen ded crjten Grades.
(8§. 2271—232)

Lofe in gamgen Bablen auf:

2x — 3y =1. 2. 2x 1+ 3y — 17.
6x + by — 128. 4 Tx+ 11y = 18.
Tx — 13y = 152. 6. 8x — 11y = 200.
12x + 13y = 319. 8 bx —Ty=1.

9x — 22y —b. 10. Tx — 4y = 5.

B Aoy —= AL 12, 18x — 25y = 10.
15x + 14y = 225. 14. 13x + 19y = 73.
3Tx — 22y = 301. 16. 23x — 13y =2.

VT H4-17y =408, 18. 25x — 11y = 20.
X+y+z=12 20. x — 4y + 13z = 16,
Tx + 8y + Tz = 36. Tx + vy 4 z =45.

J0bx 4 3y 4+ Tz = 36. 22, 8x'+ 11y ~ 20z = 6.
Loje in gangen pofitiven Bahlen auf:
bx — Ty =13. 24 5x + Ty =94
Tx — 12y = 300. 26. 17x + 14y = T6.
23x 4 BTy ='412. 28. 26x = 36y — T.
29x 17y =250. 30. 17x — 1 =12y — 5.
28x + 12 =19y + 17. 32. 24x — 31y = 196.
6x 4+ 17y = 500. 34. 18x 4 Ty = 600.
19x — 10y =T, 36. x +y+z=48,
19x — 8z = 15. 2x 4+ 3y — 3z = 11.

Anmwendungen.

Gude ztwei Zahlen vou jolder Bejdyaffenbeit, dajs das Sfadje der erften
um dag 3facye der zweiten vermehrt 91 zur Summe gibt.

Die 3abl 200 in jwei Theile ju zerlegen, von demen der eine durd) 14,
dev anbere durdy 23 theilbar ift.

@udje jwei um 10 veridjiedene Fahlen, deren fleineve duvd) 21, bderen
grofere durd) 34 theilbar ijt.

Berlege die Bahl 300 in zwei Theile jo, dajs der erjte um 1 vermindert
burd) 9, der jweite um T vermehrt durd) 11 theilbar fei.

@udje eine Bahl, welde durd) 7 theilbar ijt, aber duvd) 29 bividiert 13
jum ejte gibt.

Weldye ift die allgemeine Form bder pofitiven Babhlen, welde durd 19
dividiert 1, und durd) 28 dividiert 3 jum Refte geben?



43.

47,

49.

51.

52.
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Weldye pofitive Jahlen geben durd) 24 dividiert 18, bdurd) 13 dividiert
1 zum Refte?

Weldye zwijhen 1000 und 2000 liegende Sahlen laffen fidh, wenn fie
um 5 gudfer wevden, durd) 13, und wenn fie um 5 Heiner werben,
ourc) 17 ohne Refjt theilen?

o ; :
Berlege den Brud %;)—O in el Briihe mit den Nennern 5 und 22,

Qemand fauft fir 180 Kronen jweierlei Sovten Tud); von der einen
fojtet bag Mieter 8 Kvonen, von der andern 6 Kronen. Wie viel Meter
. erhilt er pon jeber Sorte?

Jemand faujte Kaffee und Buder, jujommen fir 48 fl. 15 fr.; 1 Kilogr.
Raffee fojtete 1 fl. 55 fr., 1 Kilogr. Buder 40 fr. Wie viel gange
Rilogr. Kaffee und wie viele gange Kilogr. Suder hat er gefauft?

Der Durdymeffer der Bwangighronenftiie betvagt 21, jener der Zehn-
fronenftiide 19 Millimeter. Wie viel Bwangig- unbd Behnfronenftiice
mufd man in gevaber Linie nebeneinander fjtellen, damit die Summe
per Durdymefier 1 Meter betrage?

Bon jwei gezahnten Ridern fhat das eine 13, dag andeve 17 Bdbne;
beim Beginne der Bewegung greift dev erjte Sabhn ded erjten Rades in
die erfte Bahnliide ded jweiten HRaded ein. Nad) wie vielen Umbdrehungen
bes erften Jtadbes wird der Zahn 1 diefes Rades ivieder in bie Lide 1
beg jweiten eingreifen?

Weldhe dreiziffrige Sahlen mit der Biffernjumme 18 werben, wenn man
ihre Riffern in umgefehrier Ordnung dyreibt, um 198 fleiner?

Weldje Jahlen geben der Reihe nad) durd) 11, 19, 29 dividiert besiiglich
die Rejte 5, 12, 47

Die ahl 5O ift in drei Theile su zerlegen, -die folgeweije durd) 5, 6, 7
thetlbar find.

83. Der Brud) Gl foll in brei Briide jerlegt werden, deven Nenner 11,

4400
16, 25 find.

54. Fiiv 30 Perfonen, Minner, Frauen und Kinder, find 60 Kvonen aus-

56.

gegeben worden. Wenn nun die Ausgabe fiir einen Piann 4 Kronen,
fiiv eine Frou 2 Kronen und fiiv ein Kind eine halbe Krone betrigt,
wie piel waren Pidnner, wie viel Frauen und wie viel Kinder?

Gin Kaufmann mijdt drei Gattungen Spiritus, ju 70%, 64% und
509, um 561 Liter Spivitus von 60% su erhalten. Wie wird Ddie
Mifdung gejhehen, wenn er von jeder eingelnen Gattung nuv eine gange
Aahl von Liter verwenden will?

Qemand Hat' Banfnoten ju 10 fl. und Staaténoten gu 5 fl. und 1 fls

" er will mit denjelben eine Schuld von 328 fl. bezahlen. Wie viele Noten

jeber Gorte wird ev jur Bahlung veriwenden, wenn die Jahl dev Noten
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su 10 fl. fo gvof fein foll al8 die Bahl der Noten ju 5 fl. und zu 1 f.
sujammen ?
Begeidnet N eine Jahredzahl der driftlichen Reitredynung, fo heifyt
ver Rejt der Divifion + oie golbene Bahl,
\ + ber Gonnengirkel,
N + 3

" " " n

die Romerzindzahl

fiiv jenes Jahr. Fiiv welde Smbreéga[ﬂen ift a) bie goldene Bafhl 15
und der Sonnengirfel 9; b) die goldene Bahl 14 und die Riomerzing-
3Bl 3; ¢) der Sonnengirfel 10 und die Romerzindzahl 5; d) die goldene
Bafl 5, der Sonnengirfel 18 und die Romerzindzahl 132

2. Nubejtimmte Gleidungen des weiten Grades.
(§§. 234—236.)

Lbfe in ganzen pofitiven Sahlen auf:

bxy — 3y = 168. 2. xy +x—y=064
3zxy — by = 16x. 4. Txy + 10y = 136 x.
bxy — 2x — 3y = 18. 6. x* +xy—2x—3x=29.

125 —xy —3y + 87=0. 8 x?—2xy+4y—=4.
3x* —2zxy —y+1=0. 10. x*—2xy—3x+45y+20=0.
x* 4 3xy —2x + 2y =8. 12. 2x® —2xy — 4x 4+ 3y = 0.

Lofe in rationalen Bahlen auf:

y*=16x% 4 bx + 1. 14 y*=25x? —39x | 12.
y:=4x®*—x 4 3. 16. y>* ==x*—4x — 3.

y: =4x®—b. 18 vi— 3% | s

¥y =hrro g 20. y*=3x*—2x + 1.
yi="Tx*49. 22, y?=2x*+4 3x 4+ 4.
y*=16x*— bx — 6. 24.y—3x + 17x 4+ 10.

e L 26. y?=5Hx?4 42x + 16.

®ib die Werte von x an, fiiv weldhe folgende Ausbriicte rational werden:
VI —14 28. 1/9x* —b5x+ 1. 29. /16x® + 9x —8.
V2x* +x+4 381 V3x2+2x+09. 32 VB8x’ — 3x + 1.
| e 34 1/6x?4+2x—20. 35. 1/ 8x® + 2x — 3.
e folgende @leidhungen in rationalen Sahlen auf:

x? — y? =25, 37. 3x? —4dxy +y*+1=0.

3x? —4xy +y'4+8y="7 89 4y? —4xy+6x—8y=1.
2x* 4 2xy —y? —2x + 4y + 5 =0.
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5x? — 12xy — 4y — 6x 4 4y = 3.
4x® 4 2xy —y* 4 llx — 4y + 12 =0.
talomGen 0y ek E A EE 3 T

Anmwendungen.
Bwei gange pofitive Baflen ju finden, deren Summe ju dem Producte
adbbiert 47 gibt.
Bon weldyen wei ganzen pofitiven ahlen ijt das Product um 33 grifer
alg ihre Diffeven;?
Bwei gange pofitive Sahlen zu finden, deren Quotient und Summe u-
fommen 35 betvagen.
Gude jwei gange pofitive Jahlen, deren Quotient und Diffeven; gleid) find.
Bon welden zwet gangen Sahlen geben die Quadrate 35 jur Differen;?
Weldhe pweiziffrige 3ahl gibt durd) dad Product ihrev Biffer bdividiert
oen Quotienfen b mit dem Hejte 27

. Bwei 3ahlen von der Befchaffenheit angugeben, daf8 die Diffeveny ihrer

Quabdrate wieder ein Quadrat fei.
Sudje bdie allgemeine Fovm einer 3ahl, weldhe, wenn man fie entweder
um 1 permehrt oder um 1 permindert, in beiden Fillen ein Quabdrat gibt.
Ceht man x4 1=22 unb x —1=2a?—2=">b2 faner b= a2 — 2
=a—p, jo fﬂIgta:lj—gzt—E B:j;—g‘i
(Bergleiche aud) Aufgabe 249, Seite 261,)
Die Summe jweier Quadrate a® 4+ b? in die Summe weier andever
Quabrate zu berwandeln.
a4 b2 =x24y% Ceft mmy=Valfb+x)b—x)=a+pb—x),

uh =

- i 2ap-+bp?—Db 2bp —ap?+a
o TUIgt X = '—-*—W'z—'— ud Yy = —'-—]:Tp—g_—.

Drei Bahlen von foldyer Bejdjaffenheit anzugeben, dajs die Summe dev
Quabdrate der beiden erften dem Tuabdrate der dritten Bahl gleid) fet.

X2+Y2=22- : ;
— 1

©ept man fii beliebige Werte s2 4~ m? = (s + n)? fo folgt bavausd s = = i

2 2z
b s+n=m2+n baber
m? — n? s m? 4 n2)?
() 4= (5,

ober, wenn man mit 4n? multipliciert,
(m2 — n2)2 4 (2mn)? = (m? + n?)%

Demmnach find
x=m?—n? y=2mn, z=m? -4 n?
rationale Werte von x, y, z, weldhe der porgelegten ufgabe geniigen, migen fite
m und n wad itmmer fir rationale Jehlen gewdhlt werden. Limmt man fiit m
und n ganze Bahlen, jo erhilt man aud) fiix x, y, z gange Jahlen.
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Diefe Aufgabe hat in der Planimeirie ihre Anwendung, wm rechtwintlige Dreiecte
it erhalten, beren Seiten commenjurabel find (Pythagoritiche Dreiee). Driiden x
unbd y bie Ratheten aug, jo ift z die Hypotenuje, und man Hat fiiv

m= 2] 3 4] 4] 5 5] 6 6[...
n=1| 2 132 41 s...
x = 3 5l15i 7’21 6[35(11]. ..
g o 4[12‘ 824 20.40/12/60)...
7 = 5]13;17@5{29!41!37 61i. ..

Bier Jahlen von jolder Bejdaffenheit anzugeben, dajé die Summe der
Luabdrate der evften drei dem Quadrate dev vierten Rahl gleidh jei.

! x2 4 y2 b g2 =u2
©eft man s 4 m2 4 n2 = (s + p)?, o erhilt man

_ om? 42 p? o m24 2L p? i
s—-‘—’“""gp—— unhs—}-p_.,——T, TDIg[Id} llt
m2 4 n2 — p2\2 / 5 (m®+n?4 p2\2
( 2p )+m ol _‘( 2p .)’

ober, twentt man mit 4p2 multipliciert,
(m2 4 n? — p)? 4 (2mp)? + (2np)? = (w2 + 02 + p2).
Daher ift x=m2-4 n2 —p? y=2mp, z=2np und u = m?2 -+ n2 } p2,
Diefe Aujgabe findet in bder Gtereometrie ifhre Untwendung, um rechitvinilige
Parallelepipede 1t erhalten, in demen bdie drei Ranten und die Diagonale commen-
furabel find,

VII. Settenbriidje.
(88. 238—248.)

Berwandle folgende Briidje in Kettenbriiche:

92 61 115 67 . 113
a) == b) 2253 i i) €) Sa5
49 187 188 108 349
a) 2357 b) 1967 ) 1877 d) 3877 e) 1478
104 284 519 373 8658
317 bl =i ¢) 3 d) 555 €) T405°
a) 0°513; b) 0:0934; ¢) 0-7307; d) 5-13722.
rst-4-r—-t 6 12x2 + 17x 4 7
prst—-pr 4 pt -4 st 1" © 24x2  46x2 4 35y + 10°
Bermandle folgende Kettenbriihe in gemeine Briidhe:
% + i 1 8. %— + _1__ 1
sl ke D
o 10. L 1
L L e e PP S N T
oyes 1l a+l + =y o1
Wik S el
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Nibherungsbrivde.
Bermandle folgende Briide in Kettenbriiche und bejtimme deven Nife-
rungsgbriide :

129 1P 135 100 157
a‘) Iﬁ; b) 58 ? ) 3237 d) ]_3?’ ) 972"
a) 9. b) 3 0 0°337; ) 0°8282; o) 2:7041.

®ib die erjten finf Naherungswerte ded Decimalbruches 0:65438 und
die %eb!ergrenge eined jeben Derjelben an.

Lermweandle 3178 in einen Kettenbruc) und weife an den Niherungsbriidhen

bie in den §§. 242 und 243 begriindeten Eigenjdhajten nad.

Gin Wiener Pjund hot 0-56006 Kilogramm; weldes find die erjten fiinf
Niherungswerte diefer Verhiltniszahl?

Gin Liter ift = 0-70685 Ldiener Maf; judje die MNdahevungdwerte.

Cin djterr. Behnfronenitict enthalt 3°04878, ein deutjhes Sehnmartjtiict
3-H8423 Gramm feined Gold; driife das Verhiltnis jwijden diejen
beiden Goldbmiingen in fleineren Bahlen moglichit genau aus.

Der Niherungsbrud i% gibt bie Relation: 1 frone = 0°85 Mark.

Der ynodijche Pionat, d. i. die Reit von einem Neumonde jum anbdern,
hat 29-53059, dag tropifde Sonnenjahr 36524222 Tage; bejtimme die
erften adit Ndherungdiverte des iBerI)ﬁItniﬁeB beiber Beifvdume.

Auf bem jechsten Nabherungsbruche —— 255, weldher ausdritdt, dafs 19 Sonnenjahre jebhr

nabe 235 jynodijde Monate audmadien, beruht der Meton'jche Eyflus von 19 Jahren,
nach deren Verlauf bdie Mondedphajen mwicber nahesu auf die ndmlicdien Tage bes Jahres

fallen, jotvie die goldene Jahl,

weldhe anzeigt, basd twievielte Jabr in biejem Eyflus ein

Deftimmites Jabr ift.

19.
23.

27.
29.
31
33.
35.
37.

Bervedyne mittelft dev Kettenbriiche folgende irrationale Quabdratwurgeln

auf 5 Decimalen:

110. 20. 1723. 21. /47, 22, 1129.

V6l. 24. 1/°205. 25. 1/531. 26. 1/2222.

Qofe mitteljt ber Rettenbriidhe folgende unbejtimmte ®leichungen in

gangen Aablen auf:

9% 4 23y = 400. 98. 2%x — 36y = 14
18x — 2y = 10. 30. 39x + 14y =137,
1x —1ly= 1. 32, 24x — 35y = 10.
M4x— 1 =37y. 84, 2x= B0y 4 &1
61x + 28y = 206. 36. 36x — llij = ?_43
39x — o6y = 111. 38. 32x + 46y = 5Hb2.

19

Mo&nil, Arithmetif und Algebra.
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VIII. 2Progreffionen.
1. Arithmetijhe Progreffionen.
(88. 250—252.)
Sudje dag allgemeine und dad Summenglied der avithmetijdjen Reihen:

a2 bt L s pe il 2O G, BRILOSHID, S

—28, —25, —22, —19,.... 4. 100, 97, 94, 91,....

100, 92, 85, 773, 10,....

Wie grof ift die Diffeven; einer Progrejfion, deven erftes Glied 109,
und deven 34fted Glied 10 ift?

Meit welder Bahl fingt eine Progreffion am, deren Differeny 5, und
beven 27fted Glied 139 ift?

Gine Progrefjion fingt mit 1 an und fteigt nad) ver Differen 5; basd
wievielte Glied ift 1167

Dag erfte Glied einer arvithmetifhen Progrejjion ift 20, die 3ahl der
Glieder 10, das lesite Glied —16; wie grof ift die Summe?

BWie viele Anfangsglieder einer Progrejfion mufd man addieven, um
2808 jur Summe ju evhalten, wenn bdag evjte Glied 2 und die Diffe-
veng 10 ift?

Die Summe einer Progrejjion, deven Differens 3 und derven leftes
Glied 97 ijt, betvigt 1612; wie grof ift a) dag erfte Glied, b) bdie
Angahl der Glieder?

Reite die allgemeinen Formeln ab, durd) weldhe aus je dreien der Grdfen
a,, d, n, a, und s, (§ 251) die beiden andeven beftimmt werden.

Lofe folgende Aufgaben:

a, } d n-. an i Sp
125 L e 30 13 an 5

: 50 —5 n 15 B

; 1 ' 9 n an 260

| . .250 d 18 1100 Rk,
g ot 27 an 926-1
B A de Blgo S
a, —2 6 . 0 8x

L e 027 B | Ao 52-08

LS 82 | e 630

o d 12 (& 54




23.

24.

25.

26.
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30.

31

32,

35.
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Jnterpolieve in dev Reihe 1, 5, 9, 13, 17, 21,... jwifden je jwel
Glieder 8 Glieder, jo dajs wieder eine arithmetijche Progreffion entjteht.
Bwijden p und q follen r Glieder interpolievt werden, wie grof ift das
nte diejer Glieder?

Wie viele Zahlen mufd man zwijdhen 16 und 250 einjdhalten, damit
man eine avithmetijde Progreffion mit der Summe 1995 erhalte?

BWie viele durd) p theilbare Zahlen liegen zwijdhen O und a?

Bie viele Bahlen, weldhe dburd) 6 theilbar jind, liegen wijden 0 und 100?
Wie grofy ijt ihre Summe?

Die Bahl 225 foll in mehrere Theile o getheilt werden, dajs jeder
folgende um 2 grdRer al8 ber vorhevgehende, und der leste 29 ijt. Wie
grofp ift dev erjte Theil und wie grof die Anzahl der Theile?

Gine Gumme Gelded wird unter mefhrere Perfonen fo vertheilt, dajs
die erfte 80 Krvonen und fede folgende 4 Kronen weniger befommt; Ddie
legste erhilt 28 Kromen. Wie bviel Perfonen find betheilt worden, und
wie grof ift die ganze Geldjumme?

Ein Diener war bei einem Herrn 6 Jahre im Dienjte und erhielt in fedem
folgenden Jahre 12 fl. an Lohn mehr, ald im vorhevgehenden, jujammen
900 fl. Tdie viel erhielt er bdas erjte, wie viel dad leste Jahr?

&3 ift ein Brunnen von 12 Neter Tiefe ju graben; filr dasd erjte Wieter
saflt man 4 fl. 40 fr., fiiv jedes folgende 40 fr. melr; wic viel zafhit
man fiiv dag legte Weter, wie viel fiiv den gangen Brunnen?

Gin Qorper legt in der erften Secunde a Meter, in jeder folgenden
d Meeter mehr zuvid al§ in der vorhergehenden. a) Wie grof ijt der in
n Secunden uviidgelegte Roum; b) in welher Beit legt der Korper
s Weeter guvitc?

Gin frei fallender Rbvper durdldujt in ber erjten Secunde 4-9 Mieter,
und in jeder folgenden 9-8 Meeter mehr ald in der vorhergehenden; wie
grofi ijt der Fallvaum ber Hten Secunbde, wie grof der Fallvaum in
5 Secunden? (Der TWiderftand der Luft bleibt unbeadhtet.)

@ine vertical in bdie Hihe gejhoffene Kugel legt in dev erjten Secunde
200 Meeter und in jeder folgenden 9-8 Mieter weniger juriid; wie hod
witd fie freigen und in wie viel Beit wieder auf die Erde juviicfallen?
m einen Punft Herum liegen 6 anftofende Winfel, von bdenen jeder
folgenbe um 9° 12‘ grifier ift a8 dev vorhergehende; wie grof find die
eingelnen Winfel?

Semand fegt in bie Lotterie auf eine Nwmmer 20 fv. und, jolange ev
nidt gewinnt, jedes folgendemal um 20 fr. mehr al8 dag vorhevgehende-

mal. Wenn nun der Treffer einev Nummer mit dem 14fachen Cinjage
19%
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bezahlt wird, bei weldem Spicle wiirbe ber Gewinnende jein ganges, bis
babin eingefested Geld juviidferhalten?

Ginte unverzinglihe Sdhuld wird in fechs Jahreszahlungen getilgt. Jm
erften Qahre bezablt man 600 Kronen, in jedem folgenden um eine
beftimmte Summe mehr; fiiv dag fed)dte Jahr betrdgt die Bahlung
850 SKronen; wie gvof ift die gange Sduld?

Gin Capital ¢ wird nad) n Jahren jammt den einfacdjen Sinfen ju p %
suriidgezablt; wie viel betriigt die Sabhlung?

Durd) n Jahre wird am Anfange eines jeden Jahred ein Capital ¢ ju p %
auf einfacdhe Binfen angelegt; ju weldem Werte s find jammtlide Anlagen
big jum Sdylujfe ded nten Jahres angewadyjen?

§=c ;n-é—n(n_z—(;ﬂ}.

Dag dritte Glied einer arithmetijchen Reihe ift D, dad fiebente 11; wie
grof ift bag zehnte Glied?

Die Sunume der erften 6 Glieder einer avithmetijden Progrejfion ift 17,
bag vierte Glied ijt 3; wie heit die Progrefjion?

Qn einer arvithmetijhen Progrefjion betrigt die Summe Dder erjten
5 @lieder 75, die Diffeveny swifchen dem fiinften und jweiten Gliede 18;
wie gvof ijt a) dad evjite Glied, b) die Differeny?

Bier Bahlen bilden eine avithmetifche Progreffion, deven Diffevens 4 ift;
pa8 Brodbuct der legten zwei Jahlen betriigt 165; welde Bahlen find eg?
Bwet avithmetijde Progreffionen Haben gleid) viele Glieder, die erjte fingt
mit 1 an und endet mit 15, die jweite fingt mit 3 an und endet mit 24;
wie grof ift die Summe jever Reihe? (Die Lofung fithrt auf eine
unbejtimmte Gleichung.)

Qn einer avithmetijdhen Reihe, deven Glieder die Summe der gleid)-
ftelligen ®lieder zweier avithmetijhen Brogrefjionen mit den Anfangs-
gliedern 2 und 3 find, ift bad nte Glieb In — 4. Wie hetfenr die beiden
Progreffionen, wenn bdie Differeny der jweiten doppelt fo grof ijt ald die
Differens der evjten?

Die ©umme von bdrei Bahlen, weldhe eine avithmetifde Progrejjion
bilben, ijt 36, die Summe ifrer Quadrate 482; welde Sahlen find e ?
DBier Bahlen bilden eine avithmetijhe Progreffion; ihre Summe ijt 2,
ifr Product 40; weldye Bahlen find e8? (Vergl. Aufgabe 52, Seite 281.)
Jn einer ur:ﬂ)metud)en Progrefjion von vier Gliedern ift das Product
aller ®lieder 880, die Diffeveny der LQuabrate bdev Betben mittleven
Glieder 39; meidje Progreffion ift e§?

Bwei Stnrper bewegen fidy gleidyzeitig von A aud in derjelben Ridtung;
ber eine legt in einer Secunde 20 Meter juvii€, der andere in der erjten
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Secunde 12 Meter und in jeder folgenden 2 Dieter mehr als in der
vorhevgehenden. Nacy wie viel Secunden holt diejer den exften ein?

2. @enmettiid;c Progrejfivuen.
(§§. 253—257.)
Sudje das aligemeine und das Summenglied der geometvijdhen NReifen:
17

A 5 1 3
1. b1, 5% 18550, P e 2550+ -+
3. 10-5, 2-625, 0-65625,.. .. 4 3, —12, 48, —192,....

10.

11
12.

13.
14.

15.
16.
17.
18.

BWie grof ijt dag erfte Glied einer Progreffion, deven Quotient 1%, beren

Ttes Glied 685 ift?
Wie piele Anfangdglieder der geometvijhen Brogreffion 1, 3, 9, 27,...
muj§ man abbdievernr, um 3280 jur Summe zu erhalten?
Wie grof ift der Quotient einer Progrejfion, deven erfted Glied 2, deven
12tes Gilied 4096 ift?
Lie grof ijt die Summe dev evjten 8 Glieder der geometrijdhen Progrejfion
b2 b3
a’—‘b, ';" o ‘a—g’...
Bejtimme die Summe der Reibe
L ] r
Bt (e G

Qeite die allgemeinen Fovmeln ab, durd) weldhe ausd je dreien der Grifen
a,, q, 0, a, und s, (§. 20D) die beiden anderen bejtimmt werden.

Gind a;, n und sn gegeben, fo erhilt man fitr ¢ und an; find n, an und sn
gegeben, fiix a; und q Gleidjungen des (n — 1)ten Grabes.

Life folgende NAufgaben:

i |

a; q ' n ! a, Sn ;

T 777 1 790 o 3 ]

3 ’ . 217

6 A } n [ lgﬁ Sp ‘

4 J n | om 118096
4096 gl xdalpo® v vi pqudinQHB 8

31 q | O R -

a, 0Bl B L 005 [k i1

a, 2 1o gl s vivohed SR )

a, ' 9 n | 177147 265720 T
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21.

22.

25.

27.

30.

31
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Beftimme die Summe folgender Progrefjionen:

14+ x4+x24+=x4+ 0. 432 4 xn1

<* +xsy + xzyz _?_ xy3 +y4

a®— a%b 4+ atb? — a’b? 4 ab* — ab® 4 bé.

Sudhe in der Progrejjion 1 4 % — % —+ % + ... a) die Summe der
erften 2, 3, 4, 5, 6 Glicder, b) die Summe der Reihe felbit.
PBejtinune die Summe folgender fallender Reihen:

1 1 Ing gl 3 i 2T
§-+—I+§TI_G+.-- 24. 1—T+E_E+o-v
1 1 1
1+t 1ot 1o+
by iob8 7 b8, ;s 2
| el i s i o e T | R
Die Summe einer fallenden geometrifhen Progrejfion, die mit 1 beginnt,

iit 3; wie groff ift ihr Quotient?
Wie heift dad fiinfte Glied einer fallenden geometrijdhen NReihe, beren
LQuotient % und deren Summe 20 ift?
Ein rein periodijdher Decimalbruch x mit der njiffrigen Periode b foll
in einen gemeinen Brud) dadbuvd) vermwandelt werden, dafé man thn alg
eine fallende geometrijhe Brogrejjion darjtellt und Ddiefe {ummiert.
(Bergl. §. 104, 2.)
Lerwandle ebenjo in gemeine BVriidye:

a) 0-6; b) 0-81; e) 0-105; d) 8-7.
Qu einem gemijdht periodijdhen Decimalbrude x feien b bdie Biffern bder
Beriode, n die Angahl derfelben, fermer a die der Periode vorangehenden
Decimalen und m  ihre Anzahl; verwandle den Decimalbruch mit
Anwendung der geometrijdhen Progrejfion in einen gemeinen Bruch. (Vergl.
§. 104, 3.)
Beftimme ebenjo a) x = 0°64; b) x = 0:1254; ¢) x = 9-3513.
Bwijden 5 und 405 folfen 3 Glieder fo eingefdaltet werden, dafé dann
alle fiinf ®lieder eine geometrijche Progrefjion bilden.

34. Qnterpolieve 3wijdhen fe jwei Glieder der Progreffion 1, 10, 100, 1000,. ..

36.

37.

5 neue Glieder.

. Bwijden 1 unb% find 11 Glieder einer geometrijdyen Progrefjion ju

interpolieven. (Unmwendung in der Tonlehre.)
Quterpolieve awijchen x°* und y® nod) 7 Glieder, fo dafé eine geometrijdhe
Brogrejfion entjteht.

Bwijchen dag erfte und weite Glied der Reife 16, %, ﬁ, « il Anlletr

mefjreve Glieder jo eingefdhaltet werden, bdaf8 jie mit 16 und % eine
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geometrijdje Progreffion bilden und mit bdiejen 31% jur Summe geben;
vie viele Glieder find eingufdhalten und wie heifen fe?

Eine Summe von 248 Kronen joll unter 5 Perjonen jo vertheilt werden,
bajé fede folgende doppelt jo viel afs bdie vorfergehende cvhalte; wie wiel
erhilt jebe?

Jemand jept fecdhdmal in bdie Lotterie; das exftemal 10 Rreuger und
jedes folgendemal doppelt jo viel al§ fiiv die friijeve Biehung; bdas
fecdystemal geminnt er und e§ with ihm der legte Einfat 4800 mal
juviidgezahlt.  Wie viel Letvdgt diefer Gewinn und tvie viel hat er im
gangen eingefest?

&& legt jemand im Monate Jdnner einen Rvewzer juviid, in jedem
folgenben Ponate 3mal fo viel al im vorhergehenden; iwie viel hat er
tm gangen Jabre juviidgelegt?

Cine ©duld von 13000 RKromen foll in 4 Raten, deren jede 3mal fo
grof ift al8 die vorhergefhende, juviidgesabit werben; wie grof ift fede
Ratenzahlung?

Der Grfinder ded Sdadhjpieles erbat fid) als Belohnung bdie Summe
Weizenforner, die herausfommt, wenn fiiv dag erjte Feld de§ Schadch.
brettes 1 Sorn, fiiv dag jweite 2, fiiv dbas dritte 4, und fo fort fiir jedes
folgende der 64 Felder doppelt fo viel Korner gevedynet werden alé fiiv
dag porhergehende. Wie viel Tonnen & 1000 Kilogramm wiirden bdieje
forner ausmadpen, wenn 20000 Kirner 1 Kilogramm wiegen?

Qn einem Faffe find 100 Liter Wein. Man nimmt davaud 1 Liter und
gieft dafity 1 Liter Waffer hinein; aud diejer Mijdyung nimmt man wieder
1 Qiter und gieft eben fo viel Waffer. hinein. Wie oft fann man jo ver:
fahren, big in der Wijhung nur nodh HO Liter Wein iibrig find?

@in Qidjtitrahl verliert bei dem Duvchgange duvd) eine Glasplatte ”115
feiner Qntenfitdt; wie grof wird diefe nody fein, wenn er durd) 10 hinter-

einander aufgeftelite Platten hindurd) gegangen ijt?
Der Recipient einer Luftpumpe enthilt 5-3 Cubifdecimeter, der Stiefel

jammt dem Berbindbungsrohre 0-6 Cubifbecimeter; nad) wie viel Kolben-
siigen wird die Quft im Recipienten nur nod) den 10ten Theil ber
urfpriinglichen Dichtigleit betragen?

Drei 3ahlen, von denen die jweite um 15 grofer ift alé die exfte, Ddie
britte um 60 grifer ift a8 bie jweite, Dbilden eine geometrijche Pro-
greffion; welde Rahlen find es?

Die Summe von drei Anfangsgliedern einer geometrifdhen Reihe ift 156,
bag erfte ®lied 16; wie groff ift dev Quotient?
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Die Summe ded erjten und dritten Gliede§ einer geometrijchen Pro-
grefjion ijt 9'%, dic Summe ded jweiten und vierten Gliedes 14%; wie

heit die Progrefjion ?

Acht Babhlen bilden eine geometrijhe Progrejjion, die Summe der erften
pier ift 15, die Summe der leten 240; weldhe Bablen jind es?

Qn einer geometrijhen Progrefiion ift die Summe ded dritten und vievten
®liedes b, bdie Diffeveny Dded dritten und fiinjten d; bejtimme den
Quotienten und das evjte Glied.

Qn einer geometrifdhen Progreffion von 10 Gliedern ift die Summe bdex
ungevaden Glieder 36900, bie Summe der gevaden 11071H; wie grof
ift der Quotient, wie grof dad erfte Glied?

Die Summe dreier Rablen, welhe eine geometrijhe Progrejfion bilden,
ift 21, bie Summe ifrer Quadrate 189; weldhe Babhlen fjind es?
(Beval. Aufg. H6, Seite 281.)

Berlege jeves Glied ber geometrifchen Progrejfion 3, 48, T68, 12288,...
in 4 Theile jo, daf8 alle diefe Theile unteveinander wwieder eine geo-
metrijche Progreffion bilden?

PMultipliciere bdie gleichjtelligen Glieder der avithmetijchen Progrejfion a,
2a, 3a, 4a,... und der geometrijhen Progrefjion 1, q, q3 q%... und
beftimme da8 Summenglied S, ber dadurd) entjtefenbden Reibe.

Bejtimme ebenjo die Summe folgender Jeiben:
14+ 2x +3x? +4x* +56x* 4+ ... + nx*L
14 5x 4 9x® +13x® + 17Tx*+ ... + (4n — 3) x™ L.

1+i+i+i+%+... ELR e SHENEY
3n—2

+23+232+233+ S B e
53312 groff ijt bie Summe von a) 6, b) 9, ¢) 15 %Inraugssghebern ber
Reihe 17 + 22 + 3% +4* + ... 7
DBeftimme bdie Summe von a) 5, b) 8, ¢) 12 AnfangSgliedern Dder
Reihe 1° 4 28 4+ 3% + 43 4 ...

3. Binfessing- und Rentenvedjuung.
(§8. 261—264.)

Au weldem Werte wiichst ein Capital von HIO0 Kronen in 15 Jahren
bei 5% Aimjeding an?

Semand legt 5042 fl. in eine Sparcaffe, welde bdie Einlagen 3u 4%
und gwar halbjdhrig verzinfet, ein; nady 20 Jahren behebt cr das Capital
fjammt Zing und Rinfedzing; wie grof ift die Summe?
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Wie viel werden 73242 Kronen bei 4%% Berzinfung nad 23%3&[)&11

wert jein, wenn man bdie Binfen gangjihrig sum Capitale {dlagt?

Der Beftand cined Walbed wird gegenmwirtig auf 42350 Cubifmeter
gejdhdpt; wie grof wird derfelbe bei einem jihrlihen Buwahs von 39
nac) 10 Jahren fein?

Gin Land hat gegemwirtig H48200 Ginwolhner, wie grof wirh die Be-

bolferung bei einer jafrliden Sunahme von 1—;— % nad) 14 Jahren fein?

€in Gapital von 9000 Kromen ift nad) 10 Jahren unverindlid) fallig;
wie groff ift jein Bavwert, wenn Binjedzinfen 3u 595 gevedhnet werden?

Fiir ein dburd) 9 Jabhre zu 4%% Ainjeszing angelegtes Capital erhilt

man 5234 fl.; wie grof war das urfpriingliche Capital?

Gine Stadt 3ihlt gegenwirtiy 36230 Ginwolhner; wie grof war bei
einer fihrlichen Bunafhme von 295 bdie Bevdlferung vor 30 Jahren?
Gin Waldbeftand wird gegemwirtig auf 180000 Cubitmeter veranjdlagt;
wie jtarf war bderfelbe vor 15 Jabhren, wenn man annimmt, dajé e fich
wihrend bdiefer Beit regelmapig jabrlich um 39 vermehrt Hot?

Gin Gapital von 7537°8 Kvonen wadst in 20 Jahren mitteljt Zinjes-
sinfen auf 20000 fl. an; zu wie viel % war e§ vevzinjet?

3200 fl. find vor 80 Jabhren angelegt worden und wdlhrend diefer Seit
jammt Binfeszing auf 34059-83 fl. angewad)fen; su wie viel % war
pag Capital angelegt?

Wien hatte zu Ende 1869 622927, su Ende 1880 726105 Einwohner;
wic viel 9 betrdgt die jihrliche Bunahme dev Bevodlferung?

Qn wie viel Jahren wird ein Capital a bei p% Binjeszing mmal fo
grof al8 e8 urfpriinglich war?

f ; ; log m
Hier mujs man aen =ma jefen, daher it n = g

loge”

Qn weldjer Reit verdoppelt jidy ein Capital ju H% Binjesszing?

SQu wie viel Beit wird ein Capital ju 4% 3Jinjesjing a) bei gang
iafhriger, b) bei Halbjahriger Capitalifierung auf das Dreifadie amwvadhfen ?
Y wie viel Jabhren evhoht fiy die Bevdlferung eined Ortes bei 1} %
jibrlicher Bunahme von 5200 Einwohnern auf 9433 Ginmwohrner?

Bon einer Schuld von 10000 Kronen werden nacy 3 Jahren 2500 SKronen,
nady 6 Jahren 1000 fronen bezahlt; wie grof ift nod) die Schuld nad)
10 Qafren, wenn 59 3infeszinfen gevechnet werden?

Gin Gapital a witd jum 3Zinsfufe o vevzinét, bdie Berwaltungstojten
betvagen v% und werden am Ende jedes Qabres abgevedynet; zu welder
Gumme widst dag Capital in n Jahren an?

v \n
an“—:ae“(lfio—o)'
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Durd) 20 Jahre werden zu Anfang eines jeden Jahres 200 Kronen
angelegt; ju welhem Werte werden bdiefe Capitalien bei 49 Ainjedzing
jur Beit der legten UAnlage angewadiien fein?

Qemand erfpart jahrlich 280 fl. und legt diefe am Enbde eines jeden
Jahred auf 5% Rinjeszinfen an; iiber weldhe Summe wird er nad
15 Jabren auf bdiefe Weife verfiigen Eonnen?

Durd) n Jahre wird jahrlich ein Capital r jum Binsfufe e angelegt,
bie BVermaltungsfoften betvagen jahrlih v9% und werden am Gnde des
Jabhres abgervechnet; zu welher Summe find diefe Capitalsbetrdge jur
Reit der lesten Anlage angewadyjen?

Jemand fat duvd) 12 Jahre am Anfange eined jeden Jahres den gleichen

®eldbetrag 3u 4%% Binjessing angelegt, und bezieht dafiiv nac) bdiefer

Beit 1939 fl. 18 fr.; wie grof war die jahrliche Cinlage?

Gin Capital von 12500 Kronen ijt nad) 7 Jahren fillig; e§ oll durd)
gleiche, am Anfange eined jeden der 7 Jahre zahlbave Summen getilgt
werden. Wie grof find die Theilzahlungen bei H9% infes;ing?

Lie hod) miiffen die am Enbe eines jeden Jahres zu leiftenden Abjdlags-
sablungen fein, bamit eine nad) 10 Jahren unverzinslich fallige Schuld
von 8000 Kvonen getilgt werde, den 3ind ju 4% geredhnet?

Gin Gutsbefiter will feine Feldfriichte im veranjdlagten Werte von
6800 fl. gegen Hagel verfichern; wie ho) wird bdie Afjecuranz-Gefelljhaft
bie jihrlihe Verfiherungspramic bei 5% Binfeszing anjegen, wenn
angenommen ivird, Ddajé der Hagelihlag die Feldfriihte jemer Gegend
ourdyfchnittlich alle 16 Jahre ginglich vernichtet?

Gin zu 4—;- % 3infeszing ausjtehendes Capital von H000 Kronen iird

am Enbe jeded Jahres um H00 Kronen vermehrt; wie Hodh wird e8 in
8 Jabren anwadyfen?

Pon einem Walde, bdeffen jahrlidher Buwads 2%% betrdgt, ijt der

gegenmdrtige Beftand 145678 Gubifmeter; wie grof wird der Beftand
nad) 18 Qafren fein, wenn am Gnbe eined jeden Jahres 1175 Cubit
meter gefallt werden?

Qemand will eine ©dyuld von 10000 Kronen, die ju 5% ju verzinjen
ijit, in 10 gleidhen Jahresraten abtvagen; wie grof wicd eine Raten-
sahlung fein?

Dem Bormunde eined Kinded von H Jahren wird eine Summe von
6000 Sronen mit der Verpflichtung iiberwicjen, dag Kind big jum 18ten
Jabhre ju evziehen; weldes ift der Betrag ded nadyjdhujsweife zahlbar
angenommenen jihrlichen Grziehungsgeldes, wenn 5% Binfedzinfen
beredynet werben? :
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Gine Stadt will bei einer Vank ein Anlehen mit der Berpflichtung auf
nefmen, dasfelbe durd) einen am Gnde jebes Jahres jahlbaven Betrag
von 28000 Kronen binnen 25 Jahren zu tilgen; welche Summe wird die
Banf der Stabdt bei 59 Binjeszing darleihen?

Wie viel bleibt von einer Schuld von 26000 fl. bei 5% Binjeszing nady
10 Jabren iibrig, wenn fiir Binfen und Tilgung eines Theile der Schuld
jdhrlid) 2000 fl. gezablt werben?

Wie groft ift ein auf Binfedzinjen s 4}2-% angelegtes Capital, wenu
von demfelben bei einer am Enbde eines jeden Jahres eintvetenden Vermin-
perung um 250 Qronen nad) 15 Jahren nod) 1300 Kronen iibrig jind?
&in Bater hinter(dfst feinen d RKindern ein Vermiigen von 20000 fl.,
weldyes 3u % Ainfedzing angelegt ift; davon begiehen die Kinder am
GEnbde cined jeden Jahres 1500 fl. Lie viel erhilt dann jedes der Kinder
nach 6 Jabhren, wenn der NRejt ded Lermigend zu gleidhen Theilen unter
fie vertheilt wird?

Jemand fauft ein Haus und bejahlt den Kaufjdyilling daduvd), dajs ex
ourd) 20 Jahre am Sehlujfe eines feden derjelben eine Abjchlagszahlung
pon 1200 Kronen leiftet; wie grof ift ber Kaufpreis, wenn jede Abjdylags-
sablung jugleich D% Binjen filr die nod) unbezahite Sthuld enthélt?
Wie viel mujs man am SGluffe eined jeden Jahres ju einem Capitale
von 4500 fl. hinzufiigen, damit e8 ficdh bei 4% Sinjeszing in 6 Jahren
berdopple ?

Qemand fat ein Capital von 12532 Kronen ju 4~;—% audjtehen und

gebraucht davon fabhrlih 1000 Kronen; nach wie viel Jahren wird das
Gapital erfchopft fein?

Gin Wald, deffen Bejtand auf 150000 Cubifineter Hols mit einem jihr
lidhen Rumwacgs von 295 wveranjhlagt wird, foll innerhalb 12 Jahren
abgeftodtt werden; wie viel Holy wird man jaheli) jdlagen, um jedes
Qahr gleich viel Holz ju erhalten?

Gine Gifenbahn-Gefelljhait madt eine Anleihe von 4 Miillionen Kronen ju
594 und will diefelbe dadurd) amortifieven, dajs fie jdfrlich 260000 Kronen
sur Binfenzaflung und theilweijen Tilgung des Anlehens verienbdet; nad
wie viel Jahren wird die Schuld getilgt fein?

Yemand ovdmet in feinem Tejtamente an, dafé feinem treuen Diener big
su dejfen Tode jihrlidy 100 fl. ausgezahlt werden. Die GErben iwerden
mit bem Diener einig, ihm bafiir auf einmal einen Betrag von 1200 fl.
su joflen. Ldie viel Jahre mitjste der Diener nod) [eben, wenn er bon
vem llbeveinformen weder Schaden nod)y Bortheil Haben follte, bdie

Binfen gu 5% gevednet?
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Jemand nimmt bei einer Sparcajfe ein Capital von 8000 fl. auf, das
er burd) gleihe Theilzahlungen, die am Ende eined feden Jahres fillig
find, in 15 Jabren tilgen will; wie grof ift eine Theilzahlung, wenn die
©parcaffe veraudgabte Gelver mit 5%, empfangene dagegen mit 4%
Binfeszing in Redynung bringt?

Gin Herr will feinem Diener bei einer Verfidevungdanjtalt ein nad)
11 QJabren zahlbares Capital von 1000 fl. verfidern; mwelden Betrag
muj8 er an bdie Anjtalt zahlen, wenn diefelbe zu H% verzingt?

Weldhen Barwert hat eine durdy 14 Jahre am Ende jeded Jahres mit
420 fl. zu leiftende Jente, wenn 4% Binfen gevedynet werden?

Jemand verfauft eine nad)jdujsweife Jahredrente von 620 Weart, die er
nod) durd) 10 Jahre ju geniefien hat; wie viel wird er dafiir erbalten,
mwenn 49 Binjedzinfen gevechnet werden?

Gin Vater will fiiv feinen Sofn, wenn diefer dag 24fte Jahr erreicht
bat, eine Gumme verfidhern; ev jablt ju diejem Bwede von der Geburt
ped Solhnes angefangen bi& ju jemer HBeit an eine BVerfidherungsanitalt
am Anfange jedes Jahres 400 fl. Welden Betrag wivd die Anfjtalt bei
59 3Ainjeszing nad) 24 Jahren auszuzahlen Haben?

Jemand will fiiv feinen Sofn bei einer Banf eine Summe von 1000 fl.
verjichern, welche Ddiejelbe beim Beginne ded 1Hten JFahres ausiahlen
joll; weldhen jibhrlichen Betvag mujs er am Anfange eined jeden Jahres
big ju jener Reit jum Binsfufe 1-045 leijten?

Gin Gapital von 20000 fl. foll bei 49 Binjeszing bdurd) eine jilrliche
Jtente getilgt werden, die bom Ende de§ erften Jafhred beginnt und
30 Jahre bauert; wie grof mujs bdie Rente fein?

Jemand evlegt 12000 fl. 3u 4% und will dafiic durd) 24 Jahre am
Gude jeded derfelben eine Hente bejiehen; wie groff wird diejelbe fein?
Bei einer Anjtalt werden 1000 fl. gegen Entridhtung einer jahrlichen
Primie von 27 fl. verjihert; nodj wie viel Jahren ift bei 4% dad
verficherte Capital dburd) Bramien gededtt?

Gin Gapital von 8000 fl. joll durd) die nacdyjchujéweife jihriiche Rente
bon 801-12 fl. bei 495 Bind getilgt werben; wie lange mufs die Rente
gezahlt werden?

Wie viele Jahre hat eine nachjdujsweife Rente zu laufen, die jibhrlich
600 fl. betvigt und gegemwdrtig einen Wert von 10000 fl. hat, die Binjen
3t 5% gerechnet?

Qemand verfichert bei einer Anjtalt auf den Todesfall H000 fl. und mujs
am Anfange jeded Jahres eine Pramie von 180 fl. zahlen; wenn ev
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nun nad) 24 Jahren ftivht, wie grof ift der Gewinn oder Verlujt dex
Anftalt bei 49 IBinjeszing?

Wie grof mufé die Jahresrente fein, die 10 Jafhre hindurd) 3u zahlen
ift, wenn fie einen gleidjen gegenmdrtigen LWert Hhaben foll mit einer
Jahresrente pon 500 Kronen, die 15 Jahre ju laufen hot, bdie Binjes-
ginfen ju 49 gevedynet?

QJemand fat eine Jahresrente von 1800 Mart auf 30 Jafhre ju bejiehen;
ev wiinjdyt aber jtatt derfelben eine grofere auf 20 Jahre ju haben; wie

groff wird diefe bei 4%% Aing fein?

. Gine Jahresvente r, die jum IBindfufe e durd) n Jahre ju zahlen ift,

joll in eine andere r' sum Hinsfufe e’ verwanbelt werben; wie viel
Jafre wird die newe Rente ju jahlen fein?

Qemand will durd) 18 Jahre am Anfange eined feden Jahres eine
bejtimmie ©umme beahlen, damit nach Verlauf bdiejer Seit ev fjelbjt
oder eine anbdere Perfon 10 Jahre hindurd) eine am Ende jeded Jnhred
fillige Jahresrente von HO0 Kronen geniefie; wie grof ift die jahrlich ju
jahlende Summe, wenn H% gevedhnet werden?

Weldhe Einloge mujs man durd) 20 Jahre am Anfange jedes Jahres
an eine BVerfitherungsanjtalt madjen, um nachy Berlouj bdiefer Zeit bei
495 Berzinjung eine Jahresrente von 300 fl. duvd) 12 Jahre 3u
geniefien ?

Semand zahlt durd) 30 Jahre ju Anfang cined jeden Jahred 63 Kronen
in eine Rentenbanf, weldhe ju 4% versingt; welde nadjchujsmweife Rente
wird ihm die Banf durd) die T folgenden Jahre geben?

Weldhe nacdhjduismweije Jahresvente wird man durd) 15 Jahre begichen,
wenn man vorher durdh) 25 Jahre ju Anfang eined jeden Jabred einen
Betrag von 125 fl. eingezahlt hat und 5% Iinjessinjen vechnet?
Semand Hilt fich nody auf 20 Jahre fite arbeitsfahig; wie viel mujs er
in biefer Aeit jahelidh) auf Binfen a 4%% legen, um nad) Ablauf ders
jelben nody 15 Jahre eine Jahresrente von 300 RKronen ju geniefen?
Qemand, bev fid) nod) 15 Jahre filr avbeitdfihig halt, jpart in diejer
Reit jiihrlich 250 f. und legt fie su 4% auf Binjen an; wie lange fann
er dafiiv nad) Ablauf jenev Seit eine Jahresvente von 400 fl. anfprechen?
Gine Yente, welde im erften Jahre 400 fl. betrdgt und in jedem
folgenden Jafre um 50 fl. widyst, wird 10 Jahre hinduvd) am GEnde eines

jeben Qabres ausgezahlt; weldes ijt ihr Barwert, wenn 4%% Binjes:

sinfen gerechnet werben?
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IX. Combinationslehre.

1. Permutationen, Combinationen und Variationen.

Permufotionen. (§§. 266—268.)

. Wie viele und weldhe Permutationen exhilt man aud den Budhjtaben

oes Wortes ROMA?

Stelle fiiv bie Elemente abede [epfogwpfmd) oie Permutationen dar,
die 1) mit a, 2) mit ¢ anfangen.

Bilve dbie Permutationen aud ven Glementen aaabbe.

Wie grof ift die Bahl der Permutationen aud a’b®?

Wie viele vierzifirige Bahlen gibt s, deven jede die Biffer 3, 0, 7, 4
enthalt?

Bie viele fiinfiiffrige Sahlen enthalten die Biffer 6 2mal, die Biffer 3
2mal und die Biffer 5 1mal?

Wie viele neunjiffrige Zablen lajjen fih ausd den neun avabijhen Iiffern
bilben, wenn bdie Biffern jeder 3ahl ungleich fein follen?

Wie oft fonnen 5 Tifdhgenofien ihre Plage am Tijhe wedjeln, bis fie
in alfen Ovdbnungen gefeffen find?

Wie viele verjdhiedene Stellungen geben 3 weifge, eine blaue und 2 vothe
Kugeln?

@ombinationen. (§§. 269—272.)

Bilde fiir die Elemente abede die Amben und Ternen a) ofne Wieder-
holung, d) mit Wieberholung.

Bilde alle Combinationen ofhne LWiederholung von den Elementen 123456.
Wie viele Amben und Tevnen enthalten 6 Elemente a) ohne LWieder-
holung, b) mit LWiederholung?

Wie viele Elemente mujd man haben, die mit Wiederholung combiniert
fitr ivgend eine Elafje eben fo viel Combinationen geben, alg 10 Elemente
ohne Wieverholung fiiv biefelbe Claffe combiniert?

Wie viele Unionen, Amben, Ternen, Quaternen und Quinternen geben
a) die 90 Nummern der gewdhnlihen Bahlenlotterie, b) bdie in einer
Riehung herausgehobenen 5 Nummern?

LWelde und wie viele Wiirfe durchaud ungleicher Feloer fonmen mit
2 Wiirfeln geworfen werden?

Wie viele Dreiecte fonnen durd) 6 fih) fhneidende gembe Linien gebildet
werden ?

Wie viele und weldhe BVevbindbungen u drei find aus den Seiten a, b, ¢
und den Winfeln e, B, p cined Dreieds moglich?
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Welche Arten ded Wedhjels von je drei der 6 Farben: roth, orange,
gelb, griin, blau, violett find maglic)?

Auf wie viele Avten [ijst jih dag Product abede in jwei Probucte
serlegen, von denen dag eine 2, dag andeve 3 Factoren enthilt?

Auf wie viele Avten [Gf8t fich a) dasg Product abed in Producte von
2 Factoren, b) dag Product abedef in Producte von 3 Factoren
serlegen?

Auf wie vielerlei Art laffen i) 32 Ravten unter 4 Spieler o ver:
theilen, daf8 jeder 8 Ravten evhilt?

Bariationen. (§§. 273—276.)

Bilde die Vaviationen der 2ten Elaffe ofhne Wiederholung von den Ele-
menten abede. . ;
Bilbe oie BVaviationen der 2ten und 3ten Clajfe mit Wiederholung von
pent Elementen abe.

©telle die erften 20 Vaviationen der Sten Elajje mit Wieberholung von
ven Glementen abed dar.

Wie viele Vaviationen dev 2ten, 3ten, 4ten Clajfe a) ohne Wiederholung,
b) mit Wiederholung geben 10 Elemente?

Wie viele dreiziffrige Bahlen gibt e8, deven Biffern von einander ver-
jchieden find?

BWie viele vievjiffrige Rafhlen find mitteljt der Biffern 3, 4 und 5 bdar-
jtellbar?

Wie viele fiinfiffrige Saflen, deren jede mit 5 beginnt, lafjen fid) aus
ben Riffern 1, 5, 9 bhilden?

Wie viele verjdhiedene Wiivfe jind mit 2 Witvfeln miglich?

Weldie verjchicdene Wiirfe geben bei drei Wiirfeln 10 jur Summe?

uf wie viele Arten fann man mit 4 Wiivfeln die Summe 15 werfen?

ber jweite geld, ber dvitte voth ift, wenn man annimmt, dajs Wiirfe

* von gleichviel Augen, aber in verfdjiedenen Favben als verjdhieden zu
. betrachten find?

Gin optijher Telegraph hat 6 Avme, von bdenen jeder 4 verjdhiedene
Stelfungen einnehmen Fann; wie viele verjdhiedene Seichen Ffann der
Telegraph geben?

G8 find 4 Facher mit 7 verjchiedenfarbigen Kugeln zu befegen, fo bafg
in jebes Fach eine Rugel ju liegen fommt; auf wie vielerlei Avt fann
ies gefchehen? _
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2. Potengen und Binomen.

(8. 279.)
(x 4+ a)*. 2. z—y)" 3. (x +3)%
(2 — a). b. (a—2b)" 6. (3x + 4y).
(5a — 3b)". 8. (x4 2y 9. (3a%— 2b3).
(a + b == (a — b)~. 1. (x* + 3)° — (x* — 3)%

Wie heifit a) dad fechste Glied der Potenz (5x* + 6a?)™;
b) bag adite Glied in (3a — 2)'2?

Bejtimme den Coefficienten
a) von x° in der Cntwidflung von (5x + 3)%;
b) von a'® in (3a® — 2b%)' — (2a® — 3b%)™

(3 +1)- 15. (3 — 2) L S
(x . %)S 18, (Sb g ) % (%13 ) 2_;)6
e g i s el LR i

®ib an ) bas finfte Glied der Feife (3 — =)

b) bas fiebente Glied in ( o“;_ ‘)’by )w.

6by
. 3x2 Ha2\12
Wie heift der Coefficient von x° in (E 7R ?
(1:03)° =(1 + 3, = .. 26, (0:997) = (1 Hidg) =
Bejtimme ebenfo auf 6 Decimalen:
(1:025)%°; 28, (1:035)'7; 29. (1-055)**;
(0-98)3; il 1(0:996)% ¢ 42 (1:999)2%.
(4 + 13)" 34 (6—5 1/2)1. 35. (I/x —é—_Vy)S. i
Vb—byay. 87 (2x— |/ 3). 8 (2)/ 2431/ )"
A+ —1°% 40. (3—i) 4. (1 4+ 2i)°
(a + bi). 43. (V/ —4+)/ —2)". 4. (2Va— bi)".
(a + bi) == (a — bi). 46. (1 +iV5)"+ (1 —il/bH)s
V3 - i\¢ 3 i)/ 2)\0 3 —il/2)\b
Gl ol s B G e |

3. Wahrideinlidyfeitsredynnng.
Abfolute und relative Wohefdheinlichheit. (§§. 282 und 283.)
Wie grofi ift die Wahrfdheinlichfeit, beim Aufwerfen eined Wiingftiices
LBild" zu werfen?
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Wie grof ift die Wabrideinlichfeit, mit einem Mitnzftiicte eher ,Bild"
als |, Scrift" zu werfen?
Jn einer Uvne find 15 Kugeln; wie grof ijt die Wahridheinlichfeit, a) eine
ungevade Bahl, b) cine gevade Bahl von Kugeln herauszuziehen ?
Ju einer Urne befinden fidh 10 weife und 6 vothe Kugeln; weldhes ift
.bie Wabhridpeinlicheit, eine weife Kugel ju zichen?
Jn einer Urne find 4 weife, 3 vothe und 2 blaue Kugeln; wie grof
ift die Wabhrfcheinlichfeit, unter 4 Kugeln eine yeife, 3wei vothe und eine
blaue ju greifen?
Wie grof ift bei einem Spiel von 32 RKavten bdie Wabhrjdheinlichteit,
a) eine vothe Ravte, b) einen Konig zu ziehen?
Wie grof ift die Wahriheinlichfeit, mit drei Wiirfeln zwei gleiche Felder
(einen Pafch) ju werfen?
Wie grof ift die Wahrideinlichleit, mit 2 Wiirfeln 8 Augen su werfen?
Wie gvof ijt die Wahrfdheinlichfeit, mit 3 Wiivfeln auf einen Wurf
a) gevabe 3, 4 und 6, b) bie Summe 6 ju werfen?
Wie grof ift die Wahrideinlichfeit, mit jwei Wiirfeln a) eher 7 als 10,
b) eher 7 al8 5 ju werfen?
Bon 8500 Priovitats - Obligationen eined  Eifenbafhnanlehend iwerden
125 Stiid verlost; wie grof ift die Wabhrideinlichfeit fiir die Berlofung
eined Stiictes ?
Die gewihnliche Babhlenlotterie enthilt 90 Nuwmmern, von denen jedegmal
b Dhevausdgezogen werden; wie gvof ift die Wahridjeinlichleit,

a) eine genannte dummer (Ertvate) ju- treffen,

b) mit zwei genannten Nummern einen Ambo 3u maden,

¢) mit drei genannten Nummern einen Terno gu machen?

Bufammengefete Wabhrldyeinlichheit. (§§. 284—288.)

Wie grof ijt die Wahrjcheinlichfeit, dafd man mit 2 Wiirfeln auf en
evjten. Wurf einen Pajeh, auf den zweiten bdie Augenzahl 8 werfe?

Wie grof ift bei 3 Wiirfeln die Wahridheinlichfeit, suerft die Summe 5y
pann bie Summe 4 zu werfen?

Wie grof ift die Walhrjdpeinlichfeit, mit 2 Wiirfeln mehr alg 9 Augen
au werfen? e
TWie grof ijt die Wahrcheinlichfeit, mit einem Wiirfel a) in gwei Wiirfen
bag evftemal 1, dag gweitemal 2 zu werfen, b) in fedhs Wiirfen das
erftemal 1, dag pweitemal 2,... dad jechstemal 6 zu roer:fen?~

Sn einer Uene Definden fidh 8 wmeife, 6 vothe, 10 blaue uubl b fd;mm;ae
Rugeln; weldhe Wahrfheinlichfeit it nm:[;unber't, beim @emuﬁg}ef)tn jweier
Sugeln eher eine weiffe und ecine blaue, al8 eine vothe und cine jdwarse
RKugel zu giehen?

PModnit, Arithmetit und Algebra. 20
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Wie grof ijt die Wahrjdheinlichfeit, mit 2 Wiivfeln 3mal nadjeinander
eien Pajdy) 3u werfen?
Wie gvof ift die Wahrideinlichfeit, dajé man mit cinem Wiirfel 3 mal
nadpeinanber 1 wivft?
Wie grofk it die Wahvideinlichfeit, aus ecinem Spiele von 32 Kavten in
ben exften zwei Biigen Konig und Dame derfelben Farbe, jedod) in belie-
biger Ovdnung ju jiehen?
Wie grof ijt die Wahrjdpeintichfeit, aud einem Spiele von 32 Kavten
suerft eine Zehn, davauf, weun bdie Fuerft gezogene Kavte nicht wieder
ingugelegt wird, einen Konig ju ziehen?
Wie grof ift die Wahrjdpeinlichteit, aus einem Kavtenjpiele von 52 Blittern
3mal hintereinander ein A8 zu ziehen?
Qn ciner Urne find 3 weige, 4 vothe, D gelbe und 6 blaue Kugeln;
wie grof ift die Wahrideinlichfeit, eine weife, vothe ober gelbe Kugel
su giehen?
Qn einer Urne A befinden fid) 4 weife und 6 vothe Kugeln, in einer
jweiten B 6 weife und 8 rothe Kugeln; wie grof ift die Wahridyein-
(ichteit, baj8 man, wenn man au§ beiden Urnen zugleich zieht, aud jeder
eine ieifie Kugel ziehe?
Wie geop ijt die Wahrideinlichleit, beim pweimaligen Hevausdsichen je
einer Nummer aug  einer Urne von 90 Nummern dag evjtemal bie
Nummer 1, dad pweitemal die Nummer 90 u ziehen, a) wenn die juerjt
gezogene Nummer iieder in bdie Urne zuviidgelegt wird, b) wenn dag
nidt gejdyieht?
Qn einer Urne find 12 weife und 9 fdhwarze Kugeln. Man zieht 8 mal
je eine Kugel fevaus. Wie groff ift die Wahridheinlichfeit, dafd in den
erften filnf Biehungen 5 weife, und in den {pdteven bdrei Riehungen
3 fdwarze Sugeln gejogen werden, a) wenn man nad) jeder Zichung
die Sugel in die Urne juviicdwicft, b) wenn dag nidht gefchieht?

Mathematifcher Hoffnungswert. (§§. 289 und 290.)

Qemand fann, wenn er mit ywei Wiirfeln die Summe 5 wirft, 2 fl.
gewinnen; wie grof ift fein mathematijdher Hoffnungdwert?

Wie bhodh fann der Einfag fein, wenn beim Spiel mit zwei Wiirfeln
jeder Pajdh) 1 Krone gewinnt, andere Wiivfe aber nidht jahlen?

Bwei Spieler A und B fommen miteinander iiberein, dafd derjenige den
gangen Ginjag evhalten folle, welder zuerft 3 Pavtien gewinnt; nadydem
aber A 1, B 2 Partien gewonnen Hhat, trennen fie fich; in weldhem
Berhiltnijffe ijt nun der ECinfass u theilen?
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Qemand evbietet jid), demjenigen, der aus einer Uvne mit 5 weifen,
6 vothen und 7 Dblauen Rugeln mit einem Griffe 2 weife, 3 vothe und
4 blaue hevaushebt, 1 fl. ju geben, wenn ev felbjt jedesmal 8 Rreuger
evhitlt, jobald 9 andeve Qugeln hevausgezogen werden; bhat er ju feinem
DBortheile ober zu feinem Nadytheile gewettet?

. Jtad) unfeven ¥ottogejelen wird a) fitv ben Wmbo der 240fache Einjats,

b) fitv den Terno der 4800fache Einfats al8 Gewinn bezahit; wie viel %
Gewinn fat dad Lotfo, wenn man von den BVerwaltungsfojten abijieht?

Wabr[dyeinlichkeit in Besug ouf die menfehliche Lebensdaner. (§. 292.)
Wie groff ift die Wahridpeinlichieit, daf8 eine 20jibhrige Perjon a) dagd
30jte, b) dag H6jte, ¢) dag T0jte Jahr evveiche?

Wie grof ift die Walhrjcheinlichfeit, daj8 a) eine 18jdhrige, b) eine 35-
jiihrige, ¢) eine HOfahrige Pevjon 60 Jahre alt werde?

Wie grof ift die Wahridheinlichfeit, daj§ a) ein neugebornes Kind, b) eine
12-, ¢) 18-, d) 36-, e) bHbjibrige Perjon nad) 20 Jahren nicht mehr
am Leben fei?

5. Gin Mann ijt HO, feine Frau 40 Jahve alt. Wie grof ijt die Walhr

jcheinlichkeit, dajé nach 20 Jafhren a) nod) der Weann lebe, b) nody bdie
Frau lebe, ¢) nody beide leben; daj8 d) fchon der Neann todt fei, e) jhon
dic Frau todt fei, £) jdhon beide todt jeien; daj8 g) der Wann die Frau
iibexlebe, h) bie Frau ben Mann iiberlebe, i) wenigitens eined noch lebe,
k) mwenigjtens eines jchon todt jei, 1) nur eined noch lebe?

febensverfichevungsrednung. (§§. 293—297.)

Welcdhen Betrag mujs man an eine Verficherungsanitalt fitv ein 2jdhriges
RKind eingahlen damit diefes nad) evveidhtem 24jten Lebensjahre, falls
e§ dann [ebt, ein Gapital von 3500 Kronen erhalte, die Jinjen zu 4%
berechnet?

Gin 34jihriger WMann ahlt in eine Bevfiherungdanjtalt 1000 fL.;
weldhes Capital wird ihm die Anftalt nady 16 Jahren, falls er nody lebt,
bei 59 Verzinjung auszahlen? Wie grof ift feine Rejevoe nady 10 Jahren?
Bwei Gheleute, weldpe gegenwiivtig 30 und 25 Jahre alt find, wollen
ein Gapital von 4000 Kronen verfichern, dad ihnen nad) 30 Jahven, wenn
fie dann nod) beide leben, ausgezaflt werden foll; welchen Betvag miiffen
jie an bdie Berficherunggantalt bei 4% Bing einzaflen?

Wie grof ift bei 4% Binfedzing der gegenwirtige Wert einer Leibrente,
weldye eine 36jihrige Perjon am Ende eined jeden Jahres im Betrag
pon. 280 Svonen ju begiehen hat?
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Gine H6fibrige Pevfon will fih) eine jihrliche Leibrente von 300 fl. ver-
fiddern; wie viel hat fie bei 495 Bevzinjung an eine Rentenbanf fogleid)
einguzablen? Wie grof ijt die Rejerve nad) 8 Jahren?
Gine 45jdhrige Perjon fauft fih mit einer Ginlage von 6000 Kronen
eine JahreSvente, weldhe von dem Ende ded laufenden Jahres angefangen
bi¢ an bdbag LebenSende dauern foll; iwie grof ift die Leibrente bei H%
Binjeszing?
Gin 60jihriger Diener evhdlt von feinem Herrn fitr feine vieljibrige
trewe Dienjtleiftung ein Wbfertigungseapital von 2000 fL.; welde (ebens-
lingliche Jente fann er fich bei 495 IBinfeszing dafiiv faufen?
Gine ‘njahrige Perfon wiinfht nad) p Jahren eine Leibrente B, zahlbar
am Ende jeded Jahres, zu erhalten; wie grof wird die Ginlage M fiiv
eine folde auf p Jabre aufgejchobene Leibrente jein?

M L B andp

an €p
A ijt 42 Jafhre alt und will auj den Todedjall jeinen Erben ein Capital
von 4800 SKronen verjichern; melde Einlage mufé ev zu diefem Swede
bei 495 Binjeszing bei einer VerfidherungSanitalt machen? Bie grof ijt die
Refjerve nad) 12 Jnhren?
Gine 38jahrige Perfon zahlt an eine VerfiherungSanftalt 1000 fl. ein;
weldhes Capital wivd dafiiv bei 5% Verzinfung nad) ihrem Tobe bie
Anjtalt an die Grben audzuzafhlen haben?
Weldhe Primie mujs eine 32jihrige Perjon zu Anfang jeved Jahres
sablen, um Dei threm Ableben den Erben eine Summe von 2000 Kronen
au fidgern, Dden BinjeSzing ju 49 gevednet? Wie grof ift die NRejerve
fiiv diefe Perjon, wenn jie 45 Jahre alt wird?
Eine njifrige Perfon will jidh gegen eine am Unfange jeded Jahres
sahlbare Pramie P ein Capital C fo fichern, dajé ihr diejes nad) k Jahren,
wenn fie dbann nod) lebt, audgezahlt werden folf; weldhe Beziehung finbet
swifdgen P und C ftatt?
P .[anek(l 4 rn) — antk—1© . rn4k—1] = C . antk.

Gin Bater 3ahlt an eine VerfiherungSanjtalt zu Anfang jeded Jahres
eine Priamie von 300 Krvonen, damit die Unftalt feiner neugebornen
Todter, falls fie dag 18te Jahr evveichen follfe, ein gemifjes Capital
auszahle; wie grof wird diefed bei 59 Verzinfung ausfallen?

- 1‘n+-p.

X. SHohere numerifdie Gleidungen.
Bejtimme fiiv folgende Gleichungen den Quotienten xif—)a und bag Rejultat
f (a) nad) §. 303:
x}—Dbx? — 18x + 72 =0 fiv a = 2.
x'—9x* 4 26x — 24 =0 fiiv a = 3.
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x* 4 3x° —39x? —47x + 210 =0 fiiv a =4 und a = 5.

x* —2x° 4+ 5x? 4+ Tx—93 =0 fir a=3 und a = — 4.

x' —13x*+46x* —H2x + 168 =0 fira=3, a=6 undb a = 7.

x“+2x3—41x2—42x+360=0fﬁra:3,a,:4llllba._—..—6.

x"+5x*—bHx*—25x*+4x+20=0 fir a=—3 und a = 4.

x* —6x” — 28x* — 158x® — 9x® — B36x + 420 =0 fit a = 5H
Uno & = -—9.

Sudye die vationalen Wuvgeln folgender Gleichungen (§§. 307 u. 308):
b el RIS e B e e ) x’—Gxa-i—llx—ﬁz().
x} —3x* - 10x4+24=0. 12, x* —39x — 10.=0.

x* — Hx? -i—f)\ —bhx —6=0.

xt - 4xb—x?—16x — 12 = 0.

xt 1l 4x?— Tx?— 99 L 94— )

xt— 14x® L Hh9x%? — 94x - 48 = 0.

x!— 92x% — 19x%x? 4 68x — 60 = 0.

x’ | 2x* — 42%° —8'x2 4 257 — 210 = 0.

x*—3x 41 2. x!*— ¢ x*4+x—3+=0
x‘——g-xz—q',—x_-%:O. 2 x*— x4+ Hx—H=0
xt—4x*—¥x*+3x+3=0

xt —3x— X' x— s =0

Bevedne die ivvationalen Wurzeln folgender Gleidhungen nady dev
Newtor'fhen Victhode (§. 310):

X0 Jcealani i) 2. x*—2x—bH=0.

x—'—?)x—f)-—o 28 X*—Tx4+1=0.

b oahynd = () 30. x}—2x> —6x+8=0.
xt—92x* 4-4x —8=0.

x*—4bx* 4+ 20— 3=0. 32
¢ife folgende Gleidhumgen nady der Regula falsi auf (§. 311):

w8 obihx o A0 M x*-—>Hx—3=0
x}P—x242x —4=0. 36 x?—4x*—2x +4=0.
Xt Gx¥—dx — 9 98, x*— 20%* 4 28x + 16 = 0.
x* = 100, 40. 1'x =%
log %'s="3x. 42 xlogx =17

5 M4 x—logx=2

x + logx =25
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