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IzvleCek

V doktorski disertaciji predstavljamo ¢anski postopek za analizo togosti, duktilnosti, nosilnosti in
postkriticne nosilnosti materialno nelinearnih prostorskih okvirjev. Podrobno se ukvarjamo z vplivom
materialnih in geometrijskih nepopolnosti okvirjev na njihovo nosilnost. 3#geli smo razpokanost
elementov, vzddino delaminiranost stebrov in nosilcev in nepopolnost stika med lamelami. Beareti
ozadje disertacije je razdeljeno &tri dele. V prvem delu implementiramo metod@te dokine. Tako
omogda&imo sledenje obto-deformacijskim potem z numénio Winkovitimi koncnimi elementi pros-
torskih nosilcev, ki so se izkazali za u§pe tudi pri materialno nelinearnih konstrukcijah. Robustnost
osnovnega elementa je bila pri sledenju potem ohranjena z dosledniteugojem nelinearnosti kon-
figuracijskega prostora zasukov in z njim povezanih rotacijskih deformacij. danje krit€nih totk
zajema drugi del disertacije, kjer se v ktitih to€kah ukvarjamo z njihovo klasifikacijo in iskanjem
nadaljnjih poti. Analiziramo lahko pojave kot so uklon v ravnini,cha zvrnitev ravnih in ukrivl-
jenih nosilcev, torzijska nestabilnost konstrukcij in kombinacije teh pojavov. Uklon elementov pride
Se posebej do izraza pri konstrukcijah Zetimi nepopolnostmi. Numéra formulacija je zasnovana
tako, da lahko up&tevamo razine geometrijske in materialne nepopolnosti. Z vZdolrazpokanos-

tjo elementov - delaminacijami se ukvarjamo v tretjem delu. Nepopolnost v smislu delaminacije ele-
menta modeliramo z veelementi ob uptevanju ustreznih robnih pogojev. Izpeljemo tudi anaiibi
resitev kritiCnih sil ravninskih delaminiranih konstrukcij ob uftevanju stiinega vpliva ter pokeemo
popolno ujemanje numénih in analittnih resitev. V zadnjem delu disertacije obravnavamo kontakt
med posameznimi lamelami linijskih elementov. Konstitucijski zakon stika med lamelami modeli-
ramo s prostorskimi nelinearnimi vzmetmi. Tako pole§itnee problema prekrivanja lamela delamini-
ranih elementov omogimo natano modeliranje prostorskih kompozitnih konstrukcij. Vsako poglavje
disertacije vsebuj&tevilne numeiine primere, s katerimi preverimo ustreznost vgrajenih algoritmov.
Povzamemo refer@&ne primere iz literature, prikazujemo pa tudéedastne, ki prikazujejo zmogljivost
nasega postopka tudi za zelo zahtevnéetae geometrije konstrukcij in nelinearen material. Nalogo
zaklju€imo s tremi obsenimi numerénimi Studijami: nosilnosti lesenih kizmih lokov, analize z jeklen-

imi plo&tami oj&anih armiranobetonskih nosilcev ob prisotnosti delaminacije in analize kompozitnega
lesenega nosilca.
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Abstract

In dissertation we present the numerical method for analysis of the ductility, bearing capacity and post-
critical behaviour of materially nonlinear space structures. We focus specially in analyzing the influence
of different material and geometrical imperfections on the bearing capacity of beam structures. Im-
perfections include the study of cracks, delaminations of beams and columns and the contact problem
between the lamina. Theoretical background of the presented disertation can be devided in four parts.
In first part, the modified arc-length method was implemented on adapted to spatial beam element based
on strain measures. This procedure allows us to trace load-deflection paths with spatial beam finite ele-
ments, which proved to be very efficient at handling materially nonlinear structures. The efficiency and
the robustness of the formulation was preserved by properly considering the nonlinearities of the config-
uration space of three dimensional of rotations and the related rotational deformations. The second part
includes the determination of critical points. Here we deal with both, classification of the critical points
and switching of the branches at the bifurcation points. Therefore, we are able to analyze the phenomena
such as in-plane and out-of-plane buckling of straight and curved planar beams, torsional buckling of
spatial beams and the combination of these phenomena. Buckling failure of bearing elements is even
more substantial in case of structures with initial imperfections. Our numerical formulation allows us
to take into consideration an arbitrary nonlinear material model, as well as other imperfections, such
as delaminations. Delaminations in structures are modeled in third part of dissertation as the separate
elements for which the proper boundary conditions must be considered. We also derive the analytical
solutions for buckling loads of planar beams with multiple delaminations. The results show that ana-
litical solutions which take shear into consideration are in total agreement with our numerical results.
In the last part of the dissertation the contact problem at delamination is resolved using spatial springs
between delaminated elements. Nonlinear constitutive law for springs is assumed to describe the contact
of the laminae. Different constitutive models can be used for each local direction at the cross-sections.
An arbitrary constitutive spring model allows us to solve the problem of overlapping of delaminated
layers and to model spatial composite structures. Each chapter includes several numerical examples,
which confirm, that all of the algorthms were built in our spatial formulation efficiently. Many examples
are verified with respect to the relevant problems taken from literature, but we also show results of our
own examples which include demanding geometrical and material nonlinearities. In this manner, we
conclude the dissertation with three extensive numerical studies: optimal lateral support positioning and
lateral buckling capacity of curved timber arches, bearing capacity of reinforced concrete beams with
additional steel-plate reinforcement with possible delaminations and analysis of nailed composite timber
beam.
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1 UVOD

Vedno vé&je zahteve po optimiranosti gradbenih konstrukcij nam narekujejo vse bolj zahtevrigrimeob
analize, s katerimi dokazujemo varnost konstrukcij pri &aih pogojih. Med te zagotovo sodijo anal-

ize stabilnosti v krittnem in postkrithem obma@ju konstrukcije z upstevanjem vseh vrst nepopol-
nosti konstrukcij. Znéilni primeri takega obrianja so uklon tléenega stebra, zitev natezne pal-

ice, povBinski valovi na tl@enem delu upogibnega nosilca in &t lokalizacije. Med geometrijske
nepopolnosti med drugirstejemo ekscentiren vnos obtebe, z&etno neravnost elementov, med mate-
rialne nepopolnosti pa napake v materialih, kot so razpoke ircrazliastnosti materiala v posameznih
delih konstrukcije. Vpliv nepopolnosti na olBenje nosilcev j&e posebej pomemben pri doémju
nosilnosti in postkritthe nosilnosti prostorskih okvirjev. Poleg standardnega pojava uklona stebrov
sta pomembna stabilnostna pojava pri prostorskih okvirjih tudnbozvrnitev in torzijska stabilnost.
Znano je, da so vsi ti pojavi posledica geometrijsko nelinearnega modela okvirjev, pri katerih v analizi
updstevamo nelinearno zvezo med pomiki in deformacijami tujemo ravnotene enébe na poljubni
deformirani legi.

Geometrijsko nelinearnih formulacij prostorskih linijskin elementov je mnogo, med njimi pa so dobro
in v precefnjem obsegu uveljavljene t.i. geometrijsk@re ali kinemafino tane teorije linijskih el-
ementov, ki upétevajo t@&ne kinematine zveze med pomiki in deformacijami. Tak pristop je razvil
Reissner (1981), kasneje pa ga uporaBgomnogi drugi (Simo (1985), Cardona in Geradin (1988),
Ibrahimbegow (1995), Jelerdi in Crisfield (1999), Jelediin Saje (1995), Smolenski (1999), Zupan in
Saje (2003b)). Geometrijskoden pristop j&Se posebej pomemben, kadar obravnavamo velike pomike
in zasuke konstrukcij. Cilj disertacije je analiza prostorskih konstrukcij iz nelinearnega materiala pri
updstevanju pojavov kot so delaminiranost in §pevanje kontaktnih problemov. Prav take konstruk-
cije v kriticnem in postkritnem obmaoju dazivijo velike deformacije. Uporaba sodobnih nataih
koncnih elementov, je pogoj za uspr nadgradnjo metode v postopek, ki bo ont@analiziranje zgo-

raj omenjenih pojavov. Kezelimo obravnavati konstrukcije iz poljubnih materialnih modelov, kjer se
poleg uklona hkrati lahko pojavi materialna péitev, se omejimo na formulacije, ki zagotavljajo enakost
ravnotenih in konstitucijskih notranjih sil (Tabarrok (1988), Schulz in Filippou (2001), Sanchez- Hubert
in Sanchez Palencia (1999), Zupan in Saje (2003b)). Ob vsem teelin® biti omejeni glede Zatne
oblike konstrukcije, temv&bi radi obravnavali tudi Zgetno ukrivljene in zavite linijske konstrukcije.

Dolocanje nosilnosti in postkrithe nosilnosti okvirjev zahteva evanje ravnotaih en&b v odvis-

nosti od razitnih parametrov. Pomembego: nivo in oblika obtebe ter geometrijske in materialne
nepopolnosti. Stabilnostne analize konstrukcij zahtevajoditel kritiCnih toCk, nato paSe njihovo
klasifikacijo. Dol@canje krittnih tack ni trivialna naloga, v literaturi lahko zasledimo mnogo postopkov
(Fujikake (1985), Fujii in Choong (1992), Onate in Matias (1996), Wriggers in Simo (1990), Planinc
in Saje (1998), Dellnitz in Werner (1989), Fujii s sodelavci (2001), Noguchi in Fujii (2003) in Rezaiee-
Pajand in Vlejdani-Noghereiyan (2006)).8#¥eoma gre za iteracijske algoritme, ki pa so pog@stsovno



2 Rodman, U. 2009. Analiza nosilnosti prostorskih okvirnih konstrukcij Ztg@eanjem ... nepopolnosti
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbei in geodezijo, Konstrukcijska smer.

zelo zahtevni. V nsem delu se bomo ukvarjali s konstrukcijami, pri katerih algoritem zatdwiie

kriti €nih tatk ne igra bistvene vioge. Pomembseeje klasifikacija kritne t@ke in iskanje nadaljevanja
obtezno-deformacijskih poti po kritini tocki. Za iskanje nadaljnjih poti z u@bevanjem mbnih razve-

janj bomo sodobne algoritme (Fujikake (1985), Fujii in Ramm (1997), Fuijii in Okazawa (1997)) priredili
izbranim linijskim korEnim elementom.

Ker pogosto prva kritina ta&ka na obténo deformacijski krivuljiSe ne pomeni poBitve konstrukcije,

je zelo pomembno tudi njeno postkéitio obn&anje. Na voljo je vé ratunskih postopkov za sledenje
obtezno deformacijskim potem, delimo jih na energijske metode in metotleeldokine. Slednje so

bolj uveljavijene, uporabljajo se za parne analize, analize kontaktov med delci in druge probleme.
Med linijskimi elementi je najvékrat uporabljena metodadone dokine, ki jo prvotno zasnuje Riks
(1979), izbolga pa Crisfield (1981). Iz nje zaradi rdlih potreb nastane veliko izpeljank te metode
(Fafard in Massicotte (1993), Zhou in Murray (1994), Kweon in Hong (1995), Qi in Tiangi (1995),
Deng (1996), Teng in Lou (1998), Ligaro in Valvo (1999), Hellweg in Crisfield (1998), Forde in Stiemer
(1987), Szyszkowski in Husband (1999), Magnusson in Svensson (1998), Geers (1999a, 1999b), Zhu in
Chu (2002) in druge). V ri@m delu ustrezno priredimo algoritem, ki so ga predstavili Feng s sodelavci
(1995, 1996) in je prav tako izpeljanka Crisfieldove metode.

Nepopolnosti so v gradbestivu in na ostalih ikenirskih podr@jih neizogiben pojav. Nastanejo lahko
zaradi napak v materialih (oslabitev v elementih zaradi&gakvalitete doléenega sloja, zaradi za-
ostalih napetosti v jeklu, zaradi segregacije v betonu) ali med tebkiaiqprocesom izdelave (nalaganje
plasti materiala po slojih, sanacije z leplienjem lamel, ki lahko patiznepopolnost stikov med sloji

oz. razltnimi materiali). Geometrijske nepopolnosti so lahko posledica netre¢ganvedbe elementov,
stikov ali drugih napak, @na jih je neodpravljivin. To so npr. minimalna odstopanja dimenzij, ekscen-
tricnost stikov in vezi in podobno. Vse nepopolnosti imajo pomemben vpliv naSabj@nosilcev, saj
znizujejo njihovo nosilnost in postkritho nosilnost. Z vedno ¥ uporabo napredri&h materialov,

ki jih odlikuje veliko razmerje med trdnostjo in4e, se povéuje tudi zanimanje za raziskave nosilnosti
sestavljenih nosilcev (Dadkhah s sodelavci (1995), He in Cox (1998), Mouritz in Cox (2000), Massabo
(2003), Xu s sodelavci (2003a, 2003b), Siegmund (2004), Tilbrook s sodelavci (2007)EnPoreh-
anizem v tem primerih \@noma zajema delaminiranost konstrukcije. Vzuha delaminacije linijskih
elementov povzr@ajo tudi zelo velika zrdanja krittne sile in vplivajo na celotno obganje delamini-

rane konstrukcije. Z vzdahimi delaminacijami se ukvarjajo mnogi avtorji: Almond (1970), Kulkarni

in Frederic (1973), Chai s sodelavci (1981), Simitses s sodelavci (1985), Yin s sodelavci (1986), Kardo-
mateas in Schmueser (1988), Chen (1991), Moradi in Taheri (1999), Sheinman in Soffer (1989), Kapania
in Wolfe (1989), Somers s sodelavci (1991), Lim in Parson (1993), Kutlu in Chang (1992), Hwang in
Mao (1999, 2001), Hwang in Liu (2001), Shu (1998), Huang in Kardomateas (1998), Numary in Had-
dad (2001), Lee s sodelavci (2002a), MsRao s sodelavci (2004a, 2004b, 2004c, 2005a, 2005b, 2006a,
2006h, 2006c¢, 2007) in drugi). Pomembna pomanijkljivostirne modelov je omejenost na ravninske
konstrukcije, uporaba linearnih materialnih modelov in n&t@eanje stéinih deformacij. Poleg tega so
pogosto uporabljeni preprosti numari modeli konstrukcij. V delu izpeljemo ¢anski model, ki teh
pomanijkljivosti nima.

Klasicni pristopi k delaminiranim konstrukcijam ne prepugejo prekrivanja lamel. Tako lahko dobimo
nerealne rezultate. Prekrivanje prefineo z ustreznim bilinearnim konstitucijskim zakonom med lame-
lama. Vkljutevanje lastnosti na stiku med lamelami raje naredimoSsie. Pri tem se opremo na
znanje in izk&nje na tem podiu: Edwards in Yannopoulos (1979), Ingraffea in Gerstle (1984), De
Borst (1987), Rots in De Borst (1987), Carpinteri (1989), Nammer in Naaman (1989), Yamaguchi in
Chen (1990), Bocca s sodelavci (1990, 1991), Rots (1991), Gerstle in Xie (1992), Xie in Gerstle (1995),
Abdollahi (1996a), (1996b), Ali (1996), Cendon s sodelavci (2000), Ozbolt in Reinhardt (2002), Pad-
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marajaiah in Ramaswamy (2002), Galvez s sodelavci (2002), Yang in Proverbs (2004), Yuan s sodelavci
(2004), Johnson s sodelavci (2006), Ferracuti s sodelavci (2006), Tong in Sun (2007), Pan in Leung
(2007), Wang (2007) in drugi. Z@dnost vseh omenjenih pristopov je modeliranje pogojev na stiku, kot
zvezo med raztinimi koliCinami posameznih slojev in razmakom slojev. Tako avtorji opisujejodeli
konstitucijske modele stika, ki jih v numérie algoritme vgradijo bodisi zvezno ali diskretno. V delu se
bomo omejili na diskreten model stika, konstitucijski zakon pa bo lahko doka§sploelinearen.

V skladu s problematiko, ki jo obravnavamo je delo razdeljeno riasweiselnih poglavij. Po prvem,
Uvodu, predstavimo kaimi element prostorskega linijskega nosilca, zasnovanega na deformacijskih
koliCinah. V tretjem poglavju predstavimo implementacijo meto@adéodokine za izbrani koéni lini-

jski element, \Wetrtem pa klasifikacijo kri€inih tock in postopek iskanja poti z uptevanjem mbnosti
razvejanja. V petem poglavju ggmo numeiini model delaminiranih prostorskih nosilcev in prieano
analitcne reitve za krittne sile ustrezne ravninske poenostavitve problemaedfem poglavju pred-
stavimo model prostorskega kompozitnega nosilca AStgyanjem razmika in zamika med sloji. Za-
klju€imo s tremi obsenegimi numerénimi Studijami.
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2 PROSTORSKI DEFORMACIJSKI LINIJSKI
ELEMENT

2.1 Uvod

V disertaciji se bomo ukvarijali z linijskimi prostorskimi konstrukcijami iz betona, jekla, lesa in kompoz-
itnih materialov. Ti materiali se obBajo izrazito nelinearno, njihovi materialni modeli so di®ai na
podlagi eksperimentov. Zanimalo nas bo predvsem &doma takih konstrukcij v hiiini kritiEnih tack

in v postkriticnem obm@ju. Posebno pozornost bomo posvetili tudi nepopolnosti konstrukcij v obliki
delaminacij. Slojevitost bistveno vpliva na nosilnost in na postiadi obndanje konstrukcij. Opazo-
vali bomo kombiniran vpliv geometrijskih in materialnih nepopolnosti na uklonsko &mja nosilcev.
UpasStevanje geometrijske nelinearnosti skupaj z materialno pa je némoezahteven problem.

Za spremljanje obrianja geometrijsko in materialno nelinearnih konstrukcij ¥ihlikriticnega stanja
in v postkrittnem obmaju je potrebno zdiziti metode sledenja potem, metode daja kritnih
tock in poti iz teh t@&k s primernimi konimi elementi linijskih konstrukcij. Za kame elemente, s
katerimi bomo opisali prostorske okvirje zahtevamo, da so robustni, ¢r@tam numeréno stabilni.
Pricakujemo, da bodo ka@mi elementi Ginkoviti tudi za nelinearne materiale. Ker v materialnih @veh
nastopajo deformacije kot osnovne Kitie, si izberemo deformacijske kéme elemente, ki namesto
klasicnih pomikov in/ali zasukov kot osnovno neznanko problema uporabijo deformacijskénkoli
Izmed deformacijskih formulacij pa izberemo formulacijo po geometrijskmitteoriji, saj to drdino
formulacij odlikuje t@&na réitev nelinearnih zvez med pomiki, zasuki in deformacijami.

2.2 Pregled stanja na podrgju linijskih elementov

S teorijami linijskih elementov — nosilcev so se ukvarg@vilni avtorji. Tako obstaja v literaturi veliko
Stevilo razltnih teorij nosilcev. Nekatere teorije prostorskih nosilcev izhajajo iz principa virtualnega
dela za tridimenzionalna telesa, potem pa z reduciranjerdiRdfipeljejo enébe za linijski element, glej

lura (1988) in Washizu (1975). Podobno so lahko izpeljanélemé& komplementarnega principa virtu-
alnega dela, Koiter (1973), Murakawa (1978). Reissner (1981) je v svoji fomulaciji uporabilcgémga
pristop. Deformacije linijskega elementa je neposredno opiSaktimi skalarnimi funkcijami vzdal
nosilca. Zveze med deformacijskimi kéilhami, pomiki in zasuki in notranjimi silami so izpeljane tako,

da zad@&Cajo principu virtualnega dela brez predpostavke o njihovih velikostih. Reissnerjeva teorija se
je za numene formulacije izkazala za usp®, saj so jo kasneje uporabili mnogi avtorji. Simo in

Vu Quoc (1985) sta prva predstavila primerno parametrizacijo Reissnerjeve teorije linijskih nosilcev za
usp&no numeno implementacijo. Poimenovala sta jo geometrijskingoteorija linijskih nosilcev,
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saj geometrija nosilca ni bila poenostavljena. Na podlagi geometrijgkeetteorije so nastakevilne
sodobne numethe formulacije po metodi kamih elementov. Med njimi omenimo le nekaj avtorjev:
Cardona in Geradin (1988), Ibrahimbegoyl995), Jeleidi in Crisfield (1999), Jelefiin Saje (1995),
Smolenski (1999), Zupan in Saje (2003b) in drugi.

Ne glede na izbiro teorije nosilcev so ena od neznank problema prostorske rotacije. Kljub neaditivnosti
prostorskih rotacij so klaéne formulacije temeljile na pomikih in zasukih kot osnovnih neznankah prob-
lema (Simo (1985), Ibrahimbegd@v{1997), Smolenski (1999) in drugi). Pomanjkljivost tega pristopa

je blokiranje konih elementov. Jeleiin Saje (1993, 1995) sta z izbiro zasukov kot edine neznanke
problema izpeljala formulacijo, pri kateri ne pride do blokiranja &aih elementov. Problem neadi-
tivnosti rotacij so avtorji réevali na razine n&ine: z interpoliranjem infinitezimalnih popravkov —
Simo in VU-Quoc (1986), z interpoliranjem inkrementalnih popravkov — Cardona in Geradin (1988) z
nadomestnim aditivnim inkrementalnim vektorjem Ibrahimbegdi997). R8itev, kot jo predlagata
Crisfield in Jelertt (1999) je konstrukcija posebnih interpolacijskih funkcij za zasuke. Planinc (1998)
je s sodelavci razvil kaini element ravninskega nosilca, kjer je za osnovno neznanko problema izbrana
deformacijska koliina — pseudoukrivljenost. V ravnini so zasuki aditivni, zato je glavna prednost izbire
deformacij za osnovne neznanke problemazyea up&tevanju nelinearnih materialov. V prostoru pa

ima tak pristop dodatno prednost: deformacije so v nasprotju z zasuki aditiviakadh zato naravngg

izbira pri metodah, ki uporabljajo iterativno§®vanje nelinearnih edlb. Pseudoukrivljenost kot osnovno
neznanko prostorskih nosilcev izberejo Tabarrok (1988), Schulz in Filippou (2001), Sanchez-Hubert in
Sanchez Palencia (1999) in drugi.

Pomanijkljivost véine formulacij nosilcev je neenakost med nurdea izr&unanimi notranji silami,
dobljenimi iz ravnot&nih en&b in notranjimi silami, dobljenimi iz konstitucijskih edl, kar je posebe]
neugodno pri updtevanju nelinearnosti materiala. $®ev s kolokacijsko metodo sta predstavila Vrata-
nar in Saje (1996), kjer so enakosti dbsre za elasto-plastie ravninske nosilce. Planinc (1998) je za
ravninske primere v svoji doktorski disertacijsikta problem z Galerkinovo metodo kémih elementov.

Zupan (2003a) je v svojem doktorskem delu predstavil formulacijo prostorskih nosilcev po geometrijsko
tocni teoriji, ki ne vkljucuje omenjenih pomanijkljivosti ostalih formulacij. Enakost med ravitai in
konstitucijskimi notranjimi silami in momenti je doiena v vnaprej izbranih diskretninticah. Formu-

lacija temelji na izbiri deformacijskih katin za osnovne neodvisne neznanke problema. Izbira defor-
macijskih koli€in na eleganten i odpravi tiptne numene teave klastnih elementov, heposredno

in za poljubno izbiro oblikovanih funkcij omo@a ohranjanje numemno izvrednotenih deformacij pri
togih zasukih, predvsem pa je ta izbira naravna za materialno nelinearne probleme. Dodatno prednost
pri materialno nelinearnih problemih predstavlja ujemanje ravmitein konstitucijskih notranjih sil.
Izpeljani elementi so poleg tega izredn@inkoviti in natartni, zato predstavljajo smiselno osnovo tudi

pri analizi postkrittnega obnganja in nepopolnostie zelimo up&tevati geometrijsko in materialno
nelinearnost.

2.3 Osnovne enébe prostorskega nosilca

2.3.1 Geometrijski model nosilca

Nosilec opsemo z referetno krivuljo in pre&nimi prerezi v vsaki toki te krivulje. V konfiguracijski
prostor - Evklidski prostoR? ga umestimo tako, da dalomo izhodgtno tako O in trojico ortonormi-

ranih baznih vektorje\{gl, ?2, 53} Baza{?l, EQ, 53} je neodvisna od deformiranega nosilca, zato
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jo imenujemo fiksna baza. Refef@w krivuljo parametriziramo z daino krajevnih vektorjevr (x),
kjer = predstavlja naravni parameter na refémrosi. Pri modelu nosilca uporabimo hipotezo o ravnih
prerezih. Prerezi se spreminjajo kot toga telesa, torej ne spremenijo oblike in velikosti. Za primeren

opis pré&nih prerezov tako uporabimo trojico ortonormiranih vektor{e§1 (x), 52 (z), 53 (1:)}, kije

pripeta na prerez za vsako vrednost parametigektor G; kaze v smeri normale na ptei prerez, vek-
torjaG5 in G'3 pa napenjata ravnino prereza. Ba{z@l (x),Ga(x),Gs (x)} imenujemo tudi poniina
baza.

Opozorimo, da bazé&:; () za vsak fiksern: predstavlja bazo konfiguracijskega prostora. Zato lahko
vektorje opsemo tudi v tej baziSe vé&, taka baza predstavlja naravno izbiro za materialn€ikaj kot

so deformacije in notranje sile. Ddlene kolEine, kot so pomiki, zasuki, zunanje sile, pa je bolje zapisati
v fiksni bazi.

Povezavo med dvema ortonormiranima bazama predstavlja rotacijska matRkeordo oznaili rotaci-

jsko matriko, ki fiksno bazo preslika v poémo, oziroma zavrti poljuben vektor tako, kot to dédomed-
sebojna lega poréine in fiksne bazeSe eno pomembno lastnost rotacijske matrike bomo potrebovali.
Rotacijska matrika predstavlja tudi koordinatno transformacijo med komponentami poljubnega vektorja
izrazenega v fiksni in pondni bazi

vy = Rvg; vg = RT'vg7 (2.1)

pri Cemer indekg uporabimo za stolpec komponent vektorja glede na fiksno bazo in indekskom-
ponentni vektor (stolpec) glede na pd@md bazo.

Slika 2.1: Model prostorskega nosilca.
Figure 2.1: Model of the three-dimensional beam.

Rotacijsko matriko sestavlja devet komponent, le tri pa so neodvisne. Nasessitoalgebrajskih eih,

ki sledijo iz ortogonalnosti rotacijske matrike, je za nurdra formulacijo ugodneje uporabiti drugze
parametrizacije rotacij. V ri@m modelu uporabimo parametrizacijo rotacij z rotacijskim vektogm
(Argyris, 1982). Rotacijski vektof), lezi na osi rotacije, njegova driha pa je enaka kotu rotacije.
Seveda potrebujemo v nadaljevanju tudi zvezo migéh R. Ce vpeljemo antisimettno matriko

0 —J3 U
o= v 0 o |, 2.2)
—9 Al 0

sestavljeno iz komponerit);, 2, 193) vektorjad,, lahko rotacijsko matriko izrazimo z Rodriguesovo
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formulo

. .
R=1+ S“;ﬁe + ;20519@2 = Rod(¥,), 2.3)

kier | ozna&uje identiteto ind = ||9,|| = /93 + 93 + V3.

Nasprotna smer je prav tako dobro znaGe poznamo matrik®, lahko po Spurrierovem algoritmu
(Spurrier 1978) izI&€imo rotacijski vektor:

¥4 = Spurr(R). (2.4)

2.3.2 Kinematicnhe en&be

V geometrijsko t@ni teoriji neposredno vpeljemo dva deformacijska vektorja. Ta dva vektorja predstavl-
jataSest skalarnih rezultantnih deformacijskih Kiti pre€nega prereza. Deformacijska vektorjadaino
zapemo glede na pomo bazo in oznédmo ~ in k. Komponente deformacijskih vektorjev imajo

v tej bazi jasen fizikalni pomeny (1) = v, pomeni osno deformacijoy; (2) = 74, 7o (3) = 75 Sta
strizni deformacijixq (1) = k1 je torzijski zasuk ink (2) = ka, kg (3) = k3 Sta upogibni deformaciji

- ukrivljenosti.

Rezultantne deformacijske kdine povéemo s kinematinimi (r,,19, ) tako, da zad&ajo principu
virtualnega dela (Reissner (1981)). Tako dobimo kinetmatienaébe vSibki (variirani) obliki:

5vq =RT (6r) — 694 x 7)) (2.5)
ska = RT60),. (2.6)

Oznaka () ozn&uje odvod po naravnem parametru“ x” pa pomeni vektorski produkt. Integrirani
obliki eng&b (2.5) in [2.6) lahko zapemo kot (glej Reissner (1981), Ibrahimbe@o(@997), Zupan
(2003))

Yo = RT'r; +ca (2.7)
ke =TI, + dg, (2.8)
kjer je
1 — cos? ¥ — sind
T 2

Vektorski funkciji ¢ () in d¢ (x) predstavljata variacijski konstanti, ki ju dd@iono iz znanih defor-
macij in kinemattnih pogojev nedeformiranega nosilca. Ebia(2.7) in [2.8) predstavljata zvezi med
kinemattnimi in deformacijskimi koltinami, zato ju imenujemo kinematii en&bi. lzpeljani sta za
poljubno velike pomike in zasuke, od tod izraz geometrijsko ali kinginatt@na teorija nosilcev.

2.3.3 Ravnoté&ne end&be

Naj bostan, (x) in m, (x) zunanja linijska sila in moment, ki delujeta vzdokferetne osi nosilca.
Izrazimo ju v fiksni bazi. Prav tako v fiksni bazi z&pmo rezultantno notranjo silo in moment; ozingo
juz Ny (x)in M, (). Nosilec je v ravnotgu, Ce je v ravnotiju poljuben del nosilca (glej sliKo 3.2).
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Kadar je dotina elementarnega delA¢) dovolj majhna, lahko ravnoime enébe zapiemo kot

=—Ng,(z) +ng(z) Az + N, (z + Ax) (2.10)
=—-—M,(x)+mgy(z) Az + My (z+ Az) + (r(z+ Az) —r(x)) x Ny (x + Az) +
45 (r (a4 A2) — 7 (2)) x my () Ax. (2.11)

Engbi (2.10) in [2.1]1) delimo Az in izraCunamo limito, ko greAx proti nic. Tako dobimo navadni
diferencialni enébi prvega reda, ki predstavljata ravrota pogoja za sile in momente.

ng=-N (2.12)
mg=—-M, —1,;x N, (2.13)

Slika 2.2: Ravnotge na elementarnem delu nosilca.
Figure 2.2: Equillibrium of an infinitesimal part of the beam.

Ker N, in M , zad&Cata ravnoténim eng&bam, ju v nadaljevanju imenujemo ravnaita sila in ravnoteni
moment.

2.3.4 Konstitucijske en&be

Rezultantne notranje sile in momente povezujemo z deformacijskimiikali prek konstitucijskih
en&b. Privzamemo lahko dokaj sflioo zvezo med rezultantnimi silami in deformacijami

NG =Cn (Yo, ka) (2.14)
M& =Cy (Vo KG) - (2.15)

Cyn in Cys sta zaenkrat poljubna, odsekoma zvezna in skoraj povsod zvezno odvedljiva operatorja. Opo-
zorimo, da smo rezultantno silo in moment zapisali v gimhbazi, saj je to naravni zapis zadieo
konstitucijskih enéb. Ker sili N in M zaddtata konstitucijskim eré@am, ju oznéimo zNg in

M¢, in v nadaljevanju imenujemo konstitucijska notranja sila in moment.
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2.3.4.1 Linearni materialni model

Najpreprostejo obliko enab (2.14) in[(2.1p) predstavlja linearni materialni model, v katereng gtén
Cys konstantni matriki.

[ EA 0 0 0 ES, —ES.]
NS=] 0 G4, 0 0 0 0 [ ZG } , (2.16)
L 0 0 G443 0 0 o |L™
[0 0 0 GJ 0 0 i
C _ Ya
MG=| ES, 0 0 0 EJ, B ||] ] (2.17)
| -ES. 00 0 EJ,. EJ |LF¢

V engbah [2.1p) in[(2.1]7) predstavljaiain G elastEni in strizni modul, A je plosina pré&nega prereza,
Ay in Az sta strzna prereza/, in J, sta vztrajnostna momenta preega prerezal; je torzijski vztra-
jnostni moment,J,.. je deviacijski momentg,, in S, sta stattha momenta okrog ogiin z. Deviacijski
vztrajnostni moment in statiha momenta v ethah nastopajo, ker se nismo omejili nzi$&no os in na
glavne vztrajnostne osi. Tak pristop je nujérzelimo up&tevati slojevitost nosilcev.

2.3.4.2 Nelinearni materialni modeli

Linearno elastien model materiala je najpreprosiejiendar za dejanske materiale ustrezen le v dokaj
ozkem obmgju. VeCina materialov se obBa nelinearno. V i@ numegno formulacijo lahko vklju-
¢ujemo razlene materialne modele. Posebej se z delanjem nelinearnih materialnih modelov v dis-
ertaciji ne ukvarjamo, temyejih povzamemo po literaturi. Najéenelinearnih materialnih modelov
izhaja iz rezultatov enoosnih preizkusov. Taki modeli podajajo zvezo med napetostmi in deformacijami
vlaken materiala. 1z literature povzamemo modele betona, jekla, lesa in polimera.

Zvezo med vzddnimi napetostmi in deformacijamilvetonu opiSemo s konstitucijskim modelom, ki

ga predlagata Desayi in Krishnan (1964). Natezno trdnost betona smo privzeli po Berganu (1979). Kon-
stitucijski model je prikazan na sliki 7.3 in sestoji iz nelinearnega in linearnega dela tehrker

S0 napetosti enake &i Na diagramu so ozBane: povpréna tl&na trdnost betond,,,, deformacija

v betonu pri najvéji tlacni trdnostie;, mejna deformacija v tlaku,, deformacija pri najvéi natezni
nosilnostic,, najveEja natezna deformacijg,. Zvezo med napetostmi in deformacijami Zsgno kot:

0 e<egy
€
2fm‘51’m cu<e<e
ap (6) = o 1 . (218)
(e—em) er<e<en
€r — Em
0 Em < €

Za konstitucijski modejekla privzamemo simetéien bilinearen materialni model, opisan z naslednjimi
enabami:

Lje lel < ey
oj(e) =14 sgn(e) (Ejey + By (el —ey)) ey <le] <eym - (2.19)
0 eym < ||

PritemE}; in E, predstavljata elastni in utrditveni modul e, je deformacija na meji plastifikacije in
eym porusna deformacija. Model je predstavljen na gliki|2.3.
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Slika 2.3: Konstitucijski model betona in jekla.
Figure 2.3: Consitutive model of concrete and steel.

Model polimernegamateriala iz steklenih vlaken in smol povzamemo po Zupan in Saje (2005)

_ J 2fmke/(2emk +€) le| < emk
O’p(€)—{ 0 e < || (2.20)

kjer e predstavlja deformacijo ob najeg trdnosti, f,,x pa najvé&jo natezno oz. tiéno trdnost (slika
2.4).

Les najveckrat modeliramo kar linearno, v primeru sestavljenih kompozitnih nosilcev, pa povzamemo
diagram iz Planinc s sodelavci (2008).

En e 0<e<cen
Ey e et <e<O0
() =< Enicen+ Enu (e — €en) €en <e<éeun (2.21)
Eiject + Ery (€ — €ct) Eut L € < Eet
0 e<ewVeEm<E

kier £, in Ey; predstavljata elastha modula v nategu in tlaku, , in E; ,, predstavljata utrditvena
modula v nategu in tlakuge,, et Sta deformaciji na meji plastifikacije v nategu in tlaky,, in e pa
natezna in tlana poréna deformacija (slika 2.4).

V naSem modelu nosilca nastopajo le rezultantne deformacignpga prereza. Osne deformacije v
poljubni taCki prereza so tako doene z rezultantno osno deformaeijg; in rezultantnima upogibnima
deformacijamac o in k3. Predpostavimo kar linearen potek deformacij po prerezu

€(Y,2) = Y1 — YrGs + 2KGe. (2.22)

Po modelih|(2.18), (2.19), (2.R0), (2]21) potem dieo osne napetosti (y, z) v vsaki taki prereza.
Ker v ratunskem modelu nosilca nastopajo le rezultantne notranje sile in momenti prereza, je potrebno
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Polimer ! Les b
7 7 | E.
A -
Ey)
) ‘mk 6“ut ‘c':‘et 1 3
| E ! 1 : | E
Emk Et,l Een Eun
A " “Jmk
Slika 2.4: Konstitucijski model za polimerni material in za les.
Figure 2.4: Consitutive model of composite and timber.
osne napetosti integrirati po prerezu. Integrale
Ng1 = / o(y,z)dA (2.23)
A
Mgo = / zo (y,z) dA (2.24)
A
Mgz = —/ yo (y, z) dA. (2.25)
A

izratunamo numegino.

Za preostale notranje sile oliiimo linearno zvezo med rezultantnimi deformacijami in rezultantnimi
silami

Ng2 = GAsvgo (2.26)
Negs = GAsyas (2.27)
MG1 = GJtlqu. (228)

V enabah [2.25){(2.28) predstavia strizni modul, A, strizni prerez inJ; torzijski moment prénega
prereza.

2.3.5 Konsistertne en&be

Notranje sile, dobljene iz ravnatrih in konstitucijskih enéb se morajo ujemati. Zaradi izzave enéb
v razlicnih bazah je potrebno opraviti le koordinatno transformacijo (plej (2.1)):

N,=RNg (2.29)
M, =RMq. (2.30)

Pri numerénem ré&evanju enéb nosilcev pa lahko pride do preérejega odstopanja med notranjimi
silami, ki zad&Cajo ravnoténim in tistimi, ki zad&Cajo konstitucijskim engbam. Posebnost t.i. konsis-
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tencnih formulacij (Vratanar in Saje (1997), Saje s sodelavci (1997), Zupan in Saje (2003b)) je eksplic-
itno zad&Canje enakosti ravnataih in konsistetinih notranjih sil:

N,=RN¢ (2.31)
M, =RM¢E. (2.32)

En&bi (2.31) in [2.3R) imenujemo konsistém end&bi in umestimo v celoten nabor eaprostorskega
nosilca.

2.3.6 Enabe nosilca

Celoten nabor erid nosilca tako predstavljajo kineméie [2.7),[(2.8), ravnobme [2.1P),[(2.13), kon-
stitucijske [2.14),[(2.15) in konsisténe enabe [2.31),[(2.32):

r,—R(vyg—cq)=0 (2.33)

9, - T T (kg—dg)=0 (2.34)
N,—ng,=20 (2.35)
M;—i—r’xNg—mg:O (2.36)
N& =Cn (va. ka) (2.37)

M¢ =Cy (Vg Ka) (2.38)

N,=RN¢ (2.39)

M, =RM¢E. (2.40)

Ena&bam moramo dodasie pripadajoe robne pogoje pti = 0inx = L:

N,(0)=8" N, (L)=S8* (2.41)
M,(0)=P° M,(L) =P~ (2.42)

Enatbe [2.35)4(2.38) tvorijo sistefstirih matriénih navadnih diferencialnih ebh prvega redaCe so
ng, My, Yq iN K znane funkcije, lahko Bitev teh enéb zapsemo kot

ro@) =+ [ TR (ve (O - e (€) de (2.43)
9, (0) = 95+ [ TT9,(0) (6 (6) — da (€) d¢ (2.44)
Ny @) =Ny 0) - [ ny(€)de (2.45)
M, (2) = My 0)+ [ IV, (0 xR (6 (6) — co ()~ my (Ol (246)

pri tem smor’ v end&bi (2.36) nadomestili v skladu z ettao [2.33). Umestitev kdmega elementa
v konstrukcijo zahteva eksplicitno izpolnitev kinengaiih en&b na desnem robu kdnega elementa
(zx = L):
L
ro(1) =19 = [ RO (6 (6) — ea (©)de = 0 2.47)

L
9, (L) — 97 /0 T (9, (€)) (e (€) — de (€)) dé = 0. (2.48)
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Ena&bam [2.4B)4(2.46) lahko vsaj formalno vedno zadostimo, zato jiltinlo iz osnovnega sistema
enab. Uporabimo jih kot pomime enabe, saj nam za vsako konfiguracijo nosilca, podano z zveznima
deformacijskima koiinama~y (z) in kg (z) ter robnimi vrednostmiNg, Mg, rg in 192, dolccajo
potek pomikov, zasukov in notranjih sil vzdohosilca. Potem, ko ehi (2.37) in [2.3B) vstavimo v

(2.39) in [2.40) in upstevamdse [2.45) in[(2.46), se kéni sistem eneb glasi:

f1 = RCx (v ) — N0+ /0 ng (€)dé = 0 (2.49)
F2 = RCur (e i) — MO

- /0 (o - /0 "y () dn) X R(€) (6 (€) — €6 (€)) —my (O)dE =0 (2.50)

L
fgzrg—rg—/ R(vg—cg) de=0 (2.51)
0
R LT*Tﬁ —dg) dz = 2.52
f4_ g g 0 (g)(K'G G) z=20 ( )
fs=8)+Ny=0 (2.53)
fe=P)+M)=0 (2.54)
L
f7=s§—Ng+/ ngdr =0 (2.55)
0
L
fS_Pg—Mg—/ [Ny x R(vg — ¢g) — myldx = 0. (2.56)
0

Enabi (2.49) in [2.50) moramo zadostiti v vsaktta referertne osi. To sta konsisténi en&bi. Pre-
ostale enébe sestavljajo kinemdtii in statEni robni pogoji. MatrikiR in T, ki nastopata v osnovnih

endbah, doldimo iz izraza[(2.44) z ugevanjem[(2]2)[ (2] 3) i (2.9).

Enetbe [2.49)-£(2.56) tvorijo sistem osmih algebrajskih@naosilca za osem neznank: (i) kineniat
vektorje na obeh robovi?, 192, rgL, 195, (i) ravnote&zno notranjo silo in moment na levem roba’,
Mg in (iif) deformacijska vektorjay (x) in kg (z) vzdolz celotne osi nosilca.

Sistem enéb je nelinearen, zato ga @dijno ne znamo E&ti analiticno. Uporabimo iterativne metode,
ki pa zahtevajo linearizacijo eth.

2.4 Linearizacija enab

2.4.1 Osnovne ideje

Enabe [2.4D)}(2.6) predstavijapt skalarnih funkcionalov, ki so odvisni od neznang, 99, N9,
Mg, rg, Uptiete (z), in kg (). Osnovno idejo iterativnih metod prikemo na skalarni funkciji ene
spremenljivkef (y). Razvijmo to funkcijo v Taylorjevo vrsto okrog:

d S
f ) =f(y)+ dl (y — yo) + Cleni visjega reda.
Y Y=yo
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Ce zay velja f (y) = 0 in zanemarimclene vkjega reda, je

0=f(3/0)+3gf/ (¥ — vo0),

T Ay =1 o). (2.57)

dy Y=Yo
Seveda za nelinearne éhe rdéitve s takim pribizkom nismo dobili, zato shem¢ (2]57) iterativno
nadaljujemo:

v = yo + Ay,

y[n] _ y([)N—l] + Ay[n-i-l}

dokler ne doseemo zadostne natéamosti.
V primeru linearizacije skalarnega funkcionala@en odvod nadomestimo s smernim odvodom:

Flyotady) —F(yo) _ d
o} do

F(yo+ady), (2.58)

a=0

O0F (yo: 0y) = lim

kjer smo zy ozn&ili celoten vektor neznank. Ker pa vektgrni abstrakten, temepoznamo njegove

komponentey = (y1,y2,...,¥yn), lahko smerni odvod zaeémo kot linearno kombinacijo parcialnih
odvodov: .

oF

OF (yo:0y) =Y 90-

3y;. (2.59)
Yj

Yo

j=1
Pri linearizaciji vektorskega funkcional&, (y) = (F1 (y), %2 (y), - . ., Fn (y)) gornjo en&bo ponovimo
za vsako komponento posebe.

Shema iterativnih metod v ¢eazsé&nih prostorih je tako sleda

OF;
> | 0ui=—Fi(yo) (2.60)
j Yi 1y,
ali krajse
Kly, 6y = =Fi(yo), (2.61)

kjer je K matrika parcialnih odvodov vseh funkcionalov po vseh spremeniljivikglje variacija vektorja
neznankF; je residualni vektor.

V linearnih konfiguracijskih prostorih lahko linearni del spremembe - variadgjjprisStejemo zéetnemu
priblizku y,,, potem pa postopek nadaljujemo do zadostne Gatasti.

Konfiguracijski prostor prostorskih nosilcev sestavljajo tudi prostorske rotacije, ki pa so izrazito nelin-
earne. Zato moramo linearizacijo rotacij opraviti po osnovni abstraktni defirjiciji](2.58). Linearizacijo
rotacij izpeljemo posebe;.

2.4.2 Linearizacija rotacijske matrike

Rotacijska matrikeR je izrazena z rotacijskim vektorjem (gl€j (2.2) in (2.3))S¢émo smerni odvod
rotacijskega operatorja v odvisnosti od sprememipeSpremembal, 0zn&imo z« §v,. Za rotacijsko
matriko potem velja

R (¥, ® addy) = R(addy) R (Vy),
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pri tem smo upstevali, da moramo spremenjeno (perturbirano) rotacijsko matriko pbitha@snovno
rotacijo. Z oznako &” pa poudarjamo, da rotacijski vektorji niso aditivni, torej spremembe nismo
dodali v obtajnem smislu. Potem, ko poznamo perturbirano rotacijsko matriko, lahko uporabimo kar

izraz [2.58):

R=L|  R(as9,)R(,). (2.62)
do a=0
1z (2.2) in (2.3) neposredno sledi
d
dal_, R (addy) = 00O,
kjer je
0 —d03 619
00 = 903 0 -6
—0U2 0 0

antisimetréna matrika, sestavljena iz komponent vektadnfg. Variacijo rotacijske matrike torej lahko
zapiemo kot

SR = JOR. (2.63)

Linearizirane enébe Zelimo zapisati kot linearno kombinacijo variacij osnovnih neznank. V primeru
rotacijske matrike je t@¥,, zato zapis[(2.63) preoblikujemo. Vpeljemo oznako za antisiGredrma-
triko S (v), ki je sestavljena iz komponent vektoria Vektorski produkt,v x w, med poljubnima
vektorjemaw in u potem lahko zagemo kot matini produktS (v) in u

VU3 — V3U9Q 0 —U3 V2 (75}
v X u=| vsu; —viuz | = V3 0 —v7 uz | =S (v)wu. (2.64)
ViU — V22U —V2 U1 0 us
Ce enibo [2.68) pomnzimo s poljubnim vektorjem:, po (2.64) sledi
JRu = 0ORu =S (69,) Ru =09, x Ru = —Ru x 69, = —S (Ru) 9,. (2.65)

Pri linearizaciji osnovnih eré nosilca[(2.49) - (2.56) je za rotacijsko matriko potrebndstgpati izraz
(2.63). Opozorimdse na eno posebnost deformacijske teorije. Ker sta osnovni neznanki preplema
in kg, je potrebno variacijo rotacijskega vektorja nadomestiti z variacijo osnovnih spremenljivk. Z
integriranjem enébe [2.6) dobimo

59y (z) = 699 + / R (&) 6kg (€) dE. (2.66)
0
Ko vstavimo [(2.6B) v[(2.65) smo variacijo rotacijske matrike izrazili z variacijo osnovnih neznank:
SRu = —S (Ru) 69) — S (Ru)/ R (&) 0kg (&) d¢; (2.67)
0

za vsak vekton..
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2.4.3 Linearizirane ena&be nosilca

Ostale smerne odvode lahko zaradi linearnosti prostora ostalih spremenlji¢knarao z oliajnimi
parcialnimi odvodi. Z neposredno linearizacijo €énd2.49)-(2.56) ob ugevanju[(2.67) dobimo

5f1 (x) = =S (RCy) 69 —S(RCN)/ Rékgdé
0
+ RC,,6vg + RC,0kg — 6N (2.68)
6f 3 (z) = =S (RCyr) 69 — S(RCM)/ RékgdE
0
+ RC,67¢ + RCpndkg — 6 M,

+s</$R<vG—cG>ds)5N° [ @S R~ caac 698

/ S(N R(vg — cG))/ Rikqg dn d§ — / S (Ng4) RéyqdE (2.69)
0

5f 3 =ory —ord +/ S(R(vg — cg)) dx 69,

x L
/ S(R(vq — ¢q)) / Rokq dE dx — / Rév dx (2.70)

0 0

5f 4 = 09L — 699 — / Rokg dx (2.71)

0

5fs=06N} (2.72)

5fe=0M, (2.73)

5f; =—6N, (2.74)

L
6fs = </ R(vg — cq) d:r) SN+ / S(Ny)S(R(vg — ca)) du 69
— oM — / S(N,)Rév dx

+/0 S(Ng)S(R(vg —cq)) /Ox Rékg d€ dz. (2.75)

Pri tem smo <, C.., C, in C,,, oznd&ili matrike, dobljene z odvajanjem konstitucijskih &ba’’¥
in CM po komponentaly; in k¢:

acN acN
Sk A

c. _ {8CZ-M ] c. _ [865” }
Ry 8’}/] I RK 8/<;J .

Matriko C = [ EW g"”“ ] imenujemo konstitucijska matrika fheega prereza.
Ry KK

2.4.4 Diskretizacija

Linearizirane enébe [2.68){(2.15) s&e vedno prezahtevne, da bi jih lahk&ile Namesto zvezne
resitve v (z), k¢ (z) bomo iskali driino diskretnih vrednosty., in k%, i = 1,..., N. Tako zvezni
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neznanki problema nadomestimo z linearno kombinacijo diskretnih vrednosti in oblikovnih funkcij

Yo(@) = Y Pi(2) g, (2.76)
Ko(x) ~ ) Pi() K. (2.77)
Totkez; (i =1,...,N), v katerih BEemo diskretne &tve, so lahko poljubne. V nalogi smo izbrali

Gaussove integracijske dke na intervalu[0, L]. Taka izbira je smiselna, saj je potrebno integrale

v en&bah [2.4P)(2.86) in (2.68]—(2]75) izvrednotiti nundan. Za numeifne integrale uporabimo
Gaussova kvadraturna pravila. Za oblikovne funkcije uporabimo standardne Langrangeve polinome
skozi Gaussove tike. Seveda jétevilo diskretizacijskih ték N lahko razlEno. Tako imamo na voljo
celotno driino kortnih elementov raztinih redov. VE&ji red elementa sicer potiastevilo prostostnih
stopenj, vendar so taki elementttepi (Zupan (2003a)).

Z diskretizacijo neznank je smiselno izvesti tudi diskretizacijotenaZzvezni enébi (2.49) in [2.5D)
lahko diskretiziramo na razine n&ine. V nalogi uporabimo kolokacijsko metodo, kj&rin f, zados-
timo v diskretnih Gaussovih &ahz; (i = 1,..., N);

)
)

Tako smo poenaotili integracijske, kolokacijske in interpolacijskikég kar se je pri numeiem r&evanju
izkazalo za zelo Cinkovito (glej Zupan (2003a)). Shemi tri &tiri-tockovnega elementa prikazujemo na

fi(
fal

0, (2.78)
0. (2.79)

Ty
T

sliki 2.5.

0
N,
M

0 1 2 3 L
Ug e e e Usg
82 Kg Kg K Sg
0
Ng
0

0 1 2 3 4 L
Uy Yg e e Yo Ug
S(g) KG Ke, Ky K 9

Slika 2.5: Shemi 3 in 4-ttkovnega kobnega elementa.
Figure 2.5: Scheme of finite elements with 3 and 4 internal points.

2.4.5 lterativno reSevanje en&b nosilca
Po linearizaciji in diskretizaciji smo problem prevedli v obliko

Kl, dys=—Ffq (2.80)
kjer je y, vektor diskretnih neznank problema

i I
yg=1[06r) 699 orl 9} SN) oMY ki, L] ,i=1,...,N



18 Rodman, U. 2009. Analiza nosilnosti prostorskih okvirnih konstrukcij zZstgeanjem ... nepopolnosti
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbei in geodezijo, Konstrukcijska smer.

f 4 Je diskretni vektor desnih strani

fa=1 h@).. falen) fa(z1)...fa(zNn) f3...fs ]

in K tangentna togostna matrika. Elemente tangentne matrike dobimo z neposredSievapem

(2.78), [2.79),[(2.76) in[(2.T77) v lineariziranih dmah [2.6B){(2.15). Zaradi obsega jih posebej ne

navajamo.

Iteracijo prénemo z zéetnim, kinematino dopustnim stanjemg)}. Nove priblZzke dobimo z ustreznim
upacstevanjem “prirastkovdy ;.

Zaradi nelinearnosti konfiguracijskega prostora je pravilnaStg@nje popravkov zelo zapleteno. Os-
novno vodilo je, da moramo s popravki dobiti kinengath dopustno konfiguracijo. To fee posebej
pomembno pri uskladitvi popravkov robnih zasukov in popravkov deformacij.

Robne sile, izraene v fiksni bazi, in deformacijski vekter, izrazen v pomeni bazi so aditivne vektorske
koli€ine, zato velja
0[n+1] _ 0 0
NOH = N0 4 AN
MO+ = MO AMY,

pri Cemer soAv, = 644, ANY = 6N9, AM,) = 6M. Torej za te koltine popravke preprosto
priStejemo.

Povsem drugée pa je s popravki rotacijske matrike. Novo rotacijo dobimo kot produkt popravka rotacije
in pregnje rotacije
R+ = ARRM.

Popravek rotacije ni osnovna koiina, temve je odvisen od popravka rotacijskega vektar,:
AR = Rod (§9y) .
Tako smo utemeljili popravke robnih rotacijskih vektorjev
192 [+ = Spurr [Rod (5192 ) Rod (192 M)}
9511 = Spurr [Rod (695 ) Rod (95 1),

kjer s Spurr ozn&ujemo Spurrierjev algoritem, Rod pa Rodriguesovo formulo. Popravki rotacijskih
deformacij-ukrivljenosti prav tako niso preprosti, saj jih moramo uskladiti z robnimi zasuki. V skladu
s ibko in krepko obliko kinematnih en&b (2.6) in [2.8) sledi

AKG =TT (A9) 0KG, i=1,...,N
kjer je

A9} = 590 + /O "R (3 pjowd;) de.
Popravke potem pstejemo trenutnim vrednostim

7 [n+1 i [n 4
K — kM AKE.
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2.4.6 Réevanje en&b na nivoju konstrukcije

Predstavljeni deformacijski k@ni elementi imajol8 + 6V prostostnih stopenj. Za umestitev Korega
elementa v konstrukcijo ne potrebujemo vseh prostostnih stopenj. Tékodp(i) notranje prostostne
stopnje elementa in (ii) zunanje prostostne stopnje, s katerimi se element povezuje v konstrukcijo. Zu-
nanje prostostne stopnje elementa predstavljajo robni pomiki in zasuki elemefita®) L 9% ],

ostale prostostne stopnje so notranje.

Notranje prostostne stopnje kondenziramo na nivoju elementa. Tako je sistéimnenaivoju konstruk-
cije mangi, lazja pa je tudi povezava elementov ré&niih tipov. Pri kondenzaciji moramo podobno kot
neznanke |oiti tudi ena&be. Na nivoju konstrukcije predstavljajo bistvene &@erobni pogoji[(2.53)—
(2.58), saj le tako lahko ustrezno @tevamo zunanje &xovne sile in momente.

Kondenzacijo lahko izvedemo po naslednji shemi
Knk Knn ok f1—4 :|
_ , 2.81

[Kkk Kanfsn] [f5s (2.81)
kijer smo sk oznaili vektor robnih kinematinih neznankk =[ r 99 rL 9] |, zn vektor no-
tranjih koli¢in elementan = NJ M) k&, ...k} &, .72 |, f1_4 del diskretnega stolpca
desnih strani, ki pripada ebbam elementf, , = [ f, (z1),...f1 (an) fo(@1),...fo(xn) f3 f4 ]
in f5_g stolpec stafinih robnih pogojeys s = [ f5 fs fr fs |- MatrikeK,i, Ky, Kii in Kpp,

predstavljajo ustrezne bloke v tangentni matriki elementa.
Enabo [2.8]) sestavljata dve lfioi matrtni en&bi
Kukdk+Kppon = —f,_4
Kirdk+Kindn = —f5_g.
Iz prvih en&b izrazimodn in ga ustavimo v druge edbe. Po preurejanju dobimo
(Kike—Kin Kt Kige) 8k = —f5_s + Kin K f1_4 (2.82)

on =K, (—f1_4 — Kuidk) . (2.83)

Krajse izraz[(2.82) zapemo kot
Kedke = —fp. (2.84)

Engbe [2.84) zl@imo v sistem enb na nivoju konstrukcije.

Na nivoju konstrukcije so neznanke kinengat kol€ine v vozI&Cih konstrukcije, ki predstavljajo natanko
vse robne téke vseh elementov. Neznanke na nivoju konstrukcije éimma s k. Togostno matriko
konstrukcije oznémo sK¢, pripadaj@i residual pa 7

Kedke = —f. (2.85)

Umestanje kondenziranih edh elementa (2.84) v efibe konstrukcije je preprosto. Za levo in desno
vozliste elementa dofmo lego v stolpcu neznank na nivoju konstrukdije. Prve tri elemente vektorja
f g priStejemo na prava mesta, ki pripadajo levemu #mlielementa v stolpcu votinih neznank
konstrukcije. Podobno druge tri elementeSggjemo na ustrezna mesta desnega $&zli MatrikoK i
razstavimo na bloke velikosti x 3 in vpiSemo VK¢ glede na pare indeksov voati

Blok levo zgoraj prstejemo v vrstice in stolpce, ki pripadajo levemu v&ali. Blok desno zgoraj v
vrstice, ki pripadajo levemu, in v stolpce, ki pripadajo desnemu $&zliAnalogno postopamo za ostala
bloka. Shemo prikazujemo na slfki 2.6.
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Slika 2.6: Shema sestavljanja tangentne matrike konstrukcije.
Figure 2.6: Scheme of generation of the structural tangent-stiffness matrix.
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3 METODA LO CNE DOLZINE

3.1 Uvod

Iz zgodovine poznamo kar nekaj primerov (npr.: @itev mostu v Quebecu 1907, pé&iiev ovalne jek-

lene konstrukcije v Timisoari 1951, p&itev 14 nadstropne stavbe Pino Suarez, Mexico City 1985), kjer
je bila porwsitev konstrukcije posledica globalne nestabilnosti. Govorimo o primerih, kjer se nestabilnost
konstrukcije (uklon) zgodi preden se konstrukcija @noo materialu. Vendar pa uklon posameznega
elementa v konstrukciji ne pomeni nujno pséitev celotnega sistema. P&iev konstrukcije kot posled-

ica izgube stabilnosti je zelo zapleten in zahteven pojav, kjer ams@ s fenomeni kot so postkitio
obna&anje elementov konstrukcije v kombinaciji z raznimi nepopolnostmi. Najpeispevek k kom-
pleksnosti problematike, pa je prav analiza prostorskegaSamjakonstrukcije v kriinem in postkrittnem
stanju ob geometrijski in materialni nelinearnosti. Za opisovanje takih pojavov imamo na razpolago
veC razlicnih metod, katerih zanesljivost je odvisna od vhodnih parametrov posameznega primera, Ki
ga obravnava. Na obBanje konstrukcije v postkrithem stanju najbolj vplivajo obkai faktor, ter
minimalna geometrijska odstopanja — nepopolnosti. Sodobni pristopi nelinearne analize, ki temeljijo
na metodah sledenja krivuljam ol#@aja konstrukcije nam omogajo vedno bolj nataten vpogled v
postkritiéna obm@ja. Omejitev natatnosti raziskav se pojavlja zaradi vpliva nepopolnosti (materialnih

in geometrijskih), ki lahko bistveno spremenijo oBaaje konstrukcije ob znani olata.

3.2 Pregled stanja na podrg@ju sledenja obteno deformacijskim potem

Za sledenje obtno deformacijskim potem uporabljamo t.i. inkrementalno iterativhe metode. Osnovna
predpostavka teh metod je, da izhajamo iz poznanega trenutnega dangggestanja pri nekem nivoju
obteZbe za iskanje naslednjega ravritega stanja na okiteo deformacijski poti. Pri nelinearnih anali-
zah konstrukcij avtorji véinoma uporabljajo dve vrsti metod: energijske metode in metddesldokine.

Prve so preprostég za formulacije, lahko pa se iZ€jo za problematne v obma@ju kriticnih tack (glej

npr. Widjaja (1998)). Zaradi nedvoumnosti, aplikativnosti iduaske zanesljivosti se je metod@&he
dolzine izkazala za bolj&inkovito.

Idejni pobudnik in utemeljitelj metode dme dokine je Riks (1979), vendar je metodo bistveno iz&allj
in priredil za metodo kotnih elementov Crisfield (1981). Kasneje avtorji razvijejo rasi modi-
fikacije Crisfieldove metode &me dokine za linijske in ploskovne elemente. Lam in Morley (1990)
predstavita modificirano metododne dokine, za prehod preko limitnih &&. Fafard in Massicotte
(1993) predstavita modificirano metoddfee dotine, izpeljane iz Crisfield-ove (1981) in Ramm-ove
(1980) metode léne dokine. Qi in Tiangi (1995) nadgradita Riksovo in Crisfieldovo metodo s pri-



22 Rodman, U. 2009. Analiza nosilnosti prostorskih okvirnih konstrukcij Ztg@eanjem ... nepopolnosti
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbei in geodezijo, Konstrukcijska smer.

lagodljivim parametrom, ki siti za oceno ravnoimega stanja na oliteo deformacijski poti v obniqju
preskokov. Deng (1996) metodotloe dokine priredi za ginkovito dolcanje obténo deformacijskih
poti elast€nih pravokotnih tankih pEE z bisekcijo. Teng in Lou (1998) modificirata Crisfieldovo metodo
lo€ne dokine s takno kontrolo prirastka inkrementov obitee, da dobimo rezultate pri vseh vnapre;j
dolocenih obt&bah. Crisfieldov osnovni algoritem metodé€he dokine Hellweg in Crisfield (1998)
izboljSata in tako odpravita konvergare probleme v obnmiu ostrih zavojev in skokov obteo defor-
macijske poti. Szyszkowski in Husband (1999) uporabita ukrivljenostizoloteleformacijske poti za
boljSo napoved naslednjega koraka. Geers (1999a in 1999b) predstavi metodo za sledéngedubte
formacijskim krivuljam s samodejnim datanjem inkrementov obibe. Zhu in Chu (2002) izbdlata
metodo I&ne dokine z ekstrapolacijo znanih ¢k na obténo deformacijski krivulji. Meek in Xue
(1998) v svojem delu uporabita metod@ihe dokine v kombinaciji z modificirano Newton-Rapsonovo
iteracijsko metodo in ekstrapolacijsko tehniko za izbafjje konvergence. Po ddsai kritiCni tocki
zaCne z dinanmino analizo, ki temelji na povpéaih posp8kih Newmarkovega algoritma. PostkEitio
obn&anje konstrukcije torej obravnava z dingmega stafica.

Metode I@ne dofine se uporabljajo za $evanje raztinih problemov. Uporabljajo jo za analizo kom-
pozitnih konstrukcij in konstrukcij pod temperaturno atiie (Huang in Tauchert (1991), Oh in Lee
(2001), Alfano in Crisfield (2001, 2003), Lee s sodelavci (2002b), Liew s sodelavci (2004), Freddi in
Savoia (2008) in drugi). Prav tako je primeren zZéananje kontaktnih problemov (Koo in Kwak (1996),
Alart s sodelavci (2004), Kanno in Martins (2006)). Yang in Chen (2004) uporabit&mazinetode
lo€ne dokine za analizo razpok v konstrukcijah. May in Duan (1997) in kasneje Lorenz in Badel (2004)
jo priredijo za analiziranje méanja materiala. Bruns s sodelavci (2002) modificirano metodoelo
dolzine uporabi za optimizacijo oblik konstrukcij.

Metodo I&ne dokine in njene izpeljanke uporabljafe Stevilni drugi avtorji, ki metodo prilagodijo
svojim kortnimi elementom in obravnavanim konstrukcijam. Znano je, da je lahk@donkizpeljanka
metode I&ne dokine nataiina in Winkovita za dol@ene primere, za drugae konstrukcije pa morda
neprimerna. Zato v literaturi zasledimo veliko primerjav metod sledenj&onbtdeformacijskim potem

za razltne konstrukcije (npr. Clarke in Hancock (1990), Carrera (1994), Ragon s sodelavci (2002),
Yang in Proverbs (2004), Li in Shen (2004), Ritto-Correa in Camotim (2008) in drugi). Ritto-Correa in
Camotim (2008) v prispevku poudarita, da absolutna metoda, ki bi biilkavita za vse konstrukcije ne
obstaja. Vsaka izpeljanka ima dékne prednosti in pomanijkljivosti.

V disertaciji bomo izhajali iz metode éme do¥ine, kot so jo predstavili Feng s sodelavci (1995, 1996),
Neto in Feng (1999). Njihova dela predstavljajo3iaitev osnovne metode ¢one dofine Riksa (1979)

in Crisfielda (1981). Ena izmed prednosti teh metod je, da ofajgouporabniku nadzor nad ve-
likostjo koraka v odvisnosti od trenutne elene konvergence. Algoritem se je izkazal za robustnega in
ucinkovitega zato predstavlja smiselno osnovo za nadgradsegagprostorskega linijskega deformaci-
jskega elementa.

3.3 Sledenje obteno-deformacijski krivulji

Ravnot&ne enébe na nivoju konstrukcije lahko formalno z&pmo kot

kjer u predstavlja vektor voAtnih pomikov, f stolpec ravnotenih en&b, p vektor fiksne zunanje
obtezbe, g stolpec ravnotenih notranjih sil in momentov. Faktox imenujemoobtezni faktor. Za
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A = 1 smo enébe izpeljalize v prefnjem poglavju. Prav tako lahko @i [3.1) r8imo za vsako
fiksno vrednost parametra Ce parametek spreminjamo, predstavljajo etize ) krivuljo (oziroma
drwzino krivulj v primeru v&kratne ra&itve) imenovano obio-deformacijska krivulja. Za dobitev
toCk na tej krivulji potrebujemo dodatno vezno skalarnoGaa

h(u,\) = 0. (3.2)

KadarZelimo spremljati “potovanje” delca po krivulji je potrebno vpeljati ustrezno parametrizacijo. V
metodah sledenja ol#tro deformacijskim potem imenujemo ta paramééna dokina ali spldneje
parameter poti. Tako lahko3itev end&b (3.1) in [3.2) zagiemo kot

z (s) = [ 1;((;) ] , (3.3)

kjer je s parameter poti. Z uvedbo take parametrizacije lahko sledimanbtdeformacijski krivulji.
V diskretnem smislu to pomence jesx < sx+1, je T (sx) prepnja,z (sx+1) pa naslednja ttka na
krivulji.

Za vezno enébo [3.2) lahko uporabimo razhie manosti. V n&i formulaciji bomo uporabili naslednjo
obliko vezne enébe

hig+1 (u, N\, s) = (u — uK)TW (u—ug)+ (A= )\K)2 pTHp — (s — SK)Q. (3.4)

S ‘K’ smo oznd&ili indeks obt&nega koraka in je naravntevilo. ux so pomiki ob dosienem
ravnot&ju (kontani iteraciji) koraka z oznak& . Ag in si sta pripadaj6i obtezni faktor in param-
eter poti v obténem korakuK'. Enaba [3.4) torej predstavlja vezno éha v korakui + 1. Razvidno

je tudi, da je vezna eidda odvisna od prépjega koraka, torej se z obatso spreminja. MatrikW in H

sta poljubni simetfini matriki velikostin x n, kjer je n dimenzija vektorjau. Razl€na izbiraW in H
predstavlja razine sheme metod dne dokine. Kot soze por@ali (Schweizerhof in Wriggers (1986))
je izbira prave sheme metode&tme do¥ine lahko bistvenega pomena za robustnost algoritmazézge,

da je lahko neka shem&imkovita le za doléene numetine primere, medtem ko je za ostale primere ne-
uporabna. Izbira neprimerne sheme metodedodokine se navadno odfa v slabi konvergenci ali celo
divergenci. lIzbira prave sheme pride posebno do izraza pri vgraditvi algoritmov v kae elemente
komercialnih programov, kjer mora biti postopek izbire sheme avtomatiziran. Problem izbire sheme je
torej zanimiv in v&krat obravnavan. Nekateri avtorji predlagajo preklapljanje medtramii shemami
vzdolz obt&no-deformacijske poti (npr. Bellini in Chulya (1987)). To se iz&a&a potrebno pri neka-
terih posebnih numetnih primerih. Kot por@ajo drugi (Cardona in Huespe (1998)), z&iwme primerov
preklapljanje med shemami vzdabbt&no deformacijske poti ni potrebno. V$&m algoritmu je izbira
matrikeW in H poljubna za vsak posamezni obté korak v metodi I&@ne dokine. S tem omogomo,

da bi lahko v vsakem obtaem koraku matrikW in H prilagodili trenutnim razmeram. Izka se, da

v nasih primerih spreminjanje sheme med réalimi koraki metode 1dne dokine ni potrebnoSe vé,

v veCini primerov je ustrezna izbira kar identiteta za matrikbin nicelna matrika zad. V kolikor v
numertnih primerih posebej ne omenjamo, smo Zaurauporabili taki matriki.

Sistem enéb (3.1) in [3.4) réujemo iterativno. Sistem moramo najprej linearizirati. Linearizacijo prvega
clena v endbah|(3.1) smde spoznali. Ker jg neodvisen od, je to natanko tangentna togostna matrika
konstrukcije, pomnbena z variacijo vozinih neznankCe updtevamdse, da je obtibap fiksna in da

sta fiksni tudi vrednostit i in A i, dobimo

O0f = Kéu — po. (3.5)
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Z linearizacijo [3.4) pa dobimo
Shis1 = 06u"W (u — ug) + (u — ug)? Wou +2 (A — Ag)? 6 p Hp
=2(u—ug)” Wou+2 (A — Ag) pT Hpox (3.6)
=mg 10U + a0,
kjer sta
(uw—ug)" W, 3.7)
(A= Ax) p"Hp (3.8)

m 1 (u)

=2

ORK+1 ()\) =2
funkciji nekega stanjéu, A], pri Cemer smo pri prvenglenu up&tevali komutativnost skalarnega pro-
dukta.

Linearizirani enébi (3.5) in [3.6) predstavljata osnovo za iterativndeeanje (poglavje 2.4.5), vendar
pa moramo upStevati, da je stanj& uravnot&eno stanje, dolteno zu g in Ai. Preden réimo en&be
novega stanjak + 1), se pravi nove téke na obteno deformacijski krivulji, se moramo iz stanja
premakniti. Tej fazi pravim@rediktor , saj predstavlja primeren ¢etni priblizek. Za&etni priblizek v
drugi fazi, imenovankorektor, z iterativnimi metodami priblujemo ravnotgu dozelene natainosti.

3.3.1 Prediktor

Ce izvrednotimam 1 in a1 V toCki (u g, A\ ), dobimo singularnost, zato postopamo diiegyeKer
so v stanjuiX’ endbe [3.1) uravnoiene, velja

K|, du — pd\=0. (3.9)

UK

Torej je v tem primeru
Su = K po. (3.10)

Zveza|(3.1D) predstavlja osnovotadnega priblika stanjak’ + 1, ki ga v linearnem konfiguracijskem
prostoru definiramo kot

(0] (0]

Up = Uk +Aup g, (3.11)
AL =k Al (3.12)
Iz ena&be [3.10) potem sledi:
Aull, = KitpaNd (3.13)
Ker pa mora zéetni priblizek zad&Cati tudi enébi (3.4), sledi
AT waull o+ ANT2 pTHD — (551 — sx)? = 0. (3.14)
Ko vstavimo [3.1B) v[(3.14), dobimo
AN pTKTWK G p+ AN 2 pTHp = Ak (3.15)
torej je
IS\t Asicsn (3.16)

VP KWK p + pTHp
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Izbrati moramo pravilen predznak&etnega prirastka. Naov je ve&. Tu uporabimo zahtevo (Feng
s sodelavci (1994)), da mora biti predznAkkEg+1 enak predznaku ustrezne komponente tangente na
celotno deformacijsko krivqu@%.

Odvode po parametru poti dobimo s posrednim odvajanjem, sageu (s) in A=\ (s):
ﬁ du dA

dhgy1 T \a G0 Ty, G _
Iz prve en&be izrazimo‘g—g‘ in vstavimo v drugo:
dh d\
T [2 (u—u)T WK 1p +2(\ — Ag) pTHp} L —2(s—sx) = 0. (3.19)

V dobljeni end&bi sou, ), s, K koli€ine nekega stanja. Ker poljubnega stanja ne poznamo, je smiselno, da
uporabimo préjnje in predpréjnje stanjek in K —1). Tako lahko odvod vezne etlaeh i izvrednotimo
v toCki u g, Ak

dh _ dX
K = |:2 (uK — ’U,Kfl)T WKKlp +2 ()\K - /\Kfl)pTHp} — =2 (SK - SK,1) =0.
ds (ke Ax) ds
. (3.20)
Ce preoblikujemo pré&piji izraz, sledi
@ B Asg
ds  (ug —ug 1)’ WKi'p+ (Ax — A1) pTHp
— TQA_SIK . (3.21)
mg (ug) K ptoar (Ak)
Ker je korak vedno pozitiven, je predznak dédm z izrazom v imenovalcu. Torej je
sign ()\[gﬂ) = sign (mK (ug)” Ky pt+ak (/\K)) . (3.22)

3.3.2 Korektor

Po kortani prediktorski fazi, iterativno Beljemo sistem efia (3.1) in [[3.4). Shemo iterativne metode
lahko zapsemo kot

K| 1.— n [n—1] [n—1]
! v N B B ) R IR
[n—1] A1) AN 5 [p=1] [n-1] '
ME+1 \Ugyy )] QK+ (A4 K+1 K+1 \Ugi1s ARy
u[l?Ll = u[fgﬁ} + AU[I?}-H (3.24)
A=A ANl zan=1,2,3,... (3.25)

Vrednosti razirjene tangentne matrike in residuala torej izvrednotimo v trenutnem iterativnem stanju.

ZaCetno stanje pr'uggﬂ, Agﬂ je izvrednoteno v prediktorski fazi. Postopek nadaljujemazdiene

natartnosti

[n]
AU[K]H < tol
Al
f ’
< tol
H hicar || =0
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3.3.3 Kontrola koraka

Iz en&be [3.4) je razvidno, da imamo v vsakem diotem koraku mbnost prilagajanja prirastka parame-
tra poti Asx 1. Prirastek parametra poti d@amo glede na razmerje med dbseim in Zelenim
Stevilom iteracij korekcijske faze:

7\?"
Asgi1 = <IK> Asg. (3.26)

V enabi (3.26) predstavljd Stevilo Zelenih iteracij,/x Stevilo iteracij v pregnjem obténem koraku.
Koeficient 3 vpliva na hitrost spreminjanja parametra poti, @jno izberemgs = 1/2. Algoritem je
zasnovan tako, da lahko v vsakem koraku spremer@etenostevilo iteracij/ in eksponenf3. Torej
lahko v vsakem obtem koraku vplivamo na velikost prirastka parametra in na hitrost spreminjanja le
tega. Za zahtevne numénie primere je nadzor nad prirastkom poti Elyigga pomena, saj se lahko v
obmdaju kriticnih tatk pomiki in zasuki konstrukcije hipno po¥ajo.

Iz en&be [3.26) je razvidno, da lahko&etni prirastek poti\s; poljubno izberemo. Z&etni prirastek
poti si le te&Zko predstavljamo, zato raje podam@emni obteni korakA[lo}. Oglejmo si zvezo med obema
koli¢inama. Privzemimo, da v Zatnem stanju veljay = 0, \o = 0in so = 0. Potem je

h1 (ul, A, 81) = U{Wul + /\%pTHp — (Asl)Q =0. (3.27)

Vrednostiu; ne poznamo, lahko pa jo ocenimo po linearni tedriji (8.10)

uy ~ Ky'ph. (3.28)
Ce enibo [3.28) vstavimo \f (3.27), sledi
A0 & — . (3.29)
\/PK; WK, 'p + pTHp
Zacetni priblizek poti tako izrazimo iz danega faktorja ckbe kot
Asy = \/ngTWKglp + pTHp A", (3.30)

kjer je Ko tangentna matrika konstrukcije vétnem, neobremenjenem stanju.

3.3.4 Metoda l&ne dokine na nelinearnih konfiguracijskih prostorih

Osnovna shema metodeCle dokine temelji na predpostavki, da je konfiguracijski prostor, v katerem
se nahajajo stanja, linearen vektorski prostor. V takem primeru lahko popravke preprosétegamo

in raCunamo oliajno razliko med koliinami v razlEnih korakih. Metodo I6ne dokine bomo aplici-

rali na sistem globalnih ravnataih en&b na nivoju konstrukcijg (2.85). Globalne neznanke na nivoju
konstrukcije so vozini pomiki in zasuki. V pre&gnjem poglavju smo \&krat opozorili na nelinearnost
rotacij in to ustrezno upsievali pri linearizaciji in popravkih iterativnegaSevanja. Podobno je potrebno
postopati tudi pri uporabi shem sledenja dote-deformacijskim potem. Vektdro vozlistnih neznank

na nivoju konstrukcije razdelimo na aditivhe in neaditivne &olé:
]

ko= [ ku ko (3.31)
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Aditivne koli€ine so vozltni pomiki, neaditivne pa rotacijski vektorji. Za neaditivni del neznank mo-
ramo up&tevati posebnosti pri izvrednotenju vezne @e[3.4), njene variacij¢ (3.6), prediktorja in
korektorja.

Vizrazih zahg 11 in m 11 nastopa faktofu — ux ). V naSem modelu razliko izvedemo le 3. Za
neaditivni del pa up§tevamo, da je ‘razlika’ rotacij le sprememba med staro in novo rotacgge

R = ARRIM, (3.32)

sledi
AR = RPHIRMT, (3.33)

Naj bo rotacijaR™ dolotena z rotacijskim vektorjer#!™ in podobnoR[+! z 9**+1. Sprememba
rotacij je torej

T
Rod (A®9) = Rod (19["“1 ) -Rod (19[”1 ) . (3.34)
Ce izIu&&imo rotacijski vektor, pa velja
T
A9 = 9+l & 9l — Spurr <Rod (19[““1 ) Rod (19["1 ) > . (3.35)

Pri tem smo s simbolon®’ poudarili, da ne gre za obajno razliko.

Enabo (3.35) potrebujemo v prediktorski fazi za pravilno ditev predznaka (izram k (u ) v end&bi
(3.21)). Pri z&etnem popravku vo&Enih zasukov (erizba [3.11)) pa moramo podobno kot v poglavju
dodati inkremente zasukov v skladu z lastnostmi prostorskih rotacij:

91, = Spurr [Rod (9ul, ) Rod (95)] (3.36)

V korektorski fazi uporabima (3.35) za iZranm x ;1 (u[ﬁﬁ) , pri updstevanju popravkov pa postopamo
v skladu s poglavjern 2.4.5.

3.4 Numericni primeri

Zaenkrat se omejimo na eldaste, b&no podprte prostorske konstrukcije. Take konstrukcije imajo
enolicno dold@eno obténo deformacijsko pot, kar pomeni, da so Krité ta&ke prevojne. Natamost
izpeljanega algoritma fme dokine bomo preverili za konstrukcije pri velikih deformacijah. Prikazali
bomo primerjavo n&ih rezultatov z drugimi avtorji. Analizirali bomo tudi vpliv nekaterih parametrov,
kot sta dozina koraka in tip elementa na konvergenco in na natast sledenja obz&o-deformacijskim
potem.

3.4.1 Vpeti krozni lok

Clenkasto vpete kime loke so obravnavaditevilni avtorji, med njimi Jeusette s sodelavci (1989), El-
Ghazaly in Monforton (1989), Gijelsvik in Bodner (1962), Shao (1990), Al-Rasby (1991) in Zhiliang
(1994). V tem razdelku se osredobmo na primer, ki sta ga objavila Bellini in Chulya (1987). Gre za
obojestranska@lenkasto vpeti lok (obok), ki je na sredini obremenjen z eksaardriackovno silo F'.

Med avtorji, ki obravnavajo ta primer so tudi Clarke in Hancock (1990) in Feng s sodelavci (1995).
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Slika 3.1: Vpeti kr@ni lok z asimettino obt&bo.
Figure 3.1: Circular arch subjected to asymmetric force.

Geometrija konstrukcije je prikazana na s[iki|3.1. Vhodni parametri, ki so povzeti po Feng (1995),
znaajo: viina lokaH = 500, razpon lokal. = 104, radij ukrivljenosti lokaR = 25250, ekscentiEnost
obtezbee = 100, visina prénega prereza = /1.2 - 10, Sirina pré&nega prereza = 10*/v/1.2 - 105,
elasttni modul E = 200.

Lok zaradi asimettinosti obtébe modeliramo 50 ukrivljenimi elementi enakih ddin. Uporabili smo
elemente raziinih redov. Pri tako gosti mie red elementa ne vpliva bistveno na rezultate bive
deformacijske krivulje, zato smo uporabili hitéejelemente tip&’s.

Na sliki[3.2 primerjamo n&e rezultate, z rezultati, kot jih podaja Feng s sodelavci (1995). Kljub za-

Fy

Feng s sodel. (1995) J

N /
RV /

0 200 400 600 800 1000  uy,

Slika 3.2: Obteno deformacijska krivulja sredinsketke, pomik v vertikalni smeri.
Figure 3.2: Load deflection path, vertical deflection of midpoint.

htevnosti problema zaradi ekscebihosti ta@kovne obtébe, ki povzrdéi, da se lok asimettno hipno
deformira, je ujemanje rezultatov zelo dobro. Rezultate smc&imali s srednje velikim korakom
As = 50, kar je pomenilo, da smieleno natatnost ravnotene lege dosegali v najiétirih Newtonovih
iteracijah. Nato smo algoritem testirde za daBe korake (lomljen&rta z markerjem), za zadtanje
Zelene natagnosti za konvergenco pa smo potrebovalidést korakov. Kljub razmeroma velikim ko-
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rakom, najvéje velikosti koraka so bile\s ~ 400, smo za konvergenco potrebovali relativno nizko
Stevilo iteracij, za celotno krivuljo pa smo potrebovali manj k6tkorakov. Dobljene toke so povsem
enakovredne rezultatom, dobljenim z ninj korakom. Velikost koraka jée posebno pomembna v
obmdaju hipnih sprememb smeri krivulje, kot so o tem p&ah drugi avtorji. V primeru, da je ko-
rak prevelik ne najdemo &g&ve na ravnoteni veji, kar se izkae kot divergenca oz. preskok na drugo,
nap&no vejo obténo deformacijske poti. Ker v 8aformulaciji prilagajamo velikost koraka trenutnim
pogojem, to jezelenemubtevilu iteracij in doseenemustevilu iteracij v pregnjih korakih, se lahko tem
tezavam usp&no izognemo.

3.4.2 Postkriticno obnaanje zvezdaste kupole

Obravhavamo kupolo v obliki zvezde, ki je obremenjena z ¢aanhni vertikalnimi ta&kovnimi silami
(slika[3.3). V vpetiih je vrtljivo nepoméno podprta. To konstrukcijo je v svojih delih obravnavalo
veliko avtorjev (Chan (1992), Meek (1984), Hsiao s sodelavci (1987), Papadrakakis s sodelavci (1981)
in drugi). Materialni in geometrijski parametri @neih prerezov so enaki za vse elemente konstrukcije

in so prikazani na sliki 3]3.

Precni prerez @ podpora
b o obtezba F,/2
QO obtezba F,
y< L E =30300 N/cm?
] G = 10960 N/cm?
} A=317cm?
v, J, =2.377 cmj
J. =0.295 cm
Ji = 0.918 cm’
L =0.918 cm
H=6cm
H'=8.216 cm

Slika 3.3: Geometrijski in materialni podatki zvezdaste kupole.
Figure 3.3: Geometrical and material paramethers of the star-shaped frame.

Posamezen konstrukcijski element kupole je modeliran z enim samignkorelementom. Rainski
model tako sestavlja 24 elementov tipg, ki so med seboj togo povezani. Spremljamo @htedeforma-
cijsko ravnot&no pot v stabilnem in v postkriihem obm@ju za vozI&ti, ki sta izpostavljeni vertikalni
obtebi (tocki A in B, slika[3.3). Dobljene rezultate za zvezo med silo in pomiki primerjamo z rezultati,
objavljenimi v literaturi.

Na sliki[3.4 prikazujemo vertikalne pomikedke A, in primerjamo z rezultati, ki jih predstavljata Chan
(1992) in Meek (1984). Kljub relativno nizki stopnji elementa opazimo @dli ujemanje rezultatov.
Medtem, ko smo za posamezen nosilec uporabili le en kva@dratlementt’s, Chan za posamezen
nosilec uporablja dva elementa. Rezultati iz vira Chan (1992) so predstavljeni za déaagmdstopka.
ToCnepi je postopek JOM (‘Joint orientation method’), ki se tudi bolje ujema&mixrezultati. Rezultati
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Slika 3.4: Zveza med silo in pomiki sredinsk&ke zvezdaste kupole.
Figure 3.4: Load deflection path at the midpoint of the star-shaped frame.

po viru Meek (1984) so manj natéami, vendar véinoma vseeno primerljivi z f&mi.

Za prikaz zmogljivosti in verodostojnosti prostorske formulacije v postkrém obm6ju, na slikah 3.6
in[3.6 podajamde rezultate za horizontalne in vertikalne pomikektoB.

F[kN]
1
—E3
0.8 x Chan (1992) - ISM
x Chan (1992) - JOM
0.6 . /ny/__
—
0.4 9 A
b
0.2 2
O I I I I I I
-12 -9 -6 -3 3 9

uy [mm]

Slika 3.5: Zveza med silo in horizontalnimi pomikidce B zvezdaste kupole.
Figure 3.5: Load deflection path at the point B on the star-shaped frame. Horizontal direction.

Grafi na slikalj 3}5 ifi 3]6 kaejo na ujemanje r&h rezultatov z rezultati, ki ji podaja Chan (1992
za elemente nizke stopnje. Nataost rezultatov uporabljenega kvadtatga elementa smo potrdili
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Slika 3.6: Zveza med silo in vertikalnimi pomikitke B zvezdaste kupole.
Figure 3.6: Load deflection path at the point B on the star-shaped frame. Vertical direction.

tudi z analizo z n&imi elementi \&jih redov. Pomiki konstrukcije so se izkazali za enake, zato v tem
delu omenjenih rezultatov ne prikazujemo. Zakijno lahko, da je uporabljeni algoritem robusten ter

ucinkovit tudi pri uporabi manj elementov zzj0 stopnjo integracije.

Na sliki[3.7 prikazujemo deformirane oblike zvezdaste kupole. Kupola je&zebtez obtebamiP = 0
(nedeformirana oblika)? = 0.6 kN (prva kriticna t&ka) in P = 0.35 kN (druga krittna t&€ka). Pomiki
na sliki[3.7 so povéani za faktoR. Zvezdasta kupola se v prvi in drugi kiitii tocki deformira predvsem
v sredinskem delu. V prvi kritini tocki so sredinski elementi v vodoravnem pidgu, potem pa Zae
sila padati (glej tudi graf na sliki 3.4). Najja sila je v drugi krittni tocki, ko pride do uklona sredinskih
elementov. Potem Zae sila spet na&ati, saj z&nejo odpor nuditi stranski elementi.
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Nedeformirana oblika konstrukcije.

Slika 3.7: Deformirane oblike zvezdaste kupole.
Figure 3.7: Deformed shapes of the star-shaped frame.
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4 KRITI CNE TOCKE

4.1 Uvod

Pri analizi konstrukcije je pomembno, da opazujemo njen nelinearen odziv &nleniti in postkritnem
obmaju. Pred porgitvijo se lahko na konstrukciji pojavijo veliki pomiki. Pri takih konstrukcijah

je izguba stabilnosti pogost pojav, stabilnostne analize so zatonldgja pomena. V spgioem lahko
krivulja odziva (obtéba/pomik) konstrukcije zajema stabilno in nestabilno o&mder kriticne take.
Krivulja ni nujno enolEno dol@ena. KritEne ali tudi singularne fike lahko razdelimo v dva sklopa.
Prve so limitne ali prevojne tike. Doldanje teh je laje, saj je v teh tékah krivulja odziva pravokotna

z osjo obtébe. Na krivulji odziva pa se lahko pojavi tudi \iénje oz. bifurkacija krivulje. Od te &ke

naprej obstajata po krivulji dve ali &epoti. Dolazanje teh ték najvekrat izvajamo s pomigo t.i. test-

nih funkcij kriticnih tack. To je bodisi opazovanje predznaka determinante tangentne togostne matrike,
opazovanje minimuma lastnih vrednosti togostne matrike konstrukcije ali minimuma diagonalne matrike
D, ki jo dobimo s faktorizacijo togostne matrike=LDL”". Bifurkacijske t@ke so lahko enostavne ali
veCkratne. Enostavne bifurkacijskette so pri gradbenih konstrukcijah pogoSeejDol@anje takih bi-
furkacijskih tak je zato v literatursirSe obravnavano (glej npr. Fujikake (1985), Fujii in Choong (1992),
Onate in Matias (1996), Wriggers in Simo (1990), Magnusson in Svensson (1998), Planinc in Saje (1999)
in druge). Dol@evanje vékratnih bifurkacijskih t8k je zahtevneja naloga. Zaradi ¥iratnih lastnih
vrednosti tangentne togostne matrike lastni vektor ni €énolidol@&en. V tem primeru je koristno opa-
zovati rang tangentne togostne matrike Ch@tne bifurkacijske ttke v svojih delih obravnavajo med
drugimi tudi Dellnitz in Werner (1989), Fujii s sodelavci (2000), Noguchi in Fujii (2003) in Rezaiee-
Pajand in Vejdani-Noghereiyan (2006). V nalogi se bomo posvetili pnetenostavnim bifurkacijskim
toCkam, saj za obravnavane primeré&kmatne bifurkacijske ttke niso tiptne.

Bolj kot samo dol@anije krittne ta&ke je za nae delo pomembno iskanje nadaljnjih poti, z &@wyanjem
vseh manih razvejanj (Fujikake (1985), Fujii in Ramm (1997), Fujii in Okazawa (1997)). dtgu
koraka stabilnostne analize sta torej klasifikacija &nin tock in formulacija postopka iskanja vej v
obmcaju bifurkacije. Osnova je izin lastnega vektorja matrik€- v kriticni tocki in reSitev bi-
furkacijske enébe.

4.2 Dolacanje kriti Cnih toCk

Eden od manih pristopov za dolgitev kritiCnih tcCk je iskanje ntle determinante globalne tangentne
togostne matrikedet Ko = 0. Ta pristop se pogosto uporablja przanirskem doldanju kritinih
tock. To zvezo je obravnaval Abbott (1978) pri doémju netrivialnih bifurkacijskih ték z uporabo
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linearne konvergentne metode. Dé&dmje krit€nih tatk simetrnih bifurkacij je z ekspanzijsko metodo

je predstavil Magnusson (2001). Kvadiamid konvergentno metodo za doémje néle determinante
tangentne togostne matrike je uporabil Planinc s sodelavci (1998). V nalogi se s hitro konvergentnimi
algoritmi za iskanje krittnih taCk ne ukvarjamo. Za dotlitev kritiChe t@&ke uporabimo pogoj

(4

za metodo iskanja pa uporabimo bisekcijo. Ker smo Sonormulacijo vgradili kontrolo koraka pri
spreminjanju obteno deformacijske poti, lahko algoritem iskanja neposredno &iktjo v metodo Iédne
dolzine. V vsakem koraku metodedoe dokine spremljamo dva kriterija: (i) predznak determinante
tangentne togostne matrike konstrukcijégf: (det Ko)). Ob spremembi predznaka determinante, se
vrnemo korak nazaj. Nato s spremenjenczit@ naslednjega koraka zopet izsmamo predznak deter-
minante za novo ravnatao lego. Datino koraka prilagajamo z bisekcijo. V zadostniZiii nicle je
postopek povsemdinkovit. (i) Spremljamo tudi relativho velikost determinante tangentne togostne ma-
trike. Velikost trenutne determinante tangentne togostne matrike primerjamo z vrednostjo determinante
za z&etno, nedeformirano konstrukcijo. V primeru, da je v trenutnem koraku razmerje med vrednostjo
trenutne in zéetne determinante még odzelene tolerance, postopek ustavimo. S tako kontrolo lahko
zaznamo tudi vékratne bifurkacijske ttke, saj se pri teh determinanta togostne matrike lahko samo
pribliza n&li in ne spremeni nujno predznaka.

4.3 Klasifikacija kriti Cne taCke

Ko smo kriticno ta&ko natagno dol&ili, jo moramo klasificirati. Klasifikacija kriine t&ke je zahteven
problem, o katerem govori veliko avtorjev. Vrsta kitie ta@ke pogojuje tudi nadaljevanje obite
deformacijske poti v postkrithem obmaju in n&in izbire prave poti. Za klasifikacijo krithih tack
uporabimo algoritem, ki sta ga predstavila Fujii in Ramm (1997).

Pri klasifikaciji izhajamo iz metode &me dokine, enébe [3.1) in[(3.4), kjer smo vektor neznamnks) =
[u(s), A(s)] ustrezno parametrizirali s parametrom poti.

V tocki izgube stabilnosti (pojava krithe t@ke) je tangentna matrika sistema ravizoib en&b singu-
larna. Zanima nas vpliv te singularnosti na tangento (ali tangente) nanabteformacijsko krivuljo v
kriti €ni toCki. Izrazimo prvi in drugi odvod ravnokmih en&b po parametru poti:

df _ edu d\

_ 27 2t 4.2

ds ds P ds 0 (4.2)
d2f dK du d*u d\

—_— = _— Ki — - = 0, 4.3

ds? ds ds + ds? pds (4.3)

Naj bou; najmanga lastna vrednost pozitivno definitne matikén ¢, pripadaj@i lastni vektor. Potem
je

Ko = 1194 (4.4)
Ce je determinanta matrik€ enakaD, je najmarga lastna vrednost enaka& i sledi
Ko, = 0in¢pTK=0. (4.5)
Ce enibi (4.3) in [4.8) pomnzimo z leve sp? in updstevamo(4)5), sledi
d\
T
— =0 4.6
P1p ds (4.6)

pdKdu o d2A

¢1E£* 1Pyg = 0. 4.7)
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Prva enéba predstavlja kriterij za klasifikacijo krithe t@&ke. Pogoj[(46) je izpolnjen v dveh primerih
(i) Ce je% = 0 obstaja le ena tangenta na krivuljo. Kgitia t@ka jeprevojna.
(i) Cejeglp = 0in 2 + 0 obstaja v& maznih tangent na krivuljo. Kritina t&ka jebifurkacijska .

Pri klasifikaciji krititne tdke znotraj numetine metode erthe¢? - p = 0 ne moremo povsem zadostiti.
Zaradi numegnega iskanja lastnega vektoea, se pojavi neodstranljiva nuména napaka. Zaradi tega
pogoj za klasifikacijo bifurkacijske tike ¢! - p = 0 nekoliko omilimo:

qbip -p < tol, (4.8)

kjer tol predstavlja velikost tolerance.

4.3.1 Nadaljevanje po kriticni tocki

Ce smo kriténo tatko klasificirali kot prevojno, se vinemo v algoritem metodénie dokine in nadalju-
jemo po obténo deformacijski krivulji. Tangenta je v tem primeru ena sama in je pravokotna na os
obtezbe.

Ce smo kriténo tako klasificirali kot bifurkacijsko, sklepamo, da je za nadaljevanje po krivuljZnilo
veC tangent. V disertaciji se bomo omejili na pogoSéeprimere, kjer sta v krithi tocki mozni dve
tangenti. Zanimata nas smeri obeh tangent.

Pozitivho definitno matrikd< lahko razcepimo kot
K=Y o, (4.9)

kjer je ; lastna vrednost igp; pripadajd@i lastni stolpec. Razcep uporabimo preganju enébe [4.2).
Ker nas zaradi iterativnega3evanja ne zanima velikost ampak le smer tangente, bosewatk sorodno
ena&bo

K% _ (4.10)
ds
Z uporabo razcepa (4.9) in ob ugievanju, da so lastni vektorji ortogonalni, lahksitev [4.10) zagiemo
kot
du 1 T ol'p
— —ob.dlp = R/ 411
T > Micbzd)zp > " b, (4.11)

Kadar postane matrikK singularna, prvlen en&be [4.11) ni doléen. Singularnosti se izognemo z
uporabo stabilizirane tangentne matrike

K* = K+ ap,¢!. (4.12)

Ob tako spremenjeni matriki je sistem €bd4.10) nesingularen. Ritev stabiliziranega sistema oZimo
Zu™:
u' =K lp. (4.13)

ReSitev nadomestnega sistema se od prvotnega razlikuje le po partikulsitai vesmeri lastnega vek-
torja ¢, . Torej lahko ré&itev endébe [4.10) zagiemo v obliki

du

F Sou” + €10, (4.14)
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kjer sta koeficientd,, in ¢; zaenkra&e neznana. Razc%@ iz en&be ) neposredno ddlvelikost

D Ce [4.14) vstavimo || (4]2), sledi

dA
K({ou*+&10,) = P
x_dA
SoKu _dsp
dA
b= (4.15)

Za dolctitev koeficientoy in &; uporabimo drugi odvod ravnadteih en&b po parametru potj (4.7),
pri Eemer upstevamo, da je v bifurkacijski &&i ¢ p = 0.
Torej velja
dK du
réxan o 4.16
1o =0 (4.16)
Odvod tangentne matrike po parametru potidzmr@amo kot

dK du N
Fr 5Ku£ = §poKyu™+&£10Ky @y =E0Ky<+8,0Ky (4.17)
kjer smo soK,- in 6Ky, ozn&ili smerna odvoda v smerea” in ¢»,. Odvodov ne raunamo tano,

temve& uporabimo priblni difereréni endbi

Ky = Si K (1 (1 — 24) + 2au®) — K (u)] (4.18)
1
0Ky, = — (Kt 2,001 —K) = agéf. (4.19)

V en&bo [4.16) vstavimo izraza (4.14) in (4]17):
o1 (00Ku + 10Ky, ) (Egu™ + &1¢91) =0

in uredimo
&1 0Ky - u* + o101 0Ky + &€ 0Ky, u* + E11 0Ky, by = 0. (4.20)

Enatba [4.20) jealgebrajska bifurkacijska enatba, ki jo krajSe zapsemo kot

a&g + béoéy + 61 =0, (4.21)
kjer so
a=¢loKu* (4.22)
b= o] (0Kup, + 0K, u*) (4.23)
c= @1 6Kg, b1 (4.24)

Ce eng&bo ) delimo 53 in uvedemo neznankg = £, /¢, dobimo navadno kvadratno €i® ene
spremenljivke:
an® +bn+c=0. (4.25)
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Iskani smeri nadaljevanja po kiti tocki sta tangenti oblik %7 %) = ((ou* +&,01,&). Smer
tangente uporabimo za&satni korak iz krittne t@ke

_ | Au | | ut &9
ae - [3]-[ 9 poe ) (429
Pritem¢, in &, izberemo tako, da je norma vektorex enakal:
2015012 21 42112 2 _
A = /&3l + €2 |63 + & =1 (4.27)
=& P + &+ = 1. (4.28)
Torej je
==+ ! (4.29)
’ P+ 1+ ] |
1
&1 = +n—= : (4.30)
VP L+ e
Zacetni priblzek za nadaljevanje po kidthi toCki je potem
wfH = uf o ggut + €9 (4.31)

Na razpolago imamo tordjiri smeri po dosgéeni bifurkacijski t@&ki. Prvi dve smeri sledita v pozitivni
0z. negativni smeri primarne krivulje, tretjadetrta manost sta izbira sekundarne bifurkacijske krivulje.

4.3.2 Posebnosti zaradi neaditivnih zasukov

O neaditivnosti rotacij smde govorili. Podobno kot v poglavjih 2.4.5 [in 3.3.4 moramo neaditivnost
popravkov zasukov ugtevati tudi sedaj. Posebnosti moramo $teeati pri enébah [4.1B) in[(4.31).
Izraz(1 —¢,) u + ¢, u* se za rotacijske kdline izr&una po shemi

(1 —&,)9Pe; 9" = Spurr (Rod (£,9%) - Rod ((1 — €,) 1)) . (4.32)
ZacCetni priblZzek prav tako ustrezno priredimo nelinearnosti zasukov:
I+ — Spurr (Rod (£y9" + €,¢,) - Rod (ﬂ[fﬂ)) : (4.33)

Pri tem poudarimo, da lahko za izrgg9* + £, ¢, uporabimo olajno vsoto, saj std* in ¢, elementa
tangentnega prostora, ki pa je linearen vektorski prostor.

4.4 Numericni primeri

UcCinkovitost, nataénost in robustnost izpeljanega algoritma bomo prikazali na nekaj zanimivih nu-
mericnih primerih. Verifikacijo modela bomo izvedli s primerjavositarezultatov (za razine tipe
elementov in velikosti korakov metodetioe dokine) z drugimi avtorji. Obravnavali bomo konstruk-
cije, ki se obnaajo prostorsko. Obravnavali bomo tudi zahtevni&enae oblike, kot so ukrivljeni nosilci

in osno zaviti nosilci. Poudarek je na konstrukcijah, katerih bidedeformacijske krivulje vsebujejo
bifurkacijske t@&ke. V tem poglavju s8e vedno omejimo na linearno-el&sti materialni model.
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4.4.1 Bdna zvrnitev visokega previsnega nosilca

Problem bé@ne zvrnitve visokega previsnega nosilca so obravnatalilni avtorji, glej Argyris (1978b),
Chan (1992), Feng in Pér(1995), Nadler in Rubin (2004), in reference v teh delih. Previsni nosilec
je togo vpet na enem in tkovno obremenjen v prostem ki&ju, geometrijski in materialni podatki
pa so predstavljeni na sliki 4.1. Razmerje n¥&tho in viSino prereza je izredno veliko (glej sliko 4.1).

Precni prerez Vhodni podatki

LA E=1-10"
G=5103
y A=bh=1.0
Jyzl 0
J-=0.125
\/Z Jt—0.5

Slika 4.1: Geometrijski in materialni podatki visokega previsnega nosilca.
Figure 4.1: Geometrical and material data of high cantilever.

Zaradi narave vhodnih podatkov je problem zelo zahteven, saj je nosilec \cpbkniticne ta&ke izredno
deformiran in se v tej legi tudi hipno zasel Rezultate rieega algoritma primerjamo z rezultati, ki jin v
svojih delih podajata Argyris (1978b) in Chan (1992).

Podobno kot Chan (1992), smo nosilec modelirali z desetimi elendetrtiega redd’s. Po dol@itvi
kriticne t&€ke smo za nadaljevanje izbrali sekundarno pot, to je uklon iz ravnine. &stadol@itev

mesta krittne sile nosilca, nam je omogita enostaven prehod iz primarne na sekundarno vejo, ter
nadaljevanje p@eleni postkrittni poti. Poudarimo, da za razliko od Chan-a (1992), kjer je bila za
dolocanje obténo deformacijske poti uporabljena inkrementna sekantna metoda, za uklon iz ravnine
nismo potrebovali motnje v smeri iz ravnine, gajeno pot po bifurkaciji izberemo s pogjo lastnih
vektorjev.

Na sliki[4.2 prikazujemo zvezo med silg; in pomiki iz ravnine vpetega previsnega nosilca, dobljeno z
naso metodo, in vrednosti povzete po Argyris (1978b) in Chan (1992). Primerjaesoklitno ujemanje
rezultatov. Na sliki 4.3 prikazujemo deformirano konstrukcijo za éadiobté&ne faktorje. Opozorimo,

da pomiki na sliki 4.B niso faktorizirani. Tako so razvidne velike deformacije nosilca, v poStieiti
obmdaju pa tudi torzijska rotacija okrog osi nosilca. Element tiga se je izkazal za inkovitega,
natartnega in hitrega saj so za zahtevano natast pri Newtonovi iteraciji v@noma zad&cali le trije
koraki.

Analizo dolcanja krittne ta&ke in postkrittne obténo deformacijske poti opravimo tudi za redie]
mreZe elementov in elementezféga reda. Na sliki 4]4 prikazujemo obte deformacijske poti razino
gostih mre& elementov stopnjé’s in E5. Z n, smo oznaili Stevilo elementov v mig. 1z grafov,
prikazanih na sliki 4}4, lahko razberemo, da je algoritem riznpe za redke mize elementov nizkega
reda. Do opaznega odstopanja pride le priznzelvema elementoma, vendar razlika v vrednostidmii
obteZbe glede na 10 elemento\sjéga reda zr&a le 0.23 %, razlika med najgjgmi pomiki iz ravnine
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Slika 4.2: Zveza med silo in pomiki prostega konca previsnega nosilca.
Figure 4.2: Load deflection path of a free end of a cantilever.

Slika 4.3: Deformiran previsni nosilec za razie obténe faktorje.
Figure 4.3: Deformed shape of the cantilever for different loading factors.
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Slika 4.4: Obténo deformacijske poti za ragzhiostevilo elementov.
Figure 4.4: Load deflection paths for various mesh densities.

paje le 1.2 %. To potrjuje, da so za déémje obténo deformacijskih poti uporabne tudi redsejmree
nasih elementov zmernega reda.

4.4.2 Analiza kolenastega nosilca

Kolenasti nosilec, ki sta ga predstavila Neto in Feng (1999), je kljub ravninski zasnovi izvrsten primer za
testiranje prostorske formulacije. Konstrukcijo predstavlja okuvir, ki je v obeh podpibeakasto vpet,
izpostavljen pa je konzervativni tkovni obt&bi v svoji ravnini. Materialni in geometrijski parametri

YR
24 E
T 120
: Pre¢ni prerez: =3
120 | b h=2
| y<”j ‘h E=72-10
I } v=0.3
l V2 X
- =
z -

Slika 4.5: Kolenasti nosilec pod konservativho die.
Figure 4.5: Right-angle frame under conservative loading.
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pretnega prereza so predstavljeni na $likj 4.5.

Pri obravnavani konstrukciji je razmerje m8itino in viSino pr&nega prereza kdr/h = 1.5. Tako
bomo analizirali postkriine obt&no deformacijske poti, saj vitkost konstrukcije povdraklon kon-
strukcije izven ravnine in s tem velike pomike iz ravnine. Raziskali bomo tudi batest dol@anja poti

za razltne rede elementov in gostote radeoncnih elementov+,; ozna&uje Stevilo uporabljenih ele-
mentov). Zanimala nas je natarost ndega modela tudi pri modeliranju konstrukcije z manj elementi
nizjih redov in konvergenca rezultatov ZSeinjem stopnje in zgdanjem mrée elementov. Zato smo
konstrukcijo modelirali z raztinimi mrezami elementov raztnih stopen.

Najprej primerjamo rezultate za oliteo deformacijske poti iZlanka Neto in Feng (1999) z rezultati,
dobljenimi z n&o formulacijo. Na sliki 4.6 prikazujemo Ba rezultate za deset elementov visokega reda
Ey in §tiri elemente tipas. Po dolitvi izgube stabilnosti konstrukcije smo nadaljevali deformacijsko
pot po osnovni poti in s tem dosegli t.i. ‘ravninsko’ osaaje konstrukcije.

Fy
40000 I
Uy — — — Feng Neto (1999) Uy
30000 Nel =9, Es
""" Nel =4, E3

20000 8
10000 8 \

N N
-10000 . o
-20000

-120 -60 0 60 120

Slika 4.6: Obteno deformacijska pot olitene téke na nosilcu za smeri X in Y.
Figure 4.6: Load deflection path of a loading point. X and Y direction.

Pomiki v Z smeri so torej enaki i Kljub temu, da je bila konstrukcija po Neto in Feng (1999) mod-
elirana z 20 elementi, opazimo dobro ujemanje pomikov&@malementonze v primeru samdtirih
elementov nizkega reda. Razlika med gasieinrego 9 elementov tip&s in redkefo 4 elementov
kvadratnih elemento¥; je zanemarljivo majhnae najvéja je v obm@ju prevojnih t@&k na spodnjem
delu grafa.

Da Se nazornd&e predstavimo vpliv reda itevila uporabljenih elementov formulacije, na sfiki]4.7
prikazujemoSe segment obteo deformacijske poti za spodniji del, kjer je razlika med rezultati za ele-
mente razEnih redov najvéja. Rezultati kaejo, da je formulacija izredno robustna, saj na bbtede-
formacijsko pot ne vplivata bistveno niti majhna gostotaZareiti nzji red elementa. V vseh primerih
smo razbrali kvadratho konvergenco Newtonove metode. Ravantelego smo numeino predpisano
toleranco dol@ili z evklidsko normo stolpca popravkov neznank in desnih strani. Zahtevano toleranco,
ki je bila postavljena na0—#%, smo za korake srednjih doh dosegali v&inoma v treh ozstirih koraki.

Ugotovimo lahko, da so rezultati natam tudi pri vetjih korakih parametra poti. Na sliki 4.8 smo za
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Slika 4.7: Del obtzno deformacijske poti. Primerjava nirin elementov.
Figure 4.7: Part of the load deflection path. Comparisson of various meshes and element types.

konstrukcijo izSestih kvadra@inih elementov prikazali dve oliteo deformacijski krivulji. V prvem
primeru €rna krivulja) smo ravnotae lege dosegli ®tirih korakih. V drugem primeru pa snieleno
Stevilo iteracij povéali na 6 in s tem pov@li dozino koraka (krivulja z rdéim markerjem). 1z rezultatov
na sliki[4.8 lahko razberemo, da scke na obténo deformacijski krivulji dobljene naté&no tudi v
primeru ve&je dokine korakov.

Iy
-4000 \ ‘

-5500

N
/N

-7000 .

——|g=4

-8500 —
X le=6 \%\__x/

-10000

-90 -80 -70 -60 -50 -40

Slika 4.8: Del obténo deformacijske poti. Primerjava za r&mili velikosti korakov.
Figure 4.8: Part of the load deflection path. Comparisson of two different step sizes.
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V prvem delu analize smo izbrali ravninsko vejo postkrigga obnsanja. Po dolGitvi kriti cne t&ke
se lahko odléimo, da iz kritEne t@&ke krenemo po primarni ali po sekundarni veji. Na voljo so torej

Fy
25000
15000
5000
-5000 + Feng Neto (1999)
¢ Nel=06, E3 *
-15000 i
-100 Yy -50 0 50 Ux 100

Slika 4.9: Sekundarna veja obiteo-deformacijske poti kolenastega nosilca.
Figure 4.9: Bifurcation path of the right-angle frame.

Stiri poti, po dve v vsaki smeri. Na sliki 4.9 predstavljamo diie deformacijsko pot, kjer se pri izbiri
poti po dolcitvi prve kriticne ta@ke F,.. odlo€imo za sekundarno vejo (uklon iz ravnine). Prikazujemo
obtezno deformacijski krivulji za pomika v smereh asiin Y. Na sliki[4.9 predstavljamo tudi rezultate,
ki jih za uklon iz ravnine podajata Neto in Feng (1999). Ujemanje @marezultati je zadovoljivo.
Mozen vzrok za odstopanja je, da Neto in Feng (1999) uklon iz ravninezdtse uporabo majhne

Fy

22500 4__L_——_——L—~§\L nel =6, Ex

15000 P B + Neto Feng (1999)

7500 §

OX //
7500 | S
215000
0 25 50 75 uz 100

Slika 4.10: Obt2no deformacijska pot za pomike iz ravnine.
Figure 4.10: Load deflection path for displacements in out-of-plane direction.
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motnje v smeri iz ravnine konstrukcije. Konstrukcija Zetno nepopolnostjo se izkloni v smericegne
sile, medtem ko lahko z 8a formulacijo smer po bifurkaciji izbiramo. Na sliki 4]10 prikazujeS®
obteZno deformacijsko pot za pomike iz ravnine. Po dmse kritiCni tocki (F,.. ~ 16900) se hipno
pojavijo pomiki iz ravnine. Po doZeni drugi prevojni toki sila v obremenjenem vo2iu zopet naréta,
konstrukcija je od tu naprej deformirana podobno kot v primeru primarne poti.

Na sliki[4.1] prikazujemo deformirane lege konstrukcije po primarni in sekundarni veji. Zanimivi so
predvsem pomiki iz ravnine, ki se po ddeai kritiCni sili izredno hitro povéajo. Z v&€anjem sile pa se
postopoma spet zmdagjo.

Primarna pot: Sekundarna pot:

Slika 4.11: Deformirane lege kolenastega nosilca po primarni in sekundarni veji.
Figure 4.11: Deformed shapes of right-angle frame for primary and bifurcation path.

4.4.3 Zviti previsni nosilec

Predstavljena formulacija poleg poljubn&eime ukrivljenosti osi prereza omagotudi z&etne zasuke
prerezov okrog t&stne osi. Taki nosilci s&e posebej zanimivi, saj se v praksi uporabljajo za ¢agli
turbine in vijake. Zaéetna zavitost je odien pokazatelj zmogljivosti k@mih elementov, zato sta tak
nosilec MacNeal in Harder (1985) uvrstila med standardne testne primere. Njun testni primer je bil
pogosto obravnavan, glej npr. Tabarrok s sodelavci (1988), Dutta in White (1992), Ibrahintbegovi
Frey (1993), Madhudsana s sodelavci (1995), Zupan in Saje (208&)\iitni drugi.

Zatetna geometrija je prikazana na sfiki 4.12. En konec je togo vpet, drugi pa prost in zavrten/za kot
glede na prvega. Vmes je potek zasukov okrog osi nosilca linearen. Na sliki 4.12 so prikazani tudi ostali
geometrijski in materialni parametri.

Natartnost deformacijskih kainih elementov za enotske pgre sile na zvitem nosilcu je bila predstavl-
jenaze v Zupan (2003), zato tokrat ne povzemamo bixepo MacNeal in Harder (1985). Ker nas
zanimajo predvsem krithe ta&ke in postkrittno obn&anje, nosilec obremenimo Liwvno obtébo v
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Slika 4.12: Zviti previsni nosilec s @kovo obtegbo na prostem koncu.
Figure 4.12: Twisted beam with point load at the free end.

smeri osi. Analizirali bomo vpliv Z&etne, zavite oblike nosilca na velikost kiitie sile ter postkri€ino
obna&anje nosilca. Ob nespremenjenih materialnih parametrih in geometidmema prereza bomo
obravnavali razino navite nosilce. Vpliv velikosti zasuka na velikost Knite obtébe in postkrittno
obna&anje nosilca bo prikazan za nosilce, ki so zaviti za kote 0, 7 /2, 7, 27, 37, 57, 107, 207, 307.
Nosilec je obremenjen le stkovno obt&bo Fx, ki deluje na njegovem prostem koncu v smeri global-
ne osiX. Zaviti nosilec smo modelirali z rafinim Stevilom elementov tip&s, ki so v predkrittnem
obma:ju dosegali ravnoia stanja viéinoma v dveh Newtonovih iteracijah. V postkétiem obmaju
smo za dosegpelene natainosti ravnoténega stanja \@noma potrebovali tri Newtonove iteracije. V
preglednic[ 4.]L so prikazane normirane uklonske sile za nosilec, ki je predhodno zavit Zaer&nlie

1) v odvisnosti odstevila elementow,,;. Kriticne uklonske sile so normirane glede na Eulerjevo (1744)
analitcno uklonsko silo za raven, nezavit previsni nosilec. Eulerjevo uklonsko sil@idudopo enabi
7T2EIy

L

Fopou = = 1492.6. (4.34)

Manjsa razlika med Eulerjevo uklonsko silo in kéitio silo za raven nosilec (drugi stolpec preglednice
4.1) nastane zaradi konsistentnegadipeanija striga in deformacij na uklonsko nosilnostinalemen-
tov. Normirane uklonske sile predhodno zavitih nosilcev Sjevod rezultatov za kritne sile ravnega
nosilca. Zavitost nosilca okrog svoje osi povzirala je nosilec bolj tog v svogibki smeri. Za nosilec,

Preglednica 4.1: Normirane uklonske sile za predhodno zavite nosilce v odvisnéstividd elementov.
Table 4.1: Normalized buckling loads for twisted beam vs. rotation angle and number of elements.

(0
Nel 0 /2 T 27 3 51 107 207 307

6 0.9998 1.0858 1.3248 1.5943 1.6796 1.7479 1.7987 1.7354 1.8806
10 0.9998 1.0857 1.3247 1.5938 1.6785 1.7451 1.7939 1.8072 1.8278

16 1.0857 1.3247 1.5937 1.6783 1.7447 1.7943 1.8191 1.8272
25 1.5937 1.6783 1.7447 1.7941 1.8189 1.8271
40 1.7941 1.8187 1.8270

50 1.8187 1.8270
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zavit za koty) = 27, se uklonska sila pova za60 % glede na ravnega::e nosilce vékrat zavijemo, se
normirane uklonske silée povéujejo. Natagnost rezultatov normiranih uklonskih sil je predstavljena
nastiri decimalke. Za dosego take nataosti je za manj zavite nosilce (< 2x) potrebnih priblZno

10 elementov. Z&eleno nata@nost v primeru nosilcev z genavoji potrebujemo gostg mree. Osno

zaviti nosilci se od ravninskih razlikujejo tudi po ol&@aju v postkritnem obmaoju. Podobno kot v
primeru ravnih nosilcev je tudi pri zavitih nosilcih prva kéitia t@ka bifurkacijska. Iz te ttke se po
obtezno deformacijski krivulji lahko pomaknemo v smeri primarne stabilne poti 0z. v smeri sekundarne
nestabilne poti. Primarna pot nas tukaj ne zanima. $likg 4.13 prikazuje pomike prostega konca neza-
vitega nosilcaq) = 0) in nosilca, zavitega za razhe kote. Diagrame sila-pomik prikazujemo za velikost
pomika v ravniniy’ Z. Na absciso torej naBamo normo vektorja

|luy, uz|| = \/u%/ + UQZ (4.35)

Na sliki[4.13 prikaemoSe velikosti krittnih sil F¢,. in kot ¢, pod katerim se nosilec ukloni, v odvisnosti

od z&etnega zasuka. V primeru ravnega nosit¢ca< 0) so pomiki obtéenega vozica v postkritthem

stanju le v smeri osY". Raven nosilec se po presmi Eulerjevi kritEni sili (glej preglednic 4]1) ukloni

okrog svojeSibke osi = 0°). V primeru predhodno osno zavitih nosilcev, se po presekriticni

sili F,. nosilec ukloni prostorsko. Smer pomika je odvisna od kota, za katerega smo nosilec predhodno
zavili. Pri nosilcih, ki so zaviti za majhne kote, dominirajo pomiki v snigbke osi ravnega nosilca. Z
navijanjem se kot uklona po dasei kritiCni tocki spreminja. Neposredna relacija med kotom navitja

1 in kotom uklona po kritni tocki ¢ pa ni razvidna. Z navijanjem togost nosilcev r&&e manj zavit
nosilec je bolj podajen od nosilca zavitega z&jeekote. Da bi smer pmih pomikov prikazalge bolj
nazorno, na sliki 4.14 prikazujemo pomike v ravnifi.

Fx
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40
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Slika 4.13: Obt&no deformacijska pot zavitih nosilcev.
Figure 4.13: Load-deflection path at the free end of a twisted beam.

Postkrittno obndanje ravnega in predhodno zavitega nosileabolj nazorno ponazorimo s tridimen-
zionalnim prikazom deformiranih leg konstrukcije (slika 4.15). Slike deformirane konstrukcije so prikazane
za kotey) = 0, /2 in 27. Vidno je, da se ravninski nosilec ukloni zgolj v sméifoke osi (ravninski
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Slika 4.14: Pomiki v ravnint” Z osno obremenjenih zavitih nosilcev.
Figure 4.14: Displacements inZ plane for axially loaded twisted beam.

v =n/2

Slika 4.15: Postkritine deformirane oblike osno obremenjenih zavitih nosilcev.
Figure 4.15: Deformed shapes of twisted beams.

pomiki). Predhodno zavita nosilca) (= /2 in 27) pa se po kritni sili deformirata prostorsko, v
smereh ost in Z.
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4.4.4 Kroznilok

Zvrnitev kraZznega loka sta leta 1975 obravnavala DaDeppo in Schmidt (1975), kasneje pa je primer
obravnavalde mnogo avtorjev. Med njimi so Simo in Vu-Quoc (1986), Ibrahimbeg(®95), Saje s
sodelavci (1995) in drugi. V tem primeru obravnavamozkidok s podatki, povzetimi po viru Kapania

in Li (2003). Konstrukcija je skupaj z geometrijskimi in materialnimi parametri, prikazana né sligi 4.16.

Pre¢ni prerez Vhodni podatki
b E=10
G=F
¥ Z/<7 | h R =100
o ! A =bh =1000
I Jy:Jz =10
V2 Y = 145°

Slika 4.16: B@&na zvrnitev kr@dnega loka.
Figure 4.16: Lateral buckling of circular arch.

Krozni lok je obremenjen s konservativh@&kmvno silo v sredicu razpona. Silo powijemo do krittne
obtezbe. Pri tem opazujemo pomike vada, v katerem deluje obitba. Nosilec smo modelirali z
razlicnim Stevilom elementov radinih stopen;.

Rezultate prikazujemo za n#e Sestih pet-tdkovnih kortnih elementovE;. Najprej prikazujemo
ravninsko analizo krinega loka. Konstrukcijo obravnavamo ravninsko tako, da vtkiili toatkah kon-
strukcije za nadaljevanje oli#ieo deformacijske poti izberemo primarno vejo. Konstrukcija se v tem

Ey
1000
F,=897.29
800
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o Kapania in Li (2003)
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Slika 4.17: Obt&no deformacijska pot za kzai lok.
Figure 4.17: Load deflection path at the midpoint of circular arch.
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primeru ne izkloni iz ravnine. Podobne rezultate ozinek bi lahko dosegli z dodajanjemduh podpor
na kra&znem loku, ki bi prepréevale pomik konstrukcije izven ravnine. Rezultate abtedeformacijske
poti obremenjenega vo&lia prikazuje slikq 4.17. Na istem grafu so prikazani pomiki sredrijkete

smerehX in Y.

Velikost krititne obt&be, na grafu ozriene sF,.,., dolo€imo na pet mest naténoze po nekaj korakih
bisekcije. Einkovitost formulacije v postkriinem obmaju potrjuje ujemanje ob#no deformacijske
poti, dobljene z nso formulacijo, in rezultati, kot jih podajata Kapania in Li (2003).

Se bolj zanimiva je obtao deformacijska pot v primeru, ko se konstrukcija izkloni iz ravnine. V prvi
kriti¢ni tocki gremo v smeri lastnega vektorja, kizeav smeri iz ravnine. Na sliki 4.18 prikazujemo
obteZzno deformacijske krivulje pri uklonu iz ravnine. Pomiki iz ravnine so enagidu kriticne sile
F,, = 244.13, potem pa se hipno pobejo. Sila se pri tem le malo spreminj&ele ko doseemo
maksimalen pomik iz ravnine, Zae obtéba ponovno hitreje nas&ati.
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Slika 4.18: Obt&no deformacijska pot za ktai lok. Sekundarna veja.
Figure 4.18: Load deflection path at the midpoint of circular arch. Bifurcation path.

Velikost kriticne sile prostorskega kinega loka je odvisha od robnih pogojev. Obravnavarikirk

je na enem koncu togo vpet, ha drugem pa podporadtage zasuk okrog globalne a8i Oglejmo si

Se rezultate za kimi lok, kjer druga podpora dopta tudi zasuke okrog 08i. ObteZno deformacijska
krivulja za ta primer je predstavljena na sfiki 4.19, deformirane oblike konstrukcije pa so predstavijene
na sliki[4.20.

Deformirano obliko krdnega loka, s podporo, vrtljivo le okrog a8j prikazujemo na levi strani slike
[4.20. Deformirana konstrukcija je narisana pri reféréh obtébah /' = 0 (nedeformirana konstruk-
cija), F' = 244 (kritiCna sila, pri kateri se konstrukcija izkloni iz ravniné),= 300 (najvetji pomik v

smeri izven ravnine) teF' = 897 (kriticna sila, pri kateri bi se enaka, vendatho podprta konstrukcija
uklonila v ravnini). Na desni strani so prikazane deformirane lege za konstrukcijo s podporo, vrtljivo
okrog osiZ in X. Za ta primer so deformirane lege narisane pri reféménobtebah 7" = 0 (nede-
formirana konstrukcija)F’ = 87 (kritiCna sila, pri kateri se konstrukcija izkloni iz ravnind),= 145
(najvegji pomik v smeri izven ravnine) teF’ = 897 (kritiCna sila, pri kateri bi se sicer bno podprta
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konstrukcija izklonila v ravnini).
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Slika 4.19: Obténo deformacijska pot srednjetke kraznega loka. Desha podpora vrtljiva okrog osi
Xin Z.

Figure 4.19: Load deflection path at the midpoint of circular arch. Allowed rotations in two directions
at one end.

desna podpora nevrtljiva okrog osi X desna podpora vrtljiva okrog osi X
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Slika 4.20: Deformirane oblike za ragtio podprta krdna loka.
Figure 4.20: Deformed shapes of arches with different supports.

1z slik[4.18 in[4.19 razberemo, da je kéitia sila v primeru, da podpora dda zasuke okrog dveh osi,
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manpa od primera, v katerem je zadnja podpora vrtljiva le okrog globalng .ogklonska sila znga le
tretjino uklonske sile krbnega loka, podprtega vrtljivo le okrog osi, pravokotne na ravnino.
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5> DELAMINACIJE

5.1 Uvaod

Razpoke v materialih se zaradi lastnosti materialov, Ziedeformacijskega ob&anja konstrukcij in
tehnol&kih postopkov izvedbe konstrukcij pojavljajo na rémk n&ine. Pri linijskih elementih oldiajno
obravnavamo dve skupini razpok. Prva je razpokanost prereza elementa, kjer lahko smatramo, da se
oslabitev pojavi na dolzeni omejeni ddini prereza. Vpliv take razpoke digjno modeliramo z vzmetmi

na mestu razpoke oz. plastimi ¢lenki. Druga skupina razpok je razpokanost elementa v smeri osi el-
ementa in je v literaturi naj\ékrat omenjena kot delaminiranost, saj razpoka pdiz@zpad elementa

na med seboj iEene lamele. Poznamod&&pov delaminiranosti. Pri materialih, ki so sestavljeni £ ve
tanjih slojev, lahko pride do t.i. uklona tankega filma (‘thin film buckling’), za katerega so izpeljane tudi
analiticni izrazi. éteviloétudij in raziskav nam potrjuje dejstvo, da je prisotnost tankih delaminacij resen
problem v gradbeni praksi. Z n&@njem uporabe polimernih materialov se je gmale zanimanje za
obna&anje elementov z getankimi razpokami. Take razpoke se lahko pojavgv sami tehnologiji
izdelave elementov (pri lepljenju lamele lahko pride do pomanjkanja lepila, pojavijo se lahku zra
mehutki, ...), lahko nastanejo zaradi nezgodne dbeena elementu, z razpoko pa lahko modeliramo
samo lokalno nepravilnost v materialu. V primeru, da je delaminacij&&map¥ine v sredcu prereza
elementa, pa ne pride le do uklona tankega filma, takrat govorimo o globalni izgubi stabilnosti. Takrat
so rezultati za kritne sile najbolj podobni Eulerjevim uklonskim silam. V primeru 8idljplitvih de-
laminacij pa govorimo o lokalnem tipu uklona. Poznamo tudsame tip uklona, kjer se ukloni celoten
element hkrati z lokalnim izklonom lamele, ter siméém uklon, kjer se lameli izklonita vsaka v svojo
smer. Gledestevila razpok lahko I@mo tudi uklon elementa z eno delaminacijo in uklon elementa z
veC delaminacijami (na primer Chai in soavtorji (1981), Simitses s sodelavci (1985), Kardomateas in
Schumueser (1988) in drugi). Zavedati se moramo, da je delaminiranost elementov izredno pomemben
pojav, saj ne vpliva le na nivo krithe uklonske sile, temgetudi na por8ni mehanizem celotne kon-
strukcije. Delaminirani elementi so tudi veliko bolj izpostavljeni ekscéntrobtebi, saj ekscenténost

v kombinaciji z delaminacij@ée dodatno z#ia kriticno uklonsko silo. Ko pridemo do prve uklonske
tocke, je potrebna podrobna analiza. \Ewe primerov je z&etna (prva) krittha sila le indikacija, da je

na konstrukciji prslo do z&etka postkritnega obm@ja, ki ga je potrebnge dodatno raziskati.

Raziskovanje delaminiranosti zasledimo v literali@iv z&etku sedemdesetih let. Takrat se raziskovalci
posvé&ajo predvsem delaminiranosti jeklenih nosilcev (Almond (1970)) in lupin (Kulkarni in Frederic
(1973)). Kasneje se modeliranju razpok posveti agtorjev. Chai s sodelavci (1981) je eden prvih,

ki se ukvarja z delaminiranimi nosilci z eno delaminacijo. Za delaminirane ploskovne elemente razvije
enodimenzionalni model, ki temelji na energiji loma, s katero avtor odkriva ali se razpakRodoben
model kot Chai (1981) uporabi tudi Simitses s sodelavci (1985), ki se os@aatprostoléece nosilce

s tangimi delaminacijami. Simitses s sodelavci (1985) finge vpliv dokine in lege delaminacije na uk-
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lonske sile. Za tem Yin s sodelavci (1986) predstavi preprost model zéatgouklonskih sil nosilcev z
eno delaminacijo. Kardomateas in Schmueser (1988) razvijeta formulacijo, ¥iewpdudi stiini vpliv

na kriticne sile delaminiranih prerezov. S formulacijo, ki temelji na Eulerjevih uklonskih silah, anal-
izirata predvsem materiale, pri katerih je vpliv Gpevanja striga znaten (elemente iz kevlarja, grafita in
steklenih vlaken). Podobno formulacijo predstavi tudi Chen (1991), le da uporabi variacijski princip za
updstevanje striga. Chen (1991) obravnava nosilce z dvema delaminacijama, za katerémeineeril-

tate tudi eksperimentalno podpre. Moradi in Taheri (1999) isti probléitare kvadrafino diferetno
metodo. Vsi ti pristopi sicer u@evajo strig, vendar s korekcijskimi faktorji, osne deformacije niso
upcstevane. Sheinman in Soffer (1989) ptajeta postkrittno obn&anje delaminiranega nosilca z
zatetno nepopolnostjo. Njuno delo temelji na Von Karmanovem kinémeain kriteriju za spremembo
rezima v mejni plasti, ki omogéa upGtevanje zéetnih nepopolnosti in nelinearne geometrije na nelin-
earno obnganje. Omejita se na vitke ravninske nosilce pietai delaminiranosti in zanemarita &tri

vpliv na obn&anje v postkritnem stanju. Obibo nandata na predhodno delaminiran element.

Med prvimi, ki se ukvarjajo s problemom &jegastevila razpok (element z &alelaminacijami), sta Ka-
pania in Wolfe (1989). Njuno delo nadaljujejo mnogi avtorji, med njimi tudi Somers s sodelavci (1991).
Lim in Parson (1993) za analizo nosilcev z dvema delaminacijama uporabita energijsko metodo, pri ka-
teri za iskanje rgitev predpostavita pomike. Kutlu in Chang (1992) izvedeta eksperimeriaidgo
nosilcev iz kompozitnega materiala z dvema delaminacijama. &imj@ nosilcev @unsko analizirata

z metodo kotinih elementov. Podobno z metodo Eaih elementov protujejo nosilce z delaminaci-
jami tudi Hwang in Mao (1999, 2001) in Hwang in Liu (2001). Pri tem opazujejo vpliv delaminacij
na uklonsko obrianje nosilcev. V analizi predpostavijo ekvidistantne delaminacije enakiingdél so

na nosilec postavljene cerino (simetrEno). MsRao s sodelavci (2004a, 2004b, 2004c, 2005a, 2005b,
2006a, 2006b, 2006c, 2007) v svojih objavah analizira delaminirane nosilce iz dveh, tréhsiojes.

Pri tem uporabi Euler-Bernoulli-jevo teorijo nosilcev in predstavi brezdimenzijski parameter efektivhe
vitkosti, ki vpliva na velikost uklonskih sil. Ukvarja se tudi s problemom prekrivanja. Zanirgiudijo
nosilcev z vé& delaminacijami predstavi Lee s sodelavci (2002a), ki primerja vpliv delaminacije na uk-
lonske sile in lastne frekvence delaminiranega nosilca. Za osnovo uporalinkliasorijo.

Analiticne izraze za ttme uklonske sile v literaturi zasledindele nedavno. Shu (1998) predstavirto
uklonsko analizo za nosilce z dvema delaminacijama. Huang in Kardomateas (1998) izpeljeta eksplicitne
end&be za doldanje uklonskih sil z viécentrtnimi delaminacijami. Analitine ré&itve nosilcev z dvema
delaminacijama predstavita tudi Numary in Haddad (2001). V vseh zgoraj omenjenih primerih je bila
uporabljena klagina teorija nosilcev, ki vpliva striga ne Uugteva.

Vsi navedeni modeli so v@noma zelo preprosti. Avtorji za datanje obn&anja delaminiranih elemen-

tov praviloma uporabljajo teorijo prvega ali drugega reda, ter obravnavajo le ravninske nosilcén&lasi
teorije zanemarijo vpliv striga (ali pa ga avtorji ugievajo v poenostavljeni obliki), zanemarjene so tudi
osne deformacije ob izgubi stabilnosti. ©&jno je uporabljen linearen konstitucijski model za material.

To je dodaten razlog za prostorsko formulacijo, ki temelji na modelu, opisanem v pddlavju 3. Tako bomo
lahko, za razliko od ostalih avtorjev, tudi za delaminirane nosilce obravnavali prostorske fenomene, kot
sta b@&na zvrnitev in torzija. Poudariti moramo, da je predlagana formulacija zasnovana na geometrijsko
tocni teoriji. Lamele nosilcev modeliramo zdenimi elementi, za katere veljajo éite osnovne for-
mulacije. N& pristop tako ni omejen na tip razpoke in velja tako za razpoke na&jockot za razpoke,

ki se nahajajo bfie osi nosilca. Obravnavamo lahko kombinacijo &zl nepopolnosti na nosilnost in
obna&anje nosilca. To jée posebej pomembno, sajimajo delaminacije skupaj z geometrijskimi nepopol-
nostmi izrazito neugoden vpliv na nosilnost konstrukcij. Za razliko a@naavtorjev, ki se ukvarjajo

z delaminiranimi nosilci iz linearno elagtiega materiala, lahko préujemo delaminirane nosilce iz
nelinearnega materiala.
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5.2 R&unski model delaminiranega nosilca

Predpostavimo, da je delaminacija altwdelaminacij znanih v Zgetnem stanju in da se razpoke3ngo.
Delaminiran nosilec modeliramo s kémimi elementi, opisanimi v prépjih poglavjih. V tem poglavju
se omejimo na nosilce, kjer so lamele povsefele. Problematiko nelinearnega okaiagja stika med
lamelami obravnavamo kasneje, v poglavju 6. Nosilec@## delaminacijo ali viedelaminacijami
razpade na dele, ki jih of¢mo z mrizami deformacijskih kotnih elementov, predstavljenih v poglavju
[3. Pritem je potrebno pravilno uptevati robne pogoje na &etkih in koncih delaminacij.

Geometrijski model nosilca z dvema delaminacijama je prikazan na[ sliki 5.tetZa referetna os
nosilca je poljubna, delaminacije pa lahko potekajo le vzporedno z réfevemsjo. Ponavadi za ref-
erercno os vzamemo kar 2&tno os celotnih prerezov, ni pa nujno. Pri modeliranju posameznih delov
nismo omejeni $tevilom elementov. Vsak del posebej lahko modeliramo zdaalgostimi mréaami
elementov raztinih stopenj. Zaradi kasrsgga upstevanja konstitucijskih zakonov na stiku med lame-
lami pa je smiselno uporabiti enako goste a@ea vse delaminirane elemente. Omejiti se moramo glede
opisa elementov. Vse elemente ob delaminacijsepio glede na skupno refet@mo os. V té&kah, kjer

se deli stikajo 4 in B na sliki[5.]) je potrebno zagotoviti enakost pomikov in zasukov. To Zkse z
ustrezno gradnjo tangentne togostne matrike konstrukcije. Model delaminiranega nosilca, ki je prikazan
na sliki[5.1,Zze up&teva mdnost v& delaminacij enake dbine L, ki so postavljene pod raziimi

koti glede na lokalne osi prereza. Bnéprerez delaminiranega dela nosilca je lahko sestavljendz ve
zakljucenih poligonov poljubnih oblik. Poudarimo, da so osi delaminiranih elementov (elet&niti

4) vzporedne med sabo in refetam osi nosilca.

Pre¢ni prerez

Slika 5.1: Model nosilca z dvema delaminacijama enakgidel
Figure 5.1: Beam with two equidistant delaminations.

Zaradi pogostosti pojava in obravnave Vv literaturi, vpeljiggoustrezen model za vzdab zamaknjene
delaminacije. Numeg¢no zahtevndj primer delaminacij z zamiki z 5@ formulacijo z lahkoto ogemo.

Na sliki[5.2 prikazujemo nosilec z dvema, vzéab zamaknjenima delaminacijama, ki razdelita nosilec
na sedem delov. Prvi in zadnji del sta nedelaminirana. Osrednje@éma z delaminacijami razpade

na dele, ki so med sabo povezani le v I&&ifi. Na sliki[5.2 smo v projekciji na ravnin& Z z modro

barvo oznaili osi posameznih lamel nosilca. Vendar lamel zaradi robnih pogojev ne opisujemo glede na
teziStno os, temvé glede na skupno referémo os. Ta@ke v krajsCih lamel so poenotene. Gke vzdok

lamel pa so na nivoju konstrukcijedene,Ceprav predstavljajo isto &&o referegne osi, kot prikazuje
slika[5.2.

Shema povezav med elementi in sestavljanje tangentne togostne matrike je za oba modela prikazana na
sliki 5.3. Shemo predstavljamo za najpreprdstpjimer modeliranja, pri katerem je vsak del opisan z
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Slika 5.2: Model nosilca z zamaknjenima delaminacijama.
Figure 5.2: Beam with two overlapping delaminations.

enim samim deformacijskim elementom. Na nivoju konstrukcije so v tem primerus®nelneznanke
pomiki in zasuki v t@ékahT; — Ty pri enakolénih in T} — Ty pri zamaknjenih delaminacijah. Kadar
so deli modelirani z vié elementi se lahko zgodi, da dve robntkbelementa I2gita na istem mestu na
refererni osi. Kadar ti dve toki nista krajgCi delaminacij, ju na nivoju konstrukcije obravnavamo kot
razlicni tocki. Za tatke, ki so krajita delaminacij, pa uporabimo shemo iz s[ikg 5.3.

5.3 Analiticna resSitev uklonskih sil

NajboljSa potrditev natainosti in Einkovitosti numergne metode je primerjava z anditimi rezultati,

Ce seveda le-te poznamo. V tem poglavju tako izpeljemo atwlifostopek doldanja kritcnih sil
delaminiranih nosilcev, kjer pa za razliko od drugih avtorjev uporabimo Reissnerjev model nosilca (glej
poglavje 2) z upétevanjem stéinega vpliva. Omejimo se le na ravninski nosilec konstantnegapga
prereza, katerega osrednji delhzdelaminacijami razpade na — 1 lamel enake ddine (slika/5.4).
Dolzina nosilcaL je tako sestavljena iz treh delo\.; je dokina prvega, nedelaminiranega dela,

(: = 2,...,n + 2) predstavlja ddlino delaminiranega dela ter je enaka za vse delaminacijéjndol
zadnjega nedelaminiranega segmenta je &ama zL,, 3. Debelinai-te lamele je oznéena zd;, njena
relativha vertikalna lega parz. Podpor zaenkrat ne prikazujemo, saj lahko obravhavamdanaztipe
podpiranja, pri vseh pa mora biti prepen osni pomik toke T3 in dovoljen osni pomik toke 7.

Zaradi preglednosti vpelijem&e oznaki:l; za relativno datino delaminacije irl; za relativno datino
prvega nedelaminiranega dela nosilca. Potrebovali bomo tudi pojem vitkosti nosilca, ki ga definiramo

kot
[ A
Ay =Ly —.
Y Jy

Nosilec obremenimo s o osno siloF’, i5temo pa vrednosti, pri katerih pride do izgube stabilnosti.
Ta sila je uklonska sila delaminiranega nosilca.
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Enakolezni delaminaciji Zamaknjeni delaminaciji
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Slika 5.3: Zlaganje togostne matrike pri vzporednih in zaporednih delaminacijah.
Figure 5.3: Tangent stiffness matrix for beam with parallel and overlapping delaminations.

Enabe nosilca smde izpeljali, poenostavimo jih za primer, ko se nosilec deformira le v ravXifj
tezi&na os v referetni legi pa je ravna in & vzdolz osiY. V tem primeru je

[z 4+ ux (x)
rg(2) = 0 (5.1)
uz (z)
[0
Yy (z)=| o(2) |, (5.2)
0

kjer smo zux ozn&ili horizontalne pomike v smeri 0s{, z uz pomike v smeriZ in s ¢ zasuke okrog
osiY.

Enabi (5.7) in [5.2) upétevamo v[(2.49)(2.56), péemer zaradi omejitve na ravnino udevamase
ustrezno obliko zunanijih sil

nxy 0 Sx 0
ng = 0 mg = | my Sy = 0 P,= | Py
ny 0 Sz 0

Po Rodriguesovi formul3) izrazimo ustrezno rotacijsko matriko, ki pripada ravninski rote@iji:

cos 0 sin ¢
R = 0 1 0 . (5.3)
—singp 0 Cos
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L Pre¢ni prerez
Ll Ld L4 b
2)
@ X \l/j; dm, ¢ L F [
ikj: - - - = di @ i Gﬂ d =du+3 @ o < < - :ij::l:: dz d4
: 4\ n+2 ) y= Y |
! 7 \/ 2=Z

Slika 5.4: Model ravnega nosilca z vzporednimi delaminacijami.
Figure 5.4: Straight beam with parallel delaminations.

Vstavljanje poenostavitev v kinemétie enaébe pokae, da so za take primere druga komponenta vek-
torja~y ter prva in tretja komponenta vektong; identicno enaki0. Za nencelne komponente upora-
bimo naslednje oznake

e=v¢(1) 7 =v¢3) r=74(2) .

Podobno iz ravnotaih en&b sledijo le tri nerielne komponente notranjih sil. Zanje uporabimo oznake

Rx= N4(1) Rz=N,(3) M= M,(2)
N= N¢g(l) Q=Ng(3) M= M¢g(2)"

Ob omejitvi na ravnino in z uporabo zgornjih oznak se osnovnélamnaosilca glasijo

1+uy =(1+¢)cosp+ysing (5.4)

uy = —(1+¢)sing + ycos p (5.5)

¢ =K, (5.6)

Rx+nx =0 (5.7)

Ry +nz=0 (5.8)

M —-~1+e)Q+~vN —my =0 (5.9)
N =Rxcosp— Rzsing (5.10)

@ = Rxsinp + Rz cos p. (5.11)

Notranje sileN, @ in M poveemo z deformacijskimi katinami, kot smoze pokazali v engbah
linearno-elastinega materiala (poglavje 2.B.4):

N:E/ (e + 2k ) dA (5.12)

A

Q=GAsy (5.13)

M = E/ z(e+ zk) dA. (5.14)
A

Dodatno se omejimo na ravne nosileg, (z) = 0) brez porazdeljene olitbe ox = 0, ny = 0,
my = 0). Linearizirane enébe smo tudize izpeljali (glej poglavj¢ 2]4). V poenostavljeni obliki za
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ravnino ob upétevanju ravne referéne lege in zgolj tdkovnih obteb pa imajo naslednjo obliko:

Suly —de =0 (5.15)

duly +(1+¢)dp—dy=0 (5.16)

§p' — 6k =0 (5.17)

SRy =0 (5.18)

SR, =0 (5.19)

SM' + Rxdouly — (1+¢)0Rz =0 (5.20)

Cee0e + Cedk —0Rx =0 (5.21)

GAs0y — Rxdp — Rz =0 (5.22)

Cyede + Crdr — 0M = 0. (5.23)

Pri tem so:
Cee = ON _ EA (5.24)
Oe

Cer = ON _ E/ zdA = ES, (5.25)
oK A

Cre = oM _ E/ zdA=ES, =C.y (5.26)
Oe A

Chp = oM _ E/ 22 dA = EJ,. (5.27)
oK A

Opozorimo, da statni moment prerez&, ni enak n¢, Ce os elementa ne sovpada&3$€no osjo celot-
nega nosilca.

Enebe [5.15){(5.20) predstavljajo siste3astih navadnih diferencialnih gita Algebrajske erbe
(5.21){5.2B) so linearizirane konstitucijske &ba prénega prereza. Sistem devetih &éng5.15)-
-) lahko prevedemo na S|stem dveh diferencialniltevijega reda za dve neznarmkix in duy.

Ce uporabimo odvod eiih (5.16) in[(5.2R) in ob tem ustevamo|(5.19), dobimo:

5u’é=[—(1+6) gA}&p—[—(He) C}}A:|5li (5.28)
in
sul®) = [—(1+6) (];A ]5 4 (5.29)

Drugi odvods M izrazimo iz [5.28) in[(5.20) ob ugevanju[(5.19):

SM" = Cde” + Crod” = — Ry oul} (5.30)
Coede” + Crodr” + Rydull = 0. (5.31)

Ko vstavimo [(5.2]1) in[(5.29)  (5.31), dobimo

6ugv)+R7X —(1+¢)+

- sull =0, (5.32)

X
GAs
kjer smo zd ozn&ili

CEECHR - C&HCHS

d=
C€E

(5.33)
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Ker predpostavimo tino osno zunanjo silé’, je Ry negativna kokina. Koeficient pridu?, je torej
pozitiven, zato vpeljemo oznako

k=

Srloeo-gi]

Koeficient & imenujemo uklonski koeficient. Z vpeljavo uklonskega koeficienta dobtlemg5.3R)
obliko

(5.34)

sul™) + k25uly = 0, (5.35)

njeno ré&itev pa zagemo kot
duz () = Asinkx + Bceoskx + Cx + D. (5.36)
Iz prvega odvodd (5.21) z uptevanjem[(5.15) irj (5.18) dobimo
Coeouy + Cerdr’ = 0,
z odvajanjem[(5.28) in uevanjem[(5.18) irj (5.21) pa

Cee Rx
1 X
o | TP G,

uy + du’y = 0.
Ko vstavimo réitev zaju z (endba [5.36)), preoblikujemo pi&jji izraz v navadno diferencialno ez
drugega reda za eno neznardkoy :

RX Can
5 " —
R Ton

Resitev endbe [5.37) je oblike

k(Acoskx — Bsinkx) . (5.37)

RXCan
kdC..

dux () = a+ fz — (Acoskx — Bsinkz). (5.38)

Ob danih predpostavkah smo poiskali sio reitev za deformirano obliko okrog ravne refetae lege.
Dolocajo jo izraza[(5.36) in (5.38). \V (5.B6) ih (5]38) nastopa 6 parametrols, C, D, « in (3, ki jih
doloCajo robni pogoji posameznih elementov. Zaradi Sptisti pristopa je oblika &iev [5.36) in[(5.38)
enaka za vse dele delaminiranega nosfica 1,...,n + 3), parametri4;, B;, C;, D;, a; in 3; pa se
razlikujejo, saj so odvisni od robnih pogojev. Zaradi &@vanja robnih pogojev je smiselno tudi ostale
koligine nosilcady, dRx, 6Rz, M izraziti kot linearno kombinacij@estih parametrovCe nastavka
za resitvi (5.38) in [5.38) vstavimo v erdde [5.15)4(5.23) s preoblikovanjem in zdewanjem izrazov
dobimo:

_ Rx . 1
op = =d (Acoskx — Bsinkx) T2 (5.39)
0Rx = C..[0 (5.40)
0R; = o 50 (5.41)
OM = Cye3 — Rx (Asinkx + Bcoskzx) . (5.42)

ReSitev, izraena z engbami [5.36),[(5.38)] (5.39)-(5.42) jeSitev konsistentno lineariziranega prob-
lema. Linearizirali smo okrog referéne lege nosilca, ki je lahko deformirana, vendar mora biti os
nosilca ravna. Torej smo linearizirali okrog lege, ki d&fauza&etne osne deformacijg kar je usklajeno
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s predpostavljeno centro osno obtebo F. ReSitve za posamezen deto odvisne od osne deformacije
g; in osne sileRx, tega dela v referdimem stanju. Preden zdjemo ré&itve za dele v celoto moramo
najprej ugotoviti razporeditev osnih deformacij in sil v reféheem stanju. Za raven nosilec, izpostavljen
le osni obtébi, lahko enabo [5.4) zagemo kot

Uy =¢ (5.43)
ux (z) = ux (0) 4 ex. (5.44)

Zacetni osni pomiki v tdkahTs in T3 morajo biti enaki, zato je
ux,1 (L1) = ux,i(0)

ux,i (Lg) = ux,n+3(0).

Po[5.44 pa sledi
ux.1 (Ll) + EiLd = UX,n_i_g(O).
Torej so osne deformacije vseh lamel enake

ea=¢ci=¢5 4,j€{2,...,n+2}, (5.45)

kjer smo zz; ozn&ili osno deformacijo lamel. V ttkahTs in T5 zapSemoSe ravnoténa pogoja za osne
sile
n+2
Z Rx;= Rx (5.46)
1=2

n+2
Z Rx ;= Rx nt3. (5.47)
i—2

Zaraven, osno obremenjen nosilec so osne sile produkt osne togosti in deformacije

RXJ‘ =FAe;, zai=1,...,n+3. (5.48)
Z vstavljanjem|[(5.48) [ (5.46)=(5.47) in upevanjem[(5.45) dobimo

n+2

Z EAiEd = EA1€1

i=2

n+2

Z FEAigq = EAni38ny3.

=2

n+2

Predpostavili smo konstanten pre prerez, zato j& " A; = A; = A,43 = A in sledi enakost osnih
deformacij po celotni ddiini

e=¢; =konst.,, zai=1,...,n+ 3. (5.49)

Ker so osne deformacije za®arimer konstantne, sedaj zlahka ugotovimo, kako se delijo osne sile po
lamelah. 1z[(5.48) sledi
RX,Z' =FAge, zai=1,...,n+3. (5.50)
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Ravnoténi pogoj na desnem robu je enak

Rxny3+F =0, (5.51)
zato je
F
= ——. 5.52
€=—%7 (5.52)
Potem ko osno deformacijo vstavimo v izragze (5.50), dobimo
A;
RX’i:_ZF’ zai=2,....,n+2, (5.53)
Rx1=—F. (5.54)

Po prtakovanju so osne sile v lamelah v refdiram stanju sorazmerne dalepldCine pré&nih prere-
zov lamel glede na celotno @tino prereza.

Robne pogoje: + 3 delov delaminiranega nosilca razdelimo na dva sklopa: Robne pogoje na obeh
koncih, kjer up&tevamo raztine podpore, in pogoje ob koncu delaminacij, kjer &tpgamo zveznost
pomikov in ravnotgéje notranjih sil.

Na koncih delaminiranega deld@% in T3) morajo linearizirane &tve zadostiti enakosti pomikov in
ravnot&nim pogojem za notranje sile v obeh diskretnitkiah:

5UX,1 (Ll) :(5UX71‘ (0), zaz’:2,...7n+2 (555)
(5u271 (Ll) = (SUZJ‘ (0), zat=2,...,n+2 (556)
0oy (L1) =0p;(0), zai=2,...,n+2 (5.57)
n+2
dRx 1 (L1) = Z dRx; (0) (5.58)
i=2
n+2
0Rz1 (L1) = 0Rz;(0) (5.59)
i=2
n+2
SMy (L1) = 6M; (0) (5.60)
i=2
n—+2
> 6Rx,i (La) = 6Rx ny3(0) (5.61)
i=2
n+2
> Rz (La) = 6Rzpn13(0) (5.62)
i=2
n+2
> " 6M; (L) = 6Mp 3 (0) (5.63)
i=2
(5UX71' (Ld) = 5UX,n+3 (0) , zat=2,...,n+2 (5.64)
duz;(Lg) = 0uznt3(0), zai=2,...,n+2 (5.65)
dp; (La) =00, 43(0), zai=2,...,n+2. (5.66)

Obravnavajmae pogoje v robnih ttkahT; in T} (glej sliko[5.5). Linearizacija robnih pogojev v smeri
osi nosilca je oblike:
dux1(0) =0 (5.67)
6Rx n+3 (Lnts) = 0. (5.68)
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En&bi (5.67) in [5.68) veljata za vse tipe podpiranja. Preostalénga predstavimo za vsak tip
podpiranja posebe;j:

(a) konzolno vpeti nosilec

6uz1(0) =0, 6p1(0) =0, O0Rzn+3(Lnts) =0, 6Mpis(Lnts)=0. (5.69)
(b) prostoleete vpeti nosilec

duz1(0) =0, Odugni3(Lnts) =0, O0M;i(0)=0, O6My43(Lnss)=0. (5.70)
(c) togo vpeti na eni in vrtljivo vpeti na drugi strani

duz1(0) =0, 0p(0)=0, Ouznts(Lnts) =0, Myyz(Lnts)=0. (5.71)
(d) obojestransko vpeti nosilec

duz1(0) =0, 6p1(0) =0, Oduznys(Lny3) =0, dp,i3(Lnys)=0. (5.72)

Zli Fx 2>o _A_ Fx Zli _A_ Fx a :lleFX

konzolno vpetje prostolezece vpetje togo/vrtljivo vpetje obojestransko vpetje

Slika 5.5: Razltni tipi podpiranja delaminiranega nosilca.
Figure 5.5: Supporting types of delaminated beam.

Za dolcitev koeficientovw,, 5;, A;, B;, C;in D; (i = 1,...,n + 3) moramo torej r&iti 6n en&b
za zveznost pomikow ravnotenih en&b in 6 robnih pogojev. Dobimo torej sistef(n + 3), ki ga
formalno lahko zagiemo kot:

Ka =0, (5.73)

kier K predstavlja matrik@(n + 3) x 6(n + 3) koeficientov ina vektor 6(n + 3) neznank. $emo
tisto vrednost silg”, pri kateri ima sisten] (5.73) netrivialno3iéeva # 0. Sistem homogenih linearnih
end&b (5.73) ima netrivialne Btve natanko tedaj, ko je enakerdeterminanta sisteméet K = 0.
Analiticni izrazi za determinanto so prezapleteni, zato determinant@almlo numeino neposredno iz
analiticno dobljene matrikds .

5.4 Numericni primeri

V tem poglavju bomo prikazali naténost in &inkovitost predstavljene numérie metode. Numeaine
rezultate bomo primerjali z rezultati drugih avtorjev in z lastnimi ar@aitni reSitvami. Opazovali
bomo tako stabilno kot tudi postkiitho obn&anje delaminiranih nosilcev. Pri tem bomo opozorili na
problematiko modela, kjer lahko pride do prekrivanja lamel. Fava je karakteristna za vse klagne
modele. N&o reitev predstavimo v poglavju 6, tukaj pa se s tem zaerkeate ukvarjamo. Poleg
tega se zaradi primerjav omejimo na delaminirane nosilce iz linearnoéglidfistnaterialov. Posebej
prikazujemo vpliv razmerja med ela&tim in striznim modulom na obr&anje delaminiranih nosilcev in
izpostavimo vpliv striznih deformacij na uklonske sile.
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5.4.1 Primerjava z analiticnimi reSitvami

Zaradi primerjave z &@tvami klas€nih teorij in n&o lastno po Reissnerjevi teoriji nosilcev se ome-
jimo na ravninski model delaminiranega nosilca zlelaminacijami enakih dbin (slika[5.4, poglavje
[6.2). Omejimo se na prostdiete podprti ravni nosilec pod @i@o osno silo. N&e numesne rezul-

tate uklonskih sil bomo primerjali z rezultati, dobljenimi s kiasimi teorijami delaminiranih stebrov:
Simitses s sodelavci (1985), Lim in Parson (1993), ter z lastnimi agrilii reSitvami, ki so v skladu

z numerEnim modelom (glej poglavje 5.3). V vseh primerih primerjamo normirano uklonsko silo, ki je
definirana kot razmerje med kigtio silo delaminiranega stebra in standardno Eulerjevo uklonsko silo
F,,/F.,. Eulerjevo uklonsko silo za nedelaminiran nosilec &naamo z enbo

EJ,r?
Feu - LZ/Q )
u

(5.74)

kjer L,, predstavlja uklonsko ddino elementa. Opozorimo, da klése teorije delaminiranih stebrov ne
updstevajo povezanega vpliva osnih in tih deformacij. Primerljive rezultate lahko torej dobimo le z
dolo€enimi poenostavitvami v S@m modelu. Tako z 8&an modelom obravnavamo tudi gmio in osno
tog material G = oo ine = 0).

Prvi ratunski primer predstavlja prost@&i nosilec z eno vzdédho simetriEno delaminacijastirih ra-

zlicnih relativnih dokin /4, ki je postavljena na relativni Sini r; = 0.4. Privzeti so bili naslednji
geometrijski parametri: ginad; = 0.3 m, Sirinab = 0.4 m in doinaL = 3.0 m. Vitkost nosilca znsa

Ay = L\/A]J, = 34.64, za elasttni modul pa smo privzeli vrednog = 3 - 107 N/m?. Strizni modul

je v poenostavljenih primerity = oo, v ostalih primerih pa je stthi modulG = E/6. V preglednici

5.1 predstavljamo analithe reitve kriticnih uklonskih sil za delaminiran nosilec brez ggevanja osnih
deformacij, z upstevanjem osnih deformaci=(= o) ter z up&tevanjem striga{ = E/6). Eulerjeva
uklonska sila za riaprimer zn&aF,,, = 29.609 kN.

Numertne réitve so bile izraunane z elementi tip&’s. Uporabili smo po en element za vsak del
nosilca, kar pomeni skupdjelemente. Za primerjavo pa prikazujemo tudi rezultat za gist®jr&o s
po dvema elementoma na vsakem delu (sk8pdgmentov).

V poenostavljenem primeru, ko je zanemarjen vpliv striga in osnih deformacij, lahko opazimo popolno
ujemanije néih rezultatov s klagnimi teorijami delaminacij. Upgtevanje osnih deformacij ob zanemar-

itvi striga (G = o) kaze, da so klagni rezultati konzervativni. Ko pa v analizi upi@vamo sténe ma-
terialne karakteristike, tiphe za kompozitne materiale, opazimo, da je relativha uklonska sila bistveno
manpa kot po klagsinih teorijah. Vpliv je najvéji pri krajsih delaminacijah.

NaSa numegna formulacija konsistentno ugieva vpliv osnih deformacij, zato pekovano opazimo
manpa odstopanja med $igvami drugih avtorjev in r&mi analittnimi in numerénimi rezultati. Ob
ustreznem upitevanju osnih deformacij pa seSnanaliténi rezultati povsem ujemajo z numémimi ze
za redko mréo kortnih elementov. To velja tako za ¢mo tog material @ = ~o), kot tudi realneje
vrednosti stiznega modula. MaBa odstopanja med numé&mimi in analittnimi rezultati opazimo le
pri daljSih delaminacijah in uporabi redisgj mree. Ce uporabimo gost&p mreo (po 2 elementa), se
rezultati povsem ujemajo z anaditiimi.

Tudi za delaminirane nosilce dvema delaminacijama lahko najdemo rezultate po Kasteoriji. V
preglednici 5.2 predstavljamo primerjavo med anatitmi in numerénimi reSitvami za uklonske sile po
Lim in Parson (1993), ami analittnimi rezultati z upsétevanjem striga in osnih deformacij inSai
numertno dobljenimi rezultati. Analiziran je obojestransko vpeti nosilec, geometrijski in materialni
parametri pa so enaki kot v primeru nosilca z eno delaminacijo.
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Preglednica 5.1: Normirane uklonske sile prostetega nosilca z eno delaminacijo.
Table 5.1: Normalized buckling loads of a simply supported beam with one delamination.

Limin Limin  Simitses
lg Parson Parson S Anali-  Anali- Anali- Num. Num. Num.
(1993) - (1993) - sodelavci dna ttna ttna lel. lel 2el
en. met. Abaqus  (1985) poen.G=o0 G=E/6 G=oc0 G=E/6 G=E/6
0.2 0.9997 0.9997 0.9997  0.9997 1.0081 0.9534 1.0081 0.9534 0.9534
0.4 0.9902 0.9902 0.9902  0.9902 0.9984 0.9447 0.9984 0.9447 0.9447
0.6 0.9198 0.9197 0.9198  0.9198 0.9269 0.8803 0.9268 0.8802 0.8803
0.8 0.7264 0.7264 0.7264  0.7264 0.7308 0.7013 0.7301 0.7007 0.7013

Preglednica 5.2: Normirane uklonske sile obojestransko vpetega nosilca z dvema delaminacijama.
Table 5.2: Normalized buckling loads of a clamped beam with two delaminations.

Limin  Limin
lg Parson Parson

(1993) - (1993)- Analit. Analit. Analit. Num. Num.

en. met. Abaqus poen.G=00 G=FE/6 G=00 G=FE/6
0.2 0.8939 0.8940 0.8938 0.8945  0.8894  0.8946  0.8894
0.4 0.5054 0.5056 0.5054 0.5058 0.5037 0.5041 0.5027
0.6 0.2374 0.2375 0.2374 0.2375  0.2371  0.2363  0.2360
0.8 0.1374 0.1375 0.1374 0.1374 0.1373 0.1367 0.1366

Primerjava rezultatov uklonskih krinih sil ponovno potrdi tthost n&e numeiine formulacije. Krittne

sile po numegnem modelu se od ana#tiih rezultatov nosilca z delaminacijamgjih relativnih dokin
razlikujejoSele naCetrtem decimalnem mestu. M&ejodstopanje med rezultati, ki jih podajata Lim in
Parson (1993) lahko pri&mo dvema vplivoma. Prvi je konsistentno &@wanje osnih deformacij, ki ga

v svoji formulaciji avtorja ne zajameta. Drugi razlog za n&@npdstopanje pa je pomanjkanje podatkov.
V literaturi niso podani vsi geometrijski in materialni vhodni podatki. Podani so le rezultati normiranih
uklonskih sil in pozicije ter ddine delaminacij. N&e analize pa kzjo, da za raziine vitkosti nosilcev
lahko dobimo marja odstopanja med normiranimi uklonskimi silami.

5.4.2 Vpliv dolzine in lege delaminacije; ena delaminacija

V tem primeru prikazujemo vpliv dalne in lege delaminacije pri nosilcu z eno delaminacijo. Pri tem
se v ndem modelu, tako analithem kot numetinem, ni potrebno omejiti glede debeline lamel. Zaradi
moznosti primerjav numegnih rezultatov z analitinimi se omejimo na ravninski model (slika p.4).
Poleg same lege delaminacije prikazujemo tudi vpliv striga, ki je lahko bistven za kompozitne materiale,
kjer je razmerje med elastiim in strznim modulom precej \@e kot pri klas€nim materialih.

Obravnavali bomo prostateci in nevrtljivo vpeti ravni nosilec z vitkostjo,, = 45. Privzeti elastni
modul jeE = 3-107 N/m?. Steber je vzddno simetréno delaminiran z eno samo delaminacijo rézil
relativnih dokin [, in razlicnih pr&nih legrs. Relativna vertikalna lega delaminacije tudi neposredno
dolota debelino posamezne lamele sredinskih elementov stebra.
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Slika 5.6: Normirane uklonske sile za (a) proska#@ in (b) nevrtljivo vpeti nosilec z eno delaminacijo

v odvisnosti od relativhe doine delaminacijé;.

Figure 5.6: Normalized buckling loads for simply supported beam (a) and clamped beam (b) with one
delamination vs. relative delamination height

Rezultati na sliki 5.6 prikazujejo normirane uklonske sile za dvagaalstrzna modula (sténi modul za
nestisljiv material ter stzini modul za kompozitni material). Z ¢anjem datine delaminacijé; normi-
rana uklonska sil&, / F.,, pada. Kra§e delaminacije s péao lego blte osi nosilcal(.3 < 2 < 0.5)

ne vplivajo bistveno na uklonsko silo. Nasprotno lahko trdimo za delaminacije, ki se nahaggo bl
robu (2 < 0.3). V tem primeru je opazen znaten padec normirane uklonskesileri delaminaci-
jah krage relativne ddiine. Da bi prikazali vpliv striga na uklonsko ol&@mje, so poleg rezultatov
strizno nestisljivega materiala (ozteni grafi) prikazange rezultati, pri katerih je bil u@evan stini
modaul, tip€en za kompozitni materiak(tkani grafi). Kvalitativno uklonsko obsanje nosilca iz stzno
nestisljivega materiala je podobno oBaaju nosilca iz kompozitnega materiala, vendar je opazno veliko
kvantitativno razhajanje v rezultatin. Normirana uklonska sila je olstgwanju striga znatno maa.
Razlika med normiranimi uklonskimi silami je ¥ja za kratke delaminacije ter delaminacije, ki se naha-
jajo blize referefini osi stebra.

“lokalni”” uklon “mesani” uklon “globalni”” uklon
r, =0.2,1,=0.8 ry, =02,1,=04 ry =0.2,1;,=0.2
(a) (b) (c)

Slika 5.7: Uklonske oblike prostateCega stebra z eno delaminacije,= 0.2.
Figure 5.7: Buckling modes of a simply supported beam with one delaminatien.2.
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Dolzinain relativna préna lega delaminacije ndoo vplivata tudi na uklonsko obliko nosilca, kot prikazuje
slika[5.7. Za dolge tanke lamele (a) je Zitan lokalni uklon lamel, za kratke iEokate lamele je zriden
globalni uklon (c) (v tem primeru je uklonska sila podobna uklonski sili nedelaminiranega nosilca),
obiCajno pa na uklonsko obliko vplivata lokalni in globalni uklon, pojavi se t.i. Same uklon (slika
[5.1b). Poudarim&e, da dobimo povsem enake rezultate tako z aéraditkot z numeino metodo.

5.4.3 Vpliv Stevila delaminacij

Kot referertni model za doldanje vplivastevila delaminacij ha uklonsko silo smo izbrali raven, osno
obremenjen nosilec z naslednjimi materialnimi in geometrijskimi karakteristik&m 3 - 107 N/m?,

G = E/6, A\, = 32. Obravnavali smo steber, ki ima raaio Stevilo delaminacij¢ = 1,...,5) z
razlicnimi relativnimi dokinami (4, = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8). VzdolZzna lega delaminacij je simetna, rela-
tivne pre&ne lege delaminacij pa so izbrane tako, da so vse lamele enakih debelin.

Na sliki[5.8 prikazujemo odvisnost normiranih uklonskih sil odzileé delaminacij za radino Stevilo
delaminacij. Iz slikg 5]8 je razvidno, da normirana uklonska sila z&argem3tevila delaminacij
pada. Ta pojav je najizrazi®jpri delaminacijah Vv&ih relativnih dokin. Normirana uklonska sila
prostol@etega stebra z eno delaminacijo Ziok I; = 0.6 je 60% ve&ja od normirane uklonske sile
enakega stebra z dvema delaminacijama.

FC{/Feu FC’/’:{F(EU

0.8 0.8
—
0.6 0.6 -
0.4 04
0.2 0.2

02 O
0.4
0.6
6, 08 Iy

Slika 5.8: Normirane uklonske sile v odvisnosti od4pné delaminacijé; in Stevila delaminacii.
Figure 5.8: Normalized buckling load vs. length of delaminatjpand number of delaminations
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Pojav strmega padanja normirane uklonske sile Gamgmstevila delaminacij je zri@dlen za srednje
dolge in dolge razpoke. V primeru nevrtljivo vpetega stebra se pri delaminacijah srednijih relativnih
dolzin hitrost padanja uklonske sile ugssni. Ponovno lahko poudarimo, da dobimo rezultate enake
tako pri numergnem, kot pri analitnem postopku.

Stevilo delaminacij pomembno vpliva tudi na uklonske oblike nosilca. Nekajitmita primerov je
prikazanih na slikj 5)9, kjer prikazujemo uklonske oblike prostetega nosilca z dvema delaminaci-
jama. Razvidna je razlika med vzdab simetrgnima in asimetinima delaminacijama. Asimegriost
delaminacije ofiemo kot razmerje med doho prvega (nedelaminiranega) dela nosilca za siGestri
primer in asimet&en primer {, /). Se posebno so zanimive oblike nosilcev z delaminacijami srednjih
dolzin. V dolatenem obm@u dokin delaminacije (okoli; = 0.5) je uklonska oblika podobnérki ‘S’
Vzdolzna lega delaminacije ima znaten vpliv na velikost &Eng sile in uklonsko obliko. Vzdaha eks-
centrtnost vpliva na zrianje uklonske nosilnosti najbolj v primeru delaminacij srednjitziol VVpliv
ekscentgnosti na uklonsko obliko je posebej razviden pri nosilcu z&atjelaminacijol; = 0.8).
Nosilec s simetino delaminacijo se ukloni v eni smeri, medtem ko se enak nosilec z asintette-
laminacijo, ukloni v oblikicrke ‘S’. Pojav uklona v oblikErke ‘S’ je nasploh zn&len za nosilce z v
delaminacijami.

l/ ls=1.00

Fo [Fey=0.953 Foy [Fey=0.714 For [ Fey=0.464
I/ ls=0.33

F, [ Foy=0.896 By [Feu=0.571 For [ Feui=0.429

e

Slika 5.9: Uklonske oblike in normirane uklonske sile prostele podprtih stebrov z dvema delami-
nacijama raztnih relativnih dokin.

Figure 5.9: Buckling shapes and normalized buckling loads of a simply supported beam with two
delaminations of different relative lengths.

5.4.4 Postkriticno obnaanje prostoleetega delaminiranega stebra

Predstavljena analitha metoda je omejena na doikev kriticne sile, postkriinega obnsanja tako ne
moremo zajeti. Po drugi strani pasmnumena metoda nima teh omejitev. Z nunie® metodo
izraCunamo postkritino obn&anje delaminiranih nosilcev, povzetih po Sheinmann in Soffer (1989).

Geometrija nosilca je predstavljena na giki 5.10. Nosilci so delaminirani z eno delaminacijo in so pros-
tolezete podprti. Obtbo predstavlja ttkovna tl&na sila v smeri osi elementa. Geometrijski in mate-
rialni podatki so: datina nosilcalL = 4.0 m, Sirina prereza = 0.04 m, viSina nosilcah = 0.08 m,
debelina zgornje lamele j&4 = 0.01 m, elasténi modul £ = 2.1 - 10' N/m? in Poissonov kolnik

v = 0.3. V vseh obravnavanih primerih je bila relativna ok delaminacijé; = L;/L = 0.375. Po
dolzini je bila delaminacija postavljena simé&mp (L; = Ly).
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Slika 5.10: Model delaminiranega nosilca.
Figure 5.10: Model of a delaminated beam.

Opazovali smo pomike referénih tack na nosilcu, ozrigenih zA, B in C (slika[5.10). TékaC' pred-
stavlja t&isCe prereza na stiku med lamelama in desnim koncem nosil&ki Foin B lezita v teZisCih

precnih prerezov obeh lamel na sredini razpona. Sheinmann in Soffer (1989) sta postkaitializo
opravila z up&tevanjem raziinih z&etnih nepopolnosti. Z&tno nepopolnost sta modelirala £emo

ukrivljenostjo nosilca oblike
uz (x) = a;h sin(ﬂ—;). (5.75)

Za parameteti; sta obravnavala tri nimosti

a1 = 0.001, (5.76)
as = —0.00125, (5.77)
az = —0.0625. (5.78)

ZaCetne nepopolnosti povzamemo tudi e numednem modelu, kjer smo uporabili skupgd el-
ementov tipaF,. Na sliki[5.1] prikazujemo primerjavo rezultatov za = 0.001. Nosilec, ki je na
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Slika 5.11: Obt&no deformacijska postkriha pot karakteristnih tack na delaminiranem nosilcu.
Figure 5.11: Load deflection paths of characteristic points of delaminated beam.
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zaetku rahlo ukrivljen v pozitivni vertikalni smeri se po ddsei kritiCni sili izkloni v smeri nepopol-
nosti. Grafi, ki jih v svojemclanku podajata Sheinman in Sofer (1989) in grafi, dobljenimi Zona
numertno formulacijo, se popolnoma ujemajo v stabilnem in postiaé&m obmaoju.

Na slikai{ 5.1P i 5.93 predstavljamo rezultate vertikalnih pomikov karakiaribttatk v odvisnosti od
relativnega obtenega faktorjase za primer, ko je Z&tna nepopolnost v negativni smeri vertikalne osi
az = —0.00125 in ag = —0.00625.

FZ/FCT A B C
0.8

—

0.6 8

—E4

0.4
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0.2 .
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Slika 5.12: Obt2no deformacijska pot karakteri&tih tack za drugi tip nepopolnosti.
Figure 5.12: Load deflection paths for the second type of initial imperfection.
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Slika 5.13: Obt2no deformacijska pot karakterigtih tack za tretji tip nepopolnosti.
Figure 5.13: Load deflection paths for the third type of initial imperfection.
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Iz obeh slik lahko ponovno razberemo dobro ujemanje dobljenih pomikoguireaih z naimi elementi

tipa Eg, in pomiki, ki jih podajata Sheinman in Soffer (1989). Zanimivo je dtarge delaminiranega
stebra v primeru magg in v&je z&etne nepopolnosti v negativni nagpi smeri. Dokler je velikost
nepopolnosti relativno majhnay{ = —0.00125), se nosilec po dogeni kriticni sili ukloni v nasprotni
smeri, kot smo dodali Zztno nepopolnost. Vzrok je seveda v relativni legi delaminacije. V primeru
veCje z&etne nepopolnostiug = —0.0625) pa 0 pojavu uklona ne moremo govoriti. Pomiki v tem
primeru monotono naggajo v z&etni (negativni) smeri. Opozorimo, da so rezultati za pomiké td

in B nerealni, saj pride do prekrivanja lamel. Zaradi primerjave s Sheinman in Soffer (1989) smo tudi v
nasem modelu uporabili lameli brez medsebojnih vezi.

5.4.5 Delaminirani krozni lok

V tem primeru obravnavamo vpliv delaminacij na kiite uklonske sile kimega vpetega loka in nje-
govo postkrittno obn&anje. Preiskali bomo vpliv lege in velikosti delaminacije na loku. Seveda se pri
numertni metodi ni potrebno omejiti na osne sile kot pri @rgjh primerih. Tako sedaj obravnavamo
krozni lok z ekscentiino vertikalno obteébo.

delaminacija
La

Slika 5.14: Krani lok z za&etno delaminacijo.
Figure 5.14: Arch with initial delamination.

KroZni lok s polmeromR = 25250 in sredstnim kotom¢ = 22.84 je na obeh koncih podprt nepotnio
vrtljivo (slika[5.14). Ostale geometrijske in materialne podatke vzamemo enake kot v pdglavju 3.4.1:
visina lokaH = 500, razpon lokal = 10%, viSina pré&nega prerezad = /1.2 - 10°, irina pré&nega
prerezab = 10%/v/1.2 - 105, plo&ina pré&€nega prerezal = 10%, vztrajnostni moment/, = 108,
elasttni modul E = 200. Sila F' deluje v vertikalni smeri, njeno prijematie pa je premaknjeno za
e = 1/50 sreditnega kota. Delaminacija dohe L, poteka vzdat osi loka na razéini relativni odd-
aljenosti od levega krajta L, (glej sliko[5.14). Relativna délnal,; ima enak pomen kot v pré&jjih
poglavjih (; = Lg4/L), relativha lega pa dolia pozicijo delaminacije na nosilcly (= L,/L) Obrav-
navali bomo dve minosti: delaminacijo ddinel; = 12/50 kroZznega loka in delaminacijo ddhe
lqg = 24/50 kroznega loka. V obeh primerih razdeli delaminacijagore prereze po Sini na dva enaka
dela. Rezultate primerjamo z nedelaminiranimaion lokom. Kra@ni lok smo modelirali $0 elementi
nizjega redaks, ki dajejo rezultate povsem zadovoljivo natansti (glej poglavjé 3.4]1).

Obravnavamo dve razhi relativni legi delaminacije. Pri prvi{ = 12/50) je delaminacija levo od
prijemali&Ca sile, pri drugi {; = 1/2) pa je delaminacija desno od krone loka. Na .15 predstavl-
jamo obt&no-deformacijsko krivuljo za krap delaminacijo ddinel; = 12/50 za dve razlni legi
delaminacije 4 = 12/50 in [; = 1/2). 1z grafa na slik] 5.15 opazimo, da Zekritna uklonska sila v
primeru delaminacije pribtino75 % kriticne uklonske sile za nedelaminiran knblok. Delaminacija na
levi (I; = 12/50) je manj neugodna, vendar pa povsem spremeni&inja konstrukcije v postkrinem
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obmdju. V primeru delaminacije desno odctmvne obtébe (; = 1/2) konstrukcija v postkritnem
obmaju obtezno deformacijske poBe vedno ofie podobno pot kot nedelaminirana. Pri tem zaznamo
4 prevojne krittne ta&ke. V primeru delaminacije na levi pa na ahte deformacijsko poti dofmo le

dve prevojni krittni tocki.

Fy
12 ————————————— T nedelaminiran
N 1=12/50
9 _——
h=1/2
6 _
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0
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34
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Slika 5.15: Obteno deformacijska krivulja loka, delaminacije ob kroni loka.
Figure 5.15: Load deflection path of the arch, delamination at the middle.

Grafi na sliki[5.16 predstavljajo vertikalne pomike krone loka za delaminacije enake relativzieedol
lqg = 12/50, le da sta tokrat delaminaciji postavljeni poleg podpor. Relativni razdalji od leveg&deraji
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Slika 5.16: Obt2no deformacijska krivulja loka, delaminacije ob podporah.
Figure 5.16: Load deflection path of the arch, delamination near supports.
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sta toreji; = 0inl; = 38/50. Ce je delaminacija ob podporah, je razlika med &niini silami
delaminiranega in nedelaminiranega nosilca sanjorej lega delaminacije bistveno vpliva na velikost
kriticne sile. Tudi v tem primeru je opazna razlika med &nig silo za delaminacijo ob levi 0z. desni
podpori. Podobno kot v pr&fjijem primeru ima ob#mo-deformacijska krivulja za delaminacijo ob levi
podpori dve prevojni téki, za delaminacijo ob desni podpori ptiri prevojne téke.

Oglejmo siSe rezultate za d&p delaminacijo relativne dohel; = 24/50, predstavljene na in7.
Iz grafa na slik{ 5.1 opazimo, da je razlika med Kritd obtébo nedelaminiranega in delaminiranega
nosilca za dafo delaminacij&e ve&ja (priblizno50 %). Prav tako kot v pr&nijih primerih je ugodnép
lega delaminacije na levem delu konstrukcije, saj je &nigi obt&ba v tem primeru W§a od obt&be za
delaminacijo na desnem delu loka. Zaradtjeedokine delaminacije je vpliv lege delaminacije manj
izrazit. Za delaminacije \ige dokine jeStevilo kriticnih tatk na obténo deformacijski krivulji za obe
legi delaminacije enako - obe krivulji imataprevojne tdéke.
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Slika 5.17: Obténo deformacijska krivulja loka, d&lk delaminacija.
Figure 5.17: Load deflection path of the arch, longer delamination.

5.4.6 Delaminirani zaviti nosilec

Postkrittno obn&anje zavitega nosilca sni® obravnavali (poglavje 4.4.3). Ob nespremenjeni ge-
ometriji dodamo delaminacijo dela nosilca, kot je prikazano na[sliki5.18. N4 sliKi 5.18 so prikazane tudi
geometrijske in materialne karakteristike zavitega nosilca.

Obravnavali smo nosilce z Zatno delaminacijo relativhe dohel; = 2/3, na dveh raztinih vertikalnih
viSinahry = 14 cm inry; = 24 cm. Na sliki[5.18 prikazujemo okieo deformacijske poti prostega
krajista nosilca, za nosilce, zavite za kate= 7 /2, ¢ = 7 in ¢ = 2.

Kot je razvidno iz diagramov, péaa delaminacija ne vpliva bistveno na uklonsko dtamge nosilcev,
zavitih za mar§i kot (¢» = w/2). V primeru nosilca, zavitega za kgt = 27 pa delaminacija bistveno
zniza uklonsko nosilnost nosilca. Delaminacija, ki @eprerez nosilca razdeli na dva neenaka dela,
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Precni prerez Vhodni podatki:
E =1200 kN/cm?
G =175 kN/cm?
b=23cm
h =50 cm
L = 300 cm
L, = 50 cm
L,= 200 cm
l,=1/6
l,= 2/3

Slika 5.18: Model zavitega delaminiranega nosilca.
Figure 5.18: Model of a pretwisted delaminated column.

povzrci tudi asimetrEnost konstrukcije. To je razvidno tudi v predznaku pomikov v smeriZodii so
nasprotni kot v primeru manj zavitega nosilca.

Fy [kN] w=2
4000 2
nedel. \ e
3000 +— del. 1
del. 2 /
2000 - nedel.
1000 - del. 1]
0 T T T T I T 0 T
0 100 200 0 100 200 -300 -100 100 w [cm]

Slika 5.19: Obténo deformacijske krivulje zavitih nosilcev.
Figure 5.19: Load deflection paths for twisted columns.

v =0 v =n/2 W =n v =27

Slika 5.20: Postkriine oblike deformiranih zavitih nosilcev.
Figure 5.20: Postcritical deformed shapes of twisted columns.
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Zatetno navitje prénih prerezov nosilca okrog svoje osi ugodno vpliva na uklonsko togost nosilca.
Kriti¢ne sile za zavite nosilce so@je od kritiénih sil ravnih nosilcev. Pri predhodno zavitih nosil-
cih je vpliv delaminacij véji, najvelji je pri veCkrat zavitih nosilcih. Delaminacije v zavitih nosilcih
povzrcijo, da problem postane asimégn, kar se odiéa v eni sami obteno deformacijski veji.

Na sliki[5.20 prikazujemo postkritne oblike zavitih nosilcev. Opazimo lahko, d&etna oblika bistveno
vpliva na smer pomikov v postkrithem obmagju.
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6 DISKRETNE NELINEARNE VEZI

6.1 Uvod

Ne glede na materialni model lahko na nivoju prereza linijskega elementa dodatno modeliramo nelin-
earne pojave, s katerimi gi@mo razpokanost elementa, okaiaje veznega sredstva na stiku med lame-
lama ali dol@ene fizikalne omejitve, kot je prepitev prekrivanja lamel. V tem delu se omejimo na
diskreten opis lokalnih nelinearnih zakonov na nivoju prerezov. V numemnetodo dodamo nelinearne
vezi, ki povezujejo pomike in/ali zasuke diskretnih vézlkonstrukcije. Tak pristop je s@en, saj vezi
dodamo na nivoju konstrukcije in ni potrebno posegati vtbeakortnega elementa. Tako modeliramo
nelinearno obr&anje tékovnih podpor, nelinearno diskretno oBaaje dol@enih prerezov konstrukcije
(plastEni Clenki) in diskretne nelinearne vezdblji, mozniki) med sloji. Ob dovolj gosti mEe pa je

model inkovit tudi za nelinearne linijske podpore in nelinearen zakon na stiku med lamelami.

Obna&anje na stiku med lamelami je v spieem zelo zapleteno. Pri deformiranju lameliranega nosilca
se lahko pojavi zdrs lamel in s tem povezane sile trenja, pri razmiku lamel se pojavijo t.i. kohezijske
sile, prekrivanje lamel prepéejejo reakcijske sile. Pri kompozitih je potrebno 8pavati konstitucijski

zakon veznega sredstva. Ker so vsi ti dejavniki slabo poznani, séiodi@a preprost a robusten model,

kjer omenjene pojave modeliramo z diskretnimi vezmi. Osnovna predpostavka diskretne vezi je, da
pomike dveh tok konstrukcije poleg ostalih ebla omejuje dodatna zveza. To zvezo Zapno kot zakon,

ki povezuje relativne pomike &k in ustrezne sile. Kadar je zveza linearna, sorazmernostni koeficient
imenujemo koeficient vzmeti. V s@oem je zveza nelinearna, vendar za veliko péalidti primerov
zaddCaze bilinearni model, ki 10i raztezke od skikov, kot je opisan v nadaljevanju.

Model nelinearne vezi je neposredno uporaben tudi za opis podafkbweih in linijskih podpor. V
tem primeru je toka, ki predstavlja podporo, fiksna. Torej na silo vplivajo le pomikike ki je na
podporo pripeta prek vezi. Preostali pristop pa je povsem analogen.

6.2 Pregled stanja na podr@ju modeliranja kontaktnih problemov

V gradbeni mehaniki uporabljamo raatie konstitucijske zveze za razlie kontaktne probleme. Nekaj
takdnih zvez je prikazanih na sliki §.1. Kélhe, ki na ordinatah in abscisah na Hiki|6.1 niso prikazane, so
razlicne, odvisne so od obravnavane problematike. Padmarajaiah in Ramaswamy (2002) z diskretnimi
linearnimi vzmetmi modelirata povezavo med betonom in viaknastimi jeklenimi delci za prednapete
nosilce. Diagram konstitucijske zveze med vlakni in betonom povzameta iz eksperimentalno dobljenih
krivulj, ki sta jih objavila Nammer in Naaman (1989). S podobnimi vzmetmi modelirata tudi zdrs med
prednapeto armaturo in nosilci, le da v tem primeru povzameta eksperimentalno dobljeno krivuljo iz
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Edwards in Yannopoulos (1979). Tong in Sun (2007) proeta vpliv kontakta med betonom in ar-
maturo vzdatnih razpokanih nosilcev, pri tem za vpliv gime armature uporabita eldstn in linearno
elasto-plastien diagram za stik. Povezavo med trakovi iz karbonskih viaken in betonom modeliramo
z vzmetmi, ki jim pripsemo nelinearne ali odsekoma linearne konstitucijske diagrame. Avtorji predla-
gajo razltne modele, ki so dobljeni s por@jo eksperimentalnih raziskav (glej Yuan s sodelavci (2004),
Pan in Leung (2007), Ferracuti s sodelavci (2996), Wang (2007) in reference v delilgjtv®ja ra-
zlicnih polimernih trakov lahko uporabimo tudi za utrjevanje lesenih nosilcev. Johnson s sodelavci (2006)
analizira lepljene lesene nosilce, &gme s karbonskimi vlakni. Borri s sodelavci (2005) naredi eksperi-
mentalno in numeéino raziskavo navadnih lesenih nosilcevgajaih s karbonskimi trakovi. Z vzmetmi

se modelirajo tudgebljani stiki lesenih kompozitnih nosilcev (Planinc s sodelavci (2008)) ali mozniki
iz titana v pl&ci iz karbonskih vlaken (Cartie s sodelavci (2004)). Z vzmetmi avtorji modelirajo tudi
kontakt pri povezavi med vlakni v materialih, ki se oBap kot mrée. To so najvékrat tkanine iz
materialov visoke trdnosti, ki so primerne za@jge pcgskodovanih konstrukcij. Dadkhah s sodelavci
(1995) predstavi numeao analizo tkanin iz kompozitnih materialov pri monotoni dtie He in Cox
(1998) predstavita podoben nuni@&ri model za izréun ukrivljenihSivanih kompozitnih nosilcev. Anal-

izo tkaninastih vzorcev spojeno z ralimi 3ivi iz kevlarja predstavita tudi Mouritz in Cox (200®ive

v obmcju delaminacij modelirata z nelinearnimi vzmetmi. Brandinelli in Massabo (2003) preiskujeta
dinamini odziv delaminiranih nosilcev iz materialov z visokim razmerjem med trdnostj@zm t€on-

takt na delaminaciji modelirata z linearnimi, enakomerno porazdeljenimi vzmetmi. Modeliranje stika
Z vzmetmi je prir@éno tudi pri analizah slojevitih struktur iz razhih materialov. Take strukture se
uporabljajo v letalski industriji, odlikuje jih visoka trdnost zunanijih slojev in povezava v notranjosti
manpge trdnosti, kar rezultira v drugih ugodnih lastnostih materiala, kot g=wje zvoka in vibracij.
Konstrukcije iz slojev aluminija, ki je med seboj povezan polietilenom gu@inpr. Xu s sodelavci
(2003a, 2003b). Siegmund (2004) in Tilbrook (2007) obravnavata slojevite nosilce iz plasti aluminija, ki
jih povezuje epoksidna smola.

Pri kratkem pregledu literature opazimo, da je problematika kontakta dvehSiedé® obravnavana.
UpacStevanje kontakta je odvisno predvsem od materialov, iz katerih je konstrukcija. Ker so pogoji za
vsak primer specifini, se jih navadno dola eksperimentalno za vsako kombinacijo materialov posebe;.
Numeritno jih modeliramo s krivuljami, ki predstavljajo medsebojni vpliv teles. Nekaj diagramov za
opis pogojev na stiku prikazujemo na sliki 6.1. V teoriji delaminacij se za te vezi pogosto uporablja
angleki izraz ‘bridging’, saj eksperimenti kajo, da lameli ob delaminaciji nista povsem neodvisni,
temve tudi pri razmiku medsebojno vplivata. Potem ko Zapno matematini model pogojev na stiku,

se je potrebno odfmti, kako bomo te pogoje ufbevali v numeginih formulacijah. Léimo dva glavna
naina upatevanja pogojev na stiku. Prviia je t.i. zvezen ali ‘razmazan’ tip vzmeti (glej npr: De
Borst (1987), Rots in De Borst (1987), Bazant in Lin (1988), Rots (1991), Yamaguchi in Chen (1990),
Malvar (1993), Bolander in Hikosaka (1992), Foster s sodelavci (1996), Abdollahi (1996a), (1996b),
Ali (1996), May in Duan (1997), @bolt in Reinhardt (2002)). Drugi tip je diskreten tip vzmeti (glej
npr: Ingraffea in Gerstle (1984), Carpinteri (1989), Bocca s sodelavci (1990), (1991), Rots (1991),
Gerstle in Xie (1992), Xie in Gerstle (1995), Cendon s sodelavci (2000), Galvez s sodelavci (2002),
Yang in Proverbs (2004)). Obad&iaa up&tevanja zveze med koélnami na stiku imata svoje prednosti

in slabosti. Nekateri avtorji v svojih delih naredijo primerjavo med uporabo enega in drugéga na
updstevanja kontakta. Carpinteri in Massabo (1997) ugotovita, da oba taw@etiodela konvergirata k
istim globalnim rezultatom. Kljub temu pa lahko3tajemo nekaj prednosti diskretnega opisa pogojev na
stiku. Diskretni model vzmeti je tudi preprosiejup&tevanje spreminjafish se lastnosti veznih sredstev
vzdol osi linijskih konstrukcij.
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Xu in Zhang (2008) Karihaloo s sodelavci (1996) Yang Ravi-Chandar (1998)
Sirjenje razpoke beton vlaknasti betoni slojeviti materiali

_‘——”

Needleman (1987) Mi s sodelavci (1998) Wang (2007)
laminirani kompoziti laminirani kompoziti kontakt beton-vlakna
Yuan s sodelavci (2004)

kontakt beton-vlakna

Tvergard in Hutchinson (1992) Cui in Wisnom (1993) Remmers in De Borst (2001)
laminirani kompoziti laminirani kompoziti titan-vlakna-titan

Slika 6.1: Uporabljeni modeli za modeliranje kontakta iz literature.
Figure 6.1: Different bridging models from literature.

6.3 R&unski model tackovne vzmeti

Konstrukcija se lahko med delovanjem allte m@&no deformira, zato moramo model prirediti velikim
pomikom in zasukom na nivoju konstrukcije. Tako je naravno opisékideno vzmet v lokalnih koordi-
natah. Vsaka vez povezuje le dvékg zanju uporabimo indekséin 11, pripadaj@a pomika v lokalnih
koordinatah pa stué in ug Silo v vezi opsemo kot funkcijo razlike relativnih pomikov povezanih
toCk:

Fg=V(ui—uf)=V(Aug), 6.1)

pri cemer smo ZAug ozn&ili spremembo relativnih pomikov. V primeru linearne vezi dobi operator
preprosto linearno obliko

ki 0 0
Foc=1| 0 k 0 |Augc. (6.2)
0 0 ks

Bilinearna vez je ra&ritev (6.2), kjer so koeficientt; odvisni od predznaka pripadé&® komponente
Aug. Shema bilinearne vzmeti je prikazana na $likj 6.2. V Sptam torej bilinearno vzmet dalaSest
konstant. Opozorimo, dze tako preprost model omogg prepreéitev prekrivanja lamel, kar dogemo
z velikimi togostmi za negativne vrednosti komponéni (tlacni deli diagramov), v model pa bomo
vkljucili splosSnefo, odsekoma linearno vzmet.
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FG7 ; / razmik

Aug ;

tlak

Slika 6.2: Odvisnost med relativnim pomikom in silo v vzmeti.
Figure 6.2: Bilinear spring model.

Ce elimo endbe vzmeti dodati ertam konstrukcije, jih moramo zapisati v ustrezni obliki. e

ki jih reSujemo na nivoju konstrukcije predstavljajo ravrimte enébe vozIsC konstrukcije v fiksni bazi,
pripadaj@e neznanke pa so voatni pomiki in zasuki, prav tako zapisani v fiksni bazi. V spiem je
lahko lokalni koordinatni sistem prerezov, ki jima pripadata povezdhkitazliCen. Zato se odfiimo za
jasno razdelitev obeh t&. Prva z oznakd naj bo referefina, nanjo je vez togo pripeta. Torej se vzmet
vrti skupaj z vrtenjem lokalnega koordinatnega sistemakitd. Druga t&ka je zgolj pripeta na vzmet,
lokalne koordinate v ttki pa so neodvisne od lege vzmeti. llustracijgulaskega modela je prikazana
na sliki6.3. V smislu zgornje diskusije preoblikujemo éba [6.2). Razliko pomikov “merimo” v fiksni

@ referen¢ni element
@ pripeti element

Slika 6.3: Nosilca z vozitema, povezanima s prostorsko vzmetjo.
Figure 6.3: Separated beams, connected with spring.
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bazi:

I 11
Aug=uy,—ug, (6.3)
vendar za uporabo koeficientov v naravni (lokalni bazi) to razliko transformiramo v skladu z lokalnim

koordinatnim sistemom, pripetim na refetao t€ko I. Po koordinatni transformaciji (2.1) dobimo:
Aug = Rl Au, =R} (uf] — uéI) . (6.4)

Ce komponenté\u pomn@&imo z ustreznimi togostmi, dobimo sile v vezi, vendar zzae v lokalni
bazi
FG = k\/A’u,G, (65)

pretvorba v fiksno bazo pa je ddena z rotacijsko matriko v &&i 7:

Fg = R[FG = R[kvA’u,G (66)
Fy, = RikyR] (u]—ul). (6.7)

Enaba [6.T) je sedaj v primerni obliki, usklajeni z ostalimi &xami na nivoju konstrukcije. Na nivoju
endb tako [6.7) preprosto @iejemo na ustrezna mesta. Zaradienanja enéb z Newtonovo metodo
pa moramo erizbo [6.7)3e linearizirati in ustreznélene dodati tangentni matriki konstrukcije.

Linearizacija mora ustrezno ug@vati nelinearnost prostorskih rotacij. Neposredna linearizacifgbena

(6.7) je oblike

0F, =0RkyR] (u) — ul’) + RikyoR] (u) — uw/') + Riky R} (Su, —sul’).  (6.8)

Ce updtevamo enibo [2.62), lahko variacijo izrazimo z osnovnimi neznankami problema

5Fy=0ORikyR] Aug+ Riky R} 6©] Auy + Rrky R} (du) — sul) (6.9)
= 6O1ky Aug + ky 007 Aug + kv, (Ju) — dull), (6.10)

kjer smo sky-, ozn&ili matriko togosti vzmeti v fiksni bazi. Z vpeljavo antisiméinie matrike v skladu
z en&bo [2.64) lahko variacijo izrazimo z osnovnimi neznankami problema

SFy = =S (kvgAuy) 09) + kv yS (Aug) 69) + kygou) — kygoul’. (6.11)

Na kratko pojasnimo prispevek vezi k shemi tangentne matrike in desnih strani konstrukcije. Vez
povezuje téki I in I1. Ce torej vozlste I1 vpliva na vozlge I s silo F,, vpliva prvo vozlste na
drugo z nasprotno enako sitoF',. Na mestih v vektorjuf -, ki pripadajo indeksom pomikov vozia

I torej pritejemoF] /. Na mestih, ki pripadajo indeksom pomikov vézi /I, paF}'" odstejemo.

Podobno postopamo pri gradnji tangentne matrike, kjer v vrstice, ki pripadajo pomikorsteazliv
ustrezne stolpce dodamo bloke ,, —kv, in Ky = —S (kvgAugy) + kvyS (Aug). V vrstice, ki
pripadajo vozBtu /1, pa te bloke dodamo z nasprotnim predznakom. Shema je prikazana ha $liki 6.4.
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17

11

Slika 6.4: Shema ugevanja vezi v togostni matriki konstrukcije in desnih straneh.
Figure 6.4: Additional elements in tangent-stiffness matrix due to bridging.

6.4 Raunski primeri

6.4.1 Nosilec z elastino tockovno podporo

Previsni nosilec na prostem robu podpremo z vzmetjo v vertikalni smeri in obremeninday/no
vertikalno obté&bo. Materialni in geometrijski parametri so prikazani na $lik] 6.5.

Precni prerez

L
Y
<**ﬁ
V2

Vhodni podatki

E=3150 kN/cm?
v=0.2

b=20 cm
h=50cm
Jy=208333 cm?
J.=33333.3 cm?
J, =99746.0 cm?
L =400 cm

Slika 6.5: Konzolni nosilec s podajno podporo in die v prostem kragtu.
Figure 6.5: Cantilever beam with elastic support and loading at free end.

Nosilec smo modelirali $tirimi kvadratnimi elementi&s, s katerimi smo dosegali ravndiga stanja
v dveh ali treh Newtonovih iteracijah. Opazovali smo pomike obremenjenegasdaali vertikalni
smeri. Uporaba ttnegih elementov tipad’s pokae odstopanja med rezultdtle na desetem decimal-
nem mestu. Zaeleno natatnost deset decimalnih mest pa bi z&dd le en element tip&’s. Nosilec
obremenimo z vertikalno silé’; = 5, 10 in 15 kN in ugotavljamo vertikalne pomike za ratie togosti
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vzmeti. V preglednidi 6]1 prikazujemo $@rezultate in rezultate, dobljene s komercialnim programom.

Preglednica 6.1: Vertikalni pomiki prostega k&ap konzole, podprte z vzmetjo raatih togosti.
Table 6.1: Vertical deflections of the free end of the cantilever with elastic support.

k3
Fy 0 10! 102 103 10* 10° 106
5kN  0.164 0.164 0.159 0.124 0.038 0.005 0.000
Es 15kN 0.494 0.492 0478 0.371 0.115 0.015 0.001
30kN 0.987 0.984 0.956 0.743 0.230 0.029 0.003
5kN  0.164 0.164 0.159 0.124 0.038 0.005 0.000
SAP 15kN 0.493 0.491 0.477 0.371 0.115 0.015 0.001
30kN 0.986 0.983 0.955 0.742 0.230 0.029 0.003

Rezultati kaejo na izrazit vpliv togosti vzmeti na velikosti pomikov. Pogakovanju se z&s = 0
krajiste obn&a kot prosto, rezultati pa se povsem ujemajo z rezultati za konzoloZahjem togosti
vzmeti se pomiki magajo in so za velike togosti zanemarljivo majhni. Primerjava s programom SAP
kaze na dobro ujemanje rezultatov.

6.4.2 Prostolgeci nosilec podprt z vzmetmi

Obravnavamo nosilec na eldsti podlagi. Elastino podlago modeliramo z @adiskretnimi vzmetmi
ustrezne togosti, ki so razporejene pozioil nosilca.

Nosilec kvadratnega prereza na sredini razpona obremenimékeviw silo Fz, v vertikalni smeri.
Materialni in geometrijski parametri so skupaj z modelom nosilca prikazani na[ sliki 6.6. Diskretne
vzmeti delujejo zgolj v smeri lokalne osi Koeficienti vzmeti v ostalih smereh so enaldnk; = ko =

0.

Precni prerez Vhodni podatki

E=3050 kN/cn?
b v=0.2
b=100 cm
Yy h=100 cm
j. ho 1=112m
, J.=1/12 m*
. J, =0.14058 m*
vz L=10m
F,=100 kN

Slika 6.6: Skica prostoitega nosilca podprtega z vzmetmi.
Figure 6.6: Simply supported beam model on elastic support.

Obravnavali bomo vzmeti treh raitiih togostiks = 104, 10°, 105 kN/m3. Togosti vzmeti predstavl-
jajo realne podatke za zemljingéz = 10 predstavlja mehko zemljind;; = 10° pa trdo podlago -
skalo. Pri diskretizaciji linijske podpore moramo biti pozornigtavilo vzmeti in njihovo togost. Koefi-
cient posamezne diskretne vzmeti dobimo tako, da togost zemljine delimo s pripagajsino vsake
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vzmeti. Ta je produksirine linijskega elementa in razdalje med vzmetéé zlvzm ozn&imo razdaljo
med vzmetmi, lahko koeficient posamezne vzmetiiareamo kotky;meti = bl . Nosilec modeliramo z
20 kvadrattnimi elementi. Nae rezultate primerjamo z rezultati, ki jih i izianamo s komercialnim pro-
gramom LUSAS. V programu LUSAS nosilec modeliramo s 50 thownimi elementi, ki upstevajo
strig. Podlago modeliramo z zveznim modelom. Na $lik| 6.7 prikazujemo mondéptie pomikeu,
za tri razltne togosti vzmetks.

FZ FZ
| k2=10°kN/m?®
My [kNm] uy[em]

T /rﬂ“rm\\ | ‘
\ i
\ \
| \{ ){USAS:42.58 ‘ W |

E.- 41.96 ~— LUSAS: 0.0031
| ez =10" KN/m? } |
‘ku 10" kN/m \ \ FE;:0.0031
| \
| N J/V L |
| \
gt LUSAS: 8538 | ! |
==10"kN/m E,: 85.05 | | T LUSAS: 0.0177
| D By 00177 !
I J
W W
\
| |
| LUSAS: 190.53

: L LUSAS: 0.0602
Slika 6.7: Diagrami notranjih momentov in pomikov nosilca na etaspodlagi.
Figure 6.7: Diagrams for moments and deflections of a simply supported beam.

V primeru togih vzmeti ks = 10° kN/m?3), se nosilec deformira pretao v sredini razpona, obremenjen
je s pozitivnim momentom na sredini in negativhim momentoraebpodporam. Enak nosilec s poda-
jnejsimi podporami ks = 10* kN/m?) pa se obn®a bolj podobno prostatetemu nosilcu brez vmesnih
podpor. Opazimo, da se siaezultati za diskretne vzmeti in rezultati, izZtanani s programom LUSAS-a
ujemajo vsaj na tri decimalna mesta

V preglednic[ 6.2 prikazujemo vpliStevila elementow,; in stopnje elementas, Es in Eg) na pomike

in momente sredine nosilca. Razberemo lahko veliko iai@st rezultatov tudi ob uporabi redkd
mrez z elementi nizkega reda. Zaradi velikegavila elementov stopnja elementa bistveno ne vpliva na
rezultate. Rezultati za ¢eelementov ali elementesje stopnje se zelo hitro prilalijejo k reSitvam, ki

jih dobimo s programom LUSAS.
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Preglednica 6.2: Pomiki in momenti v refetem tocki za razltno stopnjo elementa in raglie mree.
Table 6.2: Deflections and moments of middle point of the beam for various type and number of elements.

Nel
10 20 40

Es3  0.01764736942939 0.01766189975920 0.01770633501737
u, Es 0.01764736942938 0.01766189975949 0.01770633501763
Egs  0.01764736942933 0.01766189975910 0.01770633501727

Es 83.9055475145 85.0529676749 85.2544903889

y s 83.9055475145 85.0529676755 85.2544903895

Eg 83.9055475144 85.0529676747 85.2544903887

6.4.3 Delaminirani konzolni nosilec

Zakon na stiku med lamelama je lahko bistven za 8ange delaminirane konstrukcije. V tem primeru
obravnavamo previsni nosilec z eno delaminacijo na prostem koncu, ki razdeli previsni del na dve lameli
enake vdine. Lameli sta povezani z vzmetmi ré&zrlih karakteristik. Obtebo predstavlja ttkovna sila

F v pozitivni smeri globalne ost, na prostem koncu nosilca. Obravnavamo dvadiderimera glede

na prijemal&ce sile: F4 sila deluje v t&iStu prereza zgornje lamele iz sila deluje v t&iStu spodnje
lamele. Materialne in geometrijske parametre prikazuje FliKa 6.8.

vzmeti  delaminacija | \I/F/‘" E,
..... _;_//__- o 4 X
..... p — 4 S \K BS V_ _
/ - — — E— — 3k — . — . Ik— — 3k
B
| Lg
' L
\2 7  Precni prerez Precni prerez
(vpetisce) (delaminacija) Vhodni podatki
b b
- - E=3050 kN/cm* J,=320000 cm®  L,;=400 cm
y ” tdl v=02 J.=720000 cm® 7, =0.5
<-711 h <- |\ p h  b=40cm J;=751721 em®  d =h/2=30cm
' ' t 2 h =60 cm L =600 cm d2=h/2=30 cm
| |
V2 V2 delaminacija

Slika 6.8: Skica delaminirane konzole in vhodni podatki.
Figure 6.8: Delaminated beam with numerical data.

Konstrukcijo modeliramo 20 elementi, od tega dva sestavljata nedelaminiran del nosilchgfmente
pa smo uporabili za modeliranje posamezne lamele. Lameli povezujetfmmeeBnearnimi vzmetmi.
Uporabili smo nataine elemente tip&s. Spremljamo pomike referénih tock A in B (slika[6.8) na
prostem koncu konzole. Ob®%anje delaminirane konzole pa primerjamo tudi z rezultati za nedelamini-
rano konzolo. Najprej si oglejmo delaminirano konzolo brez vznigti< 0). Na sliki[6.9 prikazujemo
obtezno-deformacijsko pot voZAE na prostem koncu konzole @i A in B) za oba obtena primera
(Fa In Fg) skupaj z rezultati za nedelaminirano konzolo. Modri krivulji ozaj@ta obt&ni primer s
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Slika 6.9: Obt&no deformacijska pot delaminirane konzole. Prosti lameli.
Figure 6.9: Load deflection path of the cantilever. Free lamina.

silo na spodniji, rdé pa s silo na zgornji lameli. Neprekinjeaa ozn&uje pomike zgornjeirtkana pa
pomike spodnje ttke. Rezultati za delaminirano konzolo, se razlikujejo od nedelaminiranega primera.
Nedelaminirana konzola je po pakovanju bolj toga. Pomiki neobremenjenega \&aliso mari od
pomikov obremenjenega vozata. Ce obremenimo zgornjo lamelo, pride do prekrivanja lamel (slika
[6.10, levo). Taki rezultati se seveda nerealni. Razlog za to je v neodvisnosti stika med zgornjo in spodnjo
lamelo, kar predstavljajo izbranetaine togosti vzmeti. Prekrivanje prepmmo z ustrezno izbiro togosti
vzmeti.

Slika 6.10: Skica deformirane delaminirane konzole. Prosti lameli.
Figure 6.10: Deformed shape of the delaminated cantilever. Free lamina.

Na sliki[6.1] prikazujemo rezultate za rdzie tipe vzmeti. Uporabimo dve novi togosti vzmeti. Prvo
predstavlja tip vzmeti, ki deluje zgolj v smeri lokalne asfk; = k2 = 0). V natezni smeri je povsem

podajna, v tlani pa je zelo toga:
>
@:{ 0 Aug=0 (6.12)

105 Aug <0

Na sliki[6.1] so rezultati za tak tip vzmeti oZiemi rdé€e. Drugi tip predstavljajo linearne zelo toge
vzmeti:k; = ko = k3 = 10°. Na sliki[6.11 so rezultati za take vzmeti prikazani modro. Obravnavamo
torej zelo togo povezani lameli, lameli s pregeaim prekrivanjem, za primerjavo ga prosti lameli in
nedelaminiran nosilec. V vseh primerih prikazujemo pomike obeh refailencck, omejimo pa se na
obtezbo na zgornji lameli, saj smo le v tem primeru opazili pojav prekrivanja lamel.
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Slika 6.11: Obt#no deformacijska pot delaminirane konzole. Rami togosti vzmeti.
Figure 6.11: Load deflection path of a cantilever. Different spring stiffnesses.

Zelo toga povezava med lamelama daje skoraj povsem enake rezultate kot nedelaminirani nosilec. Pomiki
spodnje in zgornje lamele se ujemajo, vrednosti pomikov pa so enake kot pri nedelaminiranem nosilcu.
Togo obn&anje nosilca je razvidno tudi iz oblike deformiranega nosilca, prikazanega na sliki 6.12.
Prerezi lamel ohranijo Z&tno relativno lego in se ne zamaknejo med seboj. Povezava, ki pugpre
prekrivanje lamel, sicer pa sta lameli prosti @derivulje) daje véje pomike, kot pri nedelaminiranem
nosilcu. Seveda pa je togost takega nosilagaved togosti nosilca v nerealnem modelu, kjer se lameli
lahko prekrijeta (zelen graf). Pomiki delaminirane konzole so pri enakizbbskoraj dvakrat v&i od

pomikov nedelaminirane konzole. M&gjtogost je posledica prostega pomika lamel v smeri svoje osi.

To opazimo tudi iz slike deformirane lege (slfka §.12), kjer je viden zamik lamel na prostem koncu.

bilinearna vzmet

Slika 6.12: Skica delaminirane konzole. Vzmeti réazih togosti.
Figure 6.12: Deformed shape of the cantilever. Different spring stiffnesses.

6.4.4 Prostolgeti delaminirani nosilec z osno obt&bo

Primer, opisan v poglavju 5.4.4 ponovngimo. Vsi podatki so enaki, le prekrivanje lamel prejmneo
z bilinearnimi vzmetmi. Med obe lameli ekvidistantno postavimo pet vzmeti, ki imajceéro togost
le v smeri lokalne ost. Tretjo diagonalno komponento matrike togostnih konskgrngostavimo na i
za pozitivne pomike, za negativne pa vzamemo tako veliko togos$ekdbpsta numergni izracun
0 Aug >0
ks = { 108 Aug <0 (6.13)
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Shema delaminiranega nosilca z vzmetmi med lamelami je prikazana nasliki 6.13. Omejimo se na
primer z&etne nepopolnosti (z) = —0.0625k sin(7*), ko je pri prostih lamelah pglo do prekrivanja.

L Precni prerez
Ll \ll L L, b
A
by —4+—4—4+—+—¢c | p o
,,,,,,,,, T,,,Z{jl,,.,B,,,,,’,,,,,,,,,4.&,,> <7777j h
x Y }
: 7777777 \/ 2

Slika 6.13: Delaminirani nosilec z vzmetmi med lamelama.
Figure 6.13: Delaminated beam with springs between layers.

Nosilec modeliramo 22 elementi tipaFy, po5 elementov sestavlja Zatni in korEni nedelaminiran del
nosilca, dva nabora pbelementov pa sestavlja zgornjo in spodnjo lamelo na sredini nosilca. Elementi za
lamele so enako dolgi, robnetke teh elementov, razen tistih ob obeh koncih delaminacije papove

z vzmetmi.

Na sliki [6.14 prikazujemo obimo deformacijski poti referémih tatk A in B. Neprekinjenatrta
ozn&uje rezultate, povzete po Sheinmann in Soffer (1989), medtentke tizn&ujejo rezultate mod-
ela z vzmetmi. Obteno deformacijski krivulji se po ptakovanjih popolnoma ujemata v prvem delu,

Fy/F.,
1.0

0.8 i

0.6 I = ]

H

0.4 =1 I -

W tocka A
02 W\ tocka B
: —— Sheinman in Soffer = Fy
X ,+ E4 =
0.0 ‘ | | | |

-0.017 -0.014 -0.011 -0.008 -0.005 -0.002  uz/L

Slika 6.14: Obt&no deformacijska pot prostdete podprtega nosilca z in brez §tevanja kontakta.
Figure 6.14: Load deflection path of a simply supported beam with/without springs.

ko se lameli medsebomo razmikatg 4 > uz p. Pri pomikih okroguz 4 ~ uzp ~ —0.00265 pa se

lameli dotaknetaCe lameli modeliramo neodvisno, sledi prekrivanje lan@a. pa stik med lamelama
ustrezno modeliramo, do prekrivanja ne pride. Lameli se stakneta in pomikata skupaj. Tako so pomiki
tocke A in B enaki od stika lamel dalje. Taka konstrukcija ima tudijeetogost od nepovezane, saj sta
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Slika 6.15: Del obt&no deformacijske poti prostdetega nosilca z in brez uptevanja kontakta.
Figure 6.15: Part of the load deflection path of a simply supported beam with/without springs.

krivulji z vzmetmi po prekrivanjug, < —0.00265) viSje od krivulje za nepovezano konstrukcijo. Poleg
grafov, na slik[ 6.1§ prikazujemo tudi deformirani obliki konstrukcij, ko je pomik reférent@ke enak
uz/L ~ 0.01. Vidno je prekrivanje lamel v primeru neugievanja kontakta in pravilno deformiranje
konstrukcije v primeru pravilnega modeliranja vezi med lamelama.

Na sliki[6.1% prikazujemo izsek iz olitro deformacijske poti, v obnifu, kjer se lameli dotakneta.
Refereftni tocki A in B se po stiku ne I6ita vet.
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7 NUMERICNE STUDIJE

7.1 Uvod

V tem poglavju bomo predstavili rezultate nekaterih zahtesihejumereénih Studij. R&unski primeri so
izbrani tako, da hkrati zajemajo ¥@odraiji geometrijske in materialne nelinearnosti. S pararapimi
Studijami bomo prikazali vpliv raztinih nepopolnosti na nosilnosti, kitie sile in postkriino obn&anje
konstrukcij. Poljubna Zzetna geometrija nam omogg analiziranje stabilnosti zanimig# primerov,
zato se v tem delu posvetimo ukrivljenim in slojevitim nosilcem. Ke&anaumena metoda ni ome-
jena z izbiro materialnega modela, nuntee Studije obsegajo primere iz raztiih materialov, kot so
les, armiran beton in kompozitni materiali. Na komplekSiteprimerih bomo prikazali @inkovitost
postopka pri opazovaniju raghih vplivov na nosilnost konstrukcij kot so legadmsh podpor na uklonsko
nosilnost lesenih lokov, zmasgnje nosilnosti zaradi prisotnosti delaminacije na stiku med armiranobe-
tonskim stebrom in dodano d@vijo, vpliv veznih sredstev na nosilnost sestavljenih lesenih nosilcev.
Verodostojnost modela bomo podprli tudi s primerjavo nuiveh rezultatov z eksperimentalnimi.

7.2 Bcana zvrnitev lesenega loka

Obravnavamo krini lok razponal, = 40 m in konstantnega pravokotnega fmega prereza. Lok je
obojestransko nepofgrio podprt; podpori dovoljujeta zasuk okoli osi, kiZleaiz ravnine loka, ostala dva
zasuka pa sta pregrena (slika 7J1). Krbni lok je v svoji ravnini obtéen z enakomerno linijsko olitieo

Precni prerez:

=

Slika 7.1: Krani lok pod porazdeljeno vertikalno oliteo.
Figure 7.1: Geometrical and loading data.

na enoto ddine nedeformirane osi. Oz€iao jo sq = F,vA, Kjer jey speciftna t&a, F,, je obteni
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v v

faktor in A = bh je plosCina prereza. Seveda jeobtezba na enoto dalne t&istne osi loka. Obtebo
ger, Ki sprazi batno zvrnitev, imenujemo lima nosilnost loka, pripadajoobtezni faktor pa kriténiin ga
ozn&imo sF,,.. Material je v analizah linearno-ela&tin, vrednosti pa povzamemo po karaktetisti
lastnostih lesa trdnostnega razredar: elasténi modul paralelno z viaknk' = 1200 kN/cm?, strizni
modul pravokotno na vlakn@ = 80 kN/cm? in speciftna tea lesay = 4.4 kKN/m?.

Najprej bomo dolaili optimalno viSino kraznega loka fiksne diine I = 40 m, ki zagotavlja najvéo
botno nosilnost. Doléimo jo s parameténimi analizami na dva ri@na. Pri prvem nénu ohranjamo
preéni prerez lokad = bh = 20 - 120 cn? ter spreminjamo relativno $ino kraznega lokaH,..; = H/L

od 0 (raven nosilec) do 0.5 (polovica imega loka). Pri drugem igau pa hkrati spreminjamo relativne
viSine loka in mar§amao (sicer po délni konstantno) \8ino pré&nega prereza tako, da ostane prostornina
loka (koli¢ina materiala) konstantna.

Na sliki[7.2 prikazujemo vpliv relativne Sine kr@nega lokaH,..; na b@&no nosilnost., za krazne loke

s konstantnim pré&im prerezom in loke s konstantno prostornino. Vidimo,/Hla, pomembno vpliva
na bdano nosilnost krdnega loka. Optimalna oblika kinega loka, dobljena po postopku s predpisano
konstantno prostornino, ima relativndsino lokaH,.; = 0.2, medtem ko je pri krbnem loku s pred-
pisanim konstantnim pé&im prerezom optimalna relativnadima H,..; = 0.25. Visja b&na nosilnost
kroznega loka, dobljena po postopku s konstantnin€mira prerezom, je posledica &ega prénega
prereza.

q o [kN/m]

3 / —o— V=konst. \
2 —A— A=konst. \\A

J \»
1 _

0 ‘
0 0.1 0.2 0.3 04 Hwa 05

Slika 7.2: Spreminjanje lime nosilnosti z relativho $ino loka.
Figure 7.2: Lateral buckling capacity vs. arch height.

BoljSo primerjavo bdne nosilnosti oziroma pripaddjitn kriticnih obt&nih faktorjev dobimoge bano
nosilnost normiramo z lastnoZe loka na enoto dalne, torej|| F. ||= go/ (vA). To primerjavo
prikazujemo na sliki 7]3. Sedaj sta obe krivuljidme nosilnosti krdnih lokov skoraj enaki, kar pomeni,
da ima najvéjo batno nosilnost kréni lok z relativno v§ino H,.; = 0.2. V tem primeru je normirani
kriticni obtezni faktor kar petkratni faktor lastneze. Za manj in bolj visoke kime loke pa je normirani
kriti €ni obteni faktor lahko bistveno masi. Ta je najmargi pri kroznem loku sH,..; = 0.0125 (H = 50
cm), kjer je|| F.r|| = 1.2.
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Slika 7.3: Spreminjanje lime nosilnosti z relativho 8ino loka.
Figure 7.3: Lateral buckling capacity vs. arch height.

Bocno nosilnost visokega kfmega loka lahko bistveno paiemo z dodatnimi b&nimi podporami. Pri
tem lahko za vsak&tevilo banih podpor doléimo njihovo optimalno lego. Rezultate prikazujemo
za krazni lok z relativho véino H,.; = 0.2 in s konstantnim pt&nim prerezonbh = 20 - 108.7 cm.
Optimalne lege vmesnih podpor délmo s pom@jo visjih uklonskih oblik kr@nega loka. Na sliKi 7]4

7\ f.\
VN

1. ukl. oblika ' . 1. ‘
~ / N\ I\
, \‘ / ‘ /’ . v

‘ 4. ukl. oblika ‘ 5. ukl. oblika 4 6. ukl. oblika

Slika 7.4: PrvihSest uklonskih oblik krbnega loka.
Figure 7.4: First six buckling modes of the arch.
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prikazujemo prvilsest uklonskih oblik krbnega loka v kritnih tatkah neizbdenega loka, v preglednici
[7.7 pa pripadajée normirane kritine obté&ne faktorje.

Preglednica 7.1: Normirani krithi obtezni faktorji za prvihSest uklonskih oblik krbnega loka.
Table 7.1: Normalized buckling loads for the first six buckling modes.
ukl. obl. 1 2 3 4 5 6

Npodpor 0 1 2 3 4 5
[F. | 500 11.60 2376 36.98 55.07 73.90

Iz slike[7.4 lahko razberemo, da so razdalje med prevojnitkami posameznih §jih uklonskih oblik
neenake. Za dodatno ponazoritev, da so lege prevojdlhres optimalne lege l@oih podpor, primer-
jamo ba&ne nosilnosti krénih lokov z optimalno in z ekvidistantno razporejenimichoni podporami.
Primerjave za eno oz. dve & podpori prikazujemo na sliki 7.5, za tri otiri bocne podpore pa na
sliki [7.6. Slika[7.5 pove, da je sredina loka tudi optimalna lega edine dodafirespmdpore, kar je
pricakovano. Kadar pa f@evilo vmesnih bonih podpor véje od ena, se lami nosilnosti kr@nih lokov

z optimalno in ekvidistantno lego podpor opazno razlikujeta. Tako se lah&oaboosilnost krbnega
loka z optimalno izbranima dvema vmesnimahbima podporama pota do 20%.

o N
) ¢ /
optimalna ekvidistantna
L lega podpore lega podpore
) IE,|| = 11.60 ) IF, || =11.60

s v
|

YL \ /
1Ll
optimalna ekvidistantna
lega podpore L lega podpore
s ,
IE, | = 23.76 IR = 2030 \

4

Slika 7.5: Kra&nilok s H,..,; = 0.2. Uklonske oblike in normirani kritini obtezni faktorji za optimalno

in ekvidistantno podprt lok (ena in dve podpori).

Figure 7.5: Arch withH,.; = 0.2. Buckling shapes and normalized buckling loads for optimal and
equidistant supports (one and two supports).

V preglednici 7.2 podajamo optimalne lege vmesnih podpor obravnavanegzekaloka. Rezultati v
preglednicj 7.P dokazujejo, da se lege optimalno in ekvidistantno postavljedititjpodpor razlikujejo.
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Slika 7.6: Kra&nilok s H,.; = 0.2. Uklonske oblike in normirani kri€ini obteni faktorji za optimalno

in ekvidistantno podprt lok (tri istiri podpore).

Figure 7.6: Arch withH,.; = 0.2. Buckling shapes and normalized buckling loads for optimal and
equidistant supports (three and four supports).

Preglednica 7.2: Kimi lok s H,..,; = 0.2. Normirane razdalje med optimalno postavljenimZbimni
podporami krd@nega loka.

Table 7.2: Arch with height{,.; = 0.2. Normalized lengths between optimal supports.

Locne razdalje med optimalno postavljenimi podporami
St. dodatnih podpor || Ly || ([ Lo || [[Ls |l [[La|l [ Ls ||

1 0.500  0.500

2 0.466  0.067 0.466

3 0.324 0.176 0.176 0.324

4 0.305 0.052 0.287 0.052  0.305

Razlika je najvéja za dve oz.5tiri podpore. Zaradi simetrije loka so rezultati sim&tii Poudarimo
izrazito neenakomerne razdalje med optimalnimi legami podpor, kar je posledica nelinearnosti problema.
Optimalne lege bénih podpor smo dof@li za krozni lok z optimalno relativno ino H,..; = 0.2. Ker je
optimalna vsina loka odvisna odtevila vmesnih bénih podpor, je smiselno daidi optimalne relativne

viSine tudi za razino ba&no podprte krdne loke. Na slikf 7]7 najprej prikazujemo odvisndst od

H,.; za kr@Zne loke z ekvidistantnimi vmesnimi boimi podporami. Kot smde ugotovili, je za béno
nepodprt krdni lok optimalna &inaH,.; = 0.2. Z dodajanjem bénih podpor se optimalna relativha
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viSina kr@nega loka pov&uje (slika[ 7.¥). Tako je optimalna relativnasina kr@nega loka stirimi
ekvidistantnimi podporami prittno H,..; = 0.25. Tudi kritiCni obteni faktor se z dodajanjem boih
podpor v&a. V&anje b@&ne nosilnosti je najbolj izrazito prav za ke loke z optimalnimi relativnimi
viSinami.

[IF el
60
50 —e— 0 podpor
40 Ji 1 podpora
30 71 —e— 2 podpori
20 —e— 3 podpore
10 - —e— 4 podpore

0 ‘ ! ‘ ! !

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 Hre

Slika 7.7:  Krani lok z ekvidistantnimi bonimi podporami. Odvisnost normiranega lditega
obteznega faktorja od relativhe $ine kr@&nega loka.
Figure 7.7: Arch with equidistant supports. Normalized buckling load vs. relative height.
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Slika 7.8: Krani lok z optimalnimi legami bénih podpor. Odvisnost normiranega abiega faktorja
od relativne v§ine kranega loka.
Figure 7.8: Arch with optimal supports. Normalized buckling load vs. relative height.

Optimalne vgine kra@nih lokov z optimalnimi vmesnimi Bmimi podporami so prav tako odvisne od
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Stevila podpor (slika 7]8). Tudi pri optimalni razporeditvidmih podpore se s potevanjemStevila

IF ll
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o}
—e— 4 ekv. podpore

30
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20 -

10 -

O I T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 Hu

Slika 7.9: Odvisnost kritinega obténega faktorja od relativne Sine loka za krdne loke sStirimi
ekvidistantnimi intirimi optimalno postavljenimi binimi podporami.
Figure 7.9: Buckling factor vs. relative arch height with four equdistant and optimal supports.

boCnih podpor povéuje optimalna relativha Sina kr@nega loka. Optimalna relativhaSima za kr@ni
lok s Stirimi optimalno razporejenimi podporami fé,.; = 0.25, kar pomeni, da optimalna razporeditev
podpor ne vpliva bistveno na optimalno relativn@iao kraznih lokov. Kot vidimo na sliki 7.p, na
kateri prikazujemo odvisnogt . | od H,.; za krane loke sstirimi vmesnimi b&nimi podporami, pa
nezanemarljivo povi& njihovo b&no nosilnost.
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7.3 Armiranobetonski nosilci, ojaceni z jeklenimi lamelami

V Studiji obravnavamo ofgene armiranobetonske stebre, izpostavljerimilasni obtébi. Ojaitev
prispevajo vgrajene okrogle palice (kl&sa armatura) in enostransko oz. dvostransko dolepljene lamele
razlicnih dimenzij. Analiziramo vpliv razinih tipov oj&itve na uklonsko nosilnost in postkitio
obna&anje stebrov. Predstavljene so krivulje osna sila €mprpomik oja&enih stebrov z Zgetnimi ge-
ometrijskimi nepopolnostmi in nepopolnostmi zaradi razslojevanja med primarnim nosilnim elementom
in ojacitvijo.

Obravnavamo vitek raven armiranobetonski steber, ki je izpostavljéni ttesni sili s prijemaBtem v
teziSCu betonskega prereza. Velikost sile ptwjemo do izgube stabilnosti, nato pa sledimo deformaciji
stebra do porsitve. Armiranobetonski steber é¢@mo z dolepljenjem jeklenih lamel in opazujemo vpliv
ojaCitve na nosilnost stebra. Pri tem opazujemo vpliv @azh dejavnikov, kot so nepopolnost geometri-
jske oblike in delna delaminiranost @jave. Analizirali smo konzolno in prostatece podprte stebre.

AB steber jeklena ojacitev z delaminacijo
N S Y /)
F;( N YT I 77777y J\A "du \
— X L, L, o . }h X
| Lo jeklena ojaéitev%
" (L-L)2 L, (L-L,)2
Z L

Slika 7.10: Model ojéenega nosilca z delaminacijo.
Figure 7.10: Beam model with additional steel plate and delamination.

Na sliki[7.10 je prikazan model djanega stebra z geometrijskimi podatki: 2oé stebral, Sirina pre-
rezab, viSina prereza, dolzina oj&itve L,, debelina ojéitve d,, relativha dotina oj&itve [, = L,/ L,
relativna lega ojéitve [,,, = L,,/L, kjer L, predstavlja razdaljo od roba nosilca do sredin€itja,
dolzina delaminacije.4, njena relativna ddinal; = Ly/L in njena relativna legé = L1 /L, kjer je
L, razdalja od roba nosilca do roba delaminacije. JeklenGtejaje modelirana z enakim, bilinearnim
konstitucijskim modelom kot osnovna armatura (glej tudi poglavje 2]3.4.2). Oznake raigremed-
nosti, ki definirajo materialne modele, sa@) psnovna armatura: elasti modul £}, plasttni modul
E,, Poissonov kotinik v, mejna elastina deformacija,, najv&ja deformacije,,; (i7) beton: z&etni
elasttni modul E;, tlatna trdnostf,,, natezni deformaciji sta, (ob najve&ji natezni trdnosti) ire,
(porusna deformacija v nategu), deformacija pri dom@ tl&ni trdnostie,,,, mejna tl&na deformacija
ey (797) Zunanja ojaitev: elasténi modul £, plasttni modul E,,, mejna elastina deformacija,, in
najvetja deformacija .

Najprej primerjamo uklonske sile ela&tiega, nearmiranega in armiranega betonskega stebra z nasled-
njimi geometrijskimi in materialnimi podatkiL = 8 m, b = 0.3 m, h = 0.2 m, armaturad¢16,

E, = 3000 kN/cm?, v = 0.3, f,, = 3.3 kN/cn?, ¢, = 0.000055, &, = 0.0007, €,, = —0.0022,

eer = —0.008, E; = 21000 kN/cn?, E,, = 4000 kN/cn?, e, = 0.002, &, = 0.01. V preglednic{ 7.

so prikazani rezultati za anafitie in numeiine reitve uklonskih sil elastinega, betonskega in armira-
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nobetonskega stebra.

Preglednica 7.3: Uklonske sile eldstega, betonskega in armiranobetonskega nosilca.
Table 7.3: Bukling loads of the elastic, concrete and reinforced concrete beam.

F., [KN] material konzola prostoleCi
ana. lin.el. 231.32 925.28
num. lin.el 231.26 925.27
num. AB 259.12 918.83
num. B 228.93 807.39

Rezultati v preglednidi 7|3 kaejo ujemanje numesnih reSitev uklonskih sil z analiinimi, dobljenimi

po Eulerjevi formuliF,, = EIx?/L? (preglednic3, 1. vrstica) za linearno el&sitimaterialni model
(preglednic@ 7]3, 2. vrstica). Z ufievanjem nelinearnosti materiala ugotovimo, da Sitve za linearno
elastten material lahko precenjene. Na uklonske sile nosilcev ugodno vpliiEtayamje armature, ki
ima veji elasttni modul od betona. Opazimo, da je zato Knth sila armiranobetonske konzol&jai

od kriticne sile konzolnega nosilca iz eld@stega materiala. Uklonske sile za nearmiran betonski nosilec
enakih dimenzij so po ptakovanju marge od vrednosti za armiran nosilec in tudi vrednosti za €asti

material.

7.3.1 Vpliv enostranske oj&itve na postkriticno obnaanje stebra

Nosilec oj&amo z jeklenim trakom relativne dahe [, in debelined,, ki je prilepljen le na eni strani
stebra. Relativna lega djave [, je pri prostoléeCem podpiranju enaka/2, pri konzolnem pd,, =

lo/2. Privzamemo popoln stik med trakom in stebrom. Krivulje osna sila émpm@omik prostega konca
konzolno vpetega nosilca in srednj&ke prostoléeCega nosilca so prikazane na slikah 7.1Lin]7.12.
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Slika 7.11: Obteno-deformacijske krivulje konzole z ra@timi tipi ojaCitev.
Figure 7.11: Load deflection paths of the cantilever with additional reinforcement.
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Slika 7.12: Obt&no-deformacijske krivulje prostateCega nosilca z radinimi tipi ojaCitev.
Figure 7.12: Load deflection paths of the simply supported beam with additional reinforcement.

Enostranska ofitev nosilca poleg ugodnega vpliva predstavlja tudi dodatno ekséeost. To se izrza
v relativno velikih pré&nih pomikih,5e preden je doZena najvéja osna obremenitev nosilca. Kora
nosilnost ojgenega konzolnega nosilcg & 0.5, d, = 5 mm, Fiax ~ 290 kN) je nekoliko v§ja od
nosilnosti neojaenega nosilcaH,.x ~ 260 kN). V primeru prostolzetega vpetja opazimge ve&ji vpliv
ekscentitnosti oj&itve. Kortna nosilnost nosilca s k&g ojaitvijo (I, = 0.25, d, = 5 mm) priblizno
enaka nosilnosti neaj@nega nosilca. ProstdkEi nosilec z dako oj&itvijo (I, = 1.0, d, = 10 mm),
pa ima vBjo nosilnost od neofgenega za prikitino 10 %.

Ker lahkozZe majhna ekscenémost bistveno zmas nosilnost stebrov, analiziranse oj&ene stebre
z z&etno nepopolnostjo.£atno nepopolnost modeliramo z neravn@etao obliko osi stebra. Ta za
konzolno vpetje poteka po kubii paraboli, doléena pa je z naj\gim odmikom prostega konca
ZaCetni odmik prostoleeCega stebra poteka po kvadratni parabobi,pa je oznéen najvéji odmik na
sredini stebra. Ostalih geometrijskih in materialnih parametrov ne spreminjamo.

Zaradi preglednosti prikazujemo rezultate krivulje sila — pomik le za nekatere priméenijekonzol-
nih in prostoléeCih stebrov. Na slikj 7.13 je prikazana primerjava med néej@ armiranobetonsko
konzolo, z razlenimi za&etnimi nepopolnostmi, ter podobno konzolo, ki je po celotnZitol(l, = 1.0)
ojatena z jeklenim trakom debeliflemm. Rezultati kdejo, da ojéitve v vseh primerih pov&jo nosil-
nost stebra. V primeru ekscerdtniosti v pozitivni smeri osk se nosilnost prereza zmaaj kar pomeni,
da je ta tip zéetne nepopolnosti neugoden. Kljub neugodni smeri eks€ansti je kona nosilnost
Se vedno véja od nosilnosti enakega nebgnega stebra. V vseh primerih je pésaa tudi duktilnost
konstrukcije. Postkritino obn&anje stebra je stabilrig kot v primeru neofzene konstrukcije. Kadar pa
ima steber veliko Z&etno nepopolnost v negativai smeri ¢ = —20 mm), to povzrd@i preCne pomike
v negativni smeri. NajuW§a obremenitev je v tem primerusja kot pri popolnem stebru, postkditii del
krivulje pa k&e na hitrege padanje sile, podobno kot pri neigaem stebru.

Na sliki[7.14 prikazujemo primerjavo med ne€gaim in oj&enim armiranobetonskim stebrom, ki je
prostolgece podprt. Ojaitev predstavlja lamela relativhe daote /[, = 0.5 in debelined, = 5 mm,
ki je postavljena na sredino razpona nosilég (= 0.5). Podobno kot v primeru konzole opazimo
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Slika 7.13: Obte&no-deformacijske krivulje of#ene in neojéene konzole za razZine z&etne nepopol-

nosti.
Figure 7.13: Load deflection paths of the cantilever with/without additional reinforcement including

imperfections.
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Slika 7.14: Obt&no-deformacijske krivulje sredine @@nega in neojgenega prostoitega nosilca za
razlicne z&etne nepopolnosti.

Figure 7.14: Load deflection paths of the simply supported beam with/without additional reinforcement
including imperfections.

vi§jo nosilnost ojaene konstrukcije. Z=ztna nepopolnost tudi v tem primeru lahko deluje ugodno ali
neugodno. V primeru neugodnega delovanjéetae nepopolnoste(> 0) je nosilnost prerezée vedno
viSja od enake nedjane konstrukcije, prednost @gne konstrukcije pa je tudi bolj togo ol¥@aje v
postkriticnem obmaju. V primeru dovolj velike zéetne nepopolnosti v negativai smeri (v nasprotni
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strani od lamele, npre = —15 mm) se konstrukcija vendarle izkloni v negativho smer 4sitogost
konstrukcije v postkritnem obmaju pa je v tem primeru masa (oja&itev je tlaéno obremenjena).

7.3.2 Vpliv obojestranske oja&itve

Obravnavali bomo vpliv obojestranske Ojve stebrov. Na sliki 7.15 predstavljamo rezultate za kon-
zolno vpeti steber z in brez zatne nepopolnosti. Pri obeh obravnavanih tipih vpetja sta stelitargja
eno oziroma z dvema lamelama (obojestranskéit@e) relativne datinel, = 0.5 in debelined, = 10
mm. Materialni in geometrijski parametri so enaki kot prej.

F [kN]
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400 Z
->
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va e=0mm
----- e=10mm
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Slika 7.15: Obteno-deformacijske krivulje enostransko in obojestranskéesja konzole za razine
zaetne nepopolnosti.

Figure 7.15: Load deflection paths of the cantilever with one-sided and both-sided additional reinforce-
ment including imperfections.

Grafi obt&no deformacijske krivulje enostransko ©gmega, konzolno vpetega stebra, ponazarjajo asi-
metricno obn&anje konstrukcije ter eksceritnio delovanje lamele kot djdve na eni strani. V primeru
dovolj majhne zéetne nepopolnosti (npe. = —10 mm) se steber izkloni v pozitivni smeri 0&i (rdeCi
grafi). Enak, vendar obojestransko @a steber, je osno simetein. Zato v primeru stebra breztedne
nepopolnosti dosemo vijo nosilnost. Po dofdtvi bifurkacijske t&€ke se odldimo za pot po obtano
deformacijski krivulji v pozitivni ali negativni smeri ost' (polna modra krivulja). Zaradi preglednosti
je na sliki[7.1% prikazana le krivulja za pozitivno smer. Obojestranskitejavpliva na vjo nosilnost
stebra tudi v primeru Z&tne nepopolnosti = 10 mm (€rtkana modra krivulja). V primeru d&ih
ojacitev (I, > 0.5) je razlika med enostransko in obojestransk@itygo Se veja.

7.3.3 Vpliv delaminacije na oj&itev stebra

V prejSnjih primerih smo predpostavljali popolnost stika med stebrom i€itvjgo. Zaradi razlénih ra-
zlogov lahko na masjh odsekih stika med stebrom in Gjwvijo pride do razslojevanja. Tak, nepopoln
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stik bomo modelirali z delaminacijo med osnovnim in dodanim elementom. Obravnavali bomo kon-
zolno in prostoléete podprti steber, ki sta djana bodisi z enostransko ali obojestranskima lamelama.
Prelcevali bomo vpliv delaminacije na eni strani nosilca za stebreCetna geometrijsko nepopolnos-

tjo. Slika[7.16 prikazuje krivulje sila — péai pomik za enostransko d@an konzolno vpeti steber z in
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Slika 7.16: Obt&no-deformacijske krivulje konzole z nedelaminirano in delaminirano enostransko
ojaCitvijo.

Figure 7.16: Load deflection paths of the cantilever with additional reinforcement with/without delami-
nation.

brez delaminacije. Ofatev je izvedena z lamelo, daleno s podatkil, = 0.5, r, = 0.25, d, = 10
mm. Konzola je analizirana brez in z&&tno nepopolnostjo osi= —20 mm. Delaminacija je relativhe
dolzinel; = 0.25, lega pa je n&etrtini dokinel,,, = 0.25.

V rdeCi barvi so prikazane krivulje enostransko @gaega stebra ob ugievanju popolnega stika med
stebrom in ojéitvijo. Raven nosilec (polna rd@a ¢rta) se izkloni v smeri pozitivne osf, medtem

ko zadostna nepopolnost v negativni smeriBgovzrai, da se steber izkloni v smeri proti Gjtvi. Z
modro barvo prikazujemo rezultate za steber enakih karakteristik@itvigaob up&tevanju delaminacije

na stiku med stebrom in lamelo. V primeru ravnega stebra (izklon poteka v pozitivhi smefi) osi
je lamela vestas v nategu. Delaminacija v tem primeru ne vpliva na potekzoloteleformacijske
krivulje, rezultati za nedelaminiran in delaminiran nosilec so v tem primeru enaki. V priméetrea
nepopolnosti v negativni smeri ogi, ki povzrci izklon proti oj&itvi, pa je nosilnost delaminirane
konstrukcije bistveno #ja od nosilnosti v primeru popolnega stika. To je posledica lokalnega uklona
tlacene lamele.

Na sliki[7.17 prikazujemo obEno deformacijske poti za konzolno vpeti obojestransk@eijasteber.
Podatki za lamele sd;, = 0.5, [,,, = 0.25, d, = 10 mm. Za&etna geometrijska nepopolnosteje= 10
mm, nepopolnost stika pa predstavlja delaminacija relativrgmiml; = 0.25 in relativne legé; = 0.25.

V tem primeru je ob up&tevanju popolnega stika maaslediti bifurkacijsko krittno tako, iz katere
se lahko premaknemo v pozitivno 0z. negativhiemer (modra polna krivulja). Delaminacija na stiku
med betonom in ofétvijo tudi v primeru obojestransko djanega stebra povaip da se ob doléeni
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Slika 7.17: Obt&no-deformacijske krivulje konzole z nedelaminirano (modro) in delaminirano (zeleno)

obojestransko ofitvijo.
Figure 7.17: Load deflection paths of the cantilever with additional both-sided reinforcement

with/without delamination.
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Slika 7.18: Obtno deformacijske krivulje sredine prostbéega stebra z nedelaminirano (modro) in

delaminirano (zeleno) obojestransko®fsijo.
Figure 7.18: Load deflection paths of the simply supported beam with additional both-sided reinforce-

ment with/without delamination.

kriticni sili, ki je veliko nizja od nosilnosti konstrukcije, trak izkloni. Olai®o deformacijska pot je
zaradi delaminacije asimetria, nosilnost stebra pa velikozia od nosilnosti za popolni stik (zelena
polna krivulja). Ob upétevanju zéetne geometrijske nepopolnosti opazimo takig préne pomike
v smeri z&etne nepopolnosti, nosilnost delaminiranega stebra pa jeedno rija od primera, Kjer je
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updstevan popolni stik med betonom in ojtvijo.

Podobne zakljtke lahko povzamemo za primer prostée podprtega stebra. Z ugtevanjem de-
laminacije sicer raven steber izgubi simétidst in bifurkacijsko tdko. Kortna nosilnost stebra je v
primeru delaminacije ja od nosilnosti nedelaminiranega stebrazjblnosilnost delaminiranega stebra
je opaziti tudi v primeru enakega stebra Zetno geometrijsko nepopolnostjo. Na gfiki 1.18 prikazujemo
krivulje sila — pomik za prostoleCi steber, ojaen z lamelami, = 0.5, [,,, = 0.5, d, = 10 mm. Z&etno
nepopolnost stika predstavlja delaminacija relativneidell;, = 0.25 in relativne legeg, = 0.5.

7.4 Leseni kompozitni nosilec

Analiziramo prostol2eti nosilec, ki je sestavljen iz dveh elementov pravokotnegé&naga pre-
reza. Sloja sta med seboj povezanzeblji, ki jih ekvidistantno zabijemo vzdbinosilca. Nosilec na
sredini razpona obremenimo gtmvno obtebo, ki jo pov&ujemo do porgitve nosilca. Pri tem opazu-
jemo vertikalne pomike nosilca ter vzdali zamik refere@inih tack v odvisnosti od velikosti ob#be.
Geometrijski podatki kompozitnega nosilca so prikazani na|[sliki| 7.19.

Vzdolzni prerez Precni prerez
* seblji ~ b L*=150 cm
— e S A h, L =140cm
y r =9.0 cm
4> <- . r*=60cm
X \\ 2 ph=12cm
% A : h,=5cm
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Z\/ L*
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Slika 7.19: Leseni kompozitni nosilec in geometrijski vhodni podatki.
Figure 7.19: Timber composite beam and geometrical data.

7.4.1 Eksperiment

Za nosilec, prikazan na sliki 7.119, so bile v okviru diplomske nala@as((1999)) narejene eksperi-
mentalne raziskave. Preiskanih je bilocMeompozitnih nosilcev z radlho postavitvijo veznih sred-
stev. Nosilci so bili obremenjeni z batom, ki je simuliratkmvno obt&bo. Obt&bo so povéevali do
porusitve, pri tem pa merili vertikalne pomike treh refeteih totk na nosilcu in zamike na stiku med
nosilcema (dve merilni napravi; induktivni merilci ‘IM’ in koriki ‘D’). Izmerjene so bile tudi tl&ne in
natezne trdnosti vzorcev ter opravljeneAig in natezne preiskave nosilnosti veznih sredstev.

Ratunska modela materiala in stika povzamemtﬁae (1999) in Planinc s sodelavci (2008). Za konsti-
tucijski model lesa smo privzeli odsekoma linearen diagram, kot je prikazan v paglavju2.3.4.2. Karakter-
isticne vrednosti specinih deformacij s@., = 0.0032, et = —0.0035, eun = 0.0065, £t = —0.0093,
pripadaj@i elasttni moduli pak,; = E;; = 1050 kN/cm?, Eynw = 0.1E,), Ey, = 0.05E;). Iz
rezultatov raziskav podajnosti veznih sredsteag (1999)) povzemamo diagrama zazstni in natezno
nosilnost posameznegdablja (slikg 7.2D). Konstitucijska modela, prikazana na liki|7.20, sta odsekoma



Rodman, U. 2009. Analiza nosilnosti prostorskih okvirnih konstrukcij ZStg@eanjem ... nepopolnosti 103
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbemi in geodezijo, Konstrukcijska smer.

(a) zamik veznih sredstev (b) izvlek veznih sredstev

Slika 7.20: Konstitucijski zakon za eebelj v strigu in nategu.
Figure 7.20: Constitutive law for one nail: shear and tension.

linearna diagrama, dobljena na osnovi pogjaesksperimentalnih rezultatov odziva enégalja. Vred-
nosti iz diagrama na sliki 7.20 prikazujemo v pregledhic| 7.4.

Preglednica 7.4: Vrednosti v konstitucijskem diagramu za zamik in izvlek enega veznega sredstva.
Table 7.4: Constitutive law values for shear and tension of one nail.

Zamik enega veznega sredstva

silaF, [kN] 0 0.0625 0.125  0.25 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0 3.5
zamiku, [cm] 0  0.6885 0.8586 1.0617 1.3173 1.7478 1.8956 1.9456 1.8350 1.6925
Izvlek enega veznega sredstva

silaF,[kN] 0 04020 0.5770 0.5246 0.0228
zamiku, [cm] O 0.01 0.03 0.1 4.0

7.4.2 Numertna analiza

Pri numerénem ré&evanju zaradi simetrije modeliramo le polovico konstrukcije. Za model smo upora-

bili skupno36 elementov enake diihe. Za véje Stevilo elementov se odiimo zaradi preprostégga
updstevanja konstitucijskega zakona posameznega veznega sredstva. Nelinearne vzmeti torej postavimo
v krajista vseh elementov, saj se tam nahajajo vezna sredstva. Zaradi véltkeda elementov, se
odloCimo za elemente hjega redas.

Numertno analizo naredimo za pet obtéh primerov ¢4 = 7.624 kN, Fg = 11.055kN, Fo = 16.123

kN, Fp = 20 kN in Fp = 30.25 kN). Numertne rezultate pripadajpth vertikalnih pomikov osi nosilca
prikazujemo na sliki 7.1 skupaj z rezultati dveh eksperimentov. Iz[sliké 7.21 lahko opazirtwamdiie-
manje numeiinih rezultatov z eksperimentalnimi za obve 4 p. Malo vetja odstopanja numemih
rezultatov od eksperimenta opazimo le v primeru bb&F's, ki pa je tik pred porgitvijo nosilca. V
blizini porusne obtébe so oliajna vé&ja odstopanja pomikoke pri eksperimentih, zato so nuniani
rezultati dovolj nataéni. Na rezultate pomembno vpliva izbrani konstitucijski model materiala in stika.
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Slika 7.21: Vertikalni pomiki kompozitnega nosilca za ramk obtébe.
Figure 7.21: Vertical deflections of a composite beam for varios loads.

Pri rezultatih za vertikalne pomike je pomemlt#iegnodel materiala, ki je bil, kot Kaejo rezultati, us-
trezen.

Konstitucijski model stika pa za izbrani primer dominira pri osnih pomikih. Zaradi podajnosti veznih
sredstev se na stiku zgornjega in spodnjega elementa pojavijo zamiki. Na sliki 7.22 prikazujemo eksper-
imentalne rezultate za zamike na stiku skupaj z nuénerdoldenimi.

Rezultati so prikazani za raghe nivoje obtébe Fy, Fp in Fo. Ujemanje med eksperimentalnimi in
numerEnimi rezultati je odiEno, mar§e odstopanje je vidno le ob podporah. Na $liki .23 prikazujemo

5I s x x X X
X
1.0 X
0.5
0.0
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W\ Fi —— merilci D
-1.0 —~ WA 5, w merilci IM|—
X x x X X
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Slika 7.22: Zamiki vzdadt stika lesenega kompozitnega nosilca za éaginivoje obtibe.
Figure 7.22: Bond slip of a composite timber beam, vaious loads.
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Slika 7.23: Zamiki vzddt stika lesenega kompozitnega nosilca z§eebtebe.
Figure 7.23: Bond slip of a composite timber beam, higher loads.

rezultateSe za obténi primer Fp, Fr. Tudi za ta dva obt&a primera opazimo ujemanje nunderih

in eksperimentalnih rezultatov, splde up&tevamo razliko med eksperimentalnimi vrednostmi, ki so
izmerjene na raztina n&ina. Odstopanja med obematiroma meritev so V@a kot med eksperimen-
talnimi in numerénimi rezultati.

Ujemanije r&unskih in eksperimentalnih rezultatov na vseh nivojih dbéenam kae na to, da je pred-
stavljeni postopek primeren za analizo sestavljenih lesenih nosilcev. Na deformiranje nosilca in njegovo
nosilnost ima najv§i vpliv izbira ustreznega konstitucijskega modela za material. V preglednici 7.5
prikazujemose numegine in eksperimentalne rezultate sil, pri katerih se kompozitni nosile&pdta-

leg kritiCnih sil izpSemoSe razliko med eksperimentalnimi in nuni@imi vrednostmi.

Preglednica 7.5: Posma obtéba kompozitnega nosilca in pripad&j@omiki.
Table 7.5: Ultimate load and ultimate deflections for the composite beam.

eksp. 1 eksp.2 povp.eks. num. razlika [%]
Fz [kN]  31.37  30.25 30.81 30.64 0.55
uz [mm]  50.10 4275 46.425  43.38 6.56

Tudi v primeru porsnih sil opazimo odino ujemanje numetnih in eksperimentalnih rezultatov. Vred-
nosti kor€nih pomikov, dobljenih z numdino analizo, so med zgornjo in spodnjo vrednostjo eksperi-
mentalnih rezultatov. Opozorinde enkrat na precgn raztros pomikov pri posni obtebi in posledéno
premajhndstevilo eksperimentalnih rezultatov za dobro oceno. 1z ujemanja nénitein eksperimen-
talnih rezultatov za raprimer, lahko zakljgimo, da je n& numereni postopek primeren za analizo
obravnavanih kompozitnih nosilcev.
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7.4.3 Qjaitev lesenega nosilca s polimernimi trakovi

Za konec obravnavamse lesen nosilec, djan s polimernimi trakovi. Dimenzije pteega prereza
smo vzeli enake kot za spodnji nosilec iz Brggga primera, saj nas zanima primerjava med nosilnos-
tjo lesenega nosilca dianega z dodatnirgebljanim lesenim nosilcem in nosilnostjo lesenega nosilca,
ojatenega s polimernim trakom. Polimerni trak je ndbesm po celotni ddini na spodnji strani nosilca,
predpostavljena je popolna povezava med osnovnim nosilcem ditvije. Materialne karakteristike
lesa obdzimo iz prepnjega primera, za polimerno Gjtgev pa povzamemo obliko diagrama iz Zupan
in Saje (2005). Karakterigtha vrednost natezne in tiae specifine deformacije jés,,| = 0.01818,
pripadajda tla&na in natezna trdnost pa je $fi.| = 400 kN/cn?. Geometrijski podatki ofgenega
lesenega nosilca so prikazani na dliki 7.24.
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Slika 7.24: Oj&eni leseni nosilec in geometrijski vhodni podatki.
Figure 7.24: Reinforced timber beam and geometrical data.

Analogno kot v pr&gnjem primeru, smo nosilec na sredini razpona obremenjevatikewao obtebo
do porisitve. Pritem smo opazovali pomike osi nosilca in deformacije v nateznem polimernem traku.
Numeritno analizo smo ponovili za raghie debeline ofitve (d* = 0, 0.1, 0.25, 0.5, 1.0 in 10 mm).
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Slika 7.25: Obténo deformacijske krivulja za lesen nosilec s polimerng@ibjgo in kompozitni nosilec.
Figure 7.25: Load deflection path for beam with fiber-reinforcement and composite beam.
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Na sliki[7.25 prikazujemo obimo deformacijske krivulje v sredinskidki za razlEne debeline ofétve
skupaj z obtino deformacijsko krivuljo kompozitnega nosilca iz Brggga primera.

Iz grafov na sliki 7.2p opazimo, da se ztamjem debeline polimerne djave visa tudi nosilnost kon-
strukcije. Povéanije nosilnosti zaradi dodatne polimernetitjge se zgodi kljub dejstvu, da je pditev
nosilca nastopila zaradi presmih tl&nih napetosti v lesu, medtem ko je bila natezna trdnost polimernega
traku v ve&ini primerov izkorsCena manj kot do polovice. Ned@jan leseni nosilecdf = 0) je po
priCakovanjih podajn&j od kompozitnega, gja je tudi njegova porgna obteba. V primeru, da enak
nosilec oj@amo s polimernim trakom debelin® > 0.1 mm, pa je njegova nosilnost3ja od nosilnosti
kompozitnega nosilca. Nosilci, djani s tar§imi polimernimi trakovi, so podajn&j od kompozitnih
nosilcev, v primeru debelggga trakud* > 1.0 mm), pa je tudi zéetna togost takih nosilec§ja od
sestavljenih. To je razvidno tudi iz rezultatov sil in pripadaopomikov, pri katerih se ofgni nosilci
porusijo (preglednic@ 7]6). Pomiki ob pdsitvi nosilca z ménefo oj&itvijo (d* = 10 mm) so marji
od vseh ostalih pomikov, tudi od pamih pomikov kompozitnega nosilca.

Preglednica 7.6: Posma obteba kompozitnega nosilca in pripadéjgomiki.
Table 7.6: Ultimate load and ultimate deflections for the compostie beam.
d* [KN] 0 0.1 0.25 0.50 1.0 10 kompozitni

Fz [kN] 27.69 30.28 33.74 3820 44.38 58.17 30.64
uz [mm] 49.50 51.71 54.10 55.45 55.46 38.76 43.38
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8 ZAKLJU CK]

V disertaciji je predstavljena nova num@ra metoda za analizo togosti, duktilnosti in nosilnosti ma-
terialno nelinearnih prostorskih linijskin konstrukcij ob vplivu materialnih in geometrijskih nepopol-
nosti. Metoda temelji na numeéni formulaciji kinemattno ta&ne teorije nosilcev, kjer za osnovne
neznanke problema izberemo deformacijskediné. Elemente povezujemo v konstrukcijo prek robnih
pomikov in zasukov. Formulacija omoga poljubno velike pomike in zasuke, kar je posebej pomem-
bno za analizo v postkritnem obmgju. Poleg tega omoga poljubno zéetno geometrijo elementov,
kar pomeni da lahkde z majhnimstevilom elementov modeliramo tudi ukrivljene in osno zavite kon-
strukcije. KorEni elementi omogéajo konsistenco ravnateih in kostitucijskih notranjih sil, €imer
dos&emo vE&jo nataftnost in robustnost algoritma ob Wwievanju nelinearnosti materiala. Formulacija
predstavlja primerno osnovo za analizo linijskih konstrukcij ob&t@eanju materialnih in geometrijskih
nepopolnosti. Vendar pa taka analiza zaht&esilne raZiritve in dograditve ter prilagoditve nekaterih
numertnih metod. Spremljanje postkigtiega obnanja smo omodgili z vklju€evanjem metod sle-
denja obteno-deformacijskim potem in metod zaznavanja &nifn tack. Te metode niso bile razvite
za deformacijske kdime elemente, zato smo jih ustrezno predelali in vgradili v nuinerformulacijo.
TezisCe doktorskega dela je v numé&nem modeliranju delaminiranih nosilcev, pgmer predstavljena
metoda omogga razltne nelinearne konstitucijske modele na stiku med lamelami. Tako lahkénespe
modeliramo tako delaminirane kot slojevite nosilce. Nelinearen konstitucijski zakon na nivoju prereza
ali med lamelami vkljégimo v model prek nelinearnih vzmeti na nivoju konstrukcije.

Poglavitne znéilnosti predstavljene numérie metode so:

e Deformacijski koni elementi so primerni za postkitio analizo konstrukcij. Ob korektnem
upcstevanju nelinearnosti prostorskih zasukov in kinetmetidopustnih popravkov rotacijskih
deformacijskih kokin ucinkovito sledimo obténo-deformacijskim potem, zaznavamo Knite
tocke, jih klasificiramo in se oditamo za smer nadaljevanja v razéi - bifurkacijah. Ohran-
jena je kvadrafina konvergenca osnovnega korga elementa tako v bini kriticne t@ke kot
tudi v postkrittnem obm@ju.

e Obtezno-deformacijskim potem lahko sledimo s prilagodljivim korakom pri tem pa dosegamo
visoko natagnost rezultatov tudi pri velikih korakih poti. a metoda daje natémne rezultate
tudi ob redkejih mre&ah elementov tjega reda. Brez Eav lahko spremljamo ukrivljene in zvite
za&etne oblike nosilcev tudi v primeru velikih deformacij v postknitem obmaju.

¢ Pri sledenju obteno deformacijskih poti poleg pomikov ugtevamo tudi prostorske zasuke. Tak
pristop je spl&nefi, vendar zahteva pravilno ufievanje neaditivnosti prostorskih zasukov.

e Numerttni model delaminiranih konstrukcij omoga natatno in robustno analizo nosilcev z eno
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ali vet razpokami - delaminacijami vzdolosi nosilca. Pri tem predstavljeni model omoégo
updstevanje stiéinih deformacij in povezane obravnave osnih in upogibnih deformacij.

e Numertni rezultati za delaminirane konstrukcije se ob ustreznih zanemaritvabn{siplivi)
dobro ujemajo s klaghimi teorijami delaminacij.Se pomembneje pa je, da se Kiité sile za
delaminirane ravninske konstrukcije povsem ujemajo @malastnimi analittnimi rezultati, ki
zajemajo stini vpliv.

e Parametignestudije k&ejo vpliv mnogih dejavnikov na kritho silo delaminiranih nosilcev. Tako
so uklonske sile nosilcev iz skno stisljivega materiala mnogaozpe kot strzno nestisljivega. Manj
ugodne so daie delaminacije hifie roba prereza in e Stevilo delaminacij. Pomemben je tudi
nacin podpiranja.

e NaSa metoda omoda tudi analizo konstrukcij s prisotnostjo delaminacij, ki so ngetleu ukrivl-
jene in/ali osno zavite. Prisotnost delaminacij lahko bistveno spremensabjeatakih konstruk-
cij, 3e posebej v postkrithem obmaju. Praviloma pa delaminacije znatno zajio nosilnost takih
konstrukcij.

e Numertna metoda je &inkovita tudi ob spremljanju kritinega in postkriinega obnganja de-
laminiranih konstrukcij z raztinimi zecetnimi nepopolnostmi. Zztne nepopolnosti pomembno
vplivajo tako na krittno silo kot tudi na postkritno obn&anje delaminirane konstrukcije.

e Prekrivanje lamel ob delaminacijah pregirao z uporabo diskretnih bilinearnih vzmeti. Zaradi
spldsnosti pristopa pa je metoda uporabna tudi za slojevite nosilce gnamliveznimi sredstvi in
nosilce na elastni podlagi.

e Diskretne vzmeti ogiemo z razfinimi odsekoma linearnimi zakoni v vseh treh smereh lokalne
baze referetne lamele. Tak pristop omoga realisttno spremljanje delaminiranih in kompozit-
nih konstrukcij tudi ob velikih pomikih in zasukih lamel.

e Natartnost in zmogljivost predstavljenega postopka ponazarjanstevadnih ra&unskih primerih,
posebej pa so prikazane tri oasefge paramettineStudije:

— Bocna zvrnitev lesenega Kitnega loka je zelo zanimiv problem, ki vk§juje zahtevno geometri-
jsko nelinearno analizo. S predstavljeno metodo éiatlo optimalno Vsino loka in optimalno
razporeditev bénih podpor.

— Dodatne jeklene lamele bistveno izi&aljo nosilnost armiranobetonskih stebrov. Prikazan je vpliv
ojatitev ob up&tevanju nepopolnosti in delaminacij za geometrijsko in materialno nelinearne ste-
bre.

— Analiza kompozitnega lesenega nosilca pakajemanje eksperimentalnih in nun@sih rezulta-
tov za pomik in zdrs med sloji ob uptevanju nelinearnega konstitucijskega modela za les skupaj
z nelinearnim modelom za vezna sredstva.
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9 SUMMARY

The aim of the dissertation was to create a new numerical method for analysis of the ductility, bearing
capacity and postcritical behaviour of materially nonlinear space beam structures. The method should
be able to analyse the influence of different material and geometrical imperfections on the behaviour of
beam structures. Imperfections include the study of cracks, delaminations of beams and columns and the
contact problem between the lamina.

Our approach stems from the geometrically exact nonlinear formulation approach, developed by Reissner
(1981), and its numerical formulation presented by Zupan (2003a, 2003b). The formulation employs
strain measures as the primary variables. Theoretical work represents the implementation of the modified
arc-length method on spatial beam element based on strain measures. Special care is taken in proper
consideration of non-additive three-dimensional rotations. Our procedure proves to be very efficient at
handling materially nonlinear structures.

Next problem we were handling, is the determination of critical points. We are dealing with both, classi-
fication of the critical points and switching between branches at the bifurcation points. Therefore, we are
able to analyze the phenomena such as in-plane and out-of-plane buckling of straight and curved planar
beams, torsional buckling of spatial beams and the combination of these phenomena. Buckling failure of
bearing elements is even more substantial in case of structures with initial imperfections. Our numerical
formulation allows us to take into consideration an arbitrary nonlinear material model, as well as other
imperfections, such as delaminations.

Delaminations in structures are modeled in third part of dissertation as the separate elements for which
the proper boundary conditions must be considered. We also derive the analytical solutions for buckling
loads of planar beams with multiple delaminations. The results show that analitical solutions which take

shear into consideration are in total agreement with the results from literature and with our numerical

results.

In the last part of the dissertation the contact problem at delamination is resolved using spatial springs
between delaminated elements. Nonlinear constitutive law for springs is assumed to describe the contact
of the laminae. Different constitutive models can be used for each local direction at the cross-sections.
An arbitrary constitutive spring model allows us to solve the problem of overlapping of delaminated
layers and to model spatial composite structures. Spatial springs are implemented in such way, that they
rotate together with the deformed shape of the beam element thus the model consideres properly large
deformations of the beam..

To verify the proposed formulation, several numerical examples are made. They confirm, that all of the
algorthms are built in our spatial formulation efficiently. Many examples are verified with respect to
the relevant problems taken from literature, but we also show good comparisson to experiment with de-
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manding geometrical and material nonlinearities included. In this manner, we conclude the dissertation
with three extensive numerical studies: optimal lateral support positioning and lateral buckling capac-
ity of curved timber arches, bearing capacity of reinforced concrete beams with additional steel-plate
reinforcement with possible delaminations and analysis of nailed composite timber beam.

From the obtained results, the following conclusions can be made:

e The spatial beam element based on strain measures is suitable for post-critical analyses of frame
structures if the nonlinearities of the configuration space of three dimensional of rotations and the
related rotational deformations are properly considered. In that case the convergence of the basic
finite element is preserved.

¢ With the presented method, load deflection paths can be traced accurately also when using large
arc-length steps and lower order elements. An arbitrary initial shape of the element allows us to
analyse initially curved and axially twisted beams.

e Delaminated structures can be modeled as separate elements, considering the eccentricity of the
elements and correct boundary conditions. Numerical results for critical buckling loads are in good
agreement with our own analytical results and results, taken from the literature. With modified
arc-length method, also the post-critical behaviour of delaminated beams can be observed. The
delaminations in general reduce the bearing capacity of beam elements.

e The contact phenomena is taken into consideration by using discrete spatial springs between the
lamina. A proper constitutive spring model prevents overlapping and represents an arbitrary pre-
sumed conditions at delaminations.

e The effectivhess and robustness of the presented method is shown on three parametric studies,
from which we can point out:

— An optimal height of timber arch, regarding to lateral buckling is shown, together with optimal
supporting position.

— The bearing capacity of reinforced concrete columns can be improved substantialy by using addi-
tional steel plate reinforcement. Such reinforced columns are expost to initial imperfections, such
as initial deflection and delaminations.

— The numerical investigation of timber composite beams confirms the applicability of the presented
method. By using nonlinear constitutive model for timber and interlayer slip, our numerical results
are in agreement with experimental ones.
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