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Erster Abschnitt.
Der VVurfel und der Quader.

Ein Wiirfel wird so auf einen Tiseh gestellt. dafi eine seiner Begrenzungs-
flachen in die Tischflache fallt.

Die Hauptausdehnungen des Wiirfels. § 1.

Der Wurfel (Fig. 1) nimmt einen Raum ein, der von allen Seiten begrenzt
ist. Bin von allen Seiten begrenzter Raum heifit ein Korper. Der Wiirfel
ist ein Korper.

Die Geometrie betrachtet an den Korpern nur die
Eigenschaften des Raumes, den sie einnehmen, und sieht
von dem Stoffe, der den Raum erfiillt, ab.
Der Wiirfel ist nach drei Hauptrichtungen ausgedehnt:
nacb der Lange, der Breite und der Hohe.
Der Schiiler zeige diese drei Ausdehnungen a) an dem
Modeli, b) an der Figur.

Die Grenzen des Wiirfels. § 2.

Die Grenzen eines Korpers heifien Flachen VVieviel Flachen hat der Wiirfel?
Alle Flachen des Wiirfels sind ebene Flachen.
Jede Flache des Wiirfels ist nach zwei Hauptrichtungen ausgedehnt: nach
der Lange und nach der Breite (Hohe).
Der Schiiler zeige an dem Wiirfel und an der Figur diese beiden Aus¬
dehnungen.
Die untere Flache, auf welcher der Wiirfel steht, und die obere Flache heiBen
Grundflachen; die iibrigen vier Flachen werden Seitenflachen genannt.
Die Seitenflachen bilden den Mantel.
Durch Erweiterung einer Begrenzungsflache des Wurfels nach allen Seiten
erhalt man die Ebene. Sie ist unbegrenzt.

Die gegenseitige Lage der Flachen eines Wiirfels. § 3.

1. Die beiden Grundflachen treffen nie zusammen, soweit man sie auch
erweitert; sie heifien parallel.
Gibt es am Wiirfel auch parallele Seitenflachen? Wieviele Paare paralleler
Flachen kommen am Wiirfel vor?
2. Jede Seitenflache trifft mit jeder der Grundflachen zusammen, sie schneiden
einander. Dasselbe ist bei zwei benachbarten Seitenflachen der Fali. Am
Wiirfel stehen je zwei einander schneidende Flachen senkrecht (normal)
aufeinander.
Alle Grenzflachen des Wiirfels zusammen bilden dessen Oberflache.

Fig. 1.
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§_4. Die Kanten des Wiirfe!s.

Wo zwei Flachen eines Wiirfels einander schneiden, entsteht eine Linie,
welche eine Kante des Wiirfels genannt wird. Wieviel Kanten hat ein
Wiirfel?
Alle Kanten des Wiirfels sind gerade Linien.
Eine Linie hat nur eine AusdeJinung: die Lange.
Die Kanten an den Grundflachen heiBen Grundkanten, die iibrigen Kanten
Seitenkanten.
Wieviel Grundkanten und wieviel Seitenkanten kat der VViirfel?
Die Kanten des Wiirfels haben gegeneinander eine dreifacke Lage.
1. Der Wiirfel hat Kanten, welche einen Punkt gemeinschaftlich haben,
sie schneiden einander in diesem Punkte. Die amWiirfel einander schneidenden
Kanten stehen paarweise aufeinander senkrecht (normal).
2. Es gibt Kanten, welche dieselbe Kichtung besitzen, sie treffen nicht
zusammen, so weit man sie auch verlangert. Sie heiBen parallel. Wieviel
Gruppen paralleler Kanten kommen am Wiirfel vor, wieviel gehoren zu
einer Gruppe?
3. Der Wiirfel besitzt auch Kanten, die weder parallel sind noch einander
schneiden, auch wenn sie beliebig verlangert werden; sie liegen nicht in
derselben Flache. Derartige Kanten heiBen einander kreuzende.
Der Schiller suche alle drei Arten von Kanten auf.
Zwei parallele oder zwei einander schneidende Kanten liegen in derselben
Ebene, zwei einander kreuzende Kanten sind aber nicht in derselben Ebene
enthalten.
Die Kanten des Wiirfels haben gegen die Flachen desselben eine zweifache
Lage. Es gibt Kanten, \velche z. B. die untere Grundflache nicht treffen,
airch nicht bei beliebiger Erweiterung beider. Es finden sich aber auch Kanten,
welche die untere Grundflache treffen. Von den ersteren sagt man, daB
sie mit der betreffenden Flache parallel sind, von den letzteren, daB sie
dieselbe schneiden.
Der Schiller suche am Wiirfel die Kanten auf, welche a) mit der unteren
oder oberen Grundflache parallel sind, b) sie schneiden.
Ebenso beziiglich einer Seitenflache.
Alle Kanten des Wiirfels stehen auf den Flachen, welche sie schneiden,
senkrecht.
Eine nach allen Seiten begrenzte ebene Flache heiBt eine ebene Figur. Die
Grenzlinien einer Figur werden ihre Seiten genannt. Jede Flache des Wiirfels
ist eine vierseitige Figur. Da die Seiten gerade Linien sind, heiBt die Figur
geradlinig; da alle Seiten gleich sind, heiBt sie gleichseitig.

Die Gleichheit der Seiten kann mit Hilfe des Zirkels nachgewiesen
werden.
Alle Grenzlinien einer Figur zusammen bilden ihren Umfang. Der Umfang
einer Flache des Wiirfels ist eine gebrochene Linie.



Die Eeken des Wurfels. § 5
Die Grenzen einer Linie heiBen Punkte. Jede Kantenlinie des Wiirfels 17
wird von z\vei Eckpunkten begrenzt. Wieviel. Eckpunkte hat der Wiirfel?^
Wieviel Kantensund wieviel Flachen stoBen an einera Eckpunkte des
Wiirfels zusammen?

• JEin Punkt hat keine Ausdehnung.
Eine Figur, welche vier Seiten hat, hat auch vier Eckpunkte und heiBt
deshalb ein Viereck. Jede Flache am Wlirfel ist ein gleichseitiges Viereck.

Die Winkel am Wiirfel. §6
Zwei Kanten, welche einander schneiden, bilden einen Wieviel
Winkel kommen in jeder Flache des Wiirfels vor? fWieviel am ganzen
Wiirfel? J 4
Die Kanten, welche einen Winkel bilden, heiBen die Schenkel und der Eck-
punkt, in dem sie zusammentreffen, der Scheitel des Winkels.
Ein Winkel, dessen Schenkel aufeinander seiikrecht stehen, heiBt ein z&cfiter-
Jede Flache am Wiirfel enthalt nar rechte Winkel, sie ist rechtivinklui:
da man mit Benutzung zweier Wiixfel je zwei dieserWinkel zur Deckung
bringen kann, so sind sie gleich; jede Flache am Wiirfel ist also auch gleich-
winklig. Eine Figur, welche gleichseitig und gleichwinklig pst, heiBt reael-
mdfiig. Das 'regelmaBige Viereck heiBt Quadrat. Am Wiirfel ist also jede
Flache ein Quadrat.
Die Flachen am Wiirfel haben gleiche Grd/3e und gleiche GestcdL; infolge-
dessen lassen sie sich so aufeinander legen, daB sie sich dečkm-; sie sind
hmaruent. Ein Korper, welcher von lauter kongruenten und regelmaBigen
Figuren^so begrenzt vird, daB gleich viele derselben an jedem Eckpunkte
zusammentreffen, heiBt regehngJMg- Der Wiirfel ist ein regelmd/3iger Kdrpgx~
Die Diagonalen am Wiirfel.
Verbindet man zwei gegeniiberliegende Eckpunkte eines Quadrates durch
eine G-erade, so erhalt man eine Diagonale desselben. Jedes Quadrat hat
zwei Diagonalen, die untereinander gleich, aber groBer als
eine Seite sind. Die Diagonalen eines Quadrates sind zu
den Seiten desselben schief. Die Winkel zwischen den
Diagonalen und den Seiten eines Quadrates heiBen
spitze. (Fig. 2).
Verbindet man zwei gegeniiberliegende Eckpunkte eines
Wiirfels (einer gehort der oberen, der andere der unteren
Grundflache an) durch eine Gerade, so erhalt man eine
Diagonale des Wurfels. Jeder Wiirfel hat vier Paare gegeniiberliegender Eck¬
punkte, mithin auch vier Diagonalen.

Fig. 2.

Lage der Kanten und Flachen des Wiirfels im Raume. § K
Eine Gerade, \velch,e die Richtung eines Bleilotes d. i. eines frei hangenden
durch eine Bleikugel gespannten Fadens hat, heiBt lotrecht oder vertikal.
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Eine Gerade, welche die Richtung eines auf einem ruhigen Wasserspiegel
schwimmenden Stabchens hat, heiBt horizontal oder ivacjrecht. Eine Gerade,
welche weder horizontal noch lotrecht ist, heiBt schraqei\
Jede ebene Flache, welche durch eine lotrechte Gerade gelegt wird, heiBt
lotrecht oder vertikal; hingegen heiBt sie horizontal, wenn alle in ilir ent-
haltenen Geraden horizontal sind. Ist eine ebene Flache weder horizontal
noch vertikal, so heiBt sie schrage.
Der Schiiler zeige am Wiirfel a) lotrechte, horizontale und schrage Linien,
h) lotrechte, horizontale Flachen. Ebenso im Zimmer.
Die Lagen der Flachen des Wiirfels sind nicht unabhangig von einander.
Die Lage der einen bestimmt die Lage der iibrigen.
Der auf der Tischflache liegende Wiirfel wird um eine der Grundkanten
gedreht; \vie andert sich dadurch die Lage der Begrenzungsflachen des
Wiirfelš?

Der Quader.

Der Quader wird so auf einen Tisch gestellt, daB eine seiner Begrenzungs¬
flachen in die Tischebene fallt.
Der Quader (Fig. 3) ist wie der Wiirfel von sechs Vierecken begrenzt. Grund-
flachen? Seitenflachen? Jede Flache ist rechtwinklig; da aber nur die

gegenuberliegenden Seiten gleich, die anstoBenden
hingegen ungleich sind, so ist sie nicht gleich-
seitig. Ein solches Viereck heiBt ein Rechteck. In
einem Rechtecke wird eine Seite als Grundlinie an-
genommen, jede der beiden anstoBenden Seiten
heiBt dann die Hohe des Rechteckes. Wann geht
ein Rechteck in ein Quadrat iiber ?
Die Seitenflachen des Quaders bilden den Mantel.
Wieviel Ecken, wieviel Kanten hat der Quader?

Wieviel Kanten sind parallel? In \vieviel Gruppen kann man sie ordnen?
Wieviel Kanten sind in der bezeichneten Lage horizontal, wieviel vertikal?
Wieviel Grundflachen, wieviel Seitenflachen hat der Quader? Welche
Lage haben die Begrenzungsflachen? Was ist eine Diagonale einer
Begrenzungsflache, was eine Diagonale des Quaders?
Vergleiche je zwei gegeniiberliegende Flachen des Quaders. Konnen in
besonderen Fallen auch Quadrate an einem Quader vorkommen

Raumgebilde und RaumgroBen.

Korper, Flachen, Linien und Punkte nennt man Raumgebilde. Die ersteren
drei sind im Raume ausgedehnt und heiBen deshalb RaumgroBen. Der Punkt
hat keine Ausdehnung und ist daher keine RaumgroBe; er kann daher nicht
gesehen, sondern nur an einer bestimmten Stelle gedacht werden. Um ihn
zu versinnlichen, zieht man um die Stelle, an welcher er gedacht wird. einen

tig. 8.
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kleinen Ring, oder bezeich.net sie mit einem Sternchen usw. und setzt daza,
um ihn benennen zu konnen, einen Buchstaben oder eine Ziffer. Z. B.

A a I 1
O . * +

Ist ein Blatt Papier eine Flaehe, ein dtinner Faden eine Linie, ein Tiipfchen,
das mit der Kreide oder Bleifeder gemacht wird, ein Punkt? Konnen Flachen,
Linien, Punkte selbstandig vorkommen?

Entstehung der RaumgroBen dureh Bewegung.

Die RaumgroBen konnen dureh Beivegung erzeugt werden.
1. Bewegt sich ein Punkt im Raume so, daB er stets dieselbe Richtung der
Bewegjng beibehalt, so ist der von ihm zuruckgelegte Weg eine gerade Linie;
sie kann dureh zwei Be-vvegungen eines Punktes erzeugt werden, deren
Richtungen entgegengesetzt sind.
2. Bewegt sich eine gerade Linie im Raume in einer bestimmten Richtung,
ohne daB sie in sich selbst verschoben wird, so entsteht eine ebene Flaehe.
3. Bewegt sich eine ebene Flaehe im Raume in einer andern Richtung,
als in der sie selbst ausgedehnt ist, so entsteht eine Korper. So kann man den
\Viirfel dureh Bewegung eines Quadrates entstanden denken.

Zweiter Abschnitt.

Gerade Linien, Winkel.

Die gerade Linie; Bestimmung ihrer Lage.

Dureh einen Punkt lassen sich unzahlig viele gerade Linien in allen moglichen
Lagen ziehen. Ist noch ein zweiter Punkt gegeben, so geht von allen diesen
geraden Linien nur eine einzige dureh beide Punkte.
Die Lage einer geraden Linie ist demnach dureh zwei Punkte vollkommen
bestimmt.
Eine gerade Linie wird mit Hilfe des Lineals gezeichnet.

Priifung des Lineales auf seine Richtigkeit:
Die Kante des Lineales muB vollkommen gerade sein. Dies ist der Fali, wenn

sie, in entsprechender Weise vor das Auge gebracht, als Punkt erscheint. Oder
man zieht nach der Kante des Lineales eine Linie, klappt es um und zieht nach
derselben Kante wieder eine Linie. Fallen diese beiden Linien zusammen, so
ist die benutzte Kante geradlinig.

Aujgaben.
1. \Vieviel vertikale gerade Linien sind dureh einen Punkt moglieh?
2. Wieviel horizontale gerade Linien sind dureh einen Punkt moglieh?
3. Wieviel schrage gerade Linien sind dureh einen Punkt moglieh?



§ 13. Unbegrenzte und begrenzte gerade Linien.

L Ist eine gerade Linie nach beiden Seiten unbegrenzt, so heiBt sie ein
Strahi (BG, Fig. 4) oder kurz Gerade. Nimmt man in einer Geraden einen
Punkt A an, so wird sie in zwei Teile geteilt, welche von diesem Punkte aus
in zwei einander entgegengesetzten Richtungen ausgedehnt sind und Ilalb-

Grenzpunkt A und einen zweiten in ihm liegenden Punkt B (C) oder durch
einen einzigen Buchstaben a bezeichnet.
Gehen mehrere in einer Ebene liegende Strahlen (Fig. 5) durcb denselben
Punkt S, so bilden sie ein Strahlenbuschel. Der allen Geraden gemeinschaft-
liche Punkt S wird der Mittelpunkt oder das Zentrum des Strahlenbiischels
genannt. Durch den Mittelpunkt wird jeder Strahi in zwei Halbstrahlen
zerlegt, welche dieselbe Lage (§ 8), aber entgegengesetzte Richtung haben.
2. Nimmt man in einer Geraden zwei Punkte an (Fig. 6), so heiBt der durch
sie begrenzte Teil der Geraden eine Strecke.
Die beiden Grenzpunkte nennt man ihre Endpunkte, oder auch den einen
den Anfangspunkt, den andern den Endpunkt. Um eine Strecke zu benennen,
setzt man an jeden ihrer Endpunkte einen Buchstaben und spridit diese
in der Reihenfolge AB oder BA aus, je nachdem man sich die Strecke durch
die Bewegung eines Punktes von A nach B oder umgekehrt von B nach A
entstanden denkt.
Die zwischen zwei Punkten gezogene Strecke ist die kurzeste Verbindungslinie
derselben und wird deslmlb die Entferndng oder der Abstand (Distanz) der
vbeiden Punkte geiian nt.jS

§ 44. Vergleichung zweier Streeken hinsichtlich ihrer Lange.

Um zwei Streeken hinsichtlich ihrer Lange, zu vergleichen, lege man sie so
aufeinander, daB sie einen Endpunkt gemeinschaftlich haben. Fallen die
anderen zwei Endpunkte ebenfalls zusammen, so sind die beiden Streeken
einander gleich. In- Zeichen AB —CD(Fig. 7). Wenn aber die anderen
Endpunkte der beiden Streeken nicht zusammenfallen, so sind die Streeken
ungleich, und zwar ist diejenige die kleinere, deren zweiter Endpunkt zwischen
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die Endpunkte der anderenfallt; dieseistdiegroBere. In Fig. 8 ist iJEgroBer
als GH oder GII kleiner als EF. (In Zeichen EF> GH oder 67/ < EF.)
Die Vergleichung zweier Strecken nach ihrer Lange kann auch mit Hilfe
des Zirkels ausgefiihrt werden.
Eine Gerade hat nur eine Lage, eine GroBe, hingegen zivei Richtungen, die
entgegengesetzt sind: AB (Fig. 7) von A nach B und von B nach A.

Aufgabe.
Zeichne nac-h dem AugenmaBe nebeneinander zwei gleiche Strecken und

priife ihre Gleichheit mit dem Zirkel.
Fig. 7. Fig. 8.

Er

G,'- 'H

\F

Zeichnendes Rechnen mit Strecken.

1. Addition zweier oder mehrerer Strecken. Um zwei oder mehrere Strecken
za addieren, legt man sie in einer Geraden so nebeneinander, daB der Endpunkt
der ersten mit dem Fig. 9.

A-

C<-

E<-

BC DE

-D

Anfangspunkte der
zweiten, der End¬
punkt der zweiten
mit dem Anfangs¬
punkte der dritten
Strecke usw. zu-
sammenfallt; die Strecke zwischen dem Anfangspunkte der ersten und dem
Endpunkte der letzten Strecke ist die gesuchte Summe. In Figur 9 ist
AF = AB + CD -f EF.
2. Subtraktion zvoeier Strecken. Um Fig. 10.
zwei Strecken zu subtrahieren, , EjJ|____• ,
legt man die kleinere so auf die i ;
grdBere, daB zwei Endpunkte der- (f\----ij)
selben zu§ammenfallen; die Strecke
zwischen den anderen Endpunkten ist die gesuchte Differenz (Unterschied).
In Fig. 10 ist BE = AB — CD.

H.B

3.MuUiplikationemer
Strecke mit einer gan-
zen Zahl. (Verviel-
facheneinerStrecke.) ,

".B
Fig. 11.

B D Jh

Eine Strecke wird mit einer ganzen Zahl multipliziert (vervielfacht), m-
dem man sie in der friiher angegebenen Weise so oft als Addend setzt, als
die ganze Zahl anzeigt. Ist z. B- die Strecke A B (Fig. 11) mit 4 zu
multiplizieren oder zu vervierfachen. so tragt man sie auf einer Geraden
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viermal nebeneinander auf; es ist dann AE = AB X 4 oder AE das Vier-
fache von AB.
Die Addition, Subtraktion und Multiplikation von Strecken ist mit Hilfe
des Zirkels auszufiihren.
<15, Divizion einer Strecke. a) Dnrch eine ganze Zahl (Teilung.) Eine Strecke
durch eine ganze Zahl dividieren heifit, sie in so viele gleiche Summanden
zerlegen, als die ganze Zahl anzeigt. Der Quotien.t ist eine Strecke. Ist
eine Strecke in 2, 4, 8, 16 . . . gleiche Teile zu teilen, so teile man sie vor-
laufig nach dem Augenmafie in zwei, jede Halfte wieder in zwei, jedesViertel
wieder in zwei gleiche Teile usw. und prilfe jedesmal die Richtigkeit der
Teilung mit dem Zirkel. Ist eine Strecke in sechs gleiche Teile zu teilen, so teilt
man sie zuerst in zwei gleiche Teile und jede Halfte in drei gleiche Teile.
b) Durch eine Strecke. Eine Strecke durch eine Strecke dividieren heifit
untersuchen, wie oft die letztere in der ersten enthalten ist. (Messung.)
Der Quotient ist eine Zahl. Z. B. (Fig. 11): AE: AB = 4.

&
Aufgaben (zuerst nach dem AugenmaBe zu zeichnen und dami zu priifen.)

1. Es sind drei horizontale Strecken zu zeichnen, beziiglich ihrer Lange zu ver-
gleichen und zu addieren.

f Es sind drei vertikale Strecken zu zeichnen und zu addieren.
3 - -L Zwei vertikale Strecken zu zeichnen und ihre Differenz zu ermitteln.
' X Es ist eine gegebene Strecke mit 7 zu multiplizieren.

5. Es ist a) eine horizontale, b ) eine vertikale, c) eine schrage Strecke in 3, 4, 5,
6, 8, 10 gleiche Teile zu teilen.

§ 16^/Messen der Strecken.

Auf der Division einer Strecke durch eine Strecke beruht die Bestimmung
der Lange einer Strecke, d. i. das Messen derselben.
Eine Strecke messen heifit untersuchen, wie oft eine als Langeneinheit an-
genommene Strecke in der zu messenden enthalten ist. Die Zahl, welche
dieses anzeigt, heifit die Mafizahl der Strecke.
Die Einheit des osterreichischen Ldngenmafks ist das Meter (m), das in
10 Dezimeter (dni) a 10 Zentimeter (cm) a 10 Millimeter (mm) eingeteilt wird.
1000 Meter = 1 Kilometer (km), 10 Kilometer = 1 Mgriameter (fim).-
Zum Ausmessen der Langen dienen Štabe von Holz oder Metali, auf welehen -
eine oder mehrere Langeneinheiten nebst den Unterabteilungen aufgetragen
sind; sie heifien MaftstabgS
Zur Messung langerer Strecken z. B. auf dem Felde, wenn es nicht auf grofite
Genauigkeit ankommt, dient
rt) das Mefiband; es ist etwa 10 m lang, mit einer Zentimeterteilung ver-
sehen und mittels einer Kurbel auf einer Rolle aufwickelbar.
b) Die Mefikette; sie bestelit aus einzelnen Gliedern von etwa 2 dm Liinge,
welche durch Ringe verbunden sind. Die einzelnen Meter sind durch Ringe
von besonderer Gestalt erkenntlich gemacht.



11

Soli eine Strecke AB (Fig. 12) auf dem Felde gemessen werden, so ist sie
zuerst abzustecken. Dies geschieht mit Hilfe der Fluchtstabe (zirka 2 m
langer, mit einer eisernen Spitze versehener Štabe). Die Punkte A und B
werden dureh vertikal eingesteckte Fluchtstabe markiert. Der Beobachter
stellt sich so in einem Punkte C auf, daB der Štab
A durcb B gedeckt wird. Ein Gehilfe steckt dann
zw.ischen A und Bweitere Fluchtstabe in D, E,.. .
so ein, d ali sie von C aus nicht gesehen werden.
Die Punkte A, D, E, B liegen dann in einer Geraden. «■

Anfangern ist anzuraten, zur Ubung des AugenmaBes verscliiedene Langen
zuerst annaherungsvveise mit dem Auge abzuschatzen und dann mit dem MaB-
stabe genau zu messen.

Fig. 12.
D E B

Aufgaben:
1. Die Summc folgender Strecken zu suchen:

, a) 3 dm 8 cm 5 mm, 7 dm 9 cm 6 mm, 8 dm 6 mm;
b) 3 hm 86 m, 5 lem 817 m.

2. Die Differenz folgender Strecken zu suchen:
a): 3 m 8 dm 5 cm, 1 m 2 dm 3 cm;
b) 13 m 4 dni 7 cm, 8 m 9 dm 8 cm;
c) 1 lem, 1 lem 27 m.

3_v, Die Strecke 3 m 8 dm 9 cm a) mit 3 zu mititipi izieren,A b ) Jhren 5. Teil zu
berechnen.

4. Wie oft sind 3 km 826 m in 15 hm 304 m enthalten?
o. Auf dem Felde eine Strecke abzustecken, ihre Lange zu schatzen und dureh

Messung die Schatzung zu priifen.

Der verjungte MaBstab.
Will man eine in der Natur gemessene Strecke auf dem Papiere zeichnen,
so geschieht dieses gewohnlich nicht in der tvahren GrbBe, sondern in einem
kleineren, verjiingten MaBe. Es wird namlich angenommen, dafi eine be-
stimmte Lange, z. B. 1 cm, auf dem Papiere eine bestimmte Lange, z. B.
1 m, oder 20 m, in der Wirklichke.it vorstellen soli.
Ein MaBstab, auf welchem die in der Wirklichkeit ublichen LangenmaBe
verkleinert aufgetragen sind, lieiBt ein verjimgter Maflstab, im Gegensatze
zu einem naturlichen MaBstabe, auf welchem die Langeneinheit in ihrer
Avahren GroBe aufgetragen wird.

Fig. 13.

Aufgaben:
1/ Einen MaBstab von 3 m, dem man auch Dezimeter entnehmen kann, in der

Verjiingung 1 m = 3 cm naturlicher GroBe zu zeichnen.
Zeichne (Fig. 13) eine Gerade, trage darauf 3 cm naturlicher GroBe 3mal
auf und teile danil den ersten Teil links in 10 gleiche Teile!
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2 .j Ziehe drei Gerade und trage mit dem obigen MaBstabe auf die erste 2 m, auf die
zweite 1 m 5 dm, auf die dritte 2 m 7 dm auf!

3. Ziehe drei Strecken und bestimme nach dem obigen MaBstabe, wieviel Meter
und Dezimeter die Lange einer j eden betragt!rZeichne einen MaBstab von 5 m, auf dem 1 m des natiirlicken MaBes gleich
2 cm ist und auf dem man noch 5 cm des natiirlichen MaBes ablesen kann!
Da 100 cm des natiirlichen MaBes durch 2 cm oder 20 mm dargestellt werden,
so werden 5 cm des natiirlichen MaBes durch 1 mm dargestellt.

5. Zeichne mit beliebiger Verjiingung einen MaBstab von 40 m so, daB man
noch Meter abnehmen kann!

6. MiB die Dimensionen a) des FuBbodens eines Zimmers, b) einer rechtwinkligen
Tischflache. und zeichne beide Rechtegke in passender Verkleinerung.
Anvendung des verjiingten MaBstabeš Tbei Zeichnungen von Grundrissen,

von Gebauden, von Maschinen, von Landkarten usw.

§ 18. Vergleichung zweier Geraden hinsichtlich ihrer gegenseitigen Lage.

1. Zwei Gerade, welcbe in derselben Ebene liegen und, wenn sie noch so
weit verlangert werden, nie zusammentreffen, heiBen gleichlaufend oder

parallel. In Zeichen: A B

A- -B

C~ D

Fig. 15.
n

Fig. 14.
CD (Fig. 14). Der zwischen
zwei parallelen Geraden
liegende Teil der Ebene
heiBt ein Parallelstreifen.

2. Zwei gerade Linien,
welche, hinreichend ver¬
langert, zusammen¬

treffen, heiBen ungleich-
luufend oder nicht parallel,
wie AB und CD (Fig. 15).

D Zwei nicht parallele Ge¬
rade sind gegen den

Schnittpunkt konvergierend, von demselben aus divergierend.
Aufgaben:

1. \\elche Lage gegeneinander haben die Strecken, welche von den Punkten
eines frei fallenden Korpers beschrieben werden?

2. Welche Lage gegeneinander haben die von einem leuchtenden Punkte aus-

E-tmz

gehenden Strahlen?

§ 19. Entstehung und Bezeichnung eines Winkels.

Dreht man den Halbstrahl OA um O (Fig. 16) in der Richtung des Pfeiles
in die Lage OB, so wird der von ihm beschriebene Teil der Ebene ein Winkel
genannt. Nenne a) die Sehenkel, b) den Scheitel des Winkels! (§ 6.)
Man bezeichnet einen Winkel entwcder durch einen Buchstaben am Scheitel
oder durch einen kleinen Buchstaben, den man in die Offnung des Winkels
setzt, oder durch drei Buchstaben. Im letzteren Falle steht ein Buchstabe



Fig. 16.

am Scheitel und die zwei andereh an beliebigen Punkten der beiden Schenkel;
diese Buchstaben werden bei der Benennung eines Winkels in einer solchen
Ordnung gelesen, daB der am Scheitel
stehende die Mitte einnimmt. DerWinkel
in Fig. 16 heifit: Winkel O oder Winkel
m oder Winkel AOB oderWinkel BOA.
Sind die Schenkel einesWinkels Strecken,
so hangt seine GroBe nur von der GroBe
der Drehung ab, sie ist unabhangig von ^ , _, — ^ ^
der ge\vahlten Lange der Schenkel.

Vergleichung zweier Wlnkel beziiglich ihrer GroBe.

Um z\vei Winkel beziiglich ihrer GroBe miteinander zn vergleichen, legt man
sie so aufein- ^ Fig. 17 . jj
ander, daB die
Scheitel undein
Paar ; Schenkel
zusammen-

fallen; fallt das
andere Paar

Schenkel
gleichfalls zu-
sammen, so
sind die beiden
Winkel gleich;
im entgegenge-
setzten Falle
ungleich, und
zwar ist der-
jenige der klei-
nere, dessen
zweiter Schenkel zwischen die Schenkel des anderen fallt.
In Fig. 17 ist ABC => <J; DEF, in Fig. 18 GFH IKL.
Schneide Zwei Winkel aus einem Blatte Papier aus und vergleiche sie nach
ihrer GroBe!

Fig. 18.

Einteilung der Winkel hinsichtlich ihrer GroBe.

Dreht sich der Halbstrahl OA (Fig. 19) in einer Ebene um seinen Grenzpunkt
O so lange, bis er in die Richtung OC kommt, also eine Vierteldrehung aus-
fiihrt, so sagt man, er steht auf seiner urspriinglichen Richtung senkrecht
oder normal (inZeichen: CO -L AO) und nennt den dadurch entstandenen
Winkel einen reehten (R.).
Fiihrt man mit dem Halbstrahl OC neuerdings ein Viertel einer Umdrehung
aus, so kommt er in die Lage OE, man erhalt wieder einen reehten Winkel
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COE. Die b8den rechten Winkel geben als
Summe den Winkel AOE, dessen Schenkel
in dieselbe Gerade nach entgegengesetzten
Richtungen fallen. Ein solcher Winkel heifit
ein gestreckter; er entsteht durch eine halbe
Unidrehung. Ein rechter \Vinkel ist also
die Halfte eines gestreckten. AUe rechten,
ebenso alle gestreckten Wftikel sind einander
gleich.

r Betragt die Drehung des Halbstrahles OA
weniger als eine halbe Umdrehung, so heifit der entstandene Winkel ein
hohler oder konkaver ; jeder hohlelVinkel ist also kleiner als ein gestreckter.
Ein Winkel AOB, zu dessen Entstehung weniger als eine Viertelumdrehung
erforderlich ist, heifit ein spitzer und ein Winkel AOD, zu dessen Entstehung
mehr als eine Viertel-, jedoch weniger als eine halbe Umdrehung erforderlich
ist, ein stumpfer. Beide heifien schiefe Winkel.
Setzt man die Drehung iiber eine halbe Umdrehung fort, so erhalt man zu-
nachst erhabene oder konvexe Winkel (AOE); fiihrt man eine ganze Um¬
drehung aus, so einen vollen Winkel.
Fiihre diese Drehungen mit einem Schenkel des Zirkels aus und zeige die
dadurch gebildeten \Vinkel!

Einen rechten Winkel zeicbnet man mit Hilfe des
Winkelbrettes, welches ein Dreieck mit einem
rechten Winkel ist. Welche Winkel finden sich noch
an dem Winkelbrett?
Prtifung der Richtigkeit des Winkelbrettes. Man
legt es in der Lage ABC (Fig. 20) gegen ein Lineal
und zieht nach der Kante AC eine Linie; sodann
klappt man das Winkelbrett bei unveranderter
Lage des Lineals um und zieht nach derselben
Kante wieder eine Linie. Fallen diese beiden Linien
zusammen, so ist das Winkelbrett richtig.

Mit Hilfe des Winkelbrettes konnen die Aufgaben gelost werden:
1. Yon einem Punkte aufierhalb einer Geraden auf diese die Senkrechte
zu fallen.
2. In einem Punkte einer Geraden auf diese die Senkrechte zu errichten.

Aufgaben:
L Zwischen welchen Winkeln liegt ein stumpfer, zwischen welchen ein er-

habener Winkel?
2. Nenne Gegenstande im Lehrzimmer und auherhalb desselben, an denen

a) rechte, b) spitze, c) stumpfe Winkel vorkommen.
3. Was flir einen Winkel beschreibt die Windfahne, wenn sie sich a) von Nord

nach Siid, b) von Ost nach Siid, c) von Ost liber Siid nach Sudwest, d) von
West iiber Ost nach Siidost, e) von West iiber Ost nach Siid dreht?
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4. Was fiir einen Winkel beschreibt der Minutenzeiger einer Uhr in 10, 15, 25,
30 Minuten?

JL Was fiir einen Winkel bilden die beiden Zeiger einer Ubr um 2, 3, 4, 5, 6 Ulir?
6. Mit Hilfe des Winkelbrettes und des Zirkels a) ein Quadrat, b) ein Recht-

eck zu zeichnen.

Netz des Wurfels und des Quaders. § 22.
Die zusammenhangende Zeichnung der Grenz- FiS- 21 •
flachen eines Korpers in einer einzigen Ebene
heiBt das Netz dieses Korpers.
Das Netz des Wiirfels entsteht, wenn man --
langs einer geraden Linie vier Quadrate neben-
einander auftragt und iiberdies an den ent- __
gegengesetzten Seiten dieser Reihe von Qua~
draten nocli zwei Quadrate konstruiert
(Fig. 2 1 ) 1 ). _ -
Welche Figur bildet im Netz der Mantel des Wiirfels? Wn groB isfc die Grund-
linie, wie groB die Holie?
.-—yAufgaben:
1. Das Netz eines Quaders (ani besten eines Modelles) zu zeichnen, dessen

Grundflachen Rechtecke sind. Welche Figur ergibt sich fiir den Mantel? Wie
groB ist die Grundlinie, wie grofi die Hohe derselben?

2. Das Netz eines Quaders zu zeichnen, wenn die Grundflachen Quadrate sind
und jede Seitenkante doppelt so grofi ist als eine Grundkante.

Dritter Abschnitt.
Kugel. Kreis, Anwendungen auf die Winkel.

Die Kugel und der Kreis. £ 23.
Der in Fig. 22 dargestellte Korper ist eine Kugel. Sie ist von einer einzigen
gekriimmten Flache begrenzt, deren Punkte von einem innerhalb derselben
liegenden Punkte, dem Mittelpunkte oder Zen-
trum, gleich weit abstehen. Die Strecke zwischen
einem Punkte der Oberflacbe und dem Zentrum
heiBt Halbmesser oder Radius; eine Strecke,
welche zwei Punkte der Oberflache einer Kugel
verbindet und durch den Mittelpunkt geht, heiBt
Durchmesser (Diameter). Alle Radien und daher
auch alle DurcKmesser einer Kugel sind einander
gleich.
Schneidet man eine Kugel durch eine Ebene, so
erhalfrman als Durchschnittsfigur der Kngelflache

« mit dieser Ebene eine krumme Linie, welche Kreis genannt vvird. (Modeli.)
4 ) .Der Schiiler zeiohne alle Korpernetze in geeigneter GroCe auf Kartonpapier, schneide
sie aus und biege das Netz zu dem entsprechenden Korper zusammen.

Fig. 22
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Alle Punkte des Umfanges* (Peripherie) eines Kreises haben von einem
Punkte seiner Ebene, dem Mittelpunkte (Zentrum), denselben Abstand.
a) Entstehung der Kreislinie.
Dreht sich eine Strecke OA (Fig. 23) um den Punkt O in der Ebene so lange,
bis sie wieder in ihre urspriingliche Lage kommt, so beschreibt der Punkt A

eine Linie, deren Punkte von O gleichenAbstand
haben, (welchen?) also einen Kreis. O ist der
Mittelpunkt, AO ein Radius, AD ein Durch-
messer. Die von der Kreislinie eingeschlossene
Figur heifit Kreisflache.
Konstrukti on eines Kreises mit Hilfe des Zirkels.
Zwei Kreise mit gleichen Radien sind kon-
gruent (§
b) Punkt und Kreis.
^Ein Punkt liegt in der Peripherie, auBerhalb

oder innerhalb derselben, je nachdem sein Abstand vom Mittelpunkte
(Zentralabstand) gleich dem Radius, groBer oder kleiner als dieser ist.
c) Die Gerade und der Kreis.
Eine Gerade kanu mit einer Kreislinie zwei Punkte oder nur einen Punkt
oder gar keinen Punkt gemeinschaftlich haben.

Eine Strecke AB (Fig. 24), welche zwei Punkte
des Umfanges verbindet, heiBt eine Selme. Geht
eine Sehne durch den Mittelpunkt, so ist sie ein
Durchmesser.
Eine Gerade CD, welche durch die Ver-
langerung einer Sehne AB liber ihre Endpunkte
hinaus entsteht, heiBt eine Sekante. Eine Gerade
EF, welche mit der Kreislinie nur einen Punkt
A gemeinschaftlich hat und iibrigens ganz auBer¬
halb des Kreises liegt, heiBt eine Tangente des
Kreises.

Jeder Teil des Umfanges, wie z. B. AB (Fig. 24), wird ein Kreisbogen ge-
nannt; die Halfte des Umfanges heiBt insbesondere ein Halbkreis, der vierte
Teil ein Quadrant, der sechste ein Sextant, der achte ein Oktant. Um die
GroBe eines Kreisbogens im Vergleiche zum ganzen Kreisumfange angeben
zu konnen, teilt man diesen in 360 gleiche Teile und nennt einen solchen
Teil einen Bogengrad. Ein Bogengrad (°) vvird in 60 Bogenminuten (') und
eine Bogenminute in 60 Bogensekunden ('') eingeteilt.

Aufgaben :
J. Wieviel Bogengrade kommen auf einen Halbkreis, wieviel auf den Quadranten,

den dritten, fiinften, sechsten, achten, zehnten Teil des Kreisumfanges?
,2. Der wievielte Teil des Kreisumfanges ist ein Bogen von 10°, 20°, 30°, 36°,

40°, 60°, 90°, 120°?

Fig. 24 .

d) Teile der Kreislinie.

Fig. 23.
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3. Wievieli Grade legt scheinbar die Sonne a) in 24 Stunden, h) in einer Stund.e
-zuriick? Welelie Zeit braucht sie zu 1°?

e) Teile der Kreisflache.
.1. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment ist ein Teil der Kreisflache,
welcher von einer Sebne AB (Fig. 24) und deni durch diese abgeschnittenen
Bogen begrenzt wird.
2. Der Kreisausschnitt oder Kreissektor (AOB , Fig. 24) ist ein Teil der
Kreisflache, tvelcher von zwei Halbmessern und dem dazwischen liegenden
Bogen begrenzt wird. Der Winkel am Mittelpunkte heiBt Zentrhvinkel.
Schneiden die Halbmesser AO und BO (Fig. 24) nur einen Sektor heraus?
Wieviel Bogen, Zentrhvinkel, Kreisabschnitte und Kreisausschnitte gehoren
zu einer Sehne? Sind sie gleich? Konnen sie gleich sein? Wenn man von
dem zu einer Sehne gehorigen Kreisbogen, Zentrhvinkel, Kreisabschnitte
oder Kreisausschnitte spricht, meint man immer den Heineren.

A'fj)Entslehung der Kugel.
'Man kann sich eine Kugel durch eine halbe Umdrehung eines Kreises NASQ
um den Dorchmesser NS (Fig. 25) entstanden denken; der Durchmesser
NS heiBt die Achse, seine Endpunkte werden die
Pole der Kugel genannt. In den einzelnen Lagen
bildet die sich drehende Kreislinie die Meridiane',
die Kreislinien, z. B. CR, welche die Punkte der
sich drehenden Kreislinie beschreiben, heiBen
Parallelkreise. Die Meridiane sind alle - einander
gleich, die Parallelkreise haben verschiedene Grofie.
Der groBte Parallelkreis ist der Aguator AQ,
d. i. derjenige Kreis, \velcher von dem Halbierungs-
punkte A des Halbkreises NAS beschrieben wird.
Diese Bezeichnungen werden namentlich von
der Erde gebraucht, wenn sie als Kugel gedacht \vird.
Der zwischen zwei Parallelkreisen liegende Teil der Oberflache einer Kugel
heiBt eine Kugelzone, der durch eine Ebene abgeschnittene Teil eine Kugel-
mulze. (In der Geographie ebenfalls eine Zone.)

Fig. 25.

N

Konstruktionsaufgaben.
1. Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen, welcher von einem gegebenen
Punkt einen gegebenen Abstand hat.
Beschreibt man aus dem gegebenen Punkt als Mittelpunkt mit dem ge¬
gebenen Abstand als Halbmesser einen Kreis, so geniigen alle Punkte dieser
Kreislinie den Bedingungen der Aufgabe.
Eine Aufgabe, welche unendlich viele verschiedene Auflosungen zulaBt,
heiBt unbestimmt im Gegensatze zu einer bestimmten, welche entiveder
nur eine einzige Auflosung oder eine beschrankte, genau bestimmbare An-
zahl von Auflosungen besitzt; nach der Anzahl der Auflosungen ist sie ein-,
zwei- oder mehrdeutig. Die vorliegende Aufgabe ist demnach unbestimmt.

Močnik - Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. 3. KI. der Mittelsohulen. 2
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Fig. 26.

'M

Eine Aufgabe lieiBt iiberbestimmt, wenn mehr Bedingungen gegeben sind
als zur Auflosung erforderlicb sind.
Z. B. Von einem gegebenen Punkte A mit einem gegebenen Radius r einen
Kreis zu beschreiben, der durch einen bestimmten Punkt B geht; die Auf-
gabe ist nur mbglich, wenn r — AB ist. Sonst ist sie unmoglicli. Im allge-
meinen sind iiberbestimmte Aufgaben unlosbar, weil die gegebenen Stiicke
die zur Auflosung erforderlichen Bedingungen meist nicht erfiillen.
2. Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen, welcher von zwei gegebenen
Punkten einen gegebenen Abstand hat.

Es seien (Fig. 26) A und B die gegebenen
Punkte, CD der gegebene Abstand. Die ge-

-/7 suchten Punkte miissen in den Durchschnitts-
punkten zweier Kreise liegen, welclte von den
Mittelpunkten A und B mit CD als Radius
beschrieben werden. Da im allgemeinen die
beiden Kreislinien einander in zwei Punkten
M und N schneiden, so gibt es zwei verschiedene

A \ I A B Punkte, welche der Aufgabe geniigen.
Bei welcher GroBe von CD erhalt man a) einen,
b) keinen Punkt? (Zeichnungen.)
Die Aufgabe kann also eindeutig oder zwei-
deutig bestimmt, aber auch unm6glich sein.
Ji-Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen,

welcher von zwei gegebenen Punkten verschiedene gegebene Abstande
hat. Die Auflosung ist derjenigen der Aufgabe 2 analog.

§ 25. Messen der Winkel.

1. Zur Messung derWinkel nimmt man einen bestimmtenWinkel als Einheit
an und untersucht, wie oft er in dem zu messenden Winkel enthalten ist.
Die Einheit des WinkelmaBes ist der 90. Teil eines rechten Winkels. Dieser
wird ein Winkelgrad genannt. Der 60. Teil eines Winkelgrades heiBt eine
Winkelminute, der 60. Teil einer Winkelminute eine Winkelsekunde.

Die Grade, Minuten und Sekunden werden wie
bei den Bogen durch °, " bezeichnet.
Wie grofi ist a) ein gestreckter, b) ein voller
Winkel?
Zwischen welchen Grenzen liegt ein hohler,
ein spitzer, ein stumpfer, ein erhabener
Winkel?
Bei der Drehung des Halbstrahles (Fig. 27)
OA um Obis OB entsteht der Winkel AOB
und zugleich beschreibt der Punkt A des Halb¬
strahles den Bogen AB; setzt man die Drehung
so weit fort, daB Winkel BOC = Winkel

Fig. 27.
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AOB mrd1), so ist auch, wie man sich, weim die Zeichnung auf durch-
scheinendem Papier gemaclit wird, durch Zusammenfalten desselben um
OB uberzeugen kann, Bogen AB = Bogen BC. Zu gleichen Winkeln bei
O (Zentrivvinkeln) gehoren daher auch gleiche Bogen; zu jedemWinkelgrade,
jeder Winkelminute und Winkelsekunde je ein Bogengrad, eine Bogen-
minute, eine Bogensekunde.
Wegen dieser tlbereinstimmung ist es moglich, einen Winkel durch den Bogen
zu messen, zu welchem er als Zentriwinkel gehort, ob\vohl Bogen und Winkel
ungleichartig sind.
Zum Messen und Auftragen Fig. 28.
der Winkel bedient man sich
des Winkelmessers oder
Transporteurs (Fig. 28).
Dieser ist ein in 180 Grade
eingeteilter Ilalbkreis aus
Papier, Holz oder Metali,
bei \velchem die Kante
0...180 den Durchmesser
und der Punkt M den i
Mittelpunkt vorstellt.
Wie groB sind die beiden
Winkel, die in Fig. 28 durch
MA und den Durchmesser
0. ..180.gebildet werden?
Wieviel Winkel bilden in Fig. 29 die beiden Halb-
strahlen OA und OB ? Bestimme die GroBe beider!
Merke dir: Unter dem Winkel zweier Halb-
strahlen versteht man den kleineren, wenn nicht
das Gegenteil ausdriicklich gesagt ist.

Au/gaben:
1. Wieviel Grade hat der Winkel, den der Stundenzeiger einer Uhr in 1, 3, 5,

6, 8, 10 Stunden beschreibt?
2. Wie groB ist der Winkel, den der Minutenzeiger in 1, 4, 15, 34, 48 Zeitminuten
^ beschreibt?
jC lVie groB ist der Winkel, \velchen die beiden Zeiger einer Uhr um J, 2, 4, 7,

9, 11 Uhr bilden? .«<!
4. Zeichne beliebige Winkel, schatze zuerst ihre GroBe nach dem AugenmaBe

ab und miB sie dann mit dem Transporteur!
5. Zeichne zuerst nach dem AugenmaBe aus freier Hand und dann mit Hilfe des

Transporteurs einen Winkel von 90°. ft5°. \Q0.°, 30°, 80°,^®^, 120^,475°, 200°,
-270», -285°, 300°! —

Die gleichen Winkel AOB und 'BOC in Fig. 27 kann man dadurch erhalten, daB
man einen Winkel aus Papier ausschneidet und mit Hilfe desselben die Winkel AOB
und BOC so zeichnet, wie es die Figur verlangt.

des Transporteurs Fig. 29.

2*



20
26. Messung der Winkel im Freien.

Zur Messung der Winkelim Freien kann der in Fig. 30 abgebildete Apparat1 )
verwendet werden. Er besteht aus einem geteilten Kreise, der mit der Achse

des Apparates durch drei Speiclien
verbunden ist. Um den Mittelpunkt
des Kreises ist eine Schiene dreh-
bar, welche zwei Visiere tragt, von
denen jedes mit einem Sehloch
und mit einem rechteckigen Aus-
sehnitte verseben ist, in welchem
sich ein feiner Faden befindet. Der
Mittelpankt des Teilkreises mufi in
den Scheitelpunkt des zu messenden
Winkels gebraclit werden. Sieht
man dann durch das Sehloch gegen
den Faden in der Richtung des

einen Schenkels des Winkels, dreht dann die Schiene, bis die Sehlinie
in die Lage des zweiten Schenkels kommt, so kann man den Winkel mit
Hilfe einer Marke, die an der drehbaren Schiene angebracht ist, an dem
Teilkreise ablesen.
Je nachdem der Teilkreis in eine horizontale oder vertikale Ebene gebracht
wird, kann man Horizontal- oder Vertikalwinkel mit dem Apparate messen.

Aufgaben:
1. Stelle dich gegeniiber einem Hause auf, schatze den Horizontalwinkel, welchen

die Sehlinien gegen die Kanten des Hauses einschlieBen und priife die
Schatzung mit dem Winkelapparat. Andere den Abstand von den Hause
mehrmals und verfahre jedesmal in gleicher Weise. Suche einen Standpunkt
auf, fiir welchen der genannte Winkel 90° betragt!

2. Verfahre in ahnlicherWeise mit demVertikalwinkel, den die Visierlinien nach
der untersten und obersten horizontalen Kante eines Hauses miteinander
bilden!

3. Schatze in verschiedenen Abstanden die GroBe des Winkels, den die Seh¬
linien nach den Randern einer Bogenlampe miteinander bilden. (Als Anhalts-
punkt diene die Angabe, daB uns der Mond und die Sonne im Mittel miter
einem Winkel von 30' erscheinen.)

§ 27. Komplementare und supplementare Wlnkel.
Betragt die Summe zweier Winkel 90°, so heiBen sie komplementare Winkel;
jeder der beiden Winkel wird das Komplement des andern genannt.
Betragt die Summe zweier Winkel 180°, so heiBen sie supplementare Winkel;
jeder wird das Supplement des andern genannt.

Aufgaben:
1. Wie groB ist das Komplement eines Winkels von a) 35°, žt) 48° 12', c) 75°_8' 42" ?
2. Wie groB ist das Supplement einesWinkels von a) 55°, ft) c) 137^24—28" ?

Fig. 30.

') Von Ohmann. D. R. P.
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3. Wenn zwei Winkel gleic-h sind, \velche Eigenschaft haben a) die komple¬

mentaren, b) die supplementaren IVinkel?

Ubertragen eines Winkels,

Macht man die Fig. 27 mit den Sehnen A B und BC auf durchscheinendem
Papier and faltet man es naeh der Linie BO zusammen, so sieht
man, dafi die Sehnen AB und
BC einander deoken. Mithin
gehoren in demselben Kreise
zu gleichen Zentriwinkeln und
gleichen Boge n auch gleiche
Sehnen. Umgekehrt gehoren
aueh za gleichen Sehnen in
demselben Kreise gleiche Zentriwinkel. Dasselbe gilt auch von den Sehnen
und Zentriwinkeln in gleichen Kreisen. Diesen letzteren Satz benutzt man
zum Ubertragen eines Winkels.
Es sei der Winkel AOB (Fig. 31) an den Schenkel O'A' zu ubertragen. Man
beschreibe aus 0 und O' mit dem Radius OM Kreisbogen, mache Sehne
M'N' — Sehne MN und ziehe durch N' den Halbstrahl 0'B'. Weshalb
ist IVinkel A'0'B' =Winkel AOB1

Zeichnendes Rechnen mit Winkeln.

Fig. 31.

M o

N/B

M’

1. Addition der IVinkel. Zwei Winkel ABC und DEF (Fig. 32) \verden addiert,
indem man sie so nebeneinnnder legt, daB sie den Scheitel und ein Paar
Schenkel gemein-
sčhaftlichhabenund
das andere Paar
Schenkel auf die
entgegengesetzten
Seiten des gemein-
schaftlichen fallt.
In Fig. 32 ist
<t ABG — <$t ABC
+ < DEF.

Die Addition ist auch nach dem AugenmaCe auszufiihren und dann mit dem
Zirkel zu priifen.
2. Subtraktion der Winkel. Z\vei IVinkel ABG und DEF (Fig. 32) werden
subtrahiert, indem man den kleineren so auf den grofieren legt, daB sie den
Scheitel und ein Paar Schenkel gemeinschaftlich haben und das andere
Paar Schenkel auf dieselbe Seite des gemeinschaftlichen fallt. In Figur 32
ist ^ ABC — ?

Ebenfalls auch nach dem AugenmaBe auszufiihren.
3. MuUiflikation eines JVinJcels mit einer ganzen Zahl. (Vervielfachen eines
IVinkels.) Ein IVinkel AOB (Fig. 33) wird mit einer ganzen Zahl multipliziert
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(vervielfacht), indem man ihn in der oben angegebenen Weise so oft
als Addend setzt, als die ganze Zahl anzeigt. In Fig. 33 ist <C AOE =
= <£ AOB X 4

Auch nach dem Augenmafie vorzunehmen.
4. a) Division eines Winkels durch eine ganze Zahl. (Teilung eines Winkels.)
Einen Winkel durch eine ganze Zahl dividieren heifit, ihn in so viele

gleiche Summanden zerlegen, als die ganze
Zahl anzeigt. Der Quotient ist also ein
Winkel. Zu diesem Zwecke beschreibe man
aus dem Scheitel des zu teilenden Winkels
mit einem beliebigen Halbmesser einen
Kreisbogen, welcher beide Schenkel durch-
schneidet und teile den zwischen den
Schenkeln liegenden Teil des Kreisbogens
zunachst nach dem Augenmafie in so viele
gleiche Teile, als die ganze Zahl anzeigt.
(Priifen mit dem Zirkel!) Verbindet man

jeden Teilungspunkt mit dem Scheitel des Winkels, so erscheint dieser als
Summe so vieler gleicher Winkel, als die ganze Zahl anzeigt. In Fig. 33

Fig. 33.

ist
<£ AOE

4
2

b) Division eines Winkels durch einen Winkel. (Messung.) Dadurch wird
untersucht, wie oft ein Winkel in einem andern enthalten ist. Der Quotient
ist also eine Zahl. Z. B. (Fig. 33) <£ AOE : <£ AOB == ?
^ ' Aufgaben:
1. Was fiir ein Winkel ist die Summe a) eines rechten und eines spitzen, b) eines

rechten und eines stumpfen, c) eines gestreckten und eines hohlen Winkels?
2. Wie grofi ist die Summe aller Winkel, die in einer Ebene um einen gemein-

schaftlichen Scheitel liegen?
3. Wie grofi ist die Differenz a) eines gestreckten und eines rechten, b) eines

vollen und eines gestreckten, c) eines vollen und eines rechten Winkels?
4. Was fiir einWinkel ist die Differenz a) eines rechten und eines spitzen, b) eines

stumpfen und eines rechten, c) eines gestreckten und eines stumpfen, d) eines
vollen und eines rechten, e) eines vollen und eines stumpfen, /) eines vollen
und eines spitzen Winkels?

5. Was fiir ein Winkel ist das Doppelte a) eines rechten, b) eines stumpfen,
c) eines gestreckten Winkels?

6. Was fiir ein Winkel ist die Halfte a) eines rechten, b) eines stumpfen, c) eines
gestreckten, d) eines erhabenen, e) eines vollen Winkels?

7. Die Summe folgender Winkel zu suchen:
a) 52°, 39°, 124° und 76°;
b) 28° 24' 30", 33° 45' 56", 74° 28' 53", 22° 16' 37".

8. Die Differenz folgender Winkel zu suchen:
a) 128°, 73°;
b) 216° 34' 28", 78° 24' 17";
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f c) 73° 16' 47", 58° 23' 56";
d) 23°, 14° 25' 38".

9. Den Winkel 43°38'35" a) mit 3 zu multiplizieren, b) in 5 gleiche Toile zu
teilen.

10. Untersuche, wie oft ein Winkel von ajji0, b) 15° 28', c) 12° 35' 49" beziiglicli
in einem Winkel von a) 96°, b) 108° 16', c) 100° 46' 32" enthalten ist!

Neben- und Scheitelwinkel. § 30 .

Fig. 34.

a) Nebemvinkel (Fig. 34). Verlangert man einen Schenkel eines Winkels
liber den Scheitel hinaus, so entsteht sein Nebemvinkel. Welcher Winkel
ist zu AOB der Nebemvinkel ? Welcher zu
BOC ? Welcher zu AOD ? Nebemvinkel sind
also zwei. AVinkel, welche einen Schenkel ge-
meinschaftlich haben, und deren zvvei andere
Schenkel nach entgegengesetzten Eichtungen
in einer Geraden liegen.
Suche in Fig. 34 einen Winkel, welcher der
Sunime zweier Nebemvinkel gleich ist und
priife die Richtigkeit des Satzes:
Die Summe ziveier Nebenwinkel ist gleich zwei Rechten oder ISO0.
Zwei Nebemvinkel sind daher so voneinander abhangig, dafi'durch die Grobe
des einen jene des andern bestimmt ist. Wenn der erste ein spitzer, rechter,
stumpfer ist, \vas gilt von dem zweiten?
Kann zu jedem Winkel ein Nebemvinkel konstruiert werden?
b) Scheitelivinkel (Fig. 35). Verlangert man beide Schenkel des Winkels BOD
liber den Scheitel hinaus, so entsteht sein Scheitelivinkel.
Nenne zu jedem der Winkel in Fig. 35 den Scheitehvinkel!
Wieviel Nebenwinkel hat a und wieviel Scheitelwinkel ?
Scheitehvinkel entstehen durch diesetbe Drehung; denn
dreht man (Fig. 35) AB um O in derRichtung des Pfeiles
bis in die Lage CD, so beschreibtNO den Winkel a, BO
den Winkel c; daher ist a =c.
Zwei Scheitehvinkel sind daher einander gleich.
Kann zu jedem Winkel ein Scheitelvvinkel konstruiert werden? Zu einem
Winkel kann man vvieviel Nebenvvinkel und wieviel Scheitelwinkel kon-
struieren?

Fig. 35.

Au/gaben:
1. Wie grob ist der Nebemvinkel eines Winkels von a) 65°, b) 28° 40' c) 115° 48',

d) 73°19,52"?
2. Von zwei Nebenwinkeln ist der eine doppelt so grofi als der andere. Wie grofi

■ ist jeder?
3. Wenn in Fig. 35 der Winkel a 69° 17'26" betragt, wie grofi ist jeder der

Winkel b, c, d?
4. Wie grofi ist der Winkel, der von den Halbierungslinien zveier Nebenvvinkel

gebildet wird?
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5. Die Winkel der Fig. 35 sind der Grofje nach voneinander abhangig. Wieviel
miissen gegeben sein, damit die Grofje der ubrigen schon bestimmt ist?
Lassen sich, wenn a = 65° ist, die Winkel b, c und d berechnen?

Vierter Abschnitt.
Das Dreieck.

a) Erklarungen.
1. Eine von drei Strecken begrenzte ebene Figur heiBt ein Dreieck. Die drei
Strecken heiBen Seiten des Dreieckes.
Jedes Dreieck ABC (Fig. 36) hat wieviel Winkel und Eckpunkte?
Jede Seite kat wieviel anliegende und wieviel gegenuberliegende Winkel?
Jeder Winkel wird von wieviel Seiten eingeschlossen und wie liegt die
dritte Seite?

Nenne in dem Dreiecke ABC (Fig. 36) alle drei Seiten und alle drei Winkel!
Nenne zu jeder Seite die anliegenden Winkel und den gegeniiberliegenden

Winkel!
Nenne zu jedem Winkel die Seiten, von denen er eingeschlossen \vird, und die

Seite, welehe ilirn gegeniiberliegt!

Fig. 36.

/\

Fig. 37.
2. Diejenige Seite, iiber \velcher
man sich ein Dreieck errichtet
denkt, heiBt die Grundlinie. Da
man sich iiber jeder Seite ein
Dreieck errichtet denken kann,
so kann im allgemeinen auch
jede Seite Grundlinie sein. Der
Scheitel des Winkels, welcher

der Grundlinie gegeniiberliegt, \vird die Spitze oder der Scheitel und die
Senkrechte, die vom Scheitel auf die Grundlinie gefallt wird, die Hohe des
Dreieckes genannt. Sie gibt den Abstand des Scheitels von der Grund¬
linie an.
Wieviel Hohen hat jedes Dreieck?
Nimmt man im Dreiecke ABC (Fig. 37) AB als Grundlinie an, so ist Oder
Scheitel und, wenn CD J_ A J? ist, CD die Hohe.
Die Summe der Seiten eines Dreieckes heiBt der Umfang desselben.
Zeichne ein Dreieck, schatze den Umfang und priife das Eesultat!

b) Einteilung der Dreiecke nach den Seiten.
Fig- 38. jn Beziehung auf die
F Lange der Seiten unter-

scheidet man ungleich-
seitige, gleichschenklige
und gleichseitige Drei¬
ecke (Fig. 38).
Ein Dreieck heiBt un-
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■gleichseitig, wenn keine Seite einer andern gleich ist, wie ABC', gleich-
schenklig, wenn zwei Seiten einander gleich sind, wie DEF ; und gleichseitig,
wenn alle drei Seiten gleich sind, wie GHJ.
Im gleichschenkligen Dreiecke nennt man die gleichen Seiten die Schenkel,
die 'dritte Seite die Grundlinie und den ihr gegeniiberliegenden Eckpunkt
den Scheitel des Dreieckes.

c) Einteilung der Dreiecke nach den Winkeln.

Nach der Grofie der Winkel unterscheidet man spitzivinklige, rechtivinkhge
und stumpfmnklige Fig. 39.
Dreiecke. (Fig. 39). c f j
Ein Dreieck heiBt spitz-
toinklig, wenn es drei
spitze Winkel hat, wie
ABC; reehtmnJclig,

wenn es einen rechten
Winkel hat, wie FDE;
und stumpfwinklig, wenn es einen stumpfen Winkel hat, wie JGB.
Im rechtrvinkligen Dreiecke nennt man die Seite, welche dem rechten Winkel
gegeniiberliegt, Hypotenuse, die beiden anderen Seiten Katheten.
Was fiir Dreiecke erhalt man, \venn man a) in einem Quadrate, b) in einem
Eechtecke eine Diagonale zieht?

Die Winkelsumme eines Dreieekes. §

Die Summe der Winkel eines Dreieckes betrdgt ISO0.
Der Schiller iiberzeuge sich von der Bichtigkeit dieses Satzes dadurch. daB
er Dreiecke von den in §31 genannten Arten zeichnet und ihreWinkel mit
dem Transporteur moglichst genau miBt. Oder auch in folgender Weise:
Der Schiller zeichne diese Dreiecke auf Papier, schneide sie aus und lege alle
drei Winkel eines jeden ahnlich wie in Fig. 32 nebeneinander; \velcher
Winkel ergibt sich in jedem Falle?

Aufgaben:
1. Wieviel spitze, rechte, stumpfe und erhabene Winkel konnen in einem

Dreiecke vorkommen? Welche Eigenschaft miissen die iibrigen Winkel
haben?

19» In einemDreiecke sind zweiWinkel «/-13° 10', 1020 27'; 6) 25° 46'21", 74° 48'49";
wie grofi ist der dritte Winkel?

3. Karin es ein Dreieck mit den Winkeln 70°, 80°, 50° geben? Wenn die beiden
ersten Winkel 70° und 80° sind, wie grofi mufi der dritte seinl Es ist zu er-
kennen, da,B der dritte Winkel eines Dreieckes von den beiden anderen
Winkeln so abliangt, daB er durch ikre GroBe sehon bestimmt ist und liicht
mehr villkiirlich gewahlt werden kanu. Wenn jeder der beiden ersten
Winkel eines Dreieckes um 10 zunimmt oder abnimmt, wie andert sich der
dritte Winkel? Wenn der erste Winkel um 10°, der zweite um 15° zunimmt
oder abnimmt, wie andert sich der dritte Winkel?
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Em gleichseitiges Dreieck zu zeichnen und die Winkel desselben moglichst
genau mit dem Transporteur zu messen. Welcher Satz ergibt sich daraus?
Ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen und die Winkel an der Grundlinie
mit dem Transporteur zu messen. Welcher Satz folgt aus der Messung?
Ein rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, dessen Hypotenuse doppelt so grofi
ist als eine der beiden Katheten. Die Winkel mit dem Transporteur zu be-
stimmen. Lehrsatz?
In einem rechtwinkligen Dreieck ist ein an der Hypotenuse liegender Winkel
73°. Wie grofi ist der zweite "VVinkel an dieser Seite?

Funfter Abschnitt.
Ausmessung des Quadrates und Rechteckes, des Wurfels

und des Quaders.
§ 33. Der Umfang.

Der Umfang einer von Strecken begrenzten Figur wird durch die Summierung
der Langen aller Begrenzungslinien gefunden.
Wenn eine Seite eines Quadrates a) 3 m, b) idm 7 cm 9 mm ist, wie grofi
ist der Umfang desselben?
Wenn zwei anstofiende Seiten eines Bechteckes a) 4 m und 6 m, b) 3 m 5 dm
8 cm und im 6 dm 7 cm sind, wie grofi ist sein Umfang?

§ 34. Flache des Quadrates und Rechteckes.

Um den Flacheninhalt einer Figur zu bestimmen, muB man irgendeine
bestimmte Flache als Einheit annehnien und untersuchen, wie oft sie in der
zu messenden Flache enthalten ist. Die Zahl, welche dieses anzeigt, heifit

Als Einheit des Flachenmafies nimmt man ein
Quadrat an, dessen Seite der Einheit des
LangenmaBes gleich ist, von welcher dann das
Quadrat den Namen erhalt. Ein solches Qua-
drat heifit ein Quadratmeter (m2), ein Quadrat-
dezimeter (dm2) . ., ., je nach dem die Seite
einem Meter, Dezimeter, . . . gleich ist.
Wenn eine Flache 12 m2 mifit, wie heifit ihre
Mafizahl ?
a) Flache des Quadrates. Betragt eine Seite des
Quadrates ABCD (Fig. 40) 3 cm, so kann man

jede Seite in drei gleiche Teile teilen, deren jeder 1 cm ist. In welcbe Figuren
zerfallt das ganze Quadrat durch die Verbindung der gegeniiberliegenden
Teilungspunkte ? Wieviele sind in einer Reihe, wieviel Beihen sind vor-
handen? Leite den Satz ab:
Die Mafizahl fiir den Flacheninhalt eines Quadrates wird gefunden, wenn
man die Mafizahl einer Seite mit sich selbst multipliziert.

die Mafizahl der Flache.

Fig. 40.
D

A

C

B
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Ein Quadrat, dessen Seite 10 dm betragt, hatlO dni2 X 10 = 100 dm2 Inhalt.
Ein solches Quadrat ist nun 1 m2, also ist ,

Ebenso folgt:
1 m2 = 100 dm2.

1 dm2 = 100 cm2. 1 Jem2 = ^000^00 m2.
1 cm2 = 100 mm2. 1 jum2 =100 Jem2 .

Beim BodenflachenmafJe heiBt eine Elache von 100 m2 ein Ar (a), eine Elache
von 100 Ar ein Hektar (ha).
Ist eine Seite eines Quadrates 3 'im, so betragt sie 34 dm; die Elache des
Quadrates enthalt also 1156 dm2 oder 11'56 m2. Die gleiche MaBzahl fiir
Quadratmeter als Einheit ergibt auch die Multiplikation 1'4X3'4. Die
oberi fiir die Berechnung der Flache eines Quadrates ausgesprochene Regel
gilt daher auch in welchem Falle?
Bei allen Berechnungen ivdhle der Schiller selbst ofter Beispiele aus seiner
Umgebung, schatze zunachst die fiir die Berechnung erjorderlichen Gro/Jen
und mache einen Vberschlag uber das zu erwartende Resultat, wenn notwendig
mit Abrundung der Ma/Jzahlen. Dieses ist sodann durch genaue Messung
und Berechnung zu priifen.

Aufgaben :
1. Die Seite eines Quadrates ist a) 21 m, b) 5 m 4 dm, c) 359 mm, d) 0'715 m.

Wie grofi ist 1. der Umfang, 2. der Elacheninhalt?
2. Der Umfang eines Quadrates ist 3 m 2 dm; wie grofi ist der Elacheninhalt?
3. Wieviel kostet ein quadratische'r Bauplatz von 36 m Seitenlange, wenn man

das Quadratmeter mit 11 K 2(5 h bezalilt?
4. Ein cjuadratisclies Zimmer mit der Seite 5 m 6 dm soli mit einem Parkett-

boden belegt werden. Wie grofi sind die Kosten, wenn 1 m2 mit 7 K berechnet
wird ?

5. Wie andert sich a) der TJmfang, b) die Flache eines Quadrates, wenn man
a) jede Seite 2-, 3-, 4mal so grofij, b) 2-, 3-, 4mal so Jdein macht? (Bestatigung
durch Zeichnungen.)

6. Wenn die Vergoldung einer guadratischen Platte 4 K kostet, was kostet die
einer Platte a) von doppelter, b) von halber Seitenlange?

b) Flache des RechtecJces. Die Seiten des
Rechteckes in Fig. 41 betragen 4 cm und
3 cm. Zahle die Anzahl der Elachen-
einheiten nach Reihen und priife den
Satz:
Die MafJzahl fiir den Fldcheninhalt eines
Rechteckes wird gefunden, indem man
die MafJzahl der Grundlinie mit der MafJ-
zahl der Hohe multipliziert.

Kiirzer pflegt man diesen Satz auch so
auszusprechen:

Fig. 41.

A B



Der Flacheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem Produkte aus der Grund-
liuie und der Hohe.

Konnte man auch in ahnlicher Weise den Satz fur die Flachenberechnnug
eines Quadrates aussprechen? Weshalb sind aber die beiden letzten Satze nicht
strenge riclitig?

Aufgaben :
1. Bestimme 1. den Umfang, 2. den Flacheninhalt folgender Rechtecke:

a) Grundlinie 9 - 2 m, Hohe 5'8 m;
b) ,, 12 m 3 dm 3 cm, ,, 9‘2 cm.

2. Eine Tischplatte ist 1'4 m lang und 1*2 m breit. Wie grofi ist ihre Flache?
3.j Jemand kauft einen Bauplatz von der Form eines Rechteckes, 31 m 4 dm

lang und 19 m 2 dm breit, und bezahlt das Quadratmeter mit 10 K. Wieviel
kostet der Bauplatz?

——4. Wieviel Ar hat ein rechteckiger Gart^n von 38 m Lange und 32 m Breite?
5. Ein Acker ist 116 m lang und 18 m 5 dm breit. Wieviel Weizen wird zur Aus-

saat erfordert, wenn man auf 1 a 2 x/2 / Weizen rechnet?
-—6. Ein Hof von 18 m Lange und 12 m Breite soli mit Steinplatten belegt werden,

welche 3 dm lang und ebenso breit sind. a) Wieviel Platten sind erforderlich?
b) Wie hoch kommt die Pflasterung, das Quadratmeter zu 162/5 K gerechnet?

7. Wie dndert sich die Flache eines Rechteckes, a) tvenn bei ungeanderter Hohe
die Grundlinie verdoppelt wird, b) bei ungeanderter Grundlinie die Hohe
verdoppelt wird, c) Grundlinie und Hohe verdoppelt iverden? Das Resnltat
ist durch Zeichnungen zu bestdtigen.

§ 35. Ausmessung des Wiirfels und des Quaders.
Bei der Ausmessung der Korper hat man die Oberfldche und den Kubikinhalt
derselben in Betracht zu ziehen.
Unter der Oberfldche eines Korpers versteht man die Summe aller Grenz-
flach.en. Um daher die Oberflache eines Korpers zu erhalten, braucht man
nur den Flacheninhalt jeder Grenzflache zu bestimmen und alle gefundenen
Flachen zu addieren. Die Summe der Seitenflachen heifit insbesondere die
Seitenoberfldche des Korpers.
Der Raum, welchen die Oberflache eines Korpers einschliefit, heifit sein
Kubikinhalt oder Volumen. (Rauminhalt.)
Um den Kubikinhalt eines Korpers zu bestimmen, nimmt man irgendeinen
bekannten Korper als Einheit des Kubikmafies an und untersucht, wie oft
derselbe in dem gegebenen Korper enthalten ist. Die Zahl, welche dieses
angibt, heifit die MafSzahl fiir den Kubikinhalt des Korpers.
Als Einheit des Kubikmafles wird ein Wiirfel (Kubus) angenommen, dessen
Seite der Einheit des Langenmafies gleich ist, also ein Meter, ein Dezimeter
. . . betragt, und der dann beziehungsweise. Kubikmeter (m 3), Kubik-
dezimeter (dm3), . . . heifit. Einen Korper messen heifit also untersuchen,

dezimeter usw. in demselben enthalten sind

Der Schiiler priife die Richtigkeit des Satzes:
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Die Oberflache eines Wurfels ist gleich dem sechsfachen Produkte aus der
Maflzahl einer Seite mit sich selbst.
2. Volumen.
Aus Kubikzentimetern soli man einen einzigen Wiirfel bilden, dessen Seite
3 cm betragt. Wieviel Kubikzentimeter kommen in die unterste Schichte?
AVieviel Schichten miissen gemacht werden? Wieviel Kubikzentimeter
enthalt also der ganze AVurfel? (Modeli.)
Der Schiiler priife die Richtigkeit des Satzes:
Die Ma/izahl des Volumens eines Wurfels ist gleich dem, Produkte der Maf>-
zahlen der drei an einer Ecke zusammenstofienden Kanten.
Ein AViirfel, dessen Kante 10 dni betragt, bat

10.10.10 dm3 = 1000 dm3.

Ein solcher Wiirfel ist nun 1 Kubikmeter; also ist
1 m3 = 1000 dm3.

Ebenso folgt: 1 dm 3 = 1000 cm3.
1 cm3 = 1000 mm3.

1 Kubikdezimeter heifit als HohlmaB 1 Liter; 100 Liter = 1 Hektoliter.

b) Ausmessung des Quaders.

1. Oberflache.
Die Oberflache sStzt sich aus der doppelten Grundflache und dem Mantel
zusammen.
Mit Hilfe des Ketzes des Mantels eines Quaders priife der Schiller die Richtig¬
keit des Satzes: rP
Die Mafizahl des Inhaltes des Mantels eines Quaders ist gleich dem Produkte
aus der Majizahl des Umfanges seiner Grundflache und seiner Hohe.
Die Lange, Breite und Hohe a) einer Schachtel, b) eines Zimmers zu messen
und die gesamte Oberflache zu berechnen.
2. Das Volumen. ,
Bilde ausWiirfeln, vondenen jeder lem3 milit, einen
Quader von 3 cm Lange, 2 cm Breite und 4 cm
Hohe. Wieviel Kubikzentimeter enthalt die
unterste Schichte? AVieviel Schichten kommen
iibereinander? AVieviel Kubikzentimeter enthalt
mithin der ganze Quader? (Modeli.) j
Priife daran und auch an Fig. 42 die Richtigkeit
des Satzes:
Die Mafizahl des Volumens eines Quaders ist gleich
dem Produkte der Mafizahlen der drei an einer Ecke
zusammenstofienden Kanten.
Oder:

i

Fig. 42.

H G
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Die Mafzahl des Volumens eines Quaders ist gleich der Mafzahl der Grund-
fldche multipliziert mit der Ma/Uzahl der Hdhe.

Kiirzer, aber weniger richtig, sagt man auch:
Das Volumen eines Quaders ist gleich dem Produkte dreier an einer Ecko

zusammenstofienden Seiten. Oder: Das Volumen einesQuaders ist gleich dem
Produkte aus der Grundflache und der Hohe.

§ 36. Aufgaben:
a) Wurfel.
1. Wie grofi ist a) die Oberflache, h) der Kubikinhalt eines Wiirfels, dessen Seite

a) 12 dm, h) 2 m 3 dm, c) 0'575 m ist?
2. Es soli ein wiirfelformiges, oben offenes Gefafi von 0‘38 m Kantenliinge

angefertigt werden. Wieviel Quadratmeter Kupferblech braucht man?
3. Ein wurfelf6rmiges Gefafi hat 4'8 dm innere Weite. Wieviel Liter fafit es?

W.ie schwer ist ein Wiirfel mit der Seite 3 dm 7 cm, wenn 1 dm3 des Materiales
0’86 kg wiegt?

& Wie čindert sich a) die Oberflache, b) das Volumen eines Wiirfels, wenn die
Seite a) verdoppelt, b) halb so grof gemacht wird?

•&. Ein Wurfel von 2 dm Seitenlange wiegt 16 kg. Wieviel- wiegt ein anderer
Wiirfel aus demselben Material von 6 dm Seitenlange ?
Quader.
Die Kanten eines Quaders sind a) 12 cm, 16 cm und 48 cm, b) 1'04 m, 1-98 m
und 2-64 m. Zu berechnen: 1. die Oberflache, 2. der Kubikinhalt.
Ein viereckiges Gefafi von Blech ist 0'6 m lang, 0’5 m breit und 0'4 m hoch.
Wieviel Quadratmeter Blech ist daran, wenn das Gefafi oben unbedeckt ist?
Wie hoch kommt eine Kiste zu stehen, die 2 m lang, D2 m breit und 1'3 m
hoch ist, wenn 1 m2 mit 1 K 60 h bezahlt wird?
Wie grofi ist der Kubikinhalt eines Getreidekastens, bei welchem die Lange
2 m, die Breite 1 m 3 dm und die Hohe 1 m 4 dm. ist? AVieviel Hektoliter
Getreide kann derselbe aufnehmen?
Eine Mauer ist 21 m lang, 8 dm dick und 8 m hoch. Welchen Druck iibt sie
auf die Unterlage aus, wenn 1 m3 Mauerwerk 1634 kg wiegt? Wie grofi ist
der Druck auf 1 m2 ?
1 cm 3 reines AVasser wiegt 1 g. AVieviel wiegt ein.niit AVasser gefiilltes Blech-
kastchen von 1-5 dm Lange, 1-2 dm Breite und 8 cm Hohe, ven n das leere
Blechkastchen 155 gr wiegt?
(Der Schiiler kann zu dieser Aufgabe auch ein ihm zur Verfiigung stehendes

Kastchen benutzen und das Rechnungsresultat durch den Versuch priifen.)

Sechster Abschnitt.
Parallele und normale Gerade.

§ 37. Gegenwinkel, Wechselwinkel, Anwinkel.

a) AVerden zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so entstehen um die
beiden Schnittpunkte acht Winkel. Die vier AVinkel, welche zwischen den
beiden geschnittenen Geraden liegen, heifien innere, die anderen vier aufere

b)
4 1 .

4- 2 .

3.

4 .

5.

-h 6.
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Winkel. Nenne in Fig. 43 die beiden geschnittenen und Fig. 43 -
die schneidende Gerade (Transversale); ebenso die E
auBeren und die inneren Winkel.
Bin auBerer und ein innerer Winkel, welche verschiedene
Scheitel haben und auf derselben Seite der Schneidenden
liegen, heiBen Gegenwinkel. Zwei auBere oder zwei innere - —
Winkel, welche verschiedene Scheitel haben und auf
verschiedenen Seiten der Schneidenden liegen, werden .F
Wechselwinkel genannt. Zwei auBere oder zwei innere
Winkel, welche auf derselben Seite der Schneidenden liegen, heiBen
Anvnnkel. * fetj

Gegenwinkel: Wechselwinkel: Anwinkel:
a und m, a und p, a und o,
b „ n, b ,, o, b „ p,

,, o, c ,, n, c m,
„ p, d „ m, d ,, n.

Parallele Gerade.

Es sei (Fig. 44) AB\\ CD.
Bei Parallelverschiebung der Geraden AB bildet sie, da sich dabei ihre
Neigung gegen EF nicht andert, mit dieser stets dieselben vier Winkel;
es fallen also, wenn AB nach CD gelangt, je zwei
J?egenwinkel aufeinander, je zweiWechselwinkel gehen
in zwei Scheitelwinkel iiber und je zwei Anwinkel
werden Nebenwinkel; daraus folgt:
1. Wenn zwei parallele Gerade von einer dritten ge-

. schnitten werden, so sind
%a) je zwei Gegenunnkel einander ghich; f
o) je ztvei Wechselwinkel einander gleich;
c) je zwei Anvnnkel supplementdr.

Der Schiller priife die Bichtigkeit der Gleichungen:
1 . a — m 2.a — m Z. a = p ' 3. a + o = 180°

b = n b = o b + p = 180°
c — o c=n c + m=180°
d — p d — m d -f- n= 180°

2. Umgekehrt ist auch der Satz richtig: Wenn zwei Gerade von einer dritten
so geschnitten werden, dafl entiveder zwei Gegemvinkel oder zwei Wechselwinkel
gleich oder zwei Antvinkel supplementdr sind, so miissen die geschnittenen
Geraden parallel sein.
Daraus ergibt sich die grofie Wichtigkeit der Gegen-, Wechsel- und Anwinkel.
Um mit GewiBheit behaupten zu konnen, daB zwei Gerade parallel sind,
solite man zeigen, daB sie, fort und fort verlangert, doch nie zusammentreffen.

§38.
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Da aber eine solche Verlangerung nicbt ausfuhrbar ist, so wird die parallele
Lage zweier Geraden ganz einfach durch die Winkel entschieden, welche:
entstehen, wenn diese Geraden von einer dritten geschnitten werden.
Ein Lehrsatz bestebt aus Voraussetzung und Behauptung. (Suche beide
in dem Satze 1 auf!) Vertausolit man dieselben miteinander, so erhalt man
die Umkehrung des Lehrsatzes. (Suche Veraussetzung und Behauptung
des Satzes 2 auf!)
Aufgobe:
Es sei in Fig. 44 der Winkel a = 103° 47' 25". Wie grofi ist jeder der Winkel
b, c, d, m, n, o, p?

Es ist auch hier die Abhangigkeit der acht Winkel bei paralleler Lage der
geschnittenen Geraden voneinander zu ersehen. Wieviel von ihnen sind
willkiirlich?
Es sei Fig. 45

Fig.

A

a = R und
45.
C

M- ,B D
-N

= R. Die Geraden AB und CD bilden daher
mit der sie Schneidenden MN gleiche Gegen-
winkel, folglich sind sie parallel.
3. Stehen zivei Gerade auf einer dritten senk-
recht, so sind sie parallel.
Es sei AB \\ CD und a = R. Daraus folgt,
daB auch b — R sein muB.
4. Steht von zwei Parallelen die eine auf einer
Geraden senkrecht, so steht auch die andere auf/
ihr senkrecht.

§ 39. Die Normale auf eine Gerade.

Wenn CD (Fig. 46) senkrecht auf AB steht, so kann keine andere durch C
gehende Gerade auf AB senkrecht stehen, Ware z. B. CE _j_ AB, so waren

Fig 46 m unc^ n a^s rechte Winkel supplementar: da sie
aber Anwinkel sind, so miiBten GDund CE parallel
sein, was nicht moglich ist, da sie den Punkt C
gemeinschaftlich haben.
Von einem Punkte aus laflt sich auf eine Gerade nur
eine einzige Normale fallen.
Die Lange dieser vollig bestimmten Senkrechten

- B gibt den Abstand des Punktes von der Geraden
an. DerPunkt DheiBtder FuBpunktder Senkrechten.

Auch in einetn Punkte einer Geraden la./It sich cmf diese nur eine einzige
Normale errichten.

D

Aufgaben:
Von einem Punkte aufierhalb einer Geraden auf diese die Senkrechte zu
fallen.
Konstruktion mit Hilfe des Winkelbrettchens.
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2. In einem Punkte einer Geraden auf diese die Senkrechte zu errichten.
Auflosung ahnlich wie bei Aufgabe 1.
Zur Losung beider Aufgaben im Freien dient der FeldwinkelmeBapparat der
Fig. 30. Benutzt werden zwei Visiere, die an den Endpunkten zweier zu-
einander normaler Durchmesser angebracht und ahnlich hergestellt sind
wie die in § 26 bereits beschriebenen.
a) Yon einem Punkte auBerhalb einer Geraden auf diese die Senkrechte
zu failen und den Abstand des Punktes von der Geraden zu bestimmen.
Der Punkt wird durch einen Fluchtstab festgelegt. Der WinkelmeBapparat
\vird iiber dem schatzungsweise angenommenen Fufipunkt des Lotes so auf-
gestellt, daB die eine Visierlinie in die durch die ausgesteckte Gerade gelegte
Vertikalebene fallt. Sieht man dann durch das zweite Visier den vertikalen
Štab, so ist der Fufipunkt des Lotes richtig. Sieht man ihn nicht, so \vird
der Apparat ohne Anderung der Richtung des ersten Visieres so lange ver-
schoben, bis man durch das zweite Visier den Štab sieht. Dann wird die
Senkrechte abgesteckt und ikre Lange bestimmt.
b) In einem Punkt einer Geraden auf diese die Normale zu ziehen.
Der WinkelmeBapparat \vird in dem vorgeschriebeijen Punkte wie in a) auf-
gest elit. Man blickt dann durch das zweite Visier und lafit durch einen Ge-
hilfen einen Fluchtstab in der Sehrichtung aufstellen. Dadurch sind zwei
Punkte der Senkrechten gefunden. ' ■

3. Die Hohen der drei Dreiecke in Fig. 39 zu ziehen.
4. Durch einen gegebenen Punkt A mit einer Geraden l die Parallele zu kon-

struieren.
Die Ausfiihrung 47

ergibt sich aus
Fig. 47. Benutzt
wird ein Lineal
L und dasWin-
kelbrett (Pa-
rallelverschie-
bung des Win-
kelbrettes aus
der Lage I in
dieLage II). Be-
griindung nach
§ 38, 3.
Verwandt mit dieser Konstruktion ist die in Fig. 48 enthaltene. Begriindung
nach § 38, 2. (Gegemvinkel.)

WkriTel mit parallelen oder normalen Schenkeln.

a) Winkel mit 'parallelen Schenkeln.
Der Schiller vergleiche die Richtungen der Schenkel der Winkel m, n, r
und s in Fig. 49 von den Scheitelpunkten K und J aus und beweise mit
Benutzung des Winkels t (m= t, t = n usw.) die Richtigkeit folgender
Satze :
L Zwei IVinkel, derefa Schenkel paarweise parallel sind, sind gleich,

Močnik-Spielmann, Anfangsgrunde d. Geom. f. d. 1. b. 3. KI. d. Mittelschulen. 3
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Fig. 49. voenn beide Paare der parallelen
Schenhel nach derselben Seite oder
nach entgegengesetzten Seiten ge-
richtet sind.
2. Zwei Winkel, deren Schenhel
paarweise parallel sind, betragen
zusammen 180°, wenn nur ein
Paar der parallelen Schenhel nach
derselben Seite, das andere aber
nach entgegengesetzten Seiten ge-
richtet ist.

b) Winhel mit normalen Schenheln.
Es sei (Fig. 50) DE J_ AB und

AC. Man drehe die Schenkel DE und DF des Winkels EDE als
eine feste Verbindung um den Scheitel D um 90°, so dah sie in die Lage
DE' und DE' kommen.

DE

Fig. 50. In I haberi die Winkel
E'DE' und BAC paar-
weise parallele und nach
derselben Seite gerich-
tete Schenkel; also ist
«£ E'DE' = <£ BAC,
folglich auch <); EDE
= A BAC. — In II
sind die Schenkel der
Winkel E'DF'und BAC
auch paarweise parallel,
j edoch einPaar nach der¬

selben, das andere Paar nach entgegengesetzten Seiten gerichtet; also ist
<£ E'DF' + <£ BAC =2 R, folglich auch EDE + BAC = 2 R.
Zwei Winhel, deren Schenkel paarweise zueinander normal sind, sind entiveder '
gleich oder supplementdr.

Siebenter Abschnitt.
Die Symmetrie ebener und korperlicher Gebilde.

41. Achsiale Symmetrie ebener Gebilde.

1. Sgmmetrische Lage zweier Punkte. Zwei Punkte P und P' (Fig. 51) liegen
in bezug auf eine Gerade SS' symmetrisch, wenn ihre gerade Verbindungs-
linie PP' auf der Geraden SS' normal steht und von ihr halbiert wird.
2. Symmetrische Lage zweier Gebilde (Figuren). Zwei Gebilde (Figuren)
ABC und A'B'C' (Fig. 51) sind in bezug auf eine Gerade SS' symmetrisch,
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wenn jedem Punkte des einen Ge- Fig. 51 -
bildes ein symmetrisch liegender
Punkt des andern entspricht.
Die Gerade SS' lieiOt die Svmmetrie-
achse oder Symmetrale und die beiden
Punkte oder Gebilde, welche in bezug
auf SS' symmetrisch liegen, einander
svmmetriscli zuoeordnet oder kurz....j... .■———

Zwei Gebilde, welche einander sym-
metrisch zugeordnet sind, konnen
duroh eine Drehung von 180° um die
Symmetrale zur Deckung gebracht
werden, sie sind daher kongruent.
Der Schiller iiberzeuge sich davon
durch Zusammenfalten eines durch-
scheinenden Papieres mit der Fig. 51 um die Gerade SS' und Zusammen-
legen der beiden Teile.
Zwei symmetrisch liegende Gebilde haben dieselbe Lage wie Gegenstand
und Bild, wenn die Symmetrieachse spiegelnd gedacht wird. Das eine Gebilde
kann als Spiegelbild des andern bezeichnet werden.
3. Symmetrische Figuren [Gebilde). Eine Figur (Gebilde) heiBt symmetrisch
beziiglich einer Geraden, wenn sie sich durch diese Gerade in zwei
symmetrisch liegende Halften teilen laBt. Nach der Anzahl der Geraden
(Symmetralen), durch welche eine Figur (Gebilde) in zvrei symmetrische
Halften geteilt werden kann, heiBt sie ein-, zwei-, drei-, mehrachsig
symmetrisch.
Von den bisher betrachteten Gebilden sind die folgenden symmetrisch:
a) die unbegrenzte Gerade; jede ihrer Normalen kann als Symmetrale derselben
angesehen werden;
b) die Strecke. Die Normale in ihrem Halbierungspunkte ist ihre Sym-
metrale; man nennt sie kurz StrecJcensymmetrale;
c) der Winkel. Seine Halbierungslinie ist die Symmetrale; man nennt sie kurz
Winkelsymmetrale;
d)1 ) das gleichschenJclige Dreieck; die Hohe auf die Grundlinie ist die Sym-
metrieachse;
e) das gleichseitige Dreiech; jede Hohe ist eine Symmetrieach.se ;
/) das Quadrat; jede Seitensymmetrale und jede Diagonale ist eine Sym-
metrieachse;
g) das Rechteck; jede Seitensymmetrale ist eine Symmetrieachse;
h) der Kreis.’ Welche und wieviel Symmetrieachsen besitzt er?
1 ) Der Schiiler zeichne diese und die folgenden Figuren auf durchscheinendem Papier
und iiberzeuge sich zunachst durch bloBe Drehung um die Symmetralen von der
Richtigkeit der ausgesprochenen Satze.

3*
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Aufgaben: ,
1. Es ist die Symmetrale und ein Punkt gegeben. Der zugeordnete Punkt zu

finden.
Es ist die Svmmetrale und eine Strecke gegeben. Die symmetrisch liegende

' Strecke zu finden.
Die Strecke kann a) die Symmetrale selbst, b) erst in der Verlangerung

s^ehneiden, c) mit ihr parallel sein.
/

§ 42. Symmetrie von Korpern.

1. Lassen sich zwei Korper beziiglich einer Ebene in eine solche Lage bringen,
daB jedem Punkte des einen Korpers ein symmetrisch liegender des andern
entspricht, so sagt man, die beiden Korper liegen symmetrisch beziiglicb
dieser Ebene.
Der Schiller veranschauliche das Gesagte mit einem Kartonblatte und
zwei kongruenten JVurfeln, a) flir die symmetrische, b) fiir die nicht sym-
metrische Lage. Jeder der beiden Wiirfel kann im ersten Falle als Spiegelbild
des andern betrachtet werden. Was ist als Spiegel anzusehen? Derselbe
Versuch mit den beiden Handen auszufiihren!
2. LaBt sich ein Korper durch eine Ebene so in zwei Teile schneiden, daB
jedem Punkte des einen ein symmetrisch liegender Punkt des andern Teiles
entspricht, so heiBt der Korper symmetrisch beziiglich dieser Ebene. Die
Ebene selbst heiBt eine Symmetrieebene.

Fig. 52. Fig. 53. Fig. 54.

Der Schiller ermittle
die Symmetrie-

ebenen des Wiirfels,
des Quaders und

der Kugel; ebenso eine Symmetrieebene eines
Hauses, des menschlichen Korpers und zeichne
den Schnitt der Symmetrieebene des Blattes,
Eig. 52, der Bliite, Fig. 53, und des Insektes,
Fig. 54, mit der Bildflache ein.

4jL Eigenschaften der Strecken- und Winkelsymmetrale und Konstruktionen auf
Grund derselben.

a) Es sei CD (Fig. 55) die Symmetrale der Strecke AB, also AC = BC
und CD _[_ AB. Verbindet man irgendeinen Punkt M der Symmetrale
mit den Endpunkten der Strecke und dreht die rechte Halfte der Figur
um CD als Achse um 180°, so muB, da die Winkel bei C als rechte
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CB in die Richtung von AC fallen;
AC, fallt ferner B auf A, somit BM

Fig. 56.

gleich sind,
weil BC —
auf AM.
Jeder Punkt der StrecJcensymmetrale hat also von den
Endpunkten der Strecke gleiche Abstande; und
umgekehrt:
Hat ein Punkt von den EndpunJcten einer Streclce
gleiche Abstande, so liegt er in der 8ymmetrale der
Strecke.
b) Es sei CD (Fig. 56) die Symmetrale
des Winkels ACB, also ACD = BCD.
Fallt man von irgendeineni Punkte M
der Symmetrale auf die Schenkel des
Winkels die Normalen MP und MQ
und dreht die untere Halfte ACD
der Figur um CD als Achse um 180°, so
mufi CA in die Richtung von CB fallen,
weil <c ACD= <£ BCD ist, MQ mufi
auf MP fallen, weil von einem Punkte (M) auf eine Gerade (CB) nur
eine einzige Senkrechte moglich ist.
Jeder Punkt der Winkelsymmetrale hat also von den beiden Schenkeln des
Winkels gleiche Abstande; und umgekehrt: -
Hat ein Punkt von den Schenkeln eines TVinkels gleiche Abstande, so gehort
er der Symmetrale desselben an.
c) Konstruktionen.
1. Die Symmetrale einer gegebenen Strecke AB (Fig. 57) zu konstruieren.
Bestimmt man zwei Punkte C und D so, dafi jeder derselben von den End-

Fig. 57.

&
E

Fig. 58.

C

E
JV

punkten A und B der
gegebenen Strecke
gleiche Abstande hat,
so ist durch CD die
Lage der Symme-
trale der Strecke AB j,
bestimmt. -j
2. Eine gegebene
Strecke zu halbieren.
(Wie Aufgabe 1.)
3. Auf eine gegebene
Gerade AB (Fig. 58) von einem aufier ihr liegenden Punkte C die Nor¬
male zu fallen.
Man bestimme auf der Geraden zwei Punkte M und N, welche von C
gleich weit abstehen, und konstruiere zu MN die Symmetrale CD: diese ist
auf AB normal.

Xn
X
D
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4. Auf eine gegebene Gerade AB (Fig. 59) in
einem gegebenen Punkte C derselben die Nor¬
male zu erricbten.
Man bestimme in der Geraden zwei PunkteM
und N so, dafl CM = CN ist und konstruiere
die Symmetrale von MN; zur Bestimmung
derselben ist auBer C noch ein zweiter Punkt D

erforderlich, fiir welclien DM = DN ist.
5. Die Symmetrale eines gegebenen Winkels BAC (Fig. 60) zu konstruieren,
d. h. den Winkel zu halbieren.

Bestimmt man auf den Schenkeln zwei Punkte
M und N, welche vom Scheitel A gleicb weit ab-
stehen und dann in der Winkelflache den Punkt D
so, daB er von M und N gleichen Abstand hat, so
ist AD die Symmetrale der Strecke MN, folglichist
sie aucb, wie man sich durch Drehung iiberzeugen
kann, die Symmetrale des Winkels BAC.
Durch diese Konstruktion kann auch folgende
Aufgabe gelost werden;
6. Einen gegebenen Kreisbogen zu halbieren.
Man halbiere den zugehorigen Zentriwinkel.
Durch wiederholte Anwendung der Konstruktionen

2, 5 und 6 kann man eine Strecke, einen Winkel, einen Bogen in 4, 8, 16...
gleiche Teile teilen.
Die Konstruktionen 1—6 konnen auch im Freien ausgefuhrt werden. Die
erforderlichen Kreisbogen erhalt man dadurch, daB man im Mittelpunkte
einen Pflock mit einer daran befestigten Schnur einschlagt, einen zweiten
Pflock an dem andern Ende der Schnur befestigt und mit der Spitze des-
selben bei straff gespannter Schnur den Bogen einritzt.

Fig. 60.

A

Fig. 59.

X

B
M' 'W

Achter Abschnitt.
Das Dreieck (Erganzung), Viereck und Vieleck.

1. Das Dreieck.
§ 44. Die Seiten eines Dreieckes.

Die Gerade AB (Fig. 61)
Fig. 61.

C

ist die kiirzeste Linie zwischen A und B, also
ist die gebrochene Linie ACB, d. i. AC + CB
groBer als AB. jej
In jedem Dreiecke ist die Summe ziveier Seiten
grofier als die dritte.
Aus drei Strecken, deren Langen 2 m, 3 m und
4 m sind, ist demnach ein Dreieck moglich;
vergleicht man jede dieser drei Seiten mit der
Differenz der beiden anderen, so ergibt sich:
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Fig. 62. Fig. 63.

B

Jede Seite eines Dreieckes ist grofter als die Differenz der beiden
anderen.
Die Richtigkeit
dieser zwei Satze
an den Figuren
62 und 63 zu
priifen.

Wenn zwei Sei-
ten eines Dreieckes
24 m und 17 »
sind, zwischen wel-
chen Grenzen liegt die dritte Seite?

In welcher Beziehung steht ein Schenkel eines gleichsclienkligen Dreieckes
zur Grundlinie?

Die Winkel eines Dreieckes. §45.

Verlangert man eine Seite eines Dreieckes, so bildet die Verlangerung mit
der anstoBenden Seite einen Winkel, welcker ein AuBenwinkel des Drei¬
eckes heiBt, walirend die drei Winkel
CBD (Fig. 64) ist ein AuBenwinkel des
Zieht man BE || AC, so entstehen die
zwei Winkel m' und r', von denen m'
dem Winkel m als Gegenwinkel, r' dem
Winkel r als Wechselwinkel bei Pa-
rallelen gleich ist. Die Summe der drei
Winkel m, n, r ist daher so groB wie die
Summe der Winkel m', n, r'.

im Dreieck innere Winkel sind.
Dreieckes ABC.

Fig. 64.

a) Die Summe der drei inneren Winkel eines Dreieckes ist gleich zwei
Rechten oder 180°.
Aus diesem Satze folgt:

b) Zwei Dreieckswinkel betragen zusammen iveniger als 180°.
Leite airs Fig. 64 den Satz ab:

c) Jeder Aufientvinicel eines Dreieckes ist gleich der Summe der beiden inneren
ihm nicht anliegenden Winkel.

Aufgaben:
1. In einem Dreiecke sei der Winkel

a) m = 65°, b) m = 43° 10', c) m = 25° 46' 21 ,r ,
' 87°; . n = 102° 27'; n = 74° 48' 49".

Wie groB ist der dritte Winkel r? Was geschielit mit r, wenn m um 15°
und n um 10° zunehmen oder abnehmen?

2. Wie grofi ist jeder der Winkel, wenn 1. m = n = r, 2. m = n und r = 57°?
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3. In einem Dreiecke sind zwei innere Winkel
a) m = 24°. b) m = 65° 12'. c) m = 12° 47' 43",

n = 52°; n = 79° 54'; n = 81° 9'56".
Wie grofi ist der entsprechende AuBenwinkel?

4. Ein AuBenwinkel eines Dreieekes sei 102° 25' 39", ein innerer ilim nicht an-
liegender Winkel 40° 40'52". Wie grofi ist der andere ihm nicht anliegende
Winkel?

5. Wie grofi ist in einem rechtwinkligen Dreiecke die Summe der beiden spitzen
Winkel?

6. In einem rechtwinkligen Dreiecke sei ein spitzer Winkel
a) 62°, b) 38° 39', e) 49° 17' 25".

Wie grofi ist der andere spitze Winkel?
7. In einem rechtwinkligen Dreiecke betragt der eine Aufienwinkel an der

Hjpotenuse
a ) 96°, b) 117° 48', c) 133° 56' 50".

Wie grofi ist der zweite Aufienwinkel an der Hypotenuse?
8. Wie grofi ist in einem stumpfwinkligen Dreiecke die Summe der beiden spitzen

Winkel?

§ 46. Beziehungen zwisehen den Seiten und Winkeln eines Dreieekes.

1. Es sei in dem Dreiecke ABC (Fig. 65) die Seite AC = BC.
Stellt man sich das Dreieck ABC noch einmal, und zwar umgewendet

Fig. 65. als A'B'C' vor, so kann man das letz-
tere so auf das erstere legen, dafi die
Winkel C und C' einander decken;
wobin fallt dann B', woliin A', wohin
die Seite B'A', die Winkel B' und
A"1. Hieraus folgt: m,
Gleichen Seiten eines Dreieekes
gleiche Winkel gegenuber.

liegerr

2. Ist umgekelirt in dem Dreiecke ABC der Winkel B — A, so kann man
auf gleiche Weise die Seite B'A' mit der Seite AB zur Deckung bringen
und zeigen, dafi die Seite AC = BC sein mufi; d. h.;
Gleichen Winkeln eines Dreieekes liegen gleiche Seiten gegenuber.
Aus dem ersten Satze folgt:
a) In einem gleichschenkligen Dreiecke sind die Winkel an der Grundlinie
einander gleich.
b) In einem gleichseitigen Dreiecke sind alle drei Winkel einander gleich.
Ist (Fig. 66) AB = AD, also das Dreieck ABD gleichschenklig, so sind
die Winkel m und n an der Grundlinie einander gleich. Dreht man BD
um B bis BC, so erhalt man das Dreieck ABC. Vergleicht man die Winkel
der Dreiecke ABD und ABC, so findet man A = A, ABC m, folglich
ist ACB um ebensoviel kleiner als n oder m. In dem Dreiecke ABC ist
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ein

eme

demnach die Seite AC^>AB und zugleich der
Winkel ABC>ACB.
Daraus folgt:
3. Der grdfieren Seite eines Dreieckes liegt
grofierer Winhel gegenuber ; und umgekehrt:
4. Dem grofieren Winkel eines Dreieckes liegt
grd ere Seite gegenuber.
Welcher Winkel eines rechtwinkligen Dreieckes ist der groBte? Daher ist
auch welche Seite die groBte? Verfahre in gleicher Weise bei einem stumpf-
vinkligen Dreieck!

Aufgaben:
Wie grofi ist jeder Winkel eines gleichseitigen Dreieckes?
Wie grofi ist jeder Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkligen Dreieckes,
wenn del' Winkel am Scheitel ein rechter ist?
)er Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes ist a) 23° 35',
b) 65° 10' 36", c) 118° 48' 29". Wie grofi ist ein Winkel an der Grundlinie?

J^vFie grofi ist der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes, wenn
ein Winkel an der Grundlinie0 15° 12', b) 48° 5' 49", c) 73° 41' 17" betragt?

JTWeim der Aufienwinkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes 130°
ist, wie grofi ist ein Winkel an der Grundlinie? Welcher Satz ergibt sich
daraus?

,6. Die Hohe eines Gegenstandes (Hauses, Turmes usw.) zu bestimmen. Man
stelle sich vor dem Objekte so auf, dafi der Vertikalwinkel, unter welchem
die Hohe erscheint, 45° betragt. Dureh welche Strecke ist dann. die Hohe des
Objektes bestimmt?

^yrVrenn in einem Dreiecke <f- A = 72°, <; B = 55° ist, welche Seite ist die
groBte? '

8. Wenn in einem Dreiecke die Seiten 75 cm, 48 cm, 90 cm sind, welcher Winkel
ist der grofite, welcher der kleinste?
Ist es moglich, dafi in einem Dreiecke mit zwei Seiten von 76 mm und 98 mm
Lange der ersten ein Winkel von 95° gegeniiberliegt?--

Fallt man von einem Punkte A (Fig. 67) auf eine Gerade BC die Normale § 47.
AD und zieht zugleich mehrere schiefe Strecken AE, AF, AG, so entstehen
die rechtwinkligen Dreiecke ADE, ADF, ADG, Fig. 67.
welche die Kathete^HD gemeinschaftlich haben
Vergleiche sie mit den zugehorigen Hypotenusen
und prlife die Richtigkeit des Satzes:
Die Normale ist die kurzeste Strecke, die von
einem Punkt auf eine gerade Linie gefdllt
werden kann.

Ti <
i 48.

0

1. Einen Winkel von a) 60°, b) 30°, c) 120°, d) 150° zu konstruieren.
a) Dureh Konstruktion eines gleichseitigen Dreieckes.
b) Dureh Halbierung eines Winkels von 60°.
c) und d) Dureh Konstruktion des Nebemvinkels von 60°, beziiglich von 30°.!
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2. Einen Winkel von a) 90°, b) 45°, c). 135° zu konstruieren.
а) Nach § 43, c), 4.
б) und c) Durch Halbierung eines Winkels von 90° nnd durch Konstruktion
des Nebenwinkels von 45°.

3. Die Periplierie eines Kreises in mehrere gleiche Teile zu teilen.
Auflosung. Man bestimme die Grofie des zu einem Teile gehorigen Zentri-
winkels, indem man 360° durch die Zahl der verlangten gleichen Teile des
Kreises dividiert, konstruiere diesen Winkel am Mittelpunkte und trage
die durch seine Schenkel abgeschnittene Sehne an der Peripherie herum.
Welcher Zentriwinkel entspricht dem 3., 4., 6,. 8., 12. Teile der Peripherie?
Einige Teilungen des Kreisumfanges lassen sich geometrisch (d. h. nur mit
Lineal und Zirkel) ausfiihren. Mechanisch (d. h. noch mit anderen Hilfs-
mitteln als Lineal und Zirkel) kanu die Konstruktion der Winkel und daher
die Kreisteilung mit Hilfe der Trans-porleurs vorgenommen werden.

4. Einen Halbkreis in Grade zu teilen oder einen Transporteur anzufertigen.
Damit der Halbkreis von Grad zu Grad geteilt erscheine, mufi er 180 gleiche
Teile erhalten. Zu diesem Ende teile man den Halbkreis zuerst in 3 gleiche
Teile; durch zweimaliges Halbieren derselben ergeben sich 12 gleiche Bogen,
jeder von 15°. Wird ferner durch Versuche jeder solche Bogen in 3 und
jeder neu erhaltene Bogen in 5 gleiche Teile geteilt, so erhalt man 180
gleiche Teile, deren jeder ein Bogengrad ist.

§ 49 , Ein Dreieck enthalt sechs Bestandteile; die drei Seiten und die drei
Winkel.
1. Ist nur ein Bestandstiick eines Dreieckes, ein Winkel oder eine Seite,
gegeben, so lassen sich unzahlig viele verschiedene Dreiecke konstruieren,
die alle jenes Stiick enthalten. (Konstruktion!) Durch ein Bestandstiick
ist also ein Dreieck nicht bestimmt.
2. Auch aUjS zivei Bestandstiicken: aus zwei Winkeln, aus einer Seite und
einem anliegenden Winkel, aus einer Seite und dem gegeniiberliegenden
Winkel oder aus zwei Seiten konnen unzahlig viele verschiedene Dreiecke
konstruiert werden. (Zeichnung!) Durch zwei Bestandstiicke ist also
ein Dreieck ebenfalls nicht bestimmt.
3. Sind drei Bestandstiicke des Dreieckes gegeben, so konnen es sein:
a) alle drei Winkel; b) eine Seite und zwei Winkel (die zwei anliegenden
oder ein anliegender und der gegeniiberliegende Winkel); c) zwei Seiten
und der von ihnen eingeschlossene Winkel; d) zwei Seiten und der einer
derselben gegeniiberliegende Winkel; e) alle drei Seiten.
Da durch zwei Winkel eines Dreieckes der dritte Winkel bestimmt ist,
aus zwei Winkeln sich aber kein bestimmtes Dreieck konstruieren laUt,
so wird auch durch drei Winkel ein Dreieck nicht bestimmt. Der erste der
angefiihrten fiinf Falle liefert also keine bestimmte Konstruktion.
Es bleiben demnach nur die letzten vier Falle zu untersuchen iibrig.

§ 50 . Ein Dreieck zu konstruieren, wenn eine Seite und zivei 1Vinkel gegeben sind.
Wann ist die Konstruktion nur moglich?
Die z\vei Winkel sind entweder die der gegebenen Seite anliegenden oder
ein ihr anliegender und der ihr gegeniiberliegende Winkel.



a)Essei(Fig.68)
c die gegebene
Seite und die
Winkel m und
n die ihr anlie-
gendenWinkel.
Der Gang der
Konstruktion
ist aus Fig. 68 ersichtlich. Man erhalt also aus den gegebenen drei
Stlicken nur das Dreieck ABC. Konstruiert man mit denselben
drei Stucken ein zweites Dreieck A'B'C' etwa auf durchscheinendem
Papier, so kann es mit ABC zur Deckung gebracbt werden; es unter-
scbeidet sicli von ihm nur durch den Ort, an dem es sicb befindet; es ist
nur eine Kopie desselben und mit ihm kongruent.
iDaraus folgt;

Durch eine Seite und die beiden ihr anliegenden Winkel wird ein Dreieck
\ollstdndig bestimmt.

(/. Kongruenzsatz.) Sind in zivei Dreiecken eine Seite und die beiden ihr
anliegenden Winkel paariveise gleich, so sind die Dreiecke kongruent. (WSW.)
Das Zeichen der Kongruenz ist =.
Aus der Kongruenz der Dreiecke ABC und A'B’C' kann auf die Gleichheit
von weiteren drei Paaren der Bestimmungsstiicke geschlossen werden
nach dem Satze: In kongruenten Dreiecken liegen gleichen Seiten auch
gleiche Winkel und umgekehrt gleichen Winkeln auch gleiche Seiten
gegeniiber. Auf die Gleichheit welcher Stiicke der beiden Dreiecke in
Fig. 68 kann mithin aus ihrer Kongruenz geschlossen werden?
b) Sind von einem Dreieck eine Seite, ein anliegender und der gegeniiber-
liegende Winkel gegeben, so laBt sich auch der dritte Winkel durch Rech-
nung oder durch Zeichnung (nach § 29 auszufiihren) bestimmen; dann sind
aber eine Seite und die beiden anliegenden Winkel bekannt. Dieser Fali lafit
sich also auf den friiheren a) zuriickfiihren und man kann allgemein sagen:
Durch eine Seite und zwei Winkel ivird ein Dreieck vollstdndig bestimmt.
Da recht\vinklige Dreiecke immer den rechten Winkel gleich haben, so
gilt auch der Satz;
Zwei rechtwinklige Dreiecke sind kongruent, wenn sie 1. die Hgpotenuse und
einen spitzen Winkel, 2. eine Kathete und einen gleichliegenden spitzen
Winkel paariveise gleich haben.

Vergleiche die Aufeinanderfolge der Seiten und tVinkel in den kongruenten
und symmetrischen Dreiecken der Figuren 68 und 51!

Aufgaben:
' Konstruiere ein Dreieck mit der Seite 2 cm 9 mm und den anliegenden IVinkeln
^*60° und 45°!

' jf. Konstruiere ein Dreieck, in welchem eine Seite 27 mm, ein anliegender Winkel
45° und der gegeniiberliegende Winkel 75° betragt!



0 Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
o o/jeine Kathete (25 mm) und der anliegende spitze Winkel (30°);
Q Wf Katkete (3 cm) und der gegeniiberliegende Winkel (75°);
č 'j^die Hypotenuse (4 cm) und ein anliegender Winkel (55°)!

,§■; Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
0 a) die Grundlinie (28 mm) und ein anliegender Winkel (75°);
b) die Grundlinie (3 cm) und der gegeniiberliegende Winkel (150°);
(9) der Schenkel (26 mm) und ein Winkel (30°) an der Grundlinie!
Ein gleichschenkliges, rechtwinkliges
Hypotenuse (35 mm) gegeben ist.

Fig. 69.

Dreieck zu konstruieren, wenn dre

Fig. 70. 6 . Die Hohe
eines Objek-
tes zu be-
stimmen.
a)Man stelle
sich vor dem
Objekte AB
(Fig. 69) auf
und messe
denVertikal-
winkel r, un-
ter welchem
die Hohe er-
scheint.

Zeichnet man das Dreieck ABC auf dem Horizont an4C( TFBW), so ist die
Hohe des Hauses welche Seite desselben?
b) Man zeichne aus den Stiicken AC, 90° und r das Dreieck ABC in ver-
jiingtem MaBe, messe die Seite AB in der Figur und berechne die wahre Lange.

7. Die Entfernung zweier Punkte (A und B) zu bestimmen, wenn man zu einem
von ihnen (B) nicht gelangen kann (Fig. 70).
a) Man wahle den Punkt C, messe dieWinkel BCA und CAB und konstruiere
auf der entgegengesetzten Seite von AC das Dreieck ACD ACB. Welche
Seite des Dreieckes ACD mufi nun gemessen werden?
b) Ebenso wie in Aufgabe 6 b).

§ 51. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten und der von ihnen einge-

Es seien b und c (Fig. 71) die zwei
gegebenen Seiten und m der von
ihnen eingeschlossene Winkel. Der
Gang der Konstruktion ist aus
Fig. 71 ersichtlich.
Wann ist die Konstruktion nur

A^-$-—>E moglich ?
Da die Konstruktion nur ein Dreieck ergibt, so folgt:
1. Durch zwei Seiten und den von ihnen eingeschlossenen Winkel wird ein
Dreieck vollstandig bestimmt.

schlossene Winkel gegeben sind.

Fig. 71.



Fig. 72.

2. (II. Kongruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und der von ihnen
eingeschlossene Winkelpaarweise gleich, so sind die Dreiecke kongruent. (/STF&)
Vie lautet dieser Kongruenzsatz fiir rechtwinklige Dreiecke?
Aufgaben: ^

I Konstruiere ein Dreieck mit den Seiten 2 cm und 3 cm, welche einen Winkel
von 60° einschliefien!
eichne ein gleichschenkliges Dreieck, wenn dessen Schenkel (38 mm) und
der Winkel am Scheitel (150°) gegeben sind!
onstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen

Katheten 2 cm 2 mm und 2 cm 6 mm sind!
Konstruiere ein gleichschenkliges rechtwink- A
liges Dreieck, dessen Katheten 2 cm betragen!

& Die Entfernung zweier Punkte (A, B, Fig. 72)
zu bestimmen, zwischen welchen ein Hindernis
(Hiigel, Haus, Teich) sich befindet.
Man wahle den Punkt C so, daB man GA, CB
und Winkel ACB messen kann; man mache
GA' — CA, CB' = CB und hat dann welche
Linie zu messen? (Begriindung.)

Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten und der einer dieser Seiten § 52.
gegeniiberliegende Winkel gegeben sind. s
Der gegebene Winkel kann der groBeren oder der kleineren der beiden
Seiten gegeniiberliegen.
a) Es seien (Fig. 73) a und b
die beiden gegebenen Seiten,
und zwar sei a]>b; der der
groBeren Seite gegeniiber-
liegende Winkel sei m.
Man trage den Winkel m auf
und mache den einen Schenkel
MC gleich der Seite &; dadurch
sind zwei Eckpunkte des Drei-
eckes, A und C, bestimmt. Der dritte Eckpunkt B muB in dem zweiten
Schenkel Mi?und zugleich in der Kreislinie liegen, welche aus Cmit dem Halb-
messer a heschrieben wird. Der Eckpunkt B muB daher der Durchschnitts-
punkt dieser Kreislinie mit dem Schenkel AB sein. Die Kreislinie schneidet
den Schenkel AB in zwei Punkten B und K'und man erhalt somit zwei Drei¬
ecke ABC und AB'C. Enthalten beide Dreiecke die gegebenen Stiicke?
Wann ist die Aufgabe moglich?
Aus dieser Konstruktion folgt:
1. Durch zwei Seiten und den der grd/Seren dieser Seiten gegenuberliegenden
Winkel ist ein Dreieck vollstdndig bestimmt.
2. (III. Kongruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und der der
grofieren dieser Seiten gegeniiberliegende JVinkel paarweise gleich, so sind
die Dreiecke kongruent. (KslF.)

Fig. 78.
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Fig. 74.

A>

Wie lautet dieser Kongruenzsatz fiir rechtwinklige Dreiecke?
tufakben:

FKatfkfcruiere ein DrHeck. worin die Seiten 2 cm und 3 cm 5 mm vorkommen
der zweiten SerEe' ein Winkel von 75° gegeniiberliegt!

Seichne ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem die Hypotenuse 25 mm und
eine Kathete 2 cm ist!

b) Es seien (Fig. 74) a und b die zwei gegebenen Seiten, und zwar a <1 h.
der Winkel, welclier der kleineren Seite gegeniiberliegt, sei m.
DurcK^ein ahnliches Verfahren wie oben unter a) erhalt man zwei Drei¬
ecke ABC und AB'C, welche beide die gegebenen drei Stiicke enthalten^

aber in der Grobe und Gestalt ver-,
schieden sind. Durch zwei Seiten
und den der kleineren Seite gegen-
iiberliegenden Winkel ist also im all-
gemeinen ein Dreieck riur ztveideutig
bestimmt; es kann aus der Gleich-
heit dieser Stiicke auf die Kon-
gruenz der Dreiecke niclit geschlossen
werden.
Damit der aus C mit der kleineren

Seite a beschriebene Bogen den Schenkel A B schneide, muB a groBer sein
als die zur dritten Seite gehorige Hohe. Ist die kleinere Seite a gleich
dieser Hohe, so fallen die beiden Schnittpunkte B und B' in einen ein-
zigen zusammen, d. i. der Kreisbogen beriihrt die dritte Seite und man
erhalt ein rechtwinkliges Dreieck. Ist endlich a kleiner als die Hohe, so
entsteht kein Dreieck. Welche Eigenschaft mufi der gegebene Winkel haben?

53. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn alte drei Seiten gegeben sind.
pjg Die ersten zwei Seiten konnen

willkiirlich gewahlt werden; welche
1 1 Bedingungen muB die dritte Seite

i-£-n ,-2-1 erfullen, damit die Aufgabe mog-
lich ist? (§ 44.)
Es seien (Fig. 75) a, b, c die Lan-
gen der drei Seiten. Der Gang der
Konstruktion ist aus Fig. 75 zu
ersehen. Da die beiden zur Be-
stimmung des Punktes C dienen-
den Kreise einander in zwei Punk-
ten C und C' schneiden, so erhalt
man zwei Dreiecke ABC und
ABC', welche die gegebenen drei
Seiten haben. Diese zwei Drei¬

ecke konnen aber durch Umklappen des einen um AB zur Deckung
gebracht werden, da AB die Symmetrale von CC' ist. (Weshalb?)
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Daraus folgt:
1. Durch drei Seiten ist ein Dreieck vollstdndig bestinimt. ^
2. (IV. Kongruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken alle drei Seiten paartveise
gleich, so sind die DreiecJce kongruent. (SSS.)
Wie lautet dieser Kongruenzsatz fiir gleichseitige Dreiecke?
Auf die Gleickheit welcher Stucke der Dreiecke ABC und ABC' (Fig. 75)
kann aus ihrer Kongruenz geschlossen werden?

Aufgaben:
1. Konstruiere mit den Seiten 38 mm, 30 mm, 41 mm ein Dreieck! 9
2^. Zeichne ein gleicliscbenkliges Dreieck, wenn die Grundlinie und ein Schenkel

gegeben sind! (Wann ist die Aufgabe nur mbglich?)
3. Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite 28 mm !
Abhangigkeit der sechs Bestandsiucke eines Dreieckes von einander. § 54
Aus den in den §§ 50—53 enthaltenen Konstruktionsaufgaben ergibt sich, dafi
die sechs Bestandstiicke eines Dreieckes nicht unabhangig voneinander sind,
da/3 vielmehr im allgemeinen aus drei Stucken die ubrigen sich ergeben.
Der Schiller zdhle alle moglichen Falle nach den §§ 50—53 auf. !r \Was geschieJit,
wenn die gegebenen drei Bestimmungsstilcke abgeandert werden mit den ubrigen
Bestandstilcken ?
Ein Dreieck zn Ubertragen. § 55
Um diese Konstruktion auszufiihren, kat man nur drei Stričke des gegebenen
Dreieckes zu wahlen, welche ein Dreieck bestimmen, und mit denselben
das neue Dreieck zu konstruieren. Welche Konstruktion ist die einfachste?
Symmetrie des gleichsehenkligen und gleiehseitigen Dreieckes. § 56
a) Es sei (Fig. 76) AC = BC, also das Dreieck ABC gleichschenklig. Die
Symmetrale der Grundlinie muB durch C geken. (§ 43.)
Dreht man das Dreieck BCD um CD um 180°, so Fig.
deckt es ACD. Folglich ist c = d.
Die Sgmmetrale der Grundlinie eines gleichsehenkligen
Dreieckes, die Bohe und die Sgmmetrale des Winkels
am Scheitel fallen in dieselbe Gerade.
Das gleichschenklige Dreieck ist mithin eine einacksig
symmetrische Figur. Seine Symmetrieachse ist die
Hohe.
b) Aus diesen Satzen iiber das gleichschenklige Drei¬
eck ergibt sich:
In einem gleiehseitigen Dreiecke ist jede Bohe zugleich eine Seiten- und eine
Winkelsymmetrale.
Das gleichseitige Dreieck jst eine dreiachsig symmetrische Figur; jede seiner
drei Hohen ist eine Symmetrieachse des Dreieckes.

Aufgaben:
1. Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Grundlinie (32 mm)

und die Hohe (22 mm) gegeben sind.
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2. Ein rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Hohe
/ (35 mm) auf die Hypotenuse gegeben ist.
In welelier Linie liegen die Scheitel aller gleichschenkligen Dreiecke iiber
derselben Grundlinie?

4. Ein gleichseitiges Dreieck aus seiner Hohe (30 mm) zu konstruieren.
5. Von einem Pnnkte C aufierhalb einer Geraden auf diese im Felde das Lot

zu fallen (Fig. 76.)
Man konstruiere mit Hilfe einer Schnur (§ 43) einen Kreisbogen, der die
Gerade in den Punkten A und B schneidet; halbiert man sodann mit Hilfe
des Mefibandes die Strecke AB in D, so ist die Verbindungslinie CD die
gesuelite Normale.

2. Das Viereck.
§ 57. Eine von vier Strecken begrenzte ebene Figur wird ein Viereck genannt.

Jedes Viereck ABCD (Fig. 77) hat vier Seiten, vier
Winkel und vier Eckpunkte. Die Summe aller Seiten
eines Viereckes heifit dessen TJmfang.
Eine Strecke AC, welche zwei gegeniiberliegende
Eckpunkte des Viereckes verbindet, heifit eine Diagonale.

Wieviel Diagonalen konnen in einem Vierecke gezogen
werden?

58. Winkelsumme eines Viereckes.
Die Diagonale AC zerlegt das Viereck ABCD in zwei Dreiecke.
Priife die Richtigkeit des Satzes:
Die Summe aller Winkel eines Viereckes ist gleich vier Rechten oder 360°.
Infolge dieser Beziehung bestimmen wieviel Winkel eines Viereckes die
iibrigen ?
Wenn in einem Vierecke alle vier Winkel gleich sind, wie grofi ist jeder
derselben ?
Wieviel spitze, rechte, stumpfe oder erhabene Winkel kann ein Viereck
enthalten ?

/
Y Aufgabe:
lil einem Vierecke ist <)C A = |\R, B = | R, <)C C = Ig R; <); D zu berechnen.

§ 59. Arten der Vierecke.

Mit Riicksicht auf die La#e der gegenuberliegenden Seiten unterscheidet
man drei Arten der Vierecke.
Ein Viereck, in welchem keine
Seite mit einer andern parallel
ist, heifit ein Trapezoid. Ein
Viereck, in welchem zwei gegen-
iiberliegende Seiten parallel, die

anderen zwei Seiten aber nicht parallel sind, heifit ein Trapez. Ein Viereck,

&

Fig. 78.
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in welchem je zwei gegenuberliegende Seiten parallel sind, heifit ein Pa-
rallelogramm. Wie heiBen also die Vierecke der lig. 78?

Allgemeine Eigenschaften' der Parallelogramme.

a) Die Winkel.
Je zwei gegenuberliegende Winkel eines Parallelogrammes sind einander
gleich (§ 40 a), je zwei an derselben Seite eines Parallelogrammes liegende
Winkel sind supplementdr (§ 38, 1).
Infolge dieser gegenseitigen Abhangigkeit der Winkel eines Parallelogrammes
braucht man nur wieviele zu kennen, um die librigen bestimmen zu konnen?
Wenn ein Winkel eines Parallelogrammes 1. ein rechter, 2. ein schiefer ist,
wiesind die librigen Winkel beschaffen? Kann man also von reclitwinkligen
und von schiefwinkligen Parallelogrammen sprecheu? ’
b) Die Seiten und Diagonalen eines Parallelogrammes.
In dem Parallelogramme ABCD (Fig. 79) sei O der Halbierungspunkt
der Diagonale AG, DO und BO die Verbindungslinien desselben mitD und B;

Fig. 79.

C

dreht man das Parallelogramm ABCD um den
Punkt O in der Zeichenebene um 180°, J ) so fallt
OC auf OA, CD in die Richtung von AB, DA
in die Richtung von BC, daher D auf B und CD
auf AB, DA auf BC, DO auf BO, und da die
Drehung 180° betrug, ist die Linie DOB eine
gerade. Daraus folgt:
1. In einem Parallelogramme halbieren die Diago- ^
nalen einander und die Gegenseiten sind einander
gleich; oder: Parallele zwischen Parallelen sind einander gleich.
Da Senkrechte auf eine Gerade parallel sind, so gilt der Satz:
2. Parallele Gerade haben in allen Punkten voneinander den gleichen Abstand.
Nimmt man eine Seite eines Parallelogrammes als Grundlinie an, so heiBt
die Normale zwiscken der Grundlinie und der Gegenseite die Hohe des
Parallelogrammes.

Wieviele Hohen hat jedes Parallelogramm?
Wenn zwei anstoBende Seiten eines Parallelogrammes gleich sind, so sind
alle vier Seiten gleich, das Parallelogramm heiBt gleichseitig; sind zwei
anstoBende Seiten ungleich, so heiBt es ungleichseitig.
Kommen in einem ungleichseitigen Parallelogramme nicht auch gleiche
Seiten vor?
c) Die Durchmesser eines Parallelogrammes.
Bei der oben vorgenommenen Drehung fallt OF mit OB zusammen.

l ) Der Schiller rnache die Figur 79 auf Pauspapier, bringe sie mit der Figur des
Buches zur Deckung und fiihre die Drehung um eine durcli O gestreckte Nadel
vvirklich aus.

Močnik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. 3. KI. d. Mittelscliulen. 4

§ 60 .
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Jede durch den Durchschnittspunkt der Diagonalen eines Parallelogrammes
gehende und durch zwei Parallelseiten desselben begrenzte Strecke wird im
Schnittpunkte der Diagonalen halbiert.
Der Durchschnittspunkt der Diagonalen heiBt der Mittelpunkt, die durch
ihn halbierten Strecken (z. B. EF) Durchmesser des Parallelogrammes;
von den Endpunkten eines Durchmessers, z. B. E und F, sagt man, daB sie
zentrisch symmetrisch beziiglich des Mittelpunktes O liegen; der Punkt O
heiBt das Sgmmetriezentrum.
Eine Figur heiBt zentrisch symmetrisch, wenn sie einen Punkt (Symmetrie-
zentrum) hat, in bezug auf welchen ihre Punkte paarweise zentrisch sym-
metrisch liegen.
Das Parallelogramm ist daher eine zentrisch-symmetrische Figur; der
Durchschnittspunkt der Diagonalen ist das Symmetriezentrum. Ist a) der
Kreis, b) die Kugel ein zentrisch-symmetrisches Gebilde?
Wodurch unterscheiden sich ihre Durchmesser von jenen eines Parallelo¬
grammes?

Aufgaben:
1. Zu d) einem Punkt, b) einer Strecke, c) einem Dreieck bei gegebenem

Symmetriezentrum das zentrisch-symmetrische Gebilde zu konstruieren.
Vergleiche fiir c) die Aufeinanderfolge der Eekpunkte bei achsialer und
zentrischer Symmetrie! Wie bringt man die Dreiecke zur Deckung?

v , Folgende Satze durch Kongruenz von zwei Dreiecken zu beweisen:
Sind in einem Vierecke je zwei gegeniiberliegende Seiten gleich, so ist es

’' ein Parallelogramm (§ 53, aus der Gleichheit von Seiten der Dreiecke auf
die von Wechselwinkeln zu schlieBen und § 38, 2).

,8. Sind in einem Vierecke zwei gegeniiberliegende Seiten gleich und parallel,
so ist es ein Parallelogramm (Mit § 51 und § 38, 2).

4. Halbieren die Diagonalen eines Viereckes einander, so ist es ein Parallelo¬
gramm. (§51.)

§ 61. Eintellung der Parallelogramme.
Mit Riicksicht auf die Grofte der Winkel und der Seiten ergeben sich vier
Arten von Parallelogrammen; das schiefwinklige ungleichseitige Parallelo¬

gramm oder das Rhomboid; das schief-
winklige gleichseitige Parallelogramm
oder der Rhombus; das rechtwinklige
ungleichseitige Parallelogramm oder
das Rechteck und das rechtwinklige
gleichseitige Parallelogramm oder
das Quadrat.

Benenne die in Fig. 80 I—IV dargestellten Parallelogramme!
§ 62. Das Rechteck.

Das Dreieck ABC (Fig. 81) laBt sich durch Umklappen so auf das Dreieck
ABD legen, daB Winkel B den Winkel A, Seite BC die Seite A D deckt;
wohin fallt AC?
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1. Die Diagonalen eines Reehteckes sind einander gleich. ‘S- 81.
Die Symmetrale EF der Seite AB ist zugleich Symme-
trale des Reehteckes.
Beweis durch Deckung. Durch eine halbe Umdrehung
des Teiles EBCF um EF kommt B wohin? In welehe
Richtung fallt BC? Wohin der Punkt C? Wohin CF?
2. Das Rechteck ist eine zweiachsig symmetrische Figur. Jede der beiden Seiten-
symmetralen ist Symmetrieachse.
Aufgabe:

Zu beweisen, daB ein Rechteck durch die beiden Diagonalen in zwei Paare
kongruenter Dreiecke zerlegt wird. (Vgl. § 63, Aufgabe!)

Der Rhombus. § 63.
In Fig. 82 ist AD = CD — BC = AB. Nach § 43 ist daher BD die Sym-
metrale von AC und AC die Symmetrale von BD. &
Da auch Dreieck ABC mit ADC und Dreieck
ABD mit CBD durch eine Drehung um 180° um
die Achse AC beziehungsweise BD ;jur Deckung
gebracht werden karm, so sind auch AC und BI)
Symmetralen des Rhombus.
1. Jede Diagonale eines Rhombus ist die Symmetrale der andern.
2. Der Rhombus ist eine zweiachsig symmetrische Figur. Jede der beiden
Diagonalen ist eine Symmetrieachse desselben.
Daraus folgt, daB die Diagonalen eines Rhombus zugleich die Winkelsym-
metralen sind.

Aufgabe:

Fig. 82.

Zu beweisen, daB ein Rhombus durch die beiden Diagonalen in vier kongruente
Dreiecke zerlegt wird. (Vgl. § 62, Aufgabe!)

Das Quadrat. § 64.
Das Quadrat ABCD (Fig. 83) vereinigt in sich die Eigenschaften des Recht-
eckes und des Rhombus.
Man hat daher folgende Satze:
1. Die Diagonalen eines Quadrates sind einander gleich,
jede ist die Symmetrale der andern; sie sind die Symme-
tralen der Winkel, welche sie durchschneiden.
2. Das Quadrat ist vierachsig symmetrisch; sowohl jede der
zwei Seitensymmetralen als auch jede der zwei Diagonalen
ist eine Achse desselben.

Das Trapez. § 65.
Unter der Hohe des Trapezes versteht man die Normale zwischen den pa-
rallelen Seiten.

4*
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Fig. 84.

Die nicht parallelen Seiten eines Trapezes werden Schenkel genannt. Sind
sie gleich, so heiBt das Trapez gleichschenklig.
Zieht man in dem Trapeze ABCD (Fig. 84) CE || DA, so zerfallt es in ein
Parallelogramm AECD und in ein Dreieck ECB, welches die zwei

Schenkel und die Differenz der Parallelseiten des
Trapezes zu Seiten hat. Ist das Trapez ABCD
gleichschenklig, so ist in dem Dreiecke EBC
auch CE = CB, daher ist Winkel B = E = A.
Dann sind auch die Winkel BCD und ADC

; gleich (§ 27, Aufgabe 3).
B Das gleichschenklige Trapez hat daher folgende
Eigenschdften:

1. Die Winkel cm 'jeder der zwei Parallelseiten sind einander gleich.
2. Die Diagonalen sind einander gleich. v'
Zu beweisen durch Deckung (oder Kongruenz) welcher Dreiecke?
3. Das gleichschenklige Trapez ist sgmmetrisch; seine Achse ist die Sym-
metrale einer Parallelseite. (Beweis durch Drehung, ahnlich wie § 62.)

§ 66. Das Deltoid.
Ein Trapezoid, in welchem in zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten je zwei
gleiche Seiten einander schneiden, heiBt ein Deltoid. (Fig. 85); es besteht

aus zwei gleichschenkligen Dreiecken, liber welcher
Grundlinie ?
Die Diagonale, welche die Ecken miteinander ver-
bindet, an 'vvelcher je zwei gleiche Seiten zusammen-
stoBen, ist/
a) die Symmetrale der andern Diagonale (Weshalb?);
b) die Symmetrale des Deltoides und daher auch der
Winkel, welche sie durchschneidet. (Beweis.)
'Aufgaben:
Die Winkel eines Deltoides, welche die Symmetrale
durchschneidet, sind 74§° und 106(j°. Wie grofi sind

O 0
die beiden anderen?
A (Fig. 85) = 120° 34' 35"

zu berechnen.
<C C = 87° 45' 46". Die Winkel B und D

V

§ 67. Konstruktionsaufgaben.
Bei allen Konstruktionsaufgaben ist anzugeben, ude die gegebenen Stiicke
beschaffen sein miissen, damit die Aufgabe moglich ist.
1. Konstruiere ein Quadrat, a) dessen Umfang 1 dm ist;
b ) welches mit einem gegebenen Bechtecke gleichen Umfang hat;
c) wenn die Diagonale (36 mm) gegeben ist.
Durch wieviel Bestandstiicke wird ein Quadrat bestimmt?
2. Zeichne ein Rechteck, a) wenn eine Seite (22 mm) und die Diagonale (31 mm)
gegeben sind;
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Nk> wenn die Diagonale 32 mm betragt und die beiden Diagonalen einen Winkel
von 60° bilden.
Wieviel Bestandstiicke bestimmen ein Rechteck?
3. Es soli ein Rhombus konstruiert werden, wenn gegeben sind:
c) die Seite und ein Winkel (M mm, 30°);
b) die Seite und eine Diagonale (24 mm, 32 mm);
c) die beiden Diagonalen (18 mm, 28 mm);
d) eine Diagonale und ein Winkel. (Die gegebene Diagonale kann durcli den
Scheitel des gegebenen Winkels gehen oder nielit.)
4. Zeichne ein Rhomboid, wenn gegeben sind:
a) zwei Seiten (25 mm und 33 mm) und der von ihnen eingeschlossene Winkel 60°;
b) zwei anstoBende Seiten und die durch ihren Schnittpunkt gehende Diagonale
(22 mm, 29 mm, 35 mm); 1

. ' dje beiden Diagonalen und eine Seite (31 mm, 34 mm, 25 m|i);
i^^ctie beiden Diagonalen und der von ihnen eingeschlossene Winkel (36 mm,

- 13 mm, 60°).
Durch wieviel Stiicke wird a) ein Rhombus, b) ein Rhomboid bestimmt?
5. a) Ein Trapez zu konstruieren, wenn eine Parallelseite a, die zwei SchenTcel b
und c und der von a und b eingeschlossene Winkel gegeben sind.
Die Konstruktion ist aus der Fig. 86 zu erkennen.
Da der aus B beschriebene Kreisbogen die Parallele DC in zwei Punkten schneidet,
so erhalt man zwei Trapeze: ABCD und ABC'D, welche die gegebenen vier
Stiicke enthalten. Die Auf-
gabe lafit also im allge-
meinen zwei Auflosungen p----< ^
zu. Wann erhalt man nur q'

iie Parallelseiten und
die Schenkel (42 mm,
30 mm, 36 mm, 28 mm);

Sind unter den Bestimmungsstiicken eines Trapezes die beiden Parallel¬
seiten gegeben, so wird die Konstruktion mit Hilfe eines Dreieckes aus-
gefiihrt, dessen Grundlinie der Differenz der Parallelseiten gleich ist; die
beiden anderen Seiten sind die Schenkel des Trapezes. (Siehe Fig. 84.)
j*) aie zwei Parallelseiten und die der ersten anliegenden Winkel (45 mm, 28 mm,
45°, 60°);
M die zwei Parallelseiten, ein Schenkel und ein demselben anliegender Winkel
(42 mm, 29/mm, 33 mm, 75°).
6, Konstruiere ein gleichschenkliges Trapez, von welchem gegeben sind:
«) die Parallelseiten (36 mm, 32 mm) und der Schenkel (28 mm);
b) die Parallelseiten und die Hohe (38 mm, 3 cm, 26 mm);
<) die Parallelseiten und ein Winkel (32 mm, 24 mm, 120°).
Durch wieviel Stiicke wird a^ein Trapez iiberhaupt, b) ein gleichschenkliges
Trapez bestimmt?
7. Ein Deltoid zu konstruieren, wenn gegeben sind:
5) z\vei Seiten und die Symmetrale (30 mm, 36 mm, 45 mm);

ein, wann gar kein Trapez?
Zeichne ein Trapez, wenn
gegeben sind:
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V zwei Seiten und die Diagonale, \velche nicht die Symmetrale ist (42 mm,
31 mm, 37 mm).
Zahl der Bestimmungsstiicke eines Deltoides?

Ein Viereck zu konstruieren, wenn gegeben sind:
«>) alle vier Seiten und ein Winkel (25 mm, 30 mm, 35 mm, 20 mm, 70°);
Sl alle vier Seiten und eine Diagonale (20 mm, 24 mm, 30 mm, 36 mm, 28 mm);

—drei Seiten und die beiden eingeschlossenen Winkel (18 mm, 24 mm, 20 mm,
60°, 80°);
^Žj^drei Seiten und die beiden Diagonalen (20 mm, 25 mm, 34 mm, 28 mm, 40 mm).
Zahl der Bestimmungsstiicke eines Viereckes. Man beachte, dafS bei allen
Vierecken infolge der Abhdngigkeit der acht Bestandstucke voneinander eine
geringere Zahl von Bestimmungsstucken zur Konstruktion ausreicht. ( Vgl. § 54.)

§ 68. Ein Viereck zu konstruieren, ivelches mit einem gegebenen Vierecke ABCD
(Fig. 87) kongruent ist.Fig. 87.
Zieht man die Diagonale BI), kon-
struiert A EFH ~ A ABD und
liber FH das Dreieck FGH ^
A BCD, so ist das Viereck EFGH^
ABCD. Es ist iibrigens nicht notig,
die Diagonale BD wirklich zu ziehen;
man braucht nur die Eckpunkte
E, F, G, H des neuen Viereckes

3. Das Tieleck.
§ 69. Jede von mehr als vier Seiten begrenzte ebene Figur wird ein Vieleck

oder Pohjgon genannt.
Vergleiche die Zahl der Seiten, Winkel und Eckpunkte eines Vieleckes mit-
einander! Wieviel Winkel liegen an jeder Seite? Wieviel Seiten schliefien
einen Winkel ein?
Je nachdem ein Vieleck fiinf, sechs,.Ecken hat, heifit es ein Fiinfeck,
Sechseck usw.
Eine Strecke, welche zwei Eckpunkte verbindet, die nicht in derselben Seite
liegen, heiBt Diagonale.

Aufgaben:
1. Wieviel Diagonalen konnen von einem Eckpunkte in einem Fiinf-, Sechs-,

Sieben-, Acht-, Neun-, Zehnecke gezogen werden? In \vieviel Dreiecke wird
dadurch jedes der genannten Vielecke zerlegt?
Die Anzabl der Diagonalen, die in einem Vielecke von einem Eckpunkte aus
gezogen werden konnen, ist immer um 3 kleiner als die Anzahl der Seiten;
und die Anzahl der Dreiecke, in welche dadurch das Vieleck zerlegt wird,
ist um 2 kleiner als die Seitenanzahl. Will man die Zahl aller Diagonalen
eines Vieleckes berechnen, so hat man die Zahl der Diagonalen, die von einem
Eckpunkte aus moglich sind, mit der Zahl der Eckpunkte zu multiplizieren
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und das Produkt, da jede Diagonale zweimal gerechnet wurde, durch zwei
zu dividieren.

2. Wie grofi ist die Zahl aller Diagonalen a) in einem Achtecke, b) in einem
Zwolfecke?

3. In einem Polygon gehen von einem Eckpunkte 7 Diagonalen, aus. Wie grofi
ist die Zakl aller Diagonalen des Polygons?

Die Winkel eines Vieleckes. § 70.

Die Winkel eines Polygons konnen spitz, recht, stumpf und selbst auch
erkaben sein.

Zeichne ein Polygon, in welckem alle diese Arten vonWinkeln vorkommen!
Es sollen im folgenden nur Polygone mit hohlen Winkeln betracbtet werden.
Zieht man von einem Punkte O innerhalb des Polygons ABCDEF (Fig. 88)
zu allen Eckpunkten gerade Linien, so erhalt man so viele Dreiecke, als das
Polygon Seiten hat; die Winkel eines dieser Dreiecke
betragen Rechte, daher die Winkel aller Dreiecke
so vielmal zwei Rechte als das Polygon Seiten hat.
Gehoren aber alle diese Dreieckswinkel den Polygon-
winkeln an? Welche sind daher noch abzuziehen?
Priife den Satz:
Die Summe aller Winhel eines Polygons ist gleich so
vielmal zwei Rechten, als das Polygon Seiten hat,
vermindert um vier Rechte.

Wie grofi ist die Summe aller Winkel eines Fiinfeckes, eines Sechs-, Sieben-,
Aeht-, Neun-, Zehn-, Zwolfeckes?
Ein Vieleck, in welchem alle Seiten gleich sind, heifit gleichseitig; ein Vieleck, § 71.
in welchem ajle Winkel gleich sind, gleichtvinfclig; ein Vieleck, in welchem
alle Seiten und alle Winkel gleich sind, regelmdflig.
In einem regelmafiigen Polygon ist ein Winkel gleich der Summe aller Winkel,
dividiert durch ihre Zahl. Es betragt z. B. jeder Winkel

des regelmafiigen Fiinfeckes = 108°,
des regelmafiigen Sechseckes -7|0° = 120° usw.

Aufgaben:
1. Wieviel Winkel eines unregelmafiigen Polygons miissen bekannt sein, um

die anderen durch Rechnung bestimmen zu konnen?
Von den Winkeln des Fiinfeckes ABCDE ist A = 28|0 ; jeder der drei folgen¬
den ist doppelt so grofi als der vorhergehende. Wie grofi ist der 5. Winkel?
Wie grofi ist die Seitenzahl eines regelmafiigen Polygons, wenn ein Winkel
desselben 140° ist?

Es sei das Polygon ABCDEF (Fig. 89) regelmafiig, also AB = BC = §72.
CD= ... und A= B= C= ...
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Halbiert man zwei Winkel A und B, die an derselben Seite liegen, so ent-
stelit ein gleichschenkliges Dreieck ABO. Zieht man von seinem Scheitel 0
zu den ubrigen Eckpunkten die Strecken OC, OD, OB ..., so wird dadurcb

das Polygon in lauter kongruente, gleich-
schenklige Dreiecke geteilt; denn wendet man
das erste Dreieck ABO um die Seite OB um,
so deckt es das Dreieck BCO: es muB namlich
wegen d = c AB in die Riclitung von BC fallen
und wegen BC — AB der Punkt A auf C;
dieses kann ebenso mit dem nachsten zur
Deckung gebracht werden usf. Die Strecken
OA, OB, OC . .. sind also einander gleich.
Da kongruente Dreiecke in bezug auf gleiche
Seiten auch gleiche Hohen haben, so sind die

von O auf die Seiten gefallten Normalen- OG, OH, OJ, .. . einander gleich.
Daraus folgt:
1. Halbiert man in einem regelmafiigen Polggon ztvei aufeinander folgende
Winkel und verbindet den Schnittpunkt der Halbierungslinien mit den ubrigen
Eckpunkten des Polygons durch Strecken, so wird dadurch das Polygon in
lauter kongruente gleichschenklige Dreiecke geteilt.

Sind in einem Polygon diese Dreiecke gleichseitig?
2. In jedem regelmdftigen Polggon gibt es einen Punkt, der von allen Eckpunkten
und auch von allen Seiten gleich weit absteht.
Dieser Punkt heiBt der Mittelpunkt des regelmaBigen Polygons. Er ist der
Schnittpunkt zweier aufeinander folgender Winkelsymmetralen.

§ 73. Bezuglich der Sgmmetrie der regelmdfiigen Polggone gelten folgende Satze:
1. Sowohl jede Seitensymmetrale als jede Winkelsymmetrale eines regel-
mafligen Vieleckes ist eine Symmetrieachse (Fig. 89).
Von der Richtigkeit iiberzeugt man sich durch Umwenden um die beziig-
liche Symmetrale.
2. Ein regelmafiiges Vieleck hat so viele Symmetrieachsen, als es Seiten hat.
Denn ist die Seitenanzahl desVieleckes gerade, so haben immer je zwei gegen-
iiberliegende Seiten und je zwei gegeniiberliegende Winkel dieselbe Sym-
metrale. Ist dagegen die Seitenanzahl ungerade, so fallen immer eine
Seiten- und eine \Vinkelsymmetrale zusammen.

Fig. 89.

§74. Fig. 90. Zwei Vielecke sind kon-
gruent, wenn sie alle Seiten
und alle Winkel nach der
Ordnung paarweise gleich
haben.
Zwei Vielecke ABCDEF
und A'B'C'D'E'F' (Fig. 90),
welche aus gleich vielen der



Ordnung nach kongruenten Dreiecken zusammengesetzt sind, sind selbst
kongruent.
Denn legt man beide Vielecke so aufeinander, dali zwei gleichliegende
Dreiecke aufeinander fallen, z.B. A BC auf A'B'C', so kommt auch das
zweite Paar Dreiecke zur Deckung, folglich auch das dritte Paar . .
daher decken einander auch die ganzen Vielecke, d. i. sie sind kongruent.
Ein Vieleck zu ubertragen. „ Fie-. 91. „ § 75.
Zerlegt man das ge-
gebene Vieleck ABCDEF
(Fig. 91) durch Diago¬
nalen in Dreiecke und kon-
struiert das A GHJ =
ABC, iiber GJ das A
GJK^ACD, iiber GK
das A GKL ADE und
iiber GL das A GLM = AEF so ist das Vieleck GHJKLM ~
ABCDEF. Man braucht iibrigens die Diagonalen der Vielecke nicht zu
ziehen, sondern bestimmt nach § 55 nur die Punkte J, K, L, M.
1’. Ein Fiinfeck zu konstruieren, wenn die Seiten a, b, c, d und die von diesen § 76.
eingeschlossenen Winkel 132°, 120° und 86° gegeben sind.

Man mache (Fig. 92) Fig. 92.
AB = a, trage in B den
Winkel 132 ° t auf; auf
dem neuen Schenkel
schneide man BC =6
ab, trage in C denWin-
kel ' 120° auf; mache C
ferner CD = c, zeichne 1-*
in D den Winkel 86° cl
und schneide DE — d ’
ab. Zieht man nun AE,
so ist ABCDE das verlangte Fiinfeck.

2. Zeichne ein Sechseck, in welchem die Seiten 22 mm, 37 mm, 18 mm,
25mm, 40 mm nach der Ordnung die Winkel 120°, 105°, 140°, 135° einschlieBen!

Zahl der Bestimmungsstucke eines VielecJces.
Man denke sich das Vieleck durch von einem Eckpunkt aus gezogene Diagonalen
in Dreiecke zerlegt. Fur das erste Dreieck sind drei Bestimmungsstucke erforderlich.
Fur das nachste Dreieck (4. Eckpunkt) zwei weitere Stiicke ; ebenso fur jeden folgenden
Eckpunkt.
Wieviel Stiicke bestimmen ein Fiinfeck, Sechseck, Siebeneck? Priij • daraus die
Richtigkeit des Satzes: Die Zahl der Bestimmungsstucke eines Vieleckes ist gleich
der doppelten Zahl der Eckpunkte uieniger drei.
Ein regelmafliges Polggon ist durch eine Seite und die Seitenzahl bestimmt. Priife
diesen Satz an dem Dreieck AOB (Fig. 89). (Abhdngigkeit der Bestandstiicke
voneinander; vgl. § 54.)



58

Neunter Abschnitt.
Der Kreis.

§ 77. Zu gleicken Bogen eines Kreises oder gleicher Kreise gehoren gleiche Sehnen,
gleiche Zentriwinkel und gleiche Zentralabstande der Sehnen.
Man zeichne zwei gleiche Kreise, den einen auf gewohnlichem, den zweiten
auf durchscheinendem Papier und lege den zweiten auf den ersten. Kommen
zwei Bogen zur Deckung, so findet diese auch bezuglich der Sehnen, Zentri-
winkel und der Zentralabstande der Sehnen statt.

§ 78. Jede Sehne AB (Fig. 93) eines Kreises kann als die Grundlinie eines gleich-
schenkligen Dreieckes, dessen Scheitel im Mittelpunkte liegt. und dessen
Schenkel Halbmesser des Kreises sind, angesehen werden.
Aus § 56 folgt:
1. Zieht man in einem Kreise vom Mittelpunkte die Senkrechte auf eine
Sehne, so ivird diese halbiert.
2. Die Sgmmetrale einer Sehne geht durch den Mittelpunk t des Kreises.

§ 79. Es sei (Fig. 94) AB J_ OD. Jede zu AB gezogene schiefe Strecke, wie
OE, OF . . ., ist langer als die Senkrechte OD', also liegen die Punkte
E, F .. . aufierhalb der Kreislinie. Die Gerade AB hat daher mit der
Kreislinie nur den Punkt D gemeinschaftlich, ist also eine Tangente des
Kreises.

Fig. 93. Fig. 94. Fig. 95.

Errichtet man auf einem Halbmesser in dem Endpunkte D (Fig. 94) die
Senkrechte, so ist diese eine Tangente des Kreises.
Umgekehrt: Die auf der Tangente eines' Kreises im Beruhrungspunkte
errichtele Normale geht durch den Mittelpunkt des Kreises.
Der Abstand einer Geraden vom Mittelpunkte eines Kreises heifit der
Zentralabstand. Ist der Zentralabstand einer Geraden kleiner, eb^nso grofi
oder grofier als der Badius, so ist beziehungsweise die Gerade eine Sekante,
eine Tangente oder sie liegt ganz aufierhalb des Kreises. Und umgekehrt.

§ 80. Ein Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie eines Kreises liegt, und
dessen Schenkel Sehnen des Kreises sind, heifit ein Peripherieuvinkel. ^
AOB (Fig. 95) ist ein Zentriwinkel, der auf dem Bogen AB aufsteht;
ACB ist ein Periplierie\vinkel, der auf demselben Bogen AB aufsteht.
Ein Peripheriewinkel BDC, dessen zugehoriger Bogen ein Halbkreis iV,
heifit ein Winkel im Halbkreise.
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EinPeripheriewinkel ist die Hdlfte des Zentriwinkels , der auf demselben § 81.
Bogen aufsteht.
Der Mittelpunkt eines Kreises kann in Beziehung auf einen Peripherie-
winkel eine dreifache Lage haben: er liegt entweder auf einem Schenkel
des Peripheriewihkels
(Fig. 96/), oder er liegt
in der. Winkelflache
des Periplieriewinkels
(Fig. 96 II), oder er
liegt aufierhalb der
Winkelflaehe des-

selben(Fig. 96 III).
1. Fali. Der Winkel
m ist der AuBenwinkel am Scheitel des gleichschenkligen Dreieckes BOC ;

7Y)y
daher a = . (§ 46, Aufg. 5.)

2. Fali. Dieser lafit sich auf den ersten zuriickfuhren. Zieht man den
Durclimesser CD, so ist a die Halfte von m, b die Halfte von n; dalier
ist aucli die Summe a -f- b, d. i. <£ ACB, die Halfte der Summe m + n
oder des Winkels AOB.
3. Fali. Zieht man auch hier den Durchmesser CD, so ist (1. Fali) BCD
die Halfte von BOD, ebenso ACD die Halfte von AOD, folglich auch die
Differenz von BCD und ACD, d. i. <C ACB die Halfte derDifferenz von
BOD und AOD, d. i. des <£ AOB.
Da ein Zentriwinkel durch den ganzen zugehorigen Bogen gemessen wird,
so hat ein Peripheriewinkel die Halfte des zugehorigen Bogens zum MaB.
Daraus folgt:
1. Peripheriewinkel, ivelche in demselben Kreise auf gleichen Bogen auf-
stehen, sind einander gleich.
2. Ein Winkel im Halbkreise ist ein rechter. Denn er hat die Halfte des
Halbkreises zum MaB.
Aufgaben:

-fT Ein Zentriwinkel eines Kreises sei a) 64°, b) 87° 45', c) 128° 1-V 50", d) 6l|0 -
j-.lM.-Wie grofi ist der Peripheriewinkel iiber demselben Bogen?
frr Kin Peripheriewinkel eines Kreises sei a) 56°, b) 41° 37'. ^ 108° 12' 12",
^ 642°. Wie grofi ist der Zentriwinkel iiber demselben Bogen?
<-%r Wie groB ist ein Peripheriewinkel eines Kreises, wenn der zugehorige Zentri-

winkel iiber | der Peripherie aufsteht?
Von demselben Punkt auf der Peripherie eines Kreises werden zwei Sehnen
gezogen, welche Bogen von 130-° und 70|° abschneiden. Welchen Winkel
bilden die Sehnen?
/ In welchem Vierecke bilden zwei Durchmesser eines Kreises die Diagonalen?

Wann wird es ein Quadrat?

Fig, 96.
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§ 82. Konstruktionsaufgaben.
a) Durch drei Punkte A, B, C (Fig. 97), ivelche nicht in einer geraden Linie
liegen, einen Kreis zu beschreiben.
Man ziehe die Strecken AB und BC und errichte die Symmetralen der-
selben; welcher Punkt ist dann der gesuckte Mittelpunkt und welche
Linie der Radius?

Wie andert sick der Radius des Kreises, wenn <£ ABC wachst, die Strecken
AB und BC aber ungeandert bleiben?
Durch eine analoge Konstruktion kann auch der Mittelpunkt eines Kreises
oder eines Kreisbogens gefunden werden.
b) Durch einen Punkt in dem Umfange eines Kreises an diesen die Tangente
zu ziehen.
Die Auflosung ist aus § 79 zu ermitteln.
c) Durch einenPunktA aufterhalb eines Kreises an diesen eine T'angentezu ziehen.
Auflosung. Man verbinde (Fig. 98) den gegebenen Punkt A mit dem

Mittelpunkte O des ge-Fig. 97. Fig. 98.
gebenen Kreises durch die
Strecke AO, halbiere diese
in C und beschreibe aus C
mit dem Halbmesser CA
einen Kreis, welcher den
gegebenen in den Punkten
D und E schneidet. Zieht
man nun AD und AE, so

sind diese beiden Geraden Tangenten des Kreises. (Beweis mit Hilfe der
Winkel ADO und AEO.)
Aus der Kongruenz der Dreiecke A DO und AEO folgt, dah die Tangenten
AE und AD einander gleich sind.

Wie andert sich die Lage der Punkte D und E, wenn der Abstand AO wachst?
Ubungsaufgaben:

V. Aus einem gegebenen Mittelpunkt einen Kreis zu beschreiben, iveleher eine
' gegebene Gerade beriihrt.
2. Einen Kreis zu zeichnen, welcher eine gegebene Gerade in einem gegebenen
Punkte beriihrt.

3. Mit einem gegebenen Radius einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene
Gerade in einem gegebenen Punkte beriihrt.

83. Sehnen- und Tangentendreiecke.
a) Es sei in dem Dreiecke ABC (Fig. 99) DO die Symmetrale der Seite
AB und FO die Symmetrale der Seite AC. Der Schnittpunkt O der beiden
Symmetralen ist sowohl von A und B als auch von A und C, somit auch
von B und C gleich weit entfernt. Hat aber der Punkt O von B und C
gleiche Abstande, so mufi er auch in der Symmetrale der Seite BC liegen.
Die drei Seitensgmmetralen eines Dreieckes schneiden also einander ih dem
selben Punkte , der von den drei Eckpunkten gleiche Abstande hat.
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Fig. 99. Fig. 100.

Von dem Punkt O laBt sich mithin ein Kreis beschreiben, der durch die
Eokpunkte des Dreieckes geht. Sein Eadius ist der Abstand des Punktes O
von einem Eckpnnkt. Er heiBt dem Dreieck umgescbrieben, das Dreieck
ist dem Kreis eingescbrieben (Sehnendreieck).

Wo liegt der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises a) bei einem spitz-
winkligen, b) bei einem rechtwinkligen, c) bei einem stumpfvvinkligen Dreiecke?
b) Es sei in dem Dreiecke ABC (Fig. 100) AO die Symmetrale des Winkels
BAC und CO die Symmetrale des Winkels ACB. Der Schnittpunkt O
der beiden Sym-
metralen ist so-
wohl von den
Schenkeln AB
und AC als aucb
von den Schen-
keln AC und BC,
somit auch von
AB und BCgleicb
weit entfernt. Hat
aber der Punkt O von den Schenkeln AB und BC gleiche Abstande, so
muB er auch in der Symmetrale des Winkels ABC liegen.
Die drei Winkelsymmetralen eines Dreieckes schneiden also einander in
demselben Punkte, der von den drei Seiten gleiche Abstande hat.
Von dem Punkte O laBt sich ein Kreis beschreiben, der die Seiten des
Dreieckes beriihrt. Sein Eadius ist der Abstand des Punktes O von einer
Seite. Er heiBt dem Dreieck eingeschrieben. Das Dreieck ist dem Kreise
umgeschrieben. (Tangentendreieck.)

Jede Seitensymmetrale eines gleichseitigen Dreieckes hat uberdies welche
Bedeutung? Folgerung daraus beziiglich des Mittelpunktes des einem gleich¬
seitigen Dreiecke ein- und umgeschriebenen Kreises.

Sehnen- und Tangentenvierecke.

a) Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises sind, heiBt ein Sehnen-
viereck: ABCD in Fig. 101. Der Kreis ist dem Vierecke umgeschrieben.
Da die Winkel A und C des Sehnenviereckes ABCD
durch die Halfte der Bogen BCD und BAD gemessen
werden, so hat ihre Summe diehalbe Peripherie zumMaBe;
mithin ist A + C = 180°, daher auch B + D = 180°.
In jedem Sehnenviereck sind zwei Gegenwinkel supplementar.

Welche Parallelogramme konnen daher nur Sehnenvierecke
sein? Wo liegt der Mittelpunkt des Kreises? Weshalb liiBt sich
jedem gleichschenkligen Trapez ein Kreis umschreiben? Die
Konstruktion ist in Fig. 102 enthalten. Weshalb ist OB = OA = OD = OC?
b) Ein Viereck, dessen Seiten Tangenten eines Kreises sind, heiBt ein

§84.
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\

Tangentenviereck; ABCD (Fig. 103). Der Kreis ist demselben einge-
schrieben.
In Fig. 103 sind die mit a, b, c und d bezeichneten Tangenten einander
gleich. Da AB -f- CD = a -\- b c d und AD + BC = a+6+c+d
ist, so ist AB CD = AD + BC.

Fig. 102. Fig. 103. Fig. 104.

In jedem Tangentenviereck ist die Summe zweier Gegenseiten gleich der
Summe der beiden andern.

Welche Parallelogramme konnen nur Tangentenvierecke sein? Der Mittel-
punkt des eingeschriebenen Kreises muB den gleichen Abstand von allen Seiten
haben. Wo muB er daher liegen? (§ 43.) Vgl. auch § 83 b).

Weshaib laBt sick jedem Deltoid ein Kreis einschreiben? Die Konstruktion
ist in Fig. 104 enthalten. Weshalb ist OE = OF = OG = OH ?

§ 85. RegelmaBige Sehnen- und Tangentenpolygone.
Der Mittelpunkt eines regelmaBigen Polygones (§ 72) ist a) von allen Eck-
punkten, b) von allen Seiten gleich weit entfernt. Er ist daher sowohl der
Mittelpunkt des dem regelmaBigen Polggone umgeschriebenen als auch des
eingeschriebenen Kreises (Fig. 105). Welche Abstande sind die Kadien?

§ 86. Es sei (Fig. 106) die aus O mit dem Halbmesser OA beschriebene Kreis-
linie in mehrere gleiche Teile geteilt.

Fig. 105. Fig. 106.
K

a) Zieht man durch
die Teilungspunkte
die Sehnen AB, BC,
CD, DE . . . und
dreht das dadurch
entstehende, dem
Kreise eingeschrie-

bene Vieleck
ABCDE . . um den
Mittelpunkt O, bis
jeder Teilungspunkt
den nachstfolgenden

deckt, so deckt auch jede Seite des Vieleckes die folgende Seite und
jeder Winkel den folgenden Winkel; das Vieleck ist also regelmafiig.



b) Errichtet man in den Teilungspunkten A, B, C, D, . . . auf die zuden-
selben gezogenen Halbmesser Normale, so erhalt man das dem Kreise
umgeschriebene Vieleck GHJKL... Dieses Vieleck ist regelmaBig; denn
dreht man dasselbe um den Mittelpunkt, bis jeder Teilungspunkt mit dem
nachstfolgenden zusammenfallt, so deckt aučh jeder Halbmesser den
folgenden, daher aucli jede Tangente die folgende, und somit auch jeder
Winkel des Vieleckes den folgenden. 1 )
Es ergibt sich daher der Satz:
Wird die Peripherie eines Kreises in mehrere gleiche Teile geteilt, so sind
die Teilungspunkte a) die Eckpunkte eines eingeschriebenen und b) die Be-
ruhrungspunkte eines umgeschriebenen regelmdfiigen Vieleckes.
Es sei ABCDEF Fig. 107 ein dem Kreise eingeschrie-
benes regelmaBiges Sechseck. Wie groB ist Winkel pl
Wie groB sind die Winkel ni Wie grofi ist mithin die
Seite des einem Kreis eingeschriebenen regehndfiigen
Sechseckes ?
Aufgaben: .

.<(■ Die Peripherie eines Kreises d) in 6. W) in 3. in 12
gleiche Teile zu teden. /
2. Einem gegebenen Kreise ein regelmaBiges a) Dreieck, b) Viereck, c) Sechs-

eck, d) Achteck, e) Zwolfeck einzuschreiben und umzuschreiben.
3. Einem gegebenen Kreise mit Hilfe des Transporteurs ein regelmaBiges
d) Fiinfeck, b) Zehneck ein- und umzuschreiben.

4. Ein regelmaBiges Vieleck zu zeichnen, wenn die Seite gegeben ist.
Hier kommt es nur darauf an, die GroBe des Kreises zu finden, welchem das
verlangte Vieleck eingeschrieben erscheint. Zu diesem Ende wird das Dreieck
ABO (Fig. 106) konstruiert, indem man fiir ^45die gegebene Seite und fiir BAO
und ABO die halben Vieleckswinkel annimmt. Man berechne daher zuerst
die GroBe eines Vie'leckswinkels, ziehe eine Strecke, welche der gegebenen
Seite gleich ist, trage in jedem Endpunkte den halben Vieleckswinkel auf,
aus dem Schnittpunkte der beiden neuen Schenkel beschreibe man durch
die Endpunkte der gezogenen Strecke einen Kreis und trage darili die gegebene
Seite als Sehne herum.
Ein regelmajhges Polggon ist durch mvei Stiicke bestimmt. In diesem Falle
durch die Seite und einen Winkel.
Ist ein regelmaBiges Polygon durch die Seitenzahl und den Radius a) des
eingeschriebenen, b) des umgeschriebenen Kreises bestimmt?

5. Zeichne eine Strecke von 2 cm Lange und konstruiere liber derselben ein
regelmaBiges a) Sechseck, b) Achteck!

Zwei Kreise.
Zwei Kreise heiBen konzentrisch oder exzentrisch, je nachdem sie einen
gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben oder nicht. Die zwischen den Peri-

') Der Schuler nehme die Drehung so vor, wie es in der FuBnote zu § 60 beschrieben
wurde.

Fig. 107.
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pherien zweier konzentrischer Kreise liegende Flache heiBt Kreisring
{Fig. 108).
Die durch die Mittelpunkte zweier exzentrisclier Kreise gelegte Gerade
heiBt Zentrale, der Abstand der Mittelpunkte Zentralabstand. Da in die

Fig. 108. Fig. 109. Zentrale einDurch-
messer emes jeden
der beiden Kreise
fallen muB, so ist
sie fiir beide eine
Symmetrieachse.
Die Lage zweier
Kreise ist von der

Beziehung zivischen dem Zentralabstand und den beiden Radien derart ab-
hdngig, dafi sie aus ihr erkannt werden kann.
1. Haben die Umfange zweier Kreise keinen Punkt gemeinsam, so ist der
Zentralabstand grofier als die Summe der beiden Radien (Fig. 109). Um
welches Stiick? Verschiebt man den einen der beiden Kreise (O') bei fester
Lage des andern (O) so, daB sein Mittelpunkt auf der friiheren Zentrale
bleibt, so sind nocb folgende Lagen moglich.
2. Die beiden Umfange haben einen gemeinschaftlichen Punkt und der
kleinere Kreis liegt sonst auBerhalb des groBeren; der gemeinschaftliche
Punkt mufi wegen der Symmetrie in der Zentrale liegen; diese ist gleich
der Summe der beiden Radien (Fig. 110).

Fig. 110. Fig. 111. Fig. 112.

3. Die beiden Kreise haben zwei Punkte gemeinschaftlich, sie schneiden
einander (Fig. 111). Wegen der Symmetrie muB die Zentrale die Symmetrale
der gemeinschaftlichen Sehne, der zugehorigen Bogen und Zentriwinkel
sein. Der Zentralabstand liegt zivischen der Summe und Differenz der beiden
Radien (§ 44).
4. Die beiden Kreise haben wieder einen Punkt gemeinschaftlich (Fig. 112),
der ebenfalls auf der Zentrale liegen muB, aber der kleinere Kreis liegt
sonst innerhalb des groBeren; der Zentralabstand ist gleich der Differenz
der beiden Radien.
5. Die beiden Kreise haben keinen Punkt gemeinsam, der kleinere liegt ganz
innerhalb des groBeren. Der Zentralabstand ist kleiner als die Differenz
der beiden Radien. (Die Zeichnung aus Fig. 112 abzirleiten.)
6. Die Kreise werden konzentrisch, der Zentralabstand ist Nuli.
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Bei fortgesetzter Verschiebung wiederholen sich die friiheren Falle.
In den Fallen 2 und 4 sagt man, die beiden Kreise beriihren einander; in
2 von aufien, in 4 von innen. Der gemeinschaftliche Punkt heifit der
Beruhrungsfunkt.
Die obigen Satze gelten auch umgekehrt. Wie lauten sie dann?

Aufgaben :
Die Lage zweier Kreise zu bestimmen, fiir welche der Zentralabstand und

' die Halbmesser folgende Werte kaben:
-*<f) Zentralabstand 8 dm, Halbmesser 5 dm und 3 dm :
•*b>) >, 2 ,, „ 7 „ ,, 4 ,.
-'d) „ 9 „ „ 6 ,, „ 2 „ -
A) „ 6 ,, „ 8 „ ,, 3 „
.A) ,, 4 „ „ 9 „ „ 5 „
■Jf „ 0, „ 6 „ „ 3 „
^ Mit den Halbmessern 35 mm und 21 mm zwei Kreise zu konstruieren, die

einander a) von aufien, b) von innen beriihren.
3. Aus einem gegebenen Punkte einen Kreis zu konstruieren, welcher einen

gegebenen Kreis beriihrt.

Zehnter Abschnitt.
Geometrische Orter.

Ein Kreis, der mit dem Radius 3 cm von einem Punkte aus besolirieben § 89.
wird, enthalt alle Punkte, welche von diesem Punkte den Abstand 3 cm
haben. Alle anderen Punkte der Zeichnungsebene haben diese Eigenschaft
nicht; denn wie grofi ist der Abstand a) der Punkte innerhalb, b) aufierhalb
des Kreises von diesem Punkte ? Man sagt, der geometrische Punkt Ort aller
Punkte, welche von einem gegebenen Punkte den Abstand 3 cm haben,
ist ein Kreis, welcher von diesem Punkte als Mittelpunkt mit dem Radius
3 cm konstruiert wird.
Allgemein:
Eine Linie, ivelche die Punkte enthalt, die eine bestimmte Bedingung erfullen,
heifit der geometrische Ort dieser Punkte.

Den geometrischen Ort anzugeben fiir
K alle Punkte, welche von einem gegebenen Punkt einen gegebenen Ab¬
stand a haben.

2. die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen gegebenen Halbmesser haben
und durch einen gegebenen Punkt gehen.
alle Punkte, welche von den Endpunkten einer Strecke gleich weit abstehen.

"A. die Mittelpunkte aller Kreise, welche durch zwei gegebene Punkte gehen.
>§k. alle Punkte, welche von einer gegebenen Geraden den Abstand d haben.

die Mittelpunkte aller Kreise, welehe den Radius r haben und eine gegebene
Gerade beriihren.

Mocnik-Spielmann, Anfangsgrdnde d. Geom. f. d. J. b. 3. KI. d. Mittelschulen. 5
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7. alle Punkte, welche von den Schenkeln eines Winkels gleiche Abstande
haben.

8. die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei nicht parallele Gerade beriihren.
9. die Scheitel aller reelitwinkligen Dreiecke iiber einer Geraden als Hypotenuse.
10. die Mittelpunkte aller Kreise, welche eine gegebene Gerade in einem ge-

gebenen Punkte beriihren.
11. die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen gegebenen Kreis in einem ge-

gebenen Punkte desselben beriihren.
12. die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen gegebenen Halbmesser haben

und einen gegebenen Kreis a) von auBen, b) von innen beriihren.
13. alle Punkte imRaume, welche von einem gegebenen Punkte den Abstand d

haben.
14. alle Punkte im Raume, die von einer Ebene den Abstand d haben.
15. alle Punkte im Raume, die von zwei gegebenen parallelen Ebenen (z. B.

FuBboden und Plafond) denselben Abstand haben.
Ist fiir einen Punkt eine einzige Ortslinie gegeben, so ist dadurch
die Lage des Punktes nicht bestimmt, da es unzahlig viele Punkte gibt,
welche in dieser Ortslinie liegen; ein geometrischer Ort enthalt
daher die Losungen einer unbestimmten Aufgabe. Sind dagegen fiir einen
Punkt Zwei Ortslinien bekannt, so gibt es nur einen oder eine
bestimmte Anzahl von Punkten, welche in beiden geometrischen Ortern
liegen; zwei Ortslinienj eines Punktes enthalten daher die Auflosung
einer bestimmten Aufgabe.
Die geometrischen Orter sind fiir die Losung geometrischer Konstruktions-
aufgaben von groBer Wichtigkeit, da es bei diesen meist nur auf die
Bestimmung von Punkten ankommt.

§90. Ein Dreieck ABC (Fig. 113) zu konstruieren, wennzwei Seiten AB und
AC und die Hohe CD auf die erste dieser Seiten gegeben sind.

Durch die gegebene Seite AB sind die beiden Eck-
punkte A und B bestimmt. Fiir den dritten Eck-
punkt C ist ein geometrischer Ort der um A mit
dem Halbmesser AC beschriebene Kreis (weshalb?)
und ein zweiter die zn AB im Abstande CD ge-
zogene Parallele (weshalb?); somit ist auch C
bestimmt.
Die Konstruktion ist aus der Figur ersichtlich.

Die Aufgabe hat zwei Auflosungen oder eine oder keine. Wann tritt jeder
dieser drei Falle ein?

§ 91. Aufgaben:
1. In einer Seite eines gegebenen Dreieckes einen Punkt zu finden, welcher von

den beiden anderen Seiten gleich weit entfernt ist.
2. Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Hypotenuse und die

Hohe auf dieselbe gegeben sind. Welche Falle sind moglich?
3. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten und die Hohe auf die dritte

Seite gegeben sind.
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X Einen Rhombus zu konstruieren, \venn die Hohe und ein Winkel (29 mm,
70°) gegeben sind.

5. Einen Rhombus zu konstruieren, wenn ein Winkel und der Radius des ein-
geschriebenen Kreises (15 mm, 65°) gegeben sind.

6.^Ein Trapez zu zeichnen, wenn die zwei Parallelseiten, ein Winkel an den-
selben und die Hohe (40 mm, 32 mm, 60°, 26 mm) gegeben sind.

7. Ein Trapez zu zeichnen, wenn die zwei Schenkel, eine Parallelseite und die
—HMiepii-Mm.AZmm, 4&-mmr, 27 -mm) gegeben-sind.
8. Ein gleichschenkliges Trapez zu zeichnen, wenn der Schenkel, die Diagonale

und die Hohe (36 mm, 46 mm, 28 mm) gegeben sind.
9. Mit einem gegebenen Halbmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher

a) durch zwei gegebene Punkte geht,
b) durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade beriihrt,
c) durch einen gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Kreis beriihrt,
d) zwei gegebene Gerade beriihrt,
e) eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis beriihrt,
/) zwei gegebene Kreise beriihrt.

10. Einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpunkt in einer gegebenen Geraden
liegt und dessen Peripherie
a) durch zwei gegebene Punkte geht,
b) zwei gegebene Gerade beriihrt. (Sie konnen parallel sein oder nicht.)

11. Einen Kreis zu beschreiben, welcher
a) durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade in einem
gegebenen Punkte beriihrt,
b) zwei gegebene Gerade, und zwar die eine in einem gegebenen Punkte
beriihrt.

12. Drei Kreise, deren Halbmesser gegeben sind, so zu konstruieren, dafi sie
einander von auloen beriihren.

13. Ein rechter Winkel ist gegeben; es sind Punkte zu suchen, die a) von dem
einen Schenkel den Abstand 5 cm, b) von dem andern Schenkel den Abstand
4 cm haben, c) beiden Bedingungen geniigen.
Wieviel Punkte geniigen der Forderung in a und b, wieviel der in c?

14. Man bestimme nach Aufgabe 13 die Lage eines Punktes in der Ebene der
Tafel.

Eilfter Abschnitt.
Die senkrechten Formen des Prismas, des Zylinders,

der Pyramide und des Kegels.
Prisma und Zylinder.
Ahnlich wie der Quader iiber einem rechtwinkligen Parallelogramme aufge-
baut ist, konnen auch verwandte Korper iiber anderen ebenen Figuren
errichtet werden.
Man lege ein Dreieck zunachst auf die Tischebene und nehme mit ihm eine
Parallelverschiebung in vertikaler Richtung vor. Es entsteht ein senkrechtes
dreiseitiges Prisma (Saide, Fig. 114), welches von z\vei kongruenten Dreiecken
als Grundflachen und drei Rechtecken als Seitenflachen begrenzt wird. Die
samtlichen Seitenflachen bilden den Mantel des Prismas. Grundkanten?

5*

§ 92 .
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Seitenkanten? Hohe? Vergleiche die Seitenkanten nach ihrer Lange! Dieses
Prisma heiBt ein senkrechtes dreiseitiges Prisma. Wie wlirde man ein senk-
reclites vierseitiges, flinfseitiges, seclisseitiges... Prisma erhalten?
Regelmafiig heiBt ein senkrechtes Prisma, wenn es zu Grundflachen regel-
maBige Figuren hat.
Ein schiefes Prisma erhalt man durch eine Parallelverschiebung einer ebenen
Figur aus der horizontalen Lage in einer schragen Richtung.
Wiirfel und Quader sind besondere Formen der Prismen.
Legt man einen Kreis zunachst auf eine horizontale Ebene und nimmt dann
in vertikaler Richtung eine Parallelverschiebung vor, so beschreibt er einen
senlcrechten Zylinder (Fig. 115). Dieseristvonzweiparallelenundkongruenten
Kreisflachen als Grundflachen und einer zwischen diesen liegenden krummen
Flache als Mantelflache begrenzt. Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte
heiBt die AcJise. Eine Seite CD des Zylinders erhalt man durch die Verbindung
der Endpunkte zweier paralleler und gleichgerichteter Radien der Grund¬
flachen. Vergleiche die Seiten nach ihrer Lange. Hohe des Zylinders? Ist
eine kSeite (Hohe) eines senkrechten Zylinders dem Durchmesser der Grund-
flache gleich, so heiBt der Zylinder gleichseitig. Ein Achsenschnitt ist der
Schnitt eines Zylinders mit einer durch die Achse gelegten Ebene. (Achsen¬
schnitt eines senkrechten, eines gleichseitigen Zylinders?)
Einen senkrechten Zylinder kann man auch durch eine Umdrehung eines
Rechteckes um eine seiner Seiten entstanden denken. Welche Seite des
Rechteckes gibt die Hohe, welche den Radius der Grundflache? Welche
Figur erzeugt durch eine Umdrehung einen gleichseitigen Zylinder?

Fig. 114.

Fig. 115.

Fig. 116.

Das Netz eines regelmaBigen Prismas zu zeichnen, wenn die Grundflache
a) ein Dreieck (welches?), b) ein Viereck (welches?), c) ein Sechseck ist.
Welche Figur ist das Netz des Mantels? Grundlinie? Hohe?
Fig. 116 enthalt das Netz eines senkrechten Zylinders. Der Mantel ist ein
Rechteck; die Seiten desselben, welche von den beiden Grundkreisen beruhrt
werden, miissen 3|mal so grofi sein als ihr Durchmesser.
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Pyramide, Pyramidenstumpf, Ahnliehkeit der Dreiecke. § 93.

Denkt man sich mit demDreiecke ABC (Fig. 117) eineParallelverschiebung so
vorgenommen, daB der Mittelpunkt des umgesckriebenen Kreises stets in der-
selben Normalen auf der Dreiecksflache bleibt und die Flache des Dreieckes
gleichmaBig so abnimmt, daB es endlick in einem Punkte versčhwindet, so
wird ein Korper beschrieben, dereinesenkrechtedreiseitigePyramide genannt
wird. Sie ist von einem Dreiecke als Grundflache und von drei gleichschenk-
ligen Dreiecken, welche den Mantel der Pyramide bilden, begrenzt. Grund-
kanten. Seitenkanten. Diese sind gleich lang. (Modeli.) Der Punkt S heiBt
der Scheitel der Pyramide, SD (senkrecbt auf der Grundflache) die Hohe.
Diese Pyramide kann auch dadurch erzeugt werden, daB man im Mittel-
punkte des einem Dreiecke umgesckriebenen Kreises die Normale errichtet,
einen Punkt S derselben mit einem Eckpunkte des Dreieckes durch eine
Gerade verbindet und diese Verbindungslinie an dem Umfange des Dreieckes
so herumfuhrt, daB sie immer durch den Punkt S geht. Sie beschreibt dabei
den Mantel der Pyramide.

Fig. 117. Fig. 118. Fig. 119.

Fig. 118 enthalt das Netz einer senkrechten dreiseitigen Pyramide. Wie
lange ist die gebrochene Linie ABCD? Was ist SA an der Pyramide.8
Schneidet man die Pyramide Fig. 119 durch eine zur Grundflache parallele
Ebene, so wird sie in zwei Teile geteilt, von welchen der eine (ABC A'B'C')
Pyramidenstumpf, der zweite SA'B'C' die Erganzungspyramide heiBt.
Der Pyramidenstumpf ist von zwei in parallelen Ebenen liegenden Dreiecken
als Grundflachen und von drei gleichschenkligen Trapezen begrenzt, welche
den Mantel bilden.
Die Schnittfigur A'B'C' wird um so kleiner, je naher sie der Spitze der voll-
standigen Pyramide liegt. Sie hat aber dieselben Winkel wie die Grundflache
(Nachweis durch paarweise vorgenommene Deckung an einem Modeli!);
ferner sind, wie man sich durch Abmessung an dem Modeli iiberzeugen kann,
alle Seiten, verglichen mit den entsprechenden der Grundflache in demselben
MaBe verkleinert. Sie hat bei verschiedener GroBe dieselbe Gestalt wie die
Grundflache. Zwei derartige Dreiecke heiBen ahnlich. Von zwei ahnlichen
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Dreiecken ist jedes eine Abbildung des andern in vergrofiertem oder verklei-
nertem Mafistabe, je nachdem die paarweise einander entsprechenden
Seiten des einen in gleichem MaBe vergrofiert oder verkleinert sind.
Es laBt sich zeigen, daB zwei Dreiecke scbon ahnlich sind, wenn sie in den
Winkeln paarweise iibereinstimmen.
Eine senkrechte Pyramide, deren Grundflache eine regelmafiige Figur
ist, heiBt regelmdfiig. Eine von vier gleichseitigen Dreiecken begrenzte
Pyramide heiflt ein Tetraeder.
Anzugeben, wie a) eine senkrechte quadratische Pyramide, b) eine regel¬
maBige sechsseitige Pyramide entstehen kann? Die zugehorigen Pyramiden-
stiimpfe zu beschreiben.

Aufgaben:
1. Zu einem gegebenen Dreiecke ein ahnliches zu

zeichnen, wenn die Seiten desselben a) doppelt so
grofi, b) halb so grofi sind als die des gegebenen.
(Verdopple eine Seite des gegebenen Dreieckes
und trage die anliegenden \Vinkel desselben in den
Endpunkten auf. tlberzeuge dich durch Abmessen,
dafi die beiden anderen Seiten des Dreieckes eben-
falls die zweifache Grofie der entsprechenden Seiten
des gegebenen Dreieckes haben, beziehungsweise
halb so grofi sind.)

2. Ein Terrain in verkleinertem Mafistabe darzu-
stellen (Fig. 120). — Man zerlege das Terrain durch Verbindungslinien
passender Punkte in Dreiecke, messe eine Seite (AB) eines Dreieckes
(ABC) — die Standlinie — zeichne dieses Dreieck in verjiingtem Mafistabe
und schliefie daran in gleicher Aufeinanderfolge die anderen Dreiecke.
Welche Grofien miissen aufier der Standlinie AB noch gemessen werden?
(Landkarten, Plane.)

§ 94. Der senkrechte Kegel.
Nimmt man mit einem Kreise eine Parallelverschiebung so vor, daB der
Mittelpunkt stets in derselben Normale auf der Kreisflache bleibt und die
Flache des Kreises so abnimmt, daB er endlich in einen Punkt sich zusammen-
zieht, so wircl ein Korper beschrieben, der ein.senkrechter Kegel heiBt. Er ist

Fig. 121. von einem Kreise alsčfrand/ZdcAeund einerkrummenFlache,
S dem Mantel, begrenzt. Der senkrechte Kegel kann auch

dadurch erzeagt werd.en, daB man im Mittelpunkte eines
Kreises die Normale auf die Kreisflache errichtet, von
einem Punkte S (Fig. 121) zur Peripherie des Kreises eine
Strecke zieht und diese an dem Umfange des Kreises so
herumfiihrt, daB sie immer durch den Punkt S geht. Sie
beschreibt dabei den Mantel eines senkrechten Kegels:
Einen schiefen Kegel wiirde man durch Parallelverschiebung

eines gleichmiiBig kleiner werdenden Kreises in einer Richtung erhalten, welche
nicht in die im Mittelpunkte auf die Kreisflache errichtete Normale fallt.
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Der Punkt S heiBt der Scheitel, eine Strecke (SA ), welche den Scheitel mit
einem Punkte der Grundflache verbindet, eine Seite des Kegels. Alle Seiten
eines senkrechten Kegels sind gleich lang. (Kongruenzsatz?) Die AcJise
des Kegels ist die Strecke zwischen dem Scheitel und dem Mittelpunkte
des Grundkreises; unter Hohe eines Kegels versteht man die Senkrechte
vom Scheitel auf die Grundflache. Beim senkrechten Kegel fallt die Hohe
mit der Achse zusammen. Ist die Seite eines senkrechten Kegels dem Durch-
messer der Grundflache gleich, so heifit der Kegel ein gleichseitiger.
Legt man durch die Achse eines Kegels eine Ebene, so heiBt die Schnitt-
figur ein Achsenschnitt des Kegels. Es ist ein Dreieck; welches bei einem
a) senkrechten, b) gleichseitigen Kegel?
Einen senkrechten Kegel kann man auch durch eine Umdrehung eines
rechtwinkligen Dreieckes um eine seiner Katheten erzeugen. Was bedeutet
diese Kathete an dem Kegel, was die andere Kathete, was die Hypotenuse?
Welches rechtwinklige Dreieck erzeugt durch eine Umdrehung einen gleich¬
seitigen Kegel?
Wie erhalt man einen Kegelstumpf? (Ana-
logie mit dem Pyramidenstunrpf.) Netz
eines senkrechten Kegels. Da alle Punkte
der Peripherie des Grundkreises eines senk¬
rechten Kegels von dem Scheitel gleich weit
entfernt sind, so erhalt man durch das
Aufrollen seines Mantels einen Kreisaus-
schnitt, welcher die Peripherie der Grund¬
flache zum Bogen und die Seite des Kegels
zum Halbmesser hat. Um daher das Netz
eines senkrechten Kegels zu erhalten, hat
man an den Bogen des Kreisausschnittes,
den mandurchAufrollen desMantels erhalt,
noch den Grundkreis zu zeichnen (Fig. 122).

B

Zwolfter Abschnitt.
Flachengleichheit, Verwandlung und Teilung

ebener Figuren.
Zwei Figuren, welche denselben Flacheninhalt haben, heifien fldchengleich. § 95.
Zwei kongruente Figuren sind auch flachengleich. Figuren, welche aus
kongruenten Teilen bestehen, sind im allgemeinen nicht kongruent, aber
stets flachengleich (Fig. 123).

Fig. 123.
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§ 96. Zieht man (Fig. 124) von den Eckpunkten A und B des schiefwinkligen
Parallelogrammes ABDC zu der Seite CD die Normalen AF und BE,
so erhalt man das Rechteck ABEF, welches mit dem Parallelogramme
ABDC gleiche G-rundlinie und gleiche Hohe hat. Die rechtwinkligen Dreiecke
BED und AFC sind kongruent (Kongruenzsatz?); addiert man jedes der-
selben zu dem Trapeze ABEC, so miissen auch die Summen gleich sein,
d. i. Parallelogramm ABDC — Rechteck ABEF.
Jedes schiefwinklige Parallelogramm ist fldchengleich einem Rechtecke, das
mit ihm gleiche Grundlinie und gleiche Hohe liat.
Aus diesem Lehrsatze folgt:
Zwei Parallelogramme von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe sind fldchen¬
gleich; denn jedes ist mit demselben Rechtecke flachengleich.

§ 97. Jedes Dreieck ist die Hdlfte eines Parallelogrammes, das mit ihm gleiche
Grundlinie und gleiche Hohe hat.

Fig. 124. Fig. 125. Fig- 126 -

Denn zieht man (Fig. 125) durch zwei Eckpunkte C und B des Dreieckes ABC
Parallele mit den gegeniiberliegenden Seiten, so entsteht das Parallelogramm
ABDC, welches mit dem A ABC gleiche G-rundlinie und gleiche Hohe hat;
von diesem Parallelogramm ist ABC die Halfte.
Hieraus folgt:
Zwei Dreiecke von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe sind fldchengleich.

§ 98. Halbiert man in E den Schenkel BC des Trapezes ABCD (Fig. 126) und zieht
durch D und E die Gerade DF, so ist A CDE ~ BFE. (Kongruenzsatz?)
Addiert mandaherzu dem Viereck ABEDeiiunal das A CDE und dann das
A BFE, so miissen die Summen gleich sein, d. i. Trapez ABCD = Dreieck
AFD. Die Grundlinie des Dreieckes AFD ist AB+ BF = AB -f- CD, also
gleich der Summe der Parallelseiten des Trapezes, und die Hohe DH gleich
der Hohe des Trapezes.
Jedes Trapez ist fldchengleich einem Dreiecke, das mit ihm gleiche Hohe hat,
und dessen Grundlinie gleich ist der Summe der parallelen Seiten des Trapezes.

§ 99. Es sei (Fig. 127) Fig. 127.
O der Mittel-
punkt des regel-
maBigen Viel-
eckesABCDEF
und OP \_ AB.
Zieht man die
Strecken OA,
OB, OC, ...,
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so wird das Vieleck in lauter kongruente Dreiecke zerlegt. Tragt man
nun alle Seiten des Vieleckes auf der verlangerten AB auf und zieht von
den Endpunkten zu demPunkte O Strecken, so ist A HOL — A AOB X 6,
Polygon ABCDEF — A AOB X 6. Daber Polygon ABCDEF =A HOL.
Jedes regelmafiige Vieleck ist flachengleich einem Dreiecke, das den Umfang des
Vieleckes zur Grundlinie und den Abstand des Mittelpunktes desselben von
einer Seite zur Hohe kat.
LaBt man in einem regelmaBigen Vielecke die Anzahl der Seiten ohne Ende
zunehmen, so nahert sich das Vieleck ohne Ende einem Kreise, der Umfang
des Vieleckes der Peripherie und der Abstand des Mittelpunktes des Vieleckes
von einer Seite dem Halbmesser des Kreises.
Daraus ergibt sich:
Ein Kreis ist flachengleich einem Dreiecke, das die Peripherie des Kreises
zur Grundlinie und den Halbmesser zur Hohe hat.
Ebenso findet man:
Ein Kreisausschnitt ist flachengleich einem Dreiecke, das die Lange des Kreis-
bogens zur Grundlinie und den Halbmesser zur Hohe hat.

Die Verwandlung eines Kreises oder Kreisausschnittes in ein Dreieck kann
dadurch ausgefiihrt werden, dah man die Peripherie beziehungsweise den Bogen
des Ausschnittes in kleine Teile teilt und diese auf eine Gerade iibertragt. Uber
der so erhaltenen Strecke als Grundlinie konstruiert man ein Dreieck, dessen Hohe
der Radius ist. Dieses Dreieck ist nur annahernd dem Kreise oder dem Sektor
gleich, da seine Grundlinie nur naherungsweise der Peripherie hezuglich dem
Bogen gleich ist.
Flaehensatze des rechtwinkligen Dreieckes. §100.
Zieht man (Fig. 128) die Hohe eines rechtwinkligen Dreieckes ABC auf die
Hypotenuse, so erhalt man zwei Abschnitte der Hypotenuse.
Man konstruiere ferner liber den drei Seiten des rechtwinkligen Dreieckes
die Quadrate, verlangere CD bis L und ziehe die Strecken FB und CG.
1 . Es ist A ABF ~ AGC (Kon-
graenzsatz?)
Da A ABF = | AFEC und A
A ACG = \ ADLG, so ist AFEC =
A D1.(1.

Ebenso kann bewiesen werden, daB
BCKJ = DBHL.
Das Quadrat uber jeder Kathete eines
rechtwinkligen Dreieckes ist gleich dem
Rechtecke aus der Hgpotenuse und
dem der Kathete anliegenden Abschnitte
derselben.
2. Da die Summe der Rechtecke ADLG
und BDLH das Quadrat der Hypo-
tenuse ist, so folgt:
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129- Das Quadrat uber der Hypotenuse eines recht-
winkligen DreiecJces ist gleich der Summe der
Quadrate der beiden Katheten (Pythagoreischer
Lehrsatz).
Dalier ist das Quadrat liber einer Kathete
eines rechtwinkligen Dreieckes gleich der Dif-

j—- -ferenz der Quadrate iiber der Hypotenuse und
der anderen Kathete.

3. Es ist (Fig. 129) CHGF = ACDE — AFKJ oder CHGF = ABLJ —
— AFKJ = BFKL.
Das Quadrat uber der Hohe eines rechtwinkligen Dreieckes ist gleich dem
Rechtecke aus den beiden Abschnitten der Hypotenuse.

§101. Verwandlung ebener Figuren.
Ein gegebenes Gebilde in ein anderes vemandeln heiBt ein Gebilde kon-
struieren, welches bestimmten Bedingungen entspricht und dem gegebenen
flachengleich ist.
a) Ein ungleichseitiges Dreieck ABC (Fig. 130) in ein gleichschenkliges uber
derselben Grundlinie AB zu vemandeln.
Die Konstruktion ist aus Fig. 130 zu erkennen. Beweis?
b) Ein gegebenes Dreieck ABC (Fig. 131) in ein anderes zu verwandeln, das
einen gegebenen Winkel m enthalt. pjg. 132 .

Die Konstruktion ist aus Fig. 131 zu erkennen. Beweis?
c) Ein Dreieck ABC (Fig. 132) in ein anderes zu vemandeln, das eine gegebene
Grundlinie a hat.
Man mache A.D = a, ziehe CD und BE || CD.
Der Schiller beweise mit Beachtung des gemeinschaftlichen Dreieckes ACD,
daB A ACB = A AED ist.

Dieselbe Verwandlung vorzunehmen, wenn a AB ist.
d) Ein Dreieck ABC (Fig. 133) in 'ein anderes zu vemandeln, das eine gegebene
Hohe h hat.

Fig. 183.

A BF

Man errichte AD — h senkrecht auf AB, ziehe
DE || AB, dann EB, und CF || BE. Zieht man
nun die Strecke EF, so ist A AEF = A ABC.
Beweis wie bei der Aufgabe in c).

Dieselbe Verwandlung vorzunehmen, wenn h groBer
als die Hohe des gegebenen Dreieckes ist.
e) Ein Dreieck in ein Parallelogramm mit gleicher
Grundlinie zu vemandeln.
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Man halbiere (Fig. 134 ) die Seite BC, ziehe durch den
Halbierungspunkt E DF || AB, ferner BF || AC.
Das dem Dreiecke ABC flachengleiche Parallelo-
gramm ist ABFD. Durch. die Kongruenz der Dreiecke
CDE und BFE nachzuweisen.
/) Ein Rechteck ABCD (Fig. 135) in ein Quadrat zu
verwandeln.
Man verlangere die kleinere Seite AB bis E, so daB
AE = AD wird, beschreibe liber AE einen Halb-
kreis, welcher die verlangerte Seite CB in F trifft.
Zieht man AF und beschreibt dariiber das Qua-
drat AFGH, so ist dieses dem gegebenen Rechtecke
gleich. (§ 100, 1).
g) Ein Vieleck ABCDEF (Fig. 136) in ein anderes
zu verwandeln, das eine Seite tveniger hat.
Man ziehe die Diagonale DF und EG || DF und
verlangere AF bis G. Zieht man DG, so ist das
Vieleck ABCDG gleich dem Vielecke ABCDEF;
zu beweisen mit Hilfe der Dreiecke FDE und FDG.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann jedes
Vieleck in ein Dreieck verwandelt werden. Da sich nun
jedes Dreieck in ein Parallelogramm, dieses in ein Recht¬
eck und letzteres in ein Quadrat verwandeln laBt, so
kann auch jedes Vieleck durch bloBe Konstruktion in
ein Quadrat verwandelt werden.

Fig. 134.

Fig. 135.

Teilung ebener Figuren. §102.
a) Ein gegebenes Dreieck durch Strecken, ivelche durch einen Eckpunkt gehen,
in mehrere gleiche Teile zu teilen.
Teile die diesem Eckpunkte gegeniiberliegende Seite in so viele gleiche Teile,
als verlangt werden, und verbinde die Teilungspunkte mit j enem Eckpunkte
durch Strecken!
b) Ein Parallelogramm in mehrere gleiche Teile zu teilen, so da[,l die Teilungs-
linien mit zwei Gegenseiten parallel sind.
Teile die beiden anderen Gegenseiten in die verlangte Anzahl gleicher Teile
und verbinde je zwei gleich liegende Teilungspunkte durch eine Strecke!
c) Ein Trapez in mehrere gleiche Teile zu teilen, so da/] die Teilungslinien die
beiden parallelen Seiten schneiden.
Durch Teilung der Parallelseiten in gleiche Teile und Verbindung der ent-
sprechenden Teilungspunkte.
1. Ein Quadrat zu konstruieren, welches der Summe ziveier gegebener Quadrate§ 103.
gleich ist.
Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten gleich sind
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den Seiten der gegebenen Quadrate; die Hypotenuse dieses Dreieckes ist
die Seite des verlangten Quadrates.
2. Ein Quadrat zu lconstruieren, welches der Differenz zweier gegebener Quadrate
gleich ist.
Ebenfalls mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreieckes zu losen; wie grofi ist die
Hypotenuse, wie grofi eine Kathete?

§104. Aufgaben:
1. Ein schiefwinkliges Dreieck in ein rechtwinkliges iiber derselben Grundlinie

zu verwand^ln.
Der rechte Winkel kann a) an der Grundlinie, b) gegeniiber der Grundlinie
liegen.

2. Konstruiere ein Dreieck mit den Seiten 31 mm und 17 mm und dem ein-
geschlossenen Winkel 45° und verwandle es dann in ein Dreieck mit der
Grundlinie 26 mm und einem anliegenden Winkel von 60°!

3. Ein schiefwinkliges Parallelogramm in ein Rechtek zu verwandeln.
4. Ein Dreieck in ein Rechteck zu verwandeln.
5. Ein Quadrat in ein Dreieck zu verwandeln, von dem eine Seite und ein

Winkel gegeben sind.
6. Ein Parallelogramm in ein anderes a) mit einer gegebenen Seite, b) mit

einem gegebenen Winkel zu vervvandeln.
7. Ein Trapez in ein Parallelogramm zu verwandeln.
8. Ein ungleicbschenkliges Trapez in ein gleichschenkliges zu verwandeln.
9. Ein hohlwinkliges Trapezoid in ein Rechteck zu verwandeln.
10. Ein unregelmafiiges Fiinfeck in ein Dreieck zu verwandeln.
11. Konstruiere. ein Dreieck, welches gleich ist einem regelmafiigen Achtecke

iiber der Seite 20 mm !
12. Konstruiere ein Quadrat, welches flachengleich ist einem regelmafiigen Sechs-

ecke iiber der Seite 2 cm !
13. Zwei Parallelogramme mit gleichen Grundlinien a) zu addieren, b) zu sub-

trahieren.
14. Zwei Parallelogramme mit gleichen Hohen a) zu addieren, b) zu subtrahieren.
15. Zwei Dreiecke mit gleichen Grundlinien a) zu addieren, b) zu subtrahieren.
16. Zwei beliebige Parallelogramme (Dreiecke) a) zu addieren, b) zu subtrahieren.
17. Ein Quadrat zu konstruieren, welches a) doppelt so grofi, b) halb so grofi als

ein gegebenes Quadrat ist.
18. Ein Quadrat zu konstruieren, das

a) der Summe dreier oder mehrerer gegebener Quadrate gleich ist;
b) dreimal, viermal so grofi ist als ein gegebenes Quadrat.

19. Ein Parallelogramm von einem Eckpunkte aus in vier gleiche Teile zu teilen.

Dreizehnter Abschnitt.
Berechnung der ebenen Figuren; Anwendungen des

Pythagoreischen Lehrsatzes.
105. Die Bestimmung des Flacheninhaltes geschieht nicht durch unmittelbares

Auftragen derFlachenmafie auf die zu messende Flache (vgl. Fig. 41), da dieses
sehr miihsam und meistens auch unausfiihrbar ware. (Wann?)Man bestimmt
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vielmehr den Flacheninhalt mittelbar, indem man diejenigen Strecken, von
denen die GroBe der Figur abhangt, mit dem LangenmaBe miBt und aus den
MaBzahlen dieser Strecken den Inhalt der Flache durch Rechnung sucht.
Das Quadrat. §106.
In § 34 wurde folgender Lehrsatz nachgewiesen:
Die Ma[Izaki fiir den Flacheninhalt eines Quadrates wird gefunden, indem
man die Mafizahl einer Seite mit sich selbst multipliziert.
Bezeichnet man die MaBzahl der Seite eines Quadrates durch a und die MaB-
zahl seines Flacheninhaltes durch /, so ist

/= a2.
Bei den Berechnungen sind die Zahlen, welche aus Messungen hervor-
gegangen sind, als unvollstandig anzusehen, daher ist das Endresultat mit
der erreichbaren Genauigkeit durch abgekiirzte Rechnungen zu entwickeln.
Aufgaben:

1. Die Seite eines Quadrates ist a) 236 m, b) 35'9 . . . cm, c) 0'715 . . . m,
d) 3'475 ...m. Wie grofi ist 1. der Umfang, 2. der Flacheninhalt?

2. Der Umfang eines Quadratesist 217 m 2 .. cm. Wiegrol3 ist der Flacheninhalt?
3. Man will in einem quadratformigen Garten, dessen Seite 58 m 5 dm ist, rings-

herum einen Weg machen, der eine Breite von 1 m 2 dm haben soli; welchen
Flachenraum wird dieser Weg einnehmen?

4. Ein Gang ist 12 m lang, 3 m breit. Wieviel quadratische Platten von 30 cm
Seite sind zur Pflasterung erforderlich? Was kostet sie, wenn 1 Platte mit
1 K 60 h berechnet \vird?

5. Wenn die Pflasterung eines guadratischen Hofes 500 I£ kostet, wie hoch kommt
unter iibrigens gleichen Umstanden die Pflasterung eines Hofes von a) dop-
pelter, b) halber Seitenlange? (Die drei Quadrate sind ahnliche Figuren.)

6. Man stecke nach dem AugenmaBe auf dem Felde ein Quadrat mit dem
Flacheninhalte a) la, b) 1 ha ab und priife sodann die Schatzung durch
Messung.

Das Rechteck. §107.
In § 34 wurde fiir die Berechnung des Flacheninhaltes eines Rechteckes
gefunden:
Die MafSzahl fiir den Flacheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem Produkte
aus der Mafizahl der Grundlinie und der Maflzahl der Hohe.
Bezeichnen g und h die MaBzahlen der Grundlinie und der Hohe eines Recht¬
eckes und / die MaBzahl seines Flacheninhaltes, so ist

f= g .h.
Wie findet man aus dem Produkte zweier Faktoren und dem einen Faktor
den andern?
Priife die Richtigkeit der Gleichungen:

q — - und h —
h g

Driicke diese zwei Formeln mit Worten aus!
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Aufgaben:
1. Bestimme 1. den Umfang, 2. den Flacheninhalt folgender Rechtecke:

a) Grundlinie 12 m 3 dm 3 cm, Hote 9 m 2 cm;
b) Grundlinie 3-215.. . m, Hohe P064. .. m\

2. Der Flacheninhalt eines Rechteckes ist 34'2 m2, die Grundlinie 9 m. Wie grofi
ist die Hohe?

3. Ein Rechteck ist 0'873 .. m breit und enthalt 12-17 .. m2. Wie grofi
ist seine Lange?

4. Der Umfang eines Rechteckes betragt 87-432 . . m, eine Seite 18-246 . . . m.
Wie grofi ist der Flacheninhalt?

5. Ein Quadrat hat mit einem Rechtecke, dessen Seiten 62 cm und 34 cm sind,
gleichen Umfang. Um wieviel ist der Flacheninhalt des Quadrates grofier als
der des Rechteckes?

6. Ein Spiegel mit Rahmen hat 6 dm 3 cm Breite und 8 dm 5 cm Hohe. Wie
grofi ist a) der Umfang, b) der Flacheninhalt der sichtbaren Spiegelflache,
\venn der Rahmen 5 cm breit ist?

7. Ein Kassatisch, der 1"3 m lang und 0'8 m breit ist, soli eine Steinplatte
erhalten. Wieviel kostet die Platte, wenn das Quadratmeter mit 17^ K

u

bezahlt wird?
8. Ein Dach von 7’4 m Lange und 5"8 m Breite soli mit Zinkplatten belegt

werden. a) Wieviel Platten von 1'5 m Lange und 8 dm Breite sind dazu
erforderlich, wenn an jeder Seite der Platte 3 cm durch die Falze verloren
gehen? b) Wieviel kosten dieselben, wenn jede Platte 6 kg \viegt und 1 kg
Zinkplatte mit 80 h bezahlt wird?

9. Ein Acker hat die Gestalt eines Rechteckes und ist 116 m lang und 18 m
5 dm breit. Wieviel Weizen wird zur Aussaat erfordert, wenn man auf 1 a
2Weizen aussat?

10. Wie andert sich die Flache eines Rechteckes, wenn a) die Grundlinie oder
die Iiohe mit m multipliziert oder durch m dividiert 'mrd? b) Die Grund¬
linie und die Hohe mit m beziehungsiveise n multipliziert oder durch diese
Zahlen dividiert werden?
Wie andert sich die Grundlinie eines Rechteckes, wenn bei ungeanderter Hohe
die Flache verdoppelt wird? Wenn bei ungeanderter Flache die Hohe verdoppelt
wird? Wenn die Flache und die Hohe verdoppelt iverden? Ahnliche Fragen
bezuglich der Iiohe.

§108. Das schiefwinklige Parallelogramm.
Die Mafizahl fur den Flacheninhalt eines jeden Parallelogrammes ist gleich
dem Produkte aus den Maflzahlen der Grundlinie und der Hohe.
Folgt aus § 96 und § 107.
Daher ist wie beim Rechtecke f — g h. g = ? h — ?
Aufgaben:

1. Die Grundlinie eines Rhomboides ist 108 dm, die Hohe 64 dm) wie grofi ist
der Flacheninhalt?

2. Von einer Wiese, welche die Form eines Rhomboides hat, worin die Grund¬
linie 66-4 m und die Hohe 45-2 m betragt, wird ein Stiick von 14 m Hohe
parallel mit der Grundlinie abgeschnitten und zu Ackerland gemacht. a) Wie
grofi war die Wiese? b) Wie grofi ist das iibrig bleibende Stiick derselben?
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3. Die Flache eines Parallelogrammes ist 19-437... m2, die Grundlinie 6-238...m.

Die Hohe zu berechnen.

Das Dreieck. §109.

Die Mafizahl fur den Flacheninhalt eines Dreieckes ist gleich dem halhen
Produkte aus den Mafizahlen der Grundlinie und der Hohe.
Folgt aus § 97 und § 108.
Bezeichnen g und h die Mafizahlen der Grundlinie und der Hohe eines Drei¬
eckes und / seinen Flacheninhalt, so hat man

, g.h 2f 2 / h q
f = -J-, g = y und h = oder g = / : — und h = / : |-.

In einem rechtwinkligen Dreiecke wird gewohnlich eine Kathete als Grund¬
linie angenommen; welche Linie ist dann die Hohe? Wie lautet in diesem
Falle die Formel fur den Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreieckes?
Von wieviel veranderlichen GroBen hangt nach der obigen Formel die Flache
eines Dreieckes ab?

Aufgaben:
1. Berechne den Flacheninhalt eines Dreieckes, wenn gegeben sind:

Grundlinie a) 3-5 m, b) 1 m 4 dm 2 cm, c) 794-3 . .. cm,
Hohe 3-2 m, 5 dm 9 cm, 563-4 ... cm!

2. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die eine Kathete 29-35.. dm, die andere
18-42 . . dm. Wie grofi ist der Flacheninhalt?

3. Wie grofi ist die Grundlinie eines Dreieckes, wenn die Hohe 5-64 . . m und
der Flacheninhalt 40-32 . . m2 betragt?

4. Ein Dreieck hat 20-67 . . dm2 Flacheninhalt und 5-32 ... dm zur Grundlinie.
Wie grofi ist die Hohe?

5. In einem rechtwinkligen Dreiecke, welches 21 m2 5 dm2 enthalt, ist eine
Kathete 7 m 4 dm. Wie grofi ist die zweite Kathete?

6. Ein Dreieck hat mit einem Parallelogramme gleichen Flacheninhalt und
gleiche Grundlinie. Wie grofi ist die Hohe des Dreieckes?

• 7. Die Flache eines Dreieckes ist 12-4786. . .m2, die Grundlinie ist 8-3452.. .m;
die Hohe zu berechnen.

8. Wie dndert sich die Flache eines Dreieckes, wenn zwei Seiten desselben
konstant bleiben, der eingeschlossene Winkel aber veranderlich ist? Fur
welchen Winkel ist die Dreiecksflache am grofiten? Durch eine Zeichnung
zu zeigen, da/3 je zuiei dieser Dreiecke flachengleich sind.

9. Ein Dreieck auf dem Felde abzustecken, die Grundlinie und die Hohe zu
schatzen (durch Abschreiten 1 ) und die Flache naherungsweise zu berechnen.
Das Resultat durch genaue Messung zu priifen.

10. Wie dndert sich die Grundlinie eines Dreieckes, wenn die Flache bei unge-
dnderter Hohe a) mit 2 multipliziert oder durch 2 dividiert wird? b) Wenn
man diese Abdnderung bei ungednderter Flache an der Hohe vornimmt?
c) Wenn man sie an der Flache und an der Hohe zugleich vornimmt?

') Der Schiller ermittle die Schrittliinge durch Abschreiten einer abgemessenen
Strecke und beniitze das. gefundene Resultat bei ahnlichen Aufgaben.
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§110. Das Trapez.
Die Maflzahl fiir den Flacheninhalt eines Trapezes ist gleich dem halben
Produkte aus der Majlzahl der Summe der Parallelseiten und der Mafizahl
der Plohe.
Folgt aus § 98 und § 109.
Sind a und h die MaBzahlen der zwei Parallelseiten, h die MaBzahl der Hohe
eines Trapezes und / des Flacheninhaltes, so liat man

Von wieviel veranderlichen (variablen) GroBen liangt nach dieser Formel
die Flache eines Trapezes ab?

Wie findet man aus der Flache, der Hohe und einer der Parallelseiten die
zweite Parallelseite eines Trapezes? (Zuerst a + b, dann a suchen.)

Aufgaben:
1. Berechne den Flacheninhalt folgender Trapeze:

a) Parallelseiten 36 m und 27 m, Hohe 18 m;
b) ,, 3‘5 m und 2'8 m, Hohe 1 '6 m;
c) „ 2 m 5 dm 4 cm und 5 m 3 dm 9 cm, Hohe 4 m 2 dm 8 cm !

2. In einem Trapeze, dessen Flacheninhalt 18'81 m2 betragt, sind die Parallel¬
seiten 5^ m und 4? m. Wie grofi ist die Hohe?

3. Ein Trapez ist flachengleich mit einem Quadrate, dessen Seite 2'5 m betragt;
die Hohe des Trapezes ist 1'2 m, eine Parallelseite l -6»i. Wie grofi ist die
andere Parallelseite?

4. In einem trapezformigen Garten betragen die Parallelseiten 58'4 m und
46'8 m, ihr Abstand ist 34‘5 m. Wieviel ist der Garten wert, das Ar zu 50 K
gerechnet?

5. Wieviel kostet die Pflasterung eines Hofes von der Form eines Trapezes
mit den Parallelseiten 27'6m und 24'5 m, die ll'2m voneinander abstehen,
wenn lm2 Pflaster zu 6^-K’ gerechnet wird?

6. Die Flache eines Trapezes ist 13'47 . . w2, die Hohe 2'474 ... m, eine
der beiden Parallelseiten 4'274 ... m. Die zweite Parallelseite zu such

§111. Das regelmaBige Vieleck.
Die Ma/3zahl fiir den Flacheninhalt eines regelmdfiigen Vieleckes ist gleich
dem halben Produkte aus den Mafizahlen des Umfanges und des Abstandes
des Mittelpunktes von einer Seite.
Folgt aus § 99 und § 109.
Bezeichnen a, r, u und / folgeweise die MaBzahlen fiir die Seite eines regel-
maBigen w-Eckes, fiir den Abstand seines Mittelpunktes von einer Seite,
fiir den Umfang und den Flacheninhalt, so ist

(a + b) . h

, , u . r na .r
u = na und / = —- - -

A A
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u 2/2/ 2/a — —; u = —; r = — und a — —•n r u nr
Der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite kann nicht willkurlich
angenomraen werden, er hangt auf eine ganz bestimmte Weise von der
Lange der Seite ab. Um namlich die MaBzahl fiir den Abstand des Mittel¬
punktes von einer Seite zu finden, mufi man die MaBzahl der gegebenen
Seite

Der Schiller zeige, daB die fiir das Quadrat angegebene Zahl richtig ist.
Die anderen Zahlen konnen an dieser Stelle noch nicht berechnet werden.

Aufgaben:
1. Wie grofi ist in jedem der eben angefiihrten regelmaBigen Vielecke a) der

Umfang, b) der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite, c) der Flachen-
inhalt, wenn eine Seite 12-54 cm betragt?

2. Der Umfang eines regelmaBigen Fiinfeckes ist 21 -5 dm. Wie grofi ist der
Flacheninhalt?

3. Es soli eine regelmafiige, achtseitige Laube, deren Seite 2 m lang ist, aus-
gesteckt werden. Wie grofi ist der dazu erforderliche Flachenraum?

Das unregelmaBige Vieleck. § 112 .
Den Flacheninhalt eines unregelmdfiigen Vieleckes kann man vorzilglich
auf folgende zwei Arten bestimmen:
a) Man zerlegt das Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke, berechnet jedes
derselben und addiert alle Dreiecksflachen.
b ) Man zieht die langste Diagonale des Vieleckes und fallt darauf von allen
iibrigen Eckpunkten Senkrechte; dadurch zerfallt das Vieleck in lauter
rechtwinklige Dreiecke und Trapeze, aus denen sein Flacheninhalt berechnet
werden kann. Dabei werden die Senkrechten als Grundlinien der Dreiecke
oder als parallele Seiten der Trapeze, die Abschnitte der Diagonale als
Hohen betrachtet.

Aufgaben:
1. In dem Vielecke ABCDEFG (Fig. 137) ist gegeben: BG — 39 m, BE =

42'5wi, CD = 31‘5 m, GE — 39‘5 m, Aa = 1L6 m, Cc = 19’7 m,
Ee = 12T m, Bb = 35'4 m, Ff = 16'4w. Die Flache zu suchen.
Bei den Bereehnungen der einzelnen Flachen kommt bei jeder die Division
durch 2 vor. Welcher Rechnungsvorteil ist moglich?
Mocnik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. B. KI. d. Mittelschulen. 6
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Fig. 137. Fig. 138.

A
V
j

2. In dem Vielecke ABCDEFGHJ (Fig. 138) ist gegeben: Bb = 605 m,
Cc = 57-2 m, Dd = 46 m, Ff = 52-3 m, Gg = 121 m, Hh = 171 m,
Ji = 631 m\ ferner Ai = 91 m, ih = 29 -2 m, hb = 221 m, bg = 31 m,
g c = 19 -2 m, cf = 151 m, fd = 16 -8 m, dE = 34’8 m. Die Flache
zu suchen.

3. Das Querprofil eines Flusses (Fig. 139) zu Fig. 140 .
on« r> a.n.Ti «+-.£»Vi prir! pri Dimon.

gemessen werden, um sie aus den in der Figur enthaltenen Streifen
annaternd bereehnen zu konnen? Wie sind die Strecken ab, h c, cd zu
wablen, damit der Febler nicbt zu grofi wird?

§ 113. a) Der Umfang eines Kreises.
Das einem Kreis eingeschriebene regelmafiige Sechseck hat einen kleineren,
das umgeschriebene regelmafiige Sechseck einen grofieren Umfang als der
Kreis. Bestimmt man daher die Umfange dieser Sechsecke, so erhalt man

- zwei Werte, zwischen denen die Peripherie des Kreises liegt. Koch enger
wird die Peripherie durch die Umfange der dem Kreise ein- und um-
geschriebenen 12-, 24-, 48ecke usw. eingeschlossen. So findet man bei
fortgesetzter Verdopplung der Seitenzahl:
Umfang des eingeschriebenen regelmafiigen 3072 eckes = 3141592 . ... d,

■vvenn d die Lange des Durchmessers bedeutet.
Welche Grenzen fiir die Peripherie liefern das einem Kreise eingeschriebene

regelmafiige Sechseck und das umgeschriebene Quadrat?

a b c dc

J 3 umgeschriebenen = 3111594 _ Xd,
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Da nun die Peripherie des Kreises immer zwischen den Umfangen der ein-
und der umgeschriebenen Vielecke iiegt, so miissen die Dezimalstellen,
in welchen die Umfange des ein- und des umgeschriebenen 3072eckes liber-
einstimmen, notwendig auch fiir die Peripherie des Kreises gelten. Man
hat daher auf 5 Dezimalstellen genau

Peripherie des Kreises = 3'14159 . . X d.
Die Zahl 314159 . . mit welcher man den Durchmesser eines Kreises
multiplizieren muB, um die Peripherie zu erhalten, heifit die Ludolfische
Zahl, da sie von Ludolf van Ceulen auf eine groBere Zahl von Dezimal-
stelleir berechnet ivurde, und wird mit dem griechischen Buchstaben n po*.
bezeichnet. Sie ist die Verhaltniszahl zivischen dem Kreisumfang und dem
Durchmesser. Sie laBt sich nicht durch einen endlichen Dezimalbruch
genau ausdriicken, kann aber mit jedem Grade der Annaherung bestimmt
werden. In Rechnungen, welche keine grobe Genauigkeit erfordern, ist
der Naherungswert n — 314 . . . oder n — 3= ausreichend.
Bezeichnen d, r und p folgeweise die MaBzahlen des Durchmessers, des Halb-
messers und der Peripherie eines Kreises, so ist nach dem Vorhergehenden

p = dn oder p = 2 rn, daher
T)d = - und r = ~ oder r — ....
71 2i7Z

Die in diesen Gleichungen enthaltenen Satze auszusprechen.
Der Schiller priife die Richtigkeit der Gleichung p = dn durch Hinrollen
einer kreisformigen Scheibe auf einem Meterstabe.
Wenn der Halbmesser eines Kreises mit 2, 3, 4 . . . multipliziert oder durch
diese Zahlen dividiert wird, wie dndert sich dadurch sein Vmfang? (Die Kreise
sind dhnlich.) Wie der Radius bei Verdoppelung des Umjanges?
b) Lange eines Kreisbogens/ _
Da der Umfang eines Kreises 2 rn ist, so ist die Lange eines Bogen-

V p

. 2 rn rngrades __ = ;

im LangenmaB b =

180 b
r = und m =

hat ein Bogen m Bogengrade, so ist seine Lange (b)

TJlTU . Da mithin r nm = 180 & ist, so erhalt man
180
180 b

nm
Aufgaben:

1. Der Halbmesser eines Kreises ist 13 m. Wie grofi ist die Peripherie?
2. Der Durchmesser d eines Kreises ist a) 5'8 m, b) 3'85 m, c) 5'83 . . . m,

d) 2'874 . . . m. Wie grofi ist die Peripherie? (n = 31416 . . .)
3. Wie grofi ist der Umfang p eines Kreises, dessen Halbmesser ra) 2 m,

b) 3'8 dm, c) 715 cm, d) 3'479 ... m ist?
4. Wie grofi ist a) der Durchmesser, b) der Halbmesser eines Kreises, dessen

Peripherie 20 m betragt?
6*
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5.
{•

Wie grofi ist r fiir
a) p = 2‘5 m, b) p = 131 '95 dm, c) p = 18'34 dm, d) p = 15'247 . . . m?
Der Minutenzeiger einer Utr ist 14 cm lang. Welclie Lange tat der Weg,
den seine Spitze in einer Stunde beschreibt?
Der Umfang eines Baumes ist 8 dm 6 cm. Wie grofi ist der zugehorige
Durcbmesser?
Man will einen kreisrunden Tisch fiir 8 Personen macben. Wie grofi wird
man den Durchmesser dazu nehmen, wenn man auf eine Person 8 dm des
Umfanges rechnet?
Jeder Grad des Erdaquators ist 15 geographische Meilen lang. Wie grofi
ist a) der Umfang, b) der Halbmesser des Aquators?
Ein Erdglobus bat 6 dm im Durcbmesser. JVelche Lange hat der Aquator

, . desselben?
1°X Ein Wagenrad, dessen Durchmesser 1'1 m betragt, bat auf einer zuriick-

gelegten Strecke 240 Umlaufe gemacbt. Wie lang war die-Strbeke-?
An einem Wagen bat jedes Vorderrad 1 m und jedes Hinterrad P4 m
Durcbmesser. Wieviel Umlaufe bat jedes Ead gemacbt, wenn der Wagen
eine Strecke von 1 km zuriickgelegt bat?
\Velcben Durcbmesser hat ein Lokomotivrad, das sicb auf einem Schienen-
wege von 990 m 215 mal umdrebt?
IVelcbe Strecke legt ein Eisenbabnzug in einer Minute zuriick, wenn das
Triebrad der Lokomotive einen Radius von Pl m bat und in einer Minute
210 Umdrehungen macbt?
Mit welcher Geschwindigkeit mufite sich ein Eisenbahnzug am 21. Marž
oder am 23. September am Aquator bewegen, um die Sonne stets gerade
ober sich zu baben? (Radius der Erde 6378 km..)
Welchen Weg legt die Erde taglich in ihrer Babn um die Sonne zuriick?
(Mittlerer Radius der Erdbabn 149,500.000 km.)
Der Durcbmesser der Winde bei einem Brunnen ist 37 cm. Wie tief ist
der-Brumiettr wenn das Seil, das bis auf den Boden reicbt, 12 mal um die
Winde gebt?
Bestimme die Bogenlange von a) 56°, b) 120°, c) 270° in einem Kreise vom
Halbmesser 1 m !
Der Durcbmesser eines Kreises ist a) 1 m, b) 2 m, c) 3 m. IVelcbe Iiange
hat in jedem dieser Kreise ein Bogen von 60°?
Der franzosische Arzt Jean Fernel fu-hr am 25. August 1525 auf der
nahezu im Meridian liegenden Strafie Paris-Amiens einen Meridiangrad
ab und fand, dafi dabei ein Rad seines Wagens 17024 Umlaufe machte.
Wie groB ist der Erdradius, wenn der Dbrchmesser des Rades = 2 -08w war?

21. Wie lang ist ein Aquatorgrad auf der Erde (Erdradius 6378 km), wie
lang auf der Sonne, wenn der Sonnenradius 109 mal so grofi ist wie der
Erdradius ?

22. Wie grofi ist der Langen- und Zeitunterscbied zweier Punkte desAquators,
die einen Abstand von 1000 km baben?

23. Ein Bogen von 48° bat 1'26 m Lange. Wie grofi ist der Halbmesser dieses
Kreises?

24. Welchen Durcbmesser bat ein Kreis, in welchem ein Bogen von 15° a) 3 dm,
b) 7 - 5 dm, c) 25'2 dm, d) 4'5 cm, e) P627 ... m lang ist?

6 .

7.

8 .

*
10 .

12 .

13.

/
/
K

x n. *j/1 '
18.

19.

20 .
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25. Wieviel Grade hat ein Bogen von P853.. .m Lange, wenn der Kreisdurch-

messer 2 m lang ist?
Flaeheninhalt eines Kreises und seiaer Teile. §114.
a) Die Mafizahl fur den Flaeheninhalt eines Kreises ist gleich dem halben
Produkte aus den Ma/izahlen der Peripherie und des Halbmessers.
Folgt aus § 99 und § 109.
Bezeichnet / den Flaeheninhalt und p die Peripherie eines Kreises, dessen

Halbmesser r ist, so hat man / = .

d? . . 2 / ji . t
Da aber p — 2 m ist, so ist auch / = ——- - oder / = r2n.

Die Mafizahl fur den Flaeheninhalt eines Kreises ist gleich der zweiten
Potenz der Mafizahl des Halbmessers multipliziert mit der Ludolfischen Zahl.

Umgekehrt ist r2 — — unc| r ~ 1 / t
ji n

Wie andert sich die Fldche eines Kreises, wenn der Radius mit 2, 3, 4. . .
multipliziert oder durch diese Zahlen dividiert wird? (Die Kreise sind dhnlich!)
Umgekehrt: wie ist die Fldche abzudndern, wenn der Radius doppelt so grofi
werden soli?

Nachfolgende Tabelle zu ergdnzen.

Achte aul die Potenz, in welcher bei den obigen Anderungen des Halbmessers
a) der Umfang, b) die Flache des Kreises sich andert! Wie ist es beimWiirfel
beziiglich der Oberflache und des Volumens? (§ 36, Aufg. 5.)

Von wieviel variablen GroBen liangen nach den obigen Formeln die Peripherie
und die Flache eines Kreises ab?
b) Der Flaeheninhalt eines Kreisringes ist gleich der Differenz der Flachen-
inhalte der beiden konzentrischen Kreise, die den Ring einschlieBen.
Sind R und r die MaBzahlen der Halbmesser zweier konzentrischer Kreise
und / der Flaeheninhalt des von ihnen gebildeten Kreisringes, so hat man

/ = R2 jt — r2n = (R2 — r2)jr, oder
/ = (R + r) (R — r)n.

c) Die Mafizahl fur den Flaeheninhalt eines Kreisausschnittes ist gleich dem
halben Produkte aus den Mafizahlen der Lange des Bogens und des Halbmessers.
Folgt aus § 99 und § 109.
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Bezeichnet / den Flacheninhalt eines Kreisausschnittes mit dem Halb-
messer r und der Bogenlange b, so hat man

, b . r
>- r- h:

2 / , 2 /und r =
r b

oder b= f : — und r = f :
A A

Der Flacheninhalt eines Kreisausschnittes kann anch aus dem Radius und
dem Zentriwinkel m berechnet werden;

da b = rnm
180 ’

so ist / =
b . r r2 7im

Teo '
d) Um den Flacheninhalt eines Kreisabschnittes zu finden, berechnet man den
Flacheninhalt des zugehorigen Kreisausschnittes und subtrahiert davon den
Inhalt des Dreieckes, um welches der Ausschnitt grofier als der Abschnitt ist.

Aufgaben :
1. Der Flacheninhalt eines Kreises zu suchen, wenn der Radius 8 dm ist.
2. In einem Kreise ist der Halbmesser a) 2'65 m, b) 1 m 7 dm 8 cm, c) 35^ dm,

d) 3'475 ... m. Wie grofi ist der Flacheninhalt?
3. Wie grofi ist der Flacheninhalt eines Kreises, dessen Durchmesser a) 15 m,

b) 5'135 m, c) 8 dm S cm 4 . . . mm, d) 8'473 ... m betragt?
4. Wie grofi ist der Flacheninhalt eines Kreises, dessen Peripherie 24'41 ... cm

betragt?
5. Eine Scheibe hat 1 '48 ... m im Umfange. Wie grofi ist ihr Flacheninhalt?
6. Der Umfang eines Baumes ist 2$ m. Wie grofi ist der Flacheninhalt des

zugehorigen Querschnittes?
T Wieviel Menschen haben in einem kreisrunden Saale Platz, dessen Durch¬

messer 14 m ist, wenn auf einen Menschen 25 dm2 gerechnet werden?
8. Wie grofi ist der Flacheninhalt eines Kreisringes, wenn die zwei konzen-

trischen Kreise 5 m 6 dm und 4 m 4 dm zu Durchmessern haben?
9. Bestimme den Flacheninhalt eines Kreisringes, wenn die ihn einschliefienden

Kreisumfange 315 mm und 410 mm betragen!
10. Auf einer Schiefischeibe betragt der Durchmesser des inneren schwarzen

Kreises 0'15 m und die Breite des weifien Ringes 0'3 m. Wie grofi ist der
weifie Ring?

11. Um einen kreisrunden Turm von 32 m Umfang wird ein 3 m breiter Graben
gezogen. Welchen Flachenraum nimmt dieser ein?

12. Wie grofi ist der Flacheninhalt eines Kreisausschnittes, wenn
a) der Halbmesser 5'8 m, der Bogen 8'2 m,
b) ,, „ 0'17 dm, ,, „ 0'25 dm ist?

13. Ein Kreisausschnitt von 23'4 . ..cm Bogenlange hat 161 ... cm2 Flachen¬
inhalt. Wie grofi ist der Halbmesser?

14. Der Halbmesser eines Kreises ist 4 m, ein Zentriwinkel betragt 36°. Den
Flacheninhalt des zugehorigen Kreisausschnittes zu berechnen.

15. Ein Kreisausschnitt mit dem Zentriwinkel 57° 20' hat 12 cm Halbmesser.
Wie grofi ist sein Flacheninhalt?
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16. Ein Kreisaussehnitt, (lossen Halbmesser 6 cm ist, hat 41'357... cm2 Flachen-
inhalt. Wie grofi ist der zugehorige Zentriwinkel?

17. Einem Kreise, dessen Radius 2'7 m betragt, ist ein Quadrat eingeschrieben.
Wie grofi ist das durcb eine Seite desselben abgeschnittene Segment?

18. Einem Kreise, dessen Halbmesser 3'4 m ist, ist ein Quadrat eingeschrieben.
Wie grofi ist die Differenz der Flacheninhalte?

19. Der Flacheninhalt eines Kreises ist a) 10 dm2, b) 0'8659 m2, c) 3F47.. .dm2,
d) 23'4763... m2. Wie grofi ist der Halbmesser ? Wie m-iissen diese Zahlen
abgeandert werden, wenn die zugehorigen Halbmesser a) doppelt, b) halb so
grofi werden sollen?

20. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, der einem Quadrate mit der Seite
a) 2 m 3 dm, b) 3 -473 ... m flachengleich ist!

21. Die Flache eines Kreises betragt 4'0115...m2. Wie grofi ist die Peripherie?
22. Die Flache / eines Kreisausschnittes und der zugehorige Zentriwinkel m

sind gegeben. Man suche den Halbmesser.
Es ist mr2 n = 360 /, 'somit r2 und r?
Z. B.: / = 37‘72 .. . dm2 und m = 30°.

23. Wenn man die Flache eines Kreises vervierfacht, wie dndert sich der Umfang?
Wenn man den Umfang eines Kreises auf die Halfte verkleinert, was geschieht
mit der Flache ?

24. Mit wieviel Kilogramm darf ein vertikal aufgehangter Stahldraht von 3 mm
Durchmesser belastet werden, wenn die hochste noch zulassige Belastung
fiir 1 mm2 70 leg ist?
Die grofite noch zulassige Belastung wachst wie der Querschnitt. Wie grofi
darf also die Belastung sein, wenn der Durchmesser a) 1^ mm, b) 6 mm ist?

Anwendungen des Pythagoreischen Lehrsatzes. §115.

a) Das rechtwin1clige Dreieck.
Ist c die Mafizahl der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen
Katheten die Mafizahlen a und b haben, so sind a2, b2 , c2 die Mafizahlen der
Inhalte der liber den Seiten des reclitivinkligen Dreieckes errichteten
Quadrate. Somit erhalt der Pythagoreische Lehrsatz, dessen Richtigkeit
im geometrischen Sinne in § 100 bewiesen wurde, die Form

c2 = a2 + b2. c*
Dies ist der arithmetische Ausdruck fiir den Pythagoreischen Lehrsatz.

Der Schiiler zeichne ein rechtwinkliges Dreieck aus den Katheten 3 cm
und 4 cm. Die Messung ergibt fiir die Hypotenuse 5 cm. Er zeichne die Qua-
drate liber den Seiten und teile sie in Quadratzentimeter. Was ergibt die Ver-
gleichung der Zahl dieser Quadratzentimeter?
Die Seiten eines rechtwinkligen Dreieckes sind mithin derart voneinander
abhangig, dafi nur fiir zwei derselben die Wahl zulassig ist, durch diese aber
die dritte schon bestimmt ist.
1. Wie grofi ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen
Katheten 36 cm und 160 cm sind?
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Da c2 = a2 + b2 ist, so ist c = ]/a2 -j- b2 .
«2= 362 = 1296
b2 = 1602 = 25600, daher

c = 1/26896 == 164. c = 164 cm = 1 m 6 dm 4 cm1).
2. Gegeben ist die*Hypotenuse c und eine Kathete a; zu suclien die andere
Kathete b.
Aus 62 = c2 — a2 erhalt man

&=]/c2 — a2.
Ist z. B. die Hypotenuse 208 cm, eine Kathete 80 cm, so hat man

c2 = 2082 = 43264
a2 = 802 = 0^00. daher

b = ]/ 36864 = 192. b = = 1 m 9 dm 2 cm.
3. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieokes sind a) 35 m und 12 m,
b) 7'23... dm und 3'84... dm. Wie grofi ist a) die Hypotenuse, b) der Flachen-
inhalt, c) die Hohe auf die Hypotenuse?
4. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist a) die Hypotenuse 68 dm, eine
Kathete 32 dm ; b) die Hypotenuse 5'46.. m, eine Kathete2'72..m. Wiegrofi
ist die andere Kathete, wie grofi der Flacheninhalt?

Fig. 141. 5. Eine Leiter von 10 m Lange reicht bis zur oberen
q Kante einer Mauer. Wie hoch ist diese, wenn der Fufi

der Leiter 2'5 m von der Mauer absteht?
6. Den Abstand zweier Punkte A und B (Fig. 141) auf
dem Felde zu bestimmen, der sich direkt nicht messen
lafit. Man stecke ein rechtwinkliges Dreieck ABC ab,
messe AC und BC.

C AC = 40 m, BC = 22 m, AB=%
7. Wenn c konstant bleibt, a hingegen zu- oder abnimmt, wie andert sich 6?
(Durch Zeichnung undauch mit der Gleichung &= j/c2 —a2 zu untersuchen.)
b) Dii« Hs seien a, d und / die Mafizahlen der Seite, der Diagonale
und des Flacheninhaltes eines Quadrates.
1. Aus der Seite a eines Quadrates die Diagonale d zu berechnen.
Es ist d2 = a2 -j- a2 , oder d2 — 2 a2 ; mithin d — ]/2 a2 oder d = a ]/2.
2. Gegeben die Diagonale d ; zu suchen die Seite a und der Flacheninhalt /.

Da 2 a2 = d2, so ist a2 = -- = -daher a
2i 4 2

Aus / = a2 folgt dann / =
A

Der Schiller untersuche stets, \vie die gegebenen Stiioke beschaffen sein miissen,
damit die Aufgabe moglich ist. Die vorliegende Aufgabe ist immer mbglich. Wie
ist es bei der folgenden?
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3. Gegeben der Flacheninhalt /; gesucht wird a und d.
Aus a2 = / ergibt sich a = ]//T
Aus d2 = 2 a2 folgt ferner d2 = 2 f, somit d== |/ 2 /.
4. Die Diagonale eines Quadrates betragt 1 '4 m. Wie groB ist a) die Seite,
b) der Flacheninhalt?
5. Der Flacheninhalt eines Quadrates ist 15'1321.m2. Wie groB ist
a) die Seite, b) die Diagonale?
6. Wie lang ist die Seite eines Quadrates, welches der Summe zweier Quadrate
gleich ist, deren Seiten 2'58 dm und 9'34 cm sind?
7. Wenn die Seite eines Quadrates a) verdoppelt, b) halbiert wird, wie andert
sich a) die Diagonale, b) der Flacheninhalt? (Ahnliche Figuren!) -
c) Pas Rechteck. Man bezeichne die MaBzahlen der Seiten eines Rechteckes
durch a und b, die Maflzahl der Diagonale durch d und die MaBzahl des
Flacheninhaltes durch /.
1. Gegeben die Seiten a und b eines Rechteckes; zu suchen d und /.
Es ist d2 = a2 + b2, daher d = ]/a2 + b2 ; f = ab.
2. Gegeben ist eine Seite a und die Diagonale d; man berechne b und /.
Es ist b = )' d2 — a2.
Fiir den Flacheninhalt hat man / = ab = a] d2 — a2.
3. Wie groB ist die Diagonale eines Rechteckes von 5'6 m Lange und 3'3 m
Breite ?
4. Die Diagonale eines Rechteckes ist 7'3 dm, eine Seite desselben 4'8 dm.
Wie groB ist die Seite eines flachengleichen Quadrates?
dT) Pas Es sei in dem gleich-
seitigen Dreiecke ABC (Fig. 142) die Seite AB = BC
= AC — a, die Hohe CD= h und / die MaBzahl des
Flacheninhaltes.
1. Gegeben sei die Seite a; zu suchen h und /.

Fig. 142.
C

Es ist h2 ■- „ a- 3 a2 , 7 a/3^= a2 -, = , daher h =4 4 2
ali a al/3__a2 yir
2 2 ' 2 1

Wie viele variable und wieviele konstante (unveranderliche) GroBen kommen
in dieser Gleichung vor?
2. Gegeben die Flache, zu suchen a und h.

Es ist / = — |/3, a2 /3 = 4 /, a2 = { --- -, daher a =4 ~jd o f 3
3. In einem gleichseitigen Dreiecke betragt eine Seite 8 dm. Wie groB ist
a) die Hohe, b ) der Flacheninhalt?
4. Wie groB ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, das mit einem.
Quadrate von 15 dm Seitenlange flachengleich ist?
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5. Wenn die Seite eines gleichseitigen Dreieckes a) verdoppelt, h) halbiert
\vird, wie andert sich a) die Hohe, b) der Flacheninhalt? (Ahnliche Figuren!)
e^Da^leichschenMi^e_DrnecL Es sei in dem gleichschenkligen Dreiecke
ABC (Fig. 143) die Grundlinie AB — a, der Schenkel AC = BC = b und
die Hohe CD=h; die MaBzahl des Flacheninhaltes sei /.

1. Aus der Grundlinie a und dem Schenkel b die
Hohe h und den Flacheninhalt / zu berechnen.

Man hat (Fig. 143) h23 =b2 = b2 aA
' 4 ’

daher h = 142 — a“ , , ah
—; sodann / = —•

2. Gegeben die Hohe h und der Schenkel 5; zu suchen a und /.
)2 ah
= b2 — h2, daher — = ] b2 — h2 und a = 2 fb2 — h2 und damit f — —•

^ Z

3. In einem gleichschenkligen Dreiecke betragt die Grundlinie 4'8 drn und
jeder Schenkel 2'5 dm. Wie grofi ist a) die Hohe, b) der Flacheninhalt?
4. In einem gleichschenkligen Dreiecke betragt die Grundlinie 3'36 m und
die Hohe 4'25 m. Wie groB ist ein Schenkel?
5. Bei einem gewohnlichen Hausdache ist der Dachstuhl 14 m breit.
Wie lang miissen die Dachsparren werden, wenn der Dachstuhl 6 m hoch
sein soli?
6. Die alten Agypter machten die Landvermessungen mit Hilfe von gleich¬
schenkligen Dreiecken, deren Inhalt sie durch das halbe Produkt von Grund¬
linie und Schenkel bestimmten. Welcher Fehler wurde dabei bei einer
Grundlinie von 20 m und einem Schenkel von 60 m gemacht?
^JDa^r^dmaJSic^Sech^eck^l. Aus der Seite a eines regelmaBigen Sechseckes
den Flacheninhalt / zu bestimmen.
Da der Umfang des regelmaBigen Sechseckes 6 a, der Abstand seines Mittel-
punktes von einer Seite aber die Hohe eines gleichseitigen Dreieckes mit

der Seitenlange a und daher gleich so erhalt man:

6 a . a/3 3 a2 ]/ 3
'—4 - - = 2

2. Wie groB ist der Flacheninhalt eines regelmaBigen Sechseckes mit der
Seitenlange 4'24dm?
3. Ein Quadrat und ein regelmaBiges Sechseck haben gleichen Umfang,
namlich 2'4 m. Um wieviel ist der Flacheninhalt des Quadrates kleiner als
der des Sechseckes?
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4. Die in §111 fiir die Berechnung des Abstandes des Mittelpunktes eines
regelmabigen Sechseckes von einer Seite angegebene Zahl zu ermitteln.
q) Sehnen eines Kreises. 1. Der Halbmesser eines Kreises sei r, die Lange einer
Sehne s und ihr Abstand vom Mittelpunkte des Kreises a; infolge der
Abhangigkeit dieser Groben voneinander labt sich aus zweien die dritte
berechnen. (§ 115, a.)

r =

Aus den letzten zwei Ausdrucken ergibt sich:
1. Zwei Sehnen eines Kreises, welche vomMittelpunkte gleich weit abstehen,
sind einander gleich.
2. Von zwei Sehnen eines Kreises ist diejenige die grobere, welche einen
kleineren Abstand vom Mittelpunkte hat.
3. Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleichen Abstand vom Mittelpunkte.
4. Von zwei ungleichen Sehnen eines Kreises hat die grobere einen kleineren
Abstand vom Mittelpunkte.
Beispide.
1. Gegeben s = 24 cm, a = 7 cm; zu suchen r.
2. „ r = 29 cm, a = 21 cm; „ „ s.
3. ,, r = 35 cm, s =28 cm; ,, ,, a.
h). /!''/• \Yiirjel Ist die Seite des Wurfelss, so ist die Diagonale einer Flache
d = s }^2.
Unter der Diagonale des Wurfels versteht man die Strecke zwischen zwei
gegenuberliegenden Bckpunkten.
Da die Kante AB (Fig. 144) senkrecht auf der Grund- 144
flache des Wurfels steht, so bildet sie auch einen rechten
Winkel mit jeder Geraden, die durch ihren Fubpunkt A
in der Grundflache gezogen wird, daher auch mit der
Diagonalen d der Grundflache. Man iiberzeuge sich
davon mit Hilfe eines Winkelhakens von 90° oder des
Winkelbrettchens, indem man den einen Schenkel des
rechten Winkels in die Verlangerung von AB, den
andern in eine der beiden Grundflachen bringt. Mithin
ist (Fig. 144)

BC = D = yS2 + d- = fs2 + 2 s2 = P s2 = Sp.
Juader. Drei in einer Ecke zusammenstobende Kanten seien a, b, c

(Fig. 145).
Wieviel verschiedene Flachendiagonalen kommen vor? Sie zu berechnen.
Fiir die Diagonale D' des Quaders erhalt man

D'2 =-d2 -)- c2 = a2 + b2 + c2, daher D' = p2+ b2+ c2.
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Was geschieht mit D', wenn
a, b, c verdoppelt werden?
fc) Die Pgramide.
1. Die Hohe h einer geraden
quadratischen Pyramide aus der
Grundkante a und der Seiten-
kante s zu berechnen.

Da (Fig. 146) AO = -J2, so
Al

folgt aus dem rechtwinkligen

Dreiecke SOA: h = j/ s2 — —■

2. Ist a die Grundkante einer geraden Pyramide mit einem regelmaBigen
Sechseck als Grundflache und s eine Seitenkante, so ist zu zeigen, daJ5
Ji = y«2 — a2 ist.

Aufgaben:
1. Die Kante eines Wiirfels ist 2 m 3 dm. Die Diagonale desselben zu berechnen.
2. DieKanten eines Quaders sind: 2 dm, 3 dm, 4 dm. Die Diagonale zu berechnen.
3. Die Diagonale eines Wiirfels ist 1 '5 ni. Zu berechnen a) die Kante, b) die

Oberflache.
4. Die Grundkante einer geraden quadratischeii Pyramide ist 4 dm, die Hohe

7 dm. Wie grofi ist eine Seitenkante?
5. Die Grundkante einer geraden Pyramide mit einer regelmafiigen sechs-

seitigen Grundflache ist 2 dm, eine Seitenkante 7 dm. Wie grofi ist die Hohe?
Die Mafizahlen des Eadius r der Grundflache, der Seite s
h eines senkrechten Kegels sind nach. dem Pythagoreischen

Lehrsatze so voneinander abhangig, daB aus je zvveien die dritte berechnet
werden kann. Man hat:

Jer
und der Hohe

Fig. 145. Fig. 146.

s — yh2 r2, h — } — r2 , r — /s2 — h2.
Aufgaben

1. r = 5 cm, Ji — 12 cm; s = i
2. r = 11 cm, s = 61 cm; Ji = •
3. s = 2 -5 dm, Ji = 2 -4 dm; s = 'f • 1 '

Wie beschaffen miissen in der Aufgabe 2 die Werte s unaH-in der Aufgabe 3
die Werte s und h sein, damit die Aufgabe
Werten von Ji und r in der Aufgabe 1?

moglich ist? Wie ist es mit den

Vierzehnter Abschnitt.
1. Berechnung der senkrecliteu Prismen, Zjlinder, Pjramiden

und Kegel.
§116. Berechnung des senkrechten Prismas.

a) Die Oberflache.
Die Oberflache eines senkrechten Prismas besteht aus der doppelten Grund¬
flache und der Summe der Seitenflachen, dem Mantel. Ist u der Umfang
der Grundflache und s eine Seitenkante, so ist der Mantel M — us.
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Der Schiller bestatige die Richtigkeit der Formel durch Abwickeln des
Mantels in eine Ebene. Welche Figur ergibt sich?
b) Das Volumen.
Ein Quader und ein senkrechtes z. B. fiinfseitiges Prisma, welches mit dem
Quader gleiche Grundflache und Hohe hat, stehen auf derselben Ebene.
Man legt zu dieser Ebene durch die beiden Korper in gleichen unendlich
kleinen Abstanden parallele Ebenen. Durch diese werden die beiden Korper
in unendlich dimne Platten von gleichen Grundflachen und Hohen zerlegt,
welche daher gleiches Volumen besitzen. Daher ist auch das mehrseitige
Prisma gleich dem Quader.
Von der Richtigkeit kann man sich auch experimentell iiberzeugen:
1. Durch Wagung der beiden Korper, wenn sie aus demselben Materiale
bestehen.
2. Durch das gleich hohe Ansteigen von Wasser in einem kubizierten Ge-
fabe, wenn man beide Korper nach einander in die Fliissigkeit versenkt.
Es gilt daher der Satz:
Jedes senkrechte Prisma ist mit einem Quader von gleicher Grundflache und
Hohe inhaltsgleich.
Durch diesen Satz ist die Berechnung des Volumens eines jeden senkrechten
Prismas auf die eines Quaders -von derselben Grundflache und Hohe
zuriickgefiihrt.
Das Volumen eines senkrechten Prismas ist gleich dem Produkte aus der Grund-

V Vflache g und der Hohe h; mithin ist v= g h und g — j, h — —

Sind die Kanten eines Quaders a. b, c, so ist v — abc.
3 _

Fiir den Wiirfel ist v = s3, wenn s die Seite desselben ist, und s — jV.
Wie dndert sich das Volumen eines senkrechten Prismas, wenn die Grundflache mit
2, 3, 4, ... multipliziert oder durch diese Zahlen dividiert wird? Wenn man das-
selbe mit der Iiohe macht? Wenn m.an es an beiden Groben ausfuhrl?
Wie dndert sich das Volumen eines Quaders, wenn a) eine Kante, b) zwei
Kanten, c) alle drei Kanten einer Peke mit m multipliziert oder durch m. divi¬
diert werden? (Anivendung von c) auf den Wurfel.) (Die erhaltenen Wurfel
sind dhnlich!)

Aufgaben:
1. Wie grofi ist a) die Oberflache, b) der Kubikinhalt eines Wiirfels, dessen Seite

o) 12 dm, b) 2 m 3 dm, c) 0'575 . . . m, d) 2A78 . .. m ist?
2. Die Oberflache eines Wiirfels betragt 398’535 cm2. Wie grofi ist eine Kante

desselben? Wie grofi der Kubikinhalt? Wie schwer ist er, wenn die Dichte
des Materials 2 -4 ist?

3. Eine Seitenflache eines Wurfels betragt 3 m2 61 dm2. Wie grofi ist der Kubik¬
inhalt?

4. Der Kubikinhalt eines Wurfels ist 6434'856 . . . cm9. Wie grofi ist dessen
Oberflache?

5. Es soli ein wurfelf6rmiges, oben offenes Gefiifi von 0’38 m Kantenlange an-
gefertigt werden. Wieviel Quadratmeter Kupferbleeh braucht man?
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6. Bin wiirfelf6rmiges Gefafi tat 4-8 dni innere Weite. Wie viel Liter fafit es?
7. Wie sctwer ist ein Wurfel mit der Seite 3 dm 7 cm, wenn 1 dm3 des Materiales

0'86 kg wiegt?
8. Ein Wiirfel von 2 dm Seitenlange wiegt 16 kg. Wieviel wiegt ein anderer

Wiirfel aus demselben Materiale von 6 dm Seitenlange?
9. Es soli ein Wiirfel gemacht werden, welclier der Summe zweier Wiirfel

gleiot ist, deren Kanten 5'4 dm und 4'9 dm sind. TVelche Lange mufi man
einer Kante desselben geben?

10. Das Gewicht eines Wiirfels ist 1 kg 23 g. Wie groB ist eine Seite desselben,
wenn die Dichte des Materiales 8’4 ist?

11. Wenn ein holiler Wiirfel 20 kgWasser fafit, wie grofi ist eine Seite desselben?
12. Wenn man das Volumen eines Wurfels achtmal so grofi macht, wie andert

sich die Oberflčiche?
13. TVenn man das Volumen eines Wurfels auf ein Achtel verkleinert, wie andert

sich die Oberfldche ?
14. Wie grofi ist der Kubikinbalt eines senkrechten Prismas, dessen Grund¬

flache 5 dm2 46 cm2 und dessen Hohe 2 dm 9 cm ist?
15. Die Grundflachen eines 2'4 dm hohen senkrechten Prismas sind rechtwinklige

Dreiecke mit den Katheten 0'5 dm und 1‘2 dm. Berechne a) die Oberflache,
b) den Kubikinbalt.

16. Der Inhalt eines senkrechten Prismas ist 5'85 m3, die Hohe l'3m. Wie grofi ist
die Grundflache?

17. Die Hohe eines senkrechten Prismas ist h, die Grundflache ein gleich-
seitiges Dreieck mit der Seitenlange a. Man berechne die Oberflache und
den Kubikinhalt.

Der Umfang der Grundflache des dreiseitigen Prismas ist 3 a, der

Flacheninhalt
I 3 daher ist

a2 ]/3 3 ah = a I -j- 3 h j.

Fiir den Kubikinhalt hat man v =
a2 h j/ 3

4
18. Wie grofi sind Oberflache und Inhalt eines senkrechten dreiseitigen Prismas,

weml jede Kante 3 dm betragt?
19. Die Hohe eines senkrechten Prismas ist h, die Grundflache ein regel-

mafiiges Sechseck mit der Seitenlange a. Man bestimme die Oberflache
und den Kubikinhalt.

20. Die Grundflache eines senkrechten Prismas ist ein regelmafiiges Sechseck,
die Hohe gleich 1 m 8 dm. Wie grofi ist die Seitenoberflache, wenn eine
Seite der Grundflache 1 m 1 dm ist?

21. Ein Wiirfel ist inhaltsgleich einem senkrechten Prisma, dessen Grundflache
ein regelmafiiges Sechseck mit der Seitenlange 5 cm ist. Wie grofi ist die
Kante des Wiirfels, wenn die Seitenkante des Prismas 8 cm betragt?

22. Der Dachraum einer Scheune bildet ein dreiseitiges senkrechtes Prisma,
dessen Grundflache 5'6 m zur Grundlinie, 5 m zur Hohe hat und dessen Hohe
(Lange des Daches) 8'4 m betragt. Wieviel Kilogramm Heu kann dieser
Raum aufnehmen, wenn lm3 Heu 114 7c<7 wiegt?

23. Ein prismatischer Balken ist 5 m lang und hat zu Grundflachen Trapeze, in
denen die Parallelseiten 40 cm und 30 cm sind und die Hohe 15 cm betragt.
Wie grofi ist der Inhalt?
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24. Die Seitenoberflache einer 4’2 m boben senkrecbten Saule, deren Grundflache

ein regelmafiiges Sechseck mit der Seitenlange 0'4 m ist, soli einen Olanstrich
erbalten. Wieviel kostet derselbe, wenn fiir das Quadratmeter l| K gezablt
werden?

25. Geniigt ein 8 m langes, 5'5 m breites, 3'8 m bobes Zimmer fiir 40 Schiiler,
wenn auf einen Schiiler 2-9 m3 Luftraum kommen sollen?

26. Ein Quader aus Granit bat eine quadratische Grundflacbe mit der Seiten¬
lange 18 cm, eine Seitenkante ist 36 cm lang. Wie grofi ist das spezifiscbe
Gewicht des Granites, wenn das Gewicbt des Quaders 32'7 kg betragt?

27. Wie schwer ist eine Platte aus GuBe,isen, welche l'9m lang, 0'2» breit
und 0'04 m dick ist, wenn die Dicbte des GuBeisens 7 -21 ist?

28. Die Bodenflache eines senkrechten prismatiscben Gefiifies von 1 m Lange
und 5 dm Breite kann nur einen Druck von 170 kg aushalten. Bis zu
welcher Hohe kann dieses Gefafi mit 01 (d = 0'92) gefiillt werden?

29. Die GroBe des Luftdruckes auf eine Flache ist gleicb dem Gewicht einer
Quecksilbersaule, deren Grundflache jene Flache und deren Hobe der
jeweilige Barometerstand ist. Wie grofi ist der Luftdruck auf eine Flache
von 1 dm2 bei einem Barometerstande von 742 mm?

30. Wie grofi ist die Wassermenge, welche a) in einer Sekunde, b) in einer Minute
durch das Querprofil (des Flusses Fig. 139) stromt, wenn die Geschwindig-
keit des Wassers 1 '3 m in der Sekunde betragt?

31. Wie scbwer ist ein massiver Wiirfel von 2'9 dm Seite, wenn er 2'4 dm tief
in Wasser einsinkt? Wie grofi ist sein spezifisches Gewicht?

Berechnung des senkrechten Zylinders. i

a) Die Oberflache.
Der Schiller priife an dem Netze eines senkrechten Zylinders die Richtigkeit
des Satzes:
Die MaBzahl der Mantelflache eines senkrecbten Zjdinders ist gleich dem
Produkte aus den Mafizahlen des Umfanges der Grundflacbe und der Hohe.
Es ist daher m = 2r nh.
Ist o die ganze Oberflache, so ist mithin: o — 2 r2n + 2r nh= %r n(r -f- h).
Der Schiller leite daraus die Formeln fiir den gieichseitigen Zylinder ab:
m = 4 r2 ji, o = 6 r2 n.
Was geschieht mit dem Mantel eines senkrechten Zglinders, wenn a) r mit 2, 3,
4, ... multipliziert oder durch diese Zahlen dividiert mrd; b) wenn dasselbe
mit h geschieht; c) wenn beides ausgefuhrt wird und wie im letzteren Falle die
Oberflache?
b) Das Volumen.
Da der senkrechte Zylinder als ein Prisma, dessen Grundflachen Kreise
sind, betrachtet rverden kann, so folgt:
Die MaBzahl des Volumens eines senkrechten Zylinders ist gleich dem
Produkte aus den Mafizahlen der Grundflache und der Hohe; mithin
ist v= r9- n h. Fiir den gieichseitigen Zylinder ist die Formel abzuleiten:
v = 2 n.

117 .
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Wie andert sich das Volumen eines senkrechten Zylinders, wenn a) der Radius,
b) die Hohe verdoppelt wird? Wie, wenn beides geschieht?

Wie andert sich a) dieOberflache, b) dasVolumen eines gleichseitigen Zjlinders,
wenn der Radius a) verdoppelt, b) verdreifacht wird?

(Die erhaltenen gleicbseitigen Zylinder sind ahnliche Korper!)
Die Mantelflachen zweier senkrechter Zylinder mit gemeinschaftlicher Achse
begrenzen mit den beiden zugehorigen Kreisringen eine zylindrische Rohre.
Ihr Volumen ist v = nli (R2 — r2).
Suche in den obigen Formeln fiir m, o und v die Zahl der variablen und der
konstanten Groben auf!

Aufgaben:
1. Bereelme 1. die Oberflache, 2. den Kubikinhalt folgender senkrechter

Zylinder:
a) Durchmesser der Grundflache 23 dm, Hohe 14 drn;
b) Halbmesser der Grundflache 8'25 dm, Hohe 5 -24 dm!

2. Wie grofi ist die Oberflache eines senkrechten Zylinders, in welchem die
Seite 3 dm 4 cm und der Umfang der Grundflache 7 dm 8 cm betragt?

3. Der Durchmesser eines gleichseitigen Zylinders ist 2‘43 ... dm. Wie grofi ist
der Kubikinhalt?

4. Die Mantelflache eines senkrechten Zylinders betragt 7 m2 4 dm2, der Umfang
der Grundflache l'76w. Wie grofi ist der Kubikinhalt des Zylinders?

5. - Die Mantelflache eines senkrechten Zylinders ist 62'84 ... dm2 , der Durch¬
messer der Grundflache 4'2 .. . dm. Wie grofi ist die Hohe?

6. Wie schwer ist ein gleichseitiger Zylinder, dessen Radius 7 cm 8 mm. mifit,
wenn 1 dm8 des Materiales 8'4 leg wiegt?

7. Wie grofi ist der Halbmesser eines gleichseitigen Zylinders, wenn a) dessen
Mantelflache 10 dm2, b) dessen Inhalt 10 cm3 betragt?

8. Ein Brunnen hat eine zylindrische Form mit 14 dm im Durchmesser; wenn
nun das Wasser 3 m hoch steht, wieviel Hektoliter sind es?

9. Wie oft wird sich eine Walze um ihre Achse drehen miissen, wenn ein Stiick
Feld von 20 a ganz iiberwalzt werden soli und die Walze l'6m lang ist
und 0'3 m im Durchmesser hat?

10. Ein zylindrisches Gefafi soli 1 1 halten. Wie hoch mufi es sein, wenn der
innere Durchmesser 108 mm betragt?.

11. Wie grofi ist der Durchmesser eines zylindrischen Gefafies, das 5'03 dm
hoch ist und 1 U halt?

12. Eine Feuerspritze hat 2 Zylinder (Stiefel), deren innerer Durchmesser 1’8 dm
betragt; die Hubhohe des Kolbens ist in jedem 2'3 dm und jeder Kolben
steigt wahrend einer Minute 25mal hinauf. Wieviel Hektoliter Wasser wird
diese Feuerspritze wahrend einer Stunde unausgesetzter Wirksamkeit ver-
spritzen?

13. Der innere Durchmesser eines runden Turmes ist 4'2 m, die Mauer ist 1'2 m
dick. Wieviel Kubikmeter enthalt die Mauer, wenn die Hohe des Turmes
14 -5 m betragt?

14. Eine gufieiserne Walze von 1'2 m Lange und 11 cm Durchmesser wird so
weit abgedreht, dafi der Durchmesser nur 9’5 cm betragt. Um wieviel ist die
abgedrehte Walze kleiner als die friihere?



97

J5. Zu einer Wasserleitung von 84 m Lange braucht man Rohren von Blei,
welche 6 cm dick sind und deren Weite im Lichten 4 cm betragt. Wieviel
kostet das Blei, wenn 1 dm3 desselben 11 ‘35 kg wiegt und das Kilogramm
Blei mit 60 h bezahlt wird ?

16. Eme Walze aus Messing soli 32 kg wiegen und 3 dm lang sein. Welchen
Durelimesser muB man der Walze geben? (d = 8'4.)

17. Es soli ein gleichseitiger Zylinder aus GuBeisen vom Gewiclite 1 kg gegossen
werden. Welolien Durchmesser mufi er haben?

18. Der Ring eines Schwungrades aus GuBeisen (d = 7‘2) kat die Form eines
senkreckten Holilzylinders. Wie sckwer ist er, wenn seine Halbmesser
2 m und 2'4 m sind und die Hohe 0'34 m mifit?

19. Ein senkrec-htes zylindrisckes GefaB mit dem Radius der Grundflache 4 cm
ist bis zu der Hohe von 12 cm mit (Juecksilber (d = 13 -6) gefiillt. Wie grofi ist
das Gewicht des Quecksilbers? Wie grofi der Boden- und Seitendruck?

20. Man bringt einen unregelmaBig geformten Stein in Wasser, welches in cinem
senkrechten Zylinder von 5 cm Halbmesser sich befindet und sieht, daB
das Wasser um 8 cm steigt. Welchen Ra-um nimmt der Stein ein?

21. Ein gleichseitiger Zylinder mit dem Radius der Grundflache = 1 -2 dm
\viegt 21‘704 kg. Wie grofi ist das spezifische Gewicht des Materiales?

22. Wie andert sich das Volumen einer zglindrischen Rohre, wenn h verdoppelt
wird? Wenn R und r verdoppelt werden? Wenn R und r verdoppelt, hingegen
h viermal so kle-in geivahlt wird?

Berechnung der senkrechten Pyramide. §118.
a) Ofierflache.
Die Oberflaehe einer senkrechten Pyramide ist die Summe aus der Grund¬
flache und dem Mantel. Der letztere besteht aus soviel gleichschenkligen
Dreiecken als die Grundflache Kanten hat. Da diese Dreiecke im allgemeinen
voneinander verschieden sind, so mufi jedes einzeln berechnet werden,
die Summe ihrer Inhalte gibt den Mantel. Bei einer regelmafiigen Pyramide
sind alle Seitendreiecke kongruent (Kongruenzsatz?). Die Mafizahl des
Mantels einer regelmafiigen Ptjramide ist daher dem Produkte aus der Mafi-
zahl des Inhaltes einer Seitenfldche und der
Zahl derselben gleich.
b) Volumen.
1. Das Volumen einer regelmiiBigen vier-
seitigen Pyramide. Zieht man (Fig. 147)
die vier Diagonalen des Wurfels und legt
durch je zwei aufeinander folgende eine
Ebene, so wird der Wiirfel in sechs kon-
gruente regelmaBige vierseitige Pyramiden
zerschnitten. Die Grundflache einer derselben
z. B. ABCD ist eine Flache des Wiirfels,
ihre Hohe SO ist der halben Wiirfelkante
gleich, da 00' ein Durchmesser des Parallelo-
grammes DBFH ist. Mithin ist das Volumen

Močnik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f d. 1. b. 3. KI. d. Mittelschulen. 7
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der Pyramide SABOD = — = . h,
0 O L O

wenn a die Wlirfelkante

und h die Hohe der vierseitigen Pyramide bedeutet.
d. h. das Volumen einer regelmafiigen vierseitigen Pgramide ist dem dritten
Teile des Produktes aus ihrer Grundflaehe und Hohe gleich.
2. Das Volumen einer senkrechten Pyramide.
Die Pyramide sei z. B. eine fiinfseitige. Sie ist inhaltsgieich mit einer regel-
maBigen vierseitigen Pyramide von gleicher Grundflaehe und Hohe. Denn
stellt man beide auf dieselbe Ebene, so miissen sie nach der Entstehungs-
weise der Pyramide (§ 93) mit jeder zu dieser Ebene parallel gelegten Ebene
paarweise gleiche Schnittfiguren ergeben. (Modeli!) Man kann mithin
beide Pyramiden in gleich viele sehr dimne paarweise inhaltsgleiche Platten
zerlegen. Es miissen daher die beiden Pyramiden selbst inhaltsgieich sein.
Eine experimentelle Bestatigung des Satzes konnte wie in § 116 b ausgefiihrt
werden.
Es gilt folglich der Satz:
Eine jede senkrechte Pgramide ist einer regelmafiigen vierseitigen Pgramide
von gleicher Grundflaehe und Hohe inhaltsgieich.
Sind v, g und h beziehungsweise das Volumen, die Grundflaehe und die

9 h
3 '

Hohe einer senkrechten Pyramide, so ist v -

Ferner 3 v = gh und

Aufgahen:
9 =

3 v
X’

1. Die Grundflaehe einer regelmafiigen Pyramide ist ein Quadrat von 6 dm
Seitenlange, die Seitenhohe ist 12'37 dm; wie grofi ist die Oberflache?

A. Bereclme den Kubikinhalt folgender senkrechten Pyramiden:
dy Grundflaehe: ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite 2'34 ... m; Hohe
4'82 . . . m;
b) Grundflaehe: ein Quadrat mit der Seite 4'34 . . .m; Hohe 2 -45 . . . m;
c) Grundflaehe: ein regelmaBiges Sechseck mit der Seite 0 -837...m;
Hohe 1'246 ... m.

X Der Kubikinhalt einer senkrechten Pyramide ist 0 -6264 m3, die Hohe
0’9m; wie groB ist die Grundflaehe?

4. Die Grundflaehe einer senkrechten Pyramide ist ein Rechteck von 3 dm
4 cm Lange und 1 dm 9 cm Breite, der Kubikinhalt ist 17 dm3 955 cm3 ;
wie groB ist die Hohe?

5. Aus der Kante a eines Tetraeders die Oberflache zu berechnen.
6. Ein Wih’fel hat dieselbe Oberflache wie ein Tetraeder mit der Kante 1 dm;

wie grofi ist die Kante des Wiirfels?
7. Die Seitenhohe einer regelmafiigen vierseitigen Pyramide ist 5 cm, die Grund-

kante 8 cm. Die Oberflache und den Inhalt zu berechnen.
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8. Die Grundflaclie einer senkrechten, I '4 m Iiohen Pyramide ist ein Rechteck
mit den Seiten 6 dm und 8 dm ; man berechne die Seitenkante und die Ober¬
flache der Pyramide.

9. Es soli eine Pyramide, deren Grundflache 1 m2 15 dm2 und deren Hohe 2 m
betragt, aus Eisen gegossen werden; wieviel vvird sie wiegen, wenn 1 dm3
Eisen 7'21 kg wiegt?

10. Wie grofi ist das Gewicht einer senkrecliten Pyramide aus Marmor, wenn
die Hohe 3 m und eine Seite der quadratischen Grundflaclie 5 dm betragt
und 1 dm3 Marmor 2'72 kg wiegt?

Bereehnung des senkrechten Kegels. §119.

a) Die Oberflache.
Die Oberflache eines Kegels findet man, indem man die Summe aus der
Grundflache und dem Mantel bildet.
Da der Mantel eines senkrechten Kegels abgewicke.lt einen Kreisausschnitt
gibt, dessen Bogen und Radius beziehungsweise dem Umfange der Grund-

s
flache und der Seite des Kegels gleich sind, so ist M — 2 m . ——nr s,

Z
wenn M, r und s die Mafizahlen des Mantels, des Halbmessers der Grund¬
flache und der Seite des Kegels sind.
Ist der Kegel ein gleichseitiger, so ist s = 2 r und

M — r n . 2 r = 2 r2 n.

Die ganze Oberflache O eines senkrechten Kegels ist

O = r n s -|~ /2 n = r n (r -j- s).

Ist der Kegel gleichseitig, so ist 0 = 3 r2 n.

b) Das Volumen.
Da ein senkrechter Kegel als eine senkrechte Pyramide, deren Grundflache
ein Kreis ist, betrachtet werden kann, so folgt:
Die Mafkahl jur das Volumen eines senkrechten Kegels ist gleich dem dritten
Teile des Produktes aus den Mafizahlen der Grundflache und der Hohe.
Ist r der Halbmesser der Grundflache und h die Hohe des Kegels, so ist das
Volumen

r2 n h
v = —5—;

daher 3 n — r2 n h und h — -r—, r = 1/—j-.
r2 ji |'ji h

Ist statt der Hohe h die Seite s eines senkrechten Kegels gegeben, so ist
h — j; s2 — r2, daher _

r2 n /s2 — r2

7 *
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F tir den gleichseitigen Kegel ist s — 2 r, daher h — r ]'o, und

r3 ji V0

Wie andert sich das Volumen eines senkrechten Kegels, \venn man a) den
Radius, b) die Hohe verdoppelt, c) beides macht?
Wie die Oberflache und das Volumen eines gleichseitigen Kegels bei Ver-
doppelung des Halbmessers? (Die beiden gleichseitigen Kegel sind ahnliche
Korper!)

Aufgaben:
1. Suche die Mantelflache eines senkrechten Kegels, dessen Grundflache 118 cm

zum Halbmesser hat, und dessen Seite 15*5 cm betragt!
2. Berechne den Kubikinhalt folgender senkrechter Kegel:

a) Halbmesser der Grundflache 6'2 dm, Hohe 7*5 dm;
b) „ „ „ 14-|-cm, „ 23-g- cm ;
c) „ „ ,, lm ld»8...«, ,, 2m idm 6.. .cm !

3. Der Halbmesser der Grundflache eines senkrechten Kegels ist 12 cm, die
Hohe 35 cm; wie groB ist die Oberflache und das Volumen?

4. Die Seitenlange eines gleichseitigen Kegels ist 7*5 dm; wie groG ist a) die
Oberflache, b) der Inhalt?
\Die Oberflache eines gleichseitigen Kegels ist 2530 cm2 ; wie grofi ist dessen

Kubikinhalt?
6. Der Kubikinhalt eines gleichseitigen Kegels ist 0*16 m3 ; berechne dessen

Oberflache!
7. Der Halbmesser der Grundflache eines senkrechten Kegels ist 1*5 m, die Seite
1'8»; eine Pyramide hat mit dem Kegel denselben Scheitel und zur Grund¬
flache ein der Grundflache des Kegels eingeschriebenes Quadrat; wie grofi
ist die Differenz der Kubikinhalte beider Korper?
j/Der Umfang der Grundflache eines kegelformig aufgeschiitteten Getreide-

haufens betragt 8 m 5 dm, die Hohe 1 m ; wieviel Hektoliter Getreide
enthalt der Haufen?
Ein Heuschobei' hat 2'6 m Durchmesser und 4'5 m Hohe; wieviel Kilo-
gramm Heu enthalt er, wenn das Kubikmeter Heu 114% wiegt?

10. Ein messingener Kegel ist 21 cm hoch und hat eine Grundflache von 10 -5 cm
Durchmesser; wie grofi ist das Gewicht desselben, wenn 1 dm3 Messing
8-| % wiegt?

11. Wie grofi ist die Seite eines Wiirfels, der mit einem Kegel inhaltsgleich ist,
wenn der Durchmesser der Grundflache 0'85 m und die Hohe 1 '08 m ist?

12. Aus einem kegelformigen, mit Wasser gefiilltem Gefafie von 21 cm Durch¬
messer und 15 cm Hohe wird das Wasser in ein zylindrisches Gefafi von
12 cm Durchmesser gegossen; wie hoch wird das Wasser in diesem Gefafie
stehen ?
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13. In Figur 122 ist die Seite des Kegels dreimal so groB als der Radius des Grund-

kreises. Priife die Richtigkeit des Zentriwinkels A,SB der Zeichuung! (Der
Bogen des Sektors mufi dem Umfange des Grundkreises gleich sein!)

2. Die Kngel.
Die Entstehung und Erklarung der Kugel ist in § 23 enthalten. §120.
Der Abstand irgend eines Punktes vom Mittelpunkt einer Kngel heiBt
der Zentralabstand des Punktes. Ein Punkt liegt auf der Kugelflache, inner-
halb oder auBerhalb derselben, je nachdem sein Zentralabstand gleich dem
Halbmesser der Kugel, kleiner oder groBer als dieser ist.
Der Abstand einer Geraden vom Mittelpunkte einer Kugel heiBt der Zentral¬
abstand der Geraden. Ist der Zentralabstand einer Geraden groBer als der
Halbmesser der Kugel, so hat die Gerade mit der Kugelflache keinen Punkt
gemeinschaftlich. Ist der Zentralabstand der Geraden gleich dem Halb¬
messer, so hat sie mit der Kugelflache nur einen Punkt gemeinschaftlich,
wahrend alle anderen Punkte auBerhalb der Kugel liegen; sie heiBt eine
Tangente der Kugelflache. Ist endlich der Zentralabstand der Geraden kleiner
als der Halbmesser, so schneidet sie die Kugelflache in zivei Punkten.
Der Abstand einer Ebene von dem Mittelpunkt einer Kugel heiBt der
Zentralabstand der Ebene. Ist der Zentralabstand einer Ebene groBer als der
Halbmesser der Kugel, so hat die Ebene mit der Kugelflache keinen Punkt
gemeinschaftlich. Ist der Zentralabstand der Ebene gleich dem Halbmesser,
so hat sie mit der Kugelflache nur einen Punkt gemeinschaftlich und heiBt
eine Beruhrungs- oder Tangentialebene; sie enthalt
alle Tangenten, welche im Beriihrungspunkte an ^8’
die Kugel gelegt werden konnen. Ist der Zentral¬
abstand der Ebene kleiner als der Halbmesser, so
schneidet die Ebene die Kugelflache.
Es besteht mithin eine Abhangigkeit der Lage
eines Punktes, einer Geraden, einer Ebene gegen
eine Kugel von dem Zentralabstande. Vergleich
mit dem Kreise!
Aus der Entstehung einer Kugel folgt der 8atz:
Jeder Schnitt einer Kugel durcli eine Ebene ist
ein Kreis, dessen Mittelpunkt der FuBpunkt
der Normale vom Kugelmittelpunkte auf die iSchnittebene ist.

' Schnittkreis (z. B. DNK. Fig. 148) wird ein Kugelkreis genannt.
Zwischen dem Halbmesser OD — r der Kugel, dem Halbmesser PD = g des
Kugelkreises und dem Zentralabstande OP — a des letzteren bestehen, da
das Dreieck DPO rechtwinklig ist, die Beziehungen:

|A2 — a2, a — yr2 — o2 .

Dieser

■ = V o2Tr -r« > - .
Daraus folgt: 1. Zu gleichen Zentralabstanden gehoren gleiche Kugelkreise;
und umgekehrt.
2. Zum kleineren Zentralabstande gehort ein groBerer Kugelkreis; und um¬
gekehrt.
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3. Am grofiten wird ein Kugelkreis, wenn er durcli den Mittelpunkt der Kugel
geht; er heifit deshalb geradezu ein grofJter Kugelkreis oder aucli ein Haupt-
kreis\ jeder andere Kugelkreis heiBt ein Nebenkreis.
Der Halbmesser eines Hauptkreises ist gleich dem Halbmesser der Kugel.
Alle Hauptkreise sind daher einander gleich.
Zur eindeutigen Bestimmung eines Hauptkreises sind aufier dem Kugel-
mittelpunkte noch zwei mit ihm nicht in gerader Linie liegende Punkte
erforderlich.
Durcli die Enclpunkte eines Durchmessers kann man unzahlig viele Haupt¬
kreise, durcli zwei Punkte, welche nicht Endpunkte eines Durchmessers
sind, nur einen einzigen Hauptkreis legen.

Aufgabe:
Wie grofi ist der Radius des Parallelkreises der Erde unter a) 30°, b) 45°.

c) 60° geographischer Breite? (Erdradius 6378 km.)

§121.Berechnung der Kugel.
Bezeichnen r, o, v den Radius, die Oberflache und das Volumen einer Kugel,

4 r3 jzso ist, wie hier nicht bewiesen vverden soli, o = 4 r2 n, v ~

4 r3 jz. r rDa v = —— = 4 r1 jt. . - , so ist v — o . —.
O o o

Diese Gleichungen enthalten folgende Satze:
Die Oberflache einer Kugel ist gleich dem vierfachen Inha.lt eines Hauptkreises.
Das Volumen einer Kugel ist gleich dem Produkte aus der Mafizahl der
Oberflache und dem dritten Teile des Radius derselben.

Umgekehrt folgt r2 = ~, daher r= | ^ .

Ferner ist 3 v = 4 r3 jz, r3 3 v und r ■ /3 v

Eine Hohlkugel ist der z\vischen zwei konzentrischen Kugeln liegende Raum;

sind die Radien derselben R und r, so ist F:
4 n

= T

4 R3 : 4 r3

(R3 — r3).

Wie andert sich die Oberflache und das Volumen einer Kugel, wenn der
Halbmesser derselben verdoppelt oder halbiert wird? (Die drei Kugeln
sind iihnliche Korper!)
Umgekehrt: Wie ist a) die Oberflache, b) das Volumen einer Kugel abzu-
andern, wenn der Radius doppelt so grofi werden soli?

Aufgaben:
1. Der Halbmesser einer Kugel ist

a) 0 -36 m, b) 484 dm, c) 1'32 dni; 0-847 ...m.
wie grofi ist a) die Oberflache, b) der Inhalt der Kugel?
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^■fber grofite Kreis einer Kugel hat 4-8 dm im Umfange; wie grofi ist a) die

Oberflache, b) der Inhalt der Kugel?
3. Die Oberflache einer Kugel betragt a) 0-15 m2, b) 12-76 cm2, c) 66 dm2 3 cm2 ;

wie grofi ist der Durchmesser?
4. Der Kubikinhalt einer Kugel ist a) 4 dm3, b) 0'357 m3, c) 4 dm3 875 cm3 ;

wie grofi ist die Oberflache?
5. Ein Kugelkreis, welcher 9 cm vom Mittelpunkte der Kugel absteht, hat

454'74 cm2 Flacheninhalt; wie grofi ist a) die Oberflache, b) der Inhalt dieser
Kugel?

6. Von zwei Kugeln hat die erste 6 dm, die zweite 5 dm, im Durchmesser; wie
grofi ist der Durchmesser einer Kugel, deren Inhalt gleich ist der Summe der
Volumina dieser zwei Kugeln?

7. Wie grofi ist der Durchmesser einer Kugel, welche so grofi ist als ein Wiirfel,
dessen Seite 1'llm betragt?

8. Suche die Seite eines IViirfels, der an Inhalt gleich ist einer Kugel von 1 m
2 dm Durchmesser!

9. Der Radius einer Kugel ist 13 cm, ein Nebenkreis hat den Zentralabstand
12 cm; die Peripherie und der Inhalt desselben zu berechnen.

10. Wie grofi ist die Oberflache der Erde, wenn man diese als eine Kugel be-
trachtet, deren Halbmesser 6378 hm betragt? (n = 3-141593...) Wie grofi ist
a) die Oberflache, b) der Inhalt des Erdmondes, wenn der Halbmesser
der Erde 3-66 .. . mal so grofi ist als der des Mondes?

11. Wie grofi ist der Durchmesser einer Kanonenkugel von 15 kg Gewicht,
wenn 1 dm3 Eisen 7-2 leg wiegt?

12. Ein zylindrischer Dampfkessel mit zwei halbkugelformigen Endstiicken ist
1 m weit und 4 m lang, so dafi die Lange des Zylinders 3 m betragt; wie
grofi ist a) die Oberflache, b) der Inhalt des Kessels, c) das Gewicht, wenn
1 dm3 Eisen 7’2 kg 'wiegt und die Wandstarke l'4cm ist?

13. Der Umfang des aufieren groBten Kreises einer Halbkugel ist l'2m, die
Wandstarke 2 cm; wie grofi ist der Inhalt der Kugelschale?

14. Wenn man den Durchmesser der Erde = 12756 km und die Hohe ihrer Luft-
schichte = 84 km setzt, wie grofi ist der Inhalt der Luftschichte?

15. Wie grofi ist der Gewichtsverlust einer Kugel mit dem Radius 6 cm a) in
Wasser, b) in Quecksilber?

16. Das Vergolden einer Kugel kostet a K; vvieviel kostet das Vergolden
einer Kugel, deren Durchmesser a) dreimal so grofi ist, b) den dritten
Teil betragt?

17. Eine Kugel mit dem Radius r \viegt 10 kg; wie schwer sind die Kugeln
f

aus gleichem Materiale mit den Radien a) 10 r, b) —? Was fiir ein
T

Gewicht gehort zu den Radien 2r und — ?
Z

18. Wenn man iiber der Basis einer Halbkugel einen geraden Kegel errichtet,
wann ist der Winkel am Achsenschnitte a) ein stumpfer, b) ein rechter,
c) ein spitzer? (Figuren!)
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