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Erster Abschnitt.
Der Wiirfel und der Quader."

Ein Wirfel wird so auf einen Tiseh gestellt, daB eine seiner Begrenzungs-
flichen in die Tischfliche fallt.

Die Hauptausdehnungen des Wiirfels. 8§13

Der Wiirfel (Fig. 1) nimmt einen Raum ein, der von allen Seiten begrenzt
ist. Ein von allen Seiten begrenzter Raum heillt ein Korper. Der Wiirfel
ist ein Korper.

Die Geometrie betrachtet an den Korpern nur die Fig. 1.
Eigenschaften des Raumes, den sie einnehmen, und sieht
von dem Stoffe, der den Raum erfiillt, ab.

Der Wiirfel ist nach drei Hauptrichtungen ausgedehnt: -
nach der Linge, der Breite und der Hohe.

Der Schiiler zeige diese drei Ausdehnungen a) an dem
Modell, b) an der Figur. L
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Die Grenzen des Wiirfels. § 2.
Die Grenzen eines Korpers heiflen Flichen Wieviel Flichen hat der Wiirfel? £
Alle Flichen des Wiirfels sind ebene Flichen.

Jede Fliche des Wiirfels ist nach zwei Hauptrichtungen ausgedehnt: nach

der Linge und nach der Breite (Hahe).

Der Schiiler zeige an dem Wirfel und an der Figur diese beiden Aus-
dehnungen.

Die untere Fliche, auf welcher der Wiirfel steht, und die obere Fliache heillen
Grundflichen; ‘die iibrigen vier Flichen werden Seitenflichen genannt.

Die Seitenflichen bilden den Mantel.

Darch Erweiterung einer Begrenzungsfliche des Wirfels nach allen Seiten
erhiilt man die Ebene. Sie ist unbegrenzt.

Die gegenseitige Lage der Flichen eines Wiirfels. 88

1. Die beiden Grundflichen treffen nie zusammen, soweit man sie auch
erweitert; sie heiflen parallel.

Gibt es am Wiirfel auch parallele Seitenflachen? Wieviele Paare paralleler
Flichen kommen am Wiirfel vor?

2. Jede Seitenfliche trifft mit jeder der Grundflichen zusammen, sie schneiden
einander. Dasselbe ist bei zwei benachbarten Seitentlichen der Fall. Am
Wiirfel stehen je zwei einander schneidende Flichen senkrecht (normal)
aufeinander.

Alle Grenzflichen des Wiirfels zusammen bilden dessen Oberfliche.-
1*
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§ 4. Die Kanten des Wiirfels.

Wo zwei Flichen eines Wiirfels einander schneiden, entsteht eine Linie,
welche eine Kante des Wiirfels genannt wird. Wieviel Kanten hat ein
Wiirfel ?
Alle Kanten des Wiirfels sind gerade Linien.
Eine Linie hat nur eine Ausdehmung: die Linge.
Die Kanten an den Grundflichen heiBlen Grundkanten, die iibrigen Kanten
Seitenkanten.
Wieviel Grundkanten und wieviel Seitenkanten hat der Wiirfel?
Die Kanten des Wiirfels haben gegeneinander eine dreifache Lage.
1. Der Wiirfel hat Kanten, welche einen Punkt gemeinschaftlich haben,
sie schneiden einander in diesem Punkte. Die am Wiirfel einander schneidenden
Kanten stehen paarweise aufeinander senkrecht (normal).
2. Es gibt Kanten, welche dieselbe Richtung besitzen, sie treffen nicht
zusammen, so weit man sie auch verlingert. Sie heilen parallel. Wieviel
Gruppen paralleler Kanten kommen am Wiirfel vor, wieviel gehdren zu
einer Gruppe?
3. Der Wiirfel besitzt auch Kanten, die weder parallel sind noch einander
schneiden, auch wenn sie beliebig verlingert werden; sie liegen nicht in .
derselben Flidche. Derartige Kanten heilen einander kreuzende.
Der Schiiler suche alle drei Arten von Kanten auf.
Zwei parallele oder zwei einander schneidende Kanten liegen in derselben
Ebene, zwei einander kreuzende Kanten sind aber nicht in derselben Ebene
enthalten.
Die Kanten des Winfels haben gegen die Flichen desselben eine zweifache
Lage. Es gibt Kanten, welche z. B. die untere Grundfliche nicht treffen,
auch nicht bei beliebiger Erweiterung beider. Esfinden sich aber auch Kanten,
welche die untere Grundfliche treffen. Von den ersteren sagt man, daB
sie mit der betreffenden Flache parallel sind, von den letzteren, dal sie
dieselbe schneiden.
Der Schiiler suche am Wiirfel die Kanten auf, welche «) mit der unteren
oder oberen Grundfliche parallel sind, b) sie schneiden.
Ebenso beziiglich einer Seitenfliche.
Alle Kanten des Wiirfels stehen auf den Flichen, welche sie schneiden,
senkrecht.
Eine nach allen Seiten begrenzte ebene Fliche heifit eine ebene Figur. Die
Grenzlinien einer Figur werden ihre Seiten genannt. Jede Fliche des Wiirfels
ist eine wvierseitige Figur. Da die Seiten gerade Linien sind, heilit die Figur
geradlinig ; da alle Seiten gleich sind, heilit sie gleichseitig.

Die Gleichheit der Seiten kann mit Hilfe des Zirkels nachgewiesen
werden.
Alle Grenzlinien einer Figur zusammen bilden ihren Umfang. Der Umfang
ciner Fliche des Wiirfels ist eine gebrochene Linie.
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Die Ecken des Wiirfels. §5.°
Die Grenzen einer Linie heiflen Punkte. Jede Kantenlinie des Wiirfels
wird von zwei Eckpunkten begrenzt. Wieviel Eckpunkte hat der Wiirfel?§
Wieviel Kantendund wieviel Flichen stoBen an einem Eckpunkte des
Wiirfels zusammen? ¢

Flin. Punkt hat keine Ausdehnung.
Eine Figur, welche vier Seiten hat, hat auch vier Eckpunkte und heiBt

deshalb ein Viereck. Jede Flache am Wiirfel ist ein gleichseitiges Viereck:

Die Winkel am Wiirfel, : ‘§6.
Zwei Kanten, welche einander schneiden, bilden einen Winkel, Wieviel =~
Winkel kommen in ]eder Flache des Wiirfels vor? ¥ Wieviel am ganzen
Wiirfel? 9 ¢
Die Kanten, welche einen Winkel bilden, heiBen die Schenkel und der Hek-
punkt, in dem sie zusammentreffen, der Scheitel des Winkels.
Ein Winkel, dessen Schenkel aufeinander senkrecht stehen, heiBt ein zechier.
Jede Fliche am Wiirfel enthélt nar rechte Winkel, sie ist rechiwinklig;
da man mit Benutzung zweier Wiirfel je zwei dieser Winkel zur Deckung
bringen kann, so sind sie gleich; jede Fliche am Wiirfel ist also auch gleich-
winklig. Bine Figur, welche gleichseitig und gleichwinklig ist, heiBt regel-
miflig. Das regelmaflige Viereck heit Quadrat. Am Wiirfel ist also jede
Flache ein Quadrat.
Die Flichen am Wiirfel haben gleiche Gréfie und gleiche Gestalt, infolge-
dessen lassen sie sich so aufeinander legen, dal sie sich deckens sie sind
R}Qnﬂmmt. Ein Korper, welcher von lauter kongruenten und regelmiBigen
1guren so begrenzt wird, daB gleich viele derselben an jedem Eckpunkte
zusammentreffen, heiBt regelmdfig. Der Wiirfel ist ein WW
Die Diagonalen am Wiirfel, ST
Verbindet man zwei gegeniiberliegende Eckpunkte eines Quadrates durch
eine (erade, so erhilt man eine Diagonale desselben. Jedes Quadrat hat
zwel Diggonalen, die untereinander gleich, aber grofer als Fig. 2.
eine Seite sind. Die Diagonalen eines Quadrates sind zu

den Seiten desselben schief. Die Winkel zwischen den \\Z’

Diagonalen und den Seiten eines Quadrates heifen
spitze. (Fig. 2). >
Verbindet man zwei gegeniiberliegende Eckpunkte eines =
Wiirfels (einer gehort der oberen, der andere der unteren |~ N
Grundfliche an) durch eine Gerade, so erhilt man eine

Diagonale des Wiirfels. Jeder Wiirfel hat vier Paare gegeniiberliegender Eck-
punkte, mithin auch vier Diagonalen.

Lage der Kanten und Flichen des Wiirfels im Raume, §8.

Eine Gerade, welche die Richtung eines Bleilotes d. i. eines frei hingenden
durch eine Bleikugel gespannten Fadens hat, heilt lotrecht oder wvertikal.
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Eine Gerade, welche die Richtung eines auf einem ruhigen Wasserspiegel
schwimmenden Stiabchens hat, heiBt horizontal oder wagrecht. HEine Gerade,
welche weder horizontal noch lotrecht ist, heilit sckmg?]

Jede ebene Fliche, welche durch eine lotrechte Gerade gelegt wird, heiBit
lotrecht oder vertikal; hingegen heillt sie horizontal, wenn alle in ihr ent-
‘haltenen Geraden horizontal sind. Ist eine ebene Fliche weder horizontal

" noch vertikal, so heifit sie schriige.

Der Schiiler zeige am Wiirfel ) lotrechte, horizontale und schriige Linien,
b) lotrechte, horizontale Flichen. Ebenso im Zimmer.

Die Lagen der Flichen des Wiirfels sind nicht anabhéingig von einander.
Die Lage der einen bestimmt die Lage der iibrigen.

Der auf der Tischfliche liegende Wiirfel wird um eine der Grundkanten
gedreht; wie andert sich dadurch die Lage der Begrenzungsflichen des
Wiirfels?

§:9; Der_Quader.

Der Quader wird so auf einen Tisch gestellt, dall eine seiner Begrenzungs-
flichen in die Tischebene fillt.
Der Quader (Fig, 3) ist wie der Wiirfel von sechs Vierecken begrenzt. Gr und
flichen? Seitenflichen? Jede Fliche ist rechtwinklig; da aber nur die
gegeniiberliegenden Seiten gleich, die anstoBenrden
hingegen ungleich sind, so ist sie nicht gleich-
seitig. Ein solches Viereck heiBit ein Rechteck. In
einem Rechtecke wird eine Seite als Grundlinie an-
genommen, jede der beiden anstofienden Seiten
heit dann die Hohe des Rechteckes. Wann geht
ein Rechteck in ein Quadrat iiber?
Die Seitenflichen des Quaders bilden den Mantel.
Wieviel Ecken, wieviel Kanten hat der Quader?
Wieviel Kanten sind parallel? In wieviel Gruppen kann man sie ordnen?
Wieviel Kanten sind in der bezeichneten Lage horizontal, wieviel vertikal?
Wieviel Grundflichen, wieviel Seitenflichen hat der Quader? Welche
Lage haben die Begrenzungsflichen? Was ist eine Diagonale einer
Begrenzungsfliche, was eine Diagonale des Quaders?
Vergleiche je zwei gegeniiberliegende Flichen des Quaders. Koénmen in
besonderen Fillen auch Quadrate an einem Quader VorkommenD

Fig. 3.

@/Raumgebilde und RaumgroBen.

Korper, Flachen, Linien und Punkte nennt man Raumgebilde. Die ersteren
drei sind im Raume ausgedehnt und heiBen deshalb RaumgréBen. Der Punkt
hat keine Ausdehnung und ist daher keine Raumgrofie; er kann daher nicht
gesehen, sondern nur an einer bestimmten Stelle gedacht werden. Um ihn
zu versinnlichen, zieht man um die Stelle, an welcher er gedacht wird, einen
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kleinen Ring, oder bezeichnet sie mit einem Sternchen usw. und setzt dazu,
um ihn benennen zu konnen, einen Buchstaben oder eine Ziffer. Z. B.

A a T 1
o] : # o+
Ist ein Blatt Papier eine Fliche, ein diinner Faden eine Linie, ein Tiipfchen,

das mit der Kreide oder Bleifeder gemacht wird, ein Punkt? Kénnen Flichen,
Linien, Punkte selbstindig vorkommen?

Entstehung der Raumgrofen durch Bewegung. : \

Die RaumgriBen konnen durch Bewegung erzeugt werden.

1. Bewegt sich ein Punkt im Raume so, daB er stets dieselbe Richtung der
Bewegang beibehiilt, so ist der von ihm zuriickgelegte Weg eine gerade Linie;
sie kann durch zwei Bewegungen eines Punktes erzeugt werden, deren
Richtungen entgegengesetzt sind.

2. Bewegt sich eine gerade Linie im Raume in einer bestimmten Richtung,

ohne daB sie in sich selbst verschoben wird, so entsteht eine ebene Fliche.

3. Bewegt sich eine ebene Fliche im Raume in einer andern Richtung,
als in der sie selbst ausgedehnt ist, so entsteht eine Kdrper. So kann man den
Wiirfel durch Bewegung eines Quadrates entstanden denken.

Zweiter Abschnitt.
Gerade Linien, Winkel.

Die gerade Linie; Bestimmung ihrer Lage.

Durch einen Pankt lassen sich unzihlig viele gerade Linien in allen méglichen
Lagen ziehen. Ist noch ein zweiter Punkt gegeben, so geht von allen diesen
geraden Linien nur eine einzige durch beide Punkte.

Die Lage einer geraden Linie ist demnach durch zwer Punkte vollkommen
bestimmt.

Fine gerade Linie wird mit Hilfe des Lineals gezeichnet.

Priifung des Lineales aunf seine Richtigkeit:

Die Kante des Lineales muB vollkommen gerade sein. Dies ist der Fall, wenn
sie, in entsprechender Weise vor das Auge gebracht; als Punkt erscheint. Oder
man zieht nach der Kante des Lineales eine Linie, klappt es um und zieht nach
derselben Kante wieder eine Linie. Fallen diese beiden Linien zusammen, so
ist die benutzte Kante geradlinig.

Aufgaben.

1. Wieviel vertikale gerade Linien sind durch einen Punkt moglich?
2. Wieviel horizontale gerade Linien sind durch einen Punkt moglich?
3. Wieviel schrige gerade Linien sind durch einen Punkt méglich?

§12
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§ 18. Unbegrenzte und begrenzte gerade Linien.

1. Ist eine gerade Linie mach beiden Seiten unbegrenzt soheiBt sie ein
Strahl (BC, Fig. 4) oder kurz Gerade. Nimmt man in einer Geraden einen
Punkt A an, so wird sie in zwei Teile geteilt, welche von diesem Punkte aus
in zwei einander entgegengesetzten Richtungen ausgedehnt sind und Halb-

Fig 4. Fig. 5.
Z S A
— O _f\‘i

Fig. 6.

strahlen genannt werden. FEin Halbstrahl ist
demmach eine durch eimen Pumkt (Grenzpunki)
halb begrenzte gerade Linie. Er wird durch den
Grenzpunkt 4 und einen zweiten in ihm liegenden Punkt B (C) oder durch
einen einzigen Buchstaben @ bezeichnet. ;

Gehen mehrere in einer Ebene liegende Strahlen (Fig. 5) durch denselben
Punkt S, so bilden sie ein Strahlenbiischel. Der allen Geraden gemeinschaft-
liche Punkt S wird der Mittelpunkt oder das Zentrum des Strahlenbiischels
genannt. Durch den Mittelpunkt wird jeder Strahl in zwei Halbstrahlen
zerlegt, welche dieselbe Lage (§ 8), aber entgegengesetzte Richtung haben.
2. Nimmt man in einer Geraden zwei Punkte an (Fig. 6), so heilt der durch
sie begrenzte Teil der Geraden eine Strecke.

Die beiden Grenzpunkte nennt man ihre Endpunkte, oder auch den einen
den Anfangspunkt, den andern den Endpunkt. Um eine Strecke zu benennen,
setzt man an jeden ihrer Endpunkte einen Buchstaben und spricht diese
in der Reihenfolge 4B oder B4 aus, je nachdem man sich die Strecke durch
die Bewegung eines Punktes von 4 nach B oder umgekehrt von B nach A
entstanden denkt. ;

Die zwischen zwei Punkten gezogene Strecke ist die kirzeste Verbindungslinie
derselben und wird deshalb die Entferniing oder der Abstand (Distanz) der
<beiden Punkte genannt.

§ 14. Vergleichung zweier Strecken hinsichtlich ihrer Linge.

Um zwei Strecken hinsichtlich ihrer Léinge zu vergleichen, lege man sie so
aufeinander, daB sie cinen Endpunkt gemeinschaftlich haben. Fallen die
anderen zwei Endpunkte ebenfalls zusammen, so sind die beiden Strecken
einander gleich. In.Zeichen 4B = C'D (Fig. 7). Wenn aber die anderen
Endpunkte der beiden Strecken nicht zusammenfallen, so sind die Strecken
ungleich, und zwar ist diejentge die kleinere, deren zweiter Endpunkt zwischen
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die Endpunkte der anderen fillt; dieseistdie groBere. In Fig. 8 ist £ F groller
als GH oder GH kleiner als EF. (In Zeichen EF > GH oder GH < EF.)
Die Vergleichung zweier Strecken nach ihrer Linge kann auch mit Hilfe
des Zirkels ausgefiihrt werden.

Eine Gerade hat nur eine Lage, eine GroBe, hingegen zwei Richtungen, die
entgegengesetzt sind: 4B (Fig. 7) von 4 nach B und von B nach A.

Aufgabe.
Zeichne nach dem Augenmale nebeneinander zwei gleiche Strecken. und
priife ihre Gleichheit mit dem Zirkel.
1 Fig. 8.

A { B _ﬂ’lr T 17

¢t 2 é W

Zeichnendes Rechnen mit Strecken,

1. Addition zweier oder mehrerer Strecken. Um zwei oder mehrere Strecken
zu addieren, legt man sie in einer Geraden so nebeneinander, dal der Endpunkt
der ersten mit dem Fig. 9.

Anfangspunkte der

zweiten, der End- A4 BC DE ¥
punkt der zweiten ;

mit dem Anfangs- ¢ D

punkte der dritten g, F

Strecke usw. zu-

sammenfillt; die Strecke zwischen dem Anfangspunkte der ersten und dem
Endpunkte der letzten Strecke ist die gesuchte Sumime. In Figur 9 ist
AF =A4B+ CD+ EF.

2. Subtraktion zweier Strecken. Um Fig. 10.

zwei Strecken zu subtrahieren, V.4

legt man die kleinere so auf die * ; \z
groBere, dafl zwel Endpunkte der- ¢ .7

selben zusammenfallen ; die Strecke
zwischen den anderen Endpunkten ist die gesuchte Differenz (Unterschied).
In Fig. 10 ist BE = 4B — CD.

3. Multiplikationeiner » Fig. 11.
Strecke mat emner gan- | 53

zen Zahl. (Verviel- {

il s

tacheneiner Strecke.) 4 B 0 D &

Eine Strecke wird mit einer ganzen Zahl multipliziert (vervielfacht), in-
dem man sie in der frither angegebenen Weise so oft als Addend setzt, als
die ganze Zahl anzeigt. Tst z. B. die Strecke 4B (Fig. 11) mit 4 zu
multiplizieren oder zu vervierfachen, so trigt man sie auf einer Geraden

8 15-
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viermal nebeneinander auf; es ist dann AE = AB >4 oder AE das Vier-
fache von AB.

Die Addition, Subtraktion und Multiplikation von Strecken ist mit Hilfe
des Zirkels auszufithren.

43 Division einer Strecke. ) Durch eine ganze Zahl (Teilung.) Eine Strecke
durch eine ganze Zahl dividieren heiflt, sie in so viele g]emhe Summanden
/erlegen als die ganze Zahl anzeigt. Der Quotient ist eine Strecke. Ist
eine Strecke in 2, 4, 8, 16 . . . gleiche Teile zu teilen, so teile man sie vor-
ldufig nach dem AugenmaBe in zwei, jede Hilfte wieder in zwei, jedes Viertel
wieder in zwei gleiche Teile usw. und priife jedesmal die Richtigkeit der
Teilung mit dem Zirkel. Ist eine Strecke in sechs gleiche Teile zu teilen, so teilt
man sie zuerst in zwei gleiche Teile und jede Hilfte in drei gleiche Teile.

b) Durch eine Strecke. Eine Strecke durch eine Strecke dividieren heiflt
untersuchen, wie oft die letztere in der ersten enthalten ist. (Messung.)
Der Quotient ist eine Zahl. Z. B. (Fig. 11): AE: AB=4.

Aufgaben, (zuerst nach dem AugenmaBe zu zeichnen und dann zu priifen.)

Gal®

Af
/

1. Es sind drei horizontale Strecken zu zeichnen, beziiglich ihrer Linge zu ver-
gleichen und zu addieren.
9_ HKs sind drei vertikale Strecken zu zeichnen und zu addieren.
« 3. Zwei vertikale Strecken zu zeichnen und ihre Differenz zu ermitteln.
j_, Fs ist eine gegebene Strecke mit 7 zu multiplizieren.
5. Ezist a) eine horizontale, b ) eine vertikale, c) eine schrage Strecke in 3, 4, 5,
6, 8, 10 gleiche Teile zu teilen.

§ @\Iessen der Strecken.

Auf der Division einer Strecke durch eine Strecke beruht die Bestimmung
der Linge einer Strecke, d.i. das Messen derselben.

Eine Strecke messen heillt untersuchen, wie oft eine als Lingeneinheit an-
genommiene Strecke in der zu messenden enthalten ist. Die Zahl, welche
dieses anzeigt, heifit die Mafzahl der Strecke.

Die Emmbheit des osterreichischen Lingenmafles ist das Meter (m), das in
10 Dezimeter (dm) & 10 Zentimeter (cm) & 10 Millimeter (mm) eingeteilt wird.
1000 Meter = 1 Kilometer (km), 10 Kilometer = 1 Myriameter (um):
Zum Ausmessen der Liangen dienen Stibe von Holz oder Metall, auf welchen -
eine oder mehrere Lingeneinheiten nebst den Unterabteilungen aufgetragen
sind; sie heiflen Maﬂstab

Zur Messung langerer Strecken z. B. auf dem Felde, wenn es nicht auf grofite
Genauigkeit ankommt, dient

a) das MeBband; es ist etwa 10m lang, mit einer Zentimeterteilung ver-
sehen und mittels einer Kurbel auf einer Rolle aufwickelbar.

b) Die MeBkette; sie bestelit aus einzelnen Gliedern von etwa 2 dm Linge,
welche durch Ringe verbunden sind. Die einzelnen Meter sind durch Ringe
von besonderer Gestalt erkenntlich gemacht.

'L@LA.A-Q@;-L

J
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Soll eine Strecke 4B (Fig. 12) auf dem Felde gemessen werden, so ist sie
zuerst abzustecken. Dies geschieht mit Hilfe der Fluchtstibe (zirka 2m
langer, mit einer eisernen Spitze versehener Stibe). Die Punkte 4 und B
werden durch vertikal eingesteckte Fluchtstabe markiert. Der Beobachter
stellt sich so in einem Punkte C' auf, daBl der Stab Fig. 12.
A durch B gedeckt wird. Ein Gehilfe steckt dann =, o B 5
zwischen 4 und B weitere Fluchtstdbein D, E,... ' =~ = 3
so ein, daB sie von C aus nicht gesehen werden.
Die Punkte A, D, E, B liegen dann in einer (leraden. -
Anfingern ist anzuraten, zur Ubung des AugenmaBes verschiedene Lingen
zuerst annidherungsweise mit dem Auge abzuschétzen und dann mit dem Maf}-
stabe genau zu messen. ‘

Aufgaben :
1. Die Summe folgender Strecken zu suchen:
) 3dm 8cm 5mm, Tdm 9ecm 6mm, 8 dm 6 mm;
b) 3 km 86 m, b km 817 m.
2. Die Differenz folgender Strecken zu suchen:
o3m 8dm Sem, 1m 2dm 3 em;
by 13m 4dm Tem, 8m 9dm 8cm;
¢) 4 km, 1km 27 m.
3. Die Strecke 3m 8dm 9em a) mit 3 zu multiplizieren, &) ihren 5. Teil zu
S O
berechnen.
4. Wie oft sind 3 km 826 m in 15 Lm 304 m enthalten?
5. Auf dem Felde eine Strecke abzustecken, ihre Lange zu schitzen und durch
Messung die Schitzung zu priifen.

Der verjiingte Mabstab.

Will man eine in der Natur gemessene Strecke auf dem Papiere zeichnen,
so geschieht dieses gewdhnlich nicht in der wahren Gréfe, sondern in einem
kleineren, verjiingten MaBe. Es wird némlich angenommen, dafl eine be-
stimmte Linge, z. B. 1 em, auf dem Papiere eine bestimmte Linge, z. B.
1 m oder 20 m, in der Wirklichkeit vorstellen soll.

Ein MaBstab, auf welchem die in der Wirklichkeit iiblichen Léngenmafe
verkleinert aufgetragen sind, heifit ein verjiingter Mafistab, im Gegensatze
zu einem natiirlichen. MaBstabe, auf welchem die Langeneinheit in ihrer
wahren GréBe aufgetragen wird.

Fig. 13.
w G a8 -._.Of,l‘\_..'l:}?- ] e i %
| | o |
1_—} i = } 71-
Aufgaben :

1) Einen MaBstab von 3 m, dem man auch Dezimeter entnehmen kann, in der
~ Verjiingung 1 m = 3 em natiirlicher Gréfe zu zeichnen.
Zeichne (Fig. 13) eine (lerade, trage darauf 3 em natiirlicher Grofe 3mal
auf und teile dann den ersten Teil links in 10 gleiche Teile!

17.
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9.y Ziehe drei Gerade und trage mit dem obigen MaBstabe auf die erste 2 m, auf die
zweite 1 m b dm, auf die dritte 2m 7 dm auf!
3. Ziehe drei Strecken und bestimme nach dem obigen Malistabe, wieviel Meter
und Dezimeter die Lénge einer jeden betrégt!
4/ Zeichne einen MaBstab von 5 m, auf dem 1 m des natiirlichen Mafles gleich
1 ¥ 9 em ist und auf dem man noch 5 em des natiirlichen MafBes ablesen kann!

L/ Da 100 em des natiirlichen MaBes durch 2 em oder 20 mm dargestellt werden,

so werden b cm des natiirlichen MaBes durch 1 mm dargestellt.

5. Zeichne mit beliebiger Verjingung einen MaBstab von 40 m so, dall man
noch- Meter abnehmen kann! ; ,

6. MiB die Dimensionen a) des FuBbodens eines Zimmers, b) einer rechtwinkligen
Tischfliche-und zeichne beide Rechtecke in passender Verkleinerung.
Anwendung des verjiingten MaBstabes Pei Zeichnungen von Grundrissen,

von Gebauden; von Maschinen, von Landkarten usw.

§ 18, Vergleichung zweier Geraden hinsichtlich ihrer gegenseitigen Lage.

1. Zwei Gerade, welche in derselben Ebene liegen und, wenn sie noch so
weit verlingert werden, nie zusammentreffen, heillen gleichloufend oder
Fig. 14. pamllel: In Zeichen: .AB Il
i CD (Fig. 14). Der zwischen
o B jwei parallelen  Geraden
: liegende Teil der Ebene
¢ s D heiBt ein Parallelstreifen.
2. Zwei gerade Linien,
welche, hinreichend ver-
o T —B lingert, zusammen-
3 treffen, heien wungleich-
o TR laufend oder nicht parallel,
wie 4 Bund C'D (Fig. 15).
D Zwei nicht parallele Ge-
rade sind gegen den
Schnittpunkt konvergierend, von demselben aus divergierend.

B e

Aufgaben :

1. Welche Lage gegeneinander haben die Strecken, welche von den Punkten

eines frei fallenden Kérpers beschrieben werden?
2. Welche Lage gegeneinander haben die von einera leuchtenden Punkte aus-
gehenden Strahlen?

§ 1_9_.\ Entstehung und Bezeichnung eines Winkels,

Dreht man den Halbstrahl 0.4 um O (Tig. 16) in der Richtung des Pfeiles
in die Lage OB, so wird der von ihm heschriebene Teil der Ebene ein Winkel
genannt. Nenne ) die Schenkel, b) den Scheitel des Winkels! (§ 6.)

Man bezeichnet einen Winkel entweder durch einen Buchstaben am Scheitel
oder durch einen kleinen Buchstaben, den man in die Offnung des Winkels
setzt, oder durch drei Buchstaben. Im letzteren Falle steht ein Buchstabe
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am Scheitel und die zwei andereh an beliebigen Punkten der beiden Schenkel;
diese Buchstaben werden bei der Benennung eines Winkels in einer solchen
Ordnung gelesen, dall der am Scheitel Fig. 16
stehende die Mitte einnimmt. Der Winkel e

in Fig. 16 heit: Winkel O oder Winkel B

m oder Winkel 40B oder Winkel BOA.

Sind die Schenkel eines Winkels Strecken,

so hiingt seine GroBe nur von der Grofe

der Drehung ab, sie ist unabbhéngig von 3 / m 0

der gewahlten Lange der Schenkel.

Vergleichung zweier Winkel beziiglich ihrer GroBe. §£0.
Um zwei Winkel beziiglich ihrer Grofle miteinander zu vergleichen, legt man ;
sie so aufein- Fig. 17. D
ander, daB die
Scheitel und ein
Paar | Schenkel

zusammen-
fallen; fallt das
andere  Paar

Schenlkel c £ o

gleichfalls zu- i
sammen,  £0 e J
sind die heiden EHRSES
Winkel gleich ; ;
1m entgegenge-
setzten  Falle
ungleich, und
zwar ist der-
jenige der klei- 7 I 7
nere,  dessen

zweiter Schenkel zwischen die Schenkel des anderen féllt.

In Fig. 17 ist < ABC = X DEF,in Fig. 18 < GFH < < IKL.
Schneide zwei Winkel aus einem Blatte Papier aus und vergleiche sie nach
ihrer GroBe!

Einteilung der Winkel hinsichtlich ihrer GroBe. § 21,

Dreht sich der Halbstrahl O 4 (Fig. 19) in einer Ebene um seinen Grenzpunkt T
0 so lange, bis er in die Richtung OC kommt, also eine Vierteldrehung aus-
tiihrt, so sagt man, er steht auf seiner urspriinglichen Richtung senkrecht
oder normal (in Zeichen: CO . 40) und nennt den dadurch entstandenen
Winkel einen rechten (R.).

Fithrt man mit dem Halbstrahl OC neuerdings ein Viertel einer Umdrehung

aus, so kommt er in die Lage OF, man erhilt wieder einen rechten Winkel

@
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COE. Die bfden rechten Winkel geben als
Summe den Winkel AOFE, dessen Schenkel
in dieselbe Gerade nach entgegengesetzten
Richtungen fallen. Ein solcher Winkel heifit
ein gestreckier; er entsteht durch eine halbe
Umdrehung. Ein rechter Winkel ist also

g die Hilfte eines gestreckten. Alle rechten,
ebenso alle gestreckten Wihkel sind emander
gleich. :

2 Betrigt die Drehung des Halbstrahles O 4
weniger als eine halbe Umdrehung, so heilt der entstandene Winkel ein
hohler oder konkaver; jeder hohle Winkel ist also kleiner als ein gestreckter.
Ein Winkel A0B, zu dessen Entstehung weniger als eine Viertelumdrehung
erforderlich ist, heilt ein spitzer und ein Winkel 40D, za dessen Entstehung
mehr als eine Viertel-, jedoch weniger als eine halbe Umdrehung erforderlich
ist, ein stumpfer. Beide heillen schiefe Winkel.

Setzt man die Drehung iiber eine halbe Umdrehung fort, so erhélt man zu-
néchst erhabene oder konvexe Winkel (AOF); fiithrt man eine ganze Um-
drehung aus, so einen vollen Winkel.

Fiihre diese Drehungen mit einem Schenkel des Zirkels aus und zeige die
dadurch gebildeten Winkel!

Fig. 20, Einen rechten Winkel zeichnet man mit Hilfe des -
Winkelbrettes, welches ein Dreieck mit einem
& rechten Winkel ist. Welche Winkel finden sich noch

an dem Winkelbrett?
Pritfung der Richtigkeit des Winkelbrettes. Man
legt es in der Lage ABC (Fig. 20) gegen ein Lineal
und zieht nach der Kante AC eine Linie; sodann
klappt man das Winkelbrett bei unverinderter
B AlA B Lage des Lineals um und zieht nach derselben
{ | Kante wieder eine Linie. Fallen diese beiden Linien
zusammen, so ist das Winkelbrett richtig.
Mit Hilfe des Winkelbrettes konnen die Aufgaben gelost werden:
1. Von einem Punkte auflerhalb einer Geraden auf diese die Senkrechte

zu fillen. ;
2. In einem Punkte einer Geraden auf diese die Senkrechte zu errichten.
Aufgaben :

1. Zwischen welchen Winkeln liegt ein stumpfer, zwischen welchen ein er-
-habener Winkel?

2. Nenne Gegenstinde im Lehrzimmer und auBerhalb desselben, an denen

= a) rechte, b) spitze, ¢) stumpfe Winkel vorkommen.

3. Was fiir einen Winkel beschreibt die Windfahne, wenn sie sich @) von Nord
nach Siid, ) von Ost nach Siid, ¢) von Ost iiber Siid nach Siidwest, d) von
West iiber Ost nach Siidost, e) von West iiber Ost nach Siid dreht?
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4, Was fiir einen Winkel beschreibt der Minutenzeiger einer Uhr in 10, 15, 25,
30 Minuten?
5, Was fiir einen Winkel bilden die beiden Zeiger einer Uhr um 2, 3, 4, 5, 6 Uhr?
ﬁ1 Mit Hilfe des Winkelbrettes und des Zirkels @) ein Quadrat, b) ein Recht- |
eclk zu zeichnen.

Netz des Wiirfels und des Quaders. ' ' § 22,

Die zusammenhiingende Zeichnung der Grenz- Fig. 21.
flichen eines Korpers in einer einzigen Ebene
heiBlt das Netz dieses Korpers.
Das Netz des Wiirfels entsteht, wenn man
liings einer geraden Linie vier Quadrate neben-
einander auftrigt und iiberdies an den ent-
gegengesetzten Seiten dieser Reike von Qua-
draten mnoch zwei Quadrate konstruiert
(Fig. 21)1).
‘Welche Figur bildet im Netz der Mantel des Wiirfels? Wiz groBist die Grund-
linie, wie groB die Hohe?
—~Aufqgaben.:
1o Das Netz eines Quaders (am besten eines Modelles) zu zeichnen, dessen
Grundflichen Rechtecke sind. Welche Figur ergibt sich fiir den Mantel? Wie
__grob st die Grundlinie, wie grol die Hohe derselben?
“2. Das Netz eines Quaders zu zeichnen, wenn die Grundflichen Quadrate sind
~ und jede Seitenkante doppelt so groB ist als eine Grundkante.

Dritter Abschnitt. g
Kugel. Kreis, Anwendungen auf die Winkel.

Die Kugel und der Kreis. : § 23.-
er in Fig. 22 dargestellte Korper ist eine Kugel. Sie ist von einer einzigen
gekriimmten Fliche begrenzt, deren Punkte von einem innerhalb derselben
liegenden Punkte, dem Mittelpunkte oder Zen- Fig. 22
trum, gleich weit abstehen. Die Strecke zwischen :
einem Punkte der Oberfliche und dem Zentrum
heiBt Halbmesser oder Radius; eine Strecke,
welche zwel Punkte der Oberflache einer Kugel
verbindet und darch den Mittelpunkt geht, heifit
Duprchmesser (Diameter). Alle Radien und daher
auch alle Durchmesser einer Kugel sind einander
gleich.
Schneidet man eine Kugel durch eine Ebene, so
erhilt man als Durchschnitt':figur der Kugelfliche
mit dieser Ebene eine krumme Linie, welche Kreis genannt wird. (Modell.)

’) Der Schiiler zeichne alle Ko rpernetze in geeigneter GriBe auf Kartonpapier, schneide
sie aus und biege das Netz zu dem entsprechenden Korper zusammen.
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Alle Punkte des Umfanges (Peripherie) eines Kreises haben von einem

Punkte seiner Ebene, dem Mittelpunkte (Zentrum), denselben Abstand.

a) Entstehung der Kreislinie. : :

Dreht sich eine Strecke O A (Fig. 23) um den Punkt O in der Ebene so lange,

bis sie wieder in ihre urspriingliche Lage kommt, so beschreibt der Punkt 4

Fig. 23. eine Linie, deren Punkte von O g]eichan'bstand
haben, (welchen?) also einen Kreis. O ist der

2 ) Mittelpunkt, 4O ein Radius, 4D ein Durch-
messer. Die von der Kreislinie eingeschlossene
Figar heillt Kreisfliche.
A\ g Konstruktion eines Kreises mit Hilfe des Zirkels.
Zwei Kreise mit gleichen Radien sind kon-
gruent (§ 6:)1‘;
= b) Punkt und Kreis.

“Ein Punkt liegt in der Peripherie, auBerhalb
oder innerhalb derselben, je nachdem sein Abstand vom Mittelpunkte
(Zentralabstand) gleich dem Radius, grofler oder kleiner als dieser ist.
¢) Die Gerade und der Kreis.

Eine Gerade kann mit einer Kreislinie zwer Punkte oder nur einen Punkt
oder gar keinen Punkt gemeinschaftlich haben.

Fig. 24. Eine Strecke AB (Fig. 24), welche zwei Punkte
des Umfanges verbindet, heiflt eine Sehne. Geht

P 7 eine Sehne durch den Mittelpunkt, so ist sie ein
B Durchmesser.
Eine Gerade CD, welche durech die Ver-
lingerung einer Sehne 4B iiber ihre Endpunkte
4 7 ¢  hinaus entsteht, heiBt eine Sekante. Eine Gerade
EF, welche mit der Kreislinie nur einen Punkt
& A gemeinschaftlich hat und ibrigens ganz auller-

halb des Kreises liegt, heilit eine Tangente des
Kreises.

F

d) Teile der Kreislinie. .
Jeder Teil des Umfanges, wie z. B. 4B (Fig. 24), wird ein Kreishogen ge-
nannt; die Hilfte des Umfanges heiflt inshesondere ein Halbkreis, der vierte
Teil ein Quadrant, der sechste ein Sextant, der achte ein Okfant. Um die
Grofle eines Kreisbogens im Vergleiche zum ganzen Kreisumfange angeben
zu konnen, teilt man diesen in 360 gleiche Teile und nennt einen solchen
Teil einen Bogengrad. Ein Bogengrad (°) wird in 60 Bogenminuten (*) und
eine Bogenminute in 60 Bogensekunden (') eingeteilt.
Aufgaben : ¢
(1 Wieviel Bogengrade kommen auf einen Halbkreis, wieviel auf den Quadranten,
den dritten, fiinften, sechsten, achten, zehnten Teil des Kreisumfanges?
(2, Der wievielte Teil des Kreisumfanges ist ein Bogen von 10°, 209, 30°, 36°,
40°, 60°, 90°, 12002
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3. Wieviel) Grade legt scheinbar die Sonne @) in 24 Stunden. 5) in einer Stunde
~zuriick? Welche Zeit braucht sie zu 1°% /
g) Teile der Kresfliche.
1. Der Kreisabschwiti oder das Kreissegment ist ein Teil der Kreisfliche,
welcher von einer Sehne 4B (Fig. 24) und dem durch diese abgeschnittenen
Bogen begrenzt wird. ‘
2. Der Kreisausschnilt oder Kreissektor (AOB, Fig. 24) ist ein Teil der
Kreisfliche, welcher von zwei Halbmessern und dem dazwischen liegenden
- Bogen begrenzt wird. Der Winkel am Mittelpunkte heilt Zentriwinkel.
Schneiden die Halbmesser 40 und BO (Fig. 24) nur einen Sektor heraus?
Wieviel Bogen, Zentriwinkel, Kreisabschnitte und Kreisausschnitte gehdren
zu einer Sehne? Sind sie gleich? Kénnen sie gleich sein? Wenn man von
dem zu einer Sehne gehdrigen Kreisbogen, Zentriwinkel, Kreisabschnitte
oder Kreisausschnitte spricht, meint man immer den kleineren.

7 f))Entstehung der Kugel.

—Man kann sich eine Kugel durch eine halbe Umdrehung eines Kreises N 4S8
um den Durchmesser NS (Fig. 25) entstanden denken; der Durchmesser
NS heilit die Achse, seine Endpunkte werden die Fig. 25.
Pole der Kugel genannt. In den einzelnen Lagen
bildet die sich drehende Kreislinie die Meridiane;
die Kreislinien, z. B. CR, welche die Punkte der
sich drehenden Kreislinie beschreiben, heillen
Parallelkreise. Die Meridiane sind alle-einander A( Mouas

£
/

gleich, die Parallelkreise haben verschiedene Grofe.

Der groBte Parallelkreis ist der Aquator AQ, P’\ oty
d. i. derjenige Kreis, welcher von dem Halbierungs-
punkte 4 des Halbkreises N AS beschrieben wird. v

Diese Bezeichnungen werden namentlich von

der Erde gebraucht wenn sie als Kugel gedacht wird.

Der zwischen zwei Parallelkreisen liegende Teil der Oberfliche einer Kugel
heiBt eine Kugelzone, der durch eine Ebene abgeschnittene Teil eine Kugel-
miitze. (In der Geographie ebenfalls eine Zone.)

Konstruktionsauigaben, : 8 24,
1. Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen, welcher von einem gegebenen
Punkt einen gegebenen Abstand hat.
Beschreibt man aus dem gegebenen Punkt als Mittelpunkt mit dem ge-
gebenen Abstand als Halbmesser einen Kreis, so geniigen alle Punkte dieser
Kreislinie den Bedingungen der Aufgabe.
Eine Aufgabe, welche unendlich viele verschiedene Auflosungen zuldft,
heifft unbestimmt im Gegensatze zu einer bestimmten, welche entweder
nur eine einzige Auflosung oder eine beschrinkte, genau bestimmbare An-
zahl von Auflosungen besitzt; nach der Anzahl der Aufldsungen ist sie ein-,
zwei- oder mehrdeutig. Die vorliegende Aufgabe ist demnach unbestimmt.
Moénik-Spielmann, Anfangsgriinde d, Geom, f. d. 1. b. 3, K1. der Mittelschulen. 2
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Eine Aufgabe heit iiberbestimmt, wenn mehr Bedingungen gegeben sind
als zur Auflésung erforderlich sind.

7. B. Von einem gegebenen Punkte 4 mit einem gegebenen Radius r einen
Kreis zu beschreiben, der durch einen bestimmten Punkt B geht; die Auf-
gabe ist nur moglich, wenn r = AB ist. Sonst ist sie unmdglich. Im alige-
meinen sind iiberbestimmte Aufgaben unlosbar, weil die gegebenen Stiicke
die zur Auflésung erforderlichen Bedingungen meist nicht erfiillen.

2. Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen, welcher von zwei gegebenen

Punkten einen gegebenen Abstand hat.
Es seien (Fig. 26) 4 und B die gegebenen

Punkte, CD der gegebene Abstand. Die ge-
suchten Punkte miissen in den Durchschnitts-
punkten zweier Kreise liegen, welche von den
Mittelpunkten 4 und B mit CD als Radius
beschrieben werden. Da im allgemeinen die
beiden Kreislinien einander in zwei Punkten
M und N schneiden, so gibt es zwel verschiedene
Punkte, welche der Aufgabe geniigen.

Bei welcher Grofle von C'D erhilt man ) einen,
b) keinen Punkt? (Zeichnungen.)

Die Aufgabe kann also eindeutig oder zwei-
deutig bestimmt, aber auch unmaglich sein.

3.0 Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen,
welcher von zwei gegebenen Punkten verschiedene gegebene Abstiinde
hat. Die Auflosung ist derjenigen der Aufgabe 2 analog.

Fig. 26.

§ 25. Messen der Winkel.

1. Zur Messung der Winkel nimmt man einen bestimmten Winkel als Einheit
an und untersucht, wie oft er in dem zu messenden Winkel enthalten ist.
Die Einheit des WinkelmaBes ist der 90. Teil eines rechten Winkels. Dieser
wird ein Winkelgrad genannt. Der 60. Teil eines Winkelgrades heift eine
Winkelminute, der 60. Teil einer Winkelminute eine Winkelsekunde.

Die Grade, Minuten und Sekunden werden wie
bei den Bogen durch °, ’, ”” bezeichnet.

Wie groB ist ) ein gestreckter, b) ein voller
Winkel?

Zwischen welchen Grenzen liegt ein hohler,
ein spitzer, ein stumpfer, ein erhabener
Winkel ?

Bei der Drehung des Halbstrahles (Fig. 27)
04 um Obis OB entsteht der Winkel A0B
und zugleich beschreibt der Punkt A des Halb-
strahles den Bogen 4 B; setzt man die Drehung
so weit fort, dall Winkel BOC = Winkel

Fig. 27.




19

AOB wird?), soist auch, wie man sich, wenn die Zeichnung auf durch-
scheinendem Papier gemacht wird, durch Zusammenfalten desselben um
O B iiberzeugen kann, Bogen 4B = Bogen BC. Zu gleichen Winkeln bei
O (Zentriwinkeln) gehéren daher auch gleiche Bogen; zu jedem Winkelgrade,
jeder Winkelminute und Winkelsekunde je ein Bogengrad, eine Bogen-
minute, eine Bogensekunde.

Wegen dieser Ubereinstimmung ist es méglich, einen Winkel durch den Bogen
zu messen, zu welchem er als Zentriwinkel gehort, obwohl Bogen und Winkel
ungleichartig sind.

Zum Messen und Auftragen
der Winkel bedient man sich
des  Winkelmessers  oder
Tramsporteurs  (Fig. 28).
Dieser ist ein in 180 Grade .
eingeteilter Halbkreis aus
Papier, - Holz oder Metall,
bei welchem die Kante
0...180 den Durchmesser
und der Punkt M den s
Mittelpunkt vorstellt.

Wie grol sind die beiden
Winkel, die in Fig. 28 durch
MA und den Durchmesser des Transporteurs
0...180 gebildet werden? g

Wieviel Winkel bilden in Fig. 29 die beiden Halb-
strahlen 04 und OB? Bestimme die Gréfe beider!
Merke dir: Unter dem Winkel zweier Halb-
strahlen versteht man den kleineren, wenn nicht
das Gegenteil ausdriicklich gesagt ist.

" Aujgaben ;

1. Wieviel Grade hat der Winkel, den der Stundenzeiger einer Uhr in 1, 3, 5,
6, 8, 10 Stunden beschreibt?

2. Wie groB ist der Winkel, den der Minutenzeiger in 1, 4, 15, 34, 48 Zeitminuten
beschreibt? o

ﬁW ie groB ist der Winkel, welchen die beiden Zeiger einer Uhr um 1, 2, 4, 3:/-/
9, 11 Uhr bilden? /

‘4. Zeichne beliebige Winkel, schiitze zuerst ihre GroBe nach dem Augenmé.i e
__ab und mif sie dann mit dem Transporteur! ;
' b."Zeichne zuerst nach dem Augenmalie aus freier Hand und dann mit Hilfe des
Transporteurs einen Winkel von 90°, 459,160°, 30°, 80°,589,\120°, 175°, 200°,
2769, 2850, 300! = =

!) Die gleichen Winkel AOB und BOC in Fig. 27 kann man dadurch erhalten, daf
man einen Winkel aus Papier ausschneidet und mit Hilfe desselben die Winkel 408

und BOC so zeichnet, wie es die Figur verlangt.
9%
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§ 26. Messung der Winkel im Freien.

Zur Messung der Winkel im Freien kann der in Fig. 30 abgebildete Apparat)

verwendet werden. Er besteht aus einem geteilten Kreise, der mit der Achse
des Apparates durch drei Speichen
verbunden ist. Um den Mittelpunkt
des Kreises ist eine Schiene dreh-
bar, welche zwel Visiere tragt, von
denen jedes mit einem Sehloch
und mit einem rechteckigen Aus-
schnitte versehen ist, in welchem
sich ein feiner Faden befindet. Der
Mittelpunkt des Teilkreises muf} in
den Scheitelpunkt des zu messenden
Winkels gebracht werden. Sieht
man dann durch das Sehloch gegen
den Faden in der Richtung des
einen Schenkels des Winkels, dreht dann die Schiene, bis die Sehlinie
in die Lage des zweiten Schenkels kommt, so kann man den Winkel mit
Hilfe einer Marke, die an der drehbaren Schiene angebracht ist, an dem
Teilkreise ablesen.
Je nachdem der Teilkreis in eine horizontale oder vertikale Ebene gebracht
wird, kann man Horizontal- oder Vertikalwinkel mit dem Apparate messen.

Fig. 30.

Aufguben : ;

1. Stelle dich gegeniiber einem Hause auf, schiitze den Horizontalwinkel, welchen
die Sehlinien gegen die Kanten des Hauses einschlieflen und priife die
Schitzung mit dem Winkelapparat. Andere den Abstand von den Hause
mehrmals und verfahre jedesmal in gleicher Weise. Suche einen Standpunkt
auf, fiir welchen der genannte Winkel 90° betragt!

9. Verfahre in dhnlicher Weise mit dem Vertikalwinkel, den die Visierlinien nach
der untersten und obersten horizontalen Kante eines Hauses miteinander
bilden!

3. Schitze in verschiedenen Abstinden die GroBe des Winkels, den die Seh-
linien nach den Randern einer Bogenlampe miteinander bilden. (Als Anhalts-
punkt diene die Angabe, daB uns der Mond und die Sonne im Mittel unter
einem Winkel von 30" erscheinen.)

§k27./Komplementﬁre und supplementire Winkel.
Betrigt die Summe zweier Winkel 90°, so heilen sie komplementire Winkel;
jeder der beiden Winkel wird das Komplement des andern genannt.
Betragt die Summe zweier Winkel 180°, so heiflen sie supplementire Winkel;
jeder wird das Supplement des andern genannt.
Aufgaben: =~

1. Wie grof} ist das Komplement eines Winkels von a) 35, &) 48012/, ¢) 75° 8’ 4272
2. Wie groB ist das Supplement eines Winkels von a) 55°, #) 96°20’, ¢) 137921-28' 2

5 Von Ohmsnn, D.-R:P,
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3. Wenn zwei Winkel gleich sind, welche Higenschaft haben «) die komple-
mentéren, b) die supplementéiren Winkel?

-~

Ubertragen eines Winkels, ~ §28.

Macht man die Fig. 27 mit den Sehnen 4B und BC auf durchscheinendem —
Papier und faltet man es nach der Linie B O zusammen, so sieht

man, daB die Sehnen 4B und Fig. 31.

BC einander decken. Mithin
gehoren in demselben Kreise
zu gleichen Zentriwinkeln und
gleichen Bogen auch gleiche
Sehnen. Umgekehrt gehéren
auch zu gleichen Sehnen in
demselben Kreise gleiche Zentriwinkel. Dasselbe gilt auch von den Sehnen
und Zentriwinkeln in gleichen Kreisen. Diesen letzteren Satz benutzt man
zum Ubertragen eines Winkels.

Es sei der Winkel 40B (Fig. 31) an den Schenkel 0’4’ zu iibertragen. Man
beschreibe aus O und O’ mit dem Radius OM Kreisbogen, mache Sehne
M’'N’ = Sehne MN und ziehe durch N’ den Halbstrahl O’B’. Weshalb
ist Winkel 4’0’B’ = Winkel .10B?

Zeichnendes Rechnen mit‘i Winkeln, § 29,

Addition der Winkel. Zwei Winkel 4 BC' und DEF (Fig. 32) werden addiert,
indem man sie so nebeneinander legt, daB sie den Scheitel und ein Paar
Schenkel  gemein-
sthaftlichhabenund
das andere Paar
Schenkel auf die
entgegengesetzten
Seiten des gemein-
schaftlichen  fallt.

In .. g, 320 Sist
< 4}5‘(‘ 2 <X 4BC /1

Die Addition ist auch nach dem Augenmale auszufiihren und dann mit dem

Zirkel zu priifen.
2. Subtraktion der Winkel. Zwei Winkel ABG und DEF (Fig. 32) werden
subtrahiert, indem man den kleineren so auf den groeren legt, dall sie den
Scheitel und ein Paar Schenkel gemeinschaftlich haben und das andere
Paar Schenkel auf dieselbe Seite des gemeinschaftlichen fillt. In Figur 32
ist ' ABC =1

Ebenfalls auch nach dem Augenmafle auszufiihren.

3. Multiplikation eines Winkels mit einer ganzen Zahl. (Vervielfachen eines
Winkels.) Ein Winkel .40 B (Fig. 33) wird mit einer ganzen Zahl multipliziert
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(vervielfacht), indem man ihn in der oben angegebenen Weise so oft
als Addend setzt, als die ganze Zahl anzeigt. In Fig. 33 ist <0 40K =
=< A0B x4

Auch nach dem Augenmalle vorzunehmen.
4. a) Division eines Winkels durch eine ganze Zahl. (Teilung eines Winkels.)
Einen Winkel durch eine ganze Zahl dividieren heillt, ihn in so viele
gleiche Summanden zerlegen, als die ganze

»

E el Zahl anzeigt. Der Quotient ist also ein

\ Winkel. Zu diesem Zwecke beschreibe man

Dl e aus dem Scheitel des zu teilenden Winkels
\‘\\ N mit einem beliebigen Halbmesser einen
C,'-‘i\ \-\ "\\ Kreisbogen, welcher beide Schenkel durch-
W e L S R schneidet und teile den zwischen den
B; s """\.\\\':\ 7 Schenkeln liegenden Teil des Kreishogens
ﬁ”“*f—‘t;‘r';;:-‘;}_o zunichst nach dem Augenmale in so viele

‘ e gleiche Teile, als die ganze Zahl anzeigt.

(Priifen mit dem Zirkel!) Verbindet man
jeden Teilungspunkt mit dem Scheitel des Winkels, so erscheint dieser als
Summe so vieler gleicher Winkel, als die ganze Zahl anzeigt. In Fig. 33
ist -‘iQE =

b) Division eines Winkels durch einen Winkel. (Messung.) Dadurch wird
untersucht, wie oft ein Winkel in einem andern enthalten ist. Der Quotient
ist also eine Zahl. Z. B. (Fig. 33) <« AOE: <t AOB =?

Aufgaben :
1. Was fiir ein Winkel ist die Summe @) eines rechten und eines spitzen, b) eines
rechten und eines stumpfen, c) eines gestreckten und eines hohlen Winkels?
2. Wie grof} ist die Summe aller Winkel, die in einer Ebene um einen gemein-
schaftlichen Scheitel liegen?
3. Wie groB ist die Differenz @) eines gestreckten und eines rechten, b) eines
vollen und eines gestreckten, ¢) eines vollen und eines rechten Winkels?
4. Was fiir ein Winkel ist die Differenz a) eines rechten und eines spitzen, b) eines
stumpfen und eines rechten, ¢) eines gestreckten und eines stumpfen, d) eines
vollen und eines rechten, e) eines vollen und eines stumpfen, f) eines vollen
und eines spitzen Winkels? ,
5. Was fiir ein Winkel ist das Doppelte @) eines rechten, b) eines stumpfen,
¢) eines gestreckten Winkels?
6. Was fiir ein Winkel ist die Hilfte o) eines rechten, b) eines stumpfen, e) eines
gestreckten, d) eines erhabenen, e) eines vollen Winkels?
7. Die Summe folgender Winkel zu suchen:
a) 529,.399 1249 und 769;
b) 289 24 307,/330 45" B6', 74% 28’ B3, 290 16" 377,
8. Die Differenz folgender Winkel zu suchen:
a) 1289, 730
b) 216° 34’ 28", 780 24" 17Y;



' ¢) T3°16" 477, B8° 23’ 567
d) 239, 140 95’ 38"
9. Den Winkel 43938’35” a) mit 3 zu mul/tiplizieren, b) in 5 gleiche Teile zu
teilen. /
10. Untersuche, wie oft ein Winkel von «) 89, &) 15° 28’, ¢) 12° 35" 49" beziiglich
in einem Winkel von a) 969, &) 108 16”, ¢) 100° 46" 32" enthalten ist!

Neben- und Scheitelwinkel, 30.

@) Nebenwinkel (Fig. 34). Verlangert man einen Schenkel eines Winkels
ither den Scheitel hinaus, so entsteht sein Nebenmwinkel. Welcher Winkel
ist zu AOB der Nebenwinkel? Welcher zu
BOC? Welcher zu A0D? Nebenwinkel sind
also zwei Winkel, welche einen Schenkel ge- D
meinschaftlich haben, und deren zwei andere 5y J

Schenkel nach entgegengesetzten Richtungen |

in einer Geraden liegen. ’

Suche in Fig. 34 einen Winkel, welcher der |

Summe zweier Nebenwinkel gleich ist und A4 0 TE
priife die Richtigkeit des Satzes: :

Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich zwei Rechten oder 150°.

Zwei Nebenwinkel sind daher so voneinander abhéngig, dafi*durch die GréBe
des einen jene des andern bestimmt ist. Wenn der erste ein spitzer, rechter,
stumpfer ist, was gilt von dem zweiten?

Kann za jedem Winkel ein Nebenwinkel konstruiert werden?

b) Scheitelwinkel (Fig. 35). Verlingert man beide Schenkel des Winkels BOD
iiber den Scheitel hinaus, so entsteht sein Schestelwinkel. Fig. 35.
Nenne zu jedem der Winkel in Fig. 35 den Scheitelwinkel !

Wieviel Nebenwinkel hat a und wieviel Scheitelwinkel? <1 D
Scheitelwinkel entstehen durch dieselbe Drehung; denn i b -

dreht man (Fig. 35) 4B um O in der Richtung des Pfeiles J

bis in die Lage CD, so beschreibt 40 den Winkel @, BO ¢ B
den Winkel ¢; daher ist @ =e.

Zuwer Scheitelwinkel sind daher einander gleich.

Kann zu jedem Winkel ein Scheitelwinkel konstruiert werden? Zu einem
Winkel kann man wieviel Nebenwinkel und wieviel Scheitelwinkel kon-
struieren?

Aufgaben :
1. Wie grof ist der Nebenwinkel eines Winkels von a) 65°, b) 289 40" ¢) 115° 48,
d) 73°19'52"%
2. Von zwei Nebenwinkeln ist der eine doppelt so grol als der andere. Wie grol3
.ist jeder?
3. Wenn in Fig. 35 der Winkel a 699 17" 26" betrigt, wie grofl ist jeder der
Winkel b, ¢, d?
Al Wie grof} ist der Winkel, der von den Halbierungslinien zweier Nebenwinkel
“1 ) gebildet wird?
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5. Die Winkel der Fig. 35 sind der Grofie nach voneinander abhingig. Wieviel

miissen gegeben sein, damat die Grifie der dibrigen schom bestimmi ist?
Lassen sich, wenn a = 65° ist, die Winkel b, ¢ und d berechnen?

Vierter Abschnitt.

Das Dreieck.
«) Erkldrungen.
1. Eine von drei Strecken begrenzte ebene Figur heilit ein Drejeck. Die drei
Strecken heifien Seiten des Dreieckes.
Jedes Dreieck 4BC (Fig. 36) hat wieviel Winkel und Eckpunkte?
Jede Seite hat wieviel anliegende und wieviel gegeniiberliegende Winkel?
Jeder Winkel wird von wieviel Seiten eingeschlossen und wie liegt die
dritte Seite?
Nenne in dem Dreiecke 4 BC (Fig. 36) alle drei Seiten und alle drei Winkel!
Nenne zu jeder Seite die anliegenden Winkel und den gegeniiberliegenden
Winkel !
Nenne zu jedem Winkel die Seiten, von denen er eingeschlossen wird, und die
Seite, welche ihm gegeniiberliegt!
Fig. 36 = 37' 2. Diejenige Seite, iiber welcher
st Eorise man sich ein Dreieck errichtet
¢ e denkt, heiBt die Grundlinie. Da
y \ man sich iiber jeder Beite ein
i Dreieck errichtet denken kanu,
/-’ \ . so kann im allgemeinen auch
) S e B jede Seite Grundlinie sein. Der
Scheitel des Winkels, welcher
der Grundlinie gegeniiberliegt, wird die Spitze oder der Scheitel und die
Senkrechte, die vom Scheitel auf die’ Grundlinie gefillt wird, die Hohe des
Dreieckes genannt. Sie gibt den Abstand des Scheitels von der Grund-
linie an.
Wieviel Hohen hat jedes Dreieck?
Nimmt man im Dreiecke 4BC (Fig. 37) AB als Grundlinie an, so ist C der
Scheitel und, wenn CD | ABist, CD die Hohe.
Die Summe der Seiten eines Dreieckes heilt der Umfang desselben.
Zeichne ein Dreieck, schiitze den Umfang und priife das Resultat!

b) Einteilung der Dreiecke nach den Seiten,

Fig. 38 In Beziehung auf die

F Ldnge der Seiten unter-

C : =T scheidet man ungleich-
\ seitige, gleichschenklige

/ und gleichseitige Drei-

; ecke (Fig. 38).
A Ein Dreieck heillt wn-
A H taf) i G Jirk



gleichseitig, wenn keine Seite einer andern gleich ist, wie ABC; gleich-
schenklig, wenn zwei Seiten einander gleich sind, wie DEF ; und gleichseiirg,
wenn alle drei Seiten gleich sind, wie GHJ.

Im gleichschenkligen Dreiecke nennt man die gleichen Seiten die Schenkel,
die' dritte Seite die Grumdlinie und den ihr gegeniiberliegenden Eckpunkt
den Scheitel des Dreieckes. o

25

¢) Einteilung der Dreiecke nach den Winkeln,

Nach der Grofe der Winkel unterscheidet man spitzwinklige, rechtwinklige
und  stumpfuinklige Fig. 39.
Dreiecke. (Fig. 39).

¢ F J
Ein Dreieck heiBit spiz- !
winklig, wenn es drei ;
spitze Winkel hat, wie
ABC; rechtwinklig, i \
' 4 g e o It

wenn es einen rechten
Winlkel hat, wie FDE ; .
und stumpfuwinklig, wenn es einen stumpfen Winkel hat, wie JGH.

Im rechtwinkligen Dreiecke nennt man die Seite, welche dem rechten Winkel
gegeniiberliegt, Hypotenuse, die beiden anderen Seiten Katheten.

Was fiir Dreiecke erhilt man, wenn man ) in einem Quadrate, b) in einem
Rechtecke eine Diagonale zieht? :

Die Winkelsumme eines Dreieckes.

Die Summe der Winkel eines Dreieckes betrigt 150°.

Der Schiiler iiberzeuge sich von der Richtigkeit dieses Satzes dadurch, daf

er Dreiecke von den in §31 genannten Arten zeichnet und ihre Winkel mit

dem Transporteur moglichst genau mift. Oder auch in folgender Weise:

Der Schiiler zeichne diese Dreiecke auf Papier, schneide sie aus und lege alle

drei Winkel eines jeden #hnlich wie in Fig. 32 nebeneinander; welcher

Winkel ergibt sich in jedem Falle?

Aufgaben :

1. Wieviel spitze, rechte, stumpfe und erhabene Winkel konnen in einem
Dreiecke vorkommen? Welche Eigenschaft miissen die iibrigen Winkel

¢ haben? f

%4, Ineinem Dreiecke sind zwei Winkel {:/43010’ 1020277, f)) 250467217, 74°48" 49" ;

~ wie grof} ist der dritte Winkel? .

3. Kann es ein Dreieck mit den Winkeln 709, 809, 50° geben? Wenn die beiden
ersten Winkel 70° und 80" sind, wie groll mul} der dritte sein? Es ist zu er-
kennen, dafl der dritte Winkel eines Dreieckes von den beiden anderen
Winkeln so abhéngt. daf} er durch ihre Gréfle schon bestimmt ist und niché
mehr willkiirlich gewdhlt werden kann. Wenn jeder der beiden ersten
Winkel eines Dreieckes um 10 zunimmt oder abnimmt, wie dndert sich der
dritte Winkel? Wenn der erste Winkel um 10°, der zweite um 159 zunimmt
oder abnimmt, wie dndert sich der dritte Winkel?
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4. Ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen und die Winkel desselben moglichst
genau mit dem Transporteur zu messen. Welcher Satz ergibt sich daraus?
. Ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen und'die Winkel an der Grundlinie

mit dem Transporteur zu messen. Welcher Satz folgt aus der Messung?
+ 6. Bin rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, dessen Hypotenuse doppelt so grof
ist als eine der beiden Katheten. Die Winkel mit dem Transporteur zu be-

~ stimmen. Lehrsatz?
"% In einem rechtwinkligen Dreieck ist ein an der Hypotenuse liegender Winkel
+ " 730, Wie groB ist der zweite Winkel an dieser Seite?

Funfter Abschnitt.

Ausmessung des Quadrates und Rechteckes, des Wiirfels
und des Quaders.

§ 33. Der Umfang.

Der Umfang einer von Strecken begrenzten Figur wird durch die Summierung
der Lingen aller Begrenzangslinien gefunden.

Wenn eine Seite eines Quadrates a) 3m, b) 4 dm 7 em 9 mm ist, wie grofl
ist der Umfang desselben?

Wenn zwei anstoBende Seiten eines Rechteckes: @) 4 m und 6 m, b) 3 m 5 dm
8em und 4 m 6 dm T em sind, wie groBl ist sein Umfang?

§ 34, Fliche des Quadrates und Rechteckes.

Um den Flicheninhalt einer Figur zu bestimmen, mu man irgendeine
bestimmte Fliche als Einkeit annehmen und untersuchen, wie oft sie in der
zu messenden Fliche enthalten ist. Die Zabl, welche dieses anzeigt, heiit
die Mafzahl der Flache.
Fig. 40. Als Einheit des Flichenmafles nimmt man ein
D C Quadmt an, dessen Seite der Kinheit des
i Langenmafles gleich ist, von welcher dann das
i Quadrat den Namen erhilt. Ein solches Qua-
b i drat heiBt ein Quadratmeter (m2), ein Quadrat-
: dezimeter (dm?) . ..., je nach dem die Seite
________ i |  einem Meter, Dezimeter, . . . gleich ist.
i' o Wenn eine Fliche 12 m2 milit, wie heilit ihre

SR

Mafzahl?

A a) Fliche des Quadrates. Betrigt eine Seite des
Quadrates 4BCD (Fig. 40) 3 ¢m, so kann man

jede Seite in drei gleiche Teile teilen, deren jeder 1 em ist. In welche Figuren

zerfillt das ganze Quadrat durch die Verbindung der gegeniiberliegenden

Teilungspunkte? Wieviele sind in einer Reihe, wieviel Reihen sind vor-

handen? Leite den Satz ab: ‘

Die Mafzahl fir den Flicheninhalt eines Quadrates wird gefunden, wenn

man die Mafizahl einer Seite mit sich selbst multipliziert.

A S SR
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Ein Quadrat, dessen Seite 10 dm betrigt, hat10 dm? > 10 = 100 dim? Inhalt.
Ein solches Quadrat ist nun 1 m2, also ist

1 m? =100 dm>
Ebenso folgt:

1 dm? =100 ¢m? 1 km? = 1000000 m?.
1 em? =100 mm?. 1 wm? =100 km?.

Beim Bodenflichenmafle heiBt eine Fliche von 100 m? ein Ar (a), eine Fliche
von 100 Ar ein Hektar (ha).

Ist eine Seite eines Quadrates 3'4 m, so betrigt sie 34 dm; die Fliche des
Quadrates enthalt also 1156 dm? oder 11'56 m2. Die gleiche Mafizahl fiir
Quadratmeter als Einheit ergibt auch die Multiplikation 34 > 3'4. Die
oben fir die Berechnung der Flache eines Quadrates ausgesprochene Regel
gilt daher auch in welchem Falle?

Bei allen, Berechnungen wihle der Schiiler selbst ofter Beispiele aus seiner
Umgebung, schitze zundchst die fiir die Berechnung erjorderlichen Grofen
und mache etnen Uberschlag iiber das zu erwartende Resultat, wenn notwendig
mit Abrundung der Mafzahlen. Dieses ist sodann durch genaue Messung
und Berechnung zu priifen.

Aufgaben :

1. Die Seite eines Quadrates ist a) 21 m, b) 5m 4 dm, c) 359 mm, d) 0-715 m.

Wie groBl ist 1. der Umfang, 2. der Flacheninhalt?

Der Umfang eines Quadrates ist 3 m 2 dm,; wie grof ist der Flicheninhalt?

3. Wieviel kostet ein quadratischer Bauplatz von 36 m Seitenlinge, wenn man
das Quadratmeter mit 11 K 20/ bezahlt?

4. Bin quadratisches Zimmer mit der Seite 5m 6 dm soll mit einem Parkett-
boden belegt werden. Wie grof} sind die Kosten, wenn 1 2 mit 7 K berechnet
wird?

5. Wie dandert sich a) der Umfang, b) die Fliche eines Quadrates, wenn man
a) jede Seite 2-, 3-, dmal so grofs, b) 2-, 3-, 4mal so klein macht? (Bestitigung
durch Zeichnungen.)

6. Wenn die Vergoldung einer quadratischen Platte 4 K Fostet, was Fostet die
ewner Platle a) von doppelter, b) von halber Seitenlinge? :

b) Fliche des Rechteckes. Die Seiten. des Fig. 41.

Rechteckes in Fig. 41 betragen 4 cm und D ; c

3 cem. Zahle die Anzahl der Flachen-

einheiten nach Reihen und priife den

Ratz:

Die Mafizahl fir den Flackemﬂhalt eines

Rechteckes wird gefunden, indem man

die Mafizahl der Grundlinie mit der Mafi- |

zahl der Hohe multipliziert.
Kiirzer pflegt man diesen Satz auch so
auszusprechen:

(897

R

-
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Der Flicheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem Produkte aus der Grund-

linie und der Hohe.
Kénnte man auch in dhnlicher Weise den Satz fiir die Flachenberechnnug

eines Quadrates aussprechen? Weshalb sind aber die beiden letzten Sdtze nicht
strenge richtig?

Aufgaben :

1. Bestimme 1. den Umfang, 2. den Flicheninhalt folgender Rechtecke:
@) Grundlinic 92 m; Héhe 5:8m;
b) e 12m 3 dm 3 em, o 92 em.

2. Bine Tischplatte ist 14 m lang und 1'2 m breit. Wie grol} ist ihre Fliche?

_+#3) Jemand kauft einen Bauplatz von der Form eines Rechteckes, 34 m 4 dm

lang und 19 m 2 dm breit, und bezahlt das Quadratmeter mit 10 K. Wieviel
kostet der Bauplatz?

O——4. Wieviel Ar hat ein rechteckiger Garten von 38 m Linge und 32 m Breite?

5. Ein Acker ist 116 m lang und 18 m 5 dim breit. Wieviel Weizen wird zur Aus-
saat erfordert, wenn man auf 1 @ 2/, [ Weizen rechnet?

———6. Ein Hof von 18 m Lange und 12 m Breite soll mit Steinplatten belegt werden.

welche 3 dm lang und ebenso breit sind. @) Wieviel Platten sind erforderlich?
b) Wie hoch kommt die Pflasterung, das Quadratmeter zu 16%/; K gerechnet?

7. Wie dndert sich die Fliche eines Rechteckes, a) wenn ber ungeinderter Hihe
die Grundlinie verdoppelt wird, b) ber ungeinderter Grundlinie die Hdhe
verdoppelt wird, ¢) Grundlinie und Hihe verdoppelt werden? Das Resultat
st durch Zeichnungen zu bestétigen.

§ 85. Ausmessung des Wiirfels und des Quaders.

Bei der Ausmessung der Korper hat man die Oberfliche und den Kubikinhali
derselben in Betracht zu ziehen.

Unter der Oberfliche eines Korpers versteht man die Summe aller Grenz-
flachen. Um daher die Oberfliche eines Korpers zu erhalten, braucht man
nur den Flicheninhalt jeder Grenzfliche zu bestimmen und alle gefundenen
Flachen zu addieren. Die Summe der Seitenflichen heillt insbesondere die
Seitenoberfliche des Korpers.

Der Raum, welchen die Oberfliche eines Kérpers einschlieBt, heifit sein

Kubikinhalt oder Volumen. (Rauminhalt.)

Um den Kubikinhalt eines Korpers zu bestimmen, nimmt man irgendeinen
bekannten Kérper als Einheit des KubikmaBes an und antersucht, wie oft
derselbe in dem gegebenen Korper enthalten ist. Die Zahl, welche dieses
angibt, heilt die Mafzahl fiir den Kubikinhalt des Korpers.

Als Eunheit des Kubikmafies wird ein Wiirfel (Kubus) angenommen, dessen
Seite der Einheit des Léngenmales gleich ist, also ein Meter, ein Dezimeter
. . . betrégt, und der dann beziehungsweise. Kubikmeter (m?), Kubik-
dezimeter (dm?), . . . heiBt. Einen Korper messen heifit also untersuchen,
1evj ubikmeter, Kubikdezimeter usw. in demselben enthalten sind.

sung des Wiirfels.

1. :
Der Schuler priife die Richtigkeit des Satzes:
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Die Oberfliche eines Wiirfels st gleich dem sechsfachen Produkte aus der
Mafzahl einer Seite mat sich selbst.

2. Volumen.

Aus Kubikzentimetern soll man einen einzigen Wiirfel bilden, dessen Seite
3 em betrigt. Wieviel Kubikzentimeter kommen in die unterste Schichte?
Wieviel Schichten miissen gemacht werden? Wieviel Kubikzentimeter
enthilt also der ganze Wiirfel? (Modell.)

Der Schiiler priife die Richtigkeit des Satzes:

Die Mafszahl des Voluwmens eines Wiirfels ist gleich dem Produkte der Maf-
zahlen der dret an einer Ecke zusammenstofienden Kanten.

Ein Wiirfel, dessen Kante 10 dm betrigt, hat

10.10. 10 dm® = 1000 dm?.

Ein solcher Wiirfel ist nun 1 Kubikmeter; also ist
1m? = 1000 dm?, =

Ebenso folgt: 1 dm?® = 1000 cin?.
1 em? = 1000 mm?.

1 Kubikdezimeter heiBt als HohlmaB 1 Liter; 100 Liter = 1 Hektoliter.

b) Ausmessung des Quaders.

1. Oberflache.
Die Oberfliche sétzt sich aus der doppelten Grundfliche und dem Mantel
" zusammen.

Mit Hilfe des Netzes des Mantels eines Quaders priife der Schiiler die Richtig-
keit des Satzes: L
Die Mafzahl des Inhaltes des Mantels eines Quaders ist gleich dem Produkte
aus der Mafzahl des Umfanges seiner Grundfliche und seiner Hohe.

Die Lange, Breite und Héhe a) einer Schachtel, b) eines Zimmers zu messen
und die gesamte Oberflache zu berechnen.

2. Das Volumen. 7

Bilde aus Wiirfeln, von denen jeder 1¢m3 mifit, einen
Quader von 3 ¢m Linge, 2 cm Breite und 4 cm i ¢
Hohe. Wieviel Kubikzentimeter enthdlt die i

unterste Schichte? Wieviel Schichten kommen £ HEs S Lo
iibereinander? Wieviel Kubikzentimeter enthalt
mithin der ganze Quader? (Modell.) i

Priife daran und auch an Fig. 42 die Richtigkeit Z
des Natzes:

Die Maf3zahl des Volumens eines Quaders ist gleich
dem Produkte der Mafzahlen der drei an emner Ecke 4D
zusammenstoflenden Kanten. 4
Oder:

A
]
1
]
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£ e e ey s
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Die Maf3zahl des Volwmens eies Quaders ist gleich der Mafizahl der Grund-
fliche multipliziert mit der Mafzahl der Hdohe.

Kiirzer, aber weniger richtig, sagt man auch:

Das Volumen eines Quaders ist gleich dem Produkte dreier an einer Ecke
zusammenstoBenden Seiten. Oder: Das Volumen einesQuaders ist gleich dem
Produkte aus der Grundfliche und der Hohe.

§36.  Aufgaben:
a) Wirfel.
1. Wie groB ist «) die Oberfliche, &) der Kubikinhalt eines Wiirfels, dessen Seite
a) 12dm, b) 2m 3 dm, c) 0BT m ist?
O 2. Es soll ein wiirfelférmiges, oben offenes Gefall von 0-38 m Kantenlinge
angefertigt werden. Wieviel Quadratmeter Kupferblech braucht man?
) 3. Ein wiirfelférmiges Gefall hat 4'8 dm innere Weite. Wieviel Liter falit es?
O = Wie schwer ist ein Wiirfel mit der Seite 3dm 7 em, wenn 1 dm? des Materiales
086 kg wiegt?
% Wie andert sich a) die Oberfliche, b) das Volumen eines Wiirfels, wenn die
Seile a) verdoppelt, b) halb so grofs gemacht wird?
% Ein Wirfel von 2 dm Seitenlinge wiegt 16 kg. Wieviel wieqt ein anderer
Wiirfel aus demselben Material von 6 dm Seitenlinge?

b) Quader.
= 1. Die Kanten eines Quaders sind @) 12 ¢m, 16 em und 48 em, b) 1:04 m, 1-98 m
und 2:64 m. Zu berechnen: 1. die Oberfliche, 2. der Kubikinhalt.
4. 2. Ein viereckiges Gefdll von Blech ist 0:6 m lang, 0-5 m breit und 04 m hoch.
Wieviel Quadratmeter Blech ist daran, wenn das Gefdll oben unbedeckt ist?
o1 3. Wie hoch kommt eine Kiste zu stehen, die 2 m lang, 1-2 m breit und 1-3 m
hoch ist, wenn 1m?2 mit 1 K 60 A bezahlt wird?
o 4. Wie grof} ist der Kubikinhalt eines Getreidekastens, bei welchem die Linge
2 m, die Breite 1 m 3 dm und die Hoéhe 1 m 4 dm ist? Wieviel Hektoliter
Getreide kann derselbe aufnehmen?

5. Eine Mauer ist 21 m lang, 8 dm dick und 8 m hoch. Welchen Druck iibt sie
auf die Unterlage aus, wenn 1 m?® Mauerwerk 1634 kg wiegt? Wie grof ist
der Druck auf 1 m2?

4= 6. 1 cm?® reines Wasser wiegt 1 g. Wieviel wiegt ein. mit Wasser gefiilltes Blech-
kiistchen von 1-5 dm Linge, 1-2 dm Breite und 8 em Héhe, wenn das leere
Blechkéstchen 155 ¢ wiegt?
(Der Schiiler kann zu dieser Aufgabe auch ein ihm zur Verfiigung stehendes

Kastchen benutzen und das Rechnungsresultat durch den Versuch priifen.)

/ Sechster Abschnitt.
¥ Parallele und normale Gerade.
§ 37. Gegenwinkel, Wechselwinkel, Anwinkel,

a) Werden zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so entstehen um die
beiden Schnittpunkte acht Winkel. Die vier Winkel, welche zwischen den
beiden geschnittenen Geraden liegen, heilen innere, die anderen vier dufere
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Winkel. Nenne in Fig. 43 die beiden geschnittenen und

die schneidende Gerade (Transversale); ebenso die

duleren und die inneren Winkel.

Fin dubBerer und ein innerer Winkel, welche verschiedene
Scheitel haben und auf derselben Seite der Schneidenden

liegen, heiflen Gegenwinkel. Zwei duBere oder zwei innere

Winkel, welche verschiedene Scheitel haben und auf

verschiedenen Seiten der Schneidenden liegen, werden

Wechselwinkel genannt. Zwei aullere oder zwei innere

Winkel, welche auf derselben Seite der Schneidenden liegen, heiffen

Amuinkel. A My
Gegenwinkel: Wechselwinkel : Anwinkel: -
a und m, a und p, o und o,
Bt Dk isison b i
Gt 05 Gt c e
dee e in e s ThE i

Parallele Gerade.

Es sei (Fig. 44) AB| CD.
Bei Parallelverschiebung der Geraden AB bildet sie, da sich dabei ihre
Neigung gegen EF nicht éndert, mit dieser stets dieselben vier Winkel;

es fallen also, wenn AB nach CD gelangt, je zwei Fig. 44.
egenwinkel aufeinander, je zwei Wechselwinkel gehen E
“in zwei Scheitelwinkel iiber und je zwei Anwinkel
werden Nebenwinkel; daraus folgt: °F alb B
1. Wenn zwei parallele Gerade von einer dritten ge- e
« schnitten werden, so sind "
'Xt) je zwei Gegemwinkel einander gleich, i (o} i D
) je zwei Wechselwinkel evnander gleich . :
¢) je zwei Anwindiel supplementir. 2
Der Schiiler priife die Richtigkeit der Gleichungen:
1t —n) 20— * 3. a4+ o= 180°
b=n bi—=20 b+ p=180°
B=ia =0 ¢ -+ m= 180°
d=17p d=m d + n= 180°

2. Umgekehrt ist auch der Satz richtig: Wenn zwei Gerade von einer dritien

- 80 geschnitten werden, daf3 entweder zwer Gegenwinkel oder zwer Wechselwinkel

gleich oder zwer Amwinkel supplementir sind, so miissen die geschnittenen
Geraden parallel sein.

Daraus ergibt sich die groie Wichtigkeit der Gegen-, Wechsel- und Anwinkel.
Um mit GewiBheit behaupten zu konnen, daBl zwei Gerade parallel sind,
sollte man zeigen, dafl sie, fort und fort verlingert, doch nie zusammentreffen.
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Da aber eine solche Verlingerung nicht ausfiihrbar ist, so wird die parallele
Lage zweier Geraden ganz einfach durch die Winkel entschieden, welche:
entstehen, wenn diese Geraden von einer dritten geschnitten werden.
Ein Lehrsatz besteht aus Voraussetzung und Behauptung. (Suche beide
in dem Satze 1 auf!) Vertauscht man dieselben miteinander, so erhilt man
die Umkehrung des Lehrsatzes. (Suche Veraussetzung und Behauptung
des Satzes 2 auf!)

Aufgabe :

Es sei in Fig. 44 der Winkel ¢ = 103% 47" 25”. Wie gro8 ist jeder der Winkel

b, e, d, m, n, o, p?
Es ist auch hier die Abhiéngigkeit der acht Winkel bei paralleler Lage der
geschnittenen Geraden voneinander zu ersehen. Wieviel von ihnen sind
willkiirlich ?
Es sei Fig. 46 o= R und b= R. Die Geraden 4B und CD hilden daher
mit der sie Schneidenden MN gleiche Gegen-

4 e 42; winkel, folglich sind sie parallel.

i | 3. Stehen zwer Gerade auf einer dritten senk-

| ‘ recht, so sind sie parallel.

! Es sei AB|| CD und e = R. Daraus folgt,

’ dal auch b = R sein mub.

4. Steht von zwei Parallelen die eine auf einer
M la !b N Geraden senkrecht, so steht auch die andere auf

B D thr senkrecht.

§ 89. Di¢ Normale auf eine Gerade.

<~ Wenn CD (Fig. 46) senkrecht auf 4 B steht, so kann keine andere durch €
gehende Gerade auf 4B senkrecht stehen, Wire z. B. CF | AB, so wiiren
Fig. 4. m und n als rechte Winkel supplementir: da sie
o aber Anwinkel sind, so miiiten C'D und C'E parallel
sein, was nicht mdoglich ist, da sie den Punkt C
gemeinschaftlich haben.
Von einem Punkte aus laft sich auf eine Gerade nur
eine einzige Normale fdllen.
Die Linge dieser vollig bestimmten Senkrechten
B gibt den Abstand des Punktes von der Geraden
an. Der Punkt DheiBt der FuBpunktder Senkrechten.

Auch in einem Punkle einer Geraden lifit sich auf diese nur eine einzige
Normale errichten.

|
m n

¢ inh o E

Aufgaben :

7 Von einem Punkte auBlerhalb einer Geraden auf diese die Senkrechte zu
fallen.
Konstruktion mit Hilfe des Winkelbrettchens.
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2. In einem Punkte einer Geraden auf diese die Senkrechte zu errichten.
Auflosung dhnlich wie bei Aufgabe 1.
Zur Losung beider Aufgaben im Freien dient der FeldwinkelmeBapparat der
Fig. 30. Benutzt werden zwei Visiere, die an den Endpunkten zweier zu-
einander normaler Durchmesser angebracht und #hnlich hergestellt sind
wie die in § 26 bereits beschriehenen.
a) Von einem Punkte aublerhalb einer Geraden auf diese die Senkrechte
zu fillen und den Abstand des Punktes von der Geraden zu bestimmen.
Der Punkt wird durch einen Fluchtstab festgelegt. Der WinkelmeBapparat
wird iiber dem schatzungsweise angenommenen Fulipunkt des Lotes so auf-
gestellt, daB die eine Visierlinie in die durch die ausgesteckte Gerade gelegte
Vertikalebene fillt. Sieht man dann durch das zweite Visier den vertikalen
Stab, so ist der Fullpunkt des Lotes richtig. Sieht man ihn nicht, so wird
der Apparat ohne Anderung der Richtung des ersten Visieres so lange ver-
gchoben, bis man durch das zweite Visier den Stab sieht. Dann wird die
Senkrechte abgesteckt und ihre Liange bestimmt.
b) In einem Punkt einer Geraden auf diese die Normale zu ziehen.
Der WinkelmeBapparat wird in dem vorgeschriebeyen Punkte wie in a) auf-
gestellt: Man blickt dann durch das zweite Visier und liBt durch einen Ge-
hilfen einen Fluchtstab in der Sehrichtung aufstellen. Dadurch sind zwel %
Punkte der Senkrechten gefunden. o

3. Die Hohen der drei Dreiecke in Fig. 39 zu ziehen.

4. Durch einen gegebenen Punkt 4 mit einer Geraden [ die Parallele zu kon-
struieren.
Die Ausfithrung Fig. 47. Fig. 48.
ergibt sich aus
Fig. 47. Benutzt — A
wird ein Lineal
L und das Win- Vg
kelbrett  (Pa-
rallelverschie- 8 :
bung des Win- =
kelbrettes aus T
der Lage I in g
dieLageIl). Be- | |
griindung nach L
§ 38, 3.
Verwandt mit dieser Konstruktion ist die in Fig. 48 enthaltene. Begriindung
nach § 38, 2. (Gegenwinkel.)

Winkel mit parallelen oder normalen Schenkeln, § 40.

a) Winkel mit parallelen Schenkeln.

Der Schiiler vergleiche die Richtungen der Schenkel der Winkel wm, n, r
und s in Fig. 49 von den Scheitelpunkten K und J aus und bewelse mit
Benutzung des Winkels ¢ (m =1t, ¢= n usw.) die Richtigkeit folgender
Nétze:

I Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise parallel sind, sind gleich,

Moénik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b, 3. KI. d. Mittelschulen. 3
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Fig. 49. wenn - beide Paare der parallelen
E G Schenkel nach derselben Seite oder
nach  entgegengesetzten  Seiten  ge-

richtet sind.

A ) B B 2 Zwei Winkel, deren Schenkel
5 [J paarweise parallel  sind, betragen

zusagmmen  180°,  wenn nur ein

Paar der parallelen Schenkel nach

£ ¢ derselben Seite, das andere aber

richtet 1st.

c K/ / D nach  enigegengesetzten  Seilen ge-

F 1 b) Winkel mit normalen Schenkeln.
Es sei (Fig. 50) DE | AB und
DF | AC. Man drehe die Schenkel DE und DF des Winkels EDF als
eine feste Verbindung um den Scheitel D um 90° so dal sie in die Lage
DE’ und DF’ kommen.
Fig. 50, In I haben die Winkel
E'DF’ und BAC paar-
5 I weise parallele und nach
derselben Seite gerich-
tete Schenkel; also ist
X F'DF = <& BAC,
folglich auch < EDF
= <& BAC. — In IT
sind die Schenkel der
Winkel £ DF’ und B AC
auch paarweise parallel,
jedoch ein Paar nach der-
selben, das andere Paar nach entgegengesetzten Seiten gerichtet; also ist
<X E'DF’ 4 < BAC = 2 R, folglich auch <t EDF -+ <t BAC =2 R.
Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise zueinander normal sind, sind entwedeﬂ
gleich oder supplementir.

A E

Siebenter Abschnitt.
Die Symmetrie ebener und korperlicher Gebilde.

§ 41, Achsiale Symmetrie ebener Gebilde.

1. Symmetrische Lage zweier Punkte. Zwei Punkte P und P’ (Fig. 51) liegen
in bezug auf eine Gerade S8’ symmetrisch, wenn ihre gerade Verbindungs-
linie PP’ auf der Geraden S8’ normal steht und von ihr halbiert wird.
2. Symmetrische Lage zweier Gebilde (Figuren). Zwei Gebilde (Figuren)
ABC und A'B'C’ (Fig. 51) sind in bezug auf eine Gerade SS’ symmetrisch,
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wenn jedem Punkte des einen Ge- Fig. 5L

bildes ein symmetrisch liegender S

Punkt des andern entspricht.

Die Gerade S8’ heilit die Symmelrie- P P

achse oder Symmetmle und die beiden
Punkte oder Gebilde, welche in bezug
auf S8’ symmetrisch liegen, einander
symmetrisch _zugeordnet _oder kurz
Zwel Gebilde, welche einander sym-
metrisch zugeordnet sind, konnen
durch eine Drehung von 180° um die
Symmetrale zur Deckung gebracht
werden, sie sind daher kongruent.
Der Schiiler iiberzeuge sich davon
durch Zusammenfalten eines durch-
scheinenden Papieres mit der Fig. 51 um die Gerade SS” und Zusammen-
legen der beiden Teile.
Ziwei symmetrisch liegende Gebilde haben dieselbe Lage wie Gegenstand
und Bild, wenn die Symmetrieachse spiegelnd gedacht wird. Das eine Gebilde
kann als Spiegelbild des andern bezeichnet werden.

3. Symmetrische Figuren (Gebilde). Eine Figur (Gebilde) heilt symmetrisch
beziiglich einer Geraden, wenn sie sich durch diese Gerade in zwei
symmetrisch liegende Hélften teilen 1aBt. Nach der Anzahl der Geraden
(Symmetralen), durch welche eine Figur:(Gebilde) in zwei symmetrische
Hilften geteilt werden kann, heiBt sie ein-, zwei-, drei-, mehrachsig
symmetrisch.

Von den bisher betrachteten Gebilden sind die folgenden symmetrisch:
a) die unbegrenzte Gerade, jede threr Normalen kann als S£ymmetrale derselben
angesehen werden;

b) die Strecke. Die Normale in ihrem Halbierungspunkte ist ihre Sym-
metrale; man nennt sie kurz Streckensymimetrale,

¢) der Winkel. Seine Halbierungslinie ist die Symmetrale; man nennt sie kurz
Winkelsymmetrale ;
d)') das gleichschenklige Dreteck ; dle Héhe auf die Grundlinie ist die Sym-
metrieachse;

e) das glewkse@tzge Dreieck; jede Hohe ist eine Symmetrieachse;
f) das Quadrat; jede Seitensymmetrale und jede Diagonale ist eine Sym-
metrieachse;

q) das Rechteck ; }ede Seitensymmetrale ist eine Symmetrieachse;
h) der Kreis. Welche und wieviel Symmetrieachsen besitzt er?

1y Der Schiiler zeichne diese und die folgenden Figuren auf durchscheinendem Papier
und iiberzeuge sich zunichst durch blofie Drehung um die Symmetralen von der
Richtigkeit der ausgesprochenen Sitze.

Sr

3*
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Aufgaben:
1. Es ist die Symmetrale und ein Punkt gegeben. Der zugeordnete Punkt zu

finden.
¥ Es ist die Symmetrale und eine Strecke gegeben. Die symmetrisch liegende

Strecke zu finden.
Die Strecke kann a) die Symmetrale selbst, b) erst in der Verlingerung

sehneiden, ¢) mit ihr parallel sein.

8§ fle'a“./ Symmetrie von Korpern.

1. Lassen sich zwei Korper beziiglich einer Ebene in eine solche Lage bringen,
daB jedem Punkte des einen Korpers ein symmetrisch liegender des andern
entspricht, so sagt man, die beiden Korper liegen symmetrisch beziiglich
dieser Ebene.

Der Schiiler veranschauliche das Gesagte mit einem Kartonblatte und
zwei kongruenten Wiirfeln, ¢) fiir die symmetrische, b) fiir die nicht sym-
metrische Lage. Jeder der beiden Wiirfel kann im ersten Falle als Spiegelbild
des andern betrachtet werden. Was ist als Spiegel anzusehen? Derselbe
Versuch mit den beiden Hinden auszufithren! i

2. LaBt sich ein Korper durch eine Ebene so in zwei Teile schneiden, daf
jedem Punkte des einen ein symmetrisch liegender Punkt des andern Teiles
entspricht, so heiit der Korper symmetrisch beziiglich dieser Ebene. Die
Ebene selbst heiit eine Symmetrieebene.

Fig. 52. Fig. 53.

Der Schiiler ermittle
die Symmetrie-
ebenen des Wiirfels,
des Quaders und
der Kugel; ebenso eine Symmetrieebene eines
Hauses, des menschlichen Korpers und zeichne
den Sechnitt der Symmetricebene des Blattes,
/ g Fig. 52, der Bliite, Fig. 53, und des Insektes,
Fig. 54, mit der Bildflache ein.

§ 43; Eigenschaften. der Strecken- und Winkelsymmetrale und Konstruktionen auf

Grund derselben,

a) Es sei CD (Fig. 55) die Symmetrale der Strecke 4B, also AC = BC
und CD | AB. Verbindet man irgendeinen Punkt M der Symmetrale
mit den Endpunkten der Strecke und dreht die rechte Hilfte der Figur
um CD als Achse um 180° so muB, da die Winkel bei € als rechte
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gleich sind, CB in die Richtung von AC fallen;
weil BC' = AC, {fillt ferner B auf 4, somit BM
auf AM.

Jeder Punkt der Streckensymmetrale hat also von den
Endpunkten der Strecke gleiche Abstinde; wund
umgekehrt :

Hat ein Punkt von den Endpunkten einer Strecke
gleiche Abstinde, so liegt er in der Symmetrale der A
Strecke.

b) Es sei CD (Fig. 56) die Symmetrale Fig. 56.

des Winkels ACB, also <t ACD = BCD. : B

Fillt man von irgendeinem Punkte M P

der Symmetrale auf die Schenkel des

Winkels die Normalen MP und M@ ¢ \M D
und dreht die untere Halfte ACD \/

der Figur um C'D als Achse um 180° so

mull C'4 in die Richtung von CB fallen, ¢ \

weil <t ACD = < BCD ist, MQ mub p |

auf M P fallen, weil von einem Punkte (M) auf eine Gerade (C'B) nur
eine einzige Senkrechte moglich ist.

Jeder Punkt der Winkelsymmetrale hat also von den beiden Schenkeln des
Winkels gleiche Abstande; und wmgekehrt: =

Hat ein Punkt von den Schenkeln eines Winkels gleiche Abstinde, so gehort
er der Symmetrale desselben an.

¢} Konstruktionen.

"1 1. Die Symmetrale einer gegebenen Strecke 4B (Fig. 57) zu konstruieren.

Bestimmt man zwei Punkte ¢' und D so, daB jeder derselben von den End-
punkten 4 und B der Fig. 57. Fig. 58.
gegebenen  Strecke

gleiche Abstdnde hat, % ¢

so ist durch C'D die 2
Lage der Symme-
trale der Strecke 4B 4, E B M
bestimmt. =
[ 2. Eine gegebene
Strecke zu halbieren. D

(Wie Aufgabe 1.) D

r 3. Auf eine gegebene

~ Gerade 4B (Fig. 58) von einem auBer ihr liegenden Punkte ' die Nor-
male zu féllen.

Man bestimme auf der Geraden zwei Punkte M und N, welche von €
gleich weit abstehen, und konstruiere zu MN die Symmetrale C'D; diese ist
auf 4B normal.

BN
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Fig. 59. | 4. Auf eine gegebene Gerade AB (Fig. 59) in
D .~ einem gegebenen Punkte C derselben die Nor-
male zu errichten.
Man bestimme in der Geraden zwei Punkte M
und N so, daBl CM = CN ist und konstruiere
4 Ml( = )N B die Symmetrale von MN; zur Bestimmung
derselben ist auller (' noch ein zweiter Punkt D
erforderlich, fiir welchen DM — DN ist.
5. Die Symmetrale eines gegebenen Winkels BAC (Fig. 60) zu konstruieren,
d. h. den Winkel zu halbieren.

Fig. 60. Bestimmt man auf den Schenkeln zweil Puhkte
< M und N, welche vom Scheitel 4 gleich weit ab-
stehen und dann in der Winkelfliche den Punkt D

so, dafl er von M und N gleichen Abstand hat, so
ist AD die Symmetrale der Strecke MN, folglich ist
B sie auch, wie man sich durch Drehung tiberzeugen
J% ¥  kann, die Symmetrale des Winkels BAC.
B ¢ Durch diese Konstruktion kann auch folgende
: Aufgabe gelost werden;
6. Einen gegebenen Kreisbogen zu halbieren.
>I)< Man halbiere den zugehérigen Zentriwinkel.

Durch wiederholte Anwendung der Konstruktionen
2, 5und 6 kann man eine Strecke, einen Winkel, einen Bogen in 4, 8, 16. .
gleiche Teile teilen.
Die Konstruktionen 1—6 kénnen auch im Freien ausgefiihrt werden. Die
erforderlichen Kreisbogen erhilt man dadurch, dal man im Mittelpunkte
einen Pflock mit einer daran befestigten Schnur einschligt, einen zweiten
Pflock an dem andern Ende der Schnur befestigt und mit der Spitze des-
selben bei straff gespannter Schnur den Bogen einritzt.

Achter Abschnitt.

Das Dreieck (Erganzung), Viereck und Vieleck:
1. Das Dreieck.

Dije Seiten eines Dreieckes,

Die Gerade 4B (Fig. 61) ist die kiirzeste Linie zwischen 4 und B, also
Fig. 61. 18t die gebrochene Linie ACB, d.i. AC 4 CB
c grofer als AB. B
In jedem Dreiecke ist die ;S’um:»ne zweter Seiten
gréfer als die dritte.
Aus drei Strecken, deren Léangen 2 m, 3 m und
4 m sind, ist demnach ein Dreieck moglich;
vergleicht man jede dieser drei Seiten mit der
B A Differenz der beiden anderen, so ergibt sich:
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Jede Seite eines Dreieckes st grofler als die Differenz der beiden
anderen.
Die  Richtigkeit Fig. 62. Fig. 63.
dieser zwel Sitze D
an den Figuren
62 und 63 zu B
priifen. D

Wenn zwei Sei-
ten eines Dreieckes - C
24m und 17 m A
sind, zwischen wel- C
chen Grenzen liegt die dritte Seite?

In welcher Beziechung steht ein Schenkel eines gleichschenkligen Dreieckes
zur Grundlinie?

B

Die Winkel eines Dreieckes, § 45.

Verldngert man eine Seite eines Dreieckes, so bildet die Verlingerung mit
der anstofenden Seite einen Winkel, welcher ein Awfenwinkel des Drei-
eckes heilit, wiahrend die drei Winkel im Dreieck tnnere Winkel sind.
CBD (Fig. 64) ist ein AuBenwinkel des Dreieckes 4BC.

Zieht man BE | AC, so entstehen die Fig. 64.

zwei Winkel m’ und +, von denen m’
dem Winkel m als Gegenwinkel, " dem
Winkel r als Wechselwinkel bei Pa-
rallelen gleich ist. Die Summe der drei
Winkel m, n, r ist daher so grofl wie die
Summe der Winkel m’, n, 7"

a) Die Summe der drei inneren Winkel eines Dreieckes st gleich zwei
Rechten oder 180°.

Aus diesem Satze folgt:

b) Zwei Dreieckswinkel betragen zusaimmen weniger als 180°.
Leite aus Fig. 64 den Satz ab:

¢) Jeder Aufenwinkel eines Dreieckes ist gleich der Summe der beiden inneren
thim nicht anliegenden Winkel.

Aufgaben :
1. In einem Dreiecke sei der Winkel
a) m = 65°, b) m = 43010, olim — 350460217
ni— 80 ono=102° 27’; n = 749 48’ 497,

Wie grofl ist der dritte Winkel »? Was geschieht mit », wenn m um 15°
und #» um 10° zunehmen oder abnehmen?
2, Wie grof} ist jeder der Winkel, wenn 1. m =n =, 2. m = nund r = 57°?
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3. In einem Dreiecke sind zwei innere Winkel
a) m = 249, b) m = 65% 127, e) m = 120477 437
ni— DA n — 799 54%; i — 31090 5610
Wie grof} ist der entsprechende Aullenwinkel?

4. Ein AufBlenwinkel eines Dreieckes sei 102025’ 39, ein innerer ihm nicht an-
liegender Winkel 40° 40”52, Wie groB ist der andere ihm nicht anliegende
Winkel?

5. Wie groB ist in einem rechtwinkligen Dreiecke die Summe der beiden spitzen
Winkel ?

6. In einem rechtwinkligen Dreiecke sei ein spitzer “ inkel
a) 620, b) 38° 39, e) 49° 17 25”.
Wie grofi ist der andere spitze Winkel?
7. In einem rechtwinkligen Dreiecke betrigt der eine Aulenwinkel an der
Hypotenuse
a) 96, b) 1170 48, ¢) 133° 567 50”.
Wie groB3 ist der zweite Aullenwinkel an der Hypotenuse?
8. Wie grof3 ist in einem stumpfwinkligen Dreiecke die Summe der beiden spitzen
Winkel ?

Bezichungen zwischen den Seiten und Winkeln eines Dreieckes.

1. Es sei in dem Dreiecke 4BC (Fig. 65) die Seite AC = BC.

Stellt man sich das Dreieck 4BC noch einmal, und zwar umgewendet
Fig. 65. als 4’B’C” vor, so kann man das letz-

tere so auf das erstere legen, daB die

Winkel C und €’ einander decken;

/ wohin fillt dann B’, wohin 4’, wohin
die Seite B'A’, die Winkel B’ und
\ A’t Hieraus folgt Q

Gleichen Seiten enes Dreieckes lzegen

gleiche Winkel gegeniiber.

2. Ist umgekehrt in dem Dreiecke 4 BC der Winkel B = A, so kann man
auf gleiche Weise die Seite B’A’ mit der Seite 4B zur Deckung bringen
und zeigen, dall die Seite AC = B( sein muB; d. h.;

Gleichen Winkeln eines Dreieckes liegen gleiche Seiten gegeniiber.

Aus dem ersten Satze folgt:

a) In einem gleichschenkligen Dreiecke sind die Winkel an der Grundlinie
ewnander gleich. :
b) In einem gleichseitigen Dreiecke sind alle drei Winkel einander gleich.
Ist (Fig. 66) AB = AD, also das Dreieck 4BD gleichschenklig, so sind
die Winkel m und » an der Grundlinie einander gleich. Dreht man BD
um B bis BC, so erhilt man das Dreieck 4 BC. Vergleicht man die Winkel
der Dreiecke ABD und ABC, so findet man 4 = 4, ABC > m, folglich
ist ACB um ebensoviel kleiner als n oder m. In dem Dreiecke 4BC ist
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demnach die Seite AC > 4B und zugleich der Fig. 66.
Winkel 4BC > ACB. A
Daraus folgt:

3. Der grofseren Seite eines Dreieckes liegt ein

grofserer Winkel gegeniiber; und umgekehrt: D

4. Dem groferen Winkel eines Dreieckes liegt eine A
2 : i BE —=C

grofiere Seite gegentiber.

Welcher Winkel eines rechlwinkligen Dreieckes ist der groBte? Daher ist

auch welche Seite die groBite? Verfahre in gleicher Weise bei einem stumpjf-

winkligen Dreleck!

Aujgaben :

Wie groB ist jeder Winkel eines gleichseitigen Dreieckes?

Vie grofl ist jeder Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkligen Dreieckes,

wenn der Winkel am Scheitel ein rechter ist?

#Der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes ist a) 23035,
) 660 10° 367, ¢) 1180 48" 29”. Wie groB ist ein Winkel an der Grundlinie?

W ie grof} ist der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes, wenn

ein ’Winkel an der Grundlinie #F 15° 127, b) 48°5” 49", ¢) 73° 41" 17" betrigt?

“ Wenn der Aulenwinkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes 130°

ist, wie groB ist ein Winkel an der Grundlinie? Welcher Satz ergibt sich

daraus?

6. Die Hohe eines Gegenstandes (Hauses, Turmes usw.) zu bestimmen. Man
stelle sich vor dem Objekte so auf, daB der Vertikalwinkel, unter welchem
die Hohe erscheint, 459 betragt. Durch welche Strecke ist dann die Hohe des
Objektes bestimmt?

Wenn in einem Dreiecke <& 4 = 72“ < B = 5b° ist, welche Seite ist die
groﬁte? %

8. Wenn in einem Dreiecke die Seiten 75 ¢m, 48 ecm, 90 cm sind, welcher Winkel
ist der grofte, welcher der kleinste?

. Ist es méglich, daB in einem Dreiecke mit zwei Seien von 76 mm und 98 mm
Lénge der ersten ein Winkel von 959 gegeniiberliegt %~

Fallt man von einem Punkte 4 (Fig. 67) auf eine Gerade BC die Normale § 47.
AD und zieht zugleich mehrere schiefe Strecken 4E, AF, A@, so entstehen

die rechtwinkligen Dreiecke 4 DE, ADF, ADG, Fig. 67.

weiche. die Kggh(?tg,AD gem?u}schaftheh haben. o8

Vergleiche sie mit den zugehorigen Hypotenusen
und priife die Richtigkeit des Satzes:

Die Normale st die kiirzeste Strecke, die wvon
einem Punkt auf eime gerade Linie gefdllt

werden kann. : \

B D F
ntadtn &8ss,

1. Einen Winkel von @) 60° &) 30° ¢) 120°, d) 150" zu konstruieren.
a) Durch Konstruktion eines gleichseitigen Dreieckes.
b) Durch Halbierung eines Winkels von 60°.
¢) und d) Durch Konstruktion des Nebenwinkels von 60°, beziiglich von 30°.

~
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2. Einen Winkel von @) 90°, &) 45° ¢) 135° zu konstruieren.
@) Nach § 43, ¢), 4
b) und ¢) Durch Halbierung eines Winkels von 90° und durch Konstruktion
des Nebenwinkels von 459,

3. Die Peripherie eines Kreises in mehrere gleiche Teile zu teilen.

Auflosung. Man bestimme die GroBe des zu einem Teile gehorigen Zentri-
winkels, indem man 360° durch die Zahl der verlangten gleichen Teile des
Kreises dividiert, konstruiere diesen Winkel am Mittelpunkte und trage
die durch seine Schenkel abgeschnittene Sehne an der Peripherie herum.
Welcher Zentriwinkel entspricht dem 3., 4., 6,. 8., 12. Teile der Peripherie?
Einige Teilungen des Kreisumfanges lassen sich geometrisch (d. h. nur mit
Lineal und Zirkel) ausfiihren. Mechanisch (d. h. noch mit anderen Hilfs-
mitteln als Lineal und Zirkel) kann die Konstruktion der Winkel und daher
die Kreisteilung maet Hilfe der Transporteurs vorgenommen werden.

4. Einen Halbkreis in Grade zu teilen oder einen Transporteur anzufertigen.
Damit der Halbkreis von Grad zu Grad geteilt erscheine, muf} er 180 gleiche
Teile erhalten. Zu diesem Ende teile man den Halbkreis zuerst in 3 gleiche
Teile; durch zweimaliges Halbieren derselben ergeben sich 12 gleiche Bogen,
jeder von 15° Wird ferner durch Versuche jeder solche Bogen in 3 und
jeder neu erhaltene Bogen in 5 gleiche Teile geteilt, so erhélt man 180
gleiche Teile, deren jeder ein Bogengrad ist.

Ein Dreieck enthilt sechs Bestandteile: die drei Seiten und die drei

Winkel. ,

1. Ist nur ein Bestandstiick eines Dreieckes, ein Winkel oder eine Seite,

gegeben, so lassen sich unzéhlig viele verschiedene Dreiecke konstruieren,

die alle jenes Stiick enthalten. (Konstruktion!) Durch ein Bestandstiick
ist also ein Dreieck nicht bestimmt.

2. Auch aus zwer Bestandstiicken: aus zwei Winkeln, aus einer Seite und

einem anliegenden Winkel, aus einer Seite und dem gegeniiberliegenden

Winkel oder aus zwei Seiten konnen unzéhlig viele verschiedene Dreiecke

konstruiert werden. (Zeichnung!) Durch zwe: Bestandstiicke ist also

ein Dreieck ebenfalls nicht bestimmt.

3. Sind drei Bestandstiicke des Dreieckes gegeben, so kénnen es sein:

a) alle drei Winkel; b) eine Seite und zwei Winkel (die zwei anliegenden

oder ein anliegender und der gegeniiberliegende Winkel); c¢) zwei Seiten

und der von ihnen eingeschlossene Winkel; d) zwel Seiten und der einer
derselben gegeniiberliegende Winkel; ¢) alle drei Seiten.

Da durch zwei Winkel eines Dreieckes der dritte Winkel bestimmt ist,

aus zwei Winkeln sich aber kein bestimmtes Dreieck konstruieren 14Bt,

so wird auch durch drei Winkel ein Dreieck nicht bestimmt. Der erste der
angefithrten fiinf Fille liefert also keine bestimmte Konstruktion.

Es bleiben demnach nur die letzten vier Fille zu untersuchen iibrig.

Ein Dreieck zu konstruieren, wenn eine Seite und zwei Winkel gegeben sind.

Wann ist die Konstruktion nur méglich?

Die zwei Winkel sind entweder die der gegebenen Seite anliegenden oder

ein ihr anliegender und der ihr gegeniiberliegende Winkel.



a)Essei(Fig.68) x Fig. 68.
¢ die gegebene '

C
Seite und die e
Winkelowmaind ==
n die ihr anlie-
genden Winkel. /1 /\
Der Gang der /p n g /m L n BA

Konstruktion
ist aus Fig. 68 ersichtlich. Man erhalt also aus den gegebenen drei
Stiicken nur das Dreieck ABC. Konstruiert man mit denselben
drei Stiicken ein zweites Dreieck A’B’C” etwa auf durchscheinendem
Papier, so kann es mit ABC zur Deckung gebracht werden; es unter-
scheidet sich von thm nur durch den Ort, an dem es sich befindet; es ist
nur eine Kopie desselben und mit ihm kongruent.

Daraus folgt;

# Durch eine Seite und die beiden ihr anliegenden. Winkel wird ein Dreieck
ollstandig bestimmi.

(I. Kongruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken eine Seite und die beiden thr
anliegenden Winkel paarweise gleich, so sind die Dreiecke kongruent. (WSW.)
Das Zeichen der Kongruenz ist 2.

Aus der Kongruenz der Dreiecke 4 BC und A’B’C” kann auf die Gleichheit
von weiteren drei Paaren der Bestimmungsstiicke geschlossen werden
nach dem Satze: In kongruenten Dreiecken liegen gleichen Seiten auch
gleiche Winkel und umgekehrt gleichen Winkeln auch gleiche Seiten
gegeniiber. Auf die Gleichheit welcher Stiicke der beiden Dreiecke in
Fig. 68 kann mithin aus ihrer Kongruenz geschlossen werden?

b) Sind von einem Dreieck eine Seite, ein anliegender und der gegeniiber-
liegende Winkel gegeben, so 1Bt sich auch der dritte Winkel durch Rech-
nung oder durch Zeichnung (nach § 29 auszufithren) bestimmen; dann sind
aber eine Seite und die beiden anliegenden Winkel bekannt. Dieser Fall 146t
sich also auf den fritheren @) zuriickfithren und man kann allgemein sagen:
Durch eine Seite und zwei Winkel wird ein Dreieck vollstindig bestimme.
Da rechtwinklige Dreiecke immer den rechten Winkel gleich haben, so
gilt auch der Natz;

Zwei rechtwinklige Dreiecke sind kongruent, wenn sie 1. die Hypotenuse und
einen spitzen Winkel, 2. eine Kathete und einen gleichliegenden spitzen
Winkel paarweise gleich haben.

Vergleiche die Aufeinanderfolge der Seiten und Winkel in den kongruenten
und symmetrischen Dreiecken der Figuren 68 und 51!

Aufgaben :

% /. Konstruiere ein Dreieck mit der Seite 2 ¢m 9 mm und den anliegenden Winkeln
60° und 45°!
&/ Konstruiere ein Dreieck, in welchem eine Seite 27 mm, ein anliegender Winkel

459 und der gegeniiberliegende Winkel 75° betrigt!
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§ 51.

o/

. Zeighne ein rechtwinkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
Q eine Kathete (25 mm) und der anliegende spitze Winkel (30°);
8 eine Kathete (3 om) und der geuenﬁberliedende Winkel (75%);
J die Hypot.enuse (4 em) und ein anliegender Winkel (55%)!
onstruiere ein gleichschenkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
@) die Grundlinie (28 mm) und ein anliegender Winkel (75°);
6) die Grundlinie (3 em) und der gegeniiberliegende Winkel (150°);
— @ der Schenkel (26 mm) und ein Winkel (30% an der Grundlinie! '
. Ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn dr

Fig. 69.

Hypotenuse (35 mm) gegeben ist.

6. Die Hohe
eines Objek-
tes zu be-
stimmen.

a) Man stelle
sich vor dem
Objekte 4B
(Fig. 69) auf
und messe
denVertikal-
winkel 7, un-
ter welchem

Fig. 70.

die Hohe er-
scheint.

Zeichnet man das Dreieck A BC auf dem Horizont an AC (WSW), so ist die
Hohe des Hauses welche Seite desselben?
b) Man zeichne aus den Stiicken AC, 90° und r das Dreieck 4BC in ver-
jiingtem Malle, messe die Seite 4B in der Figur und berechne die wahre Linge.
7. Die Entfernung zweier Punkte (4 und B) zu bestimmen, wenn man zu einem
von ihnen (B) nicht gelangen kann (Fig. 70). :
@) Man wahle den Punkt (', messe die Winkel BC'4 und C AB und konstrmere
auf der entgegengesetzten Seite von AC das Dreieck 40D > ACB. Welche
Seite des Dreieckes 4AC'D muB nun gemessen werden?

b) Ebenso wie in Aufgabe 6 b).

Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten und der von ihnen einge-

schlossene Winkel gregeben sind.

4

—_—

i

Es seien b und ¢ (Fig. 71) die zwei

gegebenen Seiten und m der von

thnen eingeschlossene Winkel. Der

Gang der Konstruktion ist aus

Fig. 71 ersichtlich.

Wann ist die Konstruktion nur
B méglich?

Da die Konstruktion nur ein Dreieck ergibt, so folgt:
1. Durch zwei Seiten und den von ihnen eingeschlossenen Winkel wird ein

Dreieck vollstimdig bestimmt.
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f‘j Katheten 2 cem 2 mm und 2 em 6 mm sind!

2. (I1. Kongruenzsatz.) Sind in zwer Drevecken zwei Seiten und der von thnen
2ingeschlossene Winkel paarweise gleich, so sind die Dreiecke kongruent. (SW.S.)
Wie lautet dieser Kongruenzsatz fiir rechtwinklige Dreiecke?
Aufgaben:
“% Konstruiere ein Dreieck mit den Seiten 2 cm und 3 em, welche einen kael
~ von 60° einschlieffen!
ﬁeichne ein gleichschenkliges Dreieck, wenn dessen Schenkel (38 mm) und
der Winkel am Scheitel (150°) gegeben sind!
onstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen

ﬂ, Konstruiere ein gleichschenkliges rechtwink- 4

- liges Dreieck, dessen Katheten 2 ¢m betragen!

G Die Entfernung zweier Punkte (4, B, Fig. 72)
zu bestimmen, zwischen welchen ein Hindernis
(Hiigel, Haus, Teich) sich befindet.

Man wihle den Punkt C so, dafi man C4, CB
und Winkel 4CB messen kann; man mache
CA" = (CA4, CB’ = CB und hat dann welche B A
Linie zu messen? (Begriindung.)

Ein Dreieck zu konstruteren, wenn zwei Seiten und der einer d’eeser Seiten § 52.

gegeniiberliegende Winkel gegeben sind.

Der gegebene Winkel kann der groBeren oder der ldemeren der beiden

Seiten gegeniiberliegen.

a) Es seien (Fig. 73) ¢ und b Fig. 73.

die beiden gegebenen Seiten, a

b C

und zwar sei @ >b; derider. =

groBeren  Seite  gegeniiber- 3
liegende Winkel sei m. iy /
Man trage den Winkel m auf i

und mache den einen Schenkel B a B
AC gleich der Seite b; dadurch \

sind zwei Eckpunkte des Drei-

eckes, 4 und C, bestimmt. Der dritte Eckpunkt B muf} in dem zweiten
Schenkel 4 Bund zugleich in der Kreislinie liegen, welche aus C' mit dem Halb-
messer @ heschrieben wird. Der Eckpunkt B muf} daher der Durchschnitts-
punkt dieser Kreislinie mit dem Schenkel 4B sein. Die Kreislinie schneidet
den Schenkel 4 B in zwei Punkten B und B’ und man erhilt somit zwei Drei-
ecke ABC und AB’C. Enthalten beide Dreiecke die gegebenen Stiicke?
Wann ist die Aufgabe moglich?

Aus dieser Konstruktion folgt:

L. Durch zwer Seiten und den der grifleren dieser Seiten gegeniiberliegenden
Wiinkel ist ein Dreteck wvollstindig bestimmi.

2. (III. Kongruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und der der
groferen dieser Seiten gegeniiberliegende Winkel paarweise gleich, so sind
die Dreiecke kongruent. (SsW.)
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Wie lautet dieser Kongruenzsatz fiir rechtwinklige Dreiecke?

omStruiere ein M worin die Seiten 2 cm und 3 ¢ 5 min_vorkommen
#0d der zweiten Seife-ein Winkel von 75° gegeniiberliegt!

eichne ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem die Hypotenuse 25 mm und

eine Kathete 2 em ist!

" b) Bs seien (Fig. 74) a und b die zwei gegebenen Seiten, und zwar a <_b;

der Winkel, welcher der kleineren Seite gegeniiberliegt, sei m.
Durch®ein dhnliches Verfahren wie oben unter a) erhiilt man zwei Drei-

ecke ABC und AB’'C, welche beide die gegebenen drei Stiicke enthalten, ,
aber in der Grofe und Gestalt vers

Fig. 74.

schieden sind. Durch zwei Seiten
und den der kleineren Seite gegen-
iiberliegenden Winkel ist also im all-
gemeinen ein Dreieck nur zweideutiy
bestimmt; es kann aus der Gleich-
heit dieser Stiicke auf die Kon-
s gruenz der Dreiecke nicht geschlossen
A p————pR werden.

Damit der aus € mit der kleineren
Seite @ beschriebene Bogen den Schenkel 4B schneide, mull ¢ groBer sein
als die zur dritten Seite gehorige Hohe. Ist die kleinere Seite o gleich
dieser Hahe, so fallen die beiden Schnittpunkte B und B’ in einen ein-
zigen zusammen, d.i. der Kreisbogen beriihrt die dritte Seite und man
erhilt ein rechtwinkliges Dreieck. Ist endlich a kleiner als die Hohe, so
entsteht kein Dreieck. Welche Eigenschaft muf der gegebene Winkel haben?

§ 53. Ein Dreteck zu konstruieren, wenn alle drei Seiten gegebeﬂ sind.

Fig. 75. Die ersten zwei Seiten konnen
willkiirlich gew&hlt werden ; welche
Bedingungen muBl die dritte Seite
erfiillen, damit die Aufgabe mog-
lich 1st? (§ 44.)

Es seien (Fig. 75) a, b, ¢ die Lin-
gen der drei Seiten. Der Gang der
Konstruktion ist aus Fig. 75 zu
ersehen. Da die beiden zur Be-
stimmung des Punktes (' dienen-
den Kreise einander in zwei Punk-
ten C und C” schneiden, so erhilt
man zwei Dreiecke ABC und

Seiten haben. Diese zwei Drei-
ecke konnen aber durch Umklappen des einen um 4B zur Deckung
gebracht werden, da 4B die Symmetrale von CC” ist. (Weshalb?)

?ﬁ"

ABC’, welche die gegebenen drei



47

Darauns folgt:
1. Durch drei Seiten ist ein Dreteck wollstindig bestimmi. -
2. (IV. Kongruenzsatz.) Sind in zwei Dreiecken alle drei Seiten paarweise
gleich, so sind die Dreiecke kongruent. (SSS.)
Wie lautet dieser Kongruenzsatz fiir gleichseitige Dreiecke?
Auf die Gleichheit welcher Stiicke der Dreiecke 4 BC und 4BC’ (Fig. 75)
kann aus ihrer Kongruenz geschlossen werden?
o Aufgaben :
‘1. Konstruiere mit den Seiten 38 mm, 30 mm, 41 mm ein Dreieck!
2. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck, wenn die Grundlinie und ein Schienkel
. * gegeben sind! (Wann ist die Aufgabe nur moglich?)
3" Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite 28 mm!

Abhédngigkeit der sechs Bestandstiicke eines Dreieckes von einander. § 54.
Aus den in den §§ 50—53 enthaltenen Konstruktionsaufgaben ergibt sich, daf3

die sechs Bestandstiicke eines Dreieckes micht unabhingig voneinander sind,

daf3 vielmehr im allyemeinen aus drev Stiicken die dibrigen sich ergeben.

Der Schiiler zihle alle moglichen Fille nach den §§ 50—53 auf.jWas geschieht,

wenn die gegebenen drei Bestimmungsstiicke abgedndert werden mit den tibrigen
Bestandstiicken ? :

Ein Dreieck zu iibertragen, § 5.
Um diese Konstruktion auszufithren, hat man nur drei Stiicke des gegebenen
Dreieckes zu wihlen, welche ein Dreieck bestimmen, und mit denselben
das neue Dreieck zu konstruieren. Welche Konstruktion ist die einfachste?

Symmetrie des gleichsehenkligen und gleichseitigen Dreieckes. § 56,

) Es sei (Fig. 76) A4C = BC, also_das Dreieck 4BC gleichschenklig. Die

Symmetrale der Grundlinie muf durch C gehen. (§ 43.)

Dreht man das Dreieck BOD um CD um 180° so Fig. 76.

deckt es 4CD. Folglich ist ¢ = d. 4

Die Symmetrale der Grundlinie eines gleichschenkligen

Dreieckes, die Hcéhe und die Symmetrale des Winkels

am Scheitel fallen i dieselbe Gerade.

Das gleichschenklige Dreieck ist mithin eine einachsig

symmetrische Figur. Seine Symmetrieachse ist die

Hdhe.

b) Aus diesen Sitzen iber das gleichschenklige Drei-

eck ergibt sich:

In einem gleichseitigen Dreiecke ist jede Hohe zugleich eine Seiten- und eine

Winkelsymmetrale.

Das gleichseitige Dreieck gst emne dreiachsig symmetrische Figur; jede seiner

drei Hohen ist eine Symmetrieachse des Dreieckes.

 Aufgaben .

1. 'Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Grundlinie (32 mm)
und die Héhe (22 mm) gegeben sind.

{4

A /) B
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2. Fin rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Héhe
/(35 mm) auf die Hypotenuse gegeben ist.
. In welcher Linie liegen die Scheitel aller gleichschenkligen Dreiecke iiber

" derselben Grundlinie?

(Y

L. Ein gleichseitiges Dreieck aus seiner Hohe (30 mam) zu konstruieren.

5. Von einem Punkte ' auBerhalb einer Geraden auf diese im Felde das Lot

zu fillen (Fig. 76.)
Man konstruiere mit Hilfe einer Schnur (§ 43) einen Kreisbogen, der die
Gerade in den Punkten 4 und B schneidet; halbiert man sodann mit Hilfe
des MeBbandes die Strecke 4B in D, so 1st die Verbindungslinie C'D die
gesuchte Normale.

2. Das Viereck.

Eine von vier Strecken begrenzte ebene Figur wird ein Viereck genannt.
Jedes Viereck ABCD (Fig. 77) hat vier Seiten, vier
p Winkel und vier Eckpunkte. Die Summe aller Seiten
A eines Viereckes heilt dessen Umfang.
Eine Strecke AC, welche zwel gegeniiberliegende
Eckpunkte des Viereckes verbindet, heiit eine Diagonale.
B Wieviel Diagonalen kénnen in einem Vierecke gezogen
werden?

Fig. 77.

§ 58. Winkelsumme eines Viereckes.

[ 4

Die Diagonale AC zerlegt das Viereck ABCD in zwei Dreiecke.

Priife die Richtigkeit des Satzes:

Die Summe aller Winkel eines Viereckes st gleich vier Rechten oder 360°.
Infolge dieser Beziehung bestimmen wieviel Winkel eines Viereckes die
tibrigen ? .

Wenn in einem Vierecke alle vier Winkel gleich sind, wie grofl ist jeder
derselben ?

Wieviel spitze, rechte, stumpfe oder erhabene Winkel kann ein Viereck
enthalten?

* Aufgabe:

i In einem Vierecke ist <t 4 = %‘R, e Be— % Ry = é ; <L_D zu berechnen.

f

§ 59, Arten der Vierecke.

Mit Riicksicht auf die Lage der gegeniiberliegenden Seiten unterscheidet
Fig. 78. man drei Arten der Vierecke.
Ein Viereck, in welchem Fkeine

: z = Sette mit einer andern parallel
ist, heilt ein Trapezoid. Ein

\ Viereck, in welchem zwer gegen-

\ iiberliegende Seiten parallel, die

anderen zwei Seiten aber nicht parallel sind, heiBt ein Trapez. Ein Viereck,
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in welchem ge zwei gegeniiberliegende Seiten parallel sind, heibt ein Pa-
rallelogramm. Wie heillen also die Vierecke der Fig. 78?7

Aligemeine Eigenschaften;der Parallelogramme, § 60.

a) Die Winkel.
Je zwer gegeniiberliegende Winkel eines Parallelogrammes sind einander
gleich (§ 40 a), je zwei an derselben Seite eines Parallelogrammes liegende
Winkel sind supplementir (§ 38, I).

Infolge dieser gegenseitigen Abhingigkeit der Winkel eines Parallelogrammes
braucht man nur wieviele zu kennen, um die iibrigen bestimmen zu kénnen?
Wenn ein Winkel eines Parallelogrammes 1. ein rechter, 2. ein schiefer ist,
wie sind die iibrigen Winkel beschaffen? Kann man also von rechtwinkligen
und von schiefwinkligen Parallelogrammen sprechen? |

b) Die Seiten und Diagonalen eines Parallelogrammes.

In dem Parallelogramme ABCD (Fig. 79) sei O der Halbierungspunkt
der Diagonale AC, DO und BO die Verbindungslinien desselben mitDund B;
dreht man das Parallelogramm ABCD um den Fig. 79.

Punkt O in der Zeichenebene um 180°71) so fallt

OC auf 04, CD in die Richtung von 4B, DA p L c
in die Richtung von BC, daher D auf B urd CD

auf AB, DA auf BC, DO auf BO, und da die

Drehung 180° betrug, ist die Linie DOB eine

gerade. Daraus folgt: \

L. In einem Parallelogramme halbieren die Diago- 4 F B

nalen einander und die Gegenseiten sind eimander
gleich; oder: Parallele zwischen Parallelen sind einander gleich.
Da Senkrechte auf eine Gerade parallel sind, so gilt der Satz:
2. Parallele Gerade haben in allen Punkten voneinander den gleichen Abstand.
Nimmt man eine Seite eines Parallelogrammes als Grundlinie an, so heiBt
die Normale zwischen der Grundlinie und der Gegenseite die Hohe des
Parallelogrammes.

Wieviele Hohen hat jedes Parallelogramm?
Wenn zwei anstofende Seiten eines Parallelogrammes gleich sind, so sind
alle vier Seiten gleich, das Parallelogramm heiflt gleichseitig; sind zwei
anstoBende Seiten ungleich, so heift es ungleichseitig.
Kommen in einem ungleichseitigen Parallelogramme nicht auch gleiche
Seiten vor?
¢) Die Durchmesser eines Parallelogrammes.
Bei der oben vorgenommenen Drehung fillt OF mit OF zusammen.

) Der Schiiler mache die Figur 79 auf Pauspapier, bringe sie mit der Figur des
Buches zur Deckung und fithre die Drehung um eine durch O gestreckte Nadel
wirklich aus.

Moénik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. 3. Kl. d. Mittelschulen. 4
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Jede durch den Durchschnittspunkt der Diagonalen eines Parallelogrammes

gehende und durch zwei Parallelseiten desselben begrenzte Strecke wird tm

Sehwittpunkte der Diagonalen halbiert.

Der Durchschnittspunkt der Diagonalen heifit der Mittelpunkt, die durch

ihn halbierten Strecken (z. B. EF) Durchmesser des Parallelogrammes;

von den Endpunkten eines Durchmessers, z. B. £ und F, sagt man, dal} sie

zentrisch symmetrisch beziiglich des Mittelpunktes O liegen; der Punkt O

heiBit das Symmetriezentrum.

Eine Figur heifit zentrisch symmetrisch, wenn sie einen Punkt (Symmetrie-

zentrum) hat, in bezug auf welchen ihre Punkte paarweise zentrisch sym-

metrisch liegen.

Das Parallelogramm ist daher eine zentrisch-symmetrische Figur; der

Durchschnittspunkt der Diagonalen ist das Symmetriezentrum. Ist a) der

Kreis, b) die Kugel ein zentrisch-symmetrisches Gebilde?

Wodurch unterscheiden sich ihre Durchmesser von jenen eines Parallelo-

grammes?
Aufgaben :

1. Zu a) einem Punkt, b) einer Strecke, c) einem Dreieck bei gegebenem
Symmetriezentrum das zentrisch-symmetrische Gebilde zu konstruieren.
Vergleiche fiir ¢) die Aufeinanderfolge der Eckpunkte bei achsialer und
zentrischer Symmetrie! Wie bringt man die Dreiecke zur Deckung?

Sind in einem Vierecke je zwei gegeniiberliegende Seiten gleich, so ist es
ein Parallelogramm (§ 53, aus der Gleichheit von Séiten der Dreiecke auf
i /die von Wechselwinkeln zu schliefen und § 38, 2).
8. Sind in einem Vierecke zwei gegeniiberliegende Seiten gleich und parallel,

: K/ Folgende Sitze durch Kongruenz von zwei Dreiecken zu beweisen:

© " g0 ist es ein Parallelogramm (Mit § 51 und § 38, 2).

4. Halbieren die Diagonalen eines Viereckes ecinander, so ist es ein Parallelo-
gramm. (§51.)

§ 61. Einteilung der Parallelogramme,

Mit Riicksicht auf die Griffe der Winkel wund der Seiten ergeben sich vier
Arten von Parallelogrammen; das schiefwinklige ungleichseitige Parallelo-
gramm oder das Rhomboid ; das schief-

e o winklige gleichseitige Parallelogramm

I I I V' oder der Rhombus; das rechtwinklige

_ 7 ungleichseitige Parallelogramm oder
/ / / / das Rechteck und das rechtwinklige

il / gleichseitige Parallelogramm  oder

das Quadrat.
Benenne die in Fig. 80 I—IV dargestellten Parallelogramme !

§ 62. Das Rechteck.

Das Dreieck 4 BC (Fig. 81) laBt sich durch Umklappen so auf das Dreieck
ABD legen, daB Winkel B den Winkel 4, Seite BC die Seite 4D deckt;
wohin fallt 4C?
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1. Die Diagonalen eines Rechteckes sind einander gleich. Fig. 81.

Die Symmetrale EF der Seite 4B ist zugleich Symme- F o
trale des Rechteckes. {

Beweis durch Deckung. Durch eine halbe Umdrehung H—26-- G
des Teiles EBCF um L F kommt B wohin? In welche e

Richtung fillt BC? Wohin der Punkt C? Wohin ¢F? <4 & B

2. Das Rechteck ist eine zweiachsig symmetrische Figur. Jede der beiden Seiten-
symmetralen st Symmetrieachse.
Aufgabe :
Zu beweisen, dafl ein Rechteck durch die beiden Diagonalen in zwei Paare
kongruenter Dreiecke zerlegt wird. (Vgl. § 63, Aufgabe!)
Der Rhombus, § 63.
In Fig. 82 ist 4D = CD = B(C = 4B. Nach § 43 ist daher B.D die Sym-
metrale von 4C und 4C die Symmetrale von BD. £
Da auch Dreiecck ABC mit ADC und Dreieck

ABD mit CBD durch eine Drehung um 180° um % R 5
die Achse AC beziehungsweise BD zur Deckung / V
AL/B

Fig. 82.

gebracht werden kann, so sind auch AC und BD
Symmetralen des Rhombus.

1. Jede Diagonale eines Rhombus ist die Symmetrale der andern.

2. Der Rhombus ist eine zweiachsig syminetrische Figur. Jede der beiden
Diagonalen ist eine Symmetrieachse desselben.

Daraus folgt, daB die Diagonalen eines Rhombus zugleich die Winkelsym-
metralen sind.

Aufgabe:

Zu beweisen, dafl ein Rhombus durch die beiden Diagonalen in vier kongruente
Dreiecke zerlegt wird. (Vgl. § 62, Aufgabe!)

Das Quadrat, § 64.
Das Quadrat ABCD (Fig. 83) vereinigt in sich die Eigenschaften des Recht-
eckes und des Rhombus.

Man hat daher folgende Sitze: Fig. 83.

1. Die Diagonalen eines Quadrates sind einander gleich, D, HEEE0

jede ist die Symmetrale der andern; sie sind die Symme-
tralen der Winkel, welche sie durchschneiden. Hl—t A
2. Das Quadrat ist vierachsig symmetrisch; sowohl jede der
zwei Seitensymmetralen als auch jede der zwei Diagonalen 4 B
ist eine Achse desselben. 4

Das Trapez. § 65.

Unter der Hohe des Trapezes versteht man die Normale zwischen den pa-
rallelen Seiten.

4%
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Die nicht parallelen Seiten eines Trapezes werden Schenkel genannt. Sind
sie gleich, so heit das Trapez gleichschenklig.
Zieht man in dem Trapeze 4 BCD (Fig. 84) CE || DA, so zerfillt es in ein
Parallelogramm AFECD und in ein Dreieck KCB, welches die zwei
Schenkel und die Differenz der Parallelseiten des
Trapezes zu Seiten hat. Ist das Trapez 4BCD
D H C  gleichschenklig, so ist in dem Dreiecke EBC
auch CE = CB, daher ist Winkel B— F = A.
i Dann sind auch die Winkel BCD und 4DC
i gleich (§ 27, Aufgabe 3).

Fig. 84.

A 6 b B Das gleichschenklige Trapez hat daher folgende
Eigenschdften:

1. Die Winkel an jeder der zwei Parallelseiten sind einander gleich.

2. Die Diagonalen sind einander gleich. N

Zu beweisen durch Deckung (oder Kongruenz) welcher Dreiecke?
3. Das gleichschenklige Trapez ist /symmetrisch, seine Achse ist die Sym-
metrale einer Parallelseite. (Beweis durch Drehung, #hnlich wie § 62.)

Das Deltoid. .
Ein Trapezoid, in welchem in/zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten je zwei
. gleiche Seiten einander schneiden, heiit ein Deltoid. (Fig. 85); es besteht

> Fl%; 85. aus zwei gleichschenkligen Dreiecken, iiber welcher
. Grundlinie? {

Die Diagonale,” welche die Ecken miteinander ver-
- bindet, an welcher je zwei gleiche Selten zusammen-
A g Stolen, ist

= a) die Symmetrale der andern Dlagona.le (Weshalb?);
b) die Symmetrale des Deltoides und daher auch der
Winkel, welche sie durchschneidet. (Beweis.) ;

/Adlfgaben g
@ Die Winkel eines Deltoides, welche die Symmetrale
dnrchschneidet, sind 742" und 1062". Wie grof sind

D

die beiden anderen?
@%{ 4 (Fig. 85) = 120° 34" 356", < C = 87° 45" 46”. Die Winkel B und D
zu berechnen.

§ 67. Konstruktionsaufgaben. \

Bei allen Konstruktlonsaufgaben ist anzugeben, wie die geﬁebenen Stiicke
beschaffen sein miissen, damit die Aufgabe moglich ist.

_¥. Konstruiere ein Quadrat, «) dessen Umfang 1 dm, ist;

b) welches mit einem gegebenen Rechtecke gleichen Umfang hat;

¢) wenn die Diagonale (36 mm) gegeben ist.

Durch wieviel Bestandstiicke wird ein Quadrat bestimmt?

2. Zeichne ein Rechteck, a) wenn eine Selte (22 mm) und die Diagonale (31 mm)

gegeben sind;
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N wenn die Diagonale 32 mm betrigt und die beiden Diagonalen einen Winkel
von 600 bilden.

Wieviel Bestandstiicke bestimmen ein Rechteck?

3. s soll ein Rhombus konstruiert werden, wenn gegeben sind:

_e) die Seite und ein Winkel (34 mm, 30°);

B) die Seite und eine Diagonale (24 mum, 32 mm);
¢)~die beiden Dlag011a,len (18 mm, 28 mm);

d) eine Diagonale und ein Winkel. (Die gegebene Diagonale kann durch den
Scheitel des gegebenen Winkels gehen oder nicht.)

4, Zeichne ein Rhomboid, wenn gegeben sind:

@) zwei Seiten (25 mm und 33 mm) und der von ihnen eingeschlossene Winkel 60°;
b) zwei anstoBende Seiten und die durch ihren Schmttpunkt gehende Dlagonale
(22 mm, 29 mm, 35 mm);
ﬁ’fd e beiden Diagonalen und eine Seite (31 mm, 34 mm, 25 mpm);

ie beiden Diagonalen und der von ihnen eingeschlossene Winkel (36 mm,

& -Ld mim, 609).

Durch wieviel Stiicke wird @) ein Rhombus, b) ein Rhomboid bestimmt?

5. a) Ein Trape: zu konstruieren wenn eine Parallelseite a, die zwei Schenkel b
und ¢ und der von a und b eingeschlossene Winkel gegeben sind.

Diec Konstruktion ist aus der Fig. 86 zu erkennen.

Dader aus B beschriebene Kreisbogen die Parallele DC'in zwei Punkten schneidet,
so erhiilt man zwel Trapeze: ABCD und ABC'D, welche die gegebenen vier
Stiicke enthalten. Die Auf-
gabe laflt also im allge-
meinen zwe: Auflosungen
zu. Wann erhalt man nur
ein, wann gar kein Trapez?
Zeichne ein Trapez, wenn
gegeben sind:

,H‘S die Parallelseiten und
die Schenkel' (42 mum,
30 mm, 36 mm, 28 mm);

Sind unter den Bestimmungsstiicken eines Trapezes die beiden Parallel-
seiten gegeben, so wird die Konstruktion mit Hilfe eines Dreieckes aus-
gefithrt, dessen Grundlinie der Differenz der Parallelseiten gleich ist; die
beiden anderen Seiten sind die Schenkel des Trapezes. (Siehe Fig. 84.)

die zwei Parallelseiten und die der ersten anliegenden Winkel (45 mm, 28 mm,
459, 609); :

M) die zwei Parallelseiten, ein Schenkel und ein demselben anliegender Winkel
(42 mam, 294nm, 33 mm, 75°).

6. Konstruiere ein gleichschenkliges Trapez, von welchem gegeben sind:

w) die Parallelseiten (36 mm, 32 mm) und der Schenkel (28 mm);

b) die Parallelseiten und die Héhe (38 mm, 3 em, 26 mm);

¢ die Parallelsciten und ein Winkel (32 mm, 24 mm, 120“)

~ Durch wieviel Stiicke wird a) ein Trapez iiberhaupt, b) ein g]elchschenkhges
Tlapez bestimmt?

Ein Deltoid zu konstruieren, wenn gegeben sind:

@ zwei Seiten und die Symmetrale (30 mm, 36mm, 45 mm),

Fig. 86.
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= \;X) zwei Seiten und die Diagonale, welche nicht die Symmetrale ist (42 mm,
31 mm, 37 mm).
Zahl der Bestimmungsstiicke eines Deltoides?
387 Ein Viereck zu konstruieren, wenn gegeben sind:
@) alle vier Seiten und ein Winkel (25 mm, 30 mm, 35 mm, 20 mmn, 70°);
alle vier Seiten und eine Diagonale (20 mm, 24 mm, 30 mm, 36 mm, 28 mm);
—swugm® drei Seiten und die beiden eingeschlossenen Winkel (18 mm, 24 mm, 20 mm,
600, 809):
*ﬂ:rei Seiten und die beiden Diagonalen (20 mm, 25 mm, 34 mm, 28 mm, 40 mm).
Zahl der Bestimmungsstiicke eines Viereckes. Man beachte, daf} bei allen
Vierecken infolge der Abhingighkeit der acht Bestandstiicke vonmeinander eine
geringere Zahl von Bestimmungsstiicken zur Konstruktion ausreicht. (Vgl. § 54.)
§ 68. Ein Viereck zu konstruieren, welches mit einem gegebenen Vierecke ABCD
Fig. 87. (Eig. 87) kon:qmer.zt ist.
Zieht man die Diagonale B.D, kon-
4 G struiert A EFH ~ / ABD und
iiber FH das Dreieck FGH ~
A BCD, soist das Viereck EFGH ~
ABCD. Es ist iibrigens nicht nétig,
/ die Diagonale BD wirklich zu ziehen;
4 B ) man braucht nur die Eckpunkte
E, F, G, H des neuen Viereckes
entsprechend zu bestimmen.

3. Das Vieleek.

§ 69. Jede von mehr als vier Seiten begrenzte ebene Figur wird ein Vieleck
oder Polygon genannt.
Vergleiche die Zahl der Seiten, Winkel und Eckpunkte eines Vieleckes mit-
einander! Wieviel Winkel liegen an jeder Seite? Wieviel Seiten schlieBen s
einen Winkel ein?
Je nachdem ein Vieleck fiinf, sechs, ..... Ecken hat, heilt es ein Fiinfeck,
Sechseck usw.
Eine Strecke, welche zwei Eckpunkte verbindet, die nicht in derselben Seite
liegen, heilit Diagonale.

Aufgaben .

1. Wieviel Diagonalen kénnen von einem Eckpunkte in einem Fiinf-, Sechs-,
Sieben-, Acht-, Neun-, Zehnecke gezogen werden? In wieviel Dreiecke wird
dadurch jedes der genannten Vielecke zerlegt?

Die Anzahl der Diagonalen, die in einem Vielecke von einem Eckpunkte aus
gezogen werden konnen, ist immer um 3 kleiner als die Anzahl der Seiten;
und die Anzahl der Dreiecke, in welche dadurch das Vieleck zerlegt wird,
ist um 2 kleiner als die Seitenanzahl. Will man die Zahl aller Diagonalen
eines Vieleckes berechnen, so hat man die Zahl der Diagonalen, die von einem
Eckpunkte aus moglich sind, mit der Zahl der Eckpunkte zu multiplizieren
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und das Produkt, da jede Diagonale zweimal gerechnet wurde, durch zwei
zu dividieren.

2. Wie grof ist die Zahl aller Diagonalen @) in einem Achtecke, b) in einem
Zwolfecke?

3In einem Polygon gehen von einem Eckpunkte 7 Diagonalen.aus. Wie grol3
ist die Zahl aller Diagonalen des Polygons?

Die Winkel eines Vieleckes.

Die Winkel eines Polygons kinnen spitz, recht, stumpf und selbst auch
erhaben sein.
Zeichne ein Polygon, in welchem alle diese Arten von Winkeln vorkommen !

s sollen im folgenden nur Polygone mit hohlen Winkeln betrachtet werden.
Zieht man von einem Punkte O innerhalb des Polygons A BCDEF (Fig. 88)
zu allen Eckpunkten gerade Linien, so erhilt man so viele Dreiecke, als das
Polygon Seiten hat; die Winkel eines dieser Dreiecke Fig. 88.
betragen zwei Rechte, daher die Winkel aller Dreiecke
so vielmal zwer Rechte als das Polygon Seiten hat.
Gehoren aber alle diese Dreieckswinkel den Polygon-
winkeln an? Welche sind daher noch abzuziehen?
Priife den Satz:
Die Summe aller Winkel eines Polygons ist gleich so
vielmal zwei Rechten, als das Polygon Seiten hat,
vermindert wm vier Rechie.

Wie grof ist die Summe aller Winkel eines Fiinfeckes, eines Sechs-, Sieben-,
Acht-, Neun-, Zehn-, Zwolfeckes?

Ein Vieleck, in welchem alle Seiten gleich sind, heiBit gleichseitig ; ein Vieleck,
in welchem alle Winkel gleich sind, gleichwinklig; ein Vieleck, in welchem
alle Seiten und alle Winkel gleich sind, regelmdfig.

In einem regelméBigen Polygon ist ein Winkel gleich der Summe aller Winkel,
dividiert durch ihre Zahl. Es betrigt z. B. jeder Winkel

des regelméfligen Fiinfeckes 340°_ jose,

2
des regelmiBigen Sechseckes 1%Q°: 120° usw.

Aufgaben :
1. Wieviel Winkel eines unregelméBigen Polygons miissen bekannt sein, um
die anderen durch Rechnung bestimmen zu kénnen?
(@ Von den Winkeln des Fiinfeckes 4 BODE ist A = 2830 jeder der drei folgen-
i den ist doppelt so groB als der vorhergehende. Wle grol3 ist der 5. Winkel?
3.) Wie groff ist die Seitenzahl eines regelméaBigen Polygons, wenn ein Winkel
4 desselben 140° ist?

Es sei das Polygon ABCDEF (Fig. 89) regelmifig, also 4B = BC =
CD= ... md A=B=C= ...

.
S 170,

§ 71,

8§72
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Halbiert man zwei Winkel 4 und B, die an derselben Seite liegen, so ent-
steht ein gleichschenkliges Dreieck 4 BO. Zieht man von seinem Scheitel O
zu den {ibrigen Eckpunkten die Strecken OC, OD, OF ..., so wird dadurch
das Polygon in lauter kongruente, gleich-
schenklige Dreiecke geteilt; denn wendet man
das erste Dreieck 4AB0O um die Seite OB um,
so deckt es das Dreieck BCO: es mufl namlich
wegen d = ¢ AB in die Richtung von BC fallen
und wegen BC = AB der Punkt 4 auf C;
dieses kann ebenso mit dem néchsten zur
Deckung gebracht werden usf. Die Strecken
04, 0B, OC ... sind also einander gleich.
Da kongruente Dreiecke in bezug auf gleiche
Seiten auch gleiche Ho6hen haben, so sind die
von O auf die Seiten gefallten Normalen. 0G, OH, OJ. ... einander gleich.
Daraus folgt:
1. Halbiert man in einem regelmaﬁ@gen Polygon zwei aufeinander folgende
Winkel und verbindet den Schnittpunkt der Halbierungslinien mit den ibrigen
Eckpunkten des Polygons durch Strecken, so wird dadurch das Polygon in
lauter kongruente gleichschenklige Dreiecke getetlt.

Sind in einem Polygon diese Dreiecke gleichseitig?

2. In jedem regelmifiigen Polygon qibt es einen Punkt, der von allen Eckpunkten
und auch von allen Seiten gleich weit absteht.

Dieser Punkt heilt der Mittelpunkt des regelméBigen Polygons Er ist der
Schnittpunkt zweier aufeinander folgender Winkelsymmetralen.

Beziiglich der Symmetrie der regelmdfigen Polygone gelten folgende Sitze:
1. Sowohl jede Seitensymmetrale als jede Winkelsymmelrale eines regel-
mépigen Vieleckes ist eine Symmetrieachse (Fig. 89).

Von der Richtigkeit iiberzeugt man sich durch Umwenden um die bezug
liche Symmetrale.

2. Ein regelmdifyiges Vieleck hat so viele Symmemmcbsen, als es Setten hat.
Denn ist die Seitenanzahl des Vieleckes gerade, so haben immer je zweil gegen- -
tiberliegende Seiten und je zwel gegeniiberliegende Winkel dieselbe Sym-
metrale. Ist dagegen die Seitenanzahl ungerade, so fallen immer eine
Seiten- und eine Winkelsymmetrale zusammen.

Zweir  Vielecke sind  kon-
gruent, wenn sie alle Seiten
und alle Winkel nach der
Ordnung paarweise gleich
haben.

Zwei  Vielecke ABCDEF
und 4'B’C’'D'E’'F’ (Fig. 90),
welche aus gleich vielen der

Fig. £9.

Fig. 90.
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Ordnung nach kongruenten Dreiecken zusammengesetzt sind, sind selbst
kongruent.

Denn legt man beide Vielecke so aufeinander, dall zwei gleichliegende
Dreiecke aufeinander fallen, z. B. 4 BC auf 4’'B’(C’, so kommt auch das
zweite Paar Dreilecke zur Deckung, folglich auch das dritte Paar . . .;
daher decken einander auch die ganzen Vielecke, d. i. sie sind kongruent.

Fin Vieleck zu iibertragen. -, Fig. 9L, : § 75.

Zerlegt man das ge- s metee 7

gebene Vieleck ABCDEF i/ \ L/\
.',"-f‘r.

(Fig. 91) durch Diago- Pl e c //,"'
nalen in Dreiecke und kon- Fy / 7 MO/
struiert das A GHJ = / \'\
ABC, iber @J das A\ /7 ] 7
GJK > ACD, iiber GK A‘-&""' B G\i“"

das A GKL 2> ADE und

iiber GL das A GLM X AEF so ist das Vieleck GHJKLM 2=
ABCDEF. Man braucht iibrigens die Diagonalen der Vielecke nicht zu
ziehen, sondern bestimmt nach § 55 nur die Punkte J, K, L, M.

JI.‘ Ein Fiinfeck zu konstruieren, wenn die Seiten a, b, ¢, d und die von diesen § 76,
eingeschlossenen Winkel 1329, 120° und 86° gegeben sind.

Man mache (Fig. 92) Fig. 92.
AB = a, trage in B den ;
Winkel 132°, auf; auf
dem neuen Schenkel a
schneide man BC = b
ab, trage in C denWin- 2 .
kel - 120° auf; - mache
ferner 0D = ¢, ‘zeichne ———————
in D den Winkel 86° d
und schneide DE = d
ab. Zieht man nun AE,
so ist ABCDE das verlangte Fiinfeck.

+ 24 Zeichne ein Sechseck, in welchem die Seiten 22 mm, 37 mm, 18 mm,
2bmm, 40 mm nach der Ordnung die Winkel 120°, 1059, 1409, 135° einschlieBen !

Zahl der Bestimmungsstiicke eines Vieleckes. 13
Man denke sich das Vieleck durch von einem. Eckpunkt aus gezogene Diagonalen a

in Dreiecke zerlegt. Fiir das erste Dreteck sind drei Bestimmungsstiicke erforderlich. s
Fiir das néchste Dreteck (4. Eckpunkt) zwei weitere Stiicke ; ebenso fiir jeden folgenden

EBckpunkt. ;

Wieviel Stiicke bestimmen ein Fiinfeck, Sechseck, Siebeneck? Priif: daraus die g
Richtigkeit des Satzes: Die Zahl der Bestimmungsstiicke eines Vieleckes ist gleich
der doppelten, Zahl der Eckpunkte weniger drei.

Ein regelméifliges Polygon ist durch eine Seite und die Seitenzahl bestimmt. Priife
diesen Satz an dem Dreieck AOB (Fig. 89). (Abhingighkeit der Bestandstiicke
voneinander; vgl. § 54.) A i‘s~

\& /1A 55
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Neunter Abschnitt.
Der Kreis.

. Zu gleichen Bogen eines Kreises oder gleicher Kreise gehiren gleiche Sehnen,

gleiche Zentriwinkel und gleiche Zentralabstinde der Sehnen.

Man zeichne zwei gleiche Kreise, den einen auf gewdhnlichem, den zweiten
auf durchscheinendem Papier und lege den zweiten auf den ersten. Kommen
zwei Bogen zur Deckung, so findet diese auch beziiglich der Sehnen, Zentri-
winkel und der Zentralabstinde der Sehnen statt.

Jede Sehne A B (Fig. 93) eines Kreises kann als die Grundlinie eines gleich-
schenkligen Dreieckes, dessen Scheitel im Mittelpunkte liegt, und dessen
Schenkel Halbmesser des Kreises sind, angesehen werden.

Aus § 56 folgt:

1. Zieht man in einem Kreise vom Maittelpunkte die Senkrechle auf eine
Sehne, so wird diese halbiert.

2. Die Symmetrale einer Sehne geht durch den Mittelpunkt des Kreises.
Es sei (Fig. 94) AB | OD. Jede zu AB gezogene schiefe Strecke, wie
OE, OF . . ., ist linger als die Senkrechte OD); also liegen di¢ Punkte
E, F ... auBerhalb der Kreislinie. Die Gerade 4B hat daher mit der
Kreislinie nur den Punkt D gemeinschaftlich, ist also eine Tangente des
Kreises.

Fig. 93.

Fig. 95.

Errichtet man auf einem Halbmesser in dem Endpunkte D (Fig. 94) die
Senkrechte, so ist diese eine Tangente des Kreises .

Umgekehrt:  Die ouf der Tangente eines’ Kreises im Beriihrungspunkte
errichtete Normale geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

Der Abstand einer Geraden vom Mittélpunkte eines Kreises heilit der
Zentralabstand . Ist der Zentralabstand einer Geraden kleiner, ebgnso groB
oder grofler als der Radius, so ist beziehungsweise die Gerade eine Sekante,
eine Tangente oder sie liegt ganz auBerhalb des Kreises. Und umgekehrt.

Ein Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie eines Kreises liegt, und
dessen Schenkel Sehnen des Kreises sind, heillt ein Peripheriewinkel. W
AOB (Fig. 95) ist ein Zentriwinkel, der auf dem Bogen AB aufsteht;
ACB ist ein Peripheriewinkel, der auf demselben Bogen 4B aufsteht.
Ein Peripheriewinkel BDC, dessen zugehoriger Bogen ein Halbkreis N,
heiBit ein Winkel im Halbkreise.
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Ein Peripheriewinkel ist die Hilfte des Zentriwinkels, der auf demselben
Bogen aufsteht.
Der Mittelpunkt eines Kreises kann in Beziehung auf einen Peripherie-
winkel eine dreifache Lage haben: er liegt entweder auf einem Schenkel
des Peripheriewinkels
(Fig.961), oder er liegt
in der. Winkelfliche
des Peripheriewinkels
(Fig. 96 IT), oder er
liegt auBerhalb der
Winkelfliche des-
selben(Fig. 96 I1I).
1. Fall. Der Winkel
m ist der ﬁmﬁenwinkel am Scheitel des gleichsechenkligen Dreieckes BOC';

daher g = . (§46, Aufg. 5.)

2. Fall Dleser 1aBt sich auf den ersten zuruckfuhren Zieht man den
Durchmesser CD, so ist @ die Hilfte von m, b die Halfte von n; daher
ist auch die Summe ¢ + b, d. 1. <t ACB, die Hilfte der Summe m + n
oder des Winkels 40B. ]
3. Fall. Zieht man auch hier den Durchmesser CD, so ist (1. Fall) BCD
die Hilfte von BOD, ebenso AC'D die Hilfte von 40D, folglich auch die
Differenz von BCD und ACD, d. i. <¢ ACB die Hilfte der Differenz von
BOD und AOD, d.i. des <¢ AOB.
Da ein Zentriwinkel durch den ganzen zugehorigen Bogen gemessen wird,
so hat ein Peripheriewinkel die Hilfte des zugehorigen Bogens zum MaB.
Daraus folgt:
L. Peripheriewinkel, welche in demselben Kreise auf gleichen Bogen auf-
stehen, sind emander gleich. '
2. Ein Wainkel im Halbkreise ist ein rechter. Denn er hat die Halfte des
Halbkreises zum MaB.
Aulgaben :
47 Bin Zentriwinkel eines Kreises sei a) 649, b) 870457, ¢) 128° 13 507, d) 64%0-
Wie grofll ist der Peripheriewinkel iiber demselben Bogen?
= 'Ein Peripheriewinkel eines Kreises sei a) 56°, b) 419 37/, 8§ 108° 12" 127,
ﬂ 64§0 Wie groB ist der Zentriwinkel tiber demselben Bogen?
<37 Wie g,mﬁ 1st eln Peripheriewinkel eines Kreises, wenn der zugehorige Zentri-
winkel iiber 2 % der Peripherie aufsteht?
A Von dun.selben Punkt aunf der Pempherle eines Kreises werden zwel Sehnen
gezogen, welche Bogen von 130§ und O2 abschneiden. Welchen Winkel

bilden die Sehnen?
# Tn welchem Vierecke bilden zwei Durchmesser eines Kreises die Diagonalen?
Wann wird es ein Quadrat?

§ 81.
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Konstruktionsaufgaben.

a) Durch drei Punkte A, B, C (Fig. 97), welche nicht in einer geraden Linie
liegen, einen Kreis zu beschreiben.

Man ziehe die Strecken 4B und BC und errichte die Symmetralen der-
gelben; welcher Punkt ist dann der gesuchte Mittelpunkt und welche
Linie der Radius?

Wie andert sich der Radius des Kreises, wenn < A BC wachst, die Strecken

AB und BC aber ungeindert bleiben?

Durch eine analoge Konstruktion kann auch der Mittelpunkt eines Kreises
oder eines Kreishogens gefunden werden.

b) Durch einen Punkt in dem Umfange eines Kreises an diesen die Tangente
2w ztehen.

Die Auflésung ist aus § 79 zu ermitteln.
¢) Durcheinen Punkt A aufserhalb eines Kreises an diesen eine T angentezu ziehen.
Auflosung. Man verbinde (Fig. 98) den gegebenen Punkt A4 mit dem
Mittelpunkte O des ge-
gebenen Kreises durch die
Strecke A0, halbiere diese
in €' und beschreibe aus C
mit dem Halbmesser CA4
einen Kreis, welcher den
gegebenen in den Punkten
D und E schneidet. Zieht
man nun AD und AE, s
sind diese beiden Geraden Tangenten des Kreises. (Beweis mit Hille der
Winkel 4D0 und AEO.)
Aus der Kongruenz der Dreiecke 4. D0 und AEO folgt, dal die Tangenten

AE und AD einander gleich sind.
Wie dndert sich die Lage der Punkte D und E, wenn der Abstand A0 wichst?

Fig. 97. Fig. 98.

Ubungsaufgaben :
. Aus einem gegebenen Mittelpunkt einen Kreis zu beschreiben, welcher eine

gegebene Gerade beriihrt.
2. Binen Kreis zu zeichnen, welcher eine gegebene Gerade in einem gegebenen

Punkte beriihrt.
3. Mit einem gegebenen Radius einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene
Gerade in einem gegebenen Punkte beriihrt.

Sehnen- und Tangentendreiecke.

a) Es sei in dem Dreiecke 4 BC (Fig. 99) DO die Symmetrale der Seite
AB und FO die Symmetrale der Seite 4C. Der Schnittpunkt O der beiden
Symmetralen ist sowohl von 4 und B als auch von 4 und C, somit auch
von B und C gleich weit entfernt. Hat aber der Punkt O von B und C
gleiche Abstinde, so muB} er auch in der Symmetrale der Seite BC liegen.
Die drei Seitensymmetralen eines Dreieckes schnetden also einander in dem
selben Punkte, der von den drei Eckpunkien gleiche Abstinde hat.
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Von dem Punkt O 1iBt sich mithin ein Kreis beschreiben, der durch die
Eckpunkte des Dreieckes geht. Sein Radius ist der Abstand des Punktes O
von einem Eckpunkt. Er heiBt dem Dreieck umgeschrieben, das Dreieck
ist dem Kreis eingeschrieben (Sehnendreieck).

Wo liegt der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises @) bei einem spitz-
winkligen, b) bei einem rechtwinkligen, ¢) bei einem stumpfwinkligen Dreiecke?
b) Es sei in dem Dreiecke 4 BC' (Fig. 100) A0 die Symmetrale des Winkels
BAC und CO die Symmetrale des Winkels ACB. Der Schnittpunkt O

der beider:t Sym- Fig. 99. Fig. 100.
metralen ist so-

wohl wvon. den c c
Schenkeln 4B

und AC als auch L 8

von den Schen-
keln 4C und BC,
somit auch von ‘
ABund BC gleich 4 D B 7 B
weit entfernt. Hat :
aber der Punkt O von den Schenkeln 4B und BC gleiche Abstéiinde, so
muB er auch in der Symmetrale des Winkels 4BC liegen.
Die drei Winkelsymmetralen eines Dreieckes schneiden also einander in
demselben Pumkte, der von den drev Seiten gleiche Abstinde hat.
Von dem Punkte O laBt sich ein Kreis beschreiben, der die Seiten des
Dreieckes beriihrt. Sein Radius ist der Abstand des Punktes O von einer
Seite. Er heilt dem Dreieck eingeschrieben. Das Dreieck ist dem Kreise
umgeschrieben. (Tangentendreieck.)

Jede Seitensymmetrale eines gleichseitigen Dreieckes hat iiberdies welche
Bedeutung? Folgerung daraus beziiglich des Mittelpunktes des einem gleich-
seitigen Dreiecke ein- und umgeschriebenen Kreises.

Sehnen- und Tangentenvierecke, § 84,

@) Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises sind, heifit ein Sehnen-
viereck: ABCD in Fig. 101. Der Kreis ist dem Vierecke umgeschrieben.
Da die Winkel 4 und C des Sehnenviereckes 4BCD Fig. 101.
durch die Hilfte der Bogen BCD und BAD gemessen
werden, so hat ihre Summe die halbe Peripherie zum Male; pB__—
mithin ist 4 -+ ¢ = 180° daher auch B 4 D = 180°.
In jedem Sehnenviereck sind zwer Gegenwinkel supplementir.

Welche Parallelogramme kinnen daher nur Sehnenvierecke
sein? Wo liegt der Mittelpunkt des Kreises? Weshalb it sich 4N " _~D
jedem gleichschenkligen Trapez ein Kreis umschreiben? Die
Konstruktion ist in Fig. 102 enthalten. Weshalb ist OB = 04 = 0D = 0C?

b) Ein Viereck, dessen Seiten Tangenten eines Kreises sind, heilt ein
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Tangentenviereck;: ABCD (Fig. 103). Der Kreis ist demselben einge-
schrieben.
In Fig. 103 sind die mit «, b, ¢ und d bezeichneten Tangenten einander
gleich. Da AB4+ CD=a+b+c¢c+dund AD+ BC=a-+b+c+d
ist, so ist AB+ CD = AD - BC.

Fig. 102, Fig. 108. Fig. 104.

SRR
In jedem Tangentenviereck st die Swumme zweier Gegenseiten gleich der

Summe der beiden andern.

Welche Parallelogramme konnen nur Tangentenvierecke sein? Der Mittel-
punkt des eingeschriebenen Kreises muf den gleichen Abstand von allen Seiten
haben. Wo mufl er daher liegen? (§ 43.) Vgl. auch § 83 b).

Weshalb 1t sich jedem Deltoid ein Kreis einschreiben? Die Konstruktion
ist in Fig. 104 enthalten. Weshalb ist OF = OF = OG = OH?

§ 85. RegelmiBige Sehnen- und Tangentenpolygone,
Der Mittelpunkt eines regelmiBigen Polygones (§ 72) ist a) von allen Eck-
punkten, b) von allen Seiten gleich weit entfernt. Er ist daher sowohl der
Mittelpunkt des dem regelméfigen Polygone wmgeschriebenen als auch des
eingeschriebenen Kreises (Fig. 105). Welche Abstiinde sind die Radien?
§ 86. Es sei (Fig. 106) die aus O mit dem Halbmesser 04 beschriebene Kreis-
linie in mehrere gleiche Teile geteilt.

Fig. 105. Fig. 106.

@) Zieht man durch
die Teilungspunkte
die Sehnen A B, BC,
CD, ‘DE ... und
dreht das dadurch
entstehende, dem
Kreise eingeschrie-
bene Vieleck
ABCDE . . um den
Mittelpunkt O, bis
jeder Teilungspunkt
den nichstfolgenden
deckt, so deckt auch jede Seite des Vieleckes die folgende Seite und
jeder Winkel den folgenden Winkel; das Vieleck ist also regelmiBig.
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b) Errichtet man in den Teilungspunkten 4, B, C, D, . . . auf die zuden-
selben gezogenen Halbmesser Normale, so erhilt man das dem Kreise
umgeschriebene Vieleck GHJKL. .. Dieses Vieleck ist regelmifBig; denn
dreht man dasselbe um den Mittelpunkt, bis jeder Teilungspunkt mit dem
nichstfolgenden zusammenfillt, so deckt auch jeder Halbmesser den
folgenden, daher auch jede Tangente die folgende, und somit auch jeder
Winkel des Vieleckes den folgenden.t)

Es ergibt sich daher der Satz:

Wird die Peripherie eines Kreises in mehrere gleiche Teile geteilt, so sind
die Teilungspunkte a) die Eckpunkte eines eingeschriebenen und b) die Be-
rithrungspunkte eines umigeschriebenen regelmdfiigen Vieleckes.

Es sei ABCDEF Fig. 107 ein dem Kreise eingeschrie-
benes regelmiBiges Sechseck. Wie groff ist Winkel p?
Wie groB sind die Winkel n? Wie groff ist mithin die
Seite des einem Kreis eingeschriebenen regelimd[fiyen
Sechseckes ?

/‘*(. Die Peripherie eines Kreiscsﬂ n 6 /in 5, Q i 12

Aufgaben :

agleiche Teile zu teilen.

9

2

3.

4.

Einem gegebenen Kreise ein regelmiliiges «) Dreieck, b) Viereck, ¢) Sechs-
eck, d) Achteck, e) Zwdolfeck einzuschreiben und umzuschreiben,

Einem gegebenen Kreise mit Hilfe des Transporteurs ein regelmifliges
@) Fiinfeck, &) Zehneck ein- und umzuschreiben.

Ein regelmilliges Vieleck zu zeichnen, wenn die Seite gegeben ist.

Hier kommt es nur darauf an, die Grofe des Kreises zu finden, welchem das
verlangte Vieleck eingeschrieben erscheint. Zu diesem Ende wird das Dreieck
A BO (Fig. 106) konstruiert, indem man fiir 4 Bdie gegebene Seite und fiir BAO
und A BO die halben Vieleckswinkel annimmt. Man berechne daher zuerst
die GroBe eines Vieleckswinkels, ziehe eine Strecke, welche der gegebenen
Seite gleich ist, trage in jedem Endpunkte den halben Vieleckswinkel auf,
aus dem Schnittpunkte der beiden neuen Schenkel beschreibe man durch
die Endpunkte der gezogenen Strecke einen Kreis und trage darin die gegebene
Seite als Sehne herum.

Ein regelmdfiges Polygon ist durch zwei Sticke bestimmt. In diesem Falle
durch die Seite und ecinen Winkel.

Ist ein regelmiBiges Polygon durch die Seitenzahl und den Radius a) des
eingeschriebenen, &) des umgeschriebenen Kreises bestimmt?

. Zeichne eine Strecke von 2 cm Liange und konstruiere iiber derselben ein

regelmifiiges a) Sechseck, b) Achteck!

Zwei Kreise,

Zwei Kreise heiflen konzentrisch oder exzentrisch, je nachdem sie einen
gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben oder nicht. Die zwischen den Peri-

1) Der Schiiler nehme die Drehung so vor, wie es in der FuBinote zu § 60 beschrieben
wurde.

§ 87.

§ 88,
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pherien zweier konzentrischer Kreise liegende Fliche heilit Kreisring
(Fig. 108).
Die durch die Mittelpunkte zweier exzentrischer Kreise gelegte Gerade
heift Zentrale, der Abstand der Mittelpunkte Zentralabstand. Da in die
Fig. 108. " TFig. 109. Zentrale (?in DFu'ch-
messer eines jeden
der beiden Kreise
fallen mul}, so ist

o A B@ sie fiir beide eine

Symumetrieachse.
Die Lage zweier
: Kreise ist von der
Beziehung zwischen dem Zentralabstand und den beiden Radien derart ab-
héngig, daf3 sie aus thr erkannt werden kann.
1. Haben die Umiénge zweier Kreise keinen Punkt gemeinsam, so ist der
Zentralabstand gréfer als die Summe der beiden Radien (Fig. 109). Um
welches Stiick? Verschiebt man den einen der beiden Kreise (07) bei fester
Lage des andern (0) so, dal} sein Mittelpunkt auf der fruheren Zentrale
bleibt, so sind noch folgende Lagen mdglich.
2. Die beiden Umfénge haben einen gemeinschaftlichen Punkt und der
kleinere Kreis liegt sonst auBerhalb des gréBeren; der gemeinschaftliche
Punkt muBl wegen der Symmetrie in der Zentrale liegen; diese st gleich
der Swmme der beiden Radien (Fig. 110).

Fig. 110. Fig. 111. Fig. 112.

Al\ G
() (&) )

3. Die beiden Kreise haben zwei Punkte gemeinschaftlich, sie schneiden
einander (Fig. 111). Wegen der Symmetrie mul} die Zentrale die Symmetrale
der gemeinschaftlichen Sehne, der zugehorigen Bogen und Zentriwinkel
sein. Der Zentralabstand liegt zwischen der Summe und Differenz der beiden
Radien (§ 44).

4. Die beiden Kreise haben wieder einen Punkt gemeinschaftlich (Fig. 112),
der ebenfalls auf der Zentrale liegen mubB, aber der kleinere Kreis liegt
sonst innerhalb des groBleren; der Zentralabstand st gleich der Differenz
der beiden Radien.

5. Die beiden Kreise haben keinen Punkt gemeinsam, der kleinere liegt ganz
innerhalb des gréBeren. Der Zentralabstand ist kleiner als die Differenz
der beiden Radien. (Die Zeichnung aus Fig. 112 abzuleiten.)

6. Die Kreise werden konzentrisch, der Zentralabstand ist Null.
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Bei fortgesetzter Verschiebung wiederholen sich die fritheren Fille.
In den Fillen 2 und 4 sagh man, die heiden Kreise beriifiren einander; in
2 von aullen, In 4 von innen. Der gemeinschaftliche Punkt heillt der
Beriilrungs punkt.
Die obigen Siitze gelten auch umgekehrt. Wie lauten sie dann?

Aufjaben y

Dle Lage zweier Kreise zu bestimmen, fiir welche der Zentralabstand und
* die Halbmesser folgende Werte haben:

~d) Zentralabstand 8 din, Halbmesser 5 dm und 3 dm:

3 2 » 22 7 2 3 4: 33
A) x 9 . B 5 = :
) 3 6 - RhET Sl g
o) 49 CRRERALI
A v 0, i 6 . 3

¢ Mit den Halbmessern 35 mm und 21 mm zwei Kreise zu konstruieren, die
einander @) von auBen, b) von innen beriihren.

% “Aus einem gegebenen Punkte einen Kreis zu konstruiefen, we]cher einen
gegebenen Kreis beriihrt.

Zehnter Abschnitt.

Geometrische Orter.

Kin Kreis, der mit dem Radius 3 ¢m von einem Punkte aus beschriehen
wird, enthiilt alle Punkte, welche von diesem Punkte den Abstand 3 cm
haben. Alle anderen Punkte der Zeichnungsebene haben diese Eigenschaft
nicht; denn wie grof} ist der Abstand @) der Punkte innerhalb, b) aullerhalb
des Kreises von diesem Punkte? Man sagt, der geometrische Punkt Ort aller
Punkte, welche von einem gegebenen Punkte den Abstand 3 ¢m haben,
ist ein Kreis, welcher von diesem Punkte als Mittelpunkt mit dem Radius
3 em konstruiert wird.

Allgemein:

Eine Linie, welche die Punkte enthdlt, die eine bestimmte Bedingung erfiillen,
heift der geometrische Ort dieser Punkte.

- Den geometrischen Ort anzugeben fiir
"t alle Punkte, welche von einem gegebenen Punkt einen gegebenen Ab-

stand @ haben.

2, die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen gegebenen Halbmesser haben
und durch einen gegebenen Punkt gehen.

~3, alle Punkte, welche von den Endpunkten einer Strecke gleich weit abstehen.

. die Mittelpunkte aller Kreise, welche durch zwei gegebene Punkte gehen.

5. alle Punkte, welche von einer gegebenen Geraden den Abstand d haben.

% die Mittelpunkte aller Kreise, welche den Radius » haben und eine gegebene
Gerade beriihren.

Moénik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. 8. Kl. d. Mittelschulen. 5

§ 89.



§ 90.

§ o1,

7. alle Punkte, welche von den Schenkeln eines Winkels gleiche Absténde

haben.
. die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei nicht parallele Gerade beriihren.

8

9. die Scheitel aller rechtwinkligen Dreiecke iiber einer Geraden als Hypotenuse.

0. die Mittelpunkte aller Kreise, welche eine gegebene Gerade in einem ge-
gebenen Punkte berithren.

11. die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen gegebenen Kreis in einem ge-
gebenen Punkte desselben beriihren.

12. die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen gegebenen Halbmesser haben
und einen gegebenen Kreis @) von aullen, ) von innen beriihren.

13. alle Punkte im Raume, welche von einem gegebenen Punkte den Abstand 4

haben.
14. alle Punkte im Raume, die von einer Ebene den Abstand d haben.
15. alle Punkte im Raume, die von zwei gegebenen parallelen Ebenen (z. B.
FuBboden und Plafond) denselben Abstand haben. :
Ist fiir einen Punkt eine einzige Ortslinie gegeben, so ist dadurch
die Lage des Punktes nicht bestimmt, da es unzihlig viele Punkte gibt,
welche in dieser Ortslinie liegen; ein geometrischer Ort enthilt
daher die Losungen einer unbestimmien Aufgabe. Sind dagegen fiir einen
Punkt zwei Ortslinien bekannt, so gibt es nur einen oder eine
bestimmte Anzahl von Punkten, welche in beiden geometrischen Ortern
liegen; zwei Ortslinien} eines Punktes enthalten daher die Auflosung
einer bestimmten Aufgabe
Die geometrischen Orter sind fiir die Losung geometrischer Konstruktions-
aufgaben von grofler Wichtigkeit, da es bei diesen meist nur auf die
Bestimmung von Punkten ankommt.
Ein Dreieck ABC (Fig. 113 ) zu konstruieren, wenn zwei Seiten AB wund
AC und die Hohe C D auf die erste dieser Seiten gegeben sind.
Durch die gegebene Seite 4B sind die heiden Eck-
punkte 4 und B bestimmt. Fiir den dritten Hck-
punkt C ist ein geometrischer Ort der um A4 mit
dem Halbmesser 4 C beschriehene Kreis (weshalb?)
und ein zweiter die zu 4B im Abstande CD ge-
zogene Parallele (weshalb?); somit ist auch C
bestimmt.
Die Konstruktion ist aus der Figur ersichtlich.
Die Aufgabe hat zwei Auflosungen oder eine oder keine. Wann tritt jeder
dieser drei Fille ein?

Fig. 113.

Aufgaben :

1. In einer Seite eines gegebenen Dreieckes einen Punkt zu finden, welcher von
den beiden anderen Seiten gleich weit entfernt ist.

2. Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Hypotenuse und die
Héhe auf dieselbe gegeben sind. Welche Fille sind méglich?

3. Bin Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten und die Hohe auf die dritte
Seite gegeben sind.
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. Einen Rhombus zu konstruieren, wenn die Hohe und ein Winkel (29 mm,
70°) gegeben sind.
5. Einen Rhombus zu konstruieren, wenn ein kael und der Radius des ein-
geschriebenen Kreises (15 mm, 65% gegeben sind. ;
6.-Fin Trapez zu zeichnen, wenn die zwei Parallelsciten, ein Winkel an den-
selben und die Hohe (40 mm, 32 mm, 60°, 26 mm) gegeben sind.
7. Ein Trapez zu zeichnen, wenn die zwei Schenkel, eine Parallelseite und die
—Hohe (34 mm, 42-min;-48-maw; 27-mm)-gegeben-sind.
8. Ein gleichschenkliges Trapez zu zeichnen, wenn der Schenkel, die Diagonale
und die Héhe (36 mm, 46 mm, 28 mm) gegeben sind.
9. Mit einem gegebenen Halbmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher
a) durch zwei gegebene Punkte geht,
b) durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade beriihrt,
¢) durch einen gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Kreis berithrt,
d) zwei gegebene Gerade beriihrt,
e) eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis beriihrt,
f) zwei gegebene Kreise beriihrt.
10. Einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpunkt in einer gegebenen Geraden
liegt und dessen Peripherie
a) durch zwei gegebene Punkte geht,
b) zwei gegebene Gerade berithrt. (Sie kénnen parallel sein oder nicht)
11. Einen Kreis zu beschreiben, welcher
a) durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade in einem
gegebenen Punkte beriihrt,
b) zwei gegebene Gerade, und zwar die eine in einem gegebenen Punkte
beriihrt.
12. Drei Kreise, deren Halbmesser gegeben sind, so zu konstruieren, daf sie
einander von aufien beriihren.
13. Ein rechter Winkel ist gegeben; es sind Punkte zu suchen, die ¢) von dem
einen Schenkel den Abstand 5 em, b) von dem andern Schenkel den Abstand
4 em haben, c¢) beiden Bedingungen geniigen.
Wieviel Punkte geniigen der Forderung in e und b, wieviel der in ¢?
14. Man bestimme nach Aufgabe 13 die Lage eines Punktes in der Ebene der
Tafel.

Eilfter Abschnitt.

Die senkrechten Formen des Prismas, des Zylinders,
der Pyramide und des Kegels.

Prisma und Zylinder. : § 92.
Ahnlich wie der Quader iiber einem rechtwinkligen Parallelogramme aufge-

baut ist, konnen auch verwandte Korper iiber anderen ebenen Figuren
errichtet werden.

Man lege ein Dreieck zunachst auf die Tischebene und nehme mit ihm eine
Parallelverschiebung in vertikaler Richtung vor. Es entsteht ein senkrechtes
dreiseitiges Prisma (Saule, Fig. 114), welches von zwei kongruenten Dreiecken

als Grundflachen und drei Rechtecken als Seitenflichen begrenzt wird. Die

samtlichen Seitenflichen bilden den Mantel des Prismas. Grundkanten?
%
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Seitenkanten? Hohe? Vergleiche die Seitenkanten nach ihrer Linge ! Dieses
Prisma heiBt ein senkrechtes dreiseitiges Prisma. Wie wiirde man ein senk-
rechtes vierseitiges, fiinfseitiges, sechsseitiges... Prisma erhalten?
Regelmifiig heifit ein senkrechtes Prisma, wenn es zu Grundflichen regel-
méafige Figuren hat.

Ein schiefes Prisma erhilt man durch eine Parallelverschiebung einer ebenen
Figur aus der horizontalen Lage in einer schrigen Richtung.

Wiirfel und Quader sind besondere Formen der Prismen.

Legt man einen Kreis zunéichst auf eine horizontale Ebene und nimmt dann
in vertikaler Richtung eine Parallelverschiebung vor, so beschreibt er einen
senkrechten Zylinder (Fig. 115). Dieserist von zwei parallelen und kongruenten
Kreisflachen als Grundflichen und einer zwischen diesen liegenden krummen
Fliche als Mantelfliche begrenzt. Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte
heift die Achse. Eine Seite C'D des Zylinders erhélt man durch die Verbindung
der Endpunkte zweier paralleler und gleichgerichteter Radien der Grund-
flichen. Vergleiche die Seiten nach ihrer Lénge. Hohe des Zylinders? Ist
eine Seite (Hohe) eines senkrechten Zylinders dem Durchmesser der Grund-
fliche gleich, so heillt der Zylinder gleichseitig. Ein Achsenschnitt ist der
Schnitt eines Zylinders mit einer durch die Achse gelegten Ebene. (Achsen-
schnitt eines senkrechten, eines gleichseitigen Zylinders?)

Einen senkrechten Zylinder kann man auch durch eine Umdrehung eines
Rechteckes um eine seiner Seiten entstanden denken. Welche Seite des
Rechteckes gibt die Hohe, welche den Radius der Grundfliche? Welche
Figur erzeugt durch eine Umdrehung einen gleichseitigen Zylinder?

Fig. 114. Fig. 116.

F
Fig. 115. O

Ve o

Das Netz eines regelmafligen Prismas zu zeichnen, wenn die Grundfliche
a) ein Dreieck (welches?), b) ein Viereck (welches?), ¢) ein Sechseck ist.
Welche Figur ist das Netz des Mantels? Grundlinie? Hohe?

Fig. 116 enthilt das Netz eines senkrechten Zylinders. Der Mantel ist ein
Rechteck; die Seiten desselben, welche von den beiden Grundkreisen beriihrt

werden, miissen S%ma.l so0 grof} sein als ihr Durchmesser.
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Pyramide, Pyramidenstumpf, Ahnlichkeit der Dreiecke. $ 93.

Denkt man sich mit dem Dreiecke 4 BC (Fig. 117) eine Parallelverschiebung so
vorgenommen, dafl der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises stets in der-
selben Normalen auf der Dreiecksfliche bleibt und die Fliche des Dreieckes
gleichmiBig so abnimmt, dafl es endlich in einem Punkte verschwindet, so
wird ein Kérper beschrieben, der eine senkrechte dreiseitige Pyramide genannt
wird. Sie ist von einem Dreiecke als Grundfliche und von drei gleichschenk-
ligen Dreiecken, welche den Mantel der Pyramide bilden, begrenzt. Grund-
kanten. Seitenkanten. Diese sind gleich lang. (Modell.) Der Punkt S heifit
der Scheitel der Pyramide, SD (senkrecht auf der Grundfliche) die Hohe.
Diese Pyramide kann auch dadurch erzeugt werden, daB man im Mittel- -
punkte des einem Dreiecke umgeschriebenen Kreises die Normale errichtet,
einen Punkt S derselben mit einem Eckpunkte des Dreieckes durch eine
Gerade verbindet und diese Verbindungslinie an dem Umfange des Dreieckes
so herumfiihrt, daB sie immer durch den Punkt S geht. Sie beschreibt dabei
den Mantel der Pyramide.
Fig. 117. Fig. 118, Fig. 119.
o g

b

A B
Fig. 118 enthilt das Netz einer senkrechten dreiseitigen Pyramide. Wie
lange ist die gebrochene Linie ABCD? Was ist S4 an der Pyramide?
Schneidet man die Pyramide Fig. 119 durch eine zur Grundfliche parallele
Ebene, so wird sie in zwei Teile geteilt, von welchen der eine (4 BC 4’ B'(Y)
Pyramidenstumpf, der zweite SA’B'C’ die Erginzungspyramide heilit.
Der Pyramidenstumpf ist von zwei in parallelen Ebenen liegenden Dreiecken
als Grundflichen und von drei gleichschenkligen Trapezen begrenzt, welche
den Mantel bilden.

Die Schnittfigur 4’B’C” wird um so kleiner, je néher sie der Spitze der voll-
standigen Pyramide liegt. Sie hat aber dieselben Winkel wie die Grundfliche
(Nachweis durch paarweise vorgenommene Deckung an einem Modell!);
ferner sind, wie man sich durch Abmessung an dem Modell iiberzeugen kann,
alle Seiten, verglichen mit den entsprechenden der Grundfliche in demselben
MaBe verkleinert. Sie hat bei verschiedener GroBe dieselbe Gestalt wie die
Grundfliche. Zwei derartige Dreiecke heiBen dhnlich. Von zwei &hnlichen
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Dreiecken ist jedes eine Abbildung des andern in vergréBertem oder verklei-
nertem Mafstabe, je nachdem die paarweise einander entsprechenden
Seiten des einen in gleichem MaBe vergréBert oder verkleinert sind.

Es 1aBt sich zeigen, dafl zwei Dreiecke schon dhnlich sind, wenn sie in den
Winkeln paarweise iibereinstimmen.

Eine senkrechte Pyramide, deren Grundfliche eine regelmiBige Figur
ist, heillt regelmdfig. Eine von vier gleichseitigen Dreiecken begrenzte
Pyramide heillt ein Tetraeder.

Anzugeben, wie a) eine senkrechte quadratische Pyramide, b) eine regel-
méBige sechsseitige Pyramide entstehen kann? Die zugehorigen Pyramiden-
stiimpfe zu beschreiben.

Fig. 120. Aufgaben:
e 1. Zu einem gegebenen Dreiecke ein adhnliches zu
D zeichnen, wenn die Seiten desselben a) doppelt so

grof}, b) halb so grof sind als die des gegebenen.
(Verdopple ecine Seite des gegebenen Dreieckes
und trage die anliegenden Winkel desselben in den
Endpunkten auf. Uberzeuge dich durch Abmessen,
dal} die beiden anderen Seiten des Dreieckes eben-
E falls die zweifache GroBe der entsprechenden Seiten
des gegebenen Dreieckes haben, beziehungsweise
B halb so groB sind.)

2. Ein Terrain in verkleinertem MaBstabe darzu-
stellen (Fig. 120). — Man zerlege das Terrain durch Verbindungslinien
passender Punkte in Dreiecke, messe eine Seite (AB) eines Dreieckes
(4BC) — die Standlinie — zeichne dieses Dreieck in verjiingtem MaBstabe
und schlieBe daran in gleicher Aufeinanderfolge die anderen Dreiecke.
Welche GroBen miissen auller der Standlinie AB noch gemessen werden?
(Landkarten, Pline.)

§ 94. Der senkrechte Kegel.
Nimmt man mit einem Kreise eine Parallelverschiebung so vor, daf der
Mittelpunkt stets in derselben Normale auf der Kreisfliche bleibt und die
Flache des Kreises so abnimmt, daB er endlich in einen Punkt sich zusammen-
zieht, so wird ein Korper beschrieben, der ein senkrechter Kegel heiit. Er ist
Fig. 121. von einem Kreise als Grundfliche und einer krummen Fliche,
dem Mantel, begrenzt. Der senkrechte Kegel kann auch
dadurch erzeagt werden, daB man im Mittelpunkte eines
Kreises die Normale auf die Kreisfliche errichtet, von
einem Punkte S (Fig. 121) zur Peripherie des Kreises eine
Strecke zieht und diese an dem Umfange des Kreises so
herumfiihrt, daB sie immer durch den Punkt S geht. Sie
beschreibt dabei den Mantel eines senkrechten Kegels:
Einen schiefen Kegel wiirde man durch Parallelverschiebung

eines gle10hmaB1g kleiner werdenden Kreises in einer Richtung erhalten, welche
nicht in die im Mittelpunkte auf die Kreisfliche errichtete Normale fillt.
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Der Punkt S heiBit der Scheitel, eine Strecke (S4), welche den Scheitel mit
einem Punkte der Grundfliche verbindet, eine Seite des Kegels. Alle Seiten
cines senkrechten Kegels sind gleich lang. (Kongruenzsatz?) Die Achse
des Kegels ist die Strecke zwischen dem Scheitel und dem Mittelpunkte
des Grundkreises; unter Hihe eines Kegels versteht man die Senkrechte
vom Scheitel auf die Grundfliche. Beim senkrechten Kegel fillt die Hohe
mit der Achse zusammen. Ist die Seite eines senkrechten Kegels dem Durch-
messer der Grundfliche gleich, so heilit der Kegel ein gleichseitiger.

Legt man durch die Achse eines Kegels eine Ebene, so heifit die Schnitt-
figur ein Achsenschnitt des Kegels. Hs ist ein Dreieck; welches bei einem
@) senkrechten, b) gleichseitigen Kegel?

Einen senkrechten Kegel kann man auch durch eine Umdrehung eines
rechtwinkligen Dreieckes um eine seiner Katheten erzeugen. Was bedeutet
diese Kathete an dem Kegel, was die andere Kathete, was die Hypotenuse?
Welches rechtwinklige Dreieck erzeugt durch eine Umdrehung einen gleich-
seitigen Kegel? b

Wie erhilt man einen Kegelstumpf? (Ana- Peie
logie mit dem Pyramidenstumpf.) Netz
eines senkrechten Kegels. Da alle Punkte
der Peripherie des Grundkreises eines senk-
rechten Kegels von dem Scheitel gleich weit
entfernt sind, so erhilt man dureh das
Aufrollen seines Mantels einen Kreisaus-
schnitt, welcher die Peripherie der Grund-
fliche zum Bogen und die Seite des Kegels
zum Halbmesser hat. Um daher das Netz
eines senkrechten Kegels zu erhalten, hat
man an den Bogen des Kreisausschnittes,
den mandurch Aufrollen des Mantelserhilt,
noch den Grundkreis zu zeichnen (Fig. 122).

Zwolfter Abschnitt.
Flachengleichheit, Verwandlung und Teilung
ebener Figuren.
Zwei Figuren, welche denselben Flicheninhalt haben, heilen flichengleich. § 95.
Zwei kongruente Figuren sind auch flichengleich. Figuren, welche aus
kongruenten Teilen bestehen, sind im allgemeinen nicht kongruent, aber
stets flichengleich (Fig. 123).

s

Fig. 123.
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Zieht man (Fig. 124) von den Eckpunkten 4 und B des schiefwinkligen
Parallelogrammes ABDC zu der Seite CD die Normalen 4F und BE,
so erhdlt man das Rechteck A4 BEF, welches mit dem Parallelogramme
ABDC gleiche Grundlinie und gleiche Héhe hat. Die rechtwinkligen Dreiecke
BED und AFC sind kongruent (Kongruenzsatz?); addiert man jedes der-
selben zu dem Trapeze ABEC, so miissen auch die Summen gleich sein,
d. i. Parallelogramm 4 BDC = Rechteck 4 BEF.
Jedes schiefwinklige Parallelogramm ist flichengleich einem Rechtecke, das
mat thm gleiche Grundlinie und gleiche Hohe hat.
Aus diesem Lehrsatze folgt:
Zwei Parallelogramme von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe sind flichen-
gleich; denn jedes ist mit demselben Rechtecke flichengleich.
Jedes Dreieck ist die Hilfte eines Parallelogrammes, das mit ihm gleiche
Grundlinie und gleiche Héhe hat.

Fig. 124. Fig. 125.

Denn zieht man (Fig. 125) durch zwei Eckpunkte €' und B des Dreieckes 4 BC
Parallele mit den gegeniiberliegenden Seiten, so entsteht das Parallelogramm
ABDC, welches mit dem A ABC gleiche Grundlinie und gleiche Hohe hat;
von diesem Parallelogramm ist 4BC die Hilfte.

Hieraus folgt:

Zwei Dreiecke von gleicher Grundlinie und gleicher Hihe sind flichengleich.
Halbiert man in E den Schenkel BC des Trapezes A BC'D (Fig. 126) und zieht
durch D und E die Gerade DF, so ist A CDE > BFE. (Kongruenzsatz?)
Addiert man daher zu dem Viereck 4 BE Deinmal das A CDE und dann das
/A BFE, so miissen die Summen gleich sein, d. 1. Trapez 4 BC D = Dreieck
AFD. Die Grundlinie des Dreieckes A FDist AB-- BF = AB -+ CD, also
gleich der Summe der Parallelseiten des Trapezes, und die Hohe DH gleich
der Hohe des Trapezes. ;

Jedes Trapez ist flichengleich einem Dreiecke, das mat thm gleiche Hohe hat,
und dessen Grundlinie gleich ist der Summe der parallelen Seiten des Trapezes.

. Es sei (Fig. 127) Fig. 127.

O der Mittel-
punkt des regel-
méfigen  Viel-
eckesABCDEF
und OP | AB.
Zieht man die
Strecken 04,

OB COC el 5 T
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so wird das Vieleck in lauter kongruente Dreiecke zerlegt. Trigt man
nun alle Seiten des Vieleckes auf der verlingerten 4B auf und zieht von
den Endpunkten zu dem Punkte O Strecken, so ist A HOL= A 40B X 6,
Polygon ABCDEF = A AOB X 6. Daher Polygon ABCODEF =/ HOL.
Jedes regelmdifige Vieleck ist flichengleich einem Dreiecke, das den Umfang des
Vieleckes zur Grundlinie und den Abstand des Mittelpunkies desselben von
einer Seite zur Hohe hat.

LiBt man in einem regelméBigen Vielecke die Anzahl der Seiten ohne Ende
zunehmen, so nithert sich das Vieleck ohne Ende einem Kreise, der Umfang
des Vieleckes der Peripherie und der Abstand des Mittelpunktes des Vieleckes
von einer Seite dem Halbmesser des Kreises.

Daraus ergibt sich:

Ein Kreis ist flachengleich einem Dreiecke, das die Peripherie des Kreises
zur Grundlinie und den Halbmesser zur Hohe hat.

Ebenso findet man;:

Ein Kreisausschnitt st flichengleich einem Dreiecke, das die Lange des Kreis-
bogens zur Grundlinie und den Halbmesser zur Hohe hat.

Die Verwandlung eines Kreises oder Kreisausschnittes in ein Dreieck kann
dadurch ausgefithrt werden daf man die Perlph(,rle beziehungsweise den Bogen
des Ausschmttes in kleine Teile teilt und diese auf eine Gerade iibertrigt. Uber
der so erhaltenen Strecke als Grundlinie konstruiert man ein Dreieck, dessen Hohe
der Radius ist. Dieses Dreieck ist nur annihernd dem Kreise oder dem Sektor
gleich, da seine Grundlinie nur niherungsweise der Peripherie beziiglich dem
Bogen gleich ist.

Flichensitze des rechtwinkligen Dreieckes. §100.
Zieht man (Fig. 128) die Hohe eines rechtwinkligen Dreieckes A BC auf die
Hypotenuse, so erhiilt man zwei Abschnitte der Hypotenuse.

Man konstruiere ferner iiber den drei Seiten des rechtwinkligen Dreieckes

die Quadrate, verlingere CD bis L und ziehe die Strecken #B und CG.

1. Es ist A ABF = 4AGC (Kon-
gruenzsatz?)

Da A ABF = 5 AFEC und A
A ACG =31 ADLG, so ist AFEC =
= ADLG.

Ebenso kann bewiesen werden, dal
BCKJ = DBHL.

Das Quadrat iiber jeder Kathete eines
rechiwinkligen Dreteckes ist gleich dem
‘Rechtecke aus der Hypotenuse und
dem der Kathete anliegenden Abschnitte
derselben.

2. Da die Summe der Rechtecke 4 DLG
und BDLH das Quadrat der Hypo-
tenuse ist, so folgt:

Fig. 128, K
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Fig. 129. Das Quadrat iiber der Hypotenuse eines rechi-
winkligen Dreieckes st gleich der Summe der
S Quadrate der beiden Katheten (Pythagoreischer

E 1 Lehrsatz).

Daher ist das Quadrat iiber einer Kathete
ALTTF G |B eines rechtwinkligen Dreieckes gleich der Dif-
Ay ferenz der Quadrate iiber der Hypotenuse und
der anderen Kathete.
3. Es ist (Fig. 129) CHGF = ACDE — AFKJ oder CHGF = ABLJ —
— AFKJ = BFKL.
Das Quadrat iiber der Hohe eines rechtwinkligen Dreieckes ist gleich dem
Rechtecke aus den beiden Abschnitten der Hypotenuse.
§101. Verwandlung ebener Figuren.
Ein gegebenes Gebilde in ein anderes ?Jea'wandeln heifit ein Gebilde kon-
struieren, welches bestimmten Bedingungen entspricht und dem gegebenen
flachengleich ist.
a) Ein ungleichseitiges Dreieck ABC (Fig. 130) in ein gleichschenkliges iiber
derselben. Grundlinie AB zu verwandeln.
Die Konstruktion ist aus Fig. 130 zu erkennen. Beweis?
b) Ein gegebenes Dreieck ABC (Fig. 131) in ein anderes zu verwandeln, das
einen gegebenen Winkel m enthilt.

Die Konstruktion ist aus Fig. 131 zu erkennen. Beweis?
¢) Ein Dreieck ABC (Fig. 132) in ein anderes zu verwandeln, das eine gegebene
Grundlinie a hat.
Man mache 4D = q, zieche C'D und BE || C'D.
Der Schiiler beweise mit Beachtung des gemeinschaftlichen Dreieckes AC D,
da A ACB= A AED ist.

Dieselbe Verwandlung vorzunehmen, wenn a > 4B ist.
d) Ein Dreieck A BC (Fig. 133) in éin anderes zu verwandeln, das eine gegebene
Hihe b hat.

Fig. 133. Man errichte 4D = & senkrecht auf AB, ziehe

DE| AB, dann EB, und CF | BE. Zieht man
nun die Strecke EF, so ist A AEF = A ABC.
Beweis wie bei der Aufgabe in ¢).

Dieselbe Verwandlung vorzunehmen, wenn 4 grolier
als die Hohe des gegebenen Dreieckes ist.
Ay e) Bin Dreieck in ein Parallelogramm mit gleicher
A B F  Grundlinie zu verwandeln.




Man halbiere (Fig. 134 ) die Seite BC, ziehe durch den
Halbierungspunkt £ DF || AB, ferner BF || AC.
Das dem Dreiecke 4BC flichengleiche Parallelo-
gramm ist 4 BF D. Durch die Kongruenz der Dreiecke
CDE und BFE nachzuweisen.
f) Ein Rechteck ABCD (Fig. 135) in ein Quadrat zu
verwandeln.
Man verlingere die kleinere Seite 4B bis E, so daB
AE = AD wird, heschreibe iiber AE einen Halb-
kreis, welcher die verlingerte Seite OB in F trifft.
Zieht man AF und beschreibt dariiber das Qua-
drat AFGH, so ist dieses dem gegebenen Rechtecke
gleich. (§ 100, 1).
9) Bin Vieleck ABCDEF (Fig. 136) in ein anderes
zu verwandeln, das eine Seite weniger hat.
Man ziehe die Diagonale DF und EG | DF und
verlingere AF bis @. Zieht man D@, so ist das
Vieleck 4BCDG gleich dem Vielecke ABCDEF ;
zu beweisen mit Hilfe der Dreiecke FDE und FDG.
Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann jedes
Vieleck in ein Dreieck verwandelt werden. Da sich nun
jedes Dreieck in ein Parallelogramm, dieses in ein Recht-
eck und letzteres in ein Quadrat verwandeln liBt, so
kann auch jedes Vieleck durch bloBe Konstruktion in
ein Quadrat verwandelt werden.

Teilung ebener Figuren. §102,

a) Ein gegebenes Dreieck durch Strecken, welche durch einen Eckpunkt gehen,
i mehrere gleiche Teile zu teilen.

Teile die diesem Eckpunkte gegeniiberliegende Seite in so viele gleiche Teile,
als verlangt werden, und verbinde die Teilungspunkte mit jenem Eckpunkte
durch Strecken! ,

b) Ein Parallelogramm in mehrere gleiche Tetle zu teilen, so daf die Teilungs-
linien mit zwei Gegenseiten parallel sind.

Teile die beiden anderen Gegenseiten in die verlangte Anzahl gleicher Teile
und verbinde je zwei gleich liegende Teilungspunkte durch eine Strecke!
¢) Ein Trapez in mehrere gleiche Teile zu teilen, so dafs die Teilungslinien die
beiden parallelen Seiten schneiden.

Durch Teilung der Parallelseiten in gleiche Teile und Verbindung der ent-
sprechenden Teilungspunlkte.

1. Ein Quadrat zu konstruieren, welches der Summe zweier gegebener Quadrate §1083.
gleich qst. '

Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten gleich sind
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den Seiten der gegebenen Quadrate; die Hypotenuse dieses Dreieckes ist

die Seite des verlangten Quadrates.

2. Ein Quadrat zu konstruieren, welches der Differenz zweier gegebener Quadrate

gleich 7st.

Ebenfalls mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreieckes zu l6sen; wie groB} ist die

Hypotenuse, wie grof} eine Kathete?

Aufgaben :
1. Ein schiefwinkliges Dreieck in ein rechtwinkliges iiber derselben Grundlinie
zu verwandeln.
Der rechte Winkel kann a) an der Grundlinie, b) gegeniiber der Grundlinie
liegen.

. Konstruiere ein Dreieck mit den Seiten 31 msm und 17 mm und dem ein-
geschlossenen Winkel 45° und verwandle es dann in ein Dreieck mit der
Grundlinie 26 mm und einem anliegenden Winkel von 60°!

3. Kin schiefwinkliges Parallelogramm in ein Rechtek zu verwandeln.

. Ein Dreieck in ein Rechteck zu verwandeln.

. Ein Quadrat in ein Dreieck zu verwandeln, von dem eine Seite und ein
Winkel gegeben sind.

. Ein Parallelogramm in ein anderes @) mit einer gegebenen Seite, b) mit
einem gegebenen Winkel zu verwandeln.

. Ein Trapez in ein Parallelogramm zu verwandeln.

. Ein ungleichschenkliges Trapez in ein gleichschenkliges zu verwandeln.

. Ein hohlwinkliges Trapezoid in ein Rechteck zu verwandeln.

. Ein unregelmifiiges Fiinfeck in ein Dreieck zu verwandeln.

. Konstruiere ein Dreieck, welches gleich ist einem regelmaBigen Achtecke
itber der Seite 20 mm !

12. Konstruiere ein Quadrat, welches flichengleich ist einem regelmaBigen Sechs-

ecke iiber der Seite 2 cm !

13. Zwei Parallelogramme mit gleichen Grundlinien @) zu addieren, b) zu sub-

trahieren.

14. Zwei Parallelogramme mit gleichen Hohen «) zu addieren, b) zu subtrahieren.

15. Zwei Dreiecke mit gleichen Grundlinien a) zu addieren, b) zu subtrahieren.

16. Zwei beliebige Parallelogramme (Dreiecke) a) zu addieren, b) zu subtrahieren.

17. Ein Quadrat zu konstruieren, welches @) doppelt so groB, b) halb so grof als

ein gegebenes Quadrat ist. .
18. Ein Quadrat zu konstruieren, das
a) der Summe dreier oder mehrerer gegebener Quadrate gleich ist;
b) dreimal, viermal so grof} ist als ein gegebenes Quadrat.
19. Ein Parallelogramm von einem Eckpunkte aus in vier gleiche Teile zu teilen.

Dreizehnter Abschnitt.

Berechnung der ebenen Figuren; Anwendungen des
Pythagoreischen Lehrsatzes.
Die Bestimmung des Flicheninhaltes geschieht nicht durch unmittelbares

Auftragen der Flichenmafe auf die zu messende Fliche (vgl. Fig.41), da dieses
sehr mithsam und meistens auch unausfithrbar wire. (Wann?)Man bestimmt

(=1} O W 1D

—
OO G0 =
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vielmehr den Flicheninhalt maittelbar, indem man diejenigen Strecken, von
denen die Grofle der Figur abhangt, mit dem Langenmale mift und aus den
MaBzahlen dieser Strecken den Inhalt der Fliche durch Rechnung sucht.

Das Quadrat, ; §1086,
In §34 wurde folgender Lehrsatz nachgewiesen:
Die Mafzahl fir den Flicheninhalt eines Quadrates wird gefunden, indem
man die Mafzahl emner Seite mit sich selbst multipliziert.
Bezeichnet man die MaBzahl der Seite eines Quadrates durch ¢ und die MaB-
zahl seines Flicheninhaltes durch f, so ist
=
Bei den Berechnungen sind die Zahlen, welche aus Messungen hervor-
gegangen sind, als unvollstindig anzusehen, daher ist das Endresultat mit
der erreichbaren Genauigkeit durch abgekiirzte Rechnungen zu entwickeln.
Aufgaben :
1. Die Seite eines Quadrates ist @) 236 m, b) Ab: 08 e o en) QLD S
d) 3:475...m. Wie groB ist 1. der Umfang, 2. der Flicheninhalt?
2. Der Umfang eines Quadratesist 217m 2. . em. Wle grof} ist der Flicheninhalt?
3. Man will in einem quadratformwen Garten, dessen Seite 58 m 5 dm ist, rings-
herum einen Weg machen, der eine Breite von 1 2 dm haben soll; welchen
Flichenraum wird dieser Weg einnehmen?
4. Bin Gang ist 12 m lang, 3 m breit. Wieviel quadratische Platten von 30 em
Seite sind zur Pflasterung erforderlich? Was kostet sie, wenn 1 Platte mit
1 K 60 % berechnet w lrd'i
’ Wemn die Pflasterung eines quadratischen Hofes 500 K kostet wie hoch kommit
unter dibrigens gleichen Umstinden die Pflasterung eines Hofes wvon a) dop-
pelter, b) halber Seitenlinge? (Die drei Quadrate sind dhnliche Figuren.)
6. Man stecke nach dem AugenmaBe auf dem Felde ein Quadrat mit dem
Flicheninhalte @) 1@, b) 1 kha ab und priife sodann die Schatzung durch

Messung.
Das Rechteck. §107.
In §34 wurde fiir die Berechnung des Flicheninhaltes eines Rechteckes

gefunden:
Die Mapzahl fiir den Flicheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem Produkte

“aus der Mafzahl der Grundlinie und der Mafszahl der Hohe.
Bezeichnen ¢ und 4 die MaBzahlen der Grundlinie und der Héhe eines Recht-
eckes und f die MaBzahl seines Flicheninhaltes, so ist

fi=.gh
Wie findet man aus dem Produkte zweier Faktoren und dem einen Faktor

den andern?
~ Priife die Richtigkeit der Gleichungen:

ot

/ /
o s Ly e R

Driicke diese zwei Formeln mit Worten aus!
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138

10.

Aufgaben :

Bestimme 1. den Umfang, 2. den Flicheninhalt folgender Rechtecke:

a) Grundlinie 12 m 3 dm 3 em, Héhe 9m 2 em;

b) Grundlinie 3:215... m, Hohe 1:064... m :
Der Flacheninhalt eines Rechteckes ist 34-2 m?, die Grundlinie 9 m. Wie grof
ist die Hohe?

. Ein Rechteck ist 0-873..m breit und enthdlt 12-17..m2 Wie gro8

ist seine Lénge?

Der Umfang eines Rechteckes betrigt 87:432 . . m, eine Seite 18:246 . . . m
Wie grof§ ist der Flacheninhalt?

Ein Quadrat hat mit einem Rechtecke, dessen Seiten 62 em und 34 em sind,
gleichen Umfang. Um wieviel ist der Flicheninhalt des Quadrates gréBer als
der des Rechteckes?

Ein Spiegel mit Rahmen hat 6 dm 3 cm Breite und 8 dm 5 em Hohe, Wie
grof} ist a) der Umfang, ®) der Flicheninhalt der sichtbaren Spiegelfliche,
wenn der Rahmen 5 om breit ist?

Ein Kassatisch, der 1'3m lang und 0'8 m breit ist, soll eine Steinplatte
erhalten. Wieviel kostet die Platte, wenn das Quadratmeter mit 17I K
bezahlt wird?

Ein Dach von 7'4m Linge und 58 m Breite soll mit Zinkplatten belegt
werden. «) Wieviel Platten von 15 m Linge und 8 dm Breite sind dazu
‘erforderlich, wenn an jeder Seite der Platte 3 em durch die Falze verloren
gehen? b) Wieviel kosten dieselben, wenn jede Platte 6 kg wiegt und 1 kg
Zinkplatte mit 80 A bezahlt wird?

Ein Acker hat die Gestalt eines Rechteckes und ist 116 m Jang und 18 m
5 din breit. Wieviel Weizen wird zur Aussaat erfordert, wenn man auf 1«
2%5 Weizen aussit?

Wie dndert sich die Fliche eines Rechieckes, wenn a) die Grundlinie oder
die Héhe mat m multipliziert oder durch m dividiert wird? b) Die Grund-
linde und die Hohe mit m bezichungsweise n multipliziert oder durch diese
Zahlen dividiert werden?

Wie andert sich die Grundlinie eines Rechteckes, wenn bei ungeinderter Hdihe
die Fliche verdoppelt wird? Wenn bei ungednderter Fliche die Hihe verdoppelt
wird? Wenn die Fliche und die Hihe verdoppelt werden? Ahnliche Fragen
beziiglich der Hdahe.

§108. Das schiefwinklige Parallelogramm.

Die Mafzahl fir den Flicheninhalt eines jeden Parallelogrammes ist gleich
dem Produkte aus den Mafzahlen der Grundlinie und der Hohe.

Folgt aus §96 und § 107.

Daher ist wie beim Rechtecke f=gh. g=1? h=1

1K

2

Aufgaben :
Die Grundlinie eines Rhomboides ist 108 dm, die Hohe 64 dm; wie grof} ist
der Flicheninhalt?

. Von einer Wiese, welche die Form eines Rhomboides hat, worin die Grund-

linie 664 m und die Hohe 452 m betrigt, wird ein Stiick von 14 m Héohe
parallel mit der Grundlinie abgeschnitten und zu Ackerland gemacht. a) Wie
grofl war die Wiese? b) Wie grof} ist das iibrig bleibende Stiick derselben?
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3. Die Fliche eines Parallelogrammes ist 19+437. . . m2, die Grundlinie 6-238. . .m.
Die Hohe zu berechnen.

Das Dreieck. §109.

Die Mafzahl fiir den Flichenwinhalt eines Dreieckes ist gleich dem halben
Produkte aus den Mafzahlen der Grundlinie und der Hohe.

Folgt aus §97 und § 108.

Bezeichnen ¢ und % die MaBzahlen der Grundlinie und der Héhe eines Drei-
eckes und f seinen Flacheninhalt, so hat man

f=g-'éib,g=2fund h:%gf, oder g:f:%und = f:%-
In einem rechtwinkligen Dreiecke wird gewo6hnlich eine Kathete als Grund-
linie angenommen; welche Linie ist dann die Hohe? Wie lautet in diesem
Falle die Formel fiir den Flicheninhalt eines rechtwinkligen Dreieckes?
Von wieviel veréinderlichen GroBen hingt nach der obigen Formel die Fliche
eines Dreieckes ab?

Aufgaben :

1. Berechne den Flicheninhalt eines Dreieckes, wenn gegeben sind:
Grundlinie a) 35 m, b) 1m 4 dm 2 cm, c) 7943 ...cm,
Hohe 32 m, 5dm 9 cm, 5634 ...cm!

2. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die eine Kathete 29-35. . dm, die andere
1842 ..dm. Wie groB} ist der Flicheninhalt?

3. Wie grof} ist die Grundlinie eines Dreieckes, wenn die Hohe 5:64 .. m und
der Flicheninhalt 4032 .. m? hetrigt?

4. Ein Dreieck hat 20-67 . . dm?® Flicheninhalt und 5:32 ... dm zur Grundlinie.
Wie grofl ist die Hohe?

5. In einem rechtwinkligen Dreiecke, welches 21 m2 5dm? enthilt, ist eine
Kathete 7 m 4 dm. Wie grof} ist die zweite Kathete?

6. Ein Dreieck hat mit einem Parallelogramme gleichen Flacheninhalt und
gleiche Grundlinie. Wie grof ist die Hohe des Dreieckes?

7. Die Flache eines Dreieckes ist 12-4786. . .m2, die Grundlinie ist 8:3452. . .m;
die Hohe zu berechnen.

8. Wie dndert sich die Fliche eines Dreieckes, wenn zwet Seiten desselben
Lonstant bleiben, der eingeschlossene Winkel aber wverinderlich ist? Fiir
welchen. Winkel vst die Dreiecksfliche am grofiten? Durch eine Zeichnung
zu zeigen, dafy je zwei dieser Dreiecke flichengleich sind.

9. Ein Dreieck auf dem Felde abzustecken, die Grundlinie und die Hoéhe zu
schitzen (durch Abschreiten') und die Fliche niherungsweise zu berechnen.
Das Resultat durch genaue Messung zu priifen.

10. Wie dndert sich die Grundlinie eines Dreieckes, wenn die Fliche bei unge-
inderter Hohe a) mat 2 multipliziert oder durch 2 dividiert wird? b) Wenn
man diese Abinderung bei ungeinderter Fliche an der Héhe vornimmt?
c) Wenn man sie an der Fliche und an der Hohe zugleich vornimmi?

!) Der Schiller ermittle die Schrittlinge durch Abschreiten einer abgemessenen
Strecke und beniitze das. gefundene Resultat bei dhnlichen Aufgaben.
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§110, Das Trapez.
Die Mafzahl fir den Flicheninhalt eines Tmpezes st gleich dem halben
Produkte qus der Mafzahl der Summe der Parallelseiten und der Mafizahl
der Hohe.
Folgt aus §98 und § 109.
Sind ¢ und b die MaBzahlen der zwei Parallelseiten, % die Mafizahl der Hohe
eines Trapezes und / des Flicheninhaltes, so hat man

_(e b7
i= 2

Von wieviel verinderlichen (variablen) Grofen héngt nach dieser Formel
die Fliche eines Trapezes ab?

: 2f

Es ist (@ +b). h= 2/, daher & ard

Wie findet man aus der Fliche, der Héhe und einer der Para]lelseiten die

zweite Parallelseite eines Trapezes? (Zuerst a - b, dann ¢ suchen.)
Aufgaben :

1. Berechne den Flicheninhalt folgender Trapeze:

@) Parallelseiten 36 m und 27 m, Hohe 18 m;

b) ¥ 35 m und 2'8 m, Hohe 16 m;

c) T 2m Bdm 4cem und 5m 3 dm 9 em, Hohe 4 m 2 dm 8 em !

In einem Trapeze, dessen Flicheninhalt 18-81 m?* betrigt, sind die Parallel-

seiten 5L m und 42m. Wie groB ist die Hohe?

3. Ein Trapez ist flichengleich mit einem Quadrate, dessen Seite 2'5 m betragt;
die Hohe des Trapezes ist 12 m, eine Parallelseite 1'6 m. Wie grof ist die
andere Parallelseite?

4. In einem trapezférmigen Garten betragen die Parallelseiten 584 m und
468 m, ihr Abstand ist 34'5 m. Wieviel ist der Garten wert, das Ar zu 50 K
gerechnet?

5. Wieviel kostet die Pflasterung eines Hofes von der Form eines Trapezes
mit den Parallelseiten 27:6 m und 24:5m, die 11'2 m voneinander abstehen,

wenn 1m? Pflaster zu G%K gerechnet wird?

6. Die Flache eines Trapezes ist 13-47..m?% die Héhe 2:474...m, eine
der beiden Parallelseiten 4:274 ... m. Die zweite Parallelseite zu such?.

—, oder h=f: a+b

]

§111, Das regelmifige Vieleck.
Die Mafzahl fiir den Flicheninhalt eines regelmdfigen Vieleckes ist gleich
dem halben Produkte aus den Mafzahlen des Umfanges und des Abstandes
des Mittelpunltes von einer Seile.
Folgt aus §99 und § 109.
Bezeichnen a, 7, » und f folgeweise die Mal?)zahlen fiir die Seite eines regel-
miBigen n-Eckes, fiir den Abstand seines Mittelpunktes von einer Seite,
fiir den Umfang und den Flicheninhalt, so ist

u = na und f=§6-2'—¢=@2'—r;
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- und umgekehrt
n r o Sa B0

Der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite kann-nicht willkiirlich
angenommen werden, er hiingt auf eine ganz bestimmte Weise von der
Lénge der Seite ab. Um niamlich die MaBzahl fiir den Abstand des Mittel-
punktes von einer Seite zu finden, muB man die MafBzahl der gegebenen
Seite

in einem gleichseitigen Dreiecke mit 0°28868 . . .,

W Quadrate ,, 050000,

s 5 regelmdBigen Tiinfecke ,, 068819 .. .,

R - Sechsecke ,, 0°86603 . . .,

o e byt i Achtecke: - x L2071, ki
Zehnecke ,, 153884 . . .,

Zwolfecke ,, 1°86603 . . .

multiplizi¥ren.
Der Schiiler zeige, daBl die fiir das Quadrat angegebene Zahl richtig ist.
Die anderen Zahlen konnen an dieser Stelle noch nicht berechnet werden.
Aufgaben : |
1. Wie grof ist in jedem der eben angefithrten regelmifBigen Vielecke @) der
Umfang, b) der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite, ¢) der Flichen-
inhalt, wenn eine Seite 1254 cm betragt?
. Der Umfang eines regelmiBigen Fiinfeckes ist 21'5 dm. Wie groB ist der
Fliacheninhalt?
3. Es soll eine regelmifige, achtseitige Laube, deren Seite 2 m lang ist, aus-
gesteckt werden. Wie grofi ist der dazu erforderliche Flichenraum?

o

Das unregelméiBige Vieleck. §112.

Den Flicheninhalt eines unregelmdfsigen Vieleckes kann man vorziiglich
auf folgende zwei Arten bestimmen:

@) Man zerlegt das Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke, berechnet jedes
derselben und addiert alle Drelecksﬂachen
b) Man zieht die langste Diagonale des Vieleckes und fallt darauf von allen
iibrigen Eckpunkten Senkrechte; dadurch zerfillt das Vieleck in lauter
rechtwinklige Dreiecke und Trapeze, aus denen sein Flicheninhalt berechnet
werden kann. Dabei werden die Senkrechten als Grundlinien der Dreiecke
oder als parallele Seiten der Trapeze, die Abschnitte der Dla.gonale als
Hohen betrachtet.

Aufgaben :

1. In dem Vielecke ABCDEF@ (Fig. 137) ist geﬁeben BG@ = 39 m, BE—
426m, OD =316m, GE = 396 m, Ada = 11'‘6m, Cc = 19Tm,
Ee =121 m, Bb = 364 m, Ff = 16:4m. Die Fliche zu suchen.

Bei den Berechnungen der einzelnen Flichen kommt bei jeder die Division
durch 2 vor. Welcher Rechnungsvorteil ist moglich?
Motnik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom, f. d. 1. b. 3. KI. d. Mittelschulen. 6
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Fig. 138.

2. In dem Vielecke ABCDEFGHJ (Fig. 138) ist gegeben: Bb = 605 m,
Ce=072m 'Pd=46m, Ff=523m, Gq=121m; Hh =171 m,
Ji =634 m; ferner Ai =91m, th =292m, hb =221m, bg =31 m,
ge =192m, cf =154m, fd =168m, dE = 348m. Die Flache
zu suchen.

3. Das Querprofil eines Flusses (Fig. 139) zu Fig. 140.
berechnen aus nachstehenden Dimen-
gionen: af =56m, fg=62m, gh=
59m, he = 28m,bf =21m, cg = 29 m,
dh = 19 m.

4. Am Ufer eines Flusses liegt eine Wiese adeh
(Fig. 140). Welche Dimensionen miissen

‘Fig. 189.
a iz g h
\l\\/dl/
b 5 a E ¢ d

gemessen werden, um sie aus den in der Figur enthaltenen Streifen
annihernd berechnen zu koénnen? Wie sind die Strecken ab, be, ed zu
wihlen, damit der Fehler nicht zu groll wird?

§113. @) Der Umfang eines Kreises.
Das einem Kreis eingeschriebene regelmaﬁlge Sechseck hat einen kleineren,
das umgeschriebene regelmiBige Sechseck einen grofleren Umfang als der
Kreis. Bestimmt man daher die Umfiinge dieser Sechsecke, so erhilt man
+ zwei Werte, zwischen denen die Peripherie des Kreises liegt. Noch enger
wird die Peripherie durch die Umféinge der dem Kreise ein- und um-
geschriebenen 12-, 24-, 48ecke usw. eingeschlossen. So findet man bei
fortgesetzter Verdopplung der Seitenzahl:
Umfang des eingeschriebenen regelmaﬁ:gen 3072eckes = 3°141592 . . . . X(d,
o ,» umgeschriehenen s i = 3141694 . ... X d,
wenn d die Linge des Durchmessers bedeutet.
Welche Grenzen fiir die Peripherie liefern das einem Kreise eingeschriebene
regelmiBige Sechseck und das umgeschriebene Quadrat?
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Da nun die Peripherie des Kreises immer zwischen den Umféngen der ein-
und der umgeschriebenen Vielecke liegt, so miissen die Dezimalstellen,
in welchen die Umféinge des ein- und des umgeschriebenen 3072eckes iiber-
einstimmen, notwendig auch fiir die Peripherie des Kreises gelten. Man
hat daher auf 5 Dezimalstellen genau
Peripherie des Kreises = 314159 . . X d.

Die Zahl 314159 . .., mit welcher man den Durchmesser eines Kreises
multiplizieren muB, um die Peripherie zu erhalten, heit die Ludolfische
Zahl, da sie von Ludolf van Ceulen auf eine gréBere Zahl von Dezimal-
stellefr "berechnet wurde, und wird mit dem griechischen Buchstaben o
bezeichnet. Sie ist die Verhiltniszahl zwischen dem Kreisumfang und dem
Durchmesser. Sie 146t sich nicht durch einen endlichen Dezimalbruch
genau ausdriicken, kann aber mit jedem Grade der Annéherung bestimmt
werden. In Rechnungen, welche keine grofle Genauigkeit erfordern, ist

der Néherungswert @ = 314 ... oder # = 3l ausreichend.

Bezeichnen d, r und p folgewelse dle MaBzahlen des Durchmessers, des Halb-
messers und der Peripherie eines Kreises, so ist nach dem Vorhergehenden

p = da oder p = 2rn, daher

d=2 ud T:QE oder r= L : .

o 7 2
Die in diesen Gleichungen enthaltenen Sitze auszusprechen.
Der Schiiler priife die Richtigkeit der Gleichung p = dx durch Hinrollen
einer kreisformigen Scheibe auf einem Meterstabe.
Wenn der Halbmesser eines Kreises mit 2, 3, 4 . . . multipliziert oder durch
diese Zahlen dividiert wird, wie dndert sich dadurch sevn Umfang? (Die Kreise
sind chmlich.) Wie der Radius bei Verdoppelung des Umfanges?

b) Linge eines Kreisbogens.
Da der Umfang eines Kreises 27z ist, so ist die Lénge eines Bogen-

¢n 1 ! ; » ..
360 = 180° hat ein Bogen m Bogengrade, so ist seine Lénge (b)
im Léngenmall b = 1:1718% Da mithin 7 7zm = 1805 ist, so erhilt man
180 b 180 b
r=——und m=——.
M T

Aufgaben :
. Der Halbmesser eines Kreises ist 13 m. Wie grol ist die Peripherie?
. Der Durchmesser d eines Kreises ist a) 58 m, b) 3:85m, ¢) 5:83.
d) 2:874...m. Wie grof ist die Peripherie? (7 = 3'1416...)
3. Wie groB ist der Umfang p eines Kreises, dessen Halbmesser 7 a) 2 m,
b) 38dm, ¢) T16em, d) 3479 ... m ist?
4. Wie groff ist @) der Durchmesser, b) der Halbmesser eines Kreises, dessen
Peripherie 20 m betrigt?

by

6*

;A)z(.‘
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b,

6.
T

8.

X

10.

rﬂx zyﬂak

12.

13,

3
St

.

,xfz,z/'

18.
19.

20.

21.

22,
23.

24.

l.
Wie groB ist » fiir
a) p=25m,b) p=13195dm, ¢) p = 1834 dm, d) p= 15247 .
Der Mmutenzelger einer Uhr ist 14 ¢m lang. Welche Lénge hat der Weﬂ
den seine Spltze in einer Stunde beschreibt?
Der Umfang eines Baumes ist 8 dm 6 cm. Wie groB ist der zugehorige
Durchmesser? :
Man will einen kreisrunden Tisch fiir 8 Personen machen. Wie grofl wird
man den Durchmesser dazu nehmen, wenn man auf eine Person 8 dm des
Umfanges rechnet?
Jeder Grad des Erdaquators ist 15 geographische Meilen lang. Wie grof3
ist @) der Umfang, b) der Halbmesser des Aquators?
Ein Erdglobus hat 6 dm im Durchmesser. Welche Linge hat der Aquator
desselben?
. Ein Wagenrad, dessen Durchmesser 1'1 m betrigt, hat auf emer zuriick-
gelegten Strecke 240 Umliufe gemacht. Wie lang war die-Stifecke?
An einem Wagen hat jedes Vorderrad 1m und jedes Hinterrad 14 m
Durchmesser. Wieviel Umliufe hat jedes Rad gemacht, wenn der Wagen
eine Strecke von 1 km zuriickgelegt hat?
Welchen Durchmesser hat ein Lokomotivrad, das sich auf einem Schienen-
wege von 990 m 215mal umdreht?
Welche Strecke legt ein Eisenbahnzug in einer Minute zuriick, wenn das
Triebrad der Lokomotive einen Radius von 11 m hat und in einer Minute
210 Umdrehungen macht?

. Mit welcher Geschwindigkeit miiite sich ein Hisenbahnzug am 21. Mérz

oder am 23. September am Aquator bewegen, um die Sonne stets gerade
ober sich zu haben? (Radius der Erde 6378 km.)

Welchen Weg legt die Erde taglich in ihrer Bahn um die Sonne zuriick?
(Mittlerer Radius der Erdbahn 149,500.000 fmn.)

Der Durchmesser der Winde bei einem Brunnen ist 37 em. Wie tief ist
dez-Brumnen; wenn das Seil, das bis auf den Boden reicht, 12mal um die
Winde geht?

Bestimme die Bogenlinge von a) 56° b) 120°, ¢) 270° in einem Kreise vom
Halbmesser 1 m!

Der Durchmesser eines Kreises ist a) 1m, b) 2m, ¢) 3m. Welche Linge
hat in jedem dieser Kreise ein Bogen von 600%

Der franzésische Arzt Jean Fernel fuhr am 25. August 1525 auf der
nahezu im Meridian liegenden Strafie Paris-Amiens einen Meridiangrad
ab und fand, daB dabei ein Rad seines Wagens 17024 Umliufe machte.
Wie grof ist der Erdradius, wenn der Diirchmesser des Rades = 2:08m war?
Wie lang ist ein Aquatorgrad auf der Erde (Erdradius 6378 km), wie
lang auf der Sonne, wenn der Sonnenradius 109mal so groB ist wie der
Erdradius?

Wie grof} ist der Langen- und Zeitunterschied zweier Punkte des Aquators,
die einen Abstand von 1000 km haben?

Ein Bogen von 48° hat 1-26 m Linge. Wie grof} ist der Halbmesser dieses
Kreises?

Welchen Durchmesser hat ein Kreis, in welchem ein Bogen von 15° @) 3 dm,
b) 75 dm, ¢) 25:2dm, d) 45 cm, €) 1627 . . . m lang ist?
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25, Wieviel Grade hat ein Bogen von 1'853...m Linge, wenn der Kreisdurch-
messer 2 m lang ist?

Fldcheninhalt eines Kreises und seiner Teile. §114,
a) Die Mafzahl fir den Flicheninhalt eines Kreises ist gleich dem halben
Produkte aus den Mafzahlen der Peripherie und des Halbmessers.

Folgt aus § 99 und § 109.

Bezeichnet f den Flicheninhalt und p die Peripherie eines Kreises, dessen

Halbmesser # ist, so hat man f= LZ”
Da aber p = 2%:—: 1st, so ist auch [ = 2”; " oder =

Die Muofzahl fiir den Flicheninholt eines Kreises st gleich der zweiten
Potenz der Mafizahl des Halbmessers multipliziert mat der Ludolfischen Zahl.
Umgekehrt ist #* = i* und r= |/ L.
. 7

Waee dndert sich die Fliche eines Kreises, wenn der Radius mit 2, 3, 4. ..
mullapliziert oder durch diese Zahlen dividiert wird? (Die Kreise sind dhnlich/)
Umgekehrt: wie 1st die Fliche abzuindern, wenn der Radius doppelt so grof3
werden soll ?

Nachfolgende Tabelle 2u erginzen.

Radius eines Kreises Umfang Fliche
r P f
2r
3r
P
2
#
3

Achte auf die Potenz, in welcher bei den obigen Anderungen des Halbmessers
a) der Umfang, b) die Fliche des Kreises sich dndert! Wie ist es beim Wiirfel
beziiglich der Oberfliche und des Volumens? (§ 36, Aufg. 5.)

Von wieviel variablen Groflen héngen nach den obigen Formeln die Peripherie
und die Flache eines Kreises ab?
b) Der Flicheninhalt eines Kreisringes ist gleich der Differenz der Flichen-
inhalte der heiden konzentrischen Kreise, die den Ring einschlieBen.
Sind R und r die MaBzahlen der Halbmesser zweier konzentrischer Kreige
und f der Flicheninhalt des von ihnen gebildeten Kreisringes, so hat man

f= Rin — r’m = (R* — r*) 7, oder
f=(RB+n (B—1na_

¢) Die Mapzahl fir den Flicheninhalt eines Kreisausschnittes ist gleich dem
halben Produkte aus den Mafzahlen der Linge des Bogens und des Halbmessers.
Folgt aus § 99 und § 109.
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Bezeichnet f den Flicheninhalt eines Kreisausschnittes mit dem Halb-
messer 7 und der Bogenlinge b, so hat man

e o)
e — 2,b_Tundr—b,

r b
oder b=f:2-und T:fg

Der Flicheninhalt eines Kreisausschnittes kann auch aus dem Radius und
dem Zentriwinkel s berechnet werden;
ram : b.r ram
da b—= T80 goist f = Tl
d) Um den Flicheninhalt eines Kreisabschnittes zu finden, berechnet man den
Flacheninhalt des zugehérigen Kreisausschnittes und subtrahiert davon den
Inhalt des Dreieckes, um welches der Ausschnitt groBer als der Abschnitt ist.

Aufgaben :
1. Der Flicheninhalt eines Kreises zu suchen, wenn der Radius 8 dm ist.
2. In einem Kreise ist der Halbmesser a) 2:65 m, b) 1 m 7 dm 8 cm, ¢) 35—%- dm,

d) 3475 . .. m. Wie grof ist der Flacheninhalt?

3. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Kreises, dessen Durchmesser a) 15 m,
b) 5:135m, ¢ 8dm 3cm 4...mm, d) 8473 ... m betrigt?

4. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Kreises, dessen Peripherie 2441 ... cm
betragt?

5. Eine Scheibe hat 1+48...m im Umfange. Wie grof ist ihr Flicheninhalt?

6. Der Umfang eines Baumes ist 2% m. Wie groB ist der Flicheninhalt des

zugehirigen Querschnittes?

" Wieviel Ménschen haben in einem kreisrunden Saale Platz, dessen Durch-
messer 14 m ist, wenn auf einen Menschen 25 dm?® gerechnet werden?

8. Wie grofi ist der Flicheninhalt eines Kreisringes, wenn die zwei konzen-
trischen Kreise 5m 6 dm und 4 m 4 dm zu Durchmessern haben?

9. Bestimme den Flicheninhalt eines Kreisringes, wenn die ihn einschliefenden
Kreisumfinge 315 mm und 410 mm betragen!

10. Auf einer SchieBscheibe betriigt der Durchmesser des inneren schwarzen
Kreises 015 m und die Breite des weiien Ringes 03 m. Wie grof} ist der
weille Ring?

11. Um einen kreisrunden Turm von 32 m Umfang wird ein 3 m breiter Graben
gezogen. Welchen Flachenraum nimmt dieser ein?

12. Wie grof ist der Flacheninhalt eines Kreisausschnittes, wenn
a) der Halbmesser 58 m, der Bogen &2 m,

B s, 5 QL Tsdnthst o,y i) 025 dm ist?

13. Ein Kreisausschnitt von 23'4...cm Bogenlinge hat 161...em?* Flichen-
inhalt. Wie groll ist der Halbmesser?

14. Der Halbmesser eines Kreises ist 4 m, ein Zentriwinkel betrigt 36°. Den
Fléacheninhalt des zugehdrigen Kreisausschnittes zu berechnen.

15. Ein Kreisausschnitt mit dem Zentriwinkel 57° 20’ hat 12 em Halbmesser.
Wie groB ist sein Fléacheninhalt?
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16. Ein Kreisausschnitt, dessen Halbmesser 6 cm ist, hat 41:357. .. cm? Flachen-
inhalt. Wie grol ist der zugehorige Zentriwinkel?

17. Einem Kreise, dessen Radius 2°7 m betrigt, ist ein Quadrat eingeschrieben.
Wie grof} ist das durch eine Seite desselben abgeschnittene Segment?

18. Einem Kreise, dessen Halbmesser 3°4 m ist, ist ein Quadrat eingeschrieben.
Wie groBl ist die Differenz der Flacheninhalte?

19. Der Flicheninhalt eines Kreises ist a) 10 dm?, b) 0-8659 m?, ¢) 3147 ...dm?,
d) 234763. .. m>. Wie grof3 ist der Halbmesser? Wie miissen diese Zahlen
abgedindert werden, wenn die zugehirigen Halbmesser a) doppelt, b) halb so
grof3 werden sollen ?

20. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, der einem Quadrate mit der Seite
a) 2m 3 dm, b) 3473 . .. m flichengleich ist!

21. Die Fliche eines Kreises betragt 4-0115...m% Wie grof ist die Peripherie?

22. Die Fliche f eines Kreisausschnittes und der zugehdrige Zentriwinkel m
sind gegeben. Man suche den Halbmesser.

Es ist m 127 = 360/, ‘somit 72 und 7?2
Z. B.: f=38172...dm? und m = 30°.

23. Wenn man die Fliche eines Kreises vervierfacht, wie dndert sich der Umfang ?
Wenn man den Umfang eines Kreises auf die Hilfte verkleinert, was geschieht
mit der Fliiche?

24. Mit wieviel Kilogramm darf ein vertikal aufgehdngter Stahldraht von 3 mm
Durchmesser belastet werden, wenn die hiochste noch zulissige Belastung
fiir 1 mm? 70 kg ist?

Die grofite noch zulissige Belastung wichst wie der Querschnitt. Wie grol3
darf also die Belastung sein, wenn der Durchmesser a) 1% mm, b) 6 mm ist?

Anwendungen des Pythagoreischen Lehrsatzes. §115.

a) Das_rechtwinklige Dreteck.

Ist ¢ die MaBzahl der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen
Katheten die MaBzahlen ¢ und b haben, so sind a?, b2, ¢ die Malizahlen der
Inhalte der iiber den Seiten des rechtwinkligen Dreieckes errichteten
Quadrate. Somit erhiilt der Pythagoreische Lehrsatz, dessen Richtigkeit
im geometrischen Sinne in § 100 bewiesen wurde, die Form
=g+ bt s VOt

Dies ist der arithmetische Ausdruck fiir: den Pythagoreischen Lehrsatz.

Der Schiiler zeichne ein rechtwinkliges Dreieck aus den Katheten 3 em
und 4 em. Die Messung ergibt fiir die Hypotenuse 5 cm. Er zeichne die Qua-
drate iiber den Seiten und teile sie in Quadratzentimeter. Was ergibt die Ver-
gleichung der Zahl dieser Quadratzentimeter?
Die Seiten eines rechtwinkligen Dreieckes sind mithin derart voneinander
* abhiingig, daB nur fiir zwei derselben die Wahl zuléissig ist, durch diese aber
die dritte schon bestimmt ist.
1. Wie groB ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen
Katheten 36 ¢m und 160 em sind?
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Da ¢ = g% - b2 ist, so ist ¢ = ]/Ez_éti—_iﬁ.
af= 36*— .199%
b? = 1602 = 25600, daher
c= V26896 = 164. c¢= 16dcm = 1m 6dm 4cm?).

2. Gegeben ist die*Hypotenuse ¢ und eine Kathete ¢; zu suchen die andere
Kathete b.
Aus %= ¢ — a? erhilt man

‘ b= o
Ist z. B. die Hypotenuse 208 ¢m, eine Kathete 80 ¢, so hat man

¢ = 2082 = 43264
s R
PR di—= s — 3 ég(){, daher
b= 136864 =192. b= 192cm=1m 9dm 2 cm.

3. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes sind @) 35 m und 12 m,
b) 7°23...dmund 3'84...dm. Wie groBist a) die Hypotenuse, b) der Flichen-
inhalt, ¢) die Hohe auf die Hypotenuse?
4. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist @) die Hypotenuse 68 dm, eine
Kathete 32 dm; b) die Hypotenuse 546 . .m, eine Kathete 2:72..m. Wie grofy
ist die andere Kathete, wie grofl der Flicheninhalt?
Fig. 141. 5. Eine Leiter von 10 m Lénge reicht bis zur oberen
B Kante einer Mauer. Wie hoch ist diese, wenn der Full
| der Leiter 2'5 m von der Mauer absteht?
6. Den Abstand zweier Punkte 4 und B (Fig. 141) auf
dem Felde zu bestimmen, der sich direkt nicht messen
léBt. Man stecke ein rechtwinkliges Dreieck 4BC ab,
messe AC und BC.
¢ AC=40m, BC=22m, AB=1
7. Wenn ¢ konstant bleibt, ¢ hingegen zu- oder abnimmt, wie dndert sich b?
(Durch Zeichnung und auch mit der Gleichung b= }/c2—g? zu untersuchen.)

WES seien @, d und f die MaBzahlen der Seite, der Diagonale
und des Flacheninhaltes eines Quadrates.

1. Aus der Seite @ eines Quadrates die Diagonale d zu berechnen. :
Es ist d*= o®+ ¢ oder d*=2¢? mithin d=)24a® oder d=a }2.
2. Gegeben die Diagonale d; zu suchen die Seite ¢ und der Flicheninhalt f.
d* 24 a2

Da 2 a® = d? so ist a® = o 4 daher e

dZ
Aus f= o® folgt dann = 5

!) Der Schiiler untersuche stets, wie die gegebenen Stiicke beschaffen sein miissen,
damit die Aufgabe moglich ist. Die vorliegende Aufgabe ist immer maglich. Wie
ist es bei der folgenden?
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3. Gegeben der Flicheninhalt f; gesucht wird ¢ und d.

Aus @ = f ergibt sich a = ¥

Aus d2= 2 a? folgt ferner d®= 2 f, somit d = |2 /.

4. Die Diagonale eines Quadrates betrigt 1'4 m. Wie groB ist a) die Seite,
b) der Flicheninhalt? ‘
5. Der Flacheninhalt eines Quadrates ist 15°1321..... m?  Wie grol} ist
a) die Seite, b) die Diagonale?

6. Wie lang ist die Seite eines Quadrates, welches der Summe zweier Quadrate
gleich ist, deren Seiten 258 dm und 934 ¢m sind?

7. Wenn die Seite eines Quadrates @) verdoppelt, b) halbiert wird, wie dndert
sich @) die Diagonale, b) der Flicheninhalt? (Ahnliche Flguren‘) -

¢) Das Rechteck. Man bezeichne die MaBzahlen der Seiten eines Rechteckes
durch @ und b, die MaBzahl der Diagonale durch d und die MaBzahl des
Flacheninhaltes durch f.

1. Gegeben die Seiten @ und b eines Rechteckes; zu suchen d und f.

Es ist d2= a2+ 1% daher d = Ja? + % f—ab

2. Gegeben ist eine Seite ¢ und die Diagonale d; man berechne b und f.

Es ist b= Jd® — a2

Fiir den Flacheninhalt hat man f=ab=a ]/Ez R

3. Wie groB ist die Diagonale eines Rechteckes von 5'6 m Linge und 3'3 m
Breite?

4. Die Diagonale eines Rechteckes ist 7'3 dm, eine Seite desselben 4°8 dm.
Wie grofi ist die Seite eines flichengleichen Quadrates?

d) Das gleichseitige Drejeck. Es sei in dem gleich- Fig. 142.
“seitigen Drelecke A BC (Fig. 142) die Seite 4B = BC o
= AC = a, die Héhe CD = h und f die MaBzahl des
Fliacheninhaltes.

1. Gegeben sei die Seite a; zu suchen b und f..

rr—dh k_“r

_a a3 @& V3
s
Wie viele variable und wie v1ele konstante (unverdnderliche) Grofen kommen
in dieser Gleichung vor?
2. Gegeben die Fliche, zu suchen a und k.

\2
'Esistk2=a2—(a) =a®— 4

2

£
2

: a® - : 4f 4]‘]3 1473
s == 13 423 = 2= daher ¢ = /4112
Es ist f 4]:3,01, 13=4/, & 3= 3 aher ¢ ], -
3. In einem gleichseitigen Dreiecke betriigt eine Seite 8dm. Wie gro} ist
a) die Hohe, b) der Flicheninhalt?
4. Wie grol ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, das mit einem
Quadrate von 15 dm Seitenlinge flichengleich ist?
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5. Wenn die Seite eines gleichseitigen Dreieckes a) verdoppelt, b) halbiert
wird, wie dndert sich a) die Hohe, b) der Flicheninhalt? (Ahnliche Figuren!)
e) Das_gleichschenklige Dreieck, Es sei in dem gleichschenkligen Dreiecke
ABC (Fig. 143) die Grundlinie 4B = a, der Schenkel AC = BC = b und
die Héhe CD = h,; die MaBzahl des Flicheninhaltes sei f.

Fig. 143, " 1. Aus der Grundlinie ¢ und dem Schenkel b die
Hoéhe % und den Flicheninhalt f zu berechnen.

C .
2 2
Man hat (Fig. 143) A2 = b — (f..) ity g
h 2 4
A « B daher / = /bz — —; sodann f = —
Bl l 4 2

2. Gegeben die Héhe & und der Schenkel b; zu suchen ¢ und f.

2

(Z) = b2 —h? daher Jixc V6> — h2 und a = 2 Jb* — A2 und damit f = 2
3. In einem gleichschenkligen Dreiecke betriigt die Grundlinie 4°8 dm und
jeder Schenkel 25 dm. Wie groB ist @) die Héhe, b) der Flicheninhalt?
4. In einem gleichschenkligen Dreiecke betrigt die Grundlinie 3° 36 m und
die Hohe 425 m. Wie groB ist ein Schenkel?
5. Bei einem gewdhnlichen Hausdache ist der Dachstuhl 14 m breit.
Wie lang miissen die Dachsparren werden, wenn der Dachstuhl 6 m hoch
sein soll? '
6. Die alten Agypter machten die Landvermessungen mit Hilfe von gleich-
schenkligen Dreiecken, deren Inhalt sie durch das halbe Produkt von Grund-
linie und Schenkel bestimmten. Welcher Fehler wurde dabei bei einer
Grundlinie von 20 7 und einem Schenkel von 60 m gemacht?

Das regelmifige Sechseck. 1. Aus der Seite ¢ eines regelmaBigen Sechseckes
den Flicheninhalt f zu bestimmen.
Da der Umfang des regelmiiBligen Sechseckes 6 @, der Abstand seines Mittel-
punktes von einer Seite aber die Héhe eines gleichseitigen Dreieckes mit
der Seitenlange ¢ und daher gleich ?'-}2{-3 ist, so erhélt man:

ba.a ]/3 3a* V3
Lt s

2. Wie groB ist der Flicheninhalt eines regelmiffigen Sechseckes mit der
Seitenlinge 424 dm?
3. Ein Quadrat und ein regelmifliges Sechseck haben gleichen Umfang,
namlich 24 m. Um wieviel ist der Flicheninhalt des Quadrates kleiner als
der des Sechseckes?
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4. Die in § 111 fiir die Berechnung des Abstandes des Mittelpunktes eines
regelmafigen Sechseckes von einer Seite angegebene Zahl zu ermitteln.
g) Sehnen eines Kreises. 1. Der Halbmesser eines Kreises sei 7, die Liinge einer
Sehne s und ihr Abstand vom Mittelpunkte des Kreises a; infolge der
Abhéngigkeit dieser Grofien voneinander laBt sich aus zweien die dritte
berechnen. (§ 115, a.)

e f—— ——
r= Va4 T 342]/?'-40,2 g — l/"rz—-—-
Aus den letzten zwei Ausdriicken ergibt sich: ;

1. Zwei Sehnen eines Kreises, welche vom Mittelpunkte gleich weit abstehen,
sind einander gleich.

2. Von zwei Sehnen eines Kreises ist diejenige die groflere, welche einen
kleineren Abstand vom Mittelpunkte hat.

3. Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleichen Abstand vom Mittelpunkte.
4, Von zwei ungleichen Sehnen eines Kreises hat die grofere einen kleineren
Abstand vom Mittelpunlkte.

Beispiele.

1. Gegeben s =24em, @ = T7cm; zu suchen 7.
9 Ly 7 — 297, W= 2lent i = 3.
3: i r=38bcm, & =28cm; ., e

h) _Der Wiirfel. Tst die Seite des Wiirfelss, so ist die Diagonale emer Fliche
o — ci2

Unter der Diagonale des Wiirfels versteht man die Strecke zwischen zwei
gegeniiberliegenden Eckpunkten.

Da die Kante 4B (Fig. 144) senkrecht auf der Grund- v
fliche des Wiirfels steht, so bildet sie auch einen rechten
Winkel mit jeder Geraden, die durch ihren Fullpunkt 4
in der Grundfliche gezogen wird, daher auch mit der
Diagonalen d der Grundfliche. Man iiberzeuge sich
davon mit Hilfe eines Winkelhakens von 90° oder des
Winkelbrettchens, indem man den einen Schenkel des
rechten Winkels in die Verlingerung von AB, den
andern in eine der beiden Grundflichen bringt. Mithin
1st (Fig. 144)

BO= D={F§ &= jt+2s= f3e=s}5.
- 3)Der Quader. Drei in einer Ecke zusammenstoBende Kanten seien a, b, ¢
(Fig. 145).

Wieviel verschiedene Flichendiagonalen kommen vor? Sie zu berechnen.
Fiir die Diagonale D" des Quaders erhilt man

D2 =2} = g+ b2+ ¢ daher D' = Va4 B2+
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Was geschieht mit 1, wenn
@, b, ¢ verdoppelt werden?

k) Die Pyramide.

1. Die Hohe % einer geraden
quadratischen Pyramide aus der
Grundkante ¢ und der Seiten-
kante s zu berechnen.

Da (Fig. 146) 40=2'%, so

€

folgt aus dem rechtwinkligen

; Lol
Dreiecke SOA: h = l/ 52— =
2. Ist a die Grundkante einer geraden Pyramide mit einem regelmiBigen
Sechseck als Grundfliche und s eine Seitenkante, so ist zu zeigen, daB
h= Ys* — a? ist. ‘

Aufgaben :

1. Die Kante eines Wiirfels ist 2 m 3 dm. Die Diagonale desselben zu berechnen.
2. DieKanten eines Quaders sind: 2 dm, 3 dm, 4 dm. Die Diagonale zu berechnen.
3. Die Diagonale eines Wiirfels ist 15 m. Zu berechnen a) die Kante, b) die

Oberflache.

4. Die Grundkante einer geraden quadratischen Pyramide ist 4 dm, die Héhe
7 dm. Wie grof} ist eine Seitenkante?
5. Die Grundkante einer geraden Pyramide mit einer regelmiBigen sechs-

seitigen Grundfliche ist 2 dm, eine Seitenkante 7 dm. Wie groB ist die Hohe?
1) Der Kegel, Die MaBzahlen des Radius » der Grundfliche, der Seite s
und der Hohe / eines senkrechten Kegels sind nach dem Pythagoreischen
Lehrsatze so voneinander abhéingig, daB aus je zweien die dritte berechnet
werden kann. Man hat:

s=YRr h=7s—r, r=7}s>—Rt

Aufgaben : ; i3
l.r= bom, h=12¢m; s=2 e T
2.r=1lem, s=6lem,; h=? xifgé \*\{\’-i;'zd;/(ﬂ'
3. s=26dm, h=24dm, s= 2 it K

Wie beschaffen miissen in der Aufgabe 2 die Werte s un‘;‘;‘f&n der Aufgabe 3
die Werte s und A sein, damit die Aufgabe méglich ist? Wie ist es mit den
Werten von % und r in der Aufgabe 17

Vierzehnter Abschnitt.

1. Berechnung der senkrechten Prismen, Zylinder, Pyramiden
und Kegel.
§116. Berechnung des senkrechten Prismas.
a) Die Oberfliche.
Die Oberfliiche eines senkrechten Prismas besteht aus der doppelten Grund-
fliche und der Summe der Seitenflichen, dem Mantel. Ist u der Umfang
der Grundfliche und s eine Seitenkante, so ist der Mantel M = us.
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Der Schiiler bestitige die Richtigkeit ‘der Formel durch Abwickeln des
Mantels in eine Ebene. Welche Figur ergibt sich?

b) Das Volumen.

Ein Quader und ein senkrechtes z. B. fiinfseitiges Prisma, welches mit dem
Quader gleiche Grundfliche und Hohe hat, stehen auf derselben Ebene.
Man legt zu dieser Ebene durch die beiden Kérper in gleichen unendlich
kleinen Abstinden parallele Ebenen. Durch diese werden die beiden Korper
in unendlich diinne Platten von gleichen Grundflichen und Hohen zerlegt,
welche daher gleiches Volumen besitzen. Daher ist auch das mehrseitige
Prisma gleich dem Quader.

Von der Richtigkeit kann man sich auch experimentell tiberzeugen:

1. Durch Wagung der beiden Koérper, wenn sie aus demselben Materiale
bestehen.

2. Durch das gleich hohe Ansteigen von Wasser in einem kubizierten Ge-
fiBe, wenn man beide Korper nach einander in die Fliissigkeit versenkt.
Es gilt daher der Satz:

Jedes senkrechte Prisma ist. mit einem Quader von gleicher Grundfliche und
Hcihe inhalisgleich.

Durch diesen Satz ist die Berechnung des Volumens eines jeden senkrechten
Prismas auf die eines Quaders -von derselben Grundfliche und Héhe
zuriickgefihrt.

Das Volumen eines senkrechten Prismas st gleich dem Pmdukte aus der Grund-

fliche g und der Hohe by mithin istv=gh und g = ?L—, == E

Sind die Kanten eines Quaders a. b, ¢, so ist v = abe.
. > R : o
Fiir den Wiirfel ist v = % wenn s die Seite desselben ist, und s = To.

Wie dndert sich das Volumen eines senkrechien Prismas, wenn die Grundfiiche mit
2, 3, 4, ... multipliziert oder durch diese Zahlen dividiert wird? Wenn man das-
selbe mat der Hihe macht? Wenn man es an beiden Grofien ausfiihrt?
Wie indert sich das Volumen eines Quaders, wenn a) eine Kante, b) zwei
Kanten, c) alle drei Kanten einer Lcke mit m multipliziert oder durch m divi-
diert werden? (Anwendung von ¢) auf den Wiirfel.) (Die erhaltenen Wiirfel
sind dhnlich!)

Aufgaben :

1. Wie grof ist ) die Oberfliche, ) der Kubikinhalt eines Wiirfels, dessen Seite
a) 12dm, b) 2m 3dm, ¢) 0B75...m, d) 2:478. .. m ist?

2. Die Oberflache eines Wiirfels betriigt 398:535 em?. Wie grof ist eine Kante
desselben? Wie grofl der Kubikinhalt? Wie schwer ist er, wenn die Dichte
des Materials 2+4 ist?

" 3. Eine Seitenfliche eines Wiirfels betrigt 3 m? 61 dm?2. Wie grofi ist der Kubik-

*  inhalt?

4. Der Kubikinhalt eines Wiirfels ist 6434-856 ... cm®, Wie grof ist dessen
Oberfliache?

5. Es soll ein wiirfelférmiges, oben offenes Gefifl von 0-38 m Kantenldnge an-
gefertigt werden. Wieviel Quadratmeter Kupferblech braucht mant
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. Ein wiirfelformiges GefaB hat 4'8 dni innere Weite. Wie viel Liter fafit es?
. Wie schwer ist ein Wiirfel mit der Seite 3 dm 7 cm, wenn 1 dm® des Materiales

0-86 kg wiegt?

. Ein Wiirfel von 2 dm Seitenlinge wiegt 16 kg. Wieviel wiegt ein anderer

Wiirfel aus demselben Materiale von 6 dm Seitenlinge?

. Es soll ein Wiirfel gemacht werden, welcher der Summe zweier Wiirfel

gleich ist, deren Kanten 54 dm und 4'9 dm sind. Welche Linge mull man
einer Kante desselben geben?
Das Gewicht eines Wiirfels ist 1 kg 23 g. Wie grof ist eine Seite desselben,
wenn die Dichte des Materiales 84 ist?
Wenn ein hohler Wiirfel 20 kg Wasser fafit, wie grol} ist eine Seite desselben?
Wenn man das Volumen eines Wiirfels achtmal so grop macht, wie dndert
sich die Oberfliche?
Wenn man das Volumen eines Wiirfels auf ein Achtel verkleinert, wie dndert
sich die Oberfliche?
Wie groB ist der Kubikinhalt eines senkrechten Prismas, dessen Grund-
fliche 5 dm?2 46 cm® und dessen Hohe 2 dn 9 cm ist?
Die Grundflichen eines 24 dm hohen senkrechten Prismas sind rechtwinklige
Dreiecke mit den Katheten 0°5 dm und 1°2 dm. Berechne a) die Oberfliche,
b) den Kubikinhalt.
Der Inhalt eines senkrechten Prismas ist 5:85 m?, die Héhe 13 m. Wie grof} ist
die Grundfliche?
Die Hohe eines senkrechten Prismas ist 2, die Grundfliche ein gleich-
seitiges Dreieck mit der Seitenlinge a. Man berechne die Oberfliche und
den Kubikinhalt.

Der Umfang der Grundfliche des dreiseitigen Prismas ist 3 a, der

23 2y3 3
Flicheninhalt f%; daher ist o = 3—2-]— +3akh=a (% {3 h)

2
Fiir den Kubikinhalt hat man v = - };VS
Wie grof sind Oberfliche und Inhalt eines senkrechten dreiseitigen Prismas,
went jede Kante 3 dm betrigt?

Die Hohe eines senkrechten Prismas ist », die Grundfliche ein regel-
miéifiges Sechseck mit der Seitenlinge @. Man bestimme die Oberfliche
und den Kubikinhalt. :

Die Grundfliche eines senkrechten Prismas ist ein regelmifiges Sechseck,
die Héhe gleich 1 m 8 dm. Wie grofl ist die Seitenoberfliche, wenn eine
Seite der Grundfliche 1m 1 dm ist? _
Ein Wiirfel ist inhaltsgleich einem senkrechten Prisma, dessen Grundfliche
ein regelmifliges Sechseck mit der Seitenlange 5 em ist. Wie grof ist die
Kante des Wiirfels, wenn die Seitenkante des Prismas 8 em betrigt?
Der Dachraum einer Scheune hildet ein dreiseitiges senkrechtes Prisma,
dessen Grundfliche 5:6 m zur Grundlinie, 5m zur Hohe hat und dessen Hohe
(Lénge des Daches) 84 m betragt. Wieviel Kilogramm Heu kann dieser
Raum aufnehmen, wenn 1m? Heu 114 ky wiegt?

. Ein prismatischer Balken ist 5 m lang und hat zu Grundflichen Trapeze, in

denen die Parallelseiten 40 cm und 30 em sind und die Hohe 15 em betrigt.
Wie groB ist der Inhalt?
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24. Die Seitenoberfliche einer 4°2 m hohen senkrechten Saule, deren Grundfliche
ein regelmiBiges Sechseck mit der Seitenlinge 04 m ist, soll einen Olanstrich
erhalten. Wieviel kostet derselbe, wenn fiir das Quadratmeter 1% K gezahlt
werden?

25. Geniigt ein 8 m langes, 5'5 m breites, 38 m hohes Zimmer fiir 40 Schiiler,
wenn auf einen Schiiler 2°9 m3 Luftraum kommen sollen?

26. Hin Quader aus Granit hat eine quadratische Grundfliche mit der Seiten-
linge 18 em, eine Seitenkante ist 36 cin lang. Wie grol ist das spezifische
Gewicht des Granites, wenn das Gewicht des Quaders 32'7 kg betriigt?

27. Wie schwer ist eine Platte aus GuBeisen, welche 1°9 m lang, 0-2 m breit
und 0:04 m dick ist, wenn die Dichte des GuBeisens 7-21 ist?

98. Die Bodenfliche eines senkrechten prismatischen Gefiles von 1m Linge
und 5 dm Breite kann nur einen Druck wvon 170 kg aushalten. Bis zu
welcher Hohe kann dieses Gefil mit Ol (4 = 0°92) gefiillt werden?

29. Die GroBe des Luftdruckes auf eine Fliche ist gleich dem Gewicht einer
Quecksilbersaule, deren Grundfliche jene Fliche und deren Hoéhe der
jeweilige Barometerstand ist. Wie grof ist der Luftdruck auf eine Fliche
von 1 dm? bel einem Barometerstande von 742 mm?

30. Wie groB ist die Wassermenge, welche @) in einer Sekunde, ) in einer Minute

~ durch das Querprofil (des Flusses Fig. 139) stromt, wenn die Geschwindig-
keit des Wassers 1'3 m in der Sekunde betrigt?

31. Wie schwer ist ein massiver Wiirfel von 29 dm Seite, wenn er 24 dm tief
in Wasser einsinkt? Wie grof ist sein spezifisches Gewicht? :

Berechnung des senkrechten Zylinders. §117,

a) Die Oberfliche.

Der Schiiler priife an dem Netze eines senkrechten Zylinders die Richtigkeit
des Satzes:

Die MaBzahl der Mantelfliche eines senkrechten Zylinders ist gleich dem
Produkte aus den MaBzahlen des Umfanges der Grundfliche und der Hohe.
Es ist daher m = 27z h.

Ist o die ganze Oberfliche, so ist mithin: 0=2 74 2rah= 27z (r + h).
Der Schiiler leite daraus die Formeln fiir den gleichseitigen Zylinder ab:
m—Adrim, . 0— 6rim

Was geschieht mit dem Mantel eines senkrechten Zylinders, wenn a) r mit 2, 3,
4, ... multipliziert oder durch diese Zahlen dividiert wird; b) wenn dasselbe
mit h geschieht, c) wenn beides ausgefiihrt wird und wie tm letzteren Falle die
Oberfliiche ?

b) Das Volumen.
Da der senkrechte Zylinder als ein Prisma, dessen Grundflichen Kreise
sind, betrachtet werden kann, so folgt:

Die MaBzahl des Volumens eines senkrechten Zylinders ist gleich dem
Produkte aus den MaBzahlen der Grundfliche und der Hohe; mithin
ist = 27 h. Fiir den gleichseitigen Zylinder ist die Formel abzuleiten:
=2 q. :
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Wie éindert sich das Volumen eines senkrechten Zylinders, wenn a) der Radius,
b) die Hohe verdoppelt wird? Wie, wenn beides geschleht?

Wie éindert sich @) die Oberfliiche, ) das Volumen eines gleichseitigen Zylinders,
wenn der Radius a) verdoppelt, b) verdreifacht wird?

(Die erhaltenen gleichseitigen Zylinder sind &hnliche Kéarper!)
Die Mantelfléchen zweier senkrechter Zylinder mit gemeinschaftlicher Achse
begrenzen mit den beiden zugehorigen Kreisringen eine zylindrische Rohre.
Ihr Volumen ist v = wh (B2 —172).
Suche in den obigen Formeln fiir m, 0 und v die Zahl der variablen und der
konstanten GroBen auf!

Aufgaben :

1. Berechne 1. die Oberfliche, 2. den Kubikinhalt folgender senkrechter

Zylinder:

@) Durchmesser der Grundfliche 23 dm, Hohe 14 dimn

b) Halbmesser der Grundfliche 8:25 din, Hohe 524 dm/

. Wie grofi ist die Oberfliche eines senkrechten Zylinders, in welchem die

Seite 3 dm 4 em und der Umfang der Grundfliche 7 dm 8 em betrigt?

3. Der Durchmegser eines gleichseitigen Zylinders ist 243 . .. dm. Wie grof ist
der Kubikinhalt?

4. Die Mantelfliche eines senkrechten Zylinders betriigt 7 m* 4 dm?, der Umfang
der Grundfliche 176 m. Wie groB ist der Kubikinhalt des Zylinders?

5.- Die Mantelfliche eines senkrechten Zylinders ist 62-84 ... dm?, der Durch-
messer der Grundfliche 4-2 ... dm. Wie groB} ist die Hb‘he?

6. Wie schwer ist ein gleichseitiger Zylinder, dessen Radius 7 em 8 mm milit,
wenn 1 dm?® des Materiales 84 kg wiegt?

7. Wie grof} ist der Halbmesser eines gleichseitigen Zylinders, wenn a) dessen
Mantelfliche 10 dm?2, b) dessen Inhalt 10 em® betrigt?

8. Ein Brunnen hat eine zylindrische Form mit 14 dm im Durchmesser; wenn
nun das Wasser 3 m hoch steht, wieviel Hektoliter sind es?

9. Wie oft wird sich eine Walze um ihre Achse drehen miissen, wenn ein Stiick
Feld von 20 ¢ ganz iiberwalzt werden soll und die Walze 1-6 m lang ist
und 0'3 m im Durchmesser hat?

10. Ein zylindrisches Gefall soll 1/ halten. Wie hoch muf} es sein, wenn der
innere Durchmesser 108 mm betrigt?

11. Wie groB ist der Durchmesser eines zylindrischen Gefifles, das 503 dm
hoch ist und 1 A halt?

12. Eine Feuerspritze hat 2 Zylinder (Stiefel), deren innerer Durchmesser 1-8 dm
betrigt; die Hubhéhe des Kolbens ist in jedem 23 dm und jeder Kolben
steigt wahrend einer Minute 25 mal hinauf. Wieviel Hektoliter Wasser wird
diese Feuerspritze wihrend einer Stunde unausgesetzter Wirksamkeit ver-
spritzen?

13. Der innere Durchmesser eines runden Turmes ist 4'2 m, die Mauer ist 1-2 m
dick. Wieviel Kubikmeter enthilt die Mauer, wenn die Hohe des Turmes
145 m betragt?

14. Eine guBeiserne Walze von 1:2 m Linge und 11 em Durchmesser wird so
weit abgedreht, dafl der Durchmesser nur 9'5 em betrigt. Um wieviel ist die
abgedrehte Walze kleiner als die frithere?

(0]
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5. Zu einer Wasserleitung von 84 m Linge braucht man Réhren von Blei,
* welche 6 em dick sind und deren Weite im Lichten 4 em betragt, Wieviel
kostet das Blei, wenn 1 dm? desselben 1135 kg wiegt und das Kilogramm
Blei mit 60 % bezahlt wird?
16. Bine Walze aus Messing soll 32 kg wiegen und 3 dm lang sein. Welchen
Durchmesser muB man der Walze geben? (d = 84.)
17. Es soll ein gleichseitiger Zylinder aus GuBeisen vom Gewichte 1 &y gegossen
werden. Welchen Durchmesser mufl er haben?
18. Der Ring eines Schwungrades aus GuBleisen (d = 7°2) hat die Form eines
senkrechten Hohlzylinders. Wie schwer ist er, wenn seine Halbmesser
2m und 2'4m sind und die Héhe 0:34 m milit?
19. Bin senkrechtes zylindrisches Gefd mit dem Radius der Grundfliche 4 em
ist bis zu der Hohe von 12 e¢m mit Quecksilber (¢ = 13°6) gefiillt. Wie grof ist
das Gewicht des Quecksilbers? Wie grofl der Boden- und Seitendruck?
20. Man bringt einen unregelméBig geformten Stein in Wasser, welches in einem
senkrechten Zylinder von 5 em Halbmesser sich befindet und sieht, daB
das Wasser um 8 em steigt. Welchen Raum nimmt der Stein ein?
21, Ein gleichseitiger Zylinder mit dem Radius der Grundfliche =12 dm
wiegt 21704 kg. Wie groB ist das spezifische Gewicht des Materiales?
2. Wie dndert sich das Volumen einer zylindrischen Rohre, wenn h verdoppelt
wird? Wenn R und r verdoppelt werden? Wenn R und r verdoppelt, hingegen
h viermal so Kein gewdhlt wird? i
Berechnung der senkrechten Pyramide. §118,
@) Oberfliche.
Die Oberfliche einer senkrechten Pyramide ist die Summe aus der Grund-
fliche und dem Mantel. Der letztere besteht aus soviel gleichschenkligen
Dreiecken als die Grundfliche Kanten hat. Da diese Dreiecke im allgemeinen
voneinander verschieden sind, so mufl jedes einzeln berechnet werden,
die Summe ihrer Inhalte gibt den Mantel. Bei einer regelmafligen Pyramide
sind alle Seitendreiecke kongruent (Kongruenzsatz?). Die Mafzahl des
Mantels einer regelmdfigen Pyramide ist daher dem Produkte aus der Mafs-
zahl des Inhaltes einer Seitenfliche und der
Zahl derselben gleich.
b) Volumen.
1. Das Volumen einer regelmélligen vier-
seitigen Pyramide. Zieht man (Fig. 147)
die vier Diagonalen des Wiirfels und legt
durch je zwei aufeinander folgende eine
Ebene, so wird der Wiirfel in sechs kon-
gruente regelméBige vierseitige Pyramiden
zerschnitten. Die Grundfliche einer derselben
7. B. ABCD ist eine Fliche des Wiirfels,
ihre Hohe SO ist der halben Wiirfelkante
gleich, da 00’ ein Durchmesser des Parallelo- .
: TG A
grammes DBFH ist. Mithin ist das Volumen

Moénik-Spielmann, Anfangsgrinde d. Geom, f d.1.b, 3. Kl d, Mittelschulen.

Fig. 147,
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v 3 2 2
der Pyramide S4BOD =% =5 .5 =5 .h wenn a die Witfelkante

und % die Hohe der vierseitigen Pyramide bedeutet.

d. h. das Volumen einer regelmdfigen vierseitigen Pyramide ist dem dritten
Teile des Produktes aus threr Grundfliche und Hohe gleich.

2. Das Volumen einer senkrechten Pyramide.

Die Pyramide sei z. B. eine fiinfseitige. Sie ist inhaltsgleich mit einer regel-
mafigen vierseitigen Pyramide von gleicher Grundfliche und Hohe. Denn
stellt man beide auf dieselbe Ebene, so miissen sie nach der Entstehungs-
weise der Pyramide (§ 93) mit jeder zu dieser Ebene parallel gelegten Ebene
paarweise gleiche Schnittfiguren ergeben. (Modell!) Man kann mithin
beide Pyramiden in gleich viele sehr diinne paarweise inhaltsgleiche Platten
zerlegen. Hs miissen daher die beiden Pyramiden selbst inhaltsgleich sein.
Eine expemmenteile Bestéatigung des Natzes konnte wie in § 116 b ausgefithrt
werden.

Es gilt folglich der Satz: %

Eine jede senkrechie Pyramade ist einer regelmdfiigen vierseitigen Pyramide
von gleicher Grundfliche und Hohe inhaltsgleich.

Sind », ¢ und % beziehungsweise das Volumen, die Grundfliche und die

. Hohe einer senkrechten Pyramide, so ist v = i;L
Ferner 3 » = ¢ h und
o a_” ;g 3v
b7 T g’

Aufgaben :
1. Die Grundfliche eciner regelmiBigen Pyramide ist ein Quadrat von 6 dm
Seitenléinge, die Seitenhohe ist 12-37 dmn; wie groB ist die Oberflache?
. Berechne den Kubikinhalt folgender senkrechten Pyramiden:
@y Grundflache: ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite 234 ...m; Hohe
482 ...m;
b) Grundfliche: ein Quadrat mit der Seite 4:34...m; Hohe 2445...m
e) Grundﬂéiche: ein regelmifiges Sechseck mit der Seite 0:837...m;
Hohe 1246 .
,3’/ Der Kublkmhalt einer senkrechten Pyramide ist 0°6264 m? die Hohe
/S 09m; wie groB ist die Grundflache?
4. Die Grundfliche einer senkrechten Pyramide ist ein Rechteck von 3 dm
4 em Lénge und 1 dm 9 em Breite, der Kubikinhalt ist 17 dm?® 955 em?;
wie grof} ist die Hohe?
. Aus der Kante a eines Tetraeders die Oberfliche zu berechnen.
6. Ein Wiirfel hat dieselbe Oberfliche wie ein Tetraeder mit der Kante 1 dm;
wie grof ist die Kante des Wiirfels?
7. Die Seitenhéhe einer regelméBigen vierseitigen Pyramide ist 5 em, die Grund-
kante 8 ¢m. Die Oberfliche und den Inhalt zu berechnen.

<t
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8. Die Grundfliiche einer senkrechten, 1-4 m hohen Pyramide ist ein Rechteck
mit den Seiten 6 dm und 8 dm; man berechne die Seitenkante und die Ober-
fliche der Pyramide.

9. Es soll eine Pyramide, deren Grundfliche 1 m? 15 dm? und deren Héhe 2 m
betriigt, aus Hisen gegossen werden; wieviel wird sie wiegen, wenn 1 dm?
Eisen 7-21 kg wiegt?

10. Wie groB ist das Gewicht einer senkrechten Pyramide aus Marmor, wenn
die Hohe 3m und eine Seite der quadratischen Grundflache b dm betrigt
und 1 dm? Marmor 272 kg wiegt?

Berechnung des senkrechten Kegels. §119,

a) Die Oberfliche.

Die Oberfliche eines Kegels findet man, indem man die Summe aus der
Grundfliche und dem Mantel bildet.

Da der Mantel eines senkrechten Kegels abgewickelt einen Kreisausschnitt
gibt, dessen Bogen und Radius beziehungsweise dem Umfange der Grund-

flaiche und der Seite des Kegels gleich sind, so ist M =27z . %::ﬂ s,

wenn M, » und s die MaBzahlen des Mantels, des Halbmessers der Grund-
flache und der Seite des Kegels sind.
Ist der Kegel ein gleichseitiger, so ist s =2 und

M=ra.29=21a
Die ganze Oberfliche O eines senkrechten Kegels ist
O=rast+rPa=ra(r+s)
Ist der Kegel gleichseitig, so ist O =3 r* a.

b) Das Volumen.

Da ein senkrechter Kegel als eine senkrechte Pyramide, deren Grundfliche
ein Kreis ist, betrachtet werden kann, so folgt:

Die Mafzahl fir das Volumen eines senkrechien Kegels ist gleich dem dritten
. Teile des Produktes aus den Mafzahlen der Grundfliche und der Hohe.

Ist » der Halbmesser der Grundfliche und 4 die Hohe des Kegels, so ist das

Volumen
¥ k

.) s

V=

daher 30 =12z h und k— J ‘—l/ﬂk.

Ist statt der Hohe h die Seite s eines senkrechten Kegels gegeben, so ist
h = st — 2, daher

rm)st —1®
Rl

=

7*
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Fiir den glemhsemgen Kegel ist s = 27, daher & =r}3, und

o r3~r]/3
& 3
Bo=rnd  F= o ’EU—JS.
5[]3 3r

Wie dndert sich das Volumen eines senkrechten Kegels, wenn man a) den
Radius, b) die Hohe verdoppelt, ¢) beides macht?

Wie die Oberfliche und das Volumen eines gleichseitigen Kegels bei Ver-
doppelung des Halbmessers? (Die beiden gleichseitigen Kegel sind dhnliche
Korper!)

4.

0

6.

Aufgaben :

. Suche die Mantelfliche eines senkrechten Kegels, dessen Grundfliche 118 em

zum Halbmesser hat, und dessen Seite 155 e¢m betrigt!

. Berechne den Kubikinhalt folgender senkrechter Kegel:

a) Halbmesser der Grundfliche 62 dm, Hohe 75 dm;

b) = = 5 141 em, »  23%cem;

c) 5 i = 1mldm8...ecm, ,, 2m 4dm 6. . .om!
. Der Halbmesser der Grundfliche eines senkrechten Kegels ist 12 cm, die

Héhe 35 em; wie grofl ist die Oberfliche und das Volumen?

Die Seitenlinge eines gleichseitigen Kegels ist 75 dm; wie grol} ist a) die
Oberfléache, b) der Inhalt?

Die Oberfliche eines gleichseitigen Kegels ist 2530 em?; wie groff ist dessen
Kubikinhalt?

Der Kubikinhalt eines gleichseitigen Kegels ist 0-16 m?®; berechne dessen
Oberflache !

. Der Halbmesser der Grundfliche eines senkrechten Kegels ist 1'5 m, die Seite

1:8 m; eine Pyramide hat mit dem Kegel denselben Scheitel und zur Grund-
ﬂache ein der Grundfliche des Kegels eingeschriehenes Quadrat; wie groll
ist die Differenz der Kubikinhalte beider Korper?

)./ Der Umfang der Grundflache eines kegelfsrmig aufgeschiitteten Getreide-

5

10.

1.

12.

haufens betrigt 8m 5dm, die Hohe 1m; wieviel Hektoliter Getreide
enthalt der Haufen?

Ein Heuschober hat 26 m Durchmesser und 4'56 m Hohe; wieviel Kilo-
gramm Heu enthilt er, wenn das Kubikmeter Heu 114 kg wiegt?

Ein messingener Kegel ist 21 em hoch und hat eine Grundfliche von 105 em
Durchmesser; wie grofl ist das Gewicht desselben, wenn 1 dm® Messing
82 kg wiegt?

Wie grol} ist die Seite eines Wiirfels, der mit einem Kegel inhaltsgleich ist,
wenn der Durchmesser der Grundfliche 0'85 m und die Héhe 108 m ist?
Aus einem kegelformigen, mit Wasser gefiilltem GefaBle von 21 ¢m Durch-
messer und 15 ¢m Hohe wird das Wasser in ein zylindrisches Gefill von
12 em Durchmesser gegossen; wie hoch wird das Wasser in diesem Gefilie
stehen ?
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13. In Figur 122 ist die Seite des Kegels dreimal so grof als der Radius des Grund-
kreises. Priife die Richtigkeit des Zentriwinkels 4SB der Zeichnung! (Der
Bogen des Sektors mull dem Umfange des Grundkreises gleich sein!)

2. Die Kugel.
Die Entstehung und Erklirung der Kugel ist in § 23 enthalten. §120.
Der Abstand irgend eines Punktes vom Mittelpunkt einer Kugel heil3t
der Zentralabstand des Punktes. Bin Punkt liegt auf der Kugelfliche, inner-
halb oder auBerhalb derselben, je nachdem sein Zentralabstand gleich dem
Halbmesser der Kugel, kleiner oder griBer als dieser ist.
Der Abstand einer Geraden vom Mittelpunkte einer Kugel heifit der Zentral-
abstand der Geraden. Ist der Zentralabstand einer Geraden gréfler als der
Halbmesser der Kugel, so hat die Gerade mit der Kugelfliche keinen Punkt
gemeinschaftlich. Ist der Zentralabstand der Geraden gleich dem Halb-
messer, so hat sie mit der Kugelfliche nur einen Punkt gemeinschaftlich,
wihrend alle anderen Punkte auBerhalb der Kugel liegen; sie heilt eine
Tangente der Kugelfliche. Ist endlich der Zentralabstand der Geraden kleiner
als der Halbmesser, so schneidet sie die Kugeltliche in zwe; Punlkten.
Der Abstand einer Ebene von dem Mittelpunkt einer Kugel heilit der
Zentralabstand der Ebene. Ist der Zentralabstand einer Ebene grofer als der
Halbmesser der Kugel, so hat die Ebene mit der Kugelfliche keinen Punkt
gemeinschaftlich. Ist der Zentralabstand der Ebene gleich dem Halbmesser,
so hat sie mit der Kugelfliche nur einen Punkt gemeinschaftlich und heifit
eine Beriihrungs- oder Tangentialebene; sie enthalt
alle Tangenten, welche im Berithrungspunkte an
die Kugel gelegt werden konnen. Ist der Zentral-
abstand der Ebene kleiner als der Halbmesser, so
schneidet die Ebene die Kugelflache.
Es besteht mithin eine Abhéngigkeit der Lage
eines Punktes, einer (eraden, einer Ebene gegen &
eine Kugel von dem Zentralabstande. Vergleich
mit dem Kreise!
Aus der Entstehung einer Kugel folgt der Satz:
Jeder Schnitt einer Kugel durch eine Ebene ist
ein Kreis, dessen Mittelpunkt der FuBpunkt
der Normale vom Kugelmittelpunkte auf die Schnittebene ist. Dieser
‘Schnittkreis (z. B. DNR, Fig. 148) wird ein Kugelkreis genannt.
Zwischen dem Halbmesser O.D = r der Kugel, dem Halbmesser P D = o des
Kugelkreises und dem Zentralabstande OP = a des letateren bestehen, da
da‘s Dreieck DPO rechtwinklig ist, die Beziehungen:

Tig. 148.

r=71o® o=1r—d, a=r —gt
Daraus folgt: 1. Zu gleichen Zentralabstinden gehoren gleiche Kugelkreise;
und umgekehrt.
2. Zum kleineren Zentralabstande gehort ein groBerer Kugelkreis; und um-

gekehrt,

7 )
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3. Am gréfiten wird ein Kugelkreis, wenn er durch den Mittelpunkt der Kugel
geht; er heifit deshalb geradezu ein grifter Kugelkreis oder auch ein Haupt-
kreis; jeder andere Kugelkreis heilt ein Nebenkreis.
Der Halbmesser einzs Hauptkreises ist gleich dem Halbmesser der Kugel.
Alle Hauptkreise sind daher einander gleich.
Zur eindeutigen Bestimmung eines Hauptkreises sind aufier dem Kugel-
mittelpunkte noch zwei mit ihm nicht in gerader Linie liegende Punkte
erforderlich.
Durch die Endpunkte eines Durchmessers kann man unzihlig viele Haupt-
kreise, durch zwei Punkte, welche nicht Endpunkte eines Durchmessers
sind, nur einen einzigen Hauptkreis legen.

Aufgabe :

Wie groB ist der Radius des Parallelkreises der Erde unter a) 309, b) 45°,
¢) 60° geographischer Breite? (Erdradius 6378 km.)

§121. Berechnung der Kugel.
Bezeichnen 7, o, v den Radius, die Oberflache und das Volumen einer Kugel,

. Y g
so0 ist, wie hier nicht bewiesen werden soll, 0 =427, v = - ’3 z
4r3x :
Da v‘——i— =4 2. 3, 80 ist v—o.

Diese Gleichungen enthalten folgende Satze

Die Oberfliche einer Kugel ist gleich dem vierfachen Inhalt eines Hauptlreises.
Das Volumen einer Kugel st gleich dem Produlte aus der Mafizahl der
Oberfliche und dem dritten Teile des Radius derselben.

T . oAl 0 g =g s
Umgekehrt folgt 7% — o daher r = l, righ
) g 3/:””)
Ferner ist 3v =41¥x, r*= &Y undar =]/ g g
47 | 4
Eine Hohlkugel ist der zwischen zwei konzentrischen Kugeln liegende Raum;
3 3
sind die Radien derselben R und », so ist V= 4—1;2 L éf} g
2 4_5_7? (R* — %)

Wie indert sich die Oberfliche und das Volumen einer Kugel, wenn der
Halbmesser derselben verdoppelt oder halbiert wird? (Die drei Kugeln
sind dhnliche Kérper!)
Umgekehrt: Wie ist @) die Oberfliche, b) das Volumen einer Kugel abzu-
indern, wenn der Radius doppelt so grol werden soll?
Aufgaben :
1. Der Halbmesser einer Kugel ist
: a) 0:36 m, b) 48%dm, ¢) 1':32dm; 0847,
wie grof} ist a) die Obelﬂache b) der Inhalt der Kuuel’i
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,2./ Der gréfite Kreis einer Kugel hat 4:8 dim im Umfange; wie groB ist a) die f
Oberflache, ) der Inhalt der Kugel? :

3. Die Oberflache einer Kugel betriigt a) 015 m?, b) 12:76 em?, ¢) 66 dm® 3 em?;
wie grofl ist der Durchmesser?

4. Der Kubikinhalt einer Kugel ist a) 4 dn3, b) 0:357 m?, ¢) 4 dm® 875 em?;

wie grofl ist die Oberfliche?

. Ein Kugelkreis, welcher 9 ¢ vom Mittelpunkte der Kugel absteht, hat
45474 cm? Flacheninhalt; wie groB ist a) die Oberfliche, b) der Inhalt dieser
Kugel? :

6. Von zwei Kugeln hat die erste 6 dm, die zweite 5 dm im Durchmesser; wie
grofl ist der Durchmesser einer Kugel, deren Inhalt gleich ist der Summe der
Volumina dieser zwei Kugeln?

7. Wie gro} ist der Durchmesser einer Kugel, welche so groB ist als ein Wiirfel,
dessen Seite 1-11m betragt?

8. Suche die Seite eines Wiirfels, der an Inhalt gleich ist einer Kugel von 1 m
2 dm Durchmesser!

9. Der Radius einer Kugel ist 13 ¢m, ein Nebenkreis hat den Zentralabstand
12 em; die Peripherie und der Inhalt desselben zu berechnen.

10. Wie groB ist die Oberfliche der Erde, wenn man diese als eine Kugel be-
trachtet, deren Halbmesser 6378 km betrigt? (7 = 3:141593...) Wie grof} ist
a) die Oberflache, b) der Inhalt des Erdmondes, wenn der Halbmesser
der Erde 3:66 ... mal so grof} ist als der des Mondes?

11. Wie groli ist der Durchmesser einer Kanonenkugel von 15 kg Gewicht,
wenn 1 dm? HEisen 7-2 kg wiegt?

12. Ein zylindrischer Dampfkessel mit zwei halbkugelférmigen Endstiicken ist
1m weit und 4 m lang, so dall die Lange des Zylinders 3 m betrigt; wie
orol} ist a) die Oberfliache, 5) der Inhalt des Kessels, ¢) das Gewicht, wenn
1dm? Eisen 72 kg ‘wiegt und die Wandstéarke 14 em ist?

13. Der Umfang des dulleren groBiten Kreises einer Halbkugel ist 1:2m, die
Wandstérke 2 em; wie groB ist der Inhalt der Kugelschale?

14. Wenn man den Durchmesser der Erde = 12756 km und die Hohe ihrer Luft-
schichte = 84 km setzt, wie grof} ist der Inhalt der Luftschichte?

15. Wie grof} ist der Gewichtsverlust einer Kugel mit dem Radius 6 em a) in
Wasser, b) in Quecksilber?

16. Das Vergolden einer Kugel kostet a K; wieviel kostet das Vergolden
einer Kugel, deren Durchmesser «) dreimal so grofi ist, &) den dritten
Teil betragt?

17. Eine Kugel mit dem Radius » wiegt 10 kg; wie schwer sind die Kugeln

(&7

aus gleichem Materiale mit den Radien a) 107, b) {63 Was fir ein
Gewicht gehort zu den Radien 2» und %2

18. Wenn man iiber der Basis einer Halbkugel einen geraden Kegel errichtet,
wann ist der Winkel am Achsenschnitte @) ein stumpfer, &) ein rechter,
¢) ein spitzer? (Figuren!)
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