
288347

WMW

«gsoilüg m Mkssrüetts kiMms
_v^Wüi









der

eometrre
für die

oberen Nassen der Mittelschulen.
Von

vr. Fran; lütter non Močnik.

Zweiundzwanzigste, im wesentlichen unveränderte Auflage,
bearbeitet von

vr. Kranz Wassentin,
Director der k. k. Staats-Realschule im I. Wiener Gemeindebezirke.

Mit 227 Holzschnitten im Tert.

Mit hohem I. k. Minigerial.Erlass vom 4. April 1894. Z. 0S80, zum L-Hrgebrauch- an Mittelschulen mit
deutscher Unterrichtssprache allgemein zulässig erklärt.

Preis geheftet 1 fl. L5 kr.; in Leinwandband 1 fl. 80 lr.

Wien und Wag.
Verlag von F. T e in p s k y.

1894.



!.583Us7

Übersetzungsrecht Vorbehalten.

I-Mbllglg >.--!

s?L

Truck von Rudolf M. Rohrer in Brünn.



Inhalt

Seite

Einleitung. 1

Erster Therl.
H» k a n i m e t r i e.
Erster Abschnitt.

Gerade Linien und Winkel.

I. Dir gerade Linie und die ebene Flache. 4
II. Strahlen undStrecken. 5
III.Winkel. 6
IV. ParalleleLinien. 8
V.Äbungssätze.14

Zweiter Abschnitt.
Begrenzte ebene Gebilde.

I. MasDreieck.14
1. Erklärungen und allgemeine Eigenschaften der Dreiecke. 14
2. Cougruenz derDreiecke.17
3.Übungssätze.22

II. DasViereck. 23
1. Erklärungen nnd Lehrsätze - - - - 23
2. Übungssätze. 29

III. MasVieleck.-.29
1. Erklärungen nnd Lehrsätze.29
2. RegulärePolygone. 31

IV. MerKreis.32
1. Allgemeines über denKreis.32
2. Die Geraden und die Winkel am Kreise. 33
3. Dem Kreise ein- und umgeschriebene Vielecke.37
4. Lage zweier Kreise gegen einander.39
5.Übungssätze.41

V. Construrtionsausgaben. - 42
1. Fundamental-Aufgaben... 43
2. Methode der geometrischenÖrter. 47
3. Methode der Hilfsfiguren.SO
4. Übungsaufgaben.S2



IV

Dritter Abschnitt. Seite

Proportionalität der Strecken nnd Ähnlichkeit der ebenen Gebilde.
I. Geometrische Verhältnisse und Proportionen...58
II. Proportionalität der Streiken.59
III. Harmonische Theilung der Strecken.62
IV. Ähnlichkeit der ebenen Gebilde ..63
V. Anwendungen der Ahnlichkeitsfahe auf Len Kreis.68
VI. Lonsiruetionsaufgaben.74

Methode der ähnlichen Figuren...76
VII. Äbungssähe und Übungsaufgaben.81

Uirrter Abschnitt.
Flächeninhalt der geradlinigen ebenen Gebilde.

I. Flächrnglrichhrit .84
II. Fiüchenverhältnisse.86
III. Kesiimmung des Flächeninhaltes.88
IV. Construrtions- und Nrchnungsausgaben.89
V. Äbungssähe und Äbungsausgabrn.92

Fünfter Abschnitt.
Mahbestimmungen am Kreise.

I. Serrchnung der Sehnen- und Tangrntrnvirlecke.96
II. Krstimmung der Peripherie und des Flächeninhaltes eines Kreises ... 88
III. Krstimmung der Kreisbogen und Kreissertoren.101
IV. Übungsaufgaben.103

Anhang;nr Planimetrie.
Lösung uon Consiruelionsaufgabcn nach der Methode der algebraischen
Analysis.105

A'imitrr TI)eil.
Stereo in etri e.
Erster Abschnitt.

Gerade Linien nnd Ebenen im Räume.

I. Lage der Geraden gegen eine Ebene.113
II. Lage der Ebenen gegen einander.118
III. Körperliche Ccken. 121
IV. Ausgaben .127
V. Äbungssähe und Übungsaufgaben.128

Dwritrr Abschnitt.
Bon den Körpern im allgemeinen.

I. EbcnflüchigeKörper.129
1. DiePyramide. 129
2. Das Prisma nnd das Prismatoio. . . 131
3. Polyeder überhaupt und die regulären insbesondere.133



v
Seite

II. KrummflächigeKörper.166
1. DerKegel.Io"
2. DerCylinder.^8
3. DieKugel.-.140

III.Aufgaben.m
IV. Äbungssütze und Übungsaufgaben.148

Dritter Abschnitt.
Congruenz, Syiuinctrie und Ähnlichkeit der Körper.

I. Kongruenz und Symmetrie der Körper.149
II. Ähnlichkeit derKörper. 151

Vierter Abschnitt.
Größenbestimmung der Körper.

I. Ausmessung ebenflächtgrr Körper. i - 154
1. DasPrisma.154
2. Die Pyramide und das Prismatoid.158
3. RegulärePolyeder.162

II. Ausmessung krummflächigrrKörper. 162
1. DerKegel.162
2. DerCylinder.164
3. Rotationsflächen und Rotationskörper.165
4. DieKugel.168

III. Übungsaufgaben. 173

Dritter Tbeil.
Trigonometrie.

Erster Abschnitt.
Goniometrie.

I. Erklärung und Darstellung der Winkelfunktionen.179
II. Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen desselben Winkels.185
III. Beziehungen zwischen den Funktionen non einander abhängiger Winkel . 186
IV. Funktionen zusammengesetzterWinkel.188
V. Berechnung brr Winkelfunktionen .1S1
VI. Eoniometrischr Gleichungen.182
VII. Übungsaufgaben.194

Zweiter Abschnitt.
Ebene Trigonometrie.

I. Auflösung der ebenen Dreiecke.196
1. RechtwinkligeDreiecke.197
2. GleichschenkligeDreiecke.198
3. Dreieckeüberhaupt.- - 198
4. Übungsaufgaben.204

II. Anwendung der ebenen Trigonometrie. - .206



VI

Dritter Abschnitt.
Sphärische Trigonometrie.

I. Auflösung der sphärischen Dreiecke. 220
1. Rechtwinklige sphärische Dreiecke. 220
2. Schiefwinklige sphärische Dreiecke.223
8. Bestimmung des Flächeninhaltes eines sphärischen Dreieckes.280
4. Übungsaufgaben..231

II. Anwendung der sphärischen Trigonometrie.232

Werter Therl.

Analytische Geometrie.
I. DerPunkt. 239

Transformation der Koordinaten.243
Aufgaben.244

II. Gleichungen Wischen zwei Variablen und ihre geometrischen Orter. . . 244
III. Die geradeLinie. 248

ZweiGerade. 233
Aufgaben.257

IV. DieKreislinie.258
Aufgaben.261

V. DieEllipse. 263
Aufgaben.266

VI. DieHyperbel. 266
Aufgaben.269

VII. DirParabel. 270
Aufgaben.272

VIII. Tangenten und Normalen der krummen Linien.273
1. Ellipse undKreis.275
2.Hyperbel.277
3.Parabel.278
Aufgaben.279

IX. Allgemeine Untersuchung der Linien Weiten Grades. 283
Aufgaben.289



Einleitung.

K. 1. Ein von allen Seiten begrenzter Raum wird ein Körper genannt.
Die Grenze eines Körpers nennt man dessen Oberfläche, nnd jeden

Theil derselben eine Fläche.
Die Grenze einer Fläche nennt man deren Umfang, nnd jeden Theil

desselben eine Linie.
Die Grenzen einer Linie nennt man Punkte.
Punkte, Linien, Flächen und Körper heißen Naumgebilde.
Die Raumgebilde können durch Bewegung erzeugt werden. Bewegt

sich ein Punkt, so ist der von ihm zurückgelegte Weg eine Linie. Bewegt sich
eine Linie, so ist der von ihr zurückgelegte Weg eine Fläche oder wieder eine
Linie. Durch die Bewegung einer Fläche wird ein Körper oder wieder eine
Fläche, durch die Bewegung eines Körpers wieder ein Körper erzeugt.

Ein Körper hat drei Ausdehnungen (Dimensionen): Länge, Breite
nnd Höhe. Eine Fläche hat zwei Ausdehnungen: Länge und Breite. Eine
Linie hat nur eine Ausdehnung: die Länge. Ein Punkt hat keine Aus¬
dehnung.

tz. 2. Durch die Begrenzung der Ausdehnungen erhalten die Naum¬
gebilde die Eigenschaft der Größe. Körper, begrenzte Flächen und begrenzte
Linien werden daher auch Naumgrößen genannt.

Die Bestimmung der G röße (Quantität) eines begrenzten Raumgebildes
geschieht durch das Messe n. Ein Naumgebilde messen heißt, eine Zahl finden,
welche an gibt, wie vielmal ein als Einheit angenommenes Naumgebilde der¬
selben Art in dem gegebenen enthalten ist. Diese Zahl heißt die Maßzahl
des Naumgcbildes.

Die Größe einer begrenzten Linie heißt deren Länge, die Größe einer
begrenzten Fläche deren Flächeninhalt, die Größe eines Körpers dessen
Kubikinhalt oder Volumen.

8- 3. Außer der Größe kommt an den begrenzten Nanmgebilden auch
die Gestalt, d. i. die Art der Vereinigung der einzelnen Theile zu einem
Ganzen, in Betrachtung.

M o L n ik, Geometrie für die oberen Classen. 1
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Zwei Raumgebilde können dieselbe Größe haben, aber in der Gestalt
verschieden sein; ebenso können zwei Ranmgebilde dieselbe Gestalt und ver¬
schiedene Größe haben. Ranmgebilde, welche dieselbe Größe haben, heißen
gleich; Ranmgebilde, welche dieselbe Gestalt haben, heißen ähnlich; Raum¬
gebilde, welche dieselbe Größe und dieselbe Gestalt haben, nennt man con-
grnent. Congruente Raumgebilde unterscheiden sich nur durch den Ort, an
dem sie sich befinden; sie können so ineinander gelegt werden, dass sie sich
decken. Umgekehrt: Können zwei Naumgebilde zur Deckung gebracht werden,
so sind sie congruent.

Die Gleichheit zweier Ranmgebilde wird durch das Zeichen —, die Ähn¬
lichkeit durch cvo, und die Congrnenz durch ausgedrückt.

K. 4. Die Wissenschaft von den Naumgebilden heißt Geometrie.
Die Geometrie behandelt ihre Lehren nach der mathematischen Methode

auf dem Grunde von Erklärungen, Grundsätzen und Forderungssätzen in
Lehrsätzen, die bewiesen, in Aufgaben, die gelöst, und in Zu- und Folge¬
sätzen, die jenen angeschlossen werden.

Z. 5. Eine Erklärung oder Definition ist die Angabe der wesent¬
lichen Merkmale eines Begriffes.

Grundsätze oder Axiome sind Sätze, die man unmittelbar als wahr
erkennt, die daher nicht bewiesen zu werden brauchen, aber auch nicht bewiesen
werden können. Solche Sätze sind für den Aufbau der mathematischen Wissen¬
schaften unentbehrlich.

Die allgemeinen mathematischen Grundsätze:
1. jede Größe ist sich selbst gleich;
2. Größen, die einander gleich sind, können fiir einander gesetzt werden;
3. sind zwei Größen einer dritten gleich, so sind sie auch unter einander gleich;
4. jede Größe ist gleich der Summe ihrer Theile und größer als nur einige derselben;
5. werden mit gleichen Größen gleiche Veränderungen vorgenommen, so erhält man

wieder gleiche Größen;

haben auch in der Geometrie ihre Geltung.
Ein Lehrsatz (Theorem) ist ein Satz, dessen Wahrheit erst aus anderen

schon als wahr erkannten Sätzen durch Zergliederung und Zusammensetzung
der Begriffe (logische Schlussfolgerung) abgeleitet werden muss. Ein geometri¬
scher Lehrsatz ist gewöhnlich so gefasst, dass ein Bedingungssatz mit einem
Hauptsatze verbunden ist. Der Bedingungssatz enthält die Voraussetzung
(Hypothesis), welche den Gegenstand angibt, von dem, und die Bedingungen,
unter denen vom Gegenstände im Lehrsätze etwas ausgesagt wird. Der Haupt¬
satz enthält die Behauptung (Thesis) und spricht die zu beweisende Wahrheit
aus. Häufig liegt die Voraussetzung auch in der vorangegangenen' Erklärung
eines im Lehrsätze gebrauchten Wortes. Jeder Lehrsatz bedarf eines Beweises,
d. i. der Darlegung, dass die Wahrheit des Satzes eine nothwendige Folge
der Axiome oder anderer bereits als richtig erkannter Sätze ist. Der Beweis
ist entweder direet oder indirect. Bei dem direkten Beweise wird die im
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Lehrsätze ausgestellte Behauptung als Folgerung aus der Voraussetzung und
aus schon anerkannten Sätzen durch eine Reihe von Schlüssen abgeleitet; bei
deni indirekten Beweise aber wird auf die Wahrheit einer Behauptung ge¬
schlossen, indem mau nachweist, dass die Annahme der entgegengesetzten Be¬
hauptung zu Folgerungen führen würde, welche mit schon als wahr erkannten
Sätzen im Widerspruche stehen.

Unter der Umkehrung eines Lehrsatzes versteht man einen Satz, welcher
oie Voraussetzung des ersten oder einen Theil derselben als Behauptung, und
die Behauptung des ersten oder einen Theil derselben als Voraussetzung ent¬
hält. Die Umkehrung eines richtigen Satzes ist nicht nothwendig wieder richtig,
sie bedarf daher eines besonderen Beweises.

Folgesätze sind Sätze, welche aus einem vorhergehenden Satze un¬
mittelbar oder durch einfache Schlüsse abgeleitet werden können. Ein Zusatz
ist ein Satz, durch welchen die Aussage eines vorhergehenden Satzes erweitert
oder näher bestimmt wird.

tz. 6. Eine Aufgabe ist die Forderung, etwas herznstellen, das gegebenen
Bedingungen genügt. Jede Aufgabe erfordert eine Auflösung.

Die Aufgaben der Geometrie sind entweder C o n st r n c t i o n s - oder
Rechnungsaufgaben; erstere verlangen die Herstellung eines geometrischen
Gebildes, letztere haben die Berechnung von Raumgrößen mit Hilfe der Zahl
zum Gegeustande.



Erster Theil.

U l a n i m etri e.

Erster Nbschnitl.
Gerade Linien n n d Winke l.

I. Die gerade Linie nnd die ebene Klache.
8. 7. Die einfachste Linie ist die gerade Linie, auch bloß Gerade.

Die gerade Linie lässt sich nicht definieren, ihre Vorstellung muss als elementar
vorausgesetzt werden.

Eine Linie, welche nicht gerade, aber ans geraden Linien zusammengesetzt
ist, wird eine gebrochene Linie genannt. Eine Linie, von der kein Theil
gerade ist, heißt krumm.

Grundsatz. Durch zwei Punkte kann nur eine Gerade ge¬
zogen werden.

Folgesätze, a) Die Lage einer Geraden ist durch zwei Punkte bestimmt.
tz) Zwei von einander verschiedene Gerade können nur einen gemein¬

samen Punkt haben. Man sagt, sie schneiden sich in diesem Punkte, und
nennt diesen gemeinsamen Punkt ihren.Schnittpunkt.

tz. 8. Die einfachste Fläche ist die e b e n e Fläche, auch bloß Ebene. Sie
ist, so wie die gerade Linie, eine Grnndvorstellung und daher keiner strengen
Erklärung fähig.

Eine Fläche, von der kein Theil eben ist, heißt krumm.
Grundsatz. Jede Gerade, welche mit einer Ebene zwei Punkte

gemeinsam hat, liegt ganz in derselben.
Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte kann nur

eine Ebene gelegt werden. Denn zieht man durch zwei dieser Punkte eine
Gerade und dreht eine Ebene, welche jene zwei Punkte, also auch die durch
dieselben gezogene Gerade, in sich enthält, um diese Gerade (wie um eine feste
Achse) so lange, bis sie auch durch den dritten Punkt geht, so kann die Ebene
weiter keine andere Lage einnehmen, ohne diesen Punkt zu verlassen.

Folgesatz. Die Lage einer Ebene im Raume ist bestimmt:
a) durch drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen;
l>) durch eine Gerade und einen Punkt außerhalb derselben
o) durch zwei sich schneidende Gerade.
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Z/^3. Jener Theil der Geometrie, welcher von den Raumgebilden handelt,
die inMner und derselben Ebene liegen, heißt Planimetrie. Raumgebilde,
welche nicht als in einer einzigen Ebene liegend gedacht werden können, bilden
den Gegenstand der Stereometrie.

II. Strahlen nnd Strecken.
Z. /itA. Eine unbegrenzte Gerade wird durch jeden ihrer Punkte in zwei

halbbegrenzte Gerade getheilt, welche auf beiden Seiten des gemeinsamen
Kreuzpunktes liegen und von diesem aus entgegengesetzte Richtungen
haben. Jede durch einen Punkt halbbegrenzte Gerade wird ein Strahl genannt.
Von den beiden Strahlen, in welche eine unbegrenzte Gerade durch einen
Punkt getheilt wird, heißt jeder die Ergänzung des andern.

Eine durch zwei Punkte begrenzte Gerade heißt eine Strecke; die beiden
Grenzpunkte heißen ihre Endpunkte. Die Strecke zwischen zwei Punkten
bestimmt die Entfernung oder den Ab st and derselben.

Ein Strahl wird durch den Grenzpunkt und einen zweiten in ihm liegenden
Punkt, eine Strecke durch ihre Endpunkte bezeichnet.

Eine Strecke L.L kann von einem sich bewegenden Punkte ans zwei
Arten beschrieben werden, entweder in der Richtung von nach L, oder in
der entgegengesetzten Richtung von U nach L.. Wird auf diesen Gegensatz der
Richtungen Rücksicht genommen, so nennt man LL die Strecke, welche der
Punkt in seiner Bewegung von nach L, und L L die Strecke, welche er in
seiner Bewegung von L nach zurücklegt, und nimmt die eine dieser Strecken
als positiv, die andere ihr entgegengesetzte als negativ an. Hiernach ist

Gewöhnlich wird auf diesen Gegensatz der Richtungen nicht Rücksicht ge¬
nommen Md nur die absolute Länge der Strecken in Betracht gezogen.

8. , II. Legt man zwei Strecken so aus einander, dass ein Paar Endpunkte
und di^Richtungen zusammenfallen, so sind die Strecken gleich, wenn auch die
anderen zwei Endpunkte zusammenfallen, und ungleich, wenn die anderen End¬
punkte nicht znsammenfallen. Im zweiten Falle ist jene Strecke die kleinere,
deren zweiter Endpunkt zwischen den Endpunkten der andern Strecke liegt.

Verlängert man eine Strecke (Fig. 1) über L hinaus bis 6, so
i heißt die erhaltene Strecke ^.0 die Summe der

>- ' V Strecken L.U und IZO, und umgekehrt die Strecke
die Differenz der Strecken ^0 und LO.

Z.^I'I. Um eine gegebene Strecke zu messen, untersucht man, wie viel¬
mal ein^andere als Einheit angenommene Strecke in derselben enthalten ist.

Als Einheit des Längenmaßes nimmt man das Meter an. Ein Meter (m)
wird in 10 Decimeter (r/m) n 10 Centimeter (cm) n 10 Millimeter (mm) ein-
getheilt. 1000 Meter sind ein Kilometer (/cm), 10.000 Meter sind ein Myriameter (^m).
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III. Winkek.

ß. 13. Gehen in einer Ebene von einem Punkte zwei Strahlen aus, so
hsißt die Größe der Drehung, welche der eine Strahl in dieser Ebene
um den gemeinsamen Punkt machen muss, nm in die Richtung des zweiten
Strahles zu gelangen, der Winkel der beiden Strahlen. Die zwei Strahlen,
welche den Winkel bilden, heißen die Schenkel; der gemeinsame Punkt heißt
der Scheitel des Winkels. Die zwischen den Schenkeln liegende ebene Fläche,
in welcher die Drehung als vollbracht betrachtet wird, heißt die Winkel fläche.

Einen Winkel bezeichnet man entweder durch drei Buchstaben, von denen
einer am Scheitel und zwei an den Schenkeln stehen und der am Scheitel
stehende immer in die Mitte gesetzt wird, oder durch einen zwischen die Schenkel
in der Nähe des Scheitels gesetzten Buchstaben, oder auch durch den Buchstaben
am Scheitel allein, wenn dieser Scheitel nur einem einzigen Winkel angehört.

Fiii. ?. Ein Winkel ^.06 (Fig. 2) kann von einem Strahle,
welcher sich um 0 dreht, auf zwei Arten beschrieben werden,

/ entweder durch die Drehung aus der Richtung 0^. in die
> Richtung 06, oder durch die entgegengesetzte Drehung von

06 nach 0^. Wird auf diesen Gegensatz der Drehungs¬
richtungen Rücksicht genommen, so nennt man ^.06 den Winkel, welchen der
Strahl in seiner Drehung von nach 06, und 60^ den Winkel, welchen
er in seiner Drehung von 0 6 nach 0 beschreibt, und nimmt den einen dieser
Winkel als positiv, den andern als negativ an. Hiernach ist ^.06 —
- 60^..

Meistens nimmt man auf diesen Gegensatz der Drehungsrichtuugeu keine
Rücksicht und betrachtet den Winkel nur als die absolute Größe der zu dessen
Entstehung erforderlichen Drehung.

8- Ich. Legt man zwei Winkel so auf ein ider, dass die Scheitel, ein
Paar Schenkel und die Drehungsrichtnngen zusammenfallen, so sind die Winkel
gleich, wenn auch die anderen zwei Schenkel znsammenfallen, und ungleich,
wenn die anderen Schenkel nicht znsammenfallen. Im zweiten Falle ist jener
Winkel der kleinere, dessen zweiter Schenkel zwischen die Schenkel des andern
Winkels fällt.

ftia. s. - Wird ein Strahl 0^ (Fig. 3) in einer Ebene um den
/6' Punkt 0 so gedreht, dass er zuerst in die Richtung 0 6 und
/ von da durch weitere Drehung in die Richtung 0 0 gelangt,

so heißt der durch die ganze Drehung entstandene Winkel
L.00 die Summe der Winkel 0 6 und 600, und

umgekehrt der Winkel ^06 die Differenz der Winkel ^00 und 600.
Z. 15. Dreht sich ein Strahl nm seinen Grcnzpunkt in einer Ebene

herum, so bildet er nach und nach mit seiner anfänglichen Richtung alle nm
jenen Punkt möglichen Winkel.
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Dreht sich der bewegliche Strahl so weit, bis er wieder in seine ursprüng¬
liche Richtung zurückgekehrt ist, so hat er eine Umdrehung gemacht. Der
Winkel, welcher durch eine ganze Umdrehung entsteht, heißt ein voller
Winkel; seine beiden Schenkel fallen zusammen. Alle vollen Winkel sind
einander gleich.

Kommt der bewegliche Strahl 0 (Fig. 4) in die Richtung 0 8, welche
seiner anfänglichen Richtung entgegengesetzt ist, so hat er eine halbe Umdrehung
gemacht. Denn die Große der Drehung, durch die O in die entgegengesetzte
Richtung O U hiuübergesührt wird, ist offenbar gleich der Große der Drehung,
durch welche O L bei weiterer Fortsetzung jener Drehung wieder in die ursprüng¬
liche Lage 0^. zurückgeführt wird.

Fig. 4. Ein Winkel 0 L, welcher durch die halbe Um-
<7 drchung des beweglichen Strahles entsteht, heißt ein
V g e st r e ckter Winkel; seine Schenkel liegen auf entgegen-
— gesetzten Seiten des Scheitels in einer Geraden. Ein

gestreckter Winkel ist die Hälfte eines vollen Winkels.
Alle gestreckten Winkel sind einander gleich.

/ Ein Winkel 0 6, der kleiner als ein gestreckter
o ist, heißt ein h o h l e r; ein Winkel 0 v, der größer

als ein gestreckter ist, ein erhabener Winkel.
Jedem hohlen Winkel zweier Strahlen entspricht immer auch ein erhabener

Winkel derselben; wenn jedoch nicht ausdrücklich anders bestimmt wird, ist stets
der hohle Winkel zu verstehen.

8- iik. Ein Winkel (Fig. 5), welcher die Hälfte eines gestreckten
Winkels ist, heißt ein rechter Winkel; zu seiner Entstehung wird der vierte
Theil einer Umdrehung erfordert. Alle rechten Winkel sind einander
gleich. Der rechte Winkel wird mit dem Buchstaben U bezeichnet.

Ein gestreckter Winkel ist gleich zwei Rechten; ein
voller Winkel ist gleich vier Rechten.

Ein Winkel 7V00, welcher kleiner als ein rechter
ist, heißt ein spitzer; ein Winkel ^.O v, welcher größer
als ein rechter, aber kleiner als ein gestreckter ist, ein
ftu m p s e r Winkel. Spitze und stumpfe Winkel heißen mit

einem gemeinsamen Namen schiefe Winkel.
Zwei Winkel, deren Summe einen rechten beträgt, heißen C o m p l e m e nt-

winkel; zwei Winkel, deren Summe zwei Rechte beträgt, heißen Supplement¬
winkel.

Fig. 5.

Jilsah. Wird der bewegliche Strahl nach einer vollen Umdrehung noch
weiter gedreht, so kommt er nach und nach wiederholt in die Richtungen, die
er schon während der ersten Umdrehung hatte. Die Winkel, die dadurch
erzeugt werden, sind gleich so vielmal vier Rechten, als volle Unidrehungen
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slattfauden, vermehrt mn die Winkel, welche der Strahl mit seiner anfäng¬
lichen Richtung bei der ersten Umdrehung gebildet hat.

ß. 17. Zwei Winkel, welche denselben Scheitel und einen gemeinsamen
Schenkel haben und in derselben Ebene auf entgegengesetzten Seiten dieses
Schenkels liegen, heißen anstoßende Winkel.

Zwei anstoßende Winkel, deren nicht gemeinsame Schenkel nach entgegen¬
gesetzten Richtungen in einer Geraden liegen, heißen Nebenwinkel.

Lehrsatz. Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich zwei
Rechten.

Denn sie bilden zusammen einen gestreckten Winkel (88- 14 und 15).
Zusätze, a) Die Summe aller anstoßenden Winkel, welche auf derselben

Seite einer durch den gemeinsamen Scheitel gehenden Geraden auf einander
folgen, ist gleich zwei Rechten.

1Z Die Summe aller anstoßenden Winkel, welche um den gemeinsamen
Scheitel herum auf einander folgen, ist gleich vier Rechten.

tz. 18. Zwei Winkel, deren jeder von den Ergänzungen der Strahlen
gebildet wird, welche die Schenkel des andern Winkels sind, heißen Scheitel¬
winkel, wie a und o, oder d und ä (Fig. 6).

Lehrsatz. Je zwei Scheitelwinkel sind einander gleich.
Voraus s. u und L sind Scheitelwinkel.
Behaupt, a — o.
Beweis, a Z- 1> — 2Ii als Nebenwinkel,

1> -Z o 2R „

al also a -Z 5 — 5 4- a, und wenn man beiderseits
u subtrahiert, a — o.

Ebenso kann man beweisen, dass 1> — ä ist.
Folgesatz. Ist von den Winkeln, welche zwei sich schneidende Gerade

mit einander bilden, einer ein rechter, so sind es auch die anderen; ist einer
von jenen Winkeln ein schiefer, so sind es auch die anderen.

§. 11). Zwei sich schneidende Gerade heißen zu einander normal (senk¬
recht), wenn sie mit einander rechte Winkel, und schief, wenn sie mit ein¬
ander schiefe Winkel bilden. Dass 61) zu normal ist, wird angezeigt:
61) F. VN.

tz. 20. Um die Winkel zu messen, untersucht mau, wie vielnial ein
als Einheit angenommener Winkel in dem gegebenen Winkel enthalten ist.
Als Einheit des Winkelmaßes wird ein Grad (°), d. i. der 360ste Theil
eines vollen Winkels angenommen. Einen Grad theilt man in 60 Minuten
(0, eine Minute in 60 Secunden (").

IV. Mrassele Linien.
8>^M- Eine Gerade LI (Fig. 7), welche zwei oder mehrere gerade

Linien schneidet, wird eine Transversale dieser Geraden genannt.
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Werden zwei Gerade und 61) von einer dritten kk geschnitten,
so entstehen an beiden Schnittpunkten acht Winkel.

Die Winkel o, ä, in, n, welche zwischen den geschnit¬
tenen Geraden liegen, heißen innere; die Winkel a, l>, o, x
dagegen äußere Winkel.

Ein äußerer und ein innerer Winkel ans derselben
Seite der Transversale und an verschiedenen Scheiteln heißen
Gegenwinkel; wie a und ni, b und n, o und o, ä und x.

Zwei äußere oder zwei innere Winkel auf den ent¬
gegengesetzten Seiten der Transversale und an verschiedenen

Scheiteln werden Wechsel winkel genannt; wie a und x>, bundo, o und n,
ä und in.

Fin. 7.

6-—L
o

Zwei äußere oder zwei innere Winkel auf derselben Seite der Trans¬
versale und an verschiedenen Scheiteln heißen Anwinkel; wie a und o,
b und p, o und in, ä und n.

Z./ZI^ehrlähr.
l-Z<Werden zweiGerade von einer dritten so geschnitten, dass

irgend zweiGege n w inkel glei ch s in d, so sind a) auch je zwei andere
Gegenwinkel gleich, l>) je zwei Wechselwinkel gleich, und e) je zwei
Anwinkcl Supplementwinkel (Fig. 8).

Vor aus s. a — ni.
Erste Behaupt, b — n, o — o, cl — p.
Fig. g. Beweis. a-j-b — 2K und in-j-n — 2K (ß. 17),

/§ folglich a -j- l> — in -j- n; aber a — in nach der Vor-
/ aussetzung, daher auch b — n.

-4°--F Ebenso wird bewiesen, dass o — o ist.
/ Endlich ist a — ä und IN — p (§. 18), also wegen
/ / a — in auch ä — p.

/v _/r
Zweite Behaupt, a -- p, b — o, o — n, 6 — ni.
Beweis. Nach der Voraussetzung ist a — in, aber

in — x (Z. 18), folglich auch a — p.
Ebenso zeigt mau, dass b — o, v — n, ä — m ist.
Dritte Behaupt, a -j- o — 2K, b -j-' p — 2K,

o -j- in — 2 K, cl -j- n — 2 k.
Beweis, a -j- v 2K (Z. 17), o — o nach der schon bewiesenen

ersten Behauptung; folglich auch a -j- o --- 2K.
Ebenso zeigt man, dass b -s- 9 — 2 k, o -j- in — 2 k und ä -j- n — 2 k ist.
2. Werden zwei Gerade von einer dritten so geschnitten,

dass irgend zwei Wechselwinkel gleich sind, so sind a) auch je
zwei andereWechselwiukel gleich, b)jezweiGegenwinkelgleich,
und o) je zwei Auwinkel Supplementwinkel.
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Beweis. Es sei o — u. Da o — b als Scheitelwinkel, so ist auch
l> — u. Sind aber zwei Gegenwinkel gleich, so müssen (nach 1.) auch alle
übrigen in dem Lehrsätze enthaltenen Behauptungen als bewiesen angesehen
werden.

3. Werden zwei Gerade von einer dritten so geschnitten,
dass irgend zwei Anwinkel Supplementwinkel sind, so sind auch
s.) je zwei andere Anwinkel Supplementwinkel, l>) je zwei Gegen¬
winkel gleich, und o) je zwei Wechselminkel gleich.

Beweis. Es sei a -j- c> — 211. Da auch a -j- o — 211, so muss
a -j- o — a -j- o, daher o o sein. Sind aber zwei Gegenwinkel gleich, so
treffen (nach 1.) auch alle übrige» Behauptungen zu.

Folgesatz. Aus den voranstchenden drei Sätzen lässt sich indirect folgern:
Werden zwei Gerade von einer dritten so geschnitten, dass entweder zwei

Gegenwinkel oder zwei Wcchselwinkel nicht gleich, oder zwei Anwinkel nicht
Supplementwinkel sind, so sind je zwei Gegenwinkel und je zwei Wcchselwinkel
nicht gleich, und je zwei Anwinkcl nicht Supplementwinkel.

H. 23. Zwei Gerade, welche in derselben Ebene liegen und, so weit sie
auch verlängert werden, in keinem Punkte zusammentreffen, heißen einander
parallel. Um zu bezeichnen, dass zwei Gerade und Ob) parallel sind,
schreibt man h 01).

Grundsatz. Durch einen Punkt außerhalb einer Geraden
kann zu dieser nur eine Parallele gezogen werden.

Folgesätze, a) Sind zwei gerade Linien einer und derselben
dritten parallel, so sind sie auch unter einander parallel.

Ist (Fig. 9) hNN und 01) h NN, so ist auch )VI1 h Ov.
Denn wäre die Gerade ^11 nicht parallel zu Ov,

so müsste sie hinreichend verlängert 61) in einem Punkte
schneiden; dann gäbe es aber durch diesen Schnittpunkt
zwei Parallele zu NN, was nach dem obigen Grundsätze
nicht möglich ist.

l>) EincGcrade (Fig. 10), welche eine von zw e i P a r a ll e len,
schneidet, muss bei gehöriger Verlänge¬

rung auch die andere 01) schneiden.
Denn schnitte sie diese nicht, so wäre sie ihr parallel;

dann gäbe es aber durch den Punkt zwei Parallele zu
Ov, was dem obigen Grundsätze widerspricht

o) Eine Ebene ist durch zwei parallele Gerade bestimmt. (Vergleiche
8- 8, Folges.)

K. 24. Lehrsätze.
v. Werden zwei Gerade von einer Transversale so ge¬

schafft t en, dass entweder zwei Wechselwinkel oder zwei Gegen-

F,g. 9.

-L
0F
N—-IV

Fig. 10.

_F
§___L
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winkel gleich, oder zwei Anwinkel Supplementwinkel sind, so
sind die geschnittenen Geraden parallel (Fig. 11).

Beweis. Es schneide die Gerade VV die beiden Ge¬
raden 8 und 0 v so, dass o — Q ist. Da dann auch ä — IQ
sein muss, so kann man den auf der einen Seite von VV
zwischen 86, 6V und UV liegenden Theil der Ebene 86VI)
durch Drehung so in den auf der andern Seite liegenden
Theil 0II6 bringen, dass die Strecke 6II auf II6- und
die Strahlen 6 8 und II v bezüglich in die Richtungen II0

und EU fallen, dass sich also die beiden Theile der Ebene decken. Die Ge¬
raden 8 und 0 v bilden demnach mit der 6II zu beiden Seiten der letzteren
dasselbe geometrische Gebilde; hätten sie daher einen Punkt ans der einen
Seite der 6II gemeinsam, so müssten sie auch auf der andern Seite einen
solchen gemeinsam haben, also sich in zwei Punkten schneiden, was unmöglich
ist (F. 7, b). Die Geraden ^8 und 6 V sind also parallel.

Da (Z. 22) zwei Wechselwinkel auch gleich sind, wenn zwei Gegenwinkel
einander gleich, oder wenn zwei Anwinkel Supplementwinkel sind, so ist der
obige Lehrsatz vollständig bewiesen.
l^2r^(IImke hrung des Lehrsatzes 1). Werden zwei parallele Ge¬

rade von einer Transversale geschnitten, so sind n) je zwei
Wechselwinkel gleich, b) je zwei Gegenwinkel gleich, und o) je
zwei Anwinkel Supplementwinkel (Fig. 12).

Man braucht hier nur zu zeigen, dass unter der gegebenen Voraussetzung
zwei Wcchselwinkel gleich sind, indem dann nach §. 22, 2 auch die übrigen
Behauptungen zntrcffen.

Voranss. ^8 01).
Behaupt. W. 86V ----- 0116.
Beweis. Wäre 86V nicht — 0116, so müsste

8 6II > 0 v 6, oder 8 6 II< O II6 sein. Wäre
8 6V > 0116, so ziehe man die Gerade ^Iv so durch
6, dass v 6II — O II6 wird; dann wäre LI v 0 v,
was nicht möglich ist, da nach der Voraussetzung
8 0 v ist und durch den Punkt 6 zu einer Ge¬

raden nur eine Parallele gezogen werden kann. Ebenso lässt sich zeigen, dass
8 6 v nicht kleiner als 0 v 6 sein kann. Es muss also 8 6II ----- O II6 sein. /

o. W e r d e n zwei Gerade von einer dritten so geschnitten,
dass die Äumme der inneren Anwinkel auf einer Seite der
.transversale kleiner ist als zwei Rechte, so müssen sich die
beiden Geraden bei hinreichender Verlängerung auf dieser
Seite der Transversale schneiden (Fig. 12).

Beweis. Es seien LIV und 01) zwei Gerade, welche von der V8 so
geschnitten werden, dass v 6V-j-6 III)28 ist. Zieht man durch 6

Mg. 11-

Fig. 12.
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eine Gerade /18 so, dass 668-s-6 LIO — 28 wird, so ist (nach 1.)
/18^00. Die Gerade N8, welche die /1 8 schneidet, muss daher auch
die 0 0 schneiden (Z. 23, b). Dies ist aber nur in der Richtung des Strahles
68 möglich, da wegen 668 <1168 der Strahl 68 zwischen 68 und
68, folglich sein Ergänzungsstrahl 6N zwischen 6/1 und 68 liegt und
demnach der letztere mit 06 nicht zusammentreffen kann.

Folgesatz. Errichtet man auf den Schenkeln eines hohlen Winkels Nor¬
male, so schneiden sich diese in einem zwischen den Schenkeln liegenden Punkte.

Folgt aus 3., wenu man durch die Fußpunkte der Normalen eine
Gerade zieht.

8. 25. Lehrsätze.

1. Sind zwei Gerade zn einer dritten normal, so sind sie
parallel.

Der Beweis wird mit Hilfe von Z. 24, 1 geführt.

2. Ist von zwei Parallelen die eine zu ciuer Geraden
normal, so ist auch die andere zu ihr normal.

Beweis mit Zuziehung von tz. 24, 2.

3. Von einem Punkte außerhalb einer Geraden kann zu
dieser nur eine Normale gezogen werden.

Indirekter Beweis. Ließen sich von dem Punkte zu der Geraden
mehrere Normale ziehen, so hätten diese einen Punkt gemeinsam und mussten
nach 1. zugleich parallel sein, was einen Widerspruch enthält.

4. In einem Punkte einer Geraden kann auf diese nur
eine Normale errichtet werden.

Beweis wie zu 3.

Z. 26. Es sei der Winkel L.08 (Fig. 13) und der Punkt 0' gegeben.
Zieht man durch 0' )die Gerade zl'/l" /10 und die Gerade 8'8" 8 0,

Fig. 13.

10 sind die Schenkel der um 0' entstehenden vier Winkel mit den Schenkeln
des gegebenen Winkels theils in demselben Sinne parallel, wie O'/1'
mit 0/1, oder 0'8' mit 0 8, theils im entgegengesetzten Sinne
parallel, wie O'/l" mit 0/1, oder 0'8" mit 08.
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Lehrsatz. Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise parallel
sind, sind a) einander gleich, wenn beide Paare der Schenkel in
dem selben oder beide im entgegen gesetzt en Sin ne Par alle! sind;
dagegen b) Supplementwinkel, wenn zweiSchenkel in demselben,
die beiden anderen aber im entgegengesetzten Sinne parallel sind.

Beweis, a) Verlängert man 011, bis sie L'L" in 6 schneidet, so
ist (nach Z. 24, 2) in ----- v und u v, folglich auch in — a. — Aus m ------ u
und in ----- x (Z. 18) folgt auch p — a.

b) diach a) ist ra ----- a, aber n -j- m -- 2R; mithin auch n -j- a ----- 2 R.
Da n — o;, so ist auch g -f- a — 2II.

Ebenso wird der Beweis geführt, wenn man den Punkt 0' in der Winkel-
flache -^.OL annimmt.

2. Dreht man in der vorhergehenden Fig. 13 die Geraden nnd
11'11" als eine feste Verbindung um den Punkt 0' in einer bestimmten Rich¬
tung, die hier der Pfeil anzeigt, um 90°, so kommen dieselben in eine Lage
gegen den Winkel -4 011, wie sie Fig. 14 darstellt; es wird 4. O^V
und II' L" 4. 011, während dabei die Winkel in, u, p, g nngeändert bleiben.

Fig. 14.

Die Schenkel dieser Winkel heißen in der neuen Lage zu den Schenkeln des
Winkels in demselben oder im entgegengesetzten Sinne normal,
je nachdem sie vor ihrer Drehung um 90° zu den Schenkeln dieses Winkels
in demselben oder im entgegengesetzten Sinne parallel waren. So ist O'^.'
zu O^. oder O'L' zu 011 in demselben Sinne normal, dagegen O'^." zu
O^., oder 0'11" zu OL im entgegengesetzten Sinne normal.

Lehrsatz. Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise zu ein¬
ander normal sind, sind a) einander gleich, wenn beide Paare
der Schenkel in demselben, oder beide im entgegengesetzten Sinne
zu einander normal sind;dagegen b) Supplementwinkel, wenn
zwei Schenkel in demselben, die beiden anderen aber im ent¬
gegengesetzten Sinne zu einander normal sind.

Folgt aus dem unter 1. bewiesenen Lehrsätze.
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Wungssätze.
Z. 27. Beweise folgende Lehrsätze:

1. Die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel sind zu einander normal.
2. Die zur Halbierungslinie eines Winkels im Scheitel errichtete Normale

halbiert den Nebenwinkel.
3. Die Halbierungslinie eines zweier Scheitelwinkel halbiert auch den andern.
4. Die Halbierungslinien zweier Gegen- oder Wcchselwinkel an zwei parallelen,

von einer Transversale geschnittenen Geraden sind parallel.
5. Die Halbierungslinien zweier Anwinkel an zwei von einer Transversale

geschnittenen Parallelen sind zu einander normal.
6. Drei Gerade schneiden sich in einem Punkte; man weise nach, dass je drei

nicht aneinander liegende Winkel 180" betragen.
7. Errichtet man im Scheitel eines Winkels auf beiden Schenkeln nach ver¬

schiedenen Seiten Normale, so schließen diese einen Winkel ein, welcher zu
dem gegebenen Winkel supplementär ist.

Zweiter Nbschnitt.
Begrenzte ebene Gebilde.

I. Das Dreieck.
1. Erklärungen und allgemeine Eigenschaften der Dreiecke.

Z. 28. Ein von drei Strecken begrenztes ebenes Gebilde heißt ein Dreieck.
Die drei Strecken heißen Seiten des Dreieckes.

Jedes Dreieck hat drei Eckpunkte, drei Seiten und drei Winkel.
Jeder Seite liegt ein Winkel gegenüber, während die beiden anderen Winkel
dieser Seite anliegen; jedem Winkel liegt eine Seite gegenüber, während
die beiden anderen Seiten ihn ein schließ en.

Nimmt man in einem Dreiecke irgend eine Seite als Grund¬
linie an, so heißt die Normale O O, welche von dem gegenüberliegenden Eck¬
punkte zu dieser Seite gezogen wird, die zugehörige Hohe des Dreieckes.

Z. 29. Ein Dreieck, in welchem keine Seite einer andern gleich ist,
heißt ungleichseitig; ein Dreieck, in welchem zwei Seiten gleich sind, heißt
gleichschenklig; ein Dreieck, in welchem alle drei Seiten gleich sind, heißt
gleichseitig.

In einem gleichschenkligen Dreiecke nennt man die beiden gleichen Seiten
die Schenkel, die dritte Seite die Grundlinie, und den dieser gegenüber¬
liegenden Eckpunkt den Scheitel des Dreieckes.

Z. 30. Lehrsatz. Die Summe der drei Winkel eines Dreieckes
ist gleich zwei Rechten.
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Fig. 15. Beweis. Verlängert man (Fig. 15) die Seite

Man könnte anch

Fk bis o und zieht KL ^.0, so ist
IQ — ns
n - nach 8. 24, 2;

-F nun ist m Z- n -f- l) — 2K (8. 17, Zus. a), folg¬
lich anch a-s-o-s-lo — 2K.

durch 6 eine zn LL parallele Hilfslinie ziehen. Wie wird dann

der Beweis geführt?
Folgesätze, a) Durch zwei Winkel eines Dreieckes oder deren Summe

ist anch die Große des dritten Winkels gegeben.
5) In einem Dreiecke kann nur ein rechter, sowie anch nur ein stumpfer

Winkel Vorkommen.
K. 31. Ein Dreieck heißt spitzwinklig, wenn alle drei Winkel des¬

selben spitz sind; rechtwinklig, wenn in demselben ein rechter, stumpf¬
winklig, wenn in demselben ein stumpfer Winkel vorkommt.

In einem rechtwinkligen Dreiecke heißt die Seite, welche dem rechten
Winkel gegenüberliegt, Hypotenuse, die beiden Seiten, welche den rechten
Winkel einschließen, werden Katheten genannt. Das spitz- und das stumpf¬
winklige Dreieck bezeichnet man mit dein gemeinsamen Namen schiefwinklige
Dreiecke.

8- 32. Unter dem Außenwinkel eines Dreieckes versteht man denjenigen
Winkel, welchen eine Dreiecksseite mit der Verlängerung einer andern bildet.

Lehrsatz. Jeder Außenwinkel eines Dreieckes ist gleich der
Summe der beiden inneren ihm nicht anliegenden Winkel (Fig. 15).

Denn 0 k I) — m Z- n — a -j- a.
Folgesatz. Die Summe der drei Außenwinkel eines Dreieckes ist gleich

vier Rechten.
8- 33. Lehrsätze.

K Gleichen Seiten eines Drei¬
eckes liegen gleiche Winkel
.gegenüber.
Der größeren Seite eines
Dreieckes liegtdergrößere
Winkel gegenüber.

3. Gleichen Winkeln eines
Dreieckes liegen gleiche
Seiten gegenüber.

4. Dcm größeren Winkel eines
Dreieckes liegtdie größere
Seite gegenüber.

Fig. 16. Beweis zum 1. Satze (Fig. 16).
Es sei im Dreiecke ^KO KO — ^.0.

Man stelle sich das Dreieck I noch einmal,
jedoch umgewendet, vor, wie in II, und ver¬
schiebe II so auf I, dass sich die gleichen
Winkel 0 decken. Dann müssen wegen KO —
^0 auch die Punkte k und des Drei¬
eckes II auf die Punkte und k des Dreieckes I,
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und somit die Seite KL des ersteren auf die Seite Lk des letzteren fallen;
es deckt also der Winkel L des Dreieckes II den Winkel II des Dreieckes I;
folglich L k.

- Beweis zum 2. Satze. (Fig. 17.)
' Es sei die Seite KO > LO. Man mache Ov — LO

und ziehe die Strecke LV. Dann ist (nach I) in dem
Dreiecke O L v der Winkel v L 0 — Lv 0, aber Winkel

- k L 0 > v L 0, folglich auch Winkel KLO > L I) 0.
Nun ist LVO als Außenwinkel des Dreieckes Lkv größer als der Winkel
LKO; somit muss umsomehr Winkel 6 L 0 > L k 0 sein.

Der Beweis zum 3. Satze wird indirect geführt. Es sei (Fig. 16)
der Winkel L — II. Wäre die Seite L 6 nicht — L 0, so müsste k L L 0
sein. Allein dann wäre nach dem vorhergehenden Satze auch L k, was

der Voraussetzung L — L widerspricht. Es muss daher KO — LO sein.
Beweis zum 4. Satze ebenfalls indirect. Es sei (Fig. 17) der Winkel

k L 0 > L k 0. Gesetzt es wäre nicht KO > LO, so müsste KO — LO oder
k 0 < L 0 sein. Aus der ersten Annahme würde folgen, dass L L O L k 0
ist; aus der zweiten, dass KLO-< LKO ist; beides widerstreitet der Vor¬
aussetzung k 4 0 >> L k 0. Es muss daher k 0 >- L 0 sein.

Folgesätze. Aus 1. folgt:
^«F-Jn einem gleichschenkligen Dreiecke sind die Winkel an der Grund¬

linie einander gleich. Durch einen Winkel eines gleichschenkligen Dreieckes sind
auch die anderen zwei Winkel bestimmt (Z. 30).

6) Der Außenwinkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes ist
doppelt so groß als jeder Winkel an der Grundlinie (tz. 32).

o) In einem gleichseitigen Dreiecke sind alle drei Winkel einander gleich,
und daher jeder 60°.

Ans 4. folgt:
ä) Im rechtwinkligen Dreiecke ist die Hypotenuse großer als jede Kathete.
o) Im stumpfwinkligen Dreiecke ist die dem stumpfen Winkel gegenüber¬

liegende Seite die größte.

Z. 34. Lehrsätze. 1. Jede Seite eines Dreieckes vt kleiner
als die Summe der beiden anderen Seiten.

Beweis. Es sei LKO (Fig. 18) ein Dreieck, dessen größte Seite Lk ist.
Denkt man sich 01) 4. Lk, so ist (nach K. 33, ck)

LV -< LO und
KV < KO, daher

LV j- kv"< Lts-j- KO, oder
Lk LO -s- KO.

Da,s LO < Lk -j- KO und KO < Lk -j- LO ist, folgt unmittel¬

bar aus der Voraussetzung.
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2. JedeSeite eines Dreieckes ist größer als dieDifferenz
der beiden anderen Seiten.

Nach dem vorhergehenden Satze ist:
^0-f-'L0>L.I3 und ^8^^0>L0;

folglich ist auch, wenn man Gleiches subtrahiert,
^0, ^0>^L —L0 und 2rL>-Z0 — 7^0.

8. 35. Wird von einen: Punkte außerhalb einer Geraden zu dieser eine
normale oder schiefe Gerade gezogen, so heißt ihr Durchschnitt mit der gegebenen
Geraden der Fußpunkt der andern Geraden.

Lehrsatz. Zieht man von einem Punkte außerhalb einer
Geraden zu dieser eine normale und mehrere schiefe Strecken,
so ist:

1. die Normale die kürzeste unter allen Strecken;
2. zwei schiefe Strecken, deren Fußpunkte von dem Fuß¬

punkte der Normalen gleiche Abstände haben, sind einander
gleich; und

3. von zwei schiefen Strecken, deren Fußpunkte von dem
Fußpnnkte der Normalen ungleiche Abstände haben, ist die ent¬
ferntere die größere.

Fig. 19. Beweis. Es sei (Fig. 19) 01) U. iVL.
1. Dass 01) kürzer als 0 bl, 0 Id, 0 61 ist, folgt

,/ ^x aus Z. 33, d.
, vx 2. Ist DL — 1)6-, so muss, wem: man den
^X rechten Winkel 0D6 un: OD nmlegt, der Punkt 6

^, / v X „ auf IP also auch 06 auf OL fallen; folglich ist
2- OL 06.

3. Im zXODL ist der Winkel OLD spitz, daher sein Nebenwinkel
OLL stumpf, und somit im Z^OLL die Seite OL>OL.

Aus den Sätzen 2. und 3. folgen indirect auch deren Umkehrungen.
Die von einem Punkte zu einer Geraden gezogene Normale bestimmt

ven Ab st and des Punktes von der Geraden.
Folgesatz. Von einen: Punkte außerhalb einer Geraden können zu dieser

immer zwei, aber auch nur zwei gleich lange schiefe Strecken gezogen werden.

2. Longnicnz der Dreiecke.

8- 36. Zwei Dreiecke find'congruent (8- 3), wenn sie auf einander
gelegt sich vollständig decken. Damit dieses möglich sei, müssen in den Drei¬
ecken alle sechs Bestandstücke, die drei Seiten und die drei Winkel, paarweise
gleich sein. Daraus folgt: J n c o n g ru e n t e n D r e i e ck e n s i n d d i e S e iteu,
w e lch e den gleich en W in kein gegenüber! ie gen, e inaud er gleich, und
ebenso sind die Winkel, welche den gleichen Seiten gegenüber¬
liegen, einander gleich.

M o L n i k , Geometrie für die oberen Nasse». 2
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Da die Seiten und Winkel eines Dreieckes von einander nicht unab¬
hängig sind, so genügen schon weniger als sechs Stücke, um aus ihrer Über¬
einstimmung in zwei Dreiecken aus deren Congruenz schließen zu können. Die
Fälle, in denen dieses stattfindet, sind in den folgenden vier Lehrsätzen über
die Congruenz der Dreiecke enthalten.

Z. 37. 1. Congrnenssatz. Sind in zwei Dreiecken eine Seite
und die beiden anliegenden Winkel paarweisegleich, sosinddie
Dreiecke cougruent (Fig. 20).

Voraussetzung. Seite ^.6 — ^'6', Winkel und 6 — 6'.
o Behauptung. 0 ^c'6'O'.

'Beweis. Man lege das zX-^'ll'O' so auf
/v L 6 0, dass die Punkte und 6' auf die Punkte
/V / x und 6 fallen, was möglich ist, weil ^6 — ^.'6'
/X /X ist. Weil der Winkel ist, so muss L'O'
/ x / X in die Richtung ^.0 fallen; wegen 6 — 6' muss

S 7/ ebenso 6'0' in die Richtung 6 0 fallen. Wenn aber
die Geraden 0' und 6'0' in die Richtungen der Geraden ^.0 und 6 0
fallen, so muss auch der Schnittpunkt 0' der ersteren auf den Schnittpunkt 0
der letzteren fallen. Die beiden Dreiecke -^60 und -^.'6'0' decken sich also.

Folgesatz. Zwei Dreiecke, welche eine Seite, einen anliegenden und den
gegenüberliegenden Winkel paarweise gleich haben, sind congruent (tz. 30, a).

Z. 38. II. Congnmysatz. Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten
mit dem eingeschlossenen Winkel paarweise gleich, so sind die
Dreiecke congruent (Fig. 20).

Voraussetzung. Es sei ^.0 L.'O', 60 — 6'0' und 0 ---- 0'.
Behauptung.
Beweis. Man lege das Dreieck L'6'O' so auf das Dreieck ^.60,

dass 0' auf 0, 0'^.' in die Richtung 0^., und 0'6' in die Richtung 06
fällt, was möglich ist, da nach der Voraussetzung die Winkel 0' und 0 gleich
sind; wegen ^.0 — ^.'0' muss auch der Punkt auf L., und wegen 60 —
6'0' der Punkt 6' auf 6, also die Seite 1V'6' auf ^.6 fallen; folglich ist
/X 6 0 ^'6'0'.

K. 39. III. Congrunysatz. Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten
mit dem der größeren dieser Seiten gegen über liegenden Winkel
paarweise gleich, so sind die Dreiecke congruent.

- y. Vorauss. Es sei (Fig. 21)
<7 <7, 0 F.'O', 6 0 --- 6'0',
Xx /V ferner 6 0 0, somit auch
/ x^X / "X I> 0' >- .-V'O', endlich der Winkel

/ xXX'-- /
A />' 7>' 7>'" Behaupt.zX^O^X'6'0'.
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Beweis. Man lege das XX'8'(V so auf das /^80, dass der
Pnnlt auf ^., 0' auf 6 und X8' in die Richtung 8 fällt, was wegen
6 ^/0' und möglich ist. Dann muss auch 8' auf 8 fallen.

Denn fiele der Punkt 8' nicht auf 8, so müsste er entweder auf einen Punkt
innerhalb der Seite ^8, etwa auf 8", oder auf einen Punkt ihrer Verlänge¬
rung, etwa auf 8"h zu liegen kommen. Würde 8' auf 8" fallen, so wäre,
wenn man 8"0 zieht, (8-38), daher 8"0 — IVLb —
8 0, somit das /^0 8"8 gleichschenklig, es müssten also in demselben die
gleichen Winkel 8"80 und 88"0 spitz sein; dann wäre der Winkel ^8"0
stumpf und folglich L.0>-8"0 (Z. 33, e), somit auch ^0>80, was
der Voraussetzung widerspricht. — Ebenso würde sich ein Widerspruch ergeben,
wenn 8 auf 8"' fiele.

Der Punkt 8' muss daher auf 8 fallen; dann ist aber
tV8X'.

Zusah. Die Schlussfolgerungen des obigen Beweises stützen sich auf die
Bedingung, dass der Winkel der größeren der zwei übereinstimmenden Seiten
gegcnüberliegt. Ist diese Bedingung nicht vorhanden, so können auch nicht jene
Schlüsse gemacht werden. Wenn daher in zwei Dreiecken zwei Seiten mit
dem der kleineren dieser Seiten gegenüberliegenden Winkel
wechselseitig gleich sind, so ist es nicht gestattet, auf die Congruenz der Dreiecke
zu schließen.

8- 40. IV. Congruttysah. Sind in zwei Dreiecken alle drei
Seiten paarweisegleich, so sind die Dreiecke congrnent (Fig. 22).

a-. — Voraussetzung. ^.8^.'8'-via. 22. i ,
(7 ^.0-^^0' und 80 8'04

V , Behauptung.
/ V / ^.'8'04
/ _—X?' Beweis. Man lege das Dreieck

/' X8 0' so an das Dreieck ^.80,
X dass sich die zwei größten Seiten

^.'8' und ^.8 decken, und dass der
Punkt 0' auf die entgegengesetzte

Seite von ^.8 nach 0" fällt. Dann sind nach der Voraussetzung die Drei¬
ecke ^0 0" und 8 0 0" gleichschenklig, also sind die Winkel an der Grund¬
linie gleich x u — 2; folglich ist auch x -j- u — -s- oder ^.08 —
H.0"8 — ^0'84

Ist aber L08 -- ^048, so ist (nach 8. 38) /X^LO^^'8 04
§. 41. Da congrucnte Dreiecke in Größe und Gestalt übereinstimmen,

so folgt, dass die Bestaudstücke, aus deren Gleichheit in zwei Dreiecken man
auf die Congruenz dieser letzteren schließen kann, die Größe und die Gestalt
eines Dreieckes unzweideutig bestimmen. Die Bestimmungsstücke eines
Dreieckes sind also: I. eine Seite mit zwei Winkeln; 2. zwei Seiten mit
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dem eingeschlossenen Winkel; 3. zwei Seiten mit dem der größeren dieser
Seiten gegenüberliegenden Winkel; 4. alle drei Seiten.

Nichtcongruenz der Dreiecke.
8.42. Lehrsatz. Sind in zweiDreiecken zweiSeitenpaarweise

gleich, die v on ihnen ein geschlossenen Winkel aber ungleich, so sind
auch die dritten Seiten ungleich, und zwar ist diejenige die größere,
welche dem größeren Winkel gegenüberlicgt (Fig. 23).

Vorauss. XO-^XXH 8 0---8'0' und Winkel XO8r>XX-8'.
Fig. 28. Behaupt. X8>X8'.

Beweis. Man mache den
/V X Winkel X 0 8" -- X'0'8' und die
/XX / x^ Strecke 08" — 0'8', wobei der
/ X / X^^ Punkt 8" außerhalb des Dreieckes
_X X^, X^' X 8 0 falle. Dann ist, wenn man

" " X8" und 88" zieht, z^8"6
2?" X'8'0' (8- 38), also X 8" --

X8'. Wegen 86 — 8"0 ist nun Winkel 0 8"8 ----- 088", also 08"8
>X88" und umsomehr X8"8>X88"; folglich ist (nach 8- 33,4)
X8>X8", somit auch X8>X'8'.

Hier wurde angenommen, dass der Punkt L" außerhalb des Dreieckes LLO falle.
Derselbe kann auch in die Seite w L, oder innerhalb des Dreieckes L 0 zu liegen kommen.
Wie stellt sich der Beweis in diesen beiden Fällen?

8- 43. Lehrsatz. Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten paar¬
weise gleich, die dritten Seiten aber ungleich, so sind auch die
diesen Seiten gegenüberliegenden Winkel ungleich, und zwar
i st derjenige dergrößere, welch erdergrößerenSeitege gen über¬
liegt (Fig. 23).

Beweis. Es sei XO---X'O', 80---8'6'und X8>-X'8'. Wäre
X08 — X'0'8', so müsste (nach 8- 38) auch X8 — X'8' sein; wäre
X 0 8 -< XXÖl', so müsste (nach 8- 42) auch X8<fX'8' sein. Beides
widerspricht der Voraussetzung; folglich muss X0 8>-X'0'8' fein.

Anwendung der Congrucnzsähc.
8. 44. Lehrsätze, I. Die Gerade vom Scheitel eines gleich¬

schenkligen Dreieckes nach der Mitte der Grundlinie ist zur Grund¬
linie normal und halbiert den Winkel am Scheitel.

Fig. 24. Vorauss. XO — 80, XI) — 81) (Fig. 24).
0 Behaupt. O I) X X 8 und x — g.
/X Beweis. /X XOI) LX 8 O I) (8.40). daher m — n
/ X oder O I) kl, und p ----- g.
/ X 2. D ie Normale vom Scheitel eines gleich-

/) s schenkligen Dreieckes-auf die Grundlinie halbiert
die Grundlinie und den Winkel am Scheitel (8. 39).
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3. Die Gerade, welche den Winkel am Scheitel eines gleich¬
schenkligen Dreieckes halbiert, halbiert auch die Grundlinie
und ist zu ihr normal (8. 38).

4. Die Gerade, welche man in der Mitte der Grundlinie
eines gleichschenkligen Dreieckes zu dieser normal errichtet, geht

durch den Scheitel.

Folgt aus 1., da die Gerade zwischen dem Scheitel und der Mitte der
Grundlinie zu dieser normal ist, durch die Mitte der Grundlinie aber zn der¬
selben nur eine einzige Normale gezogen werden kann.

8. 45. Zwei Punkte liegen symmetrisch in Beziehung auf eine
Gerade, wenn die Strecke, welche sie verbindet, zu dieser Geraden normal ist
und durch sie halbiert wird; die Gerade heißt die Symmetrieachse oder
Symmetrale. So liegen in Fig. 24 die Punktes und 13 symmetrisch in
Beziehung auf die Gerade Ov, welche die Symmetrale ist.

Zwei ebene Gebilde liegen symmetrisch in Beziehung auf eine
Gerade, wenn jedem Punkte des einen Gebildes ein symmetrisch liegender
Punkt des andern Gebildes entspricht; z. B. die Dreiecke ^.VO und 13 VO.
Zwei symmetrisch liegende ebene Gebilde können durch Umwendung um die
Symmetrale zur Deckung gebracht werden.

Ein ebenes Gebilde heißt symmetrisch, wenn es sich durch eine
Gerade (die Symmetrale) in zwei symmetrisch liegende Theile theilen lässt;
z. B. das Dreieck ^13 0.

§. 46. 1. Jede Strecke ist ein symmetrisches Gebilde; ihre Symmetrale
ist die in der Mitte zu ihr errichtete Normale.

Jeder Punkt der Streckensymmetrale hat von den beiden
Endpunkten der Strecke gleiche Ab stände; nnd umgekehrt.

Folgt aus der Congrnenz der rechtwinkligen Dreiecke v 0 und 131) 6
(Fig. 24).

2. Jeder Winkel ist ein symmetrisches Gebilde; seine Symmetrale ist
die Halbierungslinie desselben.

F-g. ss.
<7 Ist O I) (Fig. 25) die Symmetrale des Winkels

^.013, also /rOV -----LOO, und ist VLU.^0,
v 0 D 13 0, so ergibt sich aus der Congrnenz der
rechtwinkligen Dreiecke 013 V nnd Ovv:

Jeder Punkt der Winkelsymmetrale
hat von den beiden Schenkeln des Winkels
gleiche Ab stände; und umgekehrt.

8. 47. l. Ein gleichschenkliges Dreieck ist symmetrisch in Be¬
ziehung ans seine Höhe als Symmetrale.
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In einem gleichschenkligen Dreiecke fallen die Symmetrale
der Grundlinie, die Symmetrale des Winkels am Scheitel und
die Höhe in eine Gerade zusammen (Z. 44).

2. Ein gleichseitiges Dreieck ist symmetrisch in Beziehung auf jede
seiner drei Höhen als Symmetrieachse.

In ei n em gleich sei-tigen Dreiecke ist jede Höhe zu gleich ei ne
Seiten- und eine Winkelsymmetrale.

Z. 48. Lehrsätze.

1. Die drei Seitensymme-
tralen eines Dreieckes
schneiden einander in dem¬
selben Punkte, der von den
drei Eckpunkten gleiche Ab¬
stand e h at. (Erster merkwürdige
Punkt des Dreieckes.)

Fig. 26.

Beweis. Schneiden sich (Fig. 26)
die zu den Seiten 7p 8 und ^.0 ge¬
hörigen Symmetralen DO und 8 0
in dem Punkte O (§. 24, Folges.), so
ist O nach ß. 46, 1 sowohl von 7p
und 8, als anch von 7p und 0 gleich
weit entfernt. Hat aber der Punkt O
von 8 und 6 gleiche Abstände, so liegt er
anch in der Symmetrale der Seite 8 0.

Der Punkt 0 liegt innerhalb, auf
dem Umfange oder außerhalb des
Dreieckes 7p 8 0, je nachdem dieses
spitz-, recht- oder stumpfwinklig ist.
Der Beweis gilt jedoch unverändert
für alle drei Lagen.

2. Die drei Winkelsymme-
tralen eines Dreieckes
schneiden einander in dem¬
selben Punkte, der von
den drei Seiten gleiche Ab¬
stände h a t. (Zweiter merkwür¬
dige Punkt des Dreieckes.)

Fig. 27.

Beweis. Schneiden sich (Fig. 27)
die Symmetralen der Winkel 87PO
und ^8 0 in dem Punkte 0 (Z. 24, 3),
so ist 0 nach ß. 46, 2 sowohl von
7p 8 und 7p 0, als auch von 7p 8 und
8 0 gleich weit entfernt. Hat aber der
Punkt O von 7p 0 und 8 0 gleiche
Abstände, so liegt er auch in der Sym¬
metrale des Winkels 7p 0 8.

Zusatz. Ebenso wird bewiesen, dass
sich die Symmetralen des einen inneren
Dreieckswinkels und der Nebenwinkel
der beiden anderen in einem Punkte
schneiden, der von den drei Seite¬
gleiche Abstände hat.

Übnngssätze.
K. 49. l. Zieht man von einem Punkte im Innern eines Dreieckes

Strecken zu den Endpunkten einer Seite, so ist a) die Summe dieser Strecken
kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten, und 6) der von diesen



Strecken gebildete Winkel größer als der Winkel, den die berdcn anderen Seiten
einschließen.

Man verlängere eine Strecke bis znm Durchschnitte mit einer Seite und wende 8. 34,
1 und 8- 32 an.

la. Ein Winkel eines Dreieckes sei wie groß ist der Winkel, welchen
die Halbierungslinien der beiden anderen Winkel mit einander bilden?

2. Halbiert man den Außenwinkel am Scheitel eines gleichschenkligen
Dreieckes, so ist die Halbierungslinie der Grundlinie parallel.

3. Zieht man durch den Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes eine
Parallele zur Grundlinie, so halbiert diese den Außenwinkel.

Zn. Der Winkel, welchen die auf einen Schenkel eines gleichschenkligen
Dreieckes gefällte Höhe mit der Grundlinie bildet, ist halb so groß wie der
Winkel an , der Spitze.

31». Verlängert man die Hypotenuse über ihre Endpunkte je um die
anliegeude Kathete, so schließen die Verbindungslinien der neuen Endpunkte
am Scheitel des rechten Winkels einen Winkel von 135° ein.

4. Die Höhen auf die Schenkel eines gleichschenkligen Dreieckes sind ein¬
ander gleich.

5. Sind in einem Dreiecke zwei Höhen gleich, so ist dasselbe gleichschenklig.
6. Verbindet man zwei beliebige Punkte zweier paralleler Geraden durch

eine Strecke und halbiert diese, so wird jede durch den Halbierungspunkt zwischen
den Parallelen gezogene Strecke in demselben halbiert.
Vli Ist in einem rechtwinkligen Dreiecke einer der spitzen Winkel doppelt

so großxals der andere, so ist die Hypotenuse doppelt so groß als die kleinere
Kathete.

Legt man an das Dreieck ein congrueutes mit der größeren Kathete an, so erhält
man ein gleichseitiges Dreieck.

8. Ist in einem gleichschenkligen Dreiecke ein Basiswinkel doppelt so groß
wie der Scheitelwinkel, so wird es durch die Symmetrale des Basiswinkels in
zwei gleichschenklige Dreiecke zerlegt.

II. Das Wiereck.

1. Erklärungen und Lehrsätze.
8. 50. Ein von vier Strecken begrenztes ebenes Gebilde heißt ein

Viereck.
Die Strecke 0 (Fig. 28), 'welche zwei gegenüberliegende Eckpunkte des

Viereckes verbindet, heißt eine Diagonale.
28. Ein Viereck hat vier Eckpunkte, vier Seiten, vier
-<7 Winkel und zwei Diagonalen.
/ ' 8- 51. Lehrsatz. Die Summe aller Winkel
_ eines Viereckes ist gleich vier Rechten.

S Beweis. Zerlegt man (Fig. 28) das Viereck durch eine
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Diagonale in zwei Dreiecke, so beträgt die Winkelsumme in jedem derselben
zwei Rechte, also in beiden zusammen vier Rechte.

8. 52. Mit Rücksicht auf die gegenseitige Lage der Seiten werden die
Vierecke in Trapezoide, Trapeze und Parallelogramme eingetheilt.

Ein Trapezoid ist ein Viereck, in welchem keine Seite mit einer
andern parallel ist; ein Trapez ist ein Viereck, in welchem nur zwei gegenüber¬
liegende Seiten parallel sind; ein Parallelogramm ist ein Viereck, in
welchem je zwei gegenüberliegende Seiten parallel sind.

Lehrsätze von den Parallelogrammen.
8- 58. 1. In einem Parallelogramm sind je zwei gegen¬

überliegende Winkel gleich.
Die Nichtigkeit dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus 8- 26, 1. a).
2. Sin din ein em Biereckejezweigegenüberliegende Winkel

gleich, so ist dasselbe ein Parallelogramm (Umkehrung von 1).
Der Beweis stützt sich auf Z. 51 und 8- 24, 1.
Folgesatz. Ist in einem Parallelogramm ein Winkel ein rechter, so sind

es auch die anderen; ist ein Winkel ein schiefer, so sind es auch die anderen.
Man unterscheidet daher rechtwinklige und schiefwinklige

Parallelogramme.
8. 54. 1. In einem Parallelogramm sind je zwei gegen¬

überliegende Seiten einander gleich.
F'o- 29. Voraus s. Es sei L V 0v (Fig. 29) ein Parallelo-

granim, also L V ß v O, L v V 0.

/ / Behaupt. LV — V0, LV --- V6.

Beweis. Zieht man eine Diagonale Vv, so ist
ZXLVV^OVV (8.24, 2 und 8> 37), daher LV^VO, Lv^-V6.

Den obigen Satz pflegt man auch so auszudrücken: Parallele
zwischen Parallelen sind einander gleich.

2. Sind in einem Vierecke je zwei gegen überliegende Seiten
gleich, so ist dasselbe ein Parallelogramm (Umkehrung von 1).

Beweis. Es sei in dem Vierecke LVOV (Fig. 29) LV —VO und
LV --- VO. Dann ist /zLVV^OVV (8. 40), also sind die Wechsel-
Winkel LVV und OVV, ebenso LVL und OVV gleich; folglich LV VO
und LV >> VO (8. 24, 1.)

Folgesätze, a) Hedes Parallelogramm wird durch die
Diagonale in zwei congruente Dreiecke getheilt.

Ist auch die Umkehrung dieses Satzes richtig?
d) Sind zwei Gerade parallel, so haben alle Punkte der

einen Geraden von der andern gleiche Ab stände.
Denn die Senkrechten, welche die Abstände der Punkte der einen zweier

Parallelen von der andern angeben, sind nach 8- 25, 1 parallel, daher nach 1.
einander gleich.
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Die konstante Entfernung eines jeden Punktes der einen zweier Parallelen
von der andern heißt der Ab st and der beiden Parallelen.

Nimmt man in einem Parallelogramm eine der Seiten als Grund¬
linie an, so heißt ihr Abstand von der gegenüberliegenden Seite die Höhe
des Parallelogramms. Unter der Höhe eines Trapezes versteht man den Ab¬
stand der zwei parallelen Seiten.

3. Sind in einem Vierecke zwei gegenüberliegende Seiten
gleich und parallel, so ist dasselbe ein Parallelogramm.

Beweis. In dem Vierecke (Fig. 29) sei — OO und
L I) 0. Dann ist 81) 6 v L (ß. 38), also sind auch die Wechsel¬

winkel I) U und O L I) gleich, woraus -V U> U 0 folgt.
Z. 55. Sind in einem Parallelogramm zwei anstoßende Seiten gleich, so

sind es auch die anderen; das Parallelogramm heißt in diesem Falle gleich¬
seitig. Sind dagegen zwei anstoßende Seiten ungleich, so heißt das Parallelo¬
gramm ungleichseitig.

Mit Rücksicht auf die Größe der Winkel (ß. 53) und auf die Länge
der Seiten unterscheidet man vier Arten von Parallelogrammen: 1. das schief¬
winklige und ungleichseitige Parallelogramm oder das Rhomboid; 2. das
schiefwinklige und gleichseitige Parallelogramm oder den Rhombus; 3. das
rechtwinklige und ungleichseitige Parallelogramm oder das Rechteck; 4. das
rechtwinklige und gleichseitige Parallelogramm oder das Quadrat.

Ein Rhomboid ist durch zwei anstoßende Seiten und den von diesen
eingeschlossenen Winkel, ein Rhombus durch eine Seite und einen Winkel,
ein Rechteck durch zwei anstoßende Seiten, ein Quadrat durch eine Seite
bestimmt.

ß. 56. 1. Die Diagonalen eines jeden Parallelogramms
halbieren einander.

2. Die Diagonalen eines Rechteckes sind einander gleich.
3. DieDiagonaleneinesRhombussindzueinanderuormal.
4. Die Diagonalen eines Quadrates sind einander gleich

und zu einander normal.
Beweise aus der Congruenz der Dreiecke.
Alle vier Sätze gelten auch in ihren Umkehrungen.
Zusätze, a) Ein Rechteck ist symmetrisch in Beziehung auf jede

Gerade, welche zwei Gegenseiten halbiert.
5) Ein N h o m b n s i st s y m m e tris ch in Beziehung ans jede Diagonale.
v) Ein Quadrat ist symmetrisch sowohl in Beziehung auf jede

Gerade, welche zwei Gegenseiten halbiert, als in Beziehung auf jede Diagonale;
es hat vier Symmetrieachsen.
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Lehrsätze ven den Trapezen.
Z. 57. 1. D i e S t r e ck e zw i s ch e n d e n M i t t c n d e r n i ch t p a r a ll e l e n

Seiten eines Trapezes ist a) den parallelen Seiten parallel
und st) gleich der halben Snmme derselben.

Beweis. Es sei (Fig. 30) 8 8 0, ^.LI — LI8 und 88 — 80.
a) Zieht man durch LI die 8 8^80 und verlängert 6 8 bis Ich so

>st ZX^DLI^D^U, daher Wegen 8 8 — 80 (K. 54, I)

ist auch 188 — 180, d. i. 8LI — 8dl. 88LI8 ist
also ein Parallelogramm (Z. 54, 3), folglich Lidl 8 8.

5) Aus der Congrnenz der Dreiecke lL8LI nnd
88LI folgt ^.8 — 88. Nnn ist LI8 — 88 — ^8
— 8 und auch Ll 8 — 0 8 — 0 8 -st 8 8, folglich
2LI8 — ^8Z-08 und Lidl — z (^8 -st 08).

Lidl heißt die Mittellinie des Trapezes.

2. Zieht man in einem Trapeze durch die Mitte einer der
nichtparallelen Seiten eine Parallele mit den zwei Parallel¬
seiten, so h a lb i e r t d i e s e lb e a uch d i e a n d e r e d e r n i ch t p a r a ll e l e n
Seiten.

Beweis. Es sei (Fig. 30) 8 8 0, ferner .L LI Li 8 und
Lidl ^8 80. Zieht man durch Li die 88 80 und verlängert 0 8
bis 8, so ist Z^8Ll^88LI, daher 8Ll — Li8; aber 8Li — 8dl
und LI 8 — dl 0, folglich 8dl — dl 0.

3. Sind in einem Trapeze die Winkel an einer der beiden
parallelenSeiten gleich, sosinddienichtparallelenSeitendes
Trapezes einander gleich.

B ew e is. Es sei (Fig. 31) 8 8 0 und — 8.
n Zieht man 08 8L, so ist 80 — ^.8 und W. 088

— ^. — 8, also im ZXL80, 80 — 80 (Z. 33, 3),
/ /s mithin auch ^L8 — 80.
/ Ein Trapez, in welchem die nichtparallelen Seiten

gleich sind, heißt ein gleichschenkliges Trapez oder ein
A n t i p a r a l l e l o g r a m m.

4. Umgekehrt: In einem gleichschenkligen Trapeze sind die
Winkel an jeder der parallelen Seiten einander gleich.

Beweis. Es sei (Fig. 3l) 1L8 80 und ^.8 — 80. Zieht man
08 8^,so ist80-lL8 — 80, also im^L^O der Winkel 088 — 8;
aber 088 - folglich auch ^.-^8. Da^.-st8 — 8Z-0 — 28, so
ist auch 8 — 0.

5. In einem gleichschenkligen Trapeze ist die Strecke zwischen
den Mitten der parallelen Seiten zu diesen normal.

Beweis durch Deckung.
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Zusatz. Ein gleichschenkliges Trapez ist symmetrisch; seine
Symmetrale geht durch die Mitten der parallelen Seiten.

Das Deltoid.
8. 58. Ein Viereck, das zwei Paare gleicher anstoßender Seiten hat,

heißt ein Deltoid.

Fig 32. Ist (Fig. 32) -40 — 80 und D — 8I), so ist
/4 8 01) ein Deltoid. Dasselbe besteht aus zwei gleich¬
schenkligen Dreiecken, deren gemeinsame Grundlinie die
Diagonale -4 8 ist. Daraus folgt:

1. Die Diagonalen eines Deltoids sind
zu einander normal.

2. DasDeltoid ist symmetrisch; seine Sym¬
metrieachse ist die Diagonale, welche die Scheitel der
gleichen Schenkel verbindet.

Lehrsätze von den Parallele» im Dreiecke.

8. 59. 1. Die Strecke zwischen den Mitten zweier Seiten
eines Dreieckes ist a) der dritten Seite parallel und l>) die
Hälfte derselben (Fig. 33).

Beweis. Es sei -4N NO und 8N NO.
8>g. o<j.

a) Zieht mau 0 8^ 8.4 und durch N die 88^8 0,
I— so ist-X^LI8^0N8, daher N8---N8. Wegen 88

^80 (8. 54,1) ist auch z 88 z 8 0, d. i. 8 N 8 N;
V 8NN8 ist also ein Parallelogramm (8- 54, 3), folglich

/ l 1 NN ^88.

d) Da NN -48, so ist /^ONN^N-48, daher
NN -48; es ist aber auch NN — 88, folglich 2NN --- -48 Z- 88 ---
^4 8, und NN -- j-48.

2. Zieht man in einem Dreiecke durch die Mitte einer Seite
eine Parallele zu einer zweiten Seite, so halbiert dieselbe
auch die dritte Seite (Fig. 33).

Beweis. Es sei -4.N — NO und NN -48.
Zieht man N8 08, so ist /X^^k^^ON, daher 8N ---- NO;

es ist aber auch 8N 8N, folglich 8N NO.
Die voranstehenden zwei Lehrsätze können auch unmittelbar aus den analogen Sätzen

von: Trapeze im 8. 57, 1 und 2 gefolgert werden, indem man das Dreieck als ein Trapez
betrachtet, dessen kleinere Parnllelseite Null ist.

3. Wird in einem Dreiecke eine Seite in mehrere gleiche
Theile getheiltunddurchjedenTheilungspunkteineParallele
Zu einer zweiten Seite gezogen, so wird dadurch auch diedritte
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Fig- 34 Seite in ebenso viele gleiche Theile ge¬
teilt (Fig. 34).

Vorauss. ^1--NX-^80^08—80
nnd Litz ^88 ^08 ^88 »08.

Behaupt. ^tz — tz8---88--88^88.
Beweis, ^tz----tz8 (nach 2.) nndtz8 —

88 88 — 88 (nach Z. 57, 2).

Z. (»0. Lehrsatz. Die drei Höhen eines Dreieckes schneiden
einander in demselben Punkte. (Dritter merkwürdige Punkt des
Dreieckes.)

Fig- 35- Beweis. Es sei in dem Dreiecke ^.80
X 0_ (Fig. 35) v 8 0, 8 8 0, 0 8 8.

„/jX^ / Zieht man durch X k3, 0 Parallele zu 8 0,
X /^^X / -^0, so erhält man das Dreieck ^/8'0ll
Xtz /- XZ Da .-V8' ^0'-^ 80, so ist (ß. 54, 1)

/ die Mitte der Seite 18(8. Ebenso folgt, dass
X / 8 die Mitte der Seite -4/(8 und 0 die Mitte
"X der Seite ^18 ist. Die Höhen ^.O, 88

und 0 8 des Dreieckes /4 8 0 sind also Seitensymmctralen des Dreieckes
/4'8'0^ nnd müssen sich daher als solche (nach Z. 48, 1) in demselben Punkte
schneiden.

Z. 61. Lrhrsatz. Die drei Schwerlinien eines Dreieckes, d. i.
die Strecken, welche von den drei Eckpunkten zu den Mitten der Gegenseiten
gezogen werden, schneiden einander in demselben Punkte, welcher
jede Schwerlinie so theilt, dass der an einer Ecke liege ndeAb-
schnitt doppelt so groß ist als der andere. (Vierter merkwürdige
Punkt des Dreieckes.)

Beweis. Es seien (Fig. 36) 1), 8 und 8 die Mitten der Seiten 80,
/40 und /48; 0 sei der Schnittpunkt der Schwerlinien 88 nnd 08.

ll parallel zu 08, so werden durch dieselben (nach
8 halbiert. Es ist demnach 80 08 --- 811,

daher (nach Z. 59, 3) auch 88^80^08,
somit 8 0 —208. Die Schwerlinie 8 8 wird also
von einer zweiten Schwerlinie 08 in O so getheilt,
dass der an der Ecke 8 liegende Abschnitt derselben
doppelt so groß ist als der andere. Zieht man noch
die dritte Schwerlinie /41), so muss auch sie die
88 in dieselben zwei Abschnitte theilen und daher
durch den Punkt 0 gehen.

Zieht man 8 0 und 8
8. 59, 2) 8 8 und /4

Aig. 36.

Der Schnittpunkt 0 der drei Schwcrlinien eines Dreieckes heißt der
Schwerpunkt desselben.
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2. Ütmngssätze.
Z. 62. 1. In jedem Vierecke ist die Summe der Diagonalen größer als

die zweier Gegenseiten.
2. Jede in einem Parallelogramme durch den Schnittpunkt der Diago¬

nalen gezogene Strecke wird in diesem Punkte halbiert.
3. Die Diagonalen eines Nhonibus halbieren die Winkel, durch deren

Scheitel sie gehen.
4. Der Schnittpunkt der Diagonalen eines Rhombus hat von den vier

Seiten gleiche Abstände.
5. In einem gleichschenkligen Trapeze sind die Diagonalen einander gleich.
6. Sind in einem Trapeze die Diagonalen einander gleich, so ist das¬

selbe gleichschenklig.
7. Die Halbierungspunkte der Seiten eines Parallelogramms bilden die

Eckpunkte eines neuen Parallelogramms (Z. 59, 1). Ist das erstere ein
Rhombus, so ist das letztere ein Rechteck; ist das erstere ein Rechteck, so ist
das letztere ein Rhombus; ist das erstere ein Quadrat, so ist das letztere auch
ein Quadrat.

8. Die Halbierungspunkte der Seiten eines gleichschenkligen Trapezes
bilden die Eckpunkte eines Rhombus.

9. Die Halbierungslinien der vier Winkel eines Parallelogramms (oder
der Außenwinkel desselben) schließen ein Rechteck ein.

10. Zieht man von einem Punkte in der Grundlinie eines gleichschenk¬
ligen Dreieckes zu jedem der Schenkel eine Normale, so ist die Summe der¬
selben gleich der ans einem Schenkel stehenden Hohe des Dreieckes.

11. Verbindet man in einem Parallelogramme die Mitten zweier gegen¬
überliegender Seiten mit den Endpunkten einer Diagonale, so wird durch diese
Verbindungslinien die andere Diagonale in drei gleiche Theile getheilt.

12. Halbiert man in einem Rhombus die Winkel der Diagonalen, so
bilden die Schnittpunkte dieser Halbierungslinien mit den Seiten die Ecken
eines Quadrates.

13. Verbindet man die Mitten je zweier aufeinanderfolgender Seiten
eines Antiparallelogramms, so entsteht ein gleichseitiges Viereck.

14. Verbindet man in einem Vierecke die Mitten je zweier aufeinander¬
folgender Seiten, so entsteht ein Parallelogramm.

15. Verbindet man in einem Vierecke die Mitten zweier gegenüber¬
liegender Seiten mit den Mitten der beiden Diagonalen, so entsteht ein
Parallelogramm.

HI. Aas Wiel'cck.
1. Erklärungen und Lehrsätze.

8. 63. Jedes von mehreren Strecken begrenzte ebene Gebilde heißt ein
Vieleck oder Polygon.
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Ein Vieleck hat so viele Seiten als Winkel und ebenso viele Eckpunkte.
Ein Vieleck, dessen alle Winkel hohl sind, heißt hohlwinklig. Nur solche
Polygone sollen hier in Betracht gezogen werden.

Mit Rücksicht aus die Anzahl der Seiten unterscheidet man drei¬
seitige Vielecke oder Dreiecke, vierseitige oder Vierecke, fünfseitige oder
Fünfecke, ...useitige oder n-Ecke.

8- 64. Eine Strecke, welche zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende
Eckpunkte eines Polygons verbindet, heißt eine Diagonale.

Durch ganz einfache Schlüsse wird man auf folgende Sätze geleitet:
1. Von jedem Eckpunkte eines nseitigen Polygons lassen sich n—3 Dia¬

gonalen ziehen.
2. Die Anzahl aller möglichen Diagonalen eines n-Eckes ist gleich -
3. Jedes n-Eck lässt sich durch Diagonalen, welche von einem Eckpunkte

aus gezogen werden, in n—2 Dreiecke zerlegen.
Z. 65. Lehrsatz. Die Summe aller Winkel eines Poly¬

gons ist gleich so vielmal zwei Rechten, als die um 2 ver¬
minderte Zahl der Seiten anzeigt.

Beweis. Zerlegt man ein n fettiges Vieleck durch Diagonalen, welche
von einem Eckpunkte ansgehen, in n—2 Dreiecke, so ist die Winkelsnmme
derselben und somit auch des n-Eckes (n—2).2U.

Der Beweis könnte auch geführt werden, indem man von einem Punkte im Innern
des Polygons zu allen Eckpunkten Strecken zieht.

8- 66. Zwei Vielecke sind congruent, wenn in denselben alle Seiten
und alle Winkel in derselben Ordnung paarweise gleich sind.

Lehrsätze. 1. Zwei Polygone, welche sich dnrch über¬
einstimmend gezogene Diagonalen in paarweise congruente'
Dreiecke zerlegen lassen, sind congruent.

Beweis. Legt man die paarweise congruenten Dreiecke der Reihe nach
aufeinander, so fallen auch die Eckpunkte der beiden Polygone aufeinander;
also sind diese congruent.

2. Umgekehrt: Zwei congruente Polygone werden durch
übereinstimmend gezogene Diagonalen in paarweise
congruente Dreiecke get heilt.

Beweis. Legt man zwei congruente Polygone so aufeinander, dass die
entsprechenden Eckpunkte aufeinander fallen, so decken sich auch die überein¬
stimmend gezogenen Diagonalen, mithin auch die dadurch gebildeten Dreiecke.

67. Lehrsatz. Sind in zwei n-Ecke n 1) n—2 aufein¬
ander folgende Seiten und die an diesen liegenden n—I
Winkel; 2) n—1 aufeinander folgende Seiten und die
von diesen e i n g e s ch l o s s e n e n n—2 Winkel; 3) alle n-Seiten



31

und Q—3 aufeinander folgende Winkel paarweise gleich:
so sind die beiden u-Ecke congruent.

Beweis. Zerlegt man die beiden Vielecke durch übereinstimmend gezogene
Diagonalen in je ir—2 Dreiecke, so sind je zwei entsprechende Dreiecke con¬
gruent, und zwar u—3 Paare derselben in allen drei Fällen nach Z. 38,
das letzte Paar aber im ersten Falle nach Z. 37, im zweiten nach Z. 38 und
im dritten nach Z. 40; dann aber sind nach Z. 66, 1 die Vielecke selbst congruent.

Folgesatz. Zur Bestimmung eines u-Eckes sind im allgemeinen 2u—3
von einander unabhängige Stücke erforderlich; die drei nicht gegebenen Stücke
dürfen jedoch nicht sämmtlich Seiten sein.

2. Kegulärc Polygone.
Z. 68. Ein Polygon, in welchem alle Seiten und alle Winkel einander

gleich sind, heißt regelmäßig oder regulär. Unter den Dreiecken ist das
gleichseitige Dreieck, unter den Vierecken das Quadrat regulär.

Jeder Winkel eines regulären u Eckes beträgt 2K—F- (Z. 65).

Lehrsatz. Die Symmetralen zweier anstoßender Seiten
eines regulären Polygons schneiden sich in einem Punkte,
welcher a) o o n a l l e n E ck p n n k t e n, b) v o n a ll e n S e it e n d e s
Polygons gleiche Abstände hat.

Beweis. Es sei ^KOOLK (Fig. 37) ein
regelmäßiges Vieleck, 6-0 die Symmetrale der Seite
k, und H 0 die Symmetrale der Seite L 0. Dass

sich 6 0 und HO in einem Punkte 0 schneiden müssen,
<7 ergibt sich aus §. 24, Folgesatz. Zieht man nun von O

zu allen Eckpunkten des Vieleckes Strecken und fällt
von O Normale auf die Seiten 01), 1) k,..., so ist
Z^OO^KOO^HOH^OOH...,

daher 0^ — OK--OO--OI)^...
und 0 6 -- OII 01 OK...

Der Punkt 0 heißt der Mittelpunkt des regulären Polygons.

Folgesätze, a) In einem regulären Polygon schneiden sich alle Seitcu-
symmetralen und alle Winkelsymmetralen im Mittelpunkte des Polygons.

I>) Verbindet man den Mittelpunkt eines regulären Polygons mit allen
Eckpunkten durch Strecken, so wird dadurch das Polygon in so viele congruente
gleichschenklige Dreiecke zerlegt, als es Seiten hat.

Ziehe vom Mittelpunkte eines regulären u-Eckes zu allen Eckpunkten Strecken; wie
groß ist a) der Winkel am Scheitel, b) der Winkel an der Grundlinie in jedem der dadurch
gebildeten gleichschenkligen Dreiecke?

Berechne diese Winkel insbesondere:
a) für das gleichseitige Dreieck; ll) für das Quadrat;
o) für das reguläre Fünfeck; ck) für das reguläre Sechseck;
o) für das reguläre Zehucck; k) für das reguläre Zwölfeck.

Fig. 87.

L- 7)

6- /t
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8-69. 1. Sowohl jede Seite nsymmetrale als jede
Winkelshmmetrale eines regulären Polygons ist eine
Symmetrieachse desselben.

Von der Nichtigkeit überzeugt man sich durch Umwendung um die bezüg¬
liche Symmetrale.

2. Ein reguläres n-Eck hat n Symmetrieachsen.
Ist n eine gerade Zahl, so haben immer je zwei gegenüberliegende Seiten

nnd je zwei gegenüberliegende Winkel dieselbe Symmetrale. Ist dagegen n
eine ungerade Zahl, so fallen immer eine Seiten- und eine Winkelshmmetrale
zusammen.

IV. Der Kreis.
1. Ällgrmrines über den Kreis.

ß. 70. Dreht sich in einer Ebene eine Strecke 0^. (Fig. 38) um den
einen Eckpunkt O herum, bis sie wieder in ihre ursprüngliche Lage kommt,
so beschreibt der Punkt während dieser Umdrehung eine krumme Linie,

welche Kreislinie oder Kreis genannt wird. Der Punkt
O heißt der Mittelpunkt oder das Centrnm desKreises.

Alle Punkte einer Kreislinie sind vom Mittelpunkte
derselben gleich weit entfernt. Diese constante Entfernung

V "/ .// heißt der Halbmesser oder Radins des Kreises. Alle
V /// Halbmesser eines Kreises sind einander gleich.

Jeder Theil der Kreislinie heißt ein Bogen (areu8)
und die ganze Kreislinie die Peripherie des Kreises.

Eine Strecke ^.8, welche zwei Punkte der Peripherie verbindet, heißt
Sehne (olloräa). Geht die Sehne durch den Mittelpunkt, wie ^.0, so heißt
sie ein Durchmesser (äiainstor) des Kreises. Jeder Durchmesser eines
Kreises ist doppelt so groß als ein Halbmesser.

Ein Winkel ^.OU, dessen Scheitel im Mittelpunkte liegt, dessen Schenkel
also Halbmesser des Kreises sind, heißt ein Centriwinkel. Ein Winkel
^VI)L, dessen Scheitel in der Peripherie liegt und dessen Schenkel Sehnen
des Kreises sind, heißt ein Peripheriewiukel.

Ein Theil der Kreisfläche, der von einer Sehne und dem dazu gehörigen
Bogen begrenzt wird, heißt ein K r e i s a b s chnitt oder S e g m e n t. Ein Theil
der Kreisfläche, der von zwei Halbmessern und dem dazu gehörigen Bogen
begrenzt wird, heißt ein Kreisausschnitt oder Sector.

Zu jeder Sehne gehören zwei Centriwinkel, zwei Bogen, wie auch zwei
Ausschnitte und zwei Abschnitte, welche im allgemeinen ungleich sind. Wenn
jedoch nicht ausdrücklich anders bestimmt wird, ist stets der hohle Centriwinkel,
ferner derjenige Bogen, welcher kleiner ist als die halbe Peripherie, und
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Derjenige Ausschnitt oder Abschnitt, welcher kleiner ist als die halbe Kreisfläche,
zu verstehen.

8. 71. Die Lage eines Punktes in Bezug auf einen Kreis
hängt von seinem Centralabstande, d. i. von seinem Abstande vom Mittel¬
punkte des Kreises ab.

Ein Punkt liegt entweder außerhalb eines Kreises, oder
ans der Peripherie desselben, oder innerhalb des Kreises, je
nachdem sein Centralabstand größer, oder ebenso groß, oder
kleiner ist als der Halbmesser.

Diese Beziehungen, welche unmittelbar aus der Definition des Kreises
in 8- 70 folgen, gelten auch in ihren Umkehrungen.

Folgesätze. a) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern sind congruent.
d) Der Kreis ist ein symmetrisches Gebilde; jeder Durchmesser ist

eine Symmetrieachse.
8. 72. Lehrsatz. Von allen Strecken, die sich von einem

Punkte an die Peripherie eines Kreises ziehen lassen, ista) die¬
jenige die größte, in welcher der Mittelpunkt des Kreises liegt,
und d) diejenige die kleinste, deren Verlängerung durch den

Beweis. Ist (Fig. 39) der
gegebene Punkt, und zieht man von
demselben durch den Mittelpunkt O
des Kreises eine Gerade, welche die
Peripherie in 8 und 0 schneidet,
ferner eine beliebige Strecke v an
die Peripherie, so ist

a) 0 < O 0 -s- 0, d. i. l) < 0;
d) I) > 0 — 00 (in I), oder ^O>O0 — ^.0 (in ll), d. i.

^.O > ^.8.

2. Die Geraden und die Winkel am Kreise.
8- 73. Die Lage einer Geraden in Bezug auf einen Kreis

hängt von ihrem Central ab stände, d. i. von ihrem Abstande vom Mittel¬
punkte des Kreises ab.

Lehrsatz. Eine Gerade hat mit einem Kreise entweder
n) keinen, oder l>) einen, oder o) zwei Punkte g emeinsam, je nach¬
dem ihr Centralabstand größer, oder ebenso groß, oder kleiner
ist als der Halbmesser.

Beweis, a) Ist (Fig. 40,1) die Normale 00 vom Mittelpunkte des
Kreises auf die Gerade 8 größer als der Halbmesser, so liegt schon der

M o k n ik, Geometrie sür die oberen Claflen. g

Mittelpunkt geht.
Fig. 39.
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Fußpunkt 0 der Normalen außerhalb des Kreises, daher auch jeder andere
Punkt v der Geraden ^8, da O v > 0 0 ist.

l>) Ist (Fig. 40, II) die Normale 0 0 von 0 auf ^.8 gleich dem
Halbmesser des Kreises, so liegt ihr Fußpuukt 0 auf der Peripherie des Kreises;
jeder andere Punkt O der Geraden ^.8 aber muss, da 00 >- 00 ist, außer¬
halb des Kreises liegen.

o) Ist endlich (Fig. 40, III) die Normale O 0 von 0 auf 7V 8 kleiner
als der Halbmesser, so liegt ihr Fußpunkt 0 innerhalb des Kreises; die un¬
begrenzte Gerade ^.8 muss daher, um aus dem Innern des Kreises, welcher
eine geschlossene Figur ist, nach außen zu treten, den Kreis auf jeder Seite
von 0, in den Punkten O und D, treffen. Dann ist 01) — 0 L gleich dem
Halbmesser. Einen dritten Punkt kann die Gerade mit der Kreislinie nicht
gemeinsam haben, da sich von 0 zu der Geraden ^8 nicht mehr als zwei
gleiche Strecken ziehen lassen (Z. 35, Folgeß).

Z. 74. Hat eine Gerade ^8 (Fig. 40, II) mit einer Kreislinie nur
einen Punkt gemeinsam, während alle anderen Punkte derselben außerhalb
des Kreises liegen, so sagt man: die Gerade und der Kreis berühren sich
in jenem Punkte. Eine solche Gerade heißt eine Tangente des Kreises, und
der Punkt, welchen die Tangente mit der Kreislinie gemeinsam hat, der
Berührungspunkt.

Hat eine Gerade 7^3 (Fig. 40, III) mit einer Kreislinie zwei Punkte
gemeinsam, so sagt man: die Gerade schneidet den Kreis in diesen zwei
Punkten. Eine solche Gerade heißt eine See ante des Kreises. Das zwischen den
beiden Schnittpunkten liegende Stück O O der Secante ist eine Sehne (tz. 70).

Schnell des Kreises.
Z. 75. Lehrjahr. 1. Die Strecke ans dem Mittelpunkte des

Kreises nach der Mitte einer Sehne ist zu dieser normal.
2. Die Normale aus dem Biittelpunkte eines Kreises auf

die Sehne halbiert die Sehne.
3. Die Gerade, welche in der Mitte einer Sehne auf diese

normal errichtet wird, geht d urch d e n M itt e l P u n k t d e s K r e i s es,
oder: Jede Sehnensymmetrale geht durch den Mittelpunkt des
Kreises
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Diese drei Lehrsätze ergeben sich unmittelbar aus den Sätzen 1., 2. und
4. in Z. 44.

Z. 76. Lehrsatz. Durch drei Punkte 8 und 6, welche nicht
in einer Geraden liegen, ist ein Kreis unzweideutig bestimmt.

Beweis. Der Mittelpunkt eines Kreises, welcher durch die Punkte
und 8 geht, liegt in der Symmetrale der Strecke ^8 (8- 75, 3); der Mittel¬
punkt eines Kreises, welcher durch und 0 geht, liegt ebenso in der Sym-
inetrale der Strecke 6. Der Mittelpunkt eines durch alle drei Punkte
gehenden Kreises ist demnach der Schnittpunkt O dieser beiden Symmetralen
(8- 24, Folgest); der Halbmesser desselben ist — 08 — 00.

Da sich die zwei Symmetralen in einem einzigen Punkte 0 schneiden
können, so gibt cs auch nur einen Kreis, welcher durch die drei Punkte
8 und 0 geht.

8. 77. Lehrsätze.
1. Gleichen Sehnen eines

Kreises entsprechen gleiche
Centralabstände.

2. Der größeren Sehne ent-,
spricht ein kleinerer Cen¬
tralabstand.

3. Gleichen Centralabständen
entsprechen gleiche Sehnen.

4. Dem größeren Central-
abstandc entspricht eine
kleinere Sehne.

Fig. 41.

Fig. 42.

Beweis zn 1. Ist (Fig. 41) 8 — 0 8 und
O 8 F 8, O 8 0 8, so ist, wenn man 0 und
O 0 zieht, /^08^080; mithin 08^08.

Bew e is zu 2. Es sei (Fig. 42) F 8 > 0,
0 8 F 8 und 0 8 4. 0, so ist, wenn mau 8 8
zieht, in dem Dreiecke ^.88 der Winkel b > a
(8- 33, 2), daher ä < e und folglich 0 8 < 0 8.

Beweis zu 3. Es sei (Fig. 41) 0 8 — 0 8.
Dann ist /X, 8 0 0 8 0, daher ist 8 — 0 8,
folglich auch F 8 — 0 8.

Beweis zu 4. Es sei (Fig. 42) 0 8-< 0 8.
Wäre F 8 F 0, so müsste bezüglich nach 1. oder 2.
08 > 08 sein, was gegen die Voraussetzung ist.

Folgesatz. Der Durchmesser ist die größte
Sehne des-Kreises.

8- 78. Lehrsätze. 1. Za gleichen Ccntriwinkeln eines Kreises
gehören gleiche Sehnen und gleiche Bogen.

2. Zn gleichen Sehnen eines Kreises gehören gleiche Centri-
winkel und gleiche Bogen.

3. Zn gleichen Bogen eines Kreises gehören gleiche Sehnen
und gleiche Centriwinkel.

3*
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Die Beweise dieser Sätze durch Deckung.
Z. 79. Theilt man die Peripherie eines Kreises in 360 gleiche Theile,

so entspricht jedem derselben ein Centriwinkel von 1 Grad. Man nennt des¬
halb auch den 360sten Theil der Peripherie einen Grad (Bogengrad) und
theilt den Grad (°) in 60 Bogen minuten 0, jede Minute in 60 Bogen-
secunden ("). Hiernach drückt die Zahl der Grade, Minuten und Secunden
eines Kreisbogens zugleich die Zahl der Grade, Minuten und Secunden des
zugehörigen Centriwinkels ans. In diesem Sinne sagt man:

Der Kreisbogen ist das Bl aß des zu gehörigen Centriwinkels.
Tangenten des Kreises.
8. 80. Lehrsätze. 1. Die Gerade, welche im Endpunkte eines

Halbmessers zu diesem normal ist, ist eineTangentedesKreises.
(Folgt aus K. 73, l>.)

2. Der Halbmesser eines Kreises nach dem Berührungs¬
punkte ist zur Tangente normal.

3. Die Normale aus dem Mittelpunkte eines Kreises zur
Tangente geht durch den Berührungspunkt.

4. Die zur Tangente eines Kreises im Berührungspunkte
errichtete Normale geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

Die Beweise für die Umkehrungen 2., 3., 4. werden indirect geführt.
8- 81. Lehrsatz. Die von einem Punkte außerhalb eines

Kreises an diesen gezogenen Tangenten sind einander gleich.
Fig. 4S. V eweis. Es seien (Fig. 43) 0 und L 0
- Tangenten des Kreises 0, also 6 Z. O und

L 0 U. O L. Zieht man die Strecke 0 0, so ist
mithin 0 -- 8 0.

( / Die Sehne F 8 zwischen den Berührungs-
V punkten des Kreises und der Tangenten 6 und L 0

heißt die Berührungssehne des Punktes 0.
Folgesätze, a) Die Gerade von: Schnittpunkte zweier Tangenten eines

Kreises nach dem Mittelpunkte desselben halbiert 1. den von den beiden Tan¬
genten gebildeten und den von den beiden Halbmessern eingeschlossenen Winkel,
2. sie halbiert den Bogen und die Berührungssehne und ist 3. zu dieser
Sehne normal.

b) Der Winkel zweier Tangenten eines Kreises ist das Supplement des
von den Halbmessern der beiden Berührungspunkte gebildeten Winkels.

v) Der Schnittpunkt zweier Tangenten eines Kreises liegt in der Ver¬
längerung des zur Berührnngssehne normalen Halbmessers.

Pcriphcncwinkcl.
8- 82. Lehrsatz. Ein Peripheriewinkel ist gleich dem halben

Centriwinkel auf demselben Bogen.



Beim Beweise dieses Satzes sind drei Fälle zu unterscheiden:
Der Mittelpunkt des Kreises liegt

entweder 1. auf einem Schenkel des
Peripheriewinkels (Fig. 44, I), oder
2. in der Winkelfläche des Peripherie-
Winkels (Fig. 44, II), oder 3. außerhalb
der Winkelfläche des Peripheriewinkels
(Fig. 44, III).

Im ersten Falle ist — II -j- 6, aber II 0, daher ^OII —
2 6 oder 0 --- z^OII.

Im zweiten und dritten Falle zieht man von 0 einen Durchmesser;
durch zweimalige Anwendung des ersten Falles und Addition, bezüglich Sub¬
traktion der zusammengehörigen Winkel ergibt sich die Behauptung.

Folgesätze, u) Peripheriewinkel, welche ans demselben Bogen
eines Kreises aufstehen, sind einander gleich. Denn jeder derselben
ist gleich dem halben Centriwinkel auf demselben Bogen.

b) Zu gleichen Peripheriewinkeln gehören in demselben
Kreise auch gleiche Bogen. (Umkehrung von a.)

a) ZweiPeripheriewinkel, welcheüberderselbenSehne in
den entgegengesetzten Kreisabschnitten stehen, ergänzen sich zn
zwei Rechten. Denn die Summe ihrer Entwicklung beträgt vier Rechte.

Z. 83. Ein Peripheriewinkel, dessen Schenkel durch die Endpunkte eines
Durchmessers gehen, heißt ein Winkel im Halbkreise.

Lehrsatz. Ein Winkel im Halbkreise ist ein rechter.
Denn der Centriwinkel auf demselben Bogen ist ein gestreckter.
8. 84. Lehrsatz. Der Winkel, den eine Tangente des Kreises

wit einer durch den Berührungspunkt gehenden Sehne bildet,
ist gleich dem Per ipherie winkel über dieser Sehne im entgegen¬

gesetzten Kreisabschnitte.
Beweis. Es sei L 0 eine Tangente des Kreises

. im Punkte Zieht man den Durchmesser Ich so ist
D a.) II^V Z- v L — Ich und ^LI) -j- V^II ---- U (8. 83),

daher II v -- ; d) ferner ist O v — U -s- L eVv
— und ^Idv --- P -s- 66O, oder -- L -j- L^I)

(ß. 82, rr)), mithin 0^.6 — I' D.

3. 2cm Kreise ein- und iimyeschrirbene Vielecke.
8- 85. Ein Biclcck, dessen Eckpunkte in dem Umfange des Kreises liegen,

^ssen Seiten also Sehnen des Kreises sind, heißt dem Kreise eingeschrieben,
^or Kreis ist dann dem Biel ecke um geschrieben.

Mg. 44.
I. ll IU.

45.
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Ein Vieleck, dessen Seiten Tangenten des Kreises sind, heißt dem
Kreise umgeschrieben, der Kreis ist daun dem Vielecke ein¬
geschrieben.

Ein dem Kreise eingeschriebenes Vieleck nennt man auch ein Sehnen¬
vieleck, ein dem Kreise umgeschriebenes Vieleck ein Tangenten viel eck.

8. 86. Lehrsatz.
1. Jedem Dreiecke lässt sich

ein Kreis umschreeben.
Beweis. Die Seitensymmetralen

eines Dreieckes (Fig. 26) schneiden sich
in einem Punkte 0, welcher von den
drei Eckpunkten denselben Abstand 0^.
hat (Z. 48, 1). Beschreibt man daher
aus 0 mit 0^. einen Kreis, so geht
er durch alle Eckpunkte des Dreieckes.

Zusatz. Aus dem Zusatze zu 8-

2. Jedem Dreiecke lässt sich
ein Kreis ein schreiben.

Beweis. Die Winkelsymmctralcn
eines Dreieckes (Fig. 27) schneiden sich
in einem Punkte 0, welcher von den
drei Seiten denselben Abstand 0 v
hat (8. 48, 2). Beschreibt man daher
ans 0 mit 01) einen Kreis, so berührt
er alle drei Seiten des Dreieckes.
48, 2 folgt, dass es außer dem in 2.

angegebenen Kreise auch ncch drei Kreise gibt, welche je eine Seite des Drei¬
eckes und die Verlängerungen der beiden anderen berühren. Man nennt diese
drei Kreise äußere Berührungskreise des Dreieckes, während der obige
Kreis der innere Berührungskreis genannt wird.

Z. 87. Lehrsätze.
I.Jn jedem Sehnenvierecke
sind dieSummcndergegen-
überliegenden Winkel ein¬
ander gleich.
Folgt aus 8- 82, a.

8- 88. Umkehrungen.
1. Sind in einem Vierecke die
Summen der gegenüber¬
liege n den Winkel gleich, so
ist dasselbe ein Sehnen¬
viereck.

Beweis indirect. Würde der durch
drei Eckpunkte k3, 0 beschriebene
Kreis nicht auch durch den vierten 1)
gehen, so müsste er die Seite 0 4) selbst
oder ihre Verlängerung in einem Punkte
schneiden, durch dessen Verbindung mit

man ein Sehnenviereck erhielte.
Dann aber würde sich ergeben, dass
ein Außenwinkel eines Dreieckes einem
inneren gegenüberliegenden gleich wäre.

2. JnjedemTangentenvierecke
sind die Summen der gegen¬
überliegenden Seiten ein¬
ander gleich.
Folgt aus 8-81.

2. Sind in einem hohlwink¬
ligen Vierecke die Summ en
der gegenüberliegenden
Seiten glei ch, soi st dasselbe
ein T a n g e n t e n v i e reck.
Beweis indirect. Würde der drei

Seiten des Viereckes berührende Kreis
nicht auch die vierte berühren, so
könnte von dem einen Endpunkte dieser
vierten Seite eine Tangente au den
Kreis gezogen werden, wodurch mau
ein Tangentenviercck erhielte. Dann
aber würde sich ergeben, dass eine
Seite eines Dreieckes der Differenz der
beiden anderen gleich wäre.
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8. 89. Lehrjahr. 1. Jedem regulären Vielecke lässt sich ein
Kreis um- und cinschreibcn.

Der Beweis ist in 8- 68 enthalten.
Der Abstand des Mittelpunktes des regulären Vieleckes von den Eck¬

punkten ist der Halbmesser des nmgeschriebenen, der Abstand des Mittelpunktes
von den Seiten der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises.

2. Ist die Peripherie eines Kreises in n gleiche Theile
g et heilt, so bilden a) die Sehnen zwischen je zwei benachbarten
Theilungspunkten ein eingeschriebenes, und l>) die Tangenten
durch je zweibenachbarteTheilungspunkte ein umgeschriebenes

reguläres n-Eck.
Beweis. Es
Fia. 46.

sei (Fig. 46) der Bogen ^.8 — 80-00 —...
u) Zieht man die Sehnen 7X 8, 86, 0 8,...,

so sind in dem Vielecke 7X808... die Seiten 7X8,
8 0, 0 8,... gleich (8. 78, 3), ferner die Winkel
7X, 8, O, I), .. . gleich (Z. 82, u); folglich ist das
Polygon 7X 8 0 8... regulär.

6) Zieht man durch 7X, 8, 0, 8. .. Tangenten an
den Kreis, welche sich in den Punkten 6l, 8, ck, 8,...
schneiden, so sind wegen der Gleichheit der Seiten 7X 8,
8 0, 0 8,... und der ihnen anliegenden Winkel (8- 84)

die Dreiecke 7X88, 880, 048,... congruent und gleichschenklig; mithin
sind die Summen je zweier Schenkel gleich, also 88-84— 48----...
Aus der Congruenz der obigen Dreiecke folgt auch die Gleichheit der Winkel
8, 8, 4,...; folglich ist das Polygon 88,18... regulär.

8- 90. Die Seite des e i n e m K r e i s e eingeschriebenen regu¬
lären Sechseckes ist gleich dem Halbmesser des Kreises.

Beweis. Zieht man vom Mittelpunkte Strecken zn den Eckpunkten des
Sechseckes, so sind die dadurch entstehenden Dreiecke gleichseitig, da jeder Winkel
in denselben 60° beträgt.

4. Lage zweier Kreise gegen einander.
8- 91. Zwei Kreise, welche denselben Mittelpunkt haben, heißen con

centrisch, wie die Kreise in Fig. 47.
F>g- 47. Die Fläche, welche zwischen den Peripherien zweier con-

ccntrischcr Kreise enthalten ist, wird ein Kreisring, und ein
/ Theil desselben, wien7X8U, ein Ningausschnitt genannt.

l Den Unterschied n7X der beiden Halbmesser nennt man die
X —Breite des Ringes oder des Ringausschnittes.

, Zwei Kreisbogen oder Kreissektoren, welche zu
gleichen Centriwinkeln gehören, heißen homolog; z. B. die Bogen n k> und
^8 oder die Scctorcn uOl> und 7X08
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Z. 1)2. Zwei Kreise, welche verschiedene Mittelpunkte haben, nennt man
excentrisch, und die Strecke, welche die Mittelpunkte verbindet, die Cen¬
trale. Zwei excentrische Kreise haben entweder keinen, oder einen oder zwei
Punkte mit einander gemeinsam. Drei Punkte können zwei Kreise nicht
gemeinsam habcn, da sie sonst (nach H. 76) ganz zusammenfielen.

Haben zwei Kreise nur einen Punkt gemeinsam, so berühren sie
sich, und zwar von außen, wenn sie übrigens ganz außerhalb einander
liegen; von innen, wenn übrigens der eine Kreis innerhalb des andern liegt.
Haben zwei Kreise zwei Punkte gemeinsam, so schneiden sie sich in diesen
Punkten. Die gemeinsame Fläche zweier sich schneidender Kreise heißt eine
Linse, jedes der nicht gemeinsamen Stücke ein Mond (luoulu).

8. 98. Die Lage zweier Kreise gegen einander.
Sind R. und r, wobei R r vorausgesetzt wird, die Halbmesser zweier

Kreise, deren Mittelpunkte 0 und 0' sind, und ist ihre Centrale 0 0' —o,
so finden in Bezug ans die Lage der beiden Kreise solgende Beziehungen statt.

Fig. 48. 1. J st o > R-f-r, so liegt jeder der beiden
Kreise ganz außerhalb des andern. (Fig. 48.)

Beweis. Aus e > li -s- r folgt c — r > Id, d. i.
R. Es lO^.' iegt also der Punkt und daher auch

jeder andere Punkt der Kreislinie 0', da nach Z. 72, b
sein Abstand von dem Punkte 0 größer als 0^.' ist, außerhalb des Kreises 0.

2. Jsto^R-f-r, soberührensichdiebeiden
Kreise von außen. (Fig. 49.)

Beweis. Schneidet der Kreis 0' die Centrale in 4c,
ist also 0'^. —r, so muss 0^ — 00'— 0^.-8
-s-r — r —11. sein; der Punkt ist also beiden Kreis¬
linien gemeinsam. Dagegen liegt jeder andere Punkt der

Kreislinie 0', da nach 8. 72, d sein Abstand von dem Punkte 0 größer als

Fig. 49.

O.-V ist, außerhalb des Kreises 0.

Fig. 50. 3. Ist R.-j-r>o>ll. — r, so schnei¬
den sich die beiden Kreise in zwei
Punkten. (Fig. 50.)

Beweis. Der Kreis 0' schneide die Cen¬
trale in und 8'. Aus folgt
o — r<k, d. i. 04.'<It; der Punkt
liegt also innerhalb des Kreises 0. Ans

— r folgt o-s-r>k, d. i. 0L'>R.; der Punkt 8' liegt also außerhalb
Fig. 51. dxs Kreises 0. Die beiden von nach 8' führenden Bogen

/ —4/ des Kreises 0' müssen daher den Kreis 0 in zwei Punkten,
( I) und Oh schneiden.
V 4. Isto — 8 — r, so berühren sich die beiden

7V Kreise von innen. (Fig. 51.)
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Der Beweis wird unter Beiziehung von 8- 72, a ähnlich wie zu 2.
geführt.

5. Ist — r, so liegt der eine der beiden Kreise ganz
innerhalb des andern. (Fig. 52.)

Fig. 52. Beweis mit Rücksicht ans ß. 72, a analog wie zn 1.
x- Zusah. Da in den vorhergehenden fünf Sätzen alle
//7^, möglichen, sich gegenseitig ausschließenden Fälle berücksichtigt

welche bezüglich der Centrale im Vergleiche zur Summe
/ nud Differenz der Halbmesser der beiden Kreise stattfinden

- können, so lässt sich indirect leicht beweisen, dass von diesen
Sätzen anch die Umkehrungen richtig sind.

tz. 94. Lehrsätze. 1. Die Centrale zweier sich berührender
Kreise geht durch den Berührungspunkt.

Folgt ans den Beweisen zu 2. und 4. in Z. 93.
2. Die durch den Berührungspunkt zweier Kreise an den

einen gezogeneTangente i st zu gleichet neTangentedesandcrn.
Ist (Fig. 49 und 5l) ZI Di _I_ 0^., so ist auch 4, 0'^..
3. Die Centrale zweier sich schneidender Kreise ist zur ge¬

meinsamen Sehne normal und halbiert die Sehne sowie die
zugehörigen Centriwinkel beider Kreise, (ß. 44)

Zusah. Unter dem Winkel zweier sich schneidender Kreise versteht man
den Winkel der durch einen ihrer Schnittpunkte an sie gezogenen Tangenten.

5. Übungssätze.
Z. 95. 1. Von allen Sehnen, die durch einen Punkt innerhalb eines

Kreises gezogen werden können, ist diejenige die kleinste, welche zu dem durch
diesen Punkt gezogenen Halbmesser normal ist. (§. 77, 4.)

2. Zwei Sehnen, welche nicht durch den Mittelpunkt des Kreises gehen,
können sich nicht halbieren.

3. Kreisbogen zwischen parallelen Sehnen sind einander gleich.
Beweis aus der Gleichheit der Wechselwinkel und K. 82, b.
4. Die Endpunkte zweier gleicher Bogen eines Kreises bilden die Eck¬

punkte eines gleichschenkligen Trapezes.
5. Die Endpunkte zweier gleicher und paralleler Sehnen eines Kreises

bilden die Eckpunkte eines Rechteckes.
6. Alle einer Tangente eines Kreises parallelen Sehnen werden durch

den zum Berührungspunkte gezogenen Durchmesser halbiert.
7. Zieht man durch die Eckpunkte eines in einen Kreis beschriebenen

Rechteckes Tangenten an denselben, so schließen diese einen Rhombus ein. (tz. 81).
8. In jedem Sehnenvielccke von gerader Seitenzahl ist

«s si- «s -si - - «2 -s" «t "l- «e ch" - - ,

wo «n den i> tcn Bieleckswinkel bezeichnet.
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Man zieht zu den Eckpunkten Halbmesser und wendet 8- 82, u an.

9. In jedem Tangentenvielccke von gerader Seitenzahl ist
«r " ^2 -s- 84 -s- 8« -s- ..,

wo Lu die 11 te Vielecksseite bezeichnet.
10. Wenn drei Kreise, welche durch die drei Eckpunkte eines Dreieckes

gehen, einander paarweise auf den Seiten desselben schneiden, so gehen sie
durch einen gemeinsamen Punkt. (Z. 87, 1.)

V. Kvnstructionsaufgaven.
A. 96. Eine geometrische Constructionsaufgabe (Z. 6) spricht

die Forderung aus, ein geometrisches Gebilde herzustellen, welches gegebenen
Bedingungen entspricht. Die Herstellung des bezüglichen Gebildes heißt C 0 n-
struction und das Gebilde selbst eine Figur. Jede Constructionsaufgabe
erfordert eine Auflösung, d. i. die Angabe nnd Begründung des Verfahrens,
durch welches die Construction der verlangten Figur ausgeführt wird.

Eine Aufgabe heißt bestimmt, wenn in derselben so viele von einander
unabhängige Bedingungen angegeben werden, als zur Bestimmung der gesuchten
Stücke hinreichend, aber auch erforderlich sind; enthält eine Aufgabe
weniger Bestimmungen, so heißt sie unbestimmt; enthält sie mehr Bedin¬
gungen, so heißt sie üb er bestimmt. Eine bestimmte Aufgabe lässt entweder
eine einzige Auflösung oder eine gewisse, genau bestimmbare Anzahl von
Auflösungen zu und heißt dann bezüglich eindeutig bestimmt oder mehr¬
deutigbestimmt. Eine unbestimmte Aufgabe hat unendlich viele Auflösungen.
Eine überbestimmte Aufgabe ist im allgemeinen unlösbar.

Eine Constructionsaufgabe ist als gelöst anzusehen, wenn sie auf Auf¬
gaben zurückgeftthrt wird, deren Auflösung man als selbstverständlich voraus¬
setzen muss, und die daher Forde rnngssätze oder Postulate heißen.

Die Forderungssätze der Planimetrie sind:
1. Durch zwei gegebene Punkte eine Gerade von beliebiger Länge

zu ziehen.
2. Um einen gegebenen Punkt mit einem gegebenen Halbmesser einen

Kreis zu beschreiben.
Zur wirklichen Ausführung dieser beiden Postulate bedient man sich des

Lineals und des Zirkels.
8. 97. Die Auflösung einer Aufgabe ergibt sich manchmal als unmittel¬

bare Folge eines geometrischen Lehrsatzes, meistens aber beruht sie auf der
entsprechenden Verbindung mehrerer Lehrsätze. Die Entwicklung des Gedanken-
ganges, durch welchen das zu der verlangten Figur führende Verfahren
gefunden wird, heißt Analysis.

Aus der Aualysis ergibt sich dann die Construction, wie auch der
Beweis, welcher die Richtigkeit der Construction auf Grund der mathematischen
Lehren zn zeigen hat.
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Zu dem Beweise tritt häufig noch die Determination hinzu, d. i. die
Erörterung der Frage, unter welchen Bedingungen die Lösung möglich ist, und
ob der Aufgabe nur eine oder mehrere Lösungen genügen.

Die vollständige Auflösung einer geometrischen Constrnctionsanfgabe enthält
demnach im allgemeinen vier Theile: die Analysis, die Construction,
den Beweis und die Determination.

Die Analysis bedient sich verschiedener Methoden, von denen die
Methode der geometrischen Örter, die ver Hilfsfiguren, der
ähnlichen Figuren und der algebraischen Analysis besonders
wichtig sind.

Non den zwei letzteren Methoden wird erst später die Rede sein können.

1. Fnndamrntal-Äufgaben.

Z. 98. Diejenigen Constrnctionsanfgabcn, welche als die einfachsten am
häufigsten Anwendung finden und deren Auflösung bei zusammengesetzteren
Aufgaben als bekannt vorausgesetzt wird, bezeichnet man mit dem Namen
Fundamental-Aufgaben.

I. E i n D r e i e ck zn c o n st r n i e r e n, w e n n s e i n e d r e i S e i t e n ^.13,,
^0 und 130 gegeben sind.

Analysis. Durch die Seite ^.13 sind zwei Eckpunkte und 13 des
gesuchten Dreieckes 13 0 bestimmt. Soll der dritte Eckpunkt 0 von den
Abstand ^0 haben, so muss er in der Kreislinie liegen, welche um mil
dem Halbmesser ^.0 beschrieben wird; soll ferner 0 von 13 den Abstand 13 0
haben, so muss er auch in der Kreislinie liegen, welche um 13 mit dem Halb¬
messer 13 0 beschrieben wird; der Punkt 0 kann daher nur in dem Durch¬
schnitte dieser beiden Kreislinien liegen.

Construction. Man ziehe eine Strecke ^.13, welche der einen Seite
gleich ist, beschreibe nm einen Kreis mit der zweiten Seite ^.0 als Halb¬
messer, und um 13 einen Kreis mit der dritten Seite 13 0 als Halbmesser;
der Durchschnitt 0 der beiden Kreise ist der dritte Eckpunkt des gesuchten
Dreieckes.

Der Beweis liegt unmittelbar in der Construction.
Determination. Damit die beiden um und 13 beschriebenen Kreise

sich schneiden und dadurch eine Construction des Dreieckes -^.13 0 möglich machen,
muss (nach Z. 93, 3) rVI3 < ^.0 -j- 13 0 und zugleich ^.13 >- ^.0 — 130
sein; man erhält in diesem Falle zwei Dreiecke, welche jedoch congrnent sind
nnd daher für eine einzige Lösung angesehen werden. Ist ^.13 > ^.0-j-13 0
oder ^.33<^^I3 —13 0, so gibt es kein Dreieck.

Besondere Fälle sind die Aufgaben:
a) Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruiere», wenn die

Grundlinie und ein Schenkel gegeben sind.
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d) Ein gleichseitiges Dreieck zn constrnieren, wenn seine
Seite gegeben ist.

2. EinDreieck zu constrnieren, welches mit einem gegebenen
Dreiecke congruent ist.

Construction mit Hilse der drei Seiten des gegebenen Dreieckes nach
Aufgabe 1.

3. Einen gegebenen Winkel an eine gegebene Gerade in
einem gegebenen Punkte aufzutragen.

Auflösung. Man schneide vom Scheitel des gegebenen Winkels aus von
dessen Schenkeln gleiche Stücke ab und verbinde die Endpunkte durch eine
Strecke, wodurch man ein gleichschenkliges Dreieck erhält; dann konstruiere man
(nach Aufg. 2) ein ihm congrnentes Dreieck so, dass der Scheitel des neuen
Dreieckes in den gegebenen Punkt und ein Schenkel in die gegebene Gerade fällt.

4. Ein Dreieck zu constrnieren, wenn eine Seite und die
ihr anliegenden Winkel gegeben sind.

Man trage an die gegebene Seite in ihren Endpunkten die gege¬
benen Winkel auf; der Durchschnitt 0 der beiden Schenkel ^.0 und IZO
dieser Winkel ist der dritte Endpunkt des gesuchten Dreieckes L 0.

Der Beweis liegt in der Construction.
Determination. Es gibt nur dann ein Dreieck, wenn L. -p- L < 2 II, ist.
5. Ein Dreieck zn c o n st rui e ren, wenn zw e i S e it e n und der

von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind.
Man konstruiere den gegebenen Winkel, mache dessen Schenkel gleich den

gegebenen Seiten und ziehe zwischen den Endpunkten eine Strecke.
Als specieller Fall:
Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die

beiden Katheten gegeben sind.
6. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten L.6 und

LO und der einer dieser Seiten gegenüberliegende Winkel
gegeben sind- (Fig. 53.)

Construction. Man konstruiere den gegebenen Winkel und trage
5g auf dem einen Schenkel die diesem Winkel an-

liegende Seite ^.0 auf; um den Endpunkt 0
/X beschreibe man mit der andern gegebenen, dem

Winkel gegenüberliegenden Seite R6 als
// ! ) Halbmesser einen Kreisbogen, welcher den zweiten

X x, , Schenkel des Winkels in 6 schneidet, und
ziehe die Strecke LO; ist dann das ge¬
suchte Dreieck.

Der Beweis liegt in der Construction.
Determination. Der nm 0 mit L O beschriebene Kreisbogen schneidet

den zweiten Schenkel des Winkels in einem einzigen Punkte L, wenn
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8 o > 0 ist, va der andere Schnittpunkt in die Ergänzung des Strahles
7L8 fällt; in zwei Punkten und dch wenn die dem Winkel gegenüber¬
liegende Seite kleiner als 0, jedoch größer als die von 0 auf 8 gefällte
Normale 6 8'" ist; und gar nicht, wenn die gegenüberliegende Seite < 6 8'"
ist. K8- 73 und 35) Im ersten Falle genügt nur ein Dreieck ^.80; im
zweiten Falle ist die Aufgabe zweideutig bestimmt, da die zwei nicht kon¬
gruenten Dreiecke -L.8'0 und ^.6'0 entsprechen; im dritten Falle gibt es
kein Dreieck. Nur e i n Dreieck erhält man auch dann, wenn die dem Winkel
gegenüberliegende Seite — 0, oder — 0 8'" ist.

Ein specieller Fall ist die eindeutig bestimmte Aufgabe:
Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn

die Hypotenuse und eine Kathete gegeben sind.
7. Die Symmet rale einer gegebenen Strecke )L8 zu kon¬

struiere n.
Man beschreibe um und 8 mit demselben Halbmesser nach oben und

unten Kreisbogen, welche sich in 0 und I) schneiden; diese Punkte haben dann
von und 8 gleiche Abstände, folglich ist die Gerade 6 v die Symmetrale
der Strecke 8 (Z. 46, 1).

Dieselbe Construction liefert auch die Lösung für die Aufgabe:
Eine gegebene Strecke zu halbieren.
8. Die Symmetrale eines gegebenen Winkels -^.80 zu

c o n st ru i e ren.
Man bestimme auf den Schenkeln durch Beschreibung eines Kreisbogens

zwei Punkte LI und LI, welche vom Scheitel 6 gleich weit abstehen, und kon¬
struiere die Symmetrale der Strecke LIU; dieselbe ist daun auch die Sym¬
metrale des Winkels LI 0 Ls oder ^.08 (Z. 47, 1).

Dies ist auch die Lösung für die gleichbedeutende Aufgabe:
Einen gegebenen Winkel zu halbieren.
9. Zu einer gegebenen Geraden -L.8 von einem außer

ihr liegenden Punkte 0 die Normale zu ziehen.
Man beschreibe aus 6 einen Kreisbogen, welcher die 8 in den Punkten

LI und LI schneidet, und konstruiere die Symmetrale der Strecke LI X.
10. Zu einer gegebenen Geraden ^.8 in einem Punkte

0 derselben die Normale zu errichteu.
Man mache auf der Geraden die 0 LI — 0 LI und konstruiere die

Symmetrale der Strecke LILI. -
11. Zu einer gegebenen Strecke 8 in einem Endpunkte

-V derselben die Normale zu errichten (Fig. 54).
C o n st r n c tiou. Man schneide von der gegebenen Strecke ein Stück -L. 0

ab, beschreibe darüber das gleichseitige Dreieck 0 O, verlängere die Seite
01) um ihre eigene Länge bis 8 und ziehe die Strecke diese ist die
gesuchte Normale.
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Beweis. O v 60° und (§. 33, d) v 8---
4 4ev 0 --- 30°; daher O L 8 90°.

12. Zu einer gegebenen Geraden 7^8 durch
einen außerhalb derselben gegebenen Punkt 0
die Parallele zu ziehen.

Auflösung 1. Man ziehe durch 6 eine Gerade,
welche die 8 in O schneidet, und trage in 0 einen Winkel
008—^00 (nach Aufg. 3) so auf, dass er zu O 6

Wechsclwiukel wird; der zweite Schenkel 6 8 des konstruierten Winkels ist die
gesuchte Parallele (24, 1).

Auflösung 2. Man fälle von 0 die 0 8 4. 4r8 und errichte in
0 die 0 8 4. 0 8; daun ist 0 8 8 (§. 25, 1).

Auflösung 3. Man ziehe durch 0 eine Gerade, welche die ^8 in
v schneidet, und beschreibe um O mit dem Halbmesser 6 v einen Kreisbogen,
welcher die ^.8 in 8 schneidet; beschreibt man dann mit demselben Halbmesser
um 6 und 8 zwei Kreisbogen, welche sich in 8 schneiden, so ist die Gerade
0 8 der 8 parallel (Z. 54, 2).

13. Eine gegebene Strecke ^.8 (Fig. 34) in mehrere gleiche
Theile zu theilen.

Man ziehe von unter einem beliebigen Winkel einen Strahl 0,
trage ans ihm eine beliebige Strecke so viclmal ans, als gleiche Theile verlangt
werden, verbinde den Endpunkt 0 mit 8 durch die Strecke 0 8 und ziehe zu
dieser auch durch die übrigen Punkte die Parallelen LI <2, Li Ick, 08, 8 D;
dadurch wird die gegebene Strecke in die verlangte Anzahl gleicher Theile
getheilt (Z. 59, 3).

ß. 99. 1. Den Mittelpunkt eines Kreises zu finden.
Mittels der Symmetraleu zweier nicht paralleler Sehnen nach Z. 76.
2. Einen Kreisbogen zu halbieren.
Die Symmetrale der zum Bogen gehörigen Sehne halbiert auch den

Centriwinkel, folglich nach §.78, 1 den Bogen selbst.
3. Durch einen gegebenen Punkt auf der Peripherie eines

Kreises an diesen eine Tangente zu ziehen (Z. 80, 1).
4. Durch einen gegebenen Punkt außerhalb eines Kreises

an diesen Tangenten zu ziehen.
Ist 0 (Fig. 43) der gegebene Punkt und 0 der Mittelpunkt des Kreises,

so ziehe man die Strecke 0 O, beschreibe über dieser als Durchmesser einen
Kreis, welcher den gegebenen in den Punkten und 8 schneidet; die Geraden
0^. und 0 8 sind die gesuchten Tangenten.

5. Über einer Strecke als Sehne einen Kreisbogen zu
beschreiben, in welchem jeder Peripheriewinkel über dieser
Seb ne einem aegebencn Winkel gleich ist.

Fig- 84.
^7
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Es sei 8/10 (Fig. 55) der gegebene Winkel und /18
die gegebene Strecke. Man errichte auf 8 die Symmetrale
80, ziehe auch /10 4,/10, und beschreibe um den Schnitt¬
punkt O der Geraden 8 0 und ^.0 als Mittelpunkt mit
dem Halbmesser 710 — DO einen Kreis. Dann ist (Z. 84)
/1M 8 der Kreisbogen, in welchem der gegebene Winkel

8/10, und /18 8 der Kreisbogen, in welchem sein Nebenwinkel 8^.0 als
Peripheriewinkel über der Sehne /18 liegt.

2. Methode der geometrischen Grtcr.
tz. 100. Eine Linie oder Fläche von solcher Beschaffenheit, dass alle in

ihr liegenden Punkte, aber auch nur diese, einer gewissen gegebenen Bedingung
geuügeleisten, heißt der geometrische Ort dieser Punkte.

So liegen z. B. alle Punkte einer Ebene, welche von einem gegebenen
Punkte denselben gegebenen Abstand haben, in der Kreislinie, welche um jenen
Punkt mit dem gegebenen Abstande als Halbmesser beschrieben wird, und gibt
cs außerdem keinen andern Punkt der Ebene, der dieselbe Bedingung erfüllt.
Man drückt dies durch folgenden Satz aus:

1. a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von einem
gegebenen Punkte einen gegebenen Abstand a haben, ist der um diesen Punkt
mit dem Halbmesser a beschriebene Kreis.

Dieser geometrische Ort enthält die Lösungen der unbestimmten Auf¬
gabe: Einen Punkt zu bestimmen, welcher von einem gegebenen Punkte einen
gegebenen Abstand hat.

Ein anderer Ausdruck für denselben geometrischen Ort ist:
1. l>) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche durch

einen gegebenen Punkt gehen und einen gegebenen Halbmesser a haben, ist der
um diesen Punkt mit dem Halbmesser a beschriebene Kreis.

Ebenso ergeben sich aus bekannten geometrischen Lehrsätzen folgende
geometrische Örter:

2. a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von zwei gegebenen
Punkten gleiche Abstände haben, ist die Symmetrale ihrer Verbindnngsstrccke
(8. 46, 1).

2. l>) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche durch
zwei gegebene Punkte gehen, ist di« Symmetrale ihrer Verbindungsstrecke.

3. a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von den Schenkeln
eines Winkels gleiche Abstände haben, ist die Symmetrale dieses Winkels
(8- 46, 2).

3. 5) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei
nichtparallele Gerade berühren, ist die Symmetrale des von den Geraden in
ihrem Schnittpunkte gebildeten Winkels (Z. 8 t).

Fig. ss.
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4. a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von einer gegebenen
Geraden auf einer bestimmten Seite derselben einen gegebenen Abstand a
haben, ist die zu der Geraden auf derselben Seite in dem Abstande a gezogene
Parallele (Z. 54, l>).

4. b) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche einen
gegebenen Halbmesser u haben und eine gegebene Gerade auf einer bestimmten
Seite derselben berühren, ist die zn der Geraden auf derselben Seite in dem
Abstande a gezogene Parallele (Z. 80).

5. Der geometrische Ort der Scheitel aller rechtwinkligen Dreiecke, welche
eine gegebene Hypotenuse haben, ist der über dieser als Durchmesser beschriebene
Kreis (Z. 83).

6. Der geometrische Ort der Scheitel aller Dreiecke, in welchen einer
gegebenen Seite ein gegebener Winkel gegenüberliegt, ist der über der Seite
als Sehne beschriebene Kreisbogen, welcher den gegebenen Winkel als Peripherie¬
winkel fasst (Z. 84).

Wie man einen solchen Kreisbogen construicrt, wurde im Z. 99, Aufgabe 5,
angegeben.

7. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche eine
gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte derselben berühren, ist die in
diesem Punkte zu der Geraden errichtete Normale (Z. 80).

8. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche einen
gegebenen Kreis in einem gegebenen Punkte desselben berühren, ist die durch
diesen Punkt und den Mittelpunkt des gegebenen Kreises gehende Gerade
(s- 94).

9. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche einen
gegebenen Halbmesser haben und einen gegebenen Kreis berühren, ist ein mit
diesem concentrischer Kreis, dessen Halbmesser gleich ist der Summe oder der
Differenz der beiden gegebenen Halbmesser, je nachdem die Berührung von
außen oder von innen stattfindet (Z. 93, 2 und 4).

Z. 101. Ist für einen Punkt ein einziger geometrischer Ort gegeben, so
ist dadurch die Lage des Punktes nicht bestimmt, da es unzählig viele Punkte
gibt, welche in diesem geometrischen Orte liegen. Sind dagegen für einen
Punkt zwei geometrische Örter bekannt, so gibt es nur einen, oder eine
bestimmte Anzahl von Punkten, welche in beiden geometrischen Örtern liegen.

Die Methode der geometrischen Örter besteht nun darin, dass
man bei Aufgaben, deren Lösnng von der Bestimmung eines Punktes ab¬
hängt, aus den gegebenen Bedingungen zwei Linien (Gerade oder Kreise) als
geometrische Örter des Punktes findet, indem man zu diesem Zwecke zunächst
nur die eine Bedingung, welche der Punkt erfüllen soll, beachtet und von der
andern ganz absieht, hierauf ebenso nur die zweite Bedingung ins Ange fasst
und die erste unbeachtet lässt. Die gemeinsamen Punkte der so gefundenen
zwei geometrischen Örter sind dann die gesuchten Punkte.
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Folgende Aufgaben mögen als Beispiele dienen.
1. Einen Punkt zu bestimmen, der von einer gegebenen

Geraden ^X8 (Fig. 56) und von einem gegebenen Punkte 0 außer¬
halb der Geraden denselben gegebenen Abstand a hat.

Fig 56. Analysis. Es sei N der verlangte Punkt. Da N
von 7X8 den Abstand a haben soll, so ist der g. Ort

X X für LI die zn ^.8 im Abstande ON — a gezogene Pa-
f rallele N N' (g. O. 4. a); da ferner N von 0 den Ab-

stand a haben soll, so ist die nm O mit OLl — a be-
X. schriebene Kreislinie ein zweiter g. Ort für ül (g. O. 1. a);

also liegt N im Durchschnitte der beiden Örter.
H F Constrnction. Man ziehe zu 7X8 in dem Ab¬
staude ON n oie Parallele LIN' und beschreibe aus 0 mit dem Halb¬
messer a ciueu Kreis, welcher die gezogene Parallele in dem Punkte N (L8)
schneidet; dieser Punkt ist der gesuchte Punkt.

Beweis. Derselbe folgt unmittelbar ans der Construction.
Determination. Die Aufgabe hat zwei Auflösungen oder nur eine

oder gar keine, je nachdem der um 0 beschriebene Kreis die Parallele lNLk
schneidet oder berührt oder gar nicht trifft. Zieht man 0k 4. NLIH so treten
diese drei Fälle ein, je nachdem a>08 oder a — 08 oder a<0? ist.

2. Ein Dreieck zn konstruieren, wenn eine Seite o, der ihr
gegenüberliegende Winkel / und die Höhe lr ans diese Seite
gegeben sind.

Fiy. 57. Analysis. Es sei 7X8 0 (Fig. 57) das gesuchte
, Dreieck, in welchem 7X8 — 0, 7X 0 8 — / und 00 — lr

ist. Durch die Seite 7X8 sind die Eckpunkte ^X und 8
/ / X/ sX gegeben; somit ist nur noch der Eckpunkt 0 zu bestimmen.
/ / / 's s Da 7X08 — / sein soll, so ist der g. Ort für 0 ein
! / xX / "bcr 7X8 als Sehne beschriebener Kreisbogen, der den
x/X_X/ Winkel / als Peripheriewinkel fasst (g. O. 6); da ferner
xS pw Höhe des Dreieckes, d. i. der Abstand des Scheitels

von der Grundlinie — sein soll, so ist ein zweiter Ort
für 0 die in dem Abstande d zu 7X8 parallel gezogene Gerade (g. O. 4. a);
0 ist also durch den Durchschnitt dieser Örter gegeben.

Construction. An 7X8 — '5 lege man in 7X einen Winkel 87X8 —
ziehe 7X0 _1_ 7X8 und zu 7X8 die Symmctrale 80, welche die Normale 7X 0
in 0 trifft. Beschreibt inan nun ans 0 mit 0 7X als Halbmesser einen Kreis¬
bogen und zieht in dem Abstande 00 — ll zu 7X8 die Parallele 00h welche
deu Kreisbogen in 0 schneidet, so ist 7X80 das verlangte Dreieck.

Beweis. In dem Dreiecke 7X80 ist nach der Constrnction 7X8 — 0
der Winkel 7X08 — / (Z. 84) und die Höhe 00 — Ir.

Moc nik, Geometrie für die oberen Classen. 4
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Determination. Man erhält zwei Dreiecke II0 und^.80', welche
jedoch cvngruent sind, oder nur ein Dreieck oder gar keines, je nachdem
le < 6- oder la — 10 oder ll 1' O ist.

3. Einen Kreis zu beschreiben, welcher eine gegebene Gerade
in einem gegebenen Punkte und einen gegebenen Kreis mit dem

Analysis. Ist (Fig. 58) die gegebene
Gerade, 0 der gegebene Punkt in derselben, O
der Mittelpunkt des gegebenen nnd LI der Mittel¬
punkt des gesuchten Kreises, so ist die zu ^.8
Normale O KI eiu g. O. für LI (g. O. 7).
Zur Auffindung des zweiten g. O. führt die
Überlegung, dass der Kreis, welcher mit dem ge¬
suchten conceutrisch ist und durch 0 geht, eine
Gerade berührt, die mit im Abstande k —

01) (01)') parallel ist, je nachdem der gegebene Kreis von innen oder außen
berührt wird, dass dann 01) (01)') Sehnen dieser concentrischen Kreise sind
nnd die Mittelpunkte dieser Kreise in der Symmetrale dieser Sehnen liegen
müssen.

Constrnction: Man errichtet in 0 die Normale Olli, trägt darauf
01) (ÖD') — R auf und errichtet im Mittelpunkte der Sehne 01) (ÖD')
die Normale 8 LI (L'LI'), so ist LI (LI') der Mittelpunkt des gesuchten Kreises
und sein Radins ist LIO (LI'O). Der Beweis ergibt sich aus der Constrnction

Determination. Man erhält zwei Kreise, wenn die gegebene Gerade
außerhalb des gegebenen Kreises liegt oder eine Secante des Kreises ist, einen
Kreis aber, wenn sie eine Tangente ist.

Radius R berührt.

Fig. 68.

3. Methode der Hilfsschulen.
ß. 102. Bei der Methode der Hilfsfiguren nimmt man zum

Zwecke der Analysis eine vorläufige Figur von der durch die Aufgabe ver¬
langten Art an und untersucht unter Anwendung von geometrischen Lehrsätzen
den Zusammenhang zwischen den gegebenen und den gesuchten Stücken, indem
man diejenigen gegebenen Bestimmungsstücke, welche in der angenommenen Figur
nicht unmittelbar Vorkommen, durch entsprechende Hilfslinien mit derselben in
Berbindung bringt und dadurch eine construierbare Hilfsfigur ermittelt, aus
welcher sich die in der Aufgabe verlangte Figur herleiten lässt.

Als Beispiele sollen folgende Aufgaben durchgeführt werden:

I. Ein Dreieck zu constr vieren, wenn eine Seite a, der an¬
liegende Winkel «nnd die Summe s der beiden anderen Seiten
gegeben sind.
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Fig. 59. Analysis. Man nehme vorläufig irgend ein
1? Dreieck 8^.0 (Fig. 59) als das verlangte an, so

dass -18 — o, 8-10 --- a und 80 -s- -10 s
0/^ / sei. Da zier Auflösung alle gegebenen Stücke zu be-

'v X niitzen sind, so muss die Strecke s, welche in der
X Figur selbst nicht unmittelbar vorkommt, in geeigneter

)l^-Weise niit ihr in Verbindung gebracht werden. Ver¬
längert man zu diesem Zwecke -V 0 nm die der Seite 8 0 gleiche Strecke
01) und zieht 81), so erhält man das Hilfsdreieck 8-18, in welchem
die Seiten 0 8 o nnd -18 — s, sowie der Winkel 8-18 — « bekannt
sind, und welches daher constrniert werden kann. Von diesem Dreiecke aber
gelangt man zn dem gesuchten Dreiecke 8-10, indem man zu 8 8 die Sym-
metrale zieht, welche, da das /X088 gleichschenklig ist, die)18 im Punkte
0 trifft.

Construction. Man ziehe -18 — o, lege in -1 den Winkel 8-11)
— « an, mache den Schenkel )11) — s und ziehe 8 8. Constrniert mail nun
zu 8 8 die Symmetrale, welche die Seite -18 in 0 schneidet, so ist -180
das gesuchte Dreieck.

Der Beweis folgt unmittelbar ans der Construction.

Determination. Die Aufgabe ist nur lösbar, wenn « < 180° und
e < s ist.

2. Ein Dreieck zu konstruieren, von welchem der Umfang
und zwei Winkel gegeben sind.

Fig-60. Analysis. Es sei-180 (Fig. 60)
<7 das verlangte Dreieck, welches den ge-

/ V gebenen Umfang X8 -j- -10 -f- 80 — u
/ gegebenen Winkel 8-10 — « und

X,/ -180 — /S hat. Stellt man n so dar, dass
8 ^4 S L? mau )18 nach beiden Seiten verlängert
und -18 — -10, 88 — 80 macht, und zieht 80 und 88, so entsteht das
Hilfsdreieck 8 8 0, welches sich construieren lässt, da in demselben I) 8 u,

8 8 0 — und 880 — (ß. 33, 6) gegeben sind. Dadurch ist auch der

Eckpunkt 0 des gesuchten Dreieckes bestimmt. Die beiden anderen Eckpunkte -1
und 8 sind die Scheitel zweier gleichschenkliger Dreiecke über den Grundlinien
0 8 und 08 und liegen in der Strecke 8 8; sie sind also die Schnittpunkte
der zu 08 und 08 errichteten Symmetralen (Z. 47, 1) und der 8 8.

Construction. Man mache die Strecke 88 — u, trage in 8 und 8
die Winkel 888 — « nnd 886l — /? auf, halbiere diese Winkel und ver¬
längere die Halbierungslinien bis znm Schnittpunkte 0. Constrniert man dann
zu den Strecken 0 8 und 0 8 die Symmetralen II-1 und .18, welche die
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0 8 in den Punkten nnd 8 schneiden, und zieht ^0 und 8 0, so ist /e80
das verlangte Dreieck.

Der Beweis liegt in der Analysis.
Determination. Es wird vorausgesetzt, dass a -s-,S < 180° ist; dann

ist stets, nnd zwar nur ein einziges der Aufgabe genügendes Dreieck möglich.
3. Ein Dreieck zu constrnieren, wenn eine Seite, die Diffe¬

renz der beiden anderen Seiten und der von diesen ein¬
geschlossene Winkel gegeben sind.

Fig. Analysis. Es sei ^80 (Fig. 61) das ver-
x langte Dreieck, von welchem 80 ----- a, ^.8 — ^.0
V ck und Winkel 8^0 — « gegeben ist. Trägt man

von 8 ein Stück 1) — 0 ab, so dass 81) — <1

-4" O I), so ist Winkel kl D 0 — II —
d. i. die Hälfte des Nebenwinkels von a. Das Hilfsdreieck 81)0, von welchem
die Seiten 80 — a, 8D — ck nnd der der größeren dieser Seiten gegen¬
überliegende Winkel 8D0 — 8 -s- s° bekannt sind, lässt sich also constrnieren.

Dadurch sind auch die Eckpunkte 8 nnd 0 des gesuchten Dreieckes bestimmt.
Der dritte Eckpunkt kl ergibt sich dann als Scheitel des gleichschenkligen Drei¬
eckes kl 00.

Construction. Man ziehe 80--^ck, mache den Winkel 808 — «,
halbiere dessen Nebenwinkel klDO durch DO uud beschreibe um 8 mit dem
Halbmesser u einen Kreisbogen, welcher DO in 0 schneidet; sodann ziehe man
80, construiere zu DO die Symmetrale, welche die verlängerte 81) in
trifft, und ziehe klO; kl 8 0 ist das gesuchte Dreicck.

Der Beweis ergibt sich aus der Analysis.
Determination. Die Aufgabe ist lösbar, wenn ck <l a und u -<

180° ist.

4. Übungsaufgaben.
8. Nach der Methode der geometrischen Orter.
tz. 103. 1. Einen Punkt zu bestimmen, der von zwei gegebenen Punkten

gleich weit entfernt ist und von einem dritten gegebenen Punkte einen gegebenen
Abstand hat.

2. In einer gegebenen Geraden einen Punkt zu bestimmen, welcher von
zwei außer ihr gegebenen Punkten gleich weit absteht.

3. In einer gegebenen Geraden einen Punkt so zu bestimmen, dass er
von einer zweiten gegebenen Geraden einen gegebenen Abstand hat.

4. Einen Punkt zu finden, welcher von zwei gegebenen parallelen nnd
einer dritten sie schneidenden Geraden gleich weit absteht.

5. In einer Seite eines gegebenen Dreieckes den Punkt zu bestimmen,
welcher von den beiden anderen Seiten gleich weit absteht.
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6. Zu einem gegebenen Vierecke den Punkt zu construieren, welcher von
zwei bestimmten Eckpunkten desselben, und ebenso von den beiden anderen Eck¬
punkten gleich weit absteht.

7. Zwischen die Schenkel eines gegebenen Winkels eine gegebene Strecke
so einzutragen, dass sie zu dem einen Schenkel normal ist.

ß. 104. 1. Über einer gegebenen Strecke als Hypotenuse ein rechtwink¬
liges Dreieck zu construieren, dessen Scheitel in einer zur Strecke parallelen
Geraden liegt.

2. Ein rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn gegeben sind: a) die
Hypotenuse und die Höhe ans dieselbe; l>) die Hypotenuse und ein spitzer Winkel;
o) die Abschnitte, in welche die Hypotenuse durch die Höhe zertheilt wird.

3. Ein gleichschenkliges Dreieck n) aus der Grundlinie und Höhe, b) aus
einem Schenkel und der zugehörigen Höhe zu construieren.

4. Ein Dreieck zu construieren, wenn gegeben sind: a) eine Seite, die
zugehörige Höhe und ein der Seite anliegender Winkel; k) eine Seite, der
ihr gegenüberliegende Winkel und die Höhe ans eine andere Seite; o) eine
Seite, die zugehörige Höhe und Schwerlinie; ä) zwei Seiten und die zu einer
gehörige Schwerlinie.

5.*) Ein Dreieck zu construieren, wenn gegeben sind: a) ein Winkel und
die Höhen auf die ihn einschlicßenden Seiten; b) zwei Seiten und die Höhe
auf eine derselben; o) zwei Seiten und die zur dritten Seite gehörige Höhe;
ä) eine Seite, die zu ihr und die zu einer zweiten Seite gehörige Höhe;
o) eine Seite und die Höhen auf die beiden anderen Seiten.

In den Aufgaben ä) und s), wo die Seite als festliegend angenommen wird, erhalt
man als geom. Örter für den Fußpunkt der Höhe auf eine andere Seite den Kreis, welcher
um den einen Endpunkt der gegebenen Seite mit der Höhe als Halbmesser beschrieben wird,
und die ans dem zweiten Endpunkte an diesen Kreis gezogene Tangente.

ß. 105. 1. Mit einem gegebenen Halbmesser einen Kreis zu beschreiben,
welcher a) durch zwei gegebene Punkte geht; l>) eine gegebene Gerade iu einem
gegebenen Punkte berührt; o) eine gegebene Gerade berührt und durch einen
außer ihr gegebenen Punkt geht; ck) zwei gegebene sich schneidende Gerade
berührt.

2. Mit einem gegebenen Halbmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher
a) einen gegebenen Kreis in einem gegebenen Punkte berührt; d) einen ge¬
gebenen Kreis berührt und durch einen außerhalb desselben gegebenen Punkt geht;
v) eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berührt; ü) zwei gegebene
Kreise berührt.

3. Einen Kreis zn beschreiben, welcher durch einen gegebenen Punkt geht
und a) eine gegebene Gerade, b) einen gegebenen Kreis in einem gegebenen
Punkte berührt.

*) In den früheren Auflagen hat diese Aufgabe Nummer 4.
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4. Einen Kreis zu konstruieren, welcher zwei gegebene sich schneidende
Gerade, und zwar die eine in einem gegebenen Punkte berührt.

5. Einen Kreis zu beschreiben, welcher durch einen gegebenen Punkt geht
und einen gegebenen Kreis in einem bestimmten Punkte berührt.

6. Einen Kreis zu beschreiben, welcher einen gegebenen Kreis in einem
gegebenen Punkte und eine gegebene Gerade berührt.

7. Einen Kreis zu beschreiben, welcher zwei gegebene Kreise, und zwar
den einen in einem gegebenen Punkte berührt.

Sind 0 und 0' die Mittelpunkte der gegebenen Kreise, der gegebene Berührungs¬
punkt des ersten und LI der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, so ist die gerade OL ein
gcom. Ort für N. Den andern geom. Ort erhtlt man durch eine ähnliche Überlegung wie
in Aufgabe 3 des Z. 101.

L. Nach der Methode der Hilfsfignrcn.

8- 106. Jedes Dreieck wird durch die Höhe in zwei rechtwinklige Drei¬
ecke getheilt, welche als Hilfsfiguren dienen können.

1. Ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse durch die Höhe in zwei
Abschnitte getheilt wird, zu konstruieren, wenn gegeben sind: a) eine Kathete
und die Höhe auf die Hypotenuse; l>) die Höhe und ein spitzer Winkel; o) eine
Kathete und der ihr anliegende Abschnitt der Hypotenuse; ä) die Höhe und
ein Abschnitt der Hypotenuse.

2. Ein gleichseitiges Dreieck aus der Höhe zu konstruieren.
3. Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren a) ans dem Schenkel und

der Höhe, l>) aus der Höhe und einem Winkel, o) aus der Basis und der
Höhe auf einen Schenkel.

4. Ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck aus der Höhe zu konstruieren.
5. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn gegeben sind: a) eine Seite, die

Höhe auf eine zweite Seite und der der letzteren Seite gegenüberliegende
Winkel; l>) eine Seite, die zugehörige Schwerlinie und ein der Seite an¬
liegender Winkel, o) die Höhe ans eine Seite und die dieser anliegenden Winkel;
ä) die Höhen auf zwei Seiten und der einer dieser Seiten gegenüberliegende
Winkel; s) die zu einer Seite gehörige Höhe und Schwerlinie, dann ein dieser
Seite anliegender Winkel.

Z. 107. Kommen unter den gegebenen Bestimmnngsstncken eines Drei¬
eckes die Summe oder die Differenz zweier Seiten (oder einer Seite und
der Höhe) vor, so erhält man durch entsprechende Verlängerung einer Seite
oder bezüglich durch Abtragen von derselben als Hilfsfigur ein Dreieck, in
welchem die gegebene Summe oder Differenz als Seite erscheint.

1. Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn gegeben sind: s.) die
Hypotenuse und die Summe (Differenz) der beiden Katheten; I>) eine Kathete
und die Snmme (Differenz) der Hypotenuse und der andern Kathete; v) ein
spitzer Winkel und die Summe (Differenz) der beiden Katheten; ck) die Snmme
(Differenz) aus der Hypotenuse und einer Kathete und ein spitzer Winkel;
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s) die Summe (Differenz) der beiden Katheten und die Differenz der ihnen
gegenüberliegenden Winkel; b) der Umfang und ein fpitzer Winkel.

2. Ein gleichseitiges Dreieck aus der Summe (Differenz) seiner Seite
und Höhe zu konstruieren.

3. Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn nebst der Summe
(Differenz) der Grundlinie nnd des Schenkels n) der Winkel an der Grund¬
linie, d) der Winkel am Scheitel gegeben ist; wenn nebst der Summe (Diffe¬
renz) des Schenkels und der Höhe o) die Grundlinie, ä) der Winkel an der
Grundlinie (am Scheitel) gegeben ist.

4. Ein Dreieck zn konstruieren, wenn gegeben sind: n) die Summe
(Differenz) zweier Seiten, die dritte Seite und der dieser gegenüberliegende
Winkel; U) die Summe (Differenz) zweier Seiten, die dritte Seite und ein
dieser anliegender Winkel; o) die Summe (Differenz) zweier Seiten und zwei
Winkel.

Z. 108. Die Aufgaben über die Construction der Parallelogramme
oder Vierecke überhaupt lassen sich im allgemeinen mit Hilfe der Construction
eines der Dreiecke lösen, in welche das Parallelogramm (Viereck) durch eine
einzelne Diagonale oder durch die beiden Diagonalen zugleich getheilt wird.

1. Ein Quadrat a) aus der Seite, b>) aus der Diagonale, o) aus der
Summe (Differenz) der Diagonale und der Seite zu konstruieren.

2. Ein Rechteck zu konstruieren, wenn gegeben sind: n) zwei anstoßende
Seiten; l>) eine Seite nnd die Diagonale; o) eine Seite und der ihr gegen¬
überliegende Winkel der beiden Diagonalen; ä) die Diagonale nnd der Winkel
der Diagonalen; s) die Summe (Differenz) zweier Seiten nnd die Diagonale;
1) die Summe (Differenz) zweier Seiten und ein Winkel; §) eine Seite und
die Summe (Differenz) der Diagonale und der andern Seite.

3. Einen Rhombus zu construiereu, wenn gegeben sind: a) die Seite und
ein Winkel; lr) die Seite und die Höhe; a) die Seite und eine Diagonale;
4) die zwei Diagonalen; o) die Seite nnd die Summe (Differenz) der Dia¬
gonalen; 5) die Summe (Differenz) der Seite und der Höhe und ein Winkel.

4. Ein Rhomboid zu konstruieren, wenn gegeben sind n) zwei Seiten
und der eingeschlossene Winkel; d) zwei Seiten und eine Diagonale; o) eine
Seite nnd die beiden Diagonalen; 4) die Diagonalen nnd der von ihnen ein¬
geschlossene Winkel; e) zwei Seiten und die Höhe auf eine derselben; k) die
Summe (Differenz) zweier Seiten, ein Winkel und eine Diagonale; A) die
Summe (Differenz) der Diagonalen, eine Seite und der von den beiden Dia¬
gonalen eingcschlossene Winkel.

5. Ein Deltoid zn konstruieren, wenn gegeben sind: a) zwei ungleiche
Seiten und eine Diagonale; ll) die beiden Diagonalen und eine Seite.

Z. 100. Ein Trapez ist durch jedes der Dreiecke, welche durch eine
Diagonale abgeschnitten werden, nebst einem davon unabhängigen Stücke des



56

andern dieser Dreiecke, ein gleichschenkliges Trapez schon durch eines dieser
Dreiecke bestimmt.

Sind die beiden Parallelseiten gegeben, so zieht man durch einen Eck¬
punkt eine Parallele zu einer der nichtparallelen Seiten und erhält dadurch
als Hilssfignr ein Dreieck, dessen eine Seile der Differenz der Parallelseiten
gleich ist.

1. Ein gleichschenkliges Trapez zu konstruieren, wenn gegeben sind:
a) eine Parallelseite, die nichtparallele Seite und die Diagonale; k) eine
Parallelseite, die nichtparallele Seite und die Höhe v) die zwei Parallelseiten
und die Höhe; ä) die zwei Parallelseiten und die nichtparallele Seite; s) die
nichtparallele Seite, die Diagonale und die Höhe; k) eine Parallelseitc, ein
Winkel und die Höhe; §) die Summe (Differenz) einer parallelen und der
nichtparallelen Seite, die Diagonale und ein Winkel.

2. Ein Trapez zu konstruieren, wenn gegeben sind: a) alle vier Seiten;
d) drei Seiten und die Höhe; o) drei Seiten und ein Winkel; ä) eine
Parallelseite, die ihr anliegenden Winkel und eine Diagonale; s) die Parallel¬
seiten, eine nichtparallele Seite und eine Diagonale; l) die beiden nichtpa¬
rallelen Seiten, eine Diagonale und die Höhe; §) die Summe (Differenz) einer
parallelen und einer nichtparallelen Seite, die beiden anderen Seiten und die
dem Winkel, welchen diese einschließeu, gegenüberliegende Diagonale; Ii) die
Summe (Differenz) einer parallelen und einer nichlparallelen Seite, die der
Parallelseite anliegenden Winkel und die Höhe.

6. Aufgabe» ohne Beziehung auf eine bestimmte Methode.
Z. 110. 1. Einen rechten Winkel in drei gleiche Theile zu theilen.
Man coustruiere (Fig. 54) das gleichseitige L6O und halbiere den Winkel 6tvl)

2. In einer gegebenen Geraden einen Punkt so zu bestimmen, dass die
Strecken, welche von ihm nach zwei gegebenen Punkten außerhalb der Geraden
gezogen werden, mit dieser gleiche Winkel bilden.

Fällt man von dem einen Punkte auf die Gerade die Normale, verlängert diese um
sich selbst über den Fußpunkt hinaus und verbindet den Endpunkt mit dem zweiten gegebenen
Punkte, so schneidet diese Verbindungsstrecke die Gerade in dem gesuchten Punkte.

3. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade so zu ziehen, dass sie mit
einer gegebenen Geraden einen gegebenen Winkel bildet.

Man trage den gegebenen Winkel an die gegebene Gerade auf und ziehe zu dem
zweiten Schenkel durch den gegebenen Punkt eine Parallele.

4. Durch einen gegebenen Punkt zwischen den Schenkeln eines Winkels
eine Gerade so zu ziehen, dass das von den Schenkeln begrenzte Stück der¬
selben in dem gegebenen Punkte halbiert wird.

Man ziehe durch den Punkt ? eine Parallele zu dem einen Schenkel L6, welche
von dem andern Schenkel eine Strecke ^1) abschneidet, verlängere diese letztere um sich
selbst s^I) — und ziehe durch den Endpunkt bl und den gegebenen Punkt k eine
Gerade. (8. 59, 3.)
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5. Durch einen zwischen den Schenkeln eines Winkels gegebenen Punkt
eine Gerade so zu ziehen, dass sie von den Schenkeln gleiche Stücke abschncidct.

Man ziehe durch den gegebenen Punkt eine Normale zur Winkelsymmetrale.

6. Zwischen die Schenkel eines gegebenen Winkels eine Gerade von
gegebener Länge so zu legen, dass sie von den Schenkeln gleiche Stücke
abschneidet.

7. In einem gegebenen Kreis eine Sehne von gegebener Länge so zu
legen, dass sie einer gegebenen Geraden parallel wird.

8. Auf einer gegebenen Geraden einen Punkt so zu bestimmen, dass
die von ihm nach einem gegebenen Kreise gezogene Tangente eine gegebene
Länge habe.

Mau ziehe au den Kreis eine beliebige Tangente von der gegebenen Länge nnd
beschreibe durch ihren Endpunkt einen mit dem gegebenen concentrischen Kreis; der Schnitt¬
punkt dieses Kreises niit der gegebenen Geraden ist der gesuchte Punkt.

K. 111. 1. Ein Vieleck zu construiercn, das mit einem gegebenen Vielecke
congruent ist.

2. Ein n-Eck ans den in Z. 67 angegebenen Bestimmungsstückcn zu
construiercn.

3. Ein regelmäßiges n-Eck zu construieren, wenn eine Seite desselben
gegeben ist.

4. Die Peripherie eines Kreises a) in 2, 4, 8,..., l>) in 3, 6, l2...
gleiche Theile zu theilcu.

5. In einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, von welchem
gegeben sind: a) zwei Seiten; l>) eine Seite nnd ein ihr anliegender Winkel;
v) zwei Winkel; cl) eine Seite und die zugehörige Hohe; s) eine Seite und
die zugehörige Schwerlinie; 1) eine Seite und die Höhe auf eine andere Seite.

Bei o) konstruiere man zuerst 2 « als Centriwiukcl, so hat man die Sehne und
sonach die Aufgabe t>.

6. Um einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, von welchem
gegeben sind: a) zwei Winkel; U) eine Seite und ein ihr anliegender Winkel;
c) eine Seite und die Höhe auf eine andere Seite.

Hier kommt Z. 81, v) in Anwendung.

7. Ein Sehnenviereck zn construieren aus dem Halbmesser des um-
gcschriebeuen Kreises und a.) drei Seiten, l>) zwei gegenüberliegenden Seiten
nebst einem Winkel, o) einer Seite mit den zwei anliegenden Winkeln.

8. Ein Tangentcnviercck zu construieren aus dem Halbmesser des ein¬
geschriebenen Kreises nnd a) zwei anstoßenden Seiten mit dem eingeschlossencn
Winkel, l>) einer Seite mit den Winkeln, welche einer anstoßenden Seite
anliegen.
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Dritter Abschnitt.
Proportionalität der Strecken und Ähnlichkeit der ebenen

Gebilde.

I. Geometrische Verhältnisse und I'roportione».
Z. 112. Eine Raumgröße heißt ein Maß einer andern gleichartigen Raum-

größe, wenn die zweite ans gleichen Theilen besteht, deren jeder der ersten
Raumgröße gleich ist. Ist z. B. — aLI, wo a irgend eine ganze Zahl
bedeutet, so ist LI ein Maß von Ist LI sowohl ein Maß von als von
L, so heißt es ein gemeinsames Maß von und II.

Um ein gemeinsames Maß zweier Raumgrößen zu finden,
nehme man von der größeren die kleinere L so oft weg, als es möglich
ist; hierauf in gleicher Weise den Nest 6 von der kleineren Größe 8 so oft,
als es angeht; dann den neuen Rest I) von dem vorigen Neste 0, u. s. f.
Kommt man bei diesem Verfahren einmal auf einen Rest L, welcher ein Maß
des nächst vorhergehenden ist, so ist L ein gemeinsames, und zwar, wie aus
der Arithmetik bekannt ist, das größte gemeinsame Maß von und L.

Wir wollen dieses Verfahren an zwei Strecken ^.L und DD (Fig. 62)
veranschaulichen.

Fig. 62. Man trägt die kleinere Strecke o I) auf die
l L' größere LL so oft auf, als es angeht, hier

2mal; den Rest DL trägt man ans die kleinere
- Strecke DD (2mal) auf, den Rest DD auf den

vorigen Nest DL (l mal), den neuen Rest DL wieder ans den früheren
DD, in welchem er genau 2mal enthalten sei. Man hat dann

DD ---- 2DL
D L — D D -Z D R 3 D L,
DD 2 DL Z- DD 8 DL,
^.L --- 2 DD -j- DL --- 19 DL

Es haben demnach ^.L und DD das größte gemeinsame Maß DL,
und zwar ist dieses in ^.L 19mal, in DD 8mal enthalten.

Z. 113. Kommt man bei dem im §. 112 angeführten Verfahren, soweit
auch das wiederholte Wegnehmcn der Neste fortgesetzt wird, auf keinen Rest
— 0, so haben die beiden gegebenen Größen kein gemeinsames Maß.

Zwei Größen, welche ein gemeinsames Maß haben, heißen kommen¬
surabel; zwei Größen, welche kein gemeinsames Maß haben, in co in men¬
surabel.

Ein Beispiel zweier inkommensurabler Größen bieten die Hypotenuse
und die Kathete eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieckes.
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Z. 114. Unter dem Verhältnis 8 zweier gleichartiger Nanmgrößeu
versteht man den Quotienten ihrer Maßzahlen, d. i. der unbenannten Zahlen,
durch welche die beiden Raumgrößen in Beziehung auf dasselbe Maß aus¬
gedrückt sind. So ist in Fig. 62

L.8 : Ov 19 6 8 : 8 68 ---- 19 : 8.

Ethrsähk. 1. Das Verhältnis zweier commensurabler Großen
ist entweder eine ganze Zahl oder ein Bruch, somit rational
(Arithmetik, Z. 118, 1).

2. Das Verhältnis zweier incommensnrabler Größen kann
a) w e d e r e i n e g a n z e n och eine g e br o ch e n e Z a hl sein, es lässt sich
jedoch l>) als Grenzwert eines veränderlichen Bruches mit jedem
beliebigen Grade der Genauigkeit a n näher ungs weise bestimmen;
das Verhältnis ist somit irrational (Arithmetik, Z. 118, 2).

3. Zwei irrationale Verhältnisse, welche Grenzwerte des¬
selben veränderlichen Bruches sind, sind gleich. (Arithmetik, Z. 114.)

8- 115. Die Gleichstellung zweier gleicher Verhältnisse heißt eine Pro¬
portion. Eine Proportion, in welcher die beiden inneren Glieder gleich sind,
heißt eine stetige Proportion, z. B. : 8 --- 8:0; das mittlere Glied
wird die mittlere Proportionale (das geometrische Mittel) zwischen
den beiden äußeren Gliedern, und das vierte Glied die dritte stetige Pro¬
portionale zu dem ersten und dem mittleren Glieds genannt.

Sind zwei Arten von Größen so von einander abhängig, dass, wenn -/4
und 8 zwei zusammengehörige Werte derselben sind, für ein beliebiges m zu
mL auch na 8 gehört, dass sich also zwei Größen der einen Art wie die
zugehörigen Größen der andern Art verhalten, so sagt man: die beiden Arten
von Größen sind gerade proportioniert, auch bloß proportioniert;

gehört dagegen zu ua^. der Wert so dass sich zwei Größen der einen Art

umgekehrt wie die zugehörigen Größen der andern Art verhalten, so sagt man:
die beiden Arten von Größen sind verkehrt proportioniert.

Lchrsnh. Sind zweiArten von Größen für je zwei com men¬
surable Werte der einen Art gerade oder verkehrt propor¬
tioniert, so sind s i e e s a uch fü r j e zw e i i n c o m m e n s n r a b l e W e rte
derselben (Arithmetik, Z. 122).

II. Wroportionakität der Strecken.
116. Mehrere durch einen Punkt gehende Gerade bilden einen Strahlen¬

büsch e l; der gemeinsame Punkt heißt sein Scheitel. Liegen die Geraden in
einer Ebene, so heißt der Strahlenbüschel ein ebener. Jede Gerade, welche
die Strahlen eines ebenen Strahlenbüschels schneidet, heißt eine Trans¬
versale desselben (ß. 21).
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Lehrsatz. Zwei Strahlen werden von je zwei parallelen
Transversalen proportioniert geschnitten.

Vorauss. Es sei 8 8 8 (Fig. 63).

' Behaupt. 08 .-8^.-- 08 : 88,
/ OL.-I)^-^ 08:88,

0^.-08^ 08:08.

/—s Beweis. Es seien die Strecken 0 8 und 8commeu-
A/-surabcl, ON ein gemeinsames Maß derselben, und zwar
/ — s 0 8 — m . 0 LI, 8 — ii . 0 LI; dann ist 0 8 : 8 iL —

4/ m : ii. Theilt man nun die 08 in m und die 8 in n
gleiche Theile und zieht durch jeden Theilungspunkt eine

Parallele zu iL8, so wird dadurch (Z. 59, 3) auch 0 8 in m und 8 8 in n
gleiche Theile gethcilt; es ist also 08:88 — m: n, sonach 08:8^ —
0 8-88.

Aus dieser Proportion ergibt sich auch die Richtigkeit der zweiten und
dritten der oben ausgestellten Proportionen. Man hat

(08 -P 8^) : 8^. (08 -j- 88) : 88 oder 0^. : 8/r -- 08.-88,
(08-s-8/y : 08 -- (08 -j- 88): 08 oder 0^.:08 08:08.

Diese Proportionen sind nach Z. 115 auch daun giltig, wenn die Strecken
08 und 8^. inkommensurabel sind.

Ans gleiche Weise kann auch die Erweiterung des obigeil Lehrsatzes sür
den Fall, dass die eine der parallelen Transversalen die Ergänzungen der beiden
Strahlen schneidet, bewiesen werden.

Folgesatz. Zieht man in einem Dreiecke zu einer Seite eine Parallele,
so werden durch dieselbe die beiden anderen Seiten proportioniert geschnitten.

Z. 117. Lehrsatz. Werden zwei Strahlen von zwei Trans¬
versalen proportioniert geschnitten, so sind die beiden Trans¬
versalen parallel (Umkehrung des Lehrsatzes in K. 116).

Fm 04. Beweis. Es sei (Fig. 61) 0^.: 08 --- 08 : 08.
6s Schnitte die durch 8 parallel mit ^.8 gezogene Gerade die
/X 08 im Punkte 8, so wäre (nach K. 116) 0^:08 —

-V 08:08. Dann aber muss mir Rücksicht ans die Bor-
/^X^f aussetzung 08 — 08, d. h. der Punkt 8 mit 8 identisch

Xs sein. Folglich ist die 8 8 s^8.

Folgesatz. Werden zwei Seiten eines Dreieckes von einer Transversale
proportioniert geschnitten, so ist diese zur dritten Seite parallel.

Z. 118. Lehrsatz. Werden zwei Strahlen von zwei parallelen
Transversalen geschnitten, so sind die Abschnitte der beiden
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Fig 65. Transversalen den Abschnitten eines jeden
Strahles proportioniert (Fig. 65).

Beweis. Ist llI2, so ist Oll: 01) — 011: 012
(Z. 116). Zieht man 121?ß0ll und betrachtet I) als
Scheitel, mithin 121? und Oil als Transversalen, so ist
auch llI2 : /01? --- 012 : 012, oder weil lll? — 1)12 ist,
ll 12 : 1) 12 — 012 : 012. Alan hat daher

llI2: 1)12 -- 0^. : 01) -- 012 012.

Z. 119. Echrjah. Wird ein ebener Strahlenbüschel von zwei
oder mehreren parallelen Transversalen geschnitten, so sind
n) je zwei Abschnitte des einen Strahles den entsprechenden
Abschnitten jedes anderen Strahles, und l>) je zwei Abschnitte
einer Transversale den entsprechenden Abschnitten jeder anderen
Transversale proportioniert (Fig. 66).

Fig. 66. Noranss. llll^ll'12'll"I2"...
Behaupt, n) Oll: Oll': Oll"...

--- 01) : 01)' : 01)"...
- 012 : 012' : 012".. .

b) lll) :ll'I)':ll"1)"...
-- 1)12:1)'L':I)"12"...

Beweis folgt ans ZK. 116 und 118.

K. 120. 1. Die Symmetrale eines Dreiecks Winkels theilt
die Gegenseite in zwei Abschnitte, welche den ihnen anliegen¬
den Seiten des Dreieckes proportioniert sind.

Borauss. Es sei im Dreiecke ll120 (Fig. 67) der Winkel 0 durch
die Gerade 01) halbiert, so dass in — n wird.

Fig. 67. Behaupt, llv: 121) llO: 120.
Beweis. Man verlängere 12 0 und ziehe

dnrch ll zn I) 0 eine Parallele, welche die Ver¬
längerung der 12 0 in 12 schneidet. Es ist nun
in — g, n — x, und wegen in — n auch st — x,
folglich 12 0 — ll 0. In dem Dreiecke ll 1212 ist
01) 12ll, daher findet die Proportion lll) : 121)

' — 120 : 12 0 statt, woraus daun lll) : I>1) — llO : 120 folgt.

2. Die Symmetrale eines Außenwinkels eines Dreieckes
theilt die verlängerte Gegenseite in c i n e m P n n kte, dessen A b-
stände von den Endpunkten jener Seite den beiden anderen
Dreiecksseiten proportioniert sind (Beweis analog wie zu 1).
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HI. Karmomsche Weilum; der Strecken.
121. Liegt von zwei Punkten 0 und v (Fig. 68) der eine auf der

Strecke ö, der andere auf der Verlängerung so, dass ihre Abstände von den
Endpunkten dieser Strecke gerade proportioniert sind, dass also die Proportion

Fig. 68. ^.0:80 --^v:8V
L stattfindet, so sagt man: die Strecke L8 ist durch

die Punkte 0 und v harmonisch getheilt.
/ / X, Aus ^.0:80 — v : 8 v folgt auch/ / X 08 : V8 -- 01c : VL..

-ck L' 2? Ä Ist daher die Strecke ^.8 durch die Punkte
0 und v harmonisch getheilt, so ist auch die Strecke O O durch die Punkte 8
und harmonisch getheilt.

Die Punkte X 0, 8, v heißen vier harmonische Punkte. Die
Punkte 0 und v nennt man in Bezug auf die Strecke 1c 8 einander con-
jugiert; ebenso sind 8 und in Bezug auf die Strecke OO einander conjugiert.

Vier Strahlen, welche von einem Punkte 8 ans durch vier harmonische
Punkte gehen, heißen harmonische Strahlen, und zwar nennt man je
zwei Strahlen, welche durch zwei conjugierte Punkte gehen, einander con¬
jugiert. Alle vier Strahlen zusammen bilden einen harmonischen
Strahlenbüsch,el.

ß. 122. Lehrsätze. 1. Zieht man zu einem Strahle eines har-
m o n i s ch e u Bü s ch e l s e i n e P ar a l
Strahl das zwischen den bei
Stück der Parallelen.

ele, so halbiert der conjugierte
en anderen Strahlen liegende

Beweis. Es seien (Fig. 69)
8X 80, 88, 8V die Strahlen
eines harmonischen Büschels, und
8 8 8 v. Zieht man durch 1 die
6 8 v, so ist mit Rücksicht auf
N- 116 uud 118.
18 : 88 --- 61: 68, und
18 : 88 --- III : 88.

Nun ist, da 8 8 und ^.v (nach Z. 119) von den vier Strahlen pro¬
portioniert geschnitten werden, und also auch 6, 1, II, 8 vier harmonische
Punkte sind,
61:111 — 610 : II8, oder 61: 68 — III: II8; folglich ist auch

18.-88 — 18:88, uud somit 18 — 18.
2. Ein harmonischer Strahlenbüschel wird von jeder

Transversale in vier harmonischen Punkten geschnitten.
Beweis. Es seien (Fig. 69) 8^., 80, 8II, 8V die Strahlen eines

harmonischen Büschels und 68 eine beliebige Transversale derselben. Zieht
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man durch .1 die Kl? s 81), so ist mit Rücksicht auf 8Z. 116 uud iK-i
Ock : 6L -- ckK - L8 und lick : IIL -- ckK : L8.

Run ist ck K ck K (nach 1.), folglich auch
Ock : OL 114 : HL, oder Ock : lick -- OL : IIL;

d. h. o, ck, II, L sind Vier harmonische Punkte.

8. 123. Lehrsatz. Die Symmetralen eines Dreieckswinkels
und seines Nebenwinkels theilen die Gegenseite des Dreieckes
harmonisch.

Beweis. Es sei in einem Dreiecke ^.68 (Fig. 69) W. ^.8 0 — 1186
und W. K8V K8I). Man hat
^0 : KO --- ^.8 : K8 nnd : KI) ^8 : K8 (Z. 120, 1. und 2.);
folglich auch 7V 0 : K 0 I) : L I).

Fic,. 70.

Aus dieser Voraussetzung folgt (Z. 117) unmittelbar
/V K ab, 7^0 ae, KO bo,..., somit (8. 118)
^K : ab 8L : 8b und KO : bo -- 8K : 8b,

daher auch K : ab — K 0 : b 6; u. s. w.
Dass ferner W. K 0 — a b o, W. K 0 — bao,

W. KOI) — bock,... ist, solgt ans 8- 26, 1.
Dieselben Beziehungen finden auch statt, wenn von

je zwei entsprechenden Schnittpunkten der eine auf einem
Strahle des Strahlenbüschels, der andere auf dessen Er¬
gänzung liegt, wie in den Gebilden ^.KOV.... und
a'b'o'äo ..; nur sind in diesem Falle je zwei entsprechende
Strecken im entgegengesetzten Sinne parallel.

Zusatz. Sind L, O, I),... Umfangspuukte eines
Kreises, so sind auch a, b, o, ck... Umfangspnnkle eines

Kreises. Denn ist 0 der Mittelpunkt des durch -V K, 0,... gehenden Kreises,
und o der Punkt, welcher auf dem Strahle 8 0 dem Punkte 0 entspricht, so
hat man 7).O:ao — KO:bo — 00 : oo — allein ^.0 —- KO --
0 0 — ..., somit auch ao — bo — oo—..., d. h. die Punkte a, b, o, ..
liegen in dem Umfange eines Kreises, dessen Mittelpunkt o ist.

IV. Aljnkichkeit der ebenen Gebilde.
8- 124. Llhrsätze. 1. Werden die Strahlen eines ebenen

Strahl en büschels (Fig. 70) vom Scheitel 8 aus in den Punkten
und a, K und b, 0 und o,... proportioniert geschnitten, so sind
in den Gebilden ^KOI)... und aboä... die entsprechenden
Strecken zwischen je zwei Schnittpunkten proportioniert und
die von diesen Strecken gebildeten Winkel paarweise gleich.

Beweis. Es sei 8^.: 8a --- 8L : 8b -- 80 :
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2. Umgekehrt: Zwei ebene Gebilde, in denen die entsprechenden
Strecken nach der Ordnung proportioniert und die entsprechenden
Winkel paarweise gleich sind, lassen sich immer auf einem Strahlcn-
büschel in eine solche Lage bringen, dass ihre entsprechenden
Punkte ans denselben Strahlen oder deren Ergänzungen liegen
und vom Scheitel proportionierte Ab stände haben (Fig. 70).

Beweis. Es sei 7^ L : a U — 7^. O : a o — L 6 : Uo — .., und
W. T^LO — aUo, LT^.0 — Uno, LOO — Uocl,..

Legt man die beiden Gebilde so gegeneinander, dass zwei in einem Punkte
sich schneidende Strecken des einen Gebildes den entsprechenden Strecken des
andern in demselben Sinne parallel sind, so müssen, da die Strecken nach der
Ordnung proportioniert nnd die Winkel paarweise gleich sind, auch je zwei
andere entsprechende Strecken in demselben Sinne parallel sein.

Liegen aber zwei Gebilde so gegeneinander, dass je zwei entsprechende
Strecken derselben parallel sind, so müssen sich die durch je zwei entsprechende
Punkte derselben gezogenen Geraden in einem gemeinsamen Punkte schneiden.
Es sei 8 der Punkt, in welchem sich 7^a und LU schneiden. Würde Oo
nicht durch 8 gehen, sondern die LU in 8' schneiden, so wäre (§. 118)
7^L: a.U — 8L : 8U und LO : Uo — 8'L : 8'U, daher wegen ^.L : nU —
L 0 : u 6 auch 8 L : 8 u 8'L : 8'U, woraus (8 L - 8 U) (8'L - 8'U)
8L : 8'L, oder LU : LU — 8 L : 8'L, mithin 8'L — 8L folgt. Der Punkt 8'
muss also mit 8 identisch sein, d. h. die Oe muss durch den Punkt 8 gehen.
Ebenso folgt, dass auch die Gerade O ä durch 8 gehen muss, dass somit 8 7^,
8 L, 86, 81),.. die Strahlen eines Strahlenbüschels sind.

Dann ergibt sich aus Z. 116
8^:8«,^ 8L.-8U — 80 : 8o — ..

Der Beweis bleibt sich gleich, wenn die beiden Gebilde so gelegt werden,
dass die entsprechenden Strecken im entgegengesetzten Sinne parallel sind.

K. 125. Zwei ebene Gebilde, welche sich ans einem Strahlenbüschel in
eine solche Lage bringen lassen, dass ihre entsprechenden Punkte auf denselben
Strahlen oder deren Ergänzungen liegen und vom Scheitel proportionierte
Abstände haben, heißen ähnlich (c>7>), nnd in dieser Lage zugleich per¬
spektivisch liegend.

Je zwei entsprechende Punkte heißen homologe Punkte, ebenso je
zwei entsprechende Strecken (Seiten, Diagonalen, Hohen, Halbmesser) homo¬
loge Strecken.

In zwei perspektivisch liegenden ähnlichen Gebilden sind zwei homologe
Strecken entweder in demselben, oder im entgegengesetzten Sinne parallel.

Der Punkt, in welchem sich in zwei perspektivisch liegenden ähnlichen
Gebilden die durch je zwei entsprechende Punkte gezogenen Geraden schneiden,
heißt der Ähnlichkeitspunkt der Gebilde, nnd zwar ein äußerer oder
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ein innerer, je nachdem die homologen Punktpaare auf derselben oder auf
entgegengesetzten Seiten dieses Punktes liegen.

Das coustante Verhältnis der Abstände zweier homologer Punkte vom
Ähulichkeitspunkte heißt Ähnlichkeitsexponeut oder Modulus der ähnlichen
Figuren. Ist der Modulus — 1, so sind die Gebilde congruent.

Folgesätze, n) In zwei ähnlichen Gebilden sind die homologen Strecken
proportioniert und die von ihnen gebildeten Winkel paarweise gleich.

b) Je zwei Kreise sind ähnlich und zugleich perspektivisch liegend.

Zusatz. Die hier begründete Erklärung ähnlicher Gebilde enthält zugleich
die genaueren Merkmale des in Z. 3 ausgestellten Begriffes der Ähnlichkeit,
als der Übereinstimmung der Gestalt.

Ähnlichkeit der Dreiecke.
Z. 126. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn in denselben die homologen

Seiten proportioniert und die von ihnen gebildeten Winkel paarweise gleich sind.

Lichtsatz. Zieht man in einem Dreiecke zn einer Seite eine
Parallele, so ist das gegebene Dreieck dem durch dieParallele
abgeschnittenen Dreiecke ähnlich (Fig. 71).

Beweis. Die Proportionalität der Seiten beider Dreiecke solgt ans
8. 118, die Gleichheit der Winkel ans 8- 24, 2.

K. 127. I. Ähulichkeitssatz. Sind in zwei Dreiecken zwei
Winkel paarweise gleich, so sind die Dreiecke ähnlich (Fig. 71).

^'9- 71' Borauss. und 0 — (X
Behaupt. /X ^80 cx) ^I40h

/X /X Beweis. Man mache 01) und ziehe
X^. / X v II 8, so ist W. O I) 41 daher

/ X/'' (§. 37). Nun ist/X^LO

Xs D80 (8-126), mithin auch/X-^HO cx) ^. I40h
Folgesatz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn alle drei Seiten paarweise

Parallel oder zu einander normal sind (8- 26).

8- 128. II. Ähnlichtzeitssatz. Sind in zwei Dreiecken zwei
Seiten den einen zweien Seiten des andern proportioniert
und die von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel gleich, so
sind die Dreiecke ähnlich (Fig. 71).

Es sei ^0 : XXX ----- 80 -8'0' und 0 --- 0'.
Macht man Ov — 0'^ und zieht 88 ^8, so ist ^.0 : O I)

II0 : 0 Ich oder 0 : 0' — 8 0:08. Allein nach der Voraussetzung ist
^.0 : L 0' 80 8'0'; folglich 08 ------ 140h und daher ^880 ^.'8'0'
(8. 38); nun ist /X^80 cx) 880, also auch /X H 0 cx) 8'0'.

8- 123. III. ÄtznUchlrritssatz. Sind in zwei Dreiecken zwei
Seiten den einen zweien Seiten des andern proportioniert und

M o L nik, Geometrie für die oberen Classen. 5
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die den größeren dieser Seiten gegenüberliegenden Winkel
gleich, so sind die Dreiecke ähnlich (Fig. 71).

Der Beweis ist unter Beziehung auf Z. 39 demjenigen in 8- 128 analog.
8- 130. IV. Ähnlichtzeitssatz. Sind in zwei Dreiecken die drei

Seiten des einen den drei Seiten des andern proportioniert,
so sind die Dreiecke ähnlich (Fig. 71).

Es sei 1X6 : lX'6' ---- 1X8 : iX'8' ----- 86 : 8'6'.
Macht man 68 — 6'/X' und zieht 8 8 1X8, so ist
1X6 : 68 ----- 1X8 : 88 und 1X6 : 68 86 : 68, oder
7X6 : ^.'6' --- 1X8 : 88 und 7X6 : lX'6' ----- 86 : 68.

Vergleicht man diese zwei Proportionen mit den in der Voraussetzung
enthaltenen, so folgt 88 — iX'8' und 68 — 8'6', somit /X 088 iX'8'6'
(ß. 40); nun ist 4X7X86 cx) 688, also auch /X^.86 cx> ^. 8'6'.

K.131. Lehrsatz. In ähnlichen Dreiecken verhalten sich die
homologen Höhen wie zwei homologe Seiten.

Fig- 72. Beweis. Es sei (Fig. 72) das ZX7X86
L cx> lX' 8'6', 68 die Höhe auf die Seite 1X8
/X uud 6'8' die Höhe auf die homologe Seite iX'8'.
/ X /! X , Die Dreiecke 7X68 und ^'0'8' haben
/ X -4 -ü 21 zwei Winkel wechselseitig gleich, sind also ähnlich;
/_X mithin ist 68 : 6'8' — iX6 : lX'6', daher auch

68-6'8' --- iX8:7X'8'---86:8'6'.
8.132. Lehrsatz. Zieht man in einem rechtwinkligen Dreiecke

vom Scheitel des rechten Winkels die Normale auf die Hypo¬
tenuse, so ist 1. jede Kathete die mittlere Proportionale zwischen
der ganzen Hypotenuse unddem jenerKathete anliegenden Ab¬
schnitte der Hypotenuse, 2. die Normale die mittlere Propor¬
tionale zwischen den beiden Abschnitten der Hypotenuse.

Fig- 7S. Beweis. Es sei (Fig. 73) der Winkel 8 6
ein rechter und 1X84,86.

In den Dreiecken 1X86 und 1X68 ist der Winkel
/"x 6 ---- 6, 886 1X86 ----- 8, es ist daher auch
/ der dritte Winkel 8 — 61X8 und das /X 7X86

/ -D-^0. Ebenso ist /X 7X86 (X) 88^X, und folglich
auch /X8iX6c^88iX.

1. Da /X7XL0 cx)8iX6 ist, so folgt 86 : 1X6 1X6 : 68;
da /X-^^0 cx) 881X, so ist auch 86:lX8 ----- 1X8 :8 8.

2. Da /X D7XO cx) 88-X ist, so folgt 68 : 1X8 — ^X.8 : 88.
8. 133. Ist (Fig. 73) 86 ---- n, 7X6 ----- 3, 7X8 ---- 0, 68 --- x,

88 — c^, 1X8 — Ir, wo a, I), 0, x, <1, 3 die Maßzahlen der bezüglichen
Strecken bedeuten, so ergibt sich aus den in 8- 132 ausgestellten Proportionen
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H : k — k : p, g,: o o : H, p : U — U: g: daher
— a p, — ac^, und

1) — Vap, o — Vug, Ir — Vs) <j.
Ails a p — 1)2 und ag — sglgj uoch ap -s- n<i — 1)2 -s-
allein es ist up -s- ag — g, (p Z- <i) — a . n — L°; folglich

k)2 — 1,2 ^2,
In jedem rechtwinkligen Dreiecke ist also das Quadrat der

Maßzahl der Hypotenuse gleich der Summe aus den Quadraten
der Maßzahlen der beiden Katheten. (Pythagoräischer Lehrsatz.)

Juslch. Wird unter dem Prod nete zweier Strecken das Product
ihrer Maßzahlen, also unter dem Quadrate einer Strecke das Quadrat
ihrer Maßzahl verstanden, so kann der Pythagoräische Lehrsatz kürzer auch so
ansgedrückt werden:

In jedem rechtwinkligen Dreiecke ist das Quadrat der
Hypotenuse gleich der Summe aus den Quadraten der beiden
Katheten.

In demselben Sinne kann man dann auch schreiben:
802 ^^02^^82.

Ähnlichkeit der Vielecke.
8. 134. Zwei Vielecke sind ähnlich, wenn in denselben die homo¬

logen Seiten proportioniert und die von ihnen gebildeten Winkel paarweise
gleich sind.

Aus dieser Erklärung und ß. 124 ergeben sich folgende Sätze:
1. In ähnlichen Vielecken Verhalten sich die homologen

Diagonalen wie die homologen Seiten.
2. Ähnliche Vielecke werden durch homologe Diagonalen

in ähnliche Dreiecke zerlegt.
3. Vielecke, welche sich auf übereinstimmende Weise in

gleich viel ähnliche Dreiecke zerlegen lassen, sind ähnlich.
4. Die Umfänge ähnlicher Vielecke verhalten sich wie ihre

homologen Seiten.
Ist der Modulus gy so hat man

^8 — ^.'8' . <i, 80 -- 8'0' . ^...;
daher ^.8 Z- 80 Z- .. (^'8' -Z 8'0' -P ...) und

(^8 Z- 80 -j- ..): <A'8' -j- 8'0' -s- ^.8 : ^.-8' — 80 : 8'0' ..
5. Reguläre Vielecke von gleicher Seitenanzahl sind ähnlich.
6. In regulären Vielecken von gleicher Seitenauzahl ver¬

halt e n s i ch d i e H a lb m e s s e r d e r i h n e n e i n - o d e r n m g e s chr i e b e n e n
Kreise (ß. 89, 1) wie die homologen Seiten.

7. Die Umfänge regulärer Vielecke von gleicher Seiten¬
anzahl verhalten sich wie dieHab messer der den Vielecken ein-
oder umgeschriebenen Kreise.

s»
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V. Anwendungen der Ahnlichkeitssätze auf den Kreis.
Z. 135. Lehrsatz. Zieht man von einem Punkte eines Kreises

Sehnen zu den Endpunkten eines Durchmessers und die Nor¬
male auf diesen, so ist 1. jede Sehne die mittlere Proportionale
zwischen dem ganzen Durchmesser und dem jener Sehne anlie¬
genden Abschnitte desselben; 2. d i e N o r m a le die mittlere Pro¬
portionale zwischen den beiden Abschnitten des Durchmessers.
(Folgt aus 88- 83 und 132.)

ß. 136. Zieht man durch einen Punkt innerhalb oder außerhalb eines
Kreises zu diesem eine Secante, so nennt man die Strecken zwischen diesem
Punkte und den Schnittpunkten mit dem Kreise die beiden Abschnitte der
Secante.

Lehrsätze. k. Gehen durch einen Punkt zu einem Kreise zwei
Secanten, so bilden die vier Abschnitte derselben eine Pro¬
portion, in welcher die Abschnitte der einen Secante äußere,
die der andern innere Glieder sind.

2. Gehen von einem Punkte zu einem Kreise eiueSecante
und eine Tangente, so ist die Tangente die mittlere Proportio¬
nale zwischen den beiden Abschnitten der Secante.

Fig. 74.

Beweis zu 1. Zieht man (Fig. 74, I und II) die Strecken L8' und
11'8, so ist der Winkel LI II8' ----- LI II' 8 (8. 82, a), daher /LMH8' cx)
LI II' 8, und folglich LI II: LI II' — LI8' : LI 8.

Zu 2. Zieht mau (Fig. 74, III) die Strecken IID und 8D, so ist W.
LI HD ---- LID8 (§. 84), daher LUID cx) LID8, und folglich LIII: LID
----- LID:LI8.

8. 137. Zieht man durch einen Punkt beliebige Secanten an einen
Kreis, so hat das Product der beiden Abschnitte für jede Secante den¬
selben Wert, und zwar ist dasselbe

a) gleich dem Quadrate der halben kleinsten Sehne des
gegebenen Punktes, wenn dieser innerhalb des Kreises liegt, dagegen

I>) gleich dem Quadrate der Tangente des gegebenen Punktes,
wenn dieser außerhalb des Kreises liegt.
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Beweis, a) Es sei (Fig. 75, I) N ein Punkt innerhalb des Kreises,
und k 8 eine beliebige, durch diesen Punkt gehende Secante. Zieht man durch
N den Halbmesser 0 0 und die kleinste, d. i. die zur 0 0 normale Sehne
^.k, so ist Nk : N^ ---- NK : N8 (§. 136, 1), somit (8. 133, Zus.)
NK.N8 — N7V.NL; allein Ni; --- N.v, folglich NK.N8 N7V-.

Fig. 75.
77" ^5

ll) Ist dagegen (Fig. 75, II) LI ein Punkt außerhalb des Kreises,
N8K eine beliebige Secante und NT eine Tangente des Kreises durch diesen
Punkt, so ist NR: NT — NT:N8 (§. 136, 2), und somit NK.N8
--2 NT-.

8- 138. Das constante Product NK.N8 (Fig. 75) der beiden
Abschnitte der durch den gegebenen Punkt N gezogenen Secante heißt die
Potenz des Punktes N in Beziehung auf den gegebenen Kreis.

Die Potenz eines Punktes für einen Kreis ist gleich der
Differenz zwischen dem Quadrate desCentralabstandesdieses
Punktes und zwischen dem Quadrate des Halbmessers.

Aus den: rechtwinkligen Dreiecke 7VNO in Fig. 75, I folgt N^V- —
07V- - NO-; daher ist NK N8 — N^V- --- oX- — N0-.

In dem rechtwinkligen Dreiecke NTO in Fig. 75, II ist NT- — NO-
- 0T-; folglich ist NK.N8 NT- ----- NO- — 0T-.

8- 139. Ein Punkt hat in Beziehung auf zwei Kreise dieselbe Potenz,
wenn die Differenz der Quadrate seiner Abstände von den Mittelpunkten beider
Kreise der Differenz der Quadrate der Halbmesser gleich ist.

Denn die Potenz des Punktes N (Fig. 76) in Bezug auf den Kreis O
ist NO- — KO-, die Potenz desselben Punktes in Bezug auf den Kreis 0'
ist NO'- — ITO'-. Ist nun NO- — NO'- ----- KO- — K'O'-, so ist auch
NO- — KO- — NO'- — K'O'-, d. h. N hat für beide Kreise gleiche Potenzen.

Lehrsatz. Hat ein Punkt N für zwei Kreise 0 und 0' die¬
selbe Potenz und zieht man durch denselben eine Normale zu
der Centrale 00', so hat auch jeder Punkt dieser Normalen
für beide Kreise dieselbe Potenz.

Es sei NO- — NO'- --- KO- — K'O'-, und Nk^.00'. Man hat
NO- ----- OK--f-Nk- und NO'- — O'k-Z-Nk-, daher NO- — NO'-,
— OK- — O'k-. Ebenso erhält man für irgend einen Punkt N' in Nk,
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N'O" - N'O" --- 0N- — 0'17', mithin
ist N'O- — N'O" --- NO' — NO" ---
KO' — k'O".

Der geometrische Ort aller Punkte, die
für zwei gegebene Kreise gleiche Potenzen haben,
heißt die Potenzlinie der beiden Kreise.
Die Gerade Nil ist daher die Potenzlinie
der Kreise 0 und 0'.

Folgesätze, a) Die Potenzlinie zweier
Kreise steht normal zu ihrer Centrale.

l>) Die von einem außerhalb der beiden Kreise liegenden Punkte der
Potenzlinie an dieselben gezogenen Tangenten sind einander gleich. Denn aus
NO- — TO- NO"'— T'O" folgt NT- — NT", daher NT ----- NT'.

o) Sind die von einem Punkte außerhalb zweier Kreise an diese gezogenen
Tangenten gleich, so liegt der Punkt in der Potenzlinie dieser Kreise. Denn
aus NT- ----- NT" folgt NO- — TO- — NO" — T'O".

ä) Schneiden sich zwei Kreise, so ist ihre Potenzlinie die Secante, welche
durch die beiden Schnittpunkte geht (8- 94, 3).

a) Berühren sich zwei Kreise, so ist ihre Potenzlinie die gemeinsame
Tangente beider Kreise im Berührungspunkte (8- 94, 1 und 2).

Fig. 76.
X5

§. 140. Lehrsatz. In jedem Sehnenvierecke ist das Product
der Diagonalen gleich der Summe der Produ cte je zweier gegen¬
überliegenden Seiten. (Ptolemäischer Lehrsatz.) (Fig. 77.)

Beweis. Macht man den Winkel OOL — XOL, so ist, da auch der
Fig. 77. W. xoo ----- XLO ist (8- 82, a), das z^voo LV)

XLO, daher
//IV X L0:0O---XL:LO, oder LO.LO---XL.OO.
// I ( Ebenso ist Z^XLO c» LOO, daher
E- s-/,-— LX : XI) ----- LO : LO oder XL . TO — XV . TO.
V. 'Folglich LO. LV XL. LO^-XL. OO-j-

> XV.LO oder (LO-j-XL) . LV---XO.LV ---
— XL.OO — XO.LO.

8- 141. Eine Strecke heißt nach stetiger Proportion, oder im mitt-
Ng, 7g, l e r e n und änß e r e n V e rhält n i s s e getheilt, wenn

o der größere Abschnitt derselben die mittlere Proportio-
.t !- > L nale zwischen der ganzen Strecke und dem kleineren
Abschnitte ist, wenn also die Proportion XL:X0—X0:L0 besteht.
(Goldener Schnitt.)

Lrhtsätze. 1. Die Seite des einem Kreise eingeschriebenen
regulären Zehneckes ist gleich dem größeren Abschnitte des
nach stetiger Proportion getheilt en Halbmessers.
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Fig. 79. Beweis. Es sei 740 (Fig. 79) die Seite des ein-
5^/° geschriebenen regulären Zehneckes. Zieht man die Halbmesser
Ävdx 074 und 0 0, so ist ^.00 — 36°, und daher in dem gleich-

s schenkligen Dreiecke 74 0 0 der Winkel 740 0 — 72°. Halbiert
man nun den Winkel 74 0 0, so dass na — n — x wird,

so ist das /4, 740 0 cx> 748 0, daher 740 : 74 0 — 74 0 :748, oder weil
74 0 --- 80 ---- 80 ist, auch 740 : 80 80 : 748.

2. Das Quadrat der Seite des einem Kreise eingeschrie¬
benen regulären Fünfeckes ist gleich der Summe aus den Qua¬
draten des Halbmessers und der Seite des demselben Kreise
eingeschriebenen regulären Zehneckes.

8'8- Beweis. Es seien (Fig. 80) 0 74 der Halbmesser,
/48 und ^.0 die Seiten des eingeschriebenen regulären

l Fünfeckes und Zehneckcs. Zieht man 0 0, welche den Centri-
winkel 7408 des Fünfeckes halbiert, und halbiert auch den
Centriwinkel 7400 des Zehneckes durch 08, deren Ver-
längerung 0 8 senkrecht auf der Mitte von 740 steht, so

ist W. 8740 -- LOO — 54°, daher ^7480cx)088; folglich 748 : 80
--- 80 8V, oder 748.88 ---- 80'.. I.

Zieht man noch 0 8, so ist das /X^08 gleichschenklig, daher W.
7408 ^- 0748-^7480, und /4.7460 cx> 7408, folglich 748:740 ---
740 :748, oder 748.748 -- 740-.. II, mithin aus I und II:

748 (88 -s- 748) --- 748' — 80' -j- 740'.

Z.142. Lehrsatz- Zieht man in zwei Kreisen durch die End¬
punkte je zweier Halbmesser, welche entweder in demselben
oder im entgegengesetzten Sinne parallel sind, gerade Linien,
so schneiden sich diese alle bezüglich in einem Punkte auf der
Verlängerung der Centrale oder in einem Punkte der Centrale
selbst. '

Dieser Satz folgt schon aus ß. 124; er soll jedoch hier noch besonders bewiesen werden.

Es sei OLI (Fig. 81) zu
O'H iu demselben Sinne, zu
018 im entgegengesetzten Sinne
parallel, so ist, wenn man OLI

7s — R, O'H — 0'18 — r und
00' — o setzt (nach 8- kl8),
074 k „ . 01 ir

— und —— ,0 74 r 01 r '

daher auch " lO-r 0.8> 0'l " ll^-r'

O^-L'-udOck--^,,
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somit, da 0'^ — 0^.-0 und 0'5 — o — 05 ist,
0^ und 0'5 --R—r It-t-r

Da diese Ausdrücke von der Lage der parallelen Halbmesser unabhängig
und somit konstant sind, so folgt, dass sich in alle Geraden, welche die
Endpunkte je zweier in demselben Sinne paralleler Halbmesser verbinden, und
in 5 alle Geraden, welche durch die Endpunkte zweier im entgegengesetzten
Sinne paralleler Halbmesser gehen, schneiden.

ist der äußere und 5 der innere Ähnlichkeitspunkt der beiden
Kreise. Jede durch einen Ähnlichkeitspunkt gezogene Gerade heißt Ähnlich¬
keitsstrahl, und zwar ein äußerer oderein innerer, je nachdem sie durch
den äußeren oder inneren Ähnlichkeitspunkt geht.

Zusatz. Aus den obigen Ausdrücken folgt:
05: 0'5 --- 0^:0'^.,

d. h. die Centrale zweier Kreise wird durch den inneren und
den äußeren Ähnlichkeitspunkt harmonisch getheilt.

8. 143. Hat ein Ähnlichkeitsstrahl zweier Kreise mit der
einen Kreislinie einen Punkt gemeinsam, so hat er auch mit
der anderen Kreislinie einen Punkt gemeinsam.

Es habe (Fig. 81) der äußere Ähnlichkeitsstrahl N mit der Kreislinie
0 den Punkt N gemeinsam. Man ziehe ON und damit O'U in demselben
Sinne parallel. Die Gerade LlZl geht dann (nach ß. 142) durch den Punkt

die Punkte N, ibl, liegen also in einer geraden Linie, d. h. die
hat auch mit der Kreislinie 0' einen Punkt idl gemeinsam.

Ebenso wird der Beweis für einen inneren Ähnlichkeitsstrahl 5N geführt.

Folgesätze, a) Hat ein Ähnlichkeitsstrahl mit der einen Kreislinie zwei
Punkte gemeinsam, so hat er auch mit der andern zwei Punkte gemeinsam,
d. h. er ist eine gemeinsame Secante der beiden Kreise.

d) Hat ein Ähnlichkeilsstrahl mit der einen Kreislinie nur einen Punkt
gemeinsam, so hat er auch mit der andern nur einen Punkt gemeinsam,
d. h. er ist eine gemeinsame Tangente beider Kreise, und zwar eine äußere
oder innere, je nachdem der Ähnlichkeitsstrahl ein äußerer oder innerer ist.

v) Hat ein Ähnlichkeitsstrahl mit der einen Kreislinie keinen Punkt
gemeinsam, so hat er auch mit der zweiten keinen Punkt gemeinsam, d. h. er
liegt ganz außerhalb der beiden Kreise.

8- 144. Ist der Durchmesser (Fig. 82) eines Kreises durch die
Punkte 0 und I) harmonisch getheilt (§. 121), so heißen diese Punkte zwei
conjugierte Pole des Kreises; der eine liegt auf dem Durchmesser selbst,
der andere ans seiner Verlängerung.
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ffig. 82. Eine Gerade heißt in Beziehung auf einen
Kreis die Polare eines Punktes, und dieser
Punkt der Pol der Geraden, wenn die Gerade
durch den dem Punkte conjugierten Pol geht und
zu der Verbindungsstrecke der beiden Punkte nor¬
mal ist. Sind 8 8 und 88 normal zu Ov, so
ist 83' die Polare des Punktes v, und v der

Pol der Geraden 83'; ebenso ist 88 die Polare des Punktes 0 und 0 der
Pol der Geraden 8K in Beziehung auf den Kreis.

Folgrsätzr. a) Das Product der Abstände eines jeden Punktes
undseinerPolarevondemMittelpnnktedesKreisesistconstant
und gleich dem Quadrate des Halbmessers.

Denn die Proportion LO : 80 — ^v : 8V kann auch so ausgedrückt
werden: (08 st- 00): (08 — 00) (Ov st- 08): (Ov — 08) nud
weil sich die Summe ans dem ersten und zweiten Gliede zur Differenz dieser
Glieder verhält wie die Summe aus dem dritten und vierten Gliede zur
Differenz dieser Glieder, so ist 08 : 00 Ov : 08, woraus 00.0V
-- OIV folgt.

8) Umgekehrt: I st für z w e i P uu k t e o n n d v d e s D urch m e s s e rs
00. Ov — 08st so geht die Polare des Punktes 0 durch v,
und die Polare des Punktes v durch 0.

Denn gienge die Polare des einen Punktes, z. B. 0, nicht durch den andern
Punkt v, sondern schnitte sie die ^.8 in 18, so müsste (nach a) 0 0.0V
— Olv sein; dann ist aber mit Rücksicht auf die Voraussetzung 018 Ov,
d. h. der Punkt 18 ist mit v identisch

Z. 145. Zieht man von einem gegebenen Punkte außerhalb
eines Kreises an diesen zwei Tangenten, so ist die Berührungs¬
sehne die Polare des gegebenen Punktes.

Beweis. Zieht man von O (Fig. 82) die Tangenten V8 und vis
ferner die Bcrührnngssehne 88 und den Halbmesser 0 8, so ist 00:08
---08:0V (Z. 132), daher wegen 08 — 08 auch 00 : 08 08 : Ov,
also OO.OV — 08^; die Berührungssehne 83', die in 0 auf Ov normal
steht, ist also (nach Z. 144, d) die Polare des Punktes v.

Folgesätze, a) Die Polare eines außerhalb des Kreises liegenden
Punktes schneidet den Kreis und entfernt sich umsomehr von dem Mittelpunkte
desselben, je mehr sich der Punkt dem Kreise nähert. Liegt der Punkt in der
Peripherie des Kreises, so ist die durch den Punkt selbst gehende Tangente
seine Polare.

8) Der Pol jeder Sehne eines Kreises ist der Schnittpunkt der durch
ihre Endpunkte gezogenen Tangenten.

o) Die Polare eines innerhalb des Kreises liegenden Punktes liegt außer¬
halb des Kreises und entfernt sich umsomehr von dem Kreise, je mehr sich der
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gegebene Punkt dem Mittelpunkte des Kreises nähert. Fällt der Punkt mit
dem Mittelpunkte zusammen, so liegt seine Polare in unendlicher Entfernung
vom Kreise.

ä) Der Pol einer außerhalb des Kreises liegenden Geraden ist die Mitte
der Berührungssehne der Tangenten, welche von dem Schnittpunkt der Geraden
mit dem zu ihr normalen Durchmesser an den Kreis gezogen werden.

VI. Konstruclionsaufgaöen.
1. Fmidlnnkntalanfgaben.

<?

Man konstruiere einen
willkürlichen Winkel 8V0
(Fig. 83), mache ^D — a,
DL — b, VL — o, ziehe
D I? und damit parallel die

DO; dann ist DO die vierte Proportionale zu a, b, e.
2. Zu zwei gegebenen Strecken n und b die dritte stetige

Proportionale zu konstruieren.

8- 146. 1. Zu drei gegebenenStrecken a, b und o die vierte
Proportionale zu finden.

Fig. 83.

Fig. 84. A uflö s. 1. Nach Aufg. 1, indem man dort o — b setzt.
A uflös. 2. Man ziehe (Fig. 84) D O T. 8, mache

/ XX D V — a, D 0 — b, ziehe ferner V 0 und normal darauf
// xX 6 II bis zur Verlängerung der D; dann ist D/V: D 0 —

D O : D 8 (tz. 132), oder a : l> b : D 8, folglich D 8
die dritte stetige Proportionale zu a und 6.

Auflös. 3. Ist a > b, so kann man folgende einfachere Construction
anweuden: Man mache T.8 — a, beschreibe über ^.8 als Durchmesser einen
Halbkreis und um V. mit dem Halbmesser b einen Bogen, welcher jenen Kreis
in 0 schneidet; zieht man dann OD^^.8, so ist V8 : ^0 — VO : äVD
(8. 135), oder a : b — b : D.

3. Zu zwei gegebenen Strecken a und b die mittlere Pro¬
portionale zu konstruieren.

Auflös. 1. Man mache (Fig. 84) T.D — a, D3 — b, beschreibe über
^.8 einen Halbkreis und errichte in O die DOT. V8; daun ist DO die
mittlere Proportionale zwischen ^D und D8 (8- 135).

Auflös. 2. Man mache T.8 gleich der größeren Strecke a, und T.D
— b, beschreibe über T.8 einen Halbkreis und ziehe D O T.8; dann ist die
Sehne T.0 die gesuchte mittlere Proportionale zu a und b (8- 135).

4. Eine g e g e b e n e S tr e ck e V 8 in T h e il e zn t h e ilen, die sich
wie m : n : x... verhalten.

Man ziehe durch T. einen willkürlichen Strahl VX, trage auf demselben
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von aus Strecken auf, welche sich wie m : n : x ... verhalten, und ver¬
fahre dann wie bei der Aufgabe 13 in 8- 98.

5. Eine gegebene Strecke (Fig. 85) nach stetiger Pro¬
portion (im mittleren und äußeren Verhältnisse) zu th eilen.-

Fig. 85. Man ziehe 13 6 4.^. 13, mache 13 0 — § ^13,
beschreibe um 6 mit 013 einen Kreis und ziehe durch

und 0 die Secante ^IX Macht man nun
— ^.1), so ist ^.13 im Punkte D nach stetiger Pro¬
portion getheilt.
Denn ^.1)': 4cI3 — ^13 : (8- 136,2), daher auch

4c13 : (^i> — ^.13) --- : (^13 — ^D).
Nun ist ^.1), — ^13 — ^.1)' — OD' — ^.1) —

L13 — ^1) — ^.13 — LD — 13 D; mithin
^13 : 4.D ------- - 13 bl.

6. Ein Dreieck zu construieren, welches einem gegebenen
Dreiecke ^130 (Fig. 71) ähnlich ist.

Die Construction kann, entsprechend den Ähnlichkeitssätzen, auf vier Arten
geschehen, am einfachsten jedoch, wenn man auf einer beliebigen Strecke ^3 IN
in den Endpunkten die Winkel und 13 aufträgt, deren Schenkel sich in 0'
schneiden; dann ist /X^/INO' zX4tI3O.

Die Aufgabe ist unbestimmt. Erst wenn zu den zwei Bedingungen, die in dem
Begriffe der Ähnlichkeit liegen, noch eine dritte Bestimmung hiuzutritt, z. B. dass die Strecke
4' K' eine gegebene Länge haben soll, wird die Aufgabe eine bestimmte.

7. An zwei gegebene Kreise eine gemeinsame Tangente zu
ziehen.

Man bestimme den äußeren und den inneren Ähnlichkeitspunkt der
Kreise (ß. 142) und ziehe aus denselben Tangenten an den einen Kreis
(8. 99, Aufgabe 4); diese sind dann zugleich Tangenten des zweiten Kreises
(8- 143, 1>).

Determination. Liegt der eine Kreis ganz außerhalb des andern, so gibt es vier
gemeinsauie Tangenten, zwei äußere und zwei innere; berühren sich die beiden Kreise von
außen, so gibt es zwei äußere und nur eine innere Tangente; schneiden sie sich, so sind nur
die beiden äußeren Tangenten möglich; berühren sie sich von innen, so gibt es nur eine
äußere Tangente; liegt der eine Kreis ganz innerhalb des andern, so ist keine gemeinsame
Tangente möglich.

K. 147. 1. Gegeben ist eine Strecke und auf derselben oder
ihrer Verlängerung ein Pn.nkt; es soll der dazu harmonisch
conjugierte Punkt gesucht werden (Fig. 86).

86 Es sei zu der Strecke 0 und dem Punkte
13 der äußere coujugierte Punkt O zu suchen.

- Man beschreibe über 0 einen Halbkreis, er-
/ richte in 13 die Normale HD und in D eine Tangente
-anden Kreis; der Schnittpunkt 1) der Tangente mit

der verlängerten-^0 ist der gesuchte conjugierte Punkt.
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b) Es sei zu der Strecke 0 und dem Punkte D der conjugierte Punkt
D zu suchen.

Akan ziehe von I) aus eine Tangente an den Kreis, fälle vom Be¬
rührungspunkte L eine Normale auf 140, so ist L der gesuchte conjugierte
Punkt.

Der Beweis gründet sich in beiden Fällen auf 144 und 145.
2. Die Potenzlinie zweier Kreise zu construieren.
a) Wenn sich die beiden Kreise schneiden, so ziehe man ihre gemeinsame

Sehne (Z. 139, ä).
ir) Wenn sich die beiden Kreise berühren, so konstruiere man im Be¬

rührungspunkte ihre gemeinsame Tangente (§. 139, s).
a) Wenn sich die beiden Kreise 0 und 0' weder schneiden noch berühren,

so beschreibe man einen Hilfskreis N, welcher die zwei gegebenen schneidet.
Die gemeinsame Sehne von 0 und LI ist ihre Potenzlinie, ebenso ist die ge¬
meinsame Sehne von (N und N die Potenzlinie derselben, daher der Schnitt¬
punkt beider Sehnen ein Punkt der gesuchten Potenzlinie von O und 0'. Zieht
man dann von diesem Punkte die Normale auf die Centrale der zwei ge¬
gebenen Kreise, so ist diese Normale die gesuchte Potenzlinie.

3. Ein Kreis und ein Punkt sind gegeben, zu dem Punkte
ist die Polare zu construieren.

Nach §. 145. Der gegebene Punkt kann außerhalb oder innerhalb des
Kreises liegen.

4. Ein Kreis und eine Gerade sind gegeben, zu der Ge¬
raden ist der Pol zu finden.

Nach §. 145. Die gegebene Gerade kann den Kreis schneiden oder außer¬
halb desselben liegen.

2. Methode der ähnliche» Figuren.

ß. 148. Ist durch einige der zur Coustruction einer Figur gegebenen
Bestimmungsstücke die Gestalt der Figur bestimmt, so dass alle Figuren,
welche in diesen Stücken übereinstimmen, einander ähnlich sind, so kann bei
der Lösung die Methode der ähnlichen Figuren angewendet werden.
Dabei zeichnet man zunächst mit den die Gestalt bestimmenden Stücken eine
der gesuchten ähnliche Hilfsfigur von beliebiger Große und construiert in ihr
auch die Strecke, welche der in der Aufgabe gegebenen, aber bei der Con-
strnction der Hilfsfigur nicht benützten Strecke homolog ist; das Verhältnis
dieser beiden Strecken gibt auch das Verhältnis je zweier anderer homologen
Strecken der gesuchten und der Hilfsfigur an. Um die Aufgabe zu lösen, darf
man daher nur jede Seite (Diagonale, Höhe) der gesuchten Figur als vierte
Proportionale zu jenen beiden Strecken und der homologen Seite (Diagonale,
Höhe) der Hilfsfigur construieren.
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Die Gestalt eines Dreieckes ist bestimmt durch zwei Winkel, durch das Ver¬
hältnis zweier Seiten und den eingeschlossenen Winkel, oder durch die Verhältnisse der
drei Seiten.

Es ist zur Anwendung dieser Methode nicht nöthig, dass sich zu der
gesuchten Gesaunutfigur eine ähnliche construiereu lasse; es genügt häufig, dass
dies für einen Th eil der letzteren möglich sei, sofern durch diesen Theil ein
oder mehrere Bestimmungsstücke der ganzen Figur gefunden werden, durch
deren Benützung die Aufgabe auf eine bereits bekannte zurückgeführt wird.

Durch das Verhältnis einer Höhe zu einer anliegenden Seite, oder durch einen
Winkel an der Grundlinie ist die Gestalt eines Theildreieckes des gesuchten Dreieckes
bestimmt.

Durch nachstehend durchgeführte Aufgaben soll die Methode näher er¬
läutert werden.

1. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zweiWinkel « und /S
und die Summe s der vom Scheitel des dritten Winkels aus¬
gehenden Höhe und einer anliegenden Seite gegeben sind.

Analysis. Durch die gegebenen Winkel ist die Gestalt des gesuchten
Dreieckes bestimmt, d. h. jedes beliebige, mit diesen Winkeln construierte
Dreieck ist dem gesuchten ähnlich. Constrniert man nun zu einem solchen
ähnlichen Hilfsdreiecke die Summe seiner vom Scheitel des dritten Winkels
ausgehenden Höhe und einer anliegenden Seite, so muss diese Summe sich zu
der gegebenen verhalten, wie jede Seite des Hilfsdreieckes zu der homologen

Nig. 67. Seite des gesuchten. Man kann daher irgend eine
Seite des letzteren als vierte Proportionale zu drei
bekannten Strecken, und dann aus ihr und den Winkeln
das gesuchte Dreieck construieren.

Construction. Man zeichne eine beliebige
Strecke (Fig. 87) und in ihren Endpunkten

und L' die gegebenen Winkel cc und A so dass
das Dreieck entsteht. Dann ziehe man in
diesem Dreiecke die Höhe Ovh verlängere sie um
I>b" — ^0 und trage auf Ob" die Strecke Ob"
gleich der gegebenen Summe s auf. Zieht man nun
b"^/, ferner durch k' die b^ b"^ und durch den

Punkt die ^11 so ist ^.110 das verlangte Dreieck.
Beweis. Da so ist der Winkel R^.0 — L'^/0 — «

und ^.HO ---- 0 /?. Ferner hat man 61) : 0I> -- ^.0 : ^'0,
also auch (O v -j- 0) : (O I)' -s- ^.'0) 0 : 0 0 : 0 b", folglich,
da OV'^^'O — Ob" und 0^ — s ist, (01) -s- ^.0) : Ob" ---- s : Ob",
woraus O D H0 ----- s folgt.

Determination. Durch die gegebenen Stücke ist das gesuchte
Dreieck stets, und zwar eindeutig bestimmt.
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2. Ein Dreieck aus dem Verhältnisse der Höhe zu einer
a n l i e g e n d e n S e i t e (I: n), d e m d i e s e r S e ite gegenüberliegenden
Winkel (cc) und der Summe der Höhe und der Grundlinie
(I -s- o — 3) zu konstruieren (Fig. 87).

Analysis. Durch das gegebene Verhältnis ist die Gestalt des die
Seite LO — u und die Höhe Ov — Ii enthaltenden rechtwinkligen Theil-
dreieckes VVO bestimmt und man erhält somit durch Construction eines
diesem Dreiecke ähnlichen den Winkel AVO — /S des gesuchten Dreieckes.
Dann sind von letzterem zwei Winkel bekannt; man kann daher wieder ein
diesem ähnliches Dreieck konstruieren und es muss sich dann die Summe der
Höhe und der Grundlinie des ähnlichen Dreieckes zu der gegebenen des ge¬
suchten verhalten, wie irgend eine Seite des ähnlichen Dreieckes zu der homo¬
logen Seite des gesuchten.

Es ergibt sich hiernach folgende
Construction. Man zeichne zwei beliebige Strecken lck und -ck, welche

zu einander in dem gegebenen Verhältnisse I : n stehen, errichte auf einer
Strecke OIck Ick in V' die Normale, beschreibe um 6 mit dem Halbmesser
eck einen Kreisbogen, welcher die Normale in Ick schneidet, und ziehe OIck.
Sodann lege man an Ick Ick etwa in v- einen Winkel Ick Ick v — a an, ziehe
OA^LVH verlängere O Ick und Ickv- — A/Ick und trage ans Ov- die
Strecke 01? gleich der gegebenen Summe 8 ans. Zieht man nun V-A-,
ferner dnrch I? die VA V-A/ nnd durch den Punkt A die AV A/Ick, so
ist ALO das verlangte Dreieck.

Beweis. Nach der Construction ist VAO — IckA/O ----- Ick Ick I? — «
Ferner ist Ov : OA — 0V' : OA- — ick: u- — I: a.

Endlich hat man (Ov -s- AV) : (OIck -f- A-L) — OA: OA- --- Ov : 01?"
oder ' (Ov -P AL): (Ov- -s- A-Ick) ----- 8 : (Ov- -P A-Ick),
folglich O v -s- A L — 8.

Determination. Ist I-< u und a — AL0<. 180°, so ist die
Lösung stets, und zwar auf eine einzige Art möglich.

3. Das öerülirungsproblcm ürs Apollonius.

Z. 149. Aufgabe. Wenn einzelne Punkte, gerade Linien oder
Kreise, zusammen drei Elemente, gegeben sind, einen Kreis zu
konstruieren, welcher durch die gegebenen Punkte geht und die
gegebenen Geraden oder Kreise berührt.

Dieses Problem umfasst folgende zehn Aufgaben:
1. Einen Kreis zn konstruieren, welcher durch drei gegebene Punkte geht

(?, v-, ?").
Die Lösung dieser Aufgabe ist im 8. 76 enthalten. Sie führt auf einen einzigen

Kreis. Liegen aber die gegebenen Punkte in einer Geraden, so gibt es keinen Kreis.
2. Einen Kreis zn konstruieren, welcher durch zwei gegebene Punkte geht

nnd eine gegebene Gerade berührt (v, I", V).
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Fig. 88. Da k, I" gegeben sind, so ist auch der Schnittpunkt
der durch k k' gelegten Geraden und der Geraden I/ bestimmt.
Ist x die Länge der von aus an den Kreis gezogenen Tan-

/ N gente, so ist nach Z. 136, 2 x" k. k' und nach Z. 146, 2
s' erhält man x — 8. Trägt man nun 8 von aus nach rechts

und links auf 8 ab, so erhält man 6 und 6' als dritten Peri-
PhcriepNnkt des gesuchten Kreises und dadurch ist diese Aufgabe auf die Aufgabe 1 znrück-
geführt, Es geniigcn zwei Kreise, die durch k, I", 6 und k, k', 6' bestimmt sind.

Wie gestaltet sich die Auflösung, wenn k k' 8 oder kk'^8 ist?

3. Einen Kreis zu construieren, welcher durch zwei gegebene Punkte geht
und einen gegebenen Kreis beriihrt (k, L).

Legt man durch k, I" einen Hilfskreis, der den gegebenen Kreis in tz, schneidet,
und verlängert die Secanten kl" und tztz', bis sie sich in L. schneiden, so ist —
^k.^k'. Bezeichnet man die von ans an den Kreis X gezogene Tangente mit 8, so
ist nach 8. 136, 2 ^8" — aber auch — ^k.Lk', daher ist ^.8 auch eine
Tangente an den Kreis, welche durch k, k' geht und den Kreis X berührt. Bestimmt man
somit aus ^.8^ — tl<Z.L(Z^8 und beschreibt damit aus L. einen Kreis, so schneidet der¬
selbe den gegebenen Kreis X in zwei Punkten 6 und 6", welche mit k und k' zwei Kreise
bestimmen. Der eine Kreis (k, k', 6) berührt den gegebenen Kreis von außen, der andere
Kreis (k, I", 03 aber von innen.

4. Einen Kreis zu construieren, welcher durch einen gegebenen Punkt
geht und zwei gegebene Gerade beriihrt (k, I-, 1^)-

Der Mittelpunkt eines Kreises, welcher zwei gegebene Gerade berührt, liegt in der
Symmetrale des von diesen Geraden gebildeten Winkels (g. Ort 3, l>). Zieht man zur
Symmetrale von dem gegebenen Punkte die Normale und verlängert diese um ihre eigene
Länge, so ist der Endpunkt derselben ein zweiter Punkt des gesuchten Kreises. Die Aufgabe
ist somit auf die Aufgabe 2 zurllckgeführt und gibt, wie diese, zwei Auflösungen.

Wie gestaltet sich die Auflösung, wenn die zwei gegebenen Geraden parallel sind?

5. Einen Kreis zu construieren, welcher durch einen gegebenen Punkt geht
und eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berührt (?, I-, L).

Fig. 89. N sei ein Kreis, welcher durch k geht, die
Gerade in und den Kreis X in 8 von außen be¬
rührt (Fig. 89). Fällt man von X die Normale X O
auf X und verlängert es bis D, fällt man ferner die
Normale auf 8, so sind öl und XD im ent-
gegengesetzten Sinne parallel, daher muss durch
den inneren Ähnlichkeitspunkt (§. 142) gehen. Zieht
man noch 8D', so ist /XDDD'ooDO^, daher

_DD':D8 D^:D0 oder 88X80 - 88.8L.
Zieht man noch 8kl", so ist auch D8.D^ — Dk.Dk',

somit DD'. DO — Dk.Dk', wodurch der Punkt k' bestimmt und die Aufgabe auf die
Aufgabe 2 rednciert ist. — Für einen Kreis öl', welcher durch k geht, die Gerade 8 und
den Kreis X von innen berührt, gibt ebenso die Gerade, welche durch k und den an 8
näheren Endpunkt D' des Durchmessers D D' gezogen wird, einen zweiten Bestimmungs-
Punkt k".

Man erhält im allgemeinen vier Kreise, von denen zwei den gegebenen Kreis von
außen, zwei von innen berühren.
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6. Einen Kreis zu coustruieren, welcher durch einen gegebenen Punkt geht
und zwei gegebene Kreise berührt (k, L, KO¬

LI sei der Kreis, welcher durch 8
8'8- bO. geht und die beiden Kreise L, L' von außen

X. in L. und 8 berührt. Zieht man die Cen-
77 XXXX)-traleHH' und verbindet II und L' mit LI,
/ X^X-XXX—'— 1° schneidet die verlängerte 8 den Kreis

XXX II in 6, den Kreis II' in O und die ver-
/ X/ längerte Centrale im äußeren Ähnlichkeits-
0 Punkt 8. Da die Winkel H L. 0 und L' O 8

gleich sind, so ist L Xs L' v, L 0 ü L' 8
und Winkel Ulilo — H'68 daher ist

/X8LO0-868 und 8 6:88 --- 88:80 oder 80:88 -- 88:80...!. Bezüglich
des Kreises L ist 8L.:88 -- 88: 80..II. Aus I und II folgt 8 X 8 8 --- 86:88. .III.
Legt man nun durch k und 8 eine Gerade, so ist auch 8X88 — 8 8': 8 8... IV. Aus
III und IV folgt nun 8 8.86 — 88.88', wodurch 8' bestimmt und die Aufgabe auf
die Aufgabe 3 (8, 8', II) zurückgefllhrt ist.

Wie durch den äußeren Ähulichkeitspuukt der beiden Kreise II und II' der Punkt 8',
so wird durch den sinueren Ähnlichkeitspunkt der Punkt 8" der Peripherie des gesuchten
Kreises bestimmt. Es ergeben sich sonach im allgemeinen vier Lösungen.

7. Einen Kreis zu constrnieren, welcher drei gegebene Gerade berührt
(L, L', L").

Im allgemeinen genügen vier Kreise (8. 86).

8. Einen Kreis zu konstruieren, welcher zwei gegebene Gerade und einen
gegebenen Kreis berührt (I-, LH L).

Der Kreis, welcher mit dem gesuchten conceutrisch ist und durch den Mittelpunkt von
II geht, berührt die Geraden, welche zu 0 und 0' im Abstande r (Radius des gegebenen
Kreises) parallel gezogen werden. Diesen couceutrischeu Kreis lehrt die Aufgabe 4 finden.
Durch die doppelte Lage der Parallelen auf beiden Seiten von 0 nnd 0' ergeben sich im
allgemeinen acht Lösungen.

9. Einen Kreis zu coustruieren, welcher eine gegebene Gerade nnd zwei
gegebene Kreise berührt (I-, L, L').

Hat der Kreis II den Radius r und L' den Radius r' (r>r'), so kann man einen
Kreis constrnieren, welcher mit dem gesuchten coucentrisch ist, durch den Mittelpunkt des

Fig, 91. Kreises L' geht, den zum Kreise H mit dem Radius
- (r —r') concentrisch gezogenen Hilfskreis berührt und

X X auch die zu O im Abstande r' errichtete Parallele tangiert
/ / 0 (Fig. 91). Den Kreis, der mit dem gesuchten concentrisch

s /X') ( ist, lehrt die Aufgabe 5 (8, 8, 8) finden und liefert im
V, V, ../X/XXO—st allgemeinen vier Berührungskreise. — Beschreibt mau

) 'i den 'uit L concentrifchen Hilfskreis anstatt mit dem Halb-
( V x / Messer r — r' mit dem Halbmesser r-s-r', so erhält man

7, X-X " ans ähnliche Weise vier weitere Kreise, welche der Auf-
-.x.—- gäbe genügen.

10. Einen Kreis zu coustruieren, welcher drei gegebene Kreise berührt
(L, L', L").

Haben die Kreise L, L', H" die Radien r, r', r" und ist r>r", r'k>r", so kann
man einen Kreis construieren, welcher mit dem gesuchten concentrisch ist, durch den Mittel-
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Punkt des Kreises L" geht und die beiden zu L und L' mit den Radien r—r", r' — r"
gezogenen concentrischeu Hilfskreise berührt, somit auf die Aufgabe 6 (k, I!, K') führt und
vier Lösungen liefert. Beschreibt man die Hilfskreise mit r -f- r", r' -s- r", so erhält man
noch vier weitere Lösungen.

Zusatz. Die neuere Geometrie liefert für das Apollonische Tactions-
problem eine allgemeine Lösung.

VII. Wungssätze und Körmgsaufgaven.
8. 150. Lehrsätze.
1. Die Höhen eines Dreieckes sind den Seiten, zu denen sie normal sind,

verkehrt proportioniert.
2. Je zwei Höhen eines Dreieckes schneiden einander so, dass das

Product aus den Abschnitten der einen dem Products aus den Abschnitten der
andern gleich ist.

3. Werden zwei Dreiecke über derselben Grundlinie und von gleicher
Höhe durch eine der Grundlinie parallele Transversale geschnitten, so sind die
innerhalb der Dreiecke liegenden Abschnitte dieser Transversale einander gleich.

4. Die Diagonalen eines Trapezes schneiden sich gegenseitig proportioniert.
5. Ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes durch die Höhe

nach stetiger Proportion getheilt, so ist eine der Katheten gleich dem ihr nicht
anliegenden Abschnitte der Hypotenuse; und umgekehrt (ß. 132).

6. Ist eine Seite eines Dreieckes nach stetiger Proportion getheilt und
zieht man durch den Theilungspunkt die Parallele zu einer zweiten Seite, so
theilt diese Parallele auch die dritte Seite nach stetiger Proportion.

7. Zieht man an zwei Kreise, welche sich von außen berühren, die innere
und eine äußere gemeinsame Tangente, so bilden die drei Berührungspunkte
die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreieckes (88- 82 und 84).

8- 151. Constructionsaufgaben.
1. Den Kreisnmfang in 5, 10, 20, 40, .. gleiche Theile 'zn theilcn

(8. 141 und 8- 146, Aufg. 5).
2. Die Peripherie eines Kreises in 15, 30, 60, .. gleiche Theile zu

3. In einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, welches einem
gegebenen Dreiecke ähnlich ist.

4. Durch einen Punkt zwischen den Schenkeln eines Winkels eine von
diesen begrenzte Gerade so zu ziehen, dass sie in jenem Punkte nach einem
gegebenen Verhältnisse na : n getheilt wird.

Mit Hilfe einer Parallelen.

5. Ein Vieleck zu construieren, das mit einem gegebenen Vielecke ähnlich
ist und dessen Seiten zu den Seiten des gegebenen Vieleckes ein bestimmtes
Verhältnis ra : n haben.

MoLnik, Geometrie für die oberen Classen.
6
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6. Emen tausendtheiligen Maßstab zu construieren.
Man trage (Fig. 92) au

eine Gerade XX 10 gleiche
Theile auf, errichte in X, 8
und den folgenden Theilungs-
punkten Normale aus XX
und ziehe zu XX 10 Pa¬
rallele in gleichen Abständen.
Nun theileman sowohl die X8
als die ihr gegenüberstehende

Strecke 8 0 in 10 gleiche Theile, zu deren leichteren Bestimmung man in irgend einer
Abtheilung eine Diagonale O 300 zieht. Endlich ziehe man noch Transversalen durch d
und 0, sowie durch je zwei folgende Theilungspunkte der X8 und 80. Stellen die auf XX
anfgetragenen 10 Strecken dieses Transversal-Maßstabes 1000 gleiche Theile vor, so enthält
X 8 100, 8 6 10, a 1 I, 022 u. s. w. solche Theile. Nimmt man die Länge der ganzen
Strecke XX z. B. für ein Meter an, so stellt X8 ein Decimeter, 8(1 ein Centimeter, ul
ein Millimeter dar.

F>g- 92.

Der Beweis beruht auf der Ähnlichkeit der Dreiecke.

7. Ein rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn ein spitzer Winkel
und außerdem a) die Summe der Hypotenuse und die Höhe auf dieselbe,
b») die Schwerlinie zur Hypotenuse gegeben ist.

Diese und die folgenden Constrnctionsaufgaben sind nach der Methode der ähnlichen
Figuren aufzulösen.

8. Ein rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn das Verhältnis
beider Katheten und außerdem a) die Hypotenuse, ff) die Höhe auf die Hypo¬
tenuse gegeben ist.

9. Ein gleichschenkliges Dreieck aus einem Winkel und der Summe der
Grundlinie und der Höhe zu construieren.

10. Ein Dreieck zn construieren, wenn gegeben sind: a) zwei Winkel
und die Summe einer gegenüberliegenden Seite und der Höhe auf dieselbe;
b>) das Verhältnis zweier Seiten, der von ihnen eingeschlossene Winkel und
die Summe (Differenz) der dritten Seite und der Höhe auf dieselbe; e) eine
Seite und ihre Verhältnisse zu deu anderen Seiten.

11. Ein Viereck zu construieren, wenn eine Diagonale und die vier
Winkel, welche die andere Diagonale mit den Seiten bildet, gegeben sind.

12. Ein Dreieck mit Hilfe von Theildreieckcn zn construieren, wenn die
Verhältnisse der Höhe zn den beiden anliegenden Seiten und außerdem a) die
dritte Seite; K) die Schwerlinie zu der dritten Seite gegeben sind.

13. Ein Dreieck zu construieren, wenn das Verhältnis der Höhe zn
einer anliegenden Seite, der dieser Seite gegenüberliegende Winkel und a) eine
der zwei anderen Seiten, l>) die Summe dieser Seiten gegeben sind.

14. Ein Rechteck ans dem Verhältnisse einer Seite zur Diagonale und
ans der Summe der andern Seite und der Diagonale zu construieren.
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15. Ein Rechteck aus dem Verhältnisse zweier Seiten zu ccmstruiereu, wenn
außerdem a) die Diagonale, 5) die Summe (Differenz) der Diagonale und
einer Seite gegeben ist.

16. Ein Parallelogramm aus dem Verhältnisse zweier Seiten und dem
von ihnen eingeschlosscuen Winkel zu konstruieren, wenn außerdem n) die Höhe,
6) die Summe der Diagonale und einer Seite, v) die Summe beider Dia¬
gonalen gegeben ist.

152. Rechnungsan fgaben.
1. In einem rechtwinkligen Dreiecke bezeichnen l> und o die Katheten,

n die Hypotenuse; man berechne aus je zweien dieser Größen die dritte (8.133).
2. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die Hypotenuse und das Ver¬

hältnis der beiden Katheten gegeben; man bestimme die Katheten.
3. Ans einer Kathete und dem Verhältnisse der Hypotenuse zur andern

Kathete die Hypotenuse und die zweite Kathete zu berechnen.
4. Es seien x und <p die -den Katheten 5 und o anliegenden Abschnitte

der Hypotenuse a, in welche diese durch die zugehörige Höhe getheilt wird;
a) aus l) und x, b) aus x und 1, o) aus x und die übrigen Größen zu
berechnen.

5? In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die Hypotenuse und n) die
Summe, 5) die Differenz der beiden Katheten gegeben; wie groß ist jede
Kathete?

Diese und die weiterhin mit einem Sternchen * bezeichneten Aufgaben werden, da
sie auf quadratische Gleichungen mit zwei Unbekannten oder auf eine gemischte quadratische
Gleichung führen, hier vorläufig zu übergehen und erst später bei der Wiederholung des
gesammten Übungsstofses vorzunehmen sein.

6. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist eine Kathete und a) die Summe,
l>) die Differenz der Hypotenuse und der andern Kathete gegeben; man suche
die Hypotenuse und die zweite Kathete.

7. In einem gleichseitigen Dreiecke ist n die Seite und ü die Höhe;
aus einer dieser Größen die andere zu bestimmen.

8. Die Grundlinie eines gleichschenkligen Dreieckes ist n, der Schenkel b,
die Höhe Ir; aus je zweien dieser Größen die dritte zu finden.

9. In einem Quadrate ist s, die Seite und ä die Diagonale; aus einer
dieser Größen die andere zu bestimmen.

10.* In einem Quadrate ist die Summe aus der Seite und der Dia¬
gonale gegeben; man suche die Seite-und die Diagonale.

11. Bon einem Punkte, dessen kürzester Abstand von einem Kreise n ist,
sei an diesen eine Tangente gezogen; wie groß ist der Halbmesser des Kreises,
wenn die Tangente die Länge t hat?

12. Das Ange eines Beobachters auf der Erdoberfläche sieht auf der¬
selben so weit, als die Tangente angibt, welche vom Auge nach der Erdkugel
gezogen wird; wie groß ist die Gesichtsweite rv, oder wie lang ist die

6*
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Tangente, wenn K die Höhe des Auges über der Erdoberfläche und r den Halb¬
messer der Erde bezeichnet?

13. Wie weit erstreckt sich die Fernsicht von der Spitze eines 48 m, hohen
Thurmes? (r — 858-474 g. Meilen, 1 g. Meile — 7420 44 nr.)

Merker Abschnitt.
Flächeninhalt der geradlinigen ebenen Gebilde.

Z. 153. Um den Flächeninhalt eines ebenen Gebildes, d. i. die Größe
der von ihm begrenzten Fläche, zu bestimmen, untersucht man, wie vielmal
eine als Einheit angenommene Fläche in dem gegebenen Gebilde enthalten
ist. Als Flächeneinheit wird die Fläche eines Quadrates angenommen,
dessen Seite der Längeneinheit gleich ist. Nimmt man z. B. das Meter als
Längeneinheit an, so ist das Quadratmeter (nr?) die Flächeneinheit.

Zwei begrenzte Flächen, welche gleichen Flächeninhalt haben, heißen
flächengleich.

I. Islächengleichheil.
Z. 154. Lehrsatz. Jedes schiefwinklige Parallelogramm ist

flächengleich einem Rechtecke, welches mit ihm dieselbe Grund-
linie und gleiche Höhe hat.

Fig. ns. Beweis. Es sei -^801) (Fig. 93) ein schief¬
winkliges Parallelogramm. Zieht man ^.8 F -H.8 und
88 4, ^.8, so hat das Rechteck 8 8 8 mit 8 0 v
dieselbe Grundlinie und gleiche Höhe. Da nun -^0 8
^808ist, so ist auch-4.881)-f-^88 ----- ^.881)
F- 808, d. i. -^888 ----- ^.808.

Folgesatz. Parallelogramme mit gleichen Grundlinien und gleichen
Höhen sind flächengleich.

Z. 155. Lehrsatz. Ein Dreieck ist die Hälfte eines Parallelo¬
gramms, welches mit ihm gleiche Grundlinie und gleiche
Höhe hat.

Folgt aus Z. 54, a.

Folgesatz. Dreiecke mit gleichen Grundlinien und gleichen Höhen sind
flächengleich.

Z. 156. Lehrsatz. JedesTrapez ist flächengleich einem Paral¬
lelogramme, das mit ihm gleiche Höhe hat, und dessen Grund¬
linie gleich ist der halben Summe der parallelen Seiten des
Trapezes.

Der Beweis beruht auf Z. 57, l.



Z. 157. Lehrsatz. Ju jedem rechtwinkligen Dreiecke ist das
Quadrat über der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate
über den beiden Katheten.

Beweis. Es sei das /X^O (Fig. 94) in L. rechtwinklig; zu be¬
weisen ist, dass das Quadrat KODD über KO der Summe aus den Qua¬
draten k b 6 und /V O II4 über K und über 0 gleich ist, was wir
so schreiben wollen:

KO- - ^.k- -s- ^0-.
Fällt man von Zp auf KO die

Normale und verlängert sie bis
D, so sind die Rechtecke KD und OK
den Quadraten ^.D und gleich.

Denn zieht man D und OK, so ist

k D— und k 0 k

(ß. l 55); nun ist /X K D k 0 D,
also auch KD — ^.D.

Zieht man ferner I) und k D, so

ist ebenso /X ^Ov --- ^,/X66II

— -,n, und, da /X 6 D k O II

ist, auch 0 D — D.
Es ist somit

KD Z- OD --- -j- ^11, oder KO- ^ek- -j- ^.0-.

Die Richtigkeit dieses Satzes im arithmetischen Sinne ist schon im Z. 133
nachgewiesen worden.

Z. 158. Zieht man von einem Punkte auf eine Gerade eine Normale,
so heißt der Fnßpunkt der Normalen die Projjection des Punktes ans
die Gerade. Unter der Projection einer Strecke auf eine Gerade versteht
man die Strecke zwischen den Projektionen ihrer Endpunkte auf diese Gerade.
Ist in Fig. 95 ^D D DD nnd 01) ch. DD, so ist DI) die Projection
der Strecke ^0 auf DD; ebenso ist, wenn 00 D ^)k ist, ^.0 die
Projection der Strecke ä.0 ans ^k.

Lehrsätze. 1. Das Quadrat über einer Dreiecksscitc, welche
einem spitzen Winkel gegenwberliegt, ist gleich der Summe der
Quadrate über den beiden anderen Seiten, vermindert um das
doppelte Rechteck aus der eineu dieser Seiten und der Projek¬
tion der andern auf dieselbe.

Beweis. Es seien (Fig. 95) kODD, ^KDO, ^0114 die über
den Seiten k 0, k, 0 des Dreieckes k 0, worin ein spitzer Winkel
ist, konstruierten Quadrate
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Fig. 05.
7/

!

Zieht man zn L 6, L. O,
die Normalen L, L N, 00 und
verlängert sie bis O, dl, k, so wird
dadurch jedes der Quadrate in zwei
Rechtecke getheilt, die wir durch I, II,
III, ?, I?, II? bezeichnen wollen.

Durch ähnliche mittelst Hilfs¬
linien geführte Beweise, wie in K. 157,
findet man, dass I — I', II — I?,
Ill —II? ist, woraus sofort folgt:
LI)-^^?-i-^H — 2E

2. Das Quadrat über
einer Dreiecksseite, welche
einem stumpfen Winkel gegen-
überliegt,istgleichderSnmme

der Quadrate über den beiden anderen Seiten, vermehrt um
das doppelte Rechteck aus der einen dieser Seiten und der
Projection der andern auf dieselbe.

Der Beweis ist dem früheren in 1. ähnlich.

II. Klnchenverlfiiktnisse.
Z. 159. Lehrsätze. 1. Die Flächeninhalte zweier Rechtecke,

welche gleiche Höhe haben, Verhalten sich wie ihre Grundlinien.
Beweis. Es seien in den Recht¬

ecken L.lZO0 und L?6II (Fig. 96)
die Höhen L.V und gleich und
die Grundlinien IZ und IZ ? kom¬
mensurabel.

Ist in diesem Falle 8 ein ge¬
meinsames Maß der Grundlinien, und zwar L.L— m.^8 und IZ? —
n.^8, so hat man ^IZ:L? — >n:n. Theilt man die in in und die
L? in n Theile, deren jeder gleich L.8 ist, und errichtet in den Theilungs-
pnnkten auf die Grundlinien Senkrechte, so wird dadurch das Rechteck HZ 0 O
in in und das Rechteck in n Rechtecke zerlegt, deren jedes mit
L.8II) congruent ist; es ist daher

.4IZ0I) in.^811) und L?6II --- n.i18?I),
somit ^.801) : ?? 6II — rn:n, und folglich

^IZOO:L?6H --
Sind die Grundlinien und L? incommensnrabel, so folgt ans

Z. 115, dass die letzte Proportion auch für diesen Fall Giltigkeit hat.
2. Die Flächeninhalte zweier Rechtecke, welche gleiche

Grundlinien haben, verhalten sich wie ihre Höhen.

F'g 96.
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Folgt aus tda man in den Rechtecken 8 0 8 und 8808 auch 8
iuld 8II als die Grundlinien, ^-8 und 88 als die Höhen betrachten kann.

Folgesätze, a) Die Flächeninhalte zweier Parallelogramme oder Dreiecke
mit gleichen Hohen verhalten sich wie ihre Grundlinien.

d) Die Flächeninhalte zweier Parallelogramme oder Dreiecke mit gleichen
Grundlinien verhalten sich wie ihre Höhen.

Z. 160. Lehrsatz. Die Flächeninhalte je zweier Rechtecke ver¬
halten sich wie die Produkte der Maßzahlen ihrer Grundlinien
und Höhen.

Beweis. Sind 6 und § die Maßzahlen der Grundlinien, kl und ll
die Maßzahlen der Höhen zweier Rechtecke 8 und r, so sei 8' ein Rechteck,
dessen Grundlinie x und dessen Höhe 8 zur Maßzahl hat. Dann ist (8- 159)

8 : 8/ --- 61 :

8': r — kl : k; daher durch Multiplikation
8 : r — 6 . Ik : § . k.

Den obigen Satz pflegt man (§. 133, Zus.) gewöhnlich so auszudrückeu:
Die Flächeninhalte je zweier Rechtecke verhalten sich wie

die Produkte ihrer Grundlinien und Höhen.
Folgesätze, a) Die Flächeninhalte je zweier Parallelogramme oder

Dreiecke Verhalten sich wie die Produkte ihrer Grundlinien und Höhen.
k) Die Flächeninhalte zweier Quadrate verhalten sich wie die zweiten

Potenzen ihrer Seiten.
8- 161. Lehrsatz. Die Flächeninhalte zweier Dreiecke, welche

e i n e n Wi n k e l g e m e i n s a m h a b e n , v e r h a lt e n sich wi e d i e P r o d n c te
der diesen Winkel einschließenden Seiten.

Beweis. Die Dreiecke ^.80 und 880 (Fig. 97) haben Winkel 6
gemeinsam. Zieht man 8k>, so ist

Fig. 97. ^X^80:880^7tz0:08 und
/7 /X VL6 : 88080 : 08,

„ daher durch Multiplikation
" < ZX^.80:880^^0.80:08.08.

Q Folgesatz. Zwei Dreiecke, welche einen Winkel
gemeinsam haben, sind flächengleich, wenn die Produkte

der diesen Winkel einschließenden Seiten gleich sind.

8.162. Lehrsatz. Die Flächeninhalte zweier ähnlicher Drei¬
ecke verhalten sich wie die Quadrate ihrer homologen Seiten.

Beweis. Es sei /X ^80 cx) ^'8 (k und 80 — a, ^.0 — 6,
868 — ah ^/63 — 6'. Dann hat man, da W. 0 — 0' ist, nach 8- 161

zx 8 0 : 8' O'--- L . k : a/. 18 (a : ah (5 : 18).

Nun ist nach der Voraussetzung 1>: 18 — a : ah daher durch Sub¬
stitution /X ^80 : ^'88 (a : ah (a : ah — a? : a'h
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163. Lehrsätze. 1. Die Flächeninhalte zweier ähnlicher
Pvlygone verhalten sich wie die Onadrate ihrer homologen
Seiten.

Folgt ans §. 134, 2 und Z. 162.
2. Die Flächeninhalte zweier regulärer Vielecke vou

gleicher Seitenzahl verhalten sich wie dieQuadrate derHalb-
messer der diesen Vielecken ein- und umgeschriebenen Kreise.

Folgt aus 1. mit Rücksicht auf ß. 134, 6.

III. Bestimmung des Ilächeniuljattes.
Z. 164. Lehrsatz. Der Flächeninhalt eines Rechteckes ist

gleich dem Producte aus der Grundlinie und der Höhe.
Beweis. Es sei U ein Rechteck, das 6l zur Grundlinie und II zur

Höhe hat, und LI die Flächeneinheit, d. i. ein Quadrat, dessen Seite ru die
Längeneinheit ist. Nach §. 160 hat man

ir_6-. n_6 n
LI m . m m ' iL

Es bedeutet nun die Zahl, welche angibt, wie oft die Flächeneinheit

LI in dem gegebenen Rechtecke enthalten ist; und aber sind die Zahlen,

welche augeben, wie oft die entsprechende Längeneinheit m bezüglich in der
Grundlinie 6 und in der Höhe H jenes Rechteckes enthalten ist.

Die Maßzahl für den Flächeninhalt eines Rechteckes ist also gleich dem
Prodnete der auf die entsprechende Längeneinheit sich beziehenden Maßzahlen
der Grundlinie und der Höhe desselben.

Dieser Satz wird kürzer in der obigen Form ausgedrückt.
Folgrsatz. Der Flächeninhalt eines Quadrates ist gleich

der zweiten Potenz seiner Seite.
Z. 165. Lehrsätze. 1. Der Flächeninhalt eines schiefwinkligen

Parallelogramms ist gleich dem Producte aus der Grundlinie
und der Höhe (ß. 154 und 164).

2. Der Fläch eninhalteinesDreieckes ist gleich dem halben
Producte aus der Grundlinie und der Höhe (ß. 155 und 164).

3. Der Flächeninhalt eines Trapezes ist n) gleich demPro-
dncte ans der halben Summe der Parallelseiten und der Höhe
(8. 156); oder lr) gleich dem Producte aus der Mittellinie und
der Höhe (§. 57, 1).

4. Der Flächeninhalt eines regulären Vieleckes ist gleich
dem halben Producte aus dem Umfange desselben und dem
Abstande des Mittelpunktes vou einer Seite.

Beweis. Es seien s, r und 1 bezüglich die Maßzahlen einer Seite, der
vom Mittelpunkte zu einer Seite gezogenen Normalen und des Flächeninhaltes
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eines regulären u-Eckes. Zieht man vom Mittelpunkte zu allen Eckpunkten
Strecken, so wird dadurch das n-Eck (nach Z. 68, k>) in u congruente Dreiecke

zerlegt. Der Flächeninhalt eines solchen Dreieckes ist daher

8.1' V8.I'
k n .

wo n 8 die Maßzahl des Umfanges des Vieleckes ist.
Zusatz. Der Flächeninhalt eines unregelmäßigen Vieleckes

wird bestimmt, indem man dasselbe durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt, die
Flächeninhalte derselben sucht und die erhaltenen Dreiecksflächen addiert.

IV. Konstructions- und Wechmrngsaufgaöen.

tz. 166. Verwandlung geradliniger Gebilde.
Ein Gebilde verwandeln heißt, ein anderes dem gegebenen flächen-

gleichcs Gebilde constrnieren, das gewissen Bedingungen genügeleistet.
1. EinDreieck in ein gleichschenkliges zu verwandeln, das

eine Seite des gegebenen Dreieckes zur Grundlinie hat.
Auflösung mittelst der geometrischen Örter.
2. Ein Dreieck mit Beibehaltung einer Seite in ein anderes

zu verwandeln, das an dieser Seite einen gegebenen Winkel
«hat.

Trägt man in einem Endpunkte der gemeinsamen Seite den Winkel a
auf und zieht dann zu dieser Seite durch den gegenüberliegenden Eckpunkt die
Parallele, so ist der Schnittpunkt der Parallelen und des zweiten Schenkels
von « der gesuchte dritte Eckpunkt.

3. Ein Dreieck ^.80 (Fig. 98) unter Beibehaltung eines
Winkels in ein anderes zu verwandeln, das eine gegebene

Fig- W. Grundlinie o hat.
Man trage o auf 8 bis O auf, ziehe 6O,

Ö und zu ihr parallel 8L-, verbindet man v und L
! / durch eiue Strecke, so ist v k das verlangte Dreieck.
-/ Denn — ^80, da beide das /^^88

" gemeinsam haben und /X88O— 8L6 ist.
4. Ein Dreieck ^.80 (Fig. 98) unter Beibehaltung eines

Winkels in ein anderes zu verwandeln, das eine gegebene
Höhe b hat.

Errichtet man ^.8 — b normal zu ^8, zieht 8 L ^.8, 08> 88
und verbindet 8 uud I) durch eine Strecke, so ist — ^80.

5. Ein Dreieck ^.86 (Fig. 99) unter Beibehaltung eines
Winkels^-inein an de reszn verwandeln, in welchem diediesem
Winkel gegen überliegendeSeite einer gegebenen Geraden 8V
parallel ist.
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Analysis. Ist L. I? L das gesuchte Dreieck, also
DD II V8, so hat man ^8: XD ^.v: A.L.
Damit /s^1p8O^L.DD sei, muss auch (nach
Z. 161, Folges.) ^8.L.0 --- LD.^D oder ^8:
^.D---LD:L.O sein. Man hat also ^.v: LD

D o, d. i. L D ist die mittlere geometrische
Proportionale zu L.V und ^.0.

Constrnction. Man suche zn ^.v und ^.0 die mittlere geometrische
Proportionale (nach 8- 146, Ausg. 3, Aufl. 2), mache ^.D—und
ziehe DI? II D8; LDD ist das verlangte Dreieck.

6.Ein Rechteck ^.8 01) (Fig. 100)in ein Quadratzuverwandeln.

Mg. 99

Fig. 100.

S 0

Man verlängere 8 bis D, so dass 8 D — 8 0
wird, beschreibe über ^.D einen Halbkreis, welcher die
80 in D schneidet. Das über 8D construierte Qua¬
drat 8D08 ist dem gegebenen Rechtecke flächengleich.

Denn zieht man X.D und DD, so ist ^.8 : 8D
^8D:8D (tz. 135) oder L8:8D^8D:80,
folglich 8D^L8.80.

7. Ein Vieleck ^.8 ODD (Fig. 101) in ein anderes zu ver¬
wandeln, welches eine Seite weniger hat.

Fig. loi. Man schneide durch eine Diagonale O D von dem
gegebenen Vielecke ein Dreieck ODD ab, lege durch

„ D> zu OD die Parallele DD, welche die verlängerte
/0 / / X, Seite L.D in D schneidet, und ziehe OD; dann ist
/ X< / das Vieleck 8 O D L --- Vieleck L 8 0 D, weil beide

V / aus gleichen Theilen bestehen.
-A Durch Wiederholung dieser Constrnction kann

jedes Vieleck in ein Dreieck verwandelt werden.
8. Ein Quadrat zn konstruieren, das gleich ist a) der

Summe, 5) der Differenz zweier gegebener Quadrate.
a) Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten gleich sind

den Seiten der beiden Quadrate; die Hypotenuse ist die Seite des verlangten
Quadrates (8- 157).

d) Die Auflösung beruht ebenfalls auf 8- 157.
9. Ein Quadrat zu konstruieren, welches der Summe

dreier oder mehrerer Quadrate gleich ist.
Man vereinige nach der Aufgabe 8. a) zuerst zwei Quadrate mit

einander, das gefundene mit dem dritten u. s. w.
8- 167. Theilung geradliniger Gebilde.
1. Ein gegebenes Dreieck durch Gerade, welche von einem

Eckpunkte ausgeheu, a) in gleiche Th ei le, d) in Theile zu
theilen, welche in einem gegebenen Verhältnisse stehen.
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Man theile die Gegenseite n) in gleiche Theile, d) nach dem gegebenen
Verhältnisse, und ziehe von dem Eckpunkte Strecken nach den Theilungspunkten
(Z. 154, Folges. oder Z. 159, n).

2. Ein Dreieck ^.130 durch Gerade, welche von einem ans
einer Seite -413 liegenden Punkte N ausgehen, in drei Theile
zu theilen, welche sich wie m : n : x verhalten.

Man theile das Dreieck (nach 1) durch die Geraden OO und OL nach
dem gegebenen Verhältnisse und verwandle (nach Ansg. 3in H. 166) die Dreiecke
-41)0 und I3L0 in zwei Dreiecke über den Grundlinien 14N und 13 LI.

3. Ein Dreieck ^413 0 (Fig. 102) durch Gerade, welche einer
Seite 130 parallel sind, inTheile zu theilen, welch? in einem
gegebenen Verhältnisse rn .- n : x stehen.

Fig. io2. Theilt man ^40 in den Punkten ä und s nach
dem Verhältnisse in : n : p, so haben die Dreiecke

,<X-^ -413 ck, ä L s und a 13 0 die verlangte Große. Man
/ V X verwandelt nun die Dreiecke i4I3ä und ^413 6 mit
XX'^^X X Beibehaltung des Winkels -4 (nach ß. 166, Aufg. 5)
4 >E-X °4^X in die Dreiecke ^4 Id I) und -4 O Id, in denen die Gegen -

seiten Id v und O Id der Seite 13 0 parallel sind; 01)
K oid sind dann die gesuchten Theilungslinien.

Ist iu — u — p, so wird das /X ^413 0 in gleiche Theile getheilt.
4. Ein Parallelogramm durch Gerade, welche e i n e r S e ite

parallel sind, a) in gleiche Theile, I>) nach einem gegebenen
Verhältnisse zu theilen.

Die Auflösung ergibt sich aus 8- 154 oder Z. 159, n.
5. Ein Trapez durch gerade Linien, welche die beiden

Parallelseiten schneiden, u) in gleiche Theile, b) nach einem
gegebenen Verhältnisse zu theilen.

Die Auflösung ist jener der vorhergehenden Aufgabe analog.
5. Ein Trapez durch Gerade, welche den Parallelseiten

parallel sind, inTheile zu theilen', welche in einem gegebenen
Verhältnisse stehen.

Durch die Verlängerung der nichtparallelen Seiten bis zu deren Schnitt¬
punkte ist die vorstehende Aufgabe auf die Aufgabe 3 zurückgeführt.

tz. 168. Rechnung sauf gaben.
1. In einem gleichseitigen Dreiecke ist 1) die Seite n, 2) die

Höhe ü gegeben; wie groß ist der Flächeninhalt 1?

1) 1-^V3, 2)t--^3.

2. In einem gleichschenkligen Dreiecke ist n die Grundlinie, 6
der Schenkel; mau suche den Flächeninhalt ü
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3. Ju einem Dreiecke sind die drei Seiten gegeben; man berechne die
zu einer Seite gehörige Höhe und den Flächeninhalt.

Fic>. ws. Es sei in dem Dreiecke ^.80 (Fig. 103) die
L' Seite 8 0 — n, ^.0 — 5, 8 — o, die Höhe 6 8>

/^X. — 8 und die Strecke — x. Nach Z. 158, 1 ist
/ X. X2 I ^2 ^,2

/ X — 5^ X 6 — 2ox, daher X — —X—-'-XL 2°
Nun ist Ir? — 1? — x? — (b X — x),

1,2^^^ N - ---

2do 4- 4- v- — 2d° — d" — X (K-X?- s.' - (b —X
2 o ' 2o 2 o 2 o '

daher 1i — ^Xlb 4-«4- u) (b 4- o—») (^ -5 b — o) — v 4-«).

Drückt 1 den Flächeninhalt des Dreieckes ^80 aus, so ist 1— ; mithin

1 — V (3, -5 5 4^ o) tt> 4° 0 — 3.) — v 4" o) (8 X v — o).
Setzt man nun den Umfang a -s- b X o — 2s, so erhält man, wenn

von dieser Gleichung folgeweise 2a, 25, 2e subtrahiert wird,
b-s-o — L — 2(s — a), s, — v -5 « — 2 (s — d), s, 4^ 1— o — 2 (s — «),

folglich ist 1 — V 8 (8 — a) (8 — 5) (8 — 0).
2. In einem Trapeze sind die vier Seiten gegeben; man berechne die

Höhe und den Flächeninhalt.

104- sei (Fig. 104) 8 a, O v ---- 5, v -- a und
8 0 — ä, die Höhe 5 und der Flächeninhalt t'. Zieht man

/ 0 8 O^, so sind in dem Dreiecke 880 die Seiten
/ / l 8 8 — u — 5, 80 — ä und 0 8 — 0, daher (nach

L L Äufg. 3) die zu 88 gehörige Höhe

lt — 2 (8.- 5) - V(o4XX !»—d) (v 4-ä — 8 4- N) (L —V X« — ä) (L — v — c-Xa-.

Da nun Ii zugleich die Höhe des Trapezes, und der Flächeninhalt desselben

l' — ist, so folgt

t'—. V ev 4-04-0Xä— d) (s X ä — v — e)(s-5 o— d — ct).

V. Htvungsfähe und Avungsaufgaöen.
Z. 169. Übnngssätze.
1. Die Summe der drei Normalen von einem Punkte im Innern eines

gleichseitigen Dreieckes auf die Seiten ist gleich der Höhe des Dreieckes.
2. Jede durch den Schnittpunkt der Diagonalen eines Parallelogramms

gezogene Gerade halbiert dasselbe.
3. Zieht mau durch die vier Eckpunkte eines Viereckes Parallele zu den

Diagonalen, so ist das von ihnen gebildete Parallelogramm doppelt so groß
als das Viereck.
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4. Zieht man in einem Parallelogramme durch irgend einen Punkt einer
Diagonale Parallele zu den Seiten, so sind die von der Diagonale nicht durch¬
schnittenen Parallelogramme flächengleich (Z. 54, a).

5. Zieht man von der Mitte einer der nicht parallelen Seiten eines
Trapezes Strecken zu den Endpunkten der andern, so ist das dadurch be¬
stimmte Dreieck gleich der Hälfte des Trapezes.

6. Beweise mit Hilfe entsprechender Constructionen, dass die folgenden
arithmetischen Formeln auch im geometrischen Sinne richtig sind:

(a -f- 5)2 — 8? -s- 2a5 -s- b?,
(8 — 5)2 g? — 2a5^- 5-,

(a, -s- 5) (s, — 5) — a? — 52.
7. Die Summe der Quadrate über zwei Seiten eines Dreieckes ist

doppelt so groß als die Summe aus dem Quadrate über der halben dritten
Seite und über der dieser dritten Seite zugehörigen Schwerlinie (8. 158, 1
und 2).

8. Die vierfache Summe der Quadrate über den Schwerlinicn eines
Dreieckes ist gleich der dreifachen Summe der Quadrate über den Seiten.

9. In jedem Parallelogramme ist die Summe der Quadrate über dcu
vier Seiten gleich der Summe der Quadrate über den beiden Diagonalen.

10. Coustruiert mau über den Seiten eines rechtwinkligen Dreieckes als
homologen Seiten ähnliche Vielecke, so ist das Vieleck über der Hypotenuse
gleich der Summe der Vielecke über den Katheten (Z. 163, 1 und Z. 157).

11. Unter allen Dreiecken von gleicher Grundlinie und gleichem Umfange
ist das gleichschenklige das größtmögliche (ein Maximum).

Es sei n die Grundlinie, s die Summe der beiden anderen Seiten, und, wenn diese

ungleich sind, -5 x die größere, . x die kleinere Seite; dann ist der Flächeninhalt

1 — 4 V (s -5 n) (» — s.) (a — 2 x) (a -s- 2 x) — V (2g — n?) (s? — 4 x?).
Je kleiner x ist, desto größer ist k, und am größten, wenn x — 0 wird, d. h. wenn

das Dreieck gleichschenklig ist.

12. Unter allen Dreiecken von gleicher Grundlinie und gleichem Flächen¬
inhalte ist der Umfang des gleichschenkligen der kleinstmögliche (ein Minimum).

Ans k — (g»-^2) — 4 x9 folgt » — -s- »2.

o und daher auch der Umfang n — a -5 o erhält also den kleinsten Wert, wenn x — O
wird, d. i. fiir das gleichschenklige Dreieck.

13. Unter allen u-Ecken von gleichem Umfange hat das reguläre den
größten Flächeninhalt.

Das größte n-Eck von gegebenem Umfange muss gleichseitig sein. Denn wären
zwei Seiten 8 und 8 6 ungleich, so könnte man das Vieleck, ohne den Umfang zu
ändern, dadurch vergrößern, dass man statt des 8 0 über der Grundlinie zt. 6 ein
gleichschenkliges Dreieck coustruiert, worin jeder Schenkel Z (zl. 8 -5 8 0) ist (Satz ll).
Lässt sich aber das ungleichseitige Vieleck ohne Änderung des Umfanges vergrößern, so ist es
nicht das größtmögliche.
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14. Unter allen u-Ecken von gleichem Flächeninhalte hat das reguläre
den kleinsten Umfang.

Ist x ein reguläres n-Eck von dem Umfange u, k ein nicht reguläres u-Eck mit
demselben Flächeninhalte und dem Umfange II, ferner x' ein reguläres u-Eck mit dem
Umfangell, so ist k < p' (nach 13), also da x — k ist, auch x < x'; dann muss aber,
da x co p' ist, u -< II sein.

Z. 170. Constructionsaufgaben.
1. Ein Dreieck in ein gleichschenkliges zu verwandeln, von welchem

gegeben ist a) die Grundlinie, ü) ein Schenkel.
2. Ein Dreieck unter Beibehaltung eines Winkels in ein rechtwinkliges

zu verwandeln (Aufg. 5 in Z. 166).
3. Ein Dreieck in ein rechtwinkliges zu verwandeln, von welchem gegeben

ist a) eine Kathete, b) die Hypotenuse.
4. Ein gegebenes Dreieck in ein gleichseitiges zu verwandeln (Aufg. 2

und 5 in Z. 166).
5. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, das einem gegebenen

Dreiecke ähnlich ist (Aufg. 5 in K. 166).
6. Ein Parallelogramm in ein anderes zu verwandeln, welches a) einen

gegebenen Winkel, U) eine gegebene Seite, o) einen gegebenen Winkel und
eine gegebene Seite hat.

7. Ein Dreieck dnrch eine Gerade, welche zu einer Seite normal ist, zu
halbieren (Aufg. 1 in ß. 167 und die obige Aufg. 2).

Z. 171. Nechnuugsausgaben.
1. In einem rechtwinkligen Dreiecke sind gegeben u) die Hypotenuse und

eine Kathete, 6) eine Kathete und die zur Hypotenuse gehörige Höhe; berechne
den Flächeninhalt.

2* Den Flächeninhalt eines rechtwinkligen Dreieckes zu bestimmen,
wenn gegeben sind:

a) die Hypotenuse und die Summe der beiden Katheten;
l>) eine Kathete und die Summe der Hypotenuse und der andern Kathete.

In einem rechtwinkligen Dreiecke sind der Flächeninhalt und die zur
Hypotenuse gehörige Höhe gegeben; bestimme die drei Seiten.

4.* In einem rechtwinkligen Dreiecke sind die Hypotenuse und der
Flächeninhalt gegeben; bestimme die beiden Katheten.

5* Aus dem Umfange und dem Flächeninhalte eines rechtwinkligen
Dreieckes dessen Seiten zu berechnen.

6. Ans der Diagonale ck (36 am,) eines Quadrates den Flächeninhalt 1
zu berechnen.

7. Aus einer Seite u (7'2-m) und der Diagonale ck (12'5 m.) eines
Rechteckes den Flächeninhalt 1 zu bestimmen.
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8.* Aus dem Umfange und dem Flächeninhalte des Rechteckes dessen
Seiten zu berechnen.

9. Wie groß ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, dessen Flächen¬
inhalt 2n^ beträgt?

10.* Den Flächeninhalt eines gleichseitigen Dreieckes aus der Summe
der Seite und der Höhe zu bestimmen.

11. Aus der Grundlinie u (2'34 m) und dem Flächeninhalte 4 (3 76
eines gleichschenkligen Dreieckes den Schenkel l) zu berechnen.

12? Den Flächeninhalt eines gleichschenkligen Dreieckes zu bestimmen,
wenn gegeben sind:

a) die zur Grundlinie und zu einem Schenkel gehörigen Höhen;
l>) die Grundlinie und die zu einem Schenkel gehörige Höhe;
a) der Umfang und die zur Grundlinie gehörige Höhe.
13. In einem Dreiecke sind zwei Seiten a, U und die zur dritten Seite

gehörige Höhe U gegeben; berechne den Flächeninhalt U
14. In einem Dreiecke sind zwei Seiten a, U und die Schwerlinie m

der dritten gegeben; berechne U
Verlängere im L 8 0 die Schwerlinie 61) nm ihre eigene Länge bis U und ziehe

LU; dann ist />.L86— LUO, daher nach Z. 168, 3
k — 4 V(n 4" b -4 2m) (b -U 2 m — a) (a 4^ 2m — b) (a-j-d — 2 m).
15. In einem Dreiecke sind die drei Schwerlinien IN, na', m", gegeben

berechne 1.
Da (Fig. 36 und 8. 61) /^L80 — 3L08 ist, so erhält man nach Anfg. 14
l — H V(m -l- m' -s- m") (m' -st- m" — m) lm -st- m" — in') (m 4- m' — m").
16. In einem Dreiecke sind die drei Höhen u, lck, U" gegeben; bestimme k
I - i

V(i> 4- x' 4- p") in' 4- — p) lv -U n" — x') (p 4- — r>")

wenn --- p, 1. -- p" gesetzt wird.

17. Die Diagonalen eines Dcltoids sind O (45 am.), und ä (32 cm.).
Bestimme den Flächeninhalt.

18. Den Flächeninhalt eines Rhombus zu berechnen, wenn a) beide
Diagonalen, U) die Seite und eine Diagonale gegeben sind.

19. Welche Beziehung findet zwischen den Seiten a, b und den Diago¬
nalen O, ck eines Parallelogramms statt?

Unter Anwendung von 8. 158, 1 und 2 erhält nian IP P — 2 (g-
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Fünfter Abschnitt.
Maftbestimmnngen am Kreise.

I. Berechnung der Sehnen- und Fangeulenvielelke.
172. Das Sehnen- und Tangentendreieck.

Fig. 105. 1. Es sei 0 (Fig. 105) der Mittelpunkt, 0 I) ein
Durchmesser des dem Dreiecke L.80 nmgeschriebenen
Kreises und 08 ch. ^8, ferner 80 — a, ^.0 — b, ^.8 — e,
08-^b unck 00^8. Da /X 68 8 0^08^., so ist
08 : 0^ — 06:08, oder 2 8 : b — a: b; mithin

2 bk —ab, und 2ebk —abo, oder
418 — ab e,

wenn 1 den Flächeninhalt des Dreieckes ^80 bezeichnet.
Man hat daher

k undk ° (8. 168, 3),
46, 4t 4 V» (s — a) (8 — d) (s — o)

wo 28 — a-s-b-s-o ist.
Für das eingeschriebene gleichseitige Dreieck ist a — b — e, daher

j/s und a -- k V3.

2. Es sei 0 (Fig. 106) der Mittelpunkt, 0D--08^08^r
der Halbmesser des dem Dreiecke ä.80 eingeschriebenen Kreises und 1 der
Flächeninhalt dieses Dreieckes. Man hat

k--/X600 -s- ^00 -s- ^.08, oder
ar > br , or r , > , < .

Fig. 106. - — ^(a-!-b-i-o).

Wenn a-s-b-s-e — 28 gesetzt wird, ist

- k — r 8, und r — oder
_ °

V/ ' L /!,. V /(»-»)(«-d) (s-°) Z>
, ^5— j Vs

§ F F <7 Für das umgeschriebene gleichseitige Dreieck,
dessen Seite a ist, hat man

und a ^--2r V3.

Zusatz. Ist 0, der Mittelpunkt eines äußeren Berührnngskreiscs
(8- 86, Zusatz) und 0, 6 dessen Radius, so ist

1 ---- L.80 -s- 80,0 — 80,0 -- ^80, -s- ^00, — 800, -s-

br, sr, 52' - sonnt

1 — 2 (b 's- « — u) — 2 (8 — a) — r, (8 — a) und I-, —
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Auf gleiche Weise findet inan bezüglich der beiden anderen äußeren Be¬

rührungskreise i-, i-b -----

Daraus ergibt sich -fi °

nnd 1-g I'g --- — . - — —, somit ri^i'zig
(8—a) (8—d) (8—o) r^8 r^8 r ' i ö

8. 173. Das ein- und das umgeschriebene Quadrat.

Heißen und 84 die Seiten des ein- und des umgeschriebenen Quadrates
und r der Halbmesser des Kreises, so ist

84 — rV2, 84 — 21-; und'umgekehrt

8- 174. Das ein- und das umgeschriebene reguläre Sechseck.

Ist (Fig. 107) OL —r der Halbmesser des Kreises, L.L —8g die
Seite des eingeschriebenen, HL — 8g die Seite des umgeschriebenen regulären
Sechseckes und 0DZ.IIL, so hat man

8b i- (Z. 90).

Ferner ist 1IL : L. L --- OL - 00, also 8§: r i-: ^/ r- - oder

8g : r — r: V3, daher

2 2r 2iV3

Z. 175.^ Die einem Kreise eingeschriebenen regulären
Zehn- und Fünfecke.

1. Nach 8- 141,1 P r: 8^---8,g: (r—8;o), also 8^<>-s-
woraus sich ergibt

s-°^(V5-1).

2. Ferner ist nach 8- 141, 2

-fi (g—(10—2V5); daher

»5 -^^^/lO — 2V5.

Zusah. Mit Rücksicht ans den Ausdruck — 2 S erhalt man, wenn

r den Halbmesser des dem regulären Fünfecke von der Seitenlange umgcschriebenen, 1'
den Halbmesser des dieseui Fünfecke eingeschriebenen Kreises und ck die Diagonale des Fünf¬
eckes bezeichnet,

n - ^60 10 V 5, r- - -s- w 5, ä -- s, (1 V 5).

ß. 176. Aus der Seite 8» eines einem gegebenen Kreise
eingeschriebenen regulären Vieleckes die Seite 8» des dem-

MoLnil, Geometrie sür die oberen Nassen. 7
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selben Kreise nin geschriebenen regulären Vieleckes von gleicher
Seitenzahl zu bestimmen.

Ist (Fig. 107) 0^. —i- der Halbmesser des Kreises und 7^8 —s,, die
Fig. 107. Seite des eingeschriebenen regulären m-Eckes, so ist, wenn

08 U. ^8, und die Tangente durch 8 von den Halb¬
messern OL. und 0 8 in 0 und O geschnitten wird,
OO — 8n die Seite des umgeschriebenen regulären u-Eckes.
Da daun /X 01)0 cv- ^.80 ist, so folgt

08>:^8 08 : 08, oder

8»: s» — u: daher

H. 177. Aus der Seite 8» eines einem gegebenen Kreise
eingeschriebenen regulären Vieleckes die Seite 82» des dem¬
selben Kreise eingeschriebenen regulären Vieleckes von dop¬
pelter Seitenzahl zu berechnen.

Haben r und die ihnen im Z. 176 beigelegte Bedeutung und zieht
man (Fig. 107) 08 )_^.8, so ist die Sehne ^8 — 82» die Seite des ein¬
geschriebenen regulären 2n-Eckes. Man hat nun nach Z. 135,1

2r:^8-^K8.-88, oder, da 88--08 — 08--r — ist,

2r ; 8s° 82» : (r — ^/ 1-2 — daher 8^ 2r (i- — V1-2 —

und Zs» --- ^/ 2 r — ^/r2-

II. Westimmung der Peripherie mrd des Mcheninhattes eines Kreises.
ß. 178. Lehrsätze- 1- Die Peripherie eines Kreises liegt für

jede Seitenzahl des ihm ein- und des ihm umgeschriebenen
Vieleckes zwischen den Umfängen dieser Vielecke.

Beweis. Zieht man in einem Kreise, deni ein Vieleck eingeschrieben
ist, von je zwei aufeinander folgenden Eckpunkten desselben zu einem Punkte
des von ihnen begrenzten Bogens Sehnen, so erhält man ein neues einge¬
schriebenes Vieleck von doppelter Seitenzahl, dessen Umfang größer ist als der
Umfang des früheren (8. 34,1). Fährt man ans diese Art mit der Vermeh¬
rung der Seitenzahl der eingeschriebenen Vielecke fort, so wächst mit der
Seitenanzahl auch der Umfang derselben, ohne jedoch je mit der Peripherie
des Kreises zusammenfallen zu können, da alle Bielecksseiten als Sehnen des
Kreises stets innerhalb desselben liegen.
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Zieht man an einen Kreis, dem ein Vieleck um geschrieben ist,
zwischen je zwei aufeinander folgenden Seiten desselben eine Tangente, so
entsteht ein neues nmgcschriebenes Vieleck von doppelter Seitenzahl, dessen
Umfang kleiner ist als der Umfang des früheren (8- 34,1). Bei so fortgesetzter
Vermehrung der Seitenzahl der umgeschriebenen Vielecke nimmt der Umfang
derselben fortwährend ab; er kann jedoch nie mit der Peripherie des Kreises
znsammcnsallen, da alle Vielecksseiten als Tangenten des Kreises stets außerhalb
desselben liegen.

2. Der Unterschied zwischen den Umfängen des einem
Kreise um- und des ihm eingeschriebenen regulären Vieleckes
wird bei fortgesetzt wachsender Seitenanzahl unendlich klein.

Beweis. Sind 04) und LL (Fig. 107) die Seiten, 0» und m, die
Umfänge des einem Kreise um- und des ihm eingeschriebenen regulären n-Eckes,
so ist nach 8. 134, 7
0» : n» -- OL : 0L, daher (0» - u«) : 0« --- (0L — 01?) : 0L, und

0v-Uu-^.(0L-0l?).

Mit dem Wachsen von u nimmt nun 0i>, folglich, da OL konstant ist,
auch ab; 0L — 0L — Lk? ist kleiner als die Seite ^.L des regulären
2n-Eckes, diese Seite aber nimmt unendlich ab, wenn u ohne Ende zunimmt:
mithin nimmt auch 0v — mit dem wachsenden u unendlich ab.

8. 179. Lehrsätze. 1. Die Fläche eines Kreises ist größer als
die Fläche irgend eines ihm eingeschriebenen, und kleiner als
die Fläche irgend eines ihm umgeschriebenen Vieleckes.

Denn die Fläche des eingeschriebenen Vieleckes ist ein Theil der Kreis¬
fläche, und dieser wieder ein Theil der Fläche des nmgeschriebenen Vieleckes.

2. Der Unterschied zwischen den Flächeninhalten des einem
Kreise um- und des ihm eingeschriebenen regulären Vieleckes
wird bei fortgesetzt wachsender Seiten anzahl unendlich klein.

Beweis. Sind 00 und ^8 (Fig. 107) die Seiten, k?» und st, die
Flächeninhalte des einem Kreise um- und des ihm eingeschriebenen regulären
u-Eckes, so ist (nach 8- 163, 2) k?„ : th 0 40 : 0k?h daher

(k?v — tz>) : 0» ----- (0 02 — 0 02) : 0 LH und
Lv-kh^A (0 40-0 LH.

Mit dem wachsenden u nimmt nun k?v, daher auch ab, und
0L2 — Ok?2 — 07^2 — 0k?2 — LL2 wird unendlich klein; also wird auch
der Unterschied L» — kh bei fortgesetzter Vermehrung der Seitenzahl unendlich klein.

8- 180. Ist einem Kreise ein reguläres Vieleck eingeschrieben und ein
anderes umgeschrieben, so folgt aus 8. 178, 1 und 2, dass sich bei nuendlich

7*
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wachsender Seitenzahl die Umfänge beider Vielecke, und zwar der Umfang
des eingeschriebenen bei fortgesetztem Wachsen, der des nmgeschriebenen bei
fortgesetztem Abnchmen, demselben gemeinsamen Grenzwerte, nämlich der Pe¬
ripherie des Kreises nähern. Die analoge Beziehung findet nach Z. 179, 1
und 2, zwischen den Flächeninhalten der ein- und umgeschriebenen regulären
Vielecke und der Kreisfläche statt.

Hierauf beruhen folgende Definitionen:
Die Länge der Peripherie eines Kreises ist der gemeinsame

Grenzwert der Umfänge der dem Kreise ein- und umgeschriebenen regulären
Vielecke mit wachsender Seitenzahl: der Flächeninhalt des Kreises ist
der gemeinsame Grenzwert der Flächeninhalte derselben Vielecke.

8- 181. Lehrsatz. Die Peripherien zweier Kreise verhalten
sich wie ihre Halbmesser, oder wie i h r e D n rch m e s s er.

Folgt unter Anwendung des Grenzbegriffes aus K. 134, 7.
Folgesätze, a) Drücken p und U die Peripherien zweier Kreise aus,

deren Halbmesser r und U, deren Durchmesser ä und I) sind, so ist p : U
— r : k und x:U — ä:I). Aus der zweiten Proportion folgt x: ä U: v,
d. h. das Verhältnis der Peripherie zum Durchmesser ist in
allen Kreisen ein constantes. Dieses konstante Verhältnis bezeichnet
man durch die Zahl n, so dass ist.

U) Aus den letzten Ausdrücken folgt: p — ckn oder p — 2 r n, d. h.
die Peripherie eines Kreises ist gleich dem Producte aus dem
Durchmesser und der Zahl n.

e) Für r — 1 ist x —2n, also n — Die Zahl n kann demnach
auch als die Maßzahl der halben Peripherie eines Kreises,
dessen Halbmesser — 1 ist, betrachtet werden.

Z. 182. Berechnung der Zahl n.
Nach 8- 171, o ist 2n die Maßzahl für die ganze Peripherie eines

Kreises mit dem Halbmesser r — 1. Um diese näherungsweise zu bestimmen,
berechnet man die Umfänge des ein- und des nmgeschriebenen regulären
n-Eckes für r— 1 und für ein so großes n, dass der Wert, um welchen die
beiden Umfänge differieren, vernachlässigt werden darf. Die Decimalen, in
denen die Umfänge Übereiustimmen, gelten dann auch für die gesuchte Peripherie
des Kreises.

Es soll z. B. die Zahl n auf 4 Decimalstellen genau bestimmt werden.
Geht man bei der Berechnung, wie es am bequemsten ist, von dem eingeschrie¬
benen regulären Sechsecke ans, in welchem die Seite 8g — r — 1 und der
Umfang Ng 6 ist, so erhält man (8- 174) für das umgeschriebene Sechseck
die Seite 8g — 1'1547005.. und den Umfang Ulg — 6'928203.. Aus Ug
und Ulg berechnet man nach 88- 176 und 177 Ust? und aus diesen wieder



IM

s^s4 Md Uz4 II. s. w., bis man auf 6stss6 — 6'283194.. und —
6'283181.. kommt. Da sich diese Umfänge erst in der fünften Decimale von
einander unterscheiden, so ergibt sich auf 4 Decimalen genau 2^----6'2832,
daher n----3'1416.

Nach demselben Verfahren erhält man auf 20 Decimalen genau
^-^3'14159 26535 89793 23846.

Die Zahl -r ist zueist von Archimedes bestimmt worden, welcher 3? > n > 3??-
fand. Die erste Zahl wird häufig gebraucht, wo es nicht auf große Genauigkeit ankommt;
sie ist genauer als der ebenfalls oft gebrauchte Näherungswert 3'14.

Ludolf von Ceulen berechnete rr auf 35 Decimalstcllen; nach ihm wird ?r auch
die Ludolf'sche Zahl genannt.

8- 183. Lehrsätze. 1. Die Flächeninhalte zweier Kreise Ver¬
halten sich wie die Quadrate ihrer Halbmesser.

2. Der Flächeninhalt eines Kreises ist gleich dem halben
Prod nete aus der Peripherie und dem Halbmesser.

Die Richtigkeit der beiden Sätze ergibt sich nach dem Grenzbegriffe aus
8. 163, 2 und 165, 4.

Folgesatz. Drückt r den Halbmesser, x die Peripherie und k den Flächen¬

inhalt eines Kreises aus, so ist t------oder, da x — 2rn ist,

d. h. der Flächeninhalt eines Kreises ist gleich dem Products
aus dem Quadrate des Halbmessers und der Zahl n.

Zusatz. Der Flächeninhalt eines Kreis ring es ist gleich dem
Products aus der Summe der beiden Kreisumfänge und der halben Breite des
Ringes.

Hl. Bestimmung der Kreksvogen und Kreissektoren.
8- 184. Lehrsätze. 1. In demselben Kreise verhalten sich die

Kreisbogen wie die zugehörigen Centriwinkel.
Beweis. Es seien die Bogen ^13 und Ov

(Fig. 108) kommensurabel; sei ihr gemeinsames
Maß, und zwar ^13 —in.l^LI, 01) — n.L.N; somit

13 : 6 v na : n. Zieht man zu jedem Theilungs-
punkte der beiden Kreisbogen Halbmesser, so ist auch
W. O 13 ---- in . 0 LI,' W. 60I)---n.^0 LI
(8- 78, 3), "folglich W. 013 : W. 6 O I) ---- in ; n;
und somit

Bog. ^.13 : Bog. 0V----W. ^013 : W. 00V.
Dass diese Proportion auch dann stattfindet, wenn ^.13 und 0L> in¬

kommensurabel sind, folgt ans 8- 115.
2. Zwei h v m o l o g e K r e i s b o g e n v e r h a lt e n sich wie die z n g e

hörigen Peripherien (Fig. 47).

Fig. W8.
S
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Beweis. Heißen k und x die Peripherien zweier Kreise, deren Halb¬
messer 0^ und 0n sind, und sind ^.8 und a zwei Bogen, welche in diesen
Kreisen zu dem Centriwinkel cc gehören, so hat man (nach 1) Bogen L8:8 —
«: 360, und Bogen ad:x — «: 360; daher Bogen ^.8:8 — Bogen ad : x,
oder Bogen ^.8: Bogen ad —k:x.

Folgesatz. Zwei homologe Kreisbogen verhalten sich wie ihre Halbmesser
(8. 181).

Z. 185. Länge eines Kreisbogens.
1. Ist d die Länge eines Kreisbogens, der zu dem Centriwinkel

« gehört, und r der Halbmesser des Kreises, so hat man nach Z. 184, 1
d : 2rn—«: 360, daher d —r.^1.

2. Für r^-l. ist b Der Ausdruck gibt also die Länge
des Bogens von « Grad für den Halbmesser 1 an; wir wollen
diesen Ausdruck kurzer durch aroa bezeichnen.

3. Ans d — — r.arc:« folgt: Die Länge eines Kreis¬
bogens ist gleich der Länge deshomologen Vogens für den
Halbmesser 1 m ultipliciert mit dem Halbmesser des ersteren.

4. Das Längenmaß eines Bogens für den Halbmesser 1 wird häufig
auch als Maß des zugehörigen Winkels selbst angenommen und hiernach 2n

für den vollen Winkel, n für den gestreckten, für den rechten Winkel, all¬
gemein ara« für den Winkel « gesetzt. Dies ist jedoch, da Längen und
Winkel als ungleichartige Großen im eigentlichen Sinne nicht durch einander
gemessen werden können, stets nur in dem Sinne zu verstehen, dass ans der
Bogenlänge für den Halbmesser 1 unzweideutig auch auf die Anzahl Grade
des zugehörigen Centriwinkcls geschlossen werden kann.

Z. 186. Lehrsätze. 1. In demselben Kreise verhalten sich die
Kreissektoren wie die zugehörigen Centriwinkel.

2. Zwei homologe Kreissectoren verhalten sich wie die
Flächeninhalte der zugehörigen ganzen Kreise.

Die Beweise sind analog den Beweisen zu Z. 184, 1 uud 2.
Folgesatz. Zwei homologe Krcissectoreu Verhalten sich wie die Quadrate

ihrer Halbmesser (Z. 183, 1).
8. 187. Lehrsatz. Der Flächeninhalt eines Kreissectors ist

gleich dem halben Products aus dem im Längenmaße ausge¬
drückten Bogen und dem Halbmesser.

Beweis. Bezeichnet 1 den Flächeninhalt eines Kreissectors, der für
den Halbmesser r dem Centriwinkel « entspricht, uud b die Länge des zu-
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gehörigen Bogens, so hat man (nach Z. 186, 1) 1: : 360, daher

k-d -d" d- ^-1- Ist L ISS, l>.

Znsah. Der Flächeninhalt eines Kreissegmentes ist, je nach¬
dem dasselbe kleiner oder größer als der Halbkreis ist, gleich der Differenz
oder der Summe ans der Fläche des zugehörigen Kreissectors und der Dreiecks¬
fläche zwischen der Sehne und den beiden Halbmessern.

IV. Wlmgsaufgaöcn.
8. 188. Übungsfätze.
1. Die Diagonalen eines Sehnenviereckes Verhalten sich wiö die Summen

der Products der in ihren Endpunkten zusammenstoßenden Seiten.
Man bestimmt die Flächeninhalte der zwei Dreiecke, in welche das Viereck durch die

eine Diagonale zerlegt wird, mit Rücksicht auf 8. 172, 1, aus den drei Seiten und dem
Halbmesser des umgeschriebenen Kreises, dann ebenso die Flächeninhalte der beiden Dreiecke,
in welche das Viereck durch die zweite Diagonale zerlegt wird, und setzt die Summe der
ersteren gleich der Summe der letzteren.

2. Beschreibt man über den Katheten eines in einen Halbkreis ein¬
geschriebenen rechtwinkligen Dreieckes Halbkreise, so ist die Summe der dadurch
gebildeten Monde (8. 92) gleich der Fläche des rechtwinkligen Dreieckes.
(Lehrsatz des Hippokrates.)

Der Flächeninhalt des Dreieckes und der beiden kleinen Halb-
Fig. 109. kreise ist gleich dem Flächeninhalte des großen Halbkreises und der

beiden Monde, somit -s- 4" -s- -p- I -s- H, somit

ist wegen a? -s- i? — v? auch — ii II.
/1 6 L

3. Errichtet man über den drei Seiten eines recht¬
winkligen Dreieckes als homologen Seiten ähnliche Figuren, so ist die Figur
über der Hypotenuse flächengleich mit den beiden Figuren über den Katheten.
(Allgemeiner Pythagoräischer Lehrsatz.)

Seien die über den Seiten a, b, o (Fig. 109) errichteten ähnlichen Figuren mit
ö, 0 bezeichnet, so ist nach Z. 163

: L : 6 --- a? : I? : o- und (L -s- 8) : 6 -- (a- -st b0 : <?; wegen
»2 -st Ist --- <? ist somit auch -st 8 — 0.

4. Der Kreis hat einen größeren Flächeninhalt als irgend ein Vieleck
von gleichem Umfange.

Es sei x der Flächeninhalt eines regulären u-Eckes, das mit einem Kreise vom
Halbmesser r gleichen Umfang 2r?r hat. Beschreibt man in das Bieleck einen Kreis, so hat
dieser einen Halbmesser <> O r, weil (nach Z. 178, 1) 2r?r ist. Setzt man daher

(> — r — ä, so ist (nach tz. 165, 4) x — 2rzr . -—-— — — är?r. Der Flächen¬

inhalt r'^-r des Kreises ist also größer als der Flächeninhalt x des regulären n-Eckes, folglich
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nach Z. 169, IS, umsomehr größer als der Flächeninhalt eines unregelmäßigen n-Eckes von
gleichem Umfange.

5. Der Kreis hat einen kleineren Umfang als irgend ein Vieleck von
gleichem Flächeninhalte.

Es seien L und u der Flächeninhalt und der Umfang eines Kreises, x und II der
Flächeninhalt und der Umfang irgend eines Vieleckes und k — x. Ist L der Flächeninhalt
eines Kreises mit dem Umfange II, so ist x <1 II (nach 4), also auch k < U, und, da der
kleinere Kreis den kleineren Umfang hat, u II.

Z. 189. Rechnungsaufgaben.
1. In einem Kreise ist r der Halbmesser, x die Peripherie, ck der Flächen¬

inhalt; aus einer dieser Größen die beiden anderen zu berechnen.
Gegeben: a) r — 5'28 m; v) x — 17'75 m; o) I — 4'0115

2. Die Länge eines Bogens von a° für den Halbmesser r ist U, der
Flächeninhalt des zugehörigen Kreissektors k; ans zweien dieser Größen die
beiden anderen zu berechnen.

3. Wie lang ist aro 1°, uro Ih aro 1"? (185, 2.)
4. Bestimme das Gradmaß <>° eines Kreisbogens, dessen Länge dem

Halbmesser gleich ist.
0 57'29578°.

7r

5. Berechne die Fläche eines Kreissegments, dessen Halbmesser — r und
dessen Sehne dem Halbmesser gleich ist.

6. Der Flächeninhalt eines Kreissegments, dessen Sehne a die Seite des
dem Kreise eingeschriebenen gleichseitigen Dreieckes ist, zn berechnen.

7. Aus dem Flächeninhalte 1 und der Breite b eines Kreisringes die
Halbmesser der beiden Kreise zu berechnen.

8. Der Durchmesser eines Kreises vom Halbmesser r wird in dem Ver¬
hältnisse ra : n getheilt und durch den Theilnngspunkt ein mit dem gegebenen
concentrischer Kreis beschrieben; wie groß ist der Flächeninhalt des dadurch
gebildeten Kreisringes?

9. Wie groß ist der Flächeninhalt eines Ringausschnittes, dessen Bogen
0'5 nr und 0'4 m zu Halbmessern haben und zu einem Centriwinkel von
48° gehören?

10. Aus den Seiten eines Sehnenviereckes die beiden Diagonalen zu
berechnen (Z. 140 und K. 188, 1).

11. In einen Kreis mit dem Halbmesser r ist ein Rechteck beschrieben,
dessen eine Seite u ist; wie groß ist sein Flächeninhalt?

12* Der Halbmesser eines Kreises ist r; wie groß ist der Flächeninhalt
des diesem Kreise eingeschriebenen regulären Sechzehueckes? (4i^V2 — h/ 2.)

13. Wie Verhalten sich die Flächeninhalte zweier gleichseitiger Dreiecke,
wenn der dem einen umgeschriebene Kreis slächengleich ist dem dem andern
eingeschriebenen?
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14. In den Quadranten eines Kreises vom Halbmesser r wird ein Kreis
beschrieben, welcher die Schenkel und den Bogen des Quadranten berührt;
bestimme den Flächeninhalt eines dritten Kreises, dessen Halbmesser der Summe
ans den Halbmessern des Quadranten und des ihm eingeschriebenen Kreises
gleich ist (2i-2n).

15. Ein Rechteck hat die Seite des einem Kreise vom Halbmesser r
eingeschriebenen gleichseitigen Dreieckes zur Grundlinie und die Seite des dem¬
selben Kreise umgeschriebcnen regulären Sechseckes zur Höhe; wie groß ist der
Umfang eines Kreises, welcher mit diesem Rechtecke flächengleich ist? (2rV2n.)

Anhang zur Wtanimelrie.

Lösung von Coustrnrlionsaufgaben nach der Methode
der algebraischen Analysis.

1. Geometrische Constrnction algebraischer Ausdrücke.

8- 190. Drückt man gegebene Strecken durch ihre Maßzahlen aus, so
erhält man auch für andere Strecken, die von jenen ans eine vorgeschriebene
Art abhängen, bestimmte Zahlenausdrücke. Sind z. B. a und b die Maß¬
zahlen der Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes, so ist VkO-s-l? der Zahlen-
ausdruck für die Hypotenuse. Umgekehrt kann ein Zahlenausdruck von der
Form in seiner geometrischen Bedeutung hergestellt werden,
indem man ihn als die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes constrniert,
dessen Katheten s, und l> Längeneinheiten enthalten.

Die Construction einer Strecke, deren Maßzahl x durch einen
algebraischen Ausdruck bestimmt ist, lässt sich auf einen der nachstehenden
Hauptfälle zurückführen:

1. Ist X —a-f-b zn construieren, so trägt man auf einer gegebenen
Geraden AL^a nnd dann in derselben Richtung weiter LO —b auf,
wodurch die Summe a-s-b als eine einzige Strecke AO erscheint.

2. Um x — s, — l> zu construieren,- trägt man ans einer gegebenen
Geraden von A aus in einer bestimmten Richtung AL —s,, und dann von
L aus in der entgegengesetzten Richtung LO —l> ans; die Strecke AO stellt
dann die Differenz n — K dar.

Ist b>a, also X negativ, so erscheint AO von A aus in einer
Richtung, welche der ursprünglich angenommenen entgegengesetzt ist.
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3. Der Ausdruck x — entstanden aus der Proportion s, : K — o : x,
wird als vierte Proportionale zu drei gegebenen Strecke» a, d, o nach
Z. 146, 1, construiert.

4. x—führt zu der Proportion —l>:x, und bildet die dritte
stetigeProportionale zu u und 1>. Die Construction erfolgt nach ß. 146, 2.

5. x —Val), entstanden aus x? —ub>, oder ans der Proportion
a:x—x:b, ist die mittlere Proportionale zwischen den Strecken a
und 6 und wird als solche nach Z. 146, 3, construiert.

6. X — wird als die Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei¬
eckes mit den gegebenen Katheten u und Ö construiert. Für d — u erhält man
x — aV2 als die Hypotenuse eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieckes
mit der Kathete a.

7. x — —st? M die Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes, in
welchem u die Hypotenuse und d die andere Kathete ist, zu construieren. Für
6 — -^- erhält man x—^ y/3 als die Höhe eines gleichseitigen Dreieckes,
dessen Seite u ist.

Z. 191. Beispiele.
1. x — u — b-s-o. Construiere in — g, — d, und dann x — m -s- o.

2. x — Construiere in — und dann x —

3. x — Construiere in — , n — , und dann x —
in -s- n.

4. x — 2n — ny/2. Construiere in — 3,^2 — V2a? — Vn^-s- a?,
und dann x — 2u — w.

5. x — (V5 — 1) als Seite des einem Kreise vom Halbmesser r
eingeschriebenen regulären Zehneckes (Z. 175, 1).

Construction: x — r'

6. x—Construiere in — Vba, und dann
X — -s- M2

7. x Va?-s-1)2 — <>2 -s- ck?. Construiere zunächst in —
dann n —Vlli2 — c-2, und endlich X— Vn2-stä2.

8. X —3.V2 — y/2 — V2a.2 — 3.2^2, Construiere IN — ay/2, n —
V3..111, und dann x — Hin? — n^.
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2. Algebraische Losung geometrischer Constrnrtionsaufgaben.

Z. 192. Ist die Lösung einer geometrischen Constrnctionsaufgabe von
dem Auffinden einer Strecke abhängig, so kann dabei die Methode der
algebraischen Analysis angewendet werden, welche darin besteht, dass
man für die Maßzahl der zu bestimmenden Strecke den entsprechenden alge¬
braischen Ausdruck sucht und diesen sodann geometrisch construiert.

Zu diesem Zwecke müssen zunächst die Bedingungen der Aufgabe in die
algebraische Zeichensprache übersetzt werden; man drückt die gesuchte Strecke
durch x ans, wählt die Bezeichnungen für die als bekannt zu benützenden
Größen und leitet aus den Beziehungen zwischen x und den bekannten Größen
durch Anwendung entsprechender geometrischer Lehrsätze eine Gleichung ab.
Durch Auflösung dieser Gleichung erhält man für x einen algebraischen
Ausdruck, welcher sodann wieder auf seine geometrische Bedeutung zurück-
znführcn, d. i. geometrisch zu konstruieren ist.

Der Beweis für die Richtigkeit der Auslösung ist schon in der Analysis
enthalten. Die Determination lehnt sich an die geometrische Deutung des
gefundenen Zahlenausdruckes an.

AnSgcführtc Beispiele.
A.193. Aufgabe. Ein gegebenes Rechteck ALOV (Fig. 110)

in ein anderes, von dem eine Seite gegeben ist, zu verwandeln.
Algebraische Analysis. Die Aufgabe ist als gelöst zu betrachten,

wenn die Länge der zweiten Seite des verlangten Rechteckes gefunden ist.

Fig. 110.
Bezeichnet man daher diese unbekannte Länge durch x
und die bekannte Seite LL durch n, setzt ferner in dem
gegebenen Rechtecke AL —0 und LO —o, so ist, da
die beiden Rechtecke flächengleich sein sollen,

ax —1> o,
und, wenn man diese Gleichung auflöst,

x ist also die vierte Proportionale zu n, 1> und e.
Construction. Man mache LL—Al3 —b, ziehe die Strecke LO

und zn ihr die Parallele L d, welche die LO in 61 schneidet. Dann ist
oder also x-^Ld nnd LLIId

das verlangte Rechteck.
Determination. Die vorstehende Auflösung ist stets und nur auf

eine Art möglich.
8- 194. Aufgabe. Ein Dreieck A60 (Fig. 111) durch eine

Gerade LllP welche zu einer Seite AL parallel ist, in zwei
gleiche Th eile zu theilen.
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Analysis. Hier handelt es sich nur um die Auffindung des Punktes
LI, durch welchen LI LI ^ 6 gezogen werden soll, also um die Bestimmung
der Strecke OLI, die wir durch x ausdrücken wollen. Setzt mau L.0 — a,
so ist, da /XOLIL^O^L ist, (nachK. 162) /^0 LIU : OH L ----- x-: a?.

Fig. m. Soll nun /X OLI X ---- sein, so muss auch

sein; x ist also die Hypotenuse eines gleichschenkligen

rechtwinkligen Dreieckes mit der Kathete

Constr uction. Man errichte im Halbierungspunkte II der ^VO zu
dieser die Normale und trage auf ihr OL — OO auf; dann ist OL^ — 01)^

-st I) L' ---- 2 also 0L--^V2--x. Macht man daher 0 LI ----- 0 6

und zieht LILl^L, so ist /XOLILI — ODLILI.

Z. 19ö. Änfgabr. In ein gegebenes Dreieck ^1)0 (Fig. 112)
ein Quadrat einzuschreiben.

Analysis. Zur Festlegung des verlangten Quadrates LLOlll handelt
es sich offenbar nur darum, in der Seite )L0 den Punkt L zu bestimmen,
durch welchen die zu ^.13 parallele Strecke LL gezogen werden soll, damit
LL — LOl werde. Man setze also die unbekannte Strecke ^.L — x, ferner
^.0 — tz, —o und die Höhe OO — ll.

Da zX^HOcv^LLO ist, so hat man
/.13 : 0D---LL : 01; aber LL: 01 ------
LO: 01^-L.L: OL, daher auch /.13: Ov
— /.L: OL, oder e: ll — x: (6 — x), woraus

x ist also die vierte Proportionale zu
a -f- ll, l) und o.

Construction. Man verlängere /.13 um I3L — 01), ziehe L O und
I3L^L0; dann ist /10 :/.0-^/.I3 :/.L, oder (o-j-ll) : bo : / L,
also /L — x und LLH6- das verlangte Quadrat.

Fig. II2.
0

tz. 196. Änfgabt. Ein gleichschenkliges Dreieck in ein gleich¬
seitiges zu verwandeln.

Analysis. Es sei /13 0 (Fig. 113) ein gleichschenkliges Dreieck mit der
Grundlinie 13 0 und der Höhe -X v; ferner sei L13 0 ein gleichseitiges Dreieck
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über der Seite LO und II LO das gesuchte gleichseitige
Dreieck. Zur Bestimmung dieses Dreieckes kommt cs nur
darauf an, den Punkt Li zn finden. Setzen wir daher
VH—x, ferner Av —m und VL —u, so ist

ZXLVL:LVII^iO:x-, oder
/XLVL : LVA --- n^x^;

es ist aber auch
/XL v L : L v A — u: m,

daher : x^ — u : m, und folglich X — v ur ir. X ist also die mittlere Pro¬
portionale zu m uud n.

Construction. Man beschreibe über Av einen Halbkreis nnd errichte

L L A v; dann ist v L — VA v . O L — Vm u — x. Macht man daher
VL^VL und zieht IIL^LL und LO^LO, so ist VLO das ver¬
langte gleichseitige Dreieck.

Z. 197.* Aufgabe. Eine gegebene Strecke AL (Fig. 114) nach
stetiger Proportion zu th eilen.

Fig. 113.
A

Fig. 114. Analysis. Ist AL---u
die gegebene Strecke nnd x der
größere Abschnitt derselben, so ist
(8- 141)
u:x —x: (a — x), oder

x? —g? — ux und

Der erste dieser zwei Werte x — — ist Positiv und

kleiner als a; er bestimmt also einen zwischen Aund L liegenden Theilnngs-
punkt L. Die Wurzelgröße in diesem Ausdrucke ist die Hypotenuse eines

rechtwinkligen Dreieckes mit den Katheten und a. Nm x zu erhalten, muss

man von jener Hypotenuse noch eine Strecke gleich abschneiden.

Constr uction. Man errichte auf AL in L die Normale OL — A,

ziehe AO nnd beschreibe um 0 mit dem Halbmesser OL — -A- einen Kreis,

welcher die AO in v schneidet; dann ist

AV — AO — OV — -j- a' -— x.

Man macht nun AL — Av, so ist
AL : AL --- AL : LL.
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Determination. Die Aufgabe hat eine einzige Lösung. Der zweite

Wert x — — -V / ist negativ und absolut genommen größer als
a, daher für die obige Aufgabe nicht verwendbar.

Der negative Wert von x führt aber, wenn man das Vorzeichen von x ändert, ans

die Lösung einer andern verwandten Aufgabe. Denn x — ff- ff- geht aus

der Proportion a: x — x : (a ff- x) hervor; diese aber enthält die algebraische Auflösung der
Aufgabe: Eine gegebene Strecke a so zu verlängern, dass die Verlängerung
bie mittlere Proportionale zwischen der gegebenen und der verlängerten
Strecke sei.

Um diesen Wert von x zu construieren, darf man nur LL' — IN machen; dann ist

O' -- O IV ff- 0 ff- ff- a- -- x, und daher

.4 L : L' : LLV.

Hieraus ergibt sich, dass die beiden hier angeführten Aufgaben durch eine und dieselbe
geometrische Construction gelöst werden; dass sich ferner der Wert von x in der zweiten
Aufgabe unmittelbar aus dem negativen Werte von x in der ersten Aufgabe, für deren
Lösung er nicht brauchbar war, herleiten lässt, wenn man nur das Vorzeichen ändert. Es
enthält somit die algebraische Auflösung der ersten Aufgabe auch schon jene der zweiten in
sich, sobald man den negativen Wert von x auf der LL von aus in der Richtung gegen
LV aufträgt, während der Positive auf 4. L von aus gegen 8 aufgetragen wird; sie liefert
also die Auflösungen der in folgender Weise allgemein gestellten Aufgabe:

Auf einer unbegrenzten Geraden, welche durch zwei gegebene Punkte
und L geht, einen Punkt so zu bestimmen, dass dessen Abstand von die

mittlere Proportionale zwischen seinem Abstande von Lund der gegebenen
Strecke L. L sei.

Aus der Durchführung dieser Aufgabe ist ersichtlich, dass die negativen Werte dazu
dienen, die Beschränkung aufzuheben, die in eine Aufgabe gelegt wurde, und dadurch diese
in ihrer Allgemeinheit vollständig zu lösen.

3. Übungsaufgaben.
§. 198. Construiere folgende Ausdrücke:

K. 199. Löse mit Hilfe der algebraischen Analysis folgende Aufgaben:
1. Ein Rechteck zu construieren, wenn die Summe s zweier Seiten und

ihre Differenz ä gegeben sind.
2. Die größere Seite eines Rechteckes so zu theilen, dass die Differenz

der Quadrate der Abschnitte dem Flächeninhalte des Rechteckes gleich wird.
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3. Um jeden Eckpunkt eines gegebenen Dreieckes einen Kreis so zu be¬
schreiben, dass jeder dieser Kreise die beiden anderen von außen berührt.

4. Über einer Seite eines Dreieckes ein Rechteck zu construieren, welches
dem Rechtecke aus den beiden anderen Seiten flächengleich ist.

5. In einem Dreiecke zu einer Seite eine Parallele zu ziehen, welche
einer gegebenen Strecke gleich ist.

6. In einem gegebenen Dreiecke ^.80 zu der Seite 8 0 eine Parallele
lUN so zu ziehen, dass der eine obere Abschnitt dem andern unteren

gleich sei.
7. Zu einem gegebenen Rechtecke ein Quadrat so zu coustruieren, dass

die Umsänge beider Figuren sich zu einander verhalten wie ihre Flächeninhalte.
8. Eine Strecke a in zwei Theile so zu theilen, dass die Differenz der

Quadrate beider Theile einem gegebenen Quadrate ur? gleich wird.
9. Ein rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn eine Kathete a und

die Summe s der Hypotenuse und der andern Kathete gegeben ist.
10. Ein Rechteck ans einer Seite und der Summe der Diagonale und

der andern Seite zu construieren.
11. Ein Rechteck al> in ein Quadrat x? zu verwandeln.
12. Ein Parallelogramm, dessen Seiten a und l> sind, in einen Rhombus

zu verwandeln, welcher mit dem Parallelogramme einen Winkel gemeinsam
hat (ß. 161, Folges.)

13. Von einem außerhalb eines Kreises liegenden Punkte eine Secaute
so zu ziehen, dass sie durch den Kreisumfang halbiert wird (Z. 136, 2).

14. In einen gegebenen Kreis ein gleichseitiges Dreieck zu beschreiben.
Ist x die Seite des eingeschriebenen Dreieckes und r der Halbmesser des Kreises, so

erhält man
x -- V3r' -- V (2 r? — r°.

15. Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a in ein Quadrat x? zu
verwandeln.

16. Ein Rechteck x^ aus der Diagonale ä und der Differenz ui zweier
Seiten zu construieren.

x--zV24--n?-j- 7--z V2ä--

17.* Eine gegebene Sehne eines Kreises so zu verlängern, dass die
vom Endpunkte der Verlängerung an den Kreis gezogene Tangente die Länge
6 habe (ß. 136, 2).

Verlängerung x —--s^ -s- l?.

18. * Ein Quadrat mit der Seite a in einen Rhombus zu verwandeln,
in welchem die Summe der Diagonalen dem Umfange des Quadrates gleich ist.
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Sind 2x »ud 2x die Diagonalen des Rhombus, so erhält man

x -- a -s- ^2 und a — ^/2.

19.* Ein Quadrat x^ zu construieren, weun die Summe s der Seite
und der Diagonale gegeben ist.

X — — s -s- sl/2.

20* Ein Rechteck x/ zu construieren, wenn der Unifang u und der
Flächeninhalt a? gegeben ist.

x - und - n-.

21* Ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn
der Umfang u gegeben ist.

X — n — y/ 2, wo X die Kathete bezeichnet.

22*. Ein rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn die Summe s der
beiden Katheten und die Höhe U aus die Hypotenuse gegeben ist.

Man erhält x — — Ir -s- V -l- 1^, wo x die Hypotenuse bezeichnet.

23.* Ein rechtwinkliges Dreieck aus der Differenz cl der Katheten und
der Höhe U auf die Hypotenuse zu construieren.

24.* Ein rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn die Summen u
und l> der Hypotenuse und jeder Kathete gegeben sind.

Bezeichnet man die Hypotenuse durch 2, die Katheten durch x und so dass
x — a — r, — d — 2 ist, so hat man e? — (s, — -s- (y — 2)2, voraus r — a

-s- d — V2nb, daher x — VHv — 1) und x — V2nd — s, folgt.

25.* Ein rechtwinkliges Dreieck zu construieren, wenn die Differenzen a
und l> der Hypotenuse und jeder Kathete gegeben sind.

26.* In den Quadranten eines Kreises vom Halbmesser r einen Kreis
zu beschreiben, welcher die beiden Schenkel und den Bogen des Quadranten
berührt.

Heißt x der Abstand des Mittelpunktes des gesuchten Kreises vom Bogen des Qua¬
dranten, gezählt auf der Halbierungslinie des rechten Winkels, so ist

x — — v r V 2.

Welche Deutung lässt sich dem negativen Werte von x geben?



Zweiter Theil.

Stereometrie.

Erster Abschnitt.
Gerade Linien nnd Ebenen irn Nanme.

8. 20V. Zwei Gerade im Raume können eine dreifache Lage gegen
einander haben. Liegen sie in derselben Ebene, so sind sie entweder parallel,
oder schneiden sich hinreichend verlängert in einem Punkte. Liegen sie nicht
in derselben Ebene, so können sie weder parallel sein, noch sich schneiden; die
eine geht über oder neben der andern vorbei. Solche Gerade nennt man s i ch
kreuzende oder windschiefe Gerade.

Folgesätze, a) Durch einen Punkt im Raume kann mit einer ge¬
gebenen Geraden nur eine Parallele gezogen werden (Z. 23, Grunds.).

b) Wenn mehrere parallele Gerade dieselbe Gerade schneiden, so liegen
sie unter einander und mit dieser in einer Ebene.

8. 2V1. Lehrsätze. 1. Eine Gerade, welche nicht in einer Ebene
liegt, kann diese Ebene nur in einem Punkte treffen.

Denn träfe die Gerade die Ebene noch in einem zweiten Punkte, so
müsste sie ganz in die Ebene fallen (8- 8, Grunds.).

Der Punkt, in welchem eine Gerade eine Ebene schneidet, heißt der
Fuß punkt dieser Geraden in der Ebene.

2. Wenn sich zwei Ebenen schneiden, so ist ihre Schnitt¬
linie eine Gerade.

Wäre die Schnittlinie nicht gerade, so müsste es in derselben drei Punkte
geben, die nicht in gerader Linie liegen. Dann müssten die drei Punkte in
beiden Ebenen liegen, und daher diese gegen die Voraussetzung eine einzige
Ebene bilden (8- 8).

I. Lage der Geraden gegen eine Ebene.
8. 202. Eine Gerade des Raumes kann gegen eine Ebene in

einer dreifachen Lage gedacht werden: entweder fällt die Gerade ganz in die
Ebene; oder es schneidet die hinreichend verlängerte Gerade die Ebene in

MoLnik, Geometrie fnr die oberen Massen. 8
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einem Punkte, sie ist gegen die Ebene geneigt; oder es trifft die unbegrenzt
verlängerte Gerade mit der beliebig erweiterten Ebene nie zusammen, die
Gerade ist mit der Ebene parallel.

203. Lehrsatz. Ist eine Gerade zu zwei Geraden, welche
durch ihren Fußpunkt in einer Ebene gezogen werden, normal,
so ist sie auch zu jeder andern durch ihren Fußpunkt in dieser

Geraden normal.

Beweis. Es seien (Fig. 115) 0^ und 08
zwei Gerade in der Ebene 88, und NO 4, 04^.,
NO 4. 0 8; ferner sei 00 eine dritte in dieser
Ebene durch 0 willkürlich gezogene Gerade. Man ver¬
längere die Gerade N 0 über den Fußpunkt 0, mache
die Verlängerung 0 ?l — 0 N und ziehe 4^ 13, welche
die 0 0 in 0 schneidet, ferner N und ; dann ist
/XN O L. 80^., folglich N — ldl 4^. Zieht man
N8 und Il8, so ist ebenso N08 808,
daher N L — dl 13. Dann ist aber
84.8, daher W. N 4 3—848. Zieht man noch

NO und 8 0, so ist auch /X ^0^840, daher NO ^80; folglich
0 0 4_ Ndl (8. 44, 1), oder NO 4. 00.

Z. 204. Ist eine Gerade zu jeder durch ihren Fußpunkt in einer Ebene
gezogenen Geraden normal, so sagt man, die Gerade und die Ebene stehen
zu einander normal oder senkrecht; im entgegengesetzten Falle sagt man,
die Gerade und die Ebene stehen zu einander schief.

Folgesatz. Ist eine Gerade zu zwei sich schneidenden Geraden
normal, so ist sie auch zu der durch dieselben be st im mten Ebene
normal (8- 203).

8. 205. Lehrsätze. 1. In einem Punkte einer Ebene kann zu
dieser nur eine Normale errichtet werden.

Ließen sich zwei Normale errichten, so wären, wenn man durch beide
eine Ebene legt, aus demselben Punkte ans einer Geraden in einer Ebene zwei
Gerade normal, was nicht möglich ist. (8. 25, 4.)

2. Von einem Punkte außerhalb einer Ebene kann zu dieser
nur eine Normale gezogen werden.

Ließen sich zwei Normale ziehen, so müssten diese mit der Verbindungs¬
strecke ihrer Fußpnnktc ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln bilden.

8- 206. Lehrsatz. Steht eine Gerade auf drei anderen Ge¬
raden in ihrem gemeinsamen Schnittpunkte normal, so liegen
diese in einer Ebene.

Ebene gezogenen

Fig. ns.
44
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Beweis. Es sei (Fig. 117) ^L .1. Ebene L8
und O I) Z. Ebene k 8. Verbindet man die Fußpunktc
L und v der beiden diormalen, so ist Winkel FLV
-j- OVL — 2L, mithin sind )l.L und Ov parallel,
da diese Geraden auch in einer Ebene liegen. Um
letzteres nachzuweisen, zieht man von einem beliebigen
Punkte der 7VL die Strecke ^.v, ferner in der

Ebene L8 dievLFLV. Macht mau VL—^.L und zieht ^LuudLL,
soist/X^LV^LVL, also ^.v —LL; daun ist /X^-VL^LL^,
also W. FVL—LLF—L. Da sonach LV 7VV und auch LV X. KI)
und LV Ov ist, so liegt (nach K. 206) Ov mit ^.v und LV, somit
auch mit FL in einer Ebene; daun ist aber Ov ^FL (tz. 25, 1).

Lnsatz. In der Stereometrie lautet die Definition für zwei parallele
Gerade: Zwei Gerade sind parallel, wenn sie in einer Ebene liegen und
beliebig verlängert einander nicht schneiden. In der Planimetrie war es nicht
nothweudig, die erstere Bedingung anzuführen, da dort eben nur geometrische
Gebilde in einer Ebene betrachtet werden.

2. Ist von zwei parallelen Geraden die eine zu einer Ebene
normal, so ist es auch die andere.

Beweis. Es sei (Fig. 117) FL Ov und FL F Ebene L8. Wäre
Ov nicht _L L8, so sei es O'v. Dann müsste nach 1. in der durch FL
und v gelegten Ebene O'v FL sein. In derselben Ebene ist aber nach der
Voraussetzung OV^FL; also gäbe es zu FL durch denselben Punkt zwei
Parallele, was dem Grundsätze in ß. 23 widerspricht.

Folgesatz. Alle Normalen von verschiedenen Punkten einer Geraden
auf eine Ebene liegen in einer einzigen Ebene, daher alle ihre Fnßpnnkte in
einer und derselben Geraden.

Z. 208. Zieht man von einem Punkte im Räume eine Normale zu
einer Ebene, so heißt der Fnßpnnkt der Normalen die Projektion (Normal-
Projection) des Punktes auf die Ebene, und die Ebene heißt die Pro¬
ject i o n s e b e n e.

Beweis. Es sei (Fig. 116) OLI normal zu
den Geraden OF, O L und 0 0. Man lege durch OF
und 0 0 die Ebene FOO. Würde OL nicht in dieser
Ebene liegen, so müsste, wenn eine durch OLI und OL
gelegte Ebene die Ebene FOO in Ov schneidet, der
Winkel LIOV sein (8- 203). Nach der Annahme
ist aber auch NOL — L; es wäre also LIOv¬

ili OL, was ein Widerspruch ist.
8- 207. Lehrsätze. 1. Sind zwei Gerade zu einer Ebene normal,

so sind sie parallel.
Fig. 117.

8*
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Unter der Projection einer Linie ans eine Ebene versteht man
diejenige Linie dieser Ebene, welche die Projektionen sämmtlicher Punkte jener
Linie enthält. Die Projection e i n e r S tr e cke auf eine Ebene ist daher die
Strecke zwischen den Projektionen der Endpunkte der gegebenen Strecke.

Die Projection eines Punktes oder einer Geraden, welche in der Pro-
jectionsebene liegen, ist der Punkt oder die Gerade selbst, und die Projection
einer auf der Projektionsebene normalen Geraden ist ein Punkt.

Die Projection eines ebenen Gebildes auf eine Ebene ist das
Gebilde, welches von den Projektionen der Grenzlinien des gegebenen Gebildes
begrenzt wird.

tz. 209. Lehrsatz. Der Winkel einer Strecke mit ihrer Pro¬
jection a n f e i n e E b e n e i st d e r k l e i n st e v o n a ll e n W i n k eln, welche
diese Strecke mit den durch ihren Fußpnnkt in der Ebene ge¬
zogenen Geraden

Fig. 118.
bildet.

Beweis. Es sei (Fig. 118) LO ch. Ebene U8,
also ^.0 die Projektion der Strecke auf die
Ebene U8. Zieht man durch in der Ebene U.8
irgend eine andere Gerade macht — ^.0
und zieht noch 01) und L0, so ist LO<LI)
(Z. 35, 1). In den Dreiecken L^.0 und ist
dann auch der Winkel L^O<L)PI) (H. 43).

Der Winkel, welchen eine Strecke mit ihrer Projection auf eine Ebene
bildet, wird als Bk aß für die Neigung der Strecke gegen die Ebene an¬
genommen und heißt der Neigungswinkel derselben.

Z. 210. Lehrsatz. Ist eine Strecke zu einer in einer Ebene
liegenden Geraden normal, so ist auch die Projection der Strecke
zu derselben Geraden normal.

Beweis. Es sei (Fig. 117) 4, Ebene 118, daher LO die Pro¬
jection der -4.O auf H8; ferner sei ^.1) normal zu der in der Ebene H8
liegenden Geraden v L. Macht man I) 1ü — L und zieht L und L L,
so ist also — LL; dann ist auch /XL I)LOI)
also W. und somit NO P VL.

Auf gleiche Weise ergibt sich auch die Umkehrung dieses Satzes.
tz. 211. Lehrsatz. Zieht man von einem Punkte außerhalb

einer Ebene zu dieser eine normale und mehrere schiefe Strecken,
so ist

1. die Normale die kürzeste unter diesen Strecken;
2. zwei Schiefe, welche gleicheProjectionen auf dieEbene

haben, sind einander gleich; und
3. von zwei Schiefen, welche ungleiche Projectionen aufdie

Ebene haben, ist diejenige die größere, welche die größere Pro¬
jection hat.



Der Beweis wird, wenn man durch die Strecken Ebenen legt, ähnlich
wie in Z. 35 geführt.

Aus dcu Sätzen 2 und 3 folgen indirect auch deren Umkehrungen.
Die Normale von einem Punkte auf eine Ebene gibt den Ab st and

dieses Punktes von der Ebene an.
Folgesätze. n) Die Fnßpnnkte aller gleichen Strecken, die von einem

Punkte außerhalb einer Ebene zu dieser gezogen werden, liegen in einer Kreis¬
linie, welche den Fußpunkt der Normalen zum Mittelpunkte hat.

b) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von drei gegebenen,
nicht in gerader Linie liegenden Punkten des Raumes gleich weit abstehen, ist
die Normale, die im Mittelpunkte des durch jene drei Punkte gehenden Kreises
auf die Ebene desselben errichtet wird.

Z. 312. Lehrsatz. Zwei Gerade, deren jede einer dritten Ge¬
raden im Raume parallel ist, sind auch einander parallel.

Denkt man sich eine Ebene, zu welcher die dritte Gerade normal steht,
so müssen nach Z. 207, 2 auch die beiden ersten Geraden zu dieser Ebene
normal stehen, folglich nach Z. 207, 1 einander parallel sein.

Z. 213. Lehrsatz. Zwei Winkel im Raume, deren Schenkel
Paarweise parallel sind, sind n) gleich, wenn beide Paare der
Schenkel in demselben, oder beide im entgegengesetzten Sinne
Parallel sind; dagegen U) Supplementw inkel, wenn zwei Schenkel
in demselben, die b ei den anderen aber im entgegengesetzten Sin ne
Parallel sind.

Beweis, n) Es sei (Fig. 119) LO L'L" und KO h KL".
Macht man LO — L'Ö' und KO — K'OH und zieht die Strecken

LLH kkh 0 6h Lk und L'kh so ist LL' gleich und parallel mit 00'
(H. 54, 3), ebenso KK' gleich und parallel mit 0 0h mithin auch LL' gleich

Fig. 119. und parallel mit KK' (K. 212); folglich ist auch
LK^L'K' (Z. 54, 3). Dann ist aber LOK

^—4^' L'O'Lh daher Winkel LOK L'O'KH
/ / Wegen W. L'0'k' — L" O'k" ist auch W.

i L4 / L0L^L"0'k".
1 b) Nach a) ist LOK — L' 0'kh aber

L'O'k'-f-L"O k' — 2K, folglich auch LOK
-ZL"O'K'^2K.

ß. 214. Lehrsatz. Zwei parallele Gerade, welche eine Ebene
schneiden, bilden mit dieser gleiche Neigungswinkel.

Denn sic bilden mit den von je einem ihrer Punkte auf die Ebene
gefällten Normalen gleiche Winkel (§. 207, 1 und Z. 213).

Z. 215. Lehrsätze. 1. Ist eine Gerade außerhalb einer Ebene
ni it einer in d i e s e r E b e n e li e g e n d e n G e r a d e n p a r a ll e l, s o i st s ic
auch mit der Ebene selbst parallel.



118

Fig. 120.

_A
Beweis. Es sei (Fig. 120) ^.11 01).

Hätte mit der Ebene 118 einen Punkt
O gemeinsam, so müsste derselbe, wenn
man durch 8 und 01) eine Ebene ä180O
legt, zugleich in dieser Ebene liegen; 0
wäre also beiden Ebenen gemeinsam, d. h.
er wäre ein Punkt ihrer Schnittlinie O v,

was der Voraussetzung widerspricht.
2. Ist eine Gerade mit einer Ebene parallel nnd legt man

durch die Gerade ei ne zweite Ebe ne, welche die erste schneidet, so
ist die Gerade auch mit der Schnittlinie beider Ebenen parallel.

Der Beweis wird ebenfalls indirect gcsiihrt.

II. Lage der Kbenen gegen einander.
Z. 216. Zwei Ebenen können gegen einander in einer dreifachen Lage

gedacht werden: entweder fallen die zwei Ebenen ganz zusammen; oder schneiden
sich die hinreichend erweiterten Ebenen in einer geraden Linie, sie sind gegen
einander geneigt; oder es treffen die beiden Ebenen, so weit man sie auch
erweitern mag, nie zusammen, sie sind parallel.

Z. 217. Wenn sich zwei Ebenen schneiden, so heißt die Große der
Drehung, welche die eine Ebene um die gemeinsame Schnittlinie machen
muss, um in die Lage

Fig. 121.
der anderen Ebene zu gelangen, der Flächenwinkel
oder Keil der beiden Ebenen; die gemeinsame Schnitt¬
linie nennt man die Scheitellinie oder Kante
und die beiden Ebenen selbst Schenkelflächen oder
Seiten des Keiles.

In Fig. 121 sind ^11 die Kante, und ^.lü
die Seiten des von den Ebenen ^1) und älld ge¬
bildeten Keiles O (^ L) Id

I? (H.IP H heißt der Nebenkeil, II (-VIZ) I,
der S ch e it e l k eil von D (^.B) Id

Z. 218. Errichtet man in irgend einem Puükte O (Fig. 121) der Kante
eines Keiles auf dieselbe zwei Normale OL und Odl so, dass die eine
Normale in die eine, die zweite in die andere Schenkelfläche fällt, so hat
der Winkel NOdl dieselbe Größe, in welchem Punkte der Kante man auch
die Normalen errichten mag, da je zwei solche Winkel parallele Schenkel haben.
Dieser conftante Winkel heißt der Neigungswinkel der beiden Ebenen,
welche den Keil bilden.

Lehrsatz. Zn gleichen Keilen gchörenglei ehe Neigungswinkel,
und umgekehrt. (Beweis durch Deckung.)

Man nimmt daher die Größe des Neigungswinkels der Seiten eines
Keiles als Di aß für die Größe des Keiles an.
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Mg. 123.

worin zwei rechte Winkel vorkämen,
von zwei parallelen Ebenen
ander n.

Z. 219. Zwei Ebenen heißen zu einander normal oder senkrecht,
wenn ihr Neigungswinkel ein rechter ist.

Lehrsätze. 1. Ist eine Gerade zu einer Ebene normal, so ist
Fig 122 auch jede durch die Gerade gelegte Ebene zn

der ersteren Ebene normal.
Es sei (Fig. 122) ^8 F, 88, so muss auch die

Ebene ^08 F. 88 sein. Zieht man in der Ebene
88 die 88 F. 08, so ist ^88 der Neigungswinkel
der Ebenen ^08 und 88; allein e^.88 —8, da
^.8 F. 88; folglich -^08 88.

2. Sind zwei Ebenen zu einander normal, und zieht man
in der einen eine Normale zn der Schnittlinie, so ist diese Nor¬
male auch zu der zweiten Ebene normal.

Es sei ^.08 F 88 und ^.8 _j_ 08. Zieht man 88 F 08, so ist
^.88-^8, weil ^08^88; folglich steht ^.8 auf 68 und 88, und
daher auch ans der Ebene 88 normal.

Folgesatz. Sind von drei sich in einem Punkte schneidenden Geraden je
zwei zn einander normal, so sind auch je zwei der durch sie gelegten Ebenen
zu einauder normal. (Folgt aus 1.)

Z. 220. Lehrsatz. Sind zwei sich schnei¬
dende Ebenen zu einer dritten normal, so ist
auch ihre Schnittlinie zu der dritten Ebene
normal.

Es sei (Fig. 123) 0 F 8 8 und 8 F 8 8.
Zieht man 8 8 F 8 0 und 8 8 F. 8 8, so ist
(Z. 219, 2) 8 8 F 0, daher auch 8 8 F 8;
ferner ist 88 F ^8, daher auch 88 F ^.8; folglich
^.8 F 88.

Folgesatz. Sind von drei sich schneidenden Ebenen je zwei zu einander
normal, so sind auch je zwei ihrer Schnittlinien zu einander normal.

Z. 221. Lehrsätze. 1. Zwei Ebenen, zu denen dieselbe Gerade
normal ist, sind einander parallel.

Würden sich die beiden Ebenen schneiden, so müssten die Normale und
die Verbindungsstrecken ihrer Fnßpunlte mit irgend einem Punkte der Schnitt¬
linie beider Ebenen ein Dreieck bilden,

2. Ist eine Gerade zu einer
normal, so ist sie es auch zu der

Wird ebenfalls indirect bewiesen.
Z. 222. Lehrsätze. I.SindzweiEbene nein erd ritte »parallel,

so sind sie auch unter einander parallel.
Denn errichtet man auf die dritte Ebene eine Normale, so muss diese
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(Z. 221, 2) auch zu den beiden ersteren Ebenen normal sein, folglich sind
diese (K. 221, 1) einander parallel.

2. Durch eineu Puukt außerhalb einer Ebene kann nur eine
zu dieser parallele Ebene gelegt werden.

Folgt indirect ans 1.
8- 223. Lehrsätze. 1. Werden zwei parallele Ebenen von einer

dritten geschnitten, so sind die Schnittlinien parallel.
Beweis indirect.
2. Parallele Strecken zwischen parallelen Eben en sind ein¬

ander gleich. (Beweis folgt aus 1. und 8- 54, 1.)
Folgesatz. Alle Normalen zwischen zwei parallelen Ebenen sind gleich.
Die konstante Länge einer solchen Normalen gibt den Abstand der

beiden parallelen Ebenen an.
8. 224. Lehrsätze. 1. Eine Gerade, welche zwei parallele

Ebenen schneidet, bildet mit diesen gleiche Neigungswinkel.
Zieht man von einem Punkte der Geraden eine Normale zu der einen

Ebene, so steht dieselbe auch zu der andern Ebene normal. Legt man nun
durch die Normale und die gegebene Gerade eine Ebene, so bilden ihre paral¬
lelen Schnittlinien in der Ebene mit der gegebenen Geraden die Neigungswinkel,
welche als Gegenwinkel gleich sind.

2. Eine Ebene, welche zwei parallele Eben en sch neidet, bildet
mit diesen gleiche Neigungswinkel.

Man ziehe in der schneidenden Ebene eine Gerade normal zu den paral¬
lelen Schnittlinien und verfahre dann analog wie bei dem Beweise zu 1.

8- 225. Lehrsatz. ZweiKeile,derenSeiten paarweiseparallel
sind, sind einander gleich, wenn beide Seitenpaare in demselben
oder beide im entgegengesetzten Sinne parallel sind.

Man verlängere eine Seite des einen Keiles, so dass sie eine Seite des
andern Keiles schneidet, und wende dann 8- 224, 2 an.

Folgesatz. Zwei gleiche Keile lassen sich, wenn man ihre Kanten parallel
stellt, immer in eine solche Lage bringen, dass beide Paare ihrer Seiten in
demselben, oder beide im entgegengesetzten Sinne parallel sind.

8. 226. Lehrsatz. Die Ebenen zweier
Winkel im Raume, deren Schenkel parallel
sind, sind einander parallel.

Es sei (Fig. 124) und ^0 ^6'.
Zieht man F R8, ferner L" IL und

so ist normal zu und
Nun ist (8. 212) 14" und 6" ^.0;

folglich ist auch normal zu und ^4.0, mit¬
hin auch zu LH; folglich ist LH L8 (8. 221, 1).

Fig. 124.
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Z. 227. Lehrsätze. 1. Die Strahlen eines Strahlenbüschels
im Ranme werden dnrch je zwei parallele Ebenen propor¬
tioniert geschnitten.

Fig. 125.

Es sei Ebene 71808 aboä (Fig. 125). Da 8i1
nnd 88 in derselben Ebene liegen, so ist (ß. 116) 871:
8a-^88:85; ebenso ist 88:8d^-80:8o; folg¬
lich 87l:8a--88:8l)--8O:8o^ ..

2. Werden die Strahlen eines Strahlen-
büschels von zwei Ebenen proportioniert ge¬
schnitten, so sind die beiden Ebenen parallel.

Ist 87l:8a^88:8b-^80:8o^.., so ist
(Z. 117) 718 all, 80 do; daher sind die durch die
Winkel 7180 und ade gelegten Ebenen 71808 und
adoä parallel (Z. 226).

3. Werden die Strahlen eines Strahlen¬
büschels von zwei parallelen Ebenen geschnit¬
ten, so sind die von den entsprechenden Ver-
bindungsstreckcn der Schnittpunkte begrenzten
Gebilde ähnlich.

Ist Ebene 71808 adoä, so ist (nach 1) 871:
8a --- 88 - 8d --- 80 : 8o --- ..., daher (Z. 117) 718 ad, 80 „ do,
08 oä, ... Daraus folgt (§. 118) 718 : ad — 871: 8a, und 80 :
do ---- 871: 8a, daher auch 718 : ad — 80 : do. Ebenso folgt 80 : do —
08 : oä, u. s. w. Ferner ist W. 7l — a, W. 8 — d, W. 0 — o, u. s. w.;
somit 71808 cx) adoä.

III. Körperliche Anken.

Z. 228. Gehen von einem Punkte drei oder mehrere Strahlen aus,
welche nicht in derselben Ebene liegen, so wird dnrch die zwischen je zwei
benachbarten Strahlen liegenden Winkelflächen der unbegrenzte Raum in zwei
halbbegreuzte Räume getheilt, welche man körperliche oder Nanmeckcn,
auch bloß Ecken nennt.

Der Punkt, von welchem die'"Strahlcn ausgchen, heißt der Scheitel;
die Strahlen selbst nennt man die Kanten; die Winkel je zweier aufeinander
folgender Kanten die Kantenwinkel oder Seiten nnd ihre Winkelflächen die
Seitenflächen; endlich die Neigungswinkel je zweier benachbarter Seiten¬
flächen die Flächenwinkel, auch bloß Winkel der Ecke.

Im Folgenden soll unter einer Ecke stets nur eine solche verstanden
werden, deren Flächenwiukel hohl sind.
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Ist (Fig. 126) 8 der Scheitel der Ecke und sind 8lV,
88, 80 deren Kanten, so bezeichnet man die Ecke durch
8^.80; die Seiten bezeichnet man entweder, wie die ebenen
Winkel, durch ^88, ^80, 880, oder auch durch (^.8),
(^0), (80).

Eine Ecke hat so viele Seiten als Kanten. Nach der
Anzahl derselben unterscheidet man drei-, vier-,..-, ri-sei¬
tig e Ecken, oder Dreikante, Vierkante, ..,rrKante.

tz. 229. Zieht man von einem beliebigen Punkte in einer Ecke auf jede
Seitenfläche derselben eine Normale, so bilden diese Normalen die Kanten einer
neuen Ecke, welche die Polarecke der gegebenen heißt.

Ist (Fig. 127) 8' ein Punkt im Innern der Ecke 8^80, und 8'^.'
_j, 880, 8 8' P 8^0, 8'0' ch. 8^.8, so ist 8'^.'8'0' die Polarecke der
Ecke 8^80.

Fig. 126

Am bequemsten wird die Polarecke construiert, indem man im Scheitel
der gegebenen Ecke auf deren Seitenflächen Normale nach den entgegengesetzten
Seiten der den Seitenflächen gegenüberliegenden Kanten errichtet; wie
8^"8"0".

Lehrsätze. 1. Jede Ecke ist Polarecke zu ihrer eigenen Polar ecke.
Da 8'7V' 880, so ist auch die Ebene 8'^.'08' 880 (Z. 219, 1);

da 8'8' Z. 8^0, so ist auch die Ebene 8'^'08' Z. 8^.0; somit ist auch
die Schnittlinie 8 0 der Ebenen 880 und 8^.0 normal zur Ebene
8'^008' (Z. 220). Ebenso folgt, dass die Kante 88 8'^80' und
8^. 8'8'LO' ist.

Fig. 127. 2. Sind zwei Ecken Polarecken zu ein¬
ander, so sind die Seiten der einen Supple¬
mente der Winkel der andern.

Der Seite.880 der Ecke 8^.80 entspricht der
Winkel an der Kante 8'^.' der Polarecke 8'^'8'0'.
Das Maß dieses Winkels ist 8^'0, da 8'^.' nor¬
mal zu der Ebene 880, daher auch normal zu
^.'0 und ^.8 ist. Nun sind, da 80 8'^0 8'
und 88 8'^'80' ist, in dem Vierecke 88^.'O
die W. 80L/ und 88^' rechte Winkel; daher ist
auch 880 -s- 8^.'O ---28. Ebenso folgt, dass ^.80
-s- ^.8'0 ---28 und ^.88 -s- ^.0'8 ---28 ist.

ß. 230. Wenn man alle Kanten einer Ecke über den Scheitel hinaus
verlängert, so heißt die Ecke, welche die Verlängerungen zu Kanten hat, die
Sch eitel ecke der ersteren.

Zwei Scheitelccken 87V8O und 8^'8'0' (Fig. 128) haben nach der
Ordnung paarweise gleiche Seiten und gleiche Winkel; diese folgen jedoch in
den beiden Ecken im entgegengesetzten Sinne der Drehung aufeinander.
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8- 231. Zwei Ecken heißen congruent, wenn sie sich so in einander
legen lassen, dass sich alle ihre Kanten und Seitenflächen decken. Sollen zwei
Ecken zur Deckung gebracht werden können, so müssen in denselben nicht nur
alle Seiten und Winkel paarweise gleich sein, sondern diese anch in dem¬
selben Sinne der Drehung aufeinander folgen.

Zwei Ecken, welche paarweise gleiche Seiten und Winkel haben, in denen
aber diese im entgegengesetzten Sinne aufeinander folgen, können 1. im
allgemeinen nicht zur Deckung gebracht werden; sie lassen sich jedoch 2. auf
entgegengesetzten Seiten einer Ebene in eine solche Lage bringen, dass die
Strecke zwischen je zwei entsprechend en Punkten der beiden Ecken
zu jener Ebene normal ist und durch sie halbiert wird.

Beweis. Es seien die Scheitelecken 8^.80 und 8^. 8'0' (Fig. 128).
1. Legt man (Fig. 128, I) die Seite (^'0') so auf die ihr gleiche

Seite <A0), dass 8^.' auf 8^, 80' ans 80 fällt, so kommen die Kanten
88' und 88 auf entgegengesetzten Seiten der Ebene 8^.0 zu liegen; es
kann also ans diese Art eine Deckung nicht stattfinden.

Legt man aber (Fig. 128, II) die gleichen Seiten (^.'0') und (^.0)
so aufeinander, dass 8^.' auf 80 und 80' auf 8^. fällt, so kommen die
Kanten 88' und 88 zwar auf derselben Seite der Ebene 8^.0, jedoch
neben einander zu liegen; es können daher die Ecken anch in dieser Lage nicht
zur Deckung gebracht werden, wenn nicht zufällig die Flächenwinkel 8(^.8)0
und ^(08)8, folglich anch 8'(^'8)0' und ^.'(0'8)8' einander gleich sind.

Fig- 128.

2. Man lege (Fig. 128, I) die Ecken 8L80 und
8^. 8'0' so an einander, dass sie eine Seite (^.0) —
(^.'0') gemeinsam haben und sie selbst auf entgegen¬
gesetzten Seiten derselben liegen. Macht man dann 88 —

. 88' und zieht 8^ und 8'^.' normal zur Kante 8^,
so ist /X8^8^8^.'8', daher 8^ — 8^.', d. i. ist mit identisch;
ferner ist auch L8 —L8'. Zieht man 88', welche die gemeinsame Seiten¬
fläche 8 0 in O schneidet, so ist, da 8^. ck. Ebene 8 L 8' ist, auch
8^. ck.^.0. Der Winkel 8^V0 ist also das Maß des Flächeuwinkels 8(^.8)0
und der Winkel 8'^.0 das Maß des Flächenwinkels 8'(H.8)O, somit W.
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LF() —L'FO; man hat dann /X LFO L'FO, folglich L0---L'O
nnd W. FOL — FOLH d. i. LIU 4, FO. Es ist aber in dem gleich¬
schenkligen Dreiecke 8LLH dessen Grundlinie in O halbiert wird, auch
LL' 4, 80, somit LL' 4_ Ebene 8F0. Die Strecke LIL zwischen den
Punkten L und 11' steht also zur Ebene 8F0 normal und wird durch sie
halbiert.

Was von den Punkten L nnd L' bewiesen wurde, kann auch von je
zwei anderen entsprechenden Punkten der beiden Ecken gezeigt werden.

Zwei solche Ecken heißen symmetrisch.
Zwei symmetrische Ecken in der hier angegebenen Lage stehen, wenn man ihre gemein¬

same Seitenfläche als eine Spiegelfläche annimmt, in derselben Beziehung zu einander, wie
ein Gegenstand und sein Spiegelbild.

Folgesätze, a) Jede Ecke ist ihrer Scheitelecke symmetrisch.
1>) Zwei Ecken, welche einer dritten symmetrisch sind, sind unter ein¬

ander congruent.
e) Ist von zwei congrnenten Ecken die eine einer dritten symmetrisch,

v ist es auch die andere.
Eigenschaften der Dreikante.
Z. 232. Lehrsätze. 1. Ju jedem Dreikante ist die Summe

zweier Seiten größer als die dritte (Fig. 129).
Beweis. Ist (FO) die größte Seite, so ziehe man in der Ebene F.80
— die Gerade 81) so, dassF8v — F8L wird, mache

81) — 813 und lege durch 13 und I) eine beliebige, die
F. Kanten 8 F nnd 8 0 in F und 0 schneidende Ebene.
/sX Dann ist /X ^8V F8L, also FV^FL. Da nun
/ > X L0>F0 — FL oder L0>F0-FV, d. i.
/ 's 13 0 > O I) ist, so ist in den Dreiecken 8 13 0 und 81) 0

2Ä„Eel k 8 0 >1)80 (K. 43); mithin ist auch F 8 L
Z4 -UL8O>F8I)-s-I)8O, oder F8L4-L8O>

F80.
2. In jedem Dreilaute ist die Summe aller Seiten kleiner

als 4K.
Beweis. Schneidet man die drei Kanten durch eine beliebige Ebene in

den Punkten F, 13, 0, so sind diese die Scheitel dreier neuer Dreikante. Be¬
zeichnet man die Winkel des Dreieckes FI30 mit F, L, 0, und die übrigen
Kantenwinkcl der neu erhaltenen Dreikante mit F', F", LH L", Oh 0", so
ist nach 1 F' -P F" -s- IL L" -s- O' -s- 0" > F F L F 0,
oder F' 4- F" -P L' -s- L" -j- 0' -j- 0" > 2 L.

Nun ist
F8L -s- F80 -s- L80 4- F' F" L' -s- L" -s- 0' -s- 0" -- 6 L,

daher, wenn man von dieser Gleichung die letzte Ungleichung subtrahiert,
F8L P F80 -s- L80 < 4 L.
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Insah. Auf gleiche Weise lässt sich auch der folgende allgemeine Satz
beweisen:

In jeder Ecke ist die Summe aller Seiten kleiner als 4K.
Z. 233. Lehrsatz. In jedem Dreikante ist die Summe aller

Winkel größer als 2K und kleiner als 6K.
Beweis. Sind k, 0 die Winkel eines Dreikants und a', 1/, o'

die entsprechenden Seiten seines Polardreikants, so ist nach §. 229, 2
-j- a/ — 2 k, k — I/ — 2 k, 0 -j- — 2 k, daher

-s- k Z- 0 -j- -j— l)' -s- 6K; aber nach 8- 232, 2 ist
a/ -s- k -j- o" < 4K, folglich -j- k -j- 0 > 2K.

Auch folgt aus -j- k -j- O Z- a' Z- 1/ -j- — 6 k, dass L -s- k
-f- 0 < 6 k sein müsse.

Fig. 130.

Beweis zu

Fig. 181.

3. Gleichen Seiten eines
Dreikants liegen gleiche
Winkel gegenüber.

4. Der größeren Seite
eines Dreikants liegt ein
größerer Winkel gegenüber.

Beweis zu
8. 235. Lehrsätze über die Congrnenz und die Symmetrie der

D r e i k a n t e.

Z. 234. Lehrsätze.

1. Gleichen Winkeln eines
Dreikants liegen gleiche
Seiten gegenüber.

2. Dem größeren Winkel
eines Dreikants liegt eine
größere Seite gegenüber.

Beweis zul. Es sei (Fig. 130) ^.(8 O)K-^K<M) 6.
Man ziehe von einem Punkte O in der Kante 8L die
V6 ch. ^80, OK 80 und OK ch. 8L und ziehe
ferner 6K und 6K; dann ist (8. 210) 6K 80 und
6K ch, 8^., also sind OK 6 und OK6 die Winkel,
welche nach der Voraussetzung gleich sind. Die rechtwink¬
ligen Dreiecke O6K und O6K sind demnach congrucnt,
daher OK OK; somit ist auch /X8LO^8KO,
also Winkel V8K V8K, d. i. (OK) --- (OK).
2.' Es sei (Fig. 131) ^(8O)L>K (8^) 0. Man lege
durch 8 0 eine Ebene 08 O so, dass sie mit ^.80
einen Flächenwinkel bilde, welcher k (8 ^.) 0 gleich ist;
dann hat die dreiseitige Ecke 8 0 O zwei gleiche Flächen¬
winkel, also sind nach 1. auch die ihnen gegenüberliegenden
Seiten (^.O) und (O O) gleich. Nun ist in der dreiseitigen
Ecke 8LOO, (-K v) Z- (0 v) > ik 0); folglich ist auch
(KV) -f- (UV) > (KO), oder (^k) > (KO).

Der Beweis zu 3. wird indirect mit Zuziehung
von 2. geführt.
4. indirect nut Zuziehung von 1. nnd 2.
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1. Zwei Dreikante, in de¬
nen zwei Seiten und der von
ihnen e i n g e s chl o s s e n e Wi n k el
paarweise gleich sind, sind
congruent oder symmetrisch.

Fig. IW.

winkel auch die Seitenfläche 8'8'0'

2. Zwei Dreikante, in
denen zwei Winkel und die
zwischen ihnen liegende Seite
paarweise gleich sind, sind
congruent oder symmetrisch.

Beweis zu 1. Es sei (Fig. 132)
(^8) --- (^.'8'), (8 0) --- (8'0') und
(88) 0 — L' (8'8') 0'. Man lege

die beiden Dreikante so in einander,
dass die Scheitel 8' und 8, die Kanten
8'8' und 88, und die Seiten (^.'8')
und (^8) auf einander fallen; dann
muss wegen der Gleichheit der Flächen-

anf 88 0, und weil die Seiten (8'0')
und (80) gleich sind, 8'0' auf 80, und endlich auch ^'8'0' auf ^.80
fallen, da durch zwei sich schneidende Gerade nur eine Ebene möglich ist.
Folglich decken sich die beiden Dreikante.

Folgen die gleichen Bestandstücke im entgegengesetzten Sinne aufeinander,
so ist das eine Dreikant mit dem Scheiteldreikant des andern congruent und
daher (Z. 231 u und v) mit dem andern symmetrisch.

Beweis zu 2. Denkt man sich zu beiden Dreikanten die Polardrei¬
kante konstruiert, so müssen in diesen (Z. 229, 2) zwei Seiten nebst dem ein¬
geschlossenen Winkel bezüglich gleich, folglich nach 1. sie selbst congruent sein.
Dann sind aber in denselben alle entsprechenden Bestandstücke folgeweise gleich
und es muss daher (Z. 229, 2) auch in den gegebenen Dreikanten dasselbe
der Fall sein; mithin sind diese congruent.

Der Beweis sür die Symmetrie, wie bei 1.

3. Zwei Dreikante, in de¬
nen zwei Seiten und der der
einenSeite gegenüberliegen¬
de Winkel 'paarweise gleich
und die dem andern Paare
gleicher Seiten gegenüber¬
liegenden Winkel nicht
Supplemente sind, sind con¬
gruent oder symmetrisch.

4. Zwei Dreikante, in de¬
nen zwei Winkel und die dem
einen Winkel gegenüberlie¬
gende Seite paarweise gleich
und die dem andern Paare
g l e i ch e r W i n k el gegenüberlie¬
genden Seiten nicht Supple¬
mente sind, sind congruent
oder symmetrisch.

Beweis-zu 3. Es sei (Fig. 132) (^.8) -- (^.'8'), (^O)--(^'O'),
(8 0) 8 (8' 0') 8' und (8 8) 0 L.' (8' 8') 0' 2 8. Legt man

die beiden Dreikante so in einander, dass 8' ans 8, 8' 0' ans 8 0 und (^' 0')
ans <A0) fällt, so wird wegen der Gleichheit der Flächenwinkel auch die
Seitenfläche 0'8'8' auf 088 fallen. Dann muss aber auch die Kante 8'8'
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auf 88 fallen. Denn fiele 8'8' nicht ans 88, sondern etwa auf 8 b, so
wäre (nach 1.) das Dreikant 8^.bO ^8'L'8'0', daher (8b) 6 ---

(8'8') 0' und (^b) --- (^'8') --- (^8), somit (nach K. 234, 3) auch
(88)b^--L(8b) 8; da mm 4c (8b) 8 -s- L (8b) 0 ----- 28 (als Neben-

kcile), so wäre auch 4c (88) b -s- 4c'(8'8y 6' ----- 28 oder (88) 0 -s-
-^'(8'8') 0' — 28, was der Voraussetzung widerspricht. Es müssen demnach
8'8' und 88 aufeinanderfallen und daher die Dreikante cougruent sein.

Der Beweis für die Symmetrie, wie bei 1.
Beweis zu 4. mittelst der Polardreikante, wie bei 2., mit Zuziehung

von 3.
5. Zwei Dreikantc, in de¬

nen alle drei Seiten paar¬
weise gleich sind, sind con-
gruent oder symmetrisch.

Fig 138.

Dreiecke ^80 und ^.'8'0' Kreise,
Punkte 8,8' der Normalen 8D uni

6. Zwei Dreikante, in de¬
nen alle drei Winkel paarweise
gleich sind, sind congruent
oder symmetrisch.
Beweis zu 5. Es sei (Fig. 133)

(4.8) --- (4/8'), (4.0) ----- (4.'0's und
(8 0) — (8'0'). Macht man 84.---
88-^80^8'4.' ^--8'8'^-8'0'
und legt durch die Punkte 4., 8,0, und
4.',8',0' die Ebenen 4.80 und 4.'
8'0'; zieht ferner 88 4, 4.80, 8'8'

! 4.'8'0' und beschreibt um die
so fallen deren Mittelpunkte in die Fuß-
8'8' (ß. 211, u). Da nun /X ^-88

^4.'8'8', so ist 4.8 4.'8'; ebenso folgt ^0 --- 4.'0' und 8 0 --
8 0', und somit sind die Dreiecke 4.80 und 4'8'0' congruent; daher
müssen auch die um dieselben beschriebenen Kreise gleich sein, folglich der Halb¬
messer 44) — 4.'8'. Aus der Congrueuz der rechtwinkligen Dreiecke 4c 8 8
und 4/8'8' folgt endlich 8 8 --- 8'8'.

Legt man nun das Dreikant 8'4/8'0' so in das Dreikant 84.80,
dass sich die Dreiecke 4/8'0' und 4.80 decken, so werden auch die um sie
beschriebenen Kreise, folglich auch ihre Mittelpunkte 8' und 8 aufeinander
fallen; da ferner in 8 auf 4^80 nur eine Normale möglich ist, so fällt
D'8' in die Richtung 8 8 und wegen 8'8' — 88 auch der Punkt 8' in 8;
folglich fallen auch die Kanten und Seitenflächen der Dreikante aufeinander.

Der Beweis für die Symmetrie, wie bei l.
Beweis zu 6. mittelst der Polardreikante, wie bei 2., mit Zuziehung

von 5.
IV. Aufgaben.

8. 236. Constructionsaufgaben.
1. (Fordcrungssatz.) Durch drei gegebene Punkte, welche nicht in

einer Geraden liegen, eine Ebene zu legen.
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2. Von einem gegebenen Punkte im Räume zn einer gegebenen Geraden
die Normale zu ziehen.

Man lege durch den Punkt und die Gerade eine Ebene nnd fälle in
derselben von dem gegebenen Punkte die Normale auf die gegebene Gerade-

3. Durch einen gegebenen Punkt im Raume mit einer gegebenen Geraden
die Parallele zu ziehen.

Die Auflösung ist der früheren analog.
4. Durch einen gegebenen Punkt einer Geraden zn dieser die normale

Ebene zn legen (8- 204, Folgest).
5. Von einem Punkte außerhalb einer Ebene zu dieser die Normale

zu ziehen (Fig. 117).
Man ziehe in der Ebene 88 eine beliebige Gerade VL, fälle in der

durch und O L gelegten Ebene von L. auf Obl die Normale in O
errichte man in der Ebene 88 auf VL die Normale O L und ziehe darauf

in der durch den Winkel L I) gelegten Ebene von L aus die Normale ^.8;
diese ist dann normal zur Ebene 88.

Denn D8 steht nach der Construction normal auf der Ebene 8LD,
daher ist Ebene 8 8 I. ^8 8 (Z. 219, 1), mithin ist auch ä.8 Ebene 8 8
(8- 219, 2).

6. Auf eine Ebene 88 (Fig. 117) in einem Punkte D derselben die
Normale zu errichten.

Man fälle von einem beliebigen Punkte außerhalb der Ebene 8 8 ans
diese die Normale -^.8 (Aufg. 5), lege durch ^8 und I) eine Ebene und
ziehe in dieser durch 8 die 80 ^8; 1)6 ist dann die gesuchte Normale
(8- 207, 2).

7. Durch eine gegebene Gerade in einer Ebene die zu dieser normale
Ebene zu legen (Anfg. 6 und Z. 219, 1).

V. Hönngslahe und Älmngsaulgaben.

8. 237. Übnngssätze.

1. Die Projektion einer schiefen Strecke auf einer Ebene ist um so
kleiner, je größer ihr Neigungswinkel ist.

2. Jeder Punkt der Halbierungsebene eines Keiles hat von den Seiten
desselben gleiche Abstände.

4. Verbindet man die Schnittpunkte, in denen zwei parallele Ebenen von
parallelen Geraden geschnitten werden, durch entsprechende Strecken, so erhält
man zwei congruente Vielecke.

8- 238. Constructionsaufgaben.
1. Von einem gegebenen Punkte einer Ebene zu dieser eine Gerade unter

einem gegebenen Neigungswinkel zu ziehen.

Man errichte in einem beliebigen andern Punkte der Ebene auf dieselbe die Nor¬
male, lege durch diese und den gegebenen Punkt eine Ebene und coustruiere in derselben au
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den gegebenen Punkt den gegebenen Neignngsw'nkcl so, dass der eine Schenkel in der ge¬
gebenen Ebene liegt; der zweite Schenkel ist die verlangte schiefe Gerade.

2. Eine Ebene unter einem gegebenen Neigungswinkel gegen eine gegebene
Ebene zn constrnieren.

Man errichte ans eine Gerade LO der Ebene in einem beliebigen Punkte 0 die Nor¬
male in dieser Ebene und dann eine zweite Normale ans die Ebene, lege dnrch diese beiden
Normalen eine Ebene und constrniere in derselben an 0 den gegebenen Neigungswinkel so,
dass der eine Schenkel in die gegebene Ebene fällt: die dnrch den zweiten Schenkel und die
Gerade L L gelegte Ebene ist die verlangte Ebene.

3. Durch einen Punkt außerhalb zweier sich schneidenden Ebenen eine
dritte Ebene zu legen, welche zu den beiden ersteren normal ist (Z. 219, 1).

4. Ans den drei Seiten eines Dreilauts einen Winkel desselben durch
Construction in einer Ebene zn finden.

Vergl. Construction zu 8- 234, 1.

i>. Ans den drei Winkeln eines Dreilauts eine Seite desselben zn kon¬
struieren.

Die Construction ist mit Hilfe des Polardreikants nach 8. 229 auf die Ansg. 4
znriickznführen.

Zweiter Abschnitt.
Bo» den Körpern im allgemeinen.

I. Kvenflächige Körper.
8. 239. Ein Körper, welcher von lauter Ebenen begrenzt wird, heißt

ein ebenflächiger Körper oder ein Polyeder. Zur Begrenzung eines
Polyeders sind wenigstens vier Ebenen erforderlich. Die einzelnen Grenz¬
ebenen heißen die Flächen des Polyeders und bilden zusammen dessen Ober¬
fläche; die Schnittlinien der Flächen heißen die Kanten und die von den
Flächen gebildeten Ecken die Ecken des Polyeders.

1. Die Pyramide.
Z. 240. Wird eine drei- oder mehrseitige Ecke durch eine alle Kanten

derselben treffende Ebene geschnitten, so heißt das dadurch abgegrenzte Polyeder
eine Pyramide. Die Schnittfläche heißt die Grundfläche, die anderen
Grenzflächen heißen die Seitenflächen, die Schnittlinien der letzteren mit
einander die Seitenkanten, und die mit der Grundfläche die Grnnd-
k anten der Pyramide. Den gemeinsamen Schnittpunkt der Seitenbauten
nennt man den Scheitel, und den Abstand des Scheitels von der Grund¬
fläche die Höhe der Pyramide.

Die Seitenflächen einer Pyramide sind Dreiecke.
M o L nik, Geometrie für die oberen Classen. 9
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Eine Ebene, welche durch zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende
Seitenkauten gelegt wird, heißt ein Diagonalschnitt der Pyramide.

Nach der Anzahl der Seiten der Grundfläche theilt man die Pyramiden
in drei-, vier- und mehrseitige ein. Die dreiseitige Pyramide ist das
einfachste Polyeder; sie wird von vier Dreiecken begrenzt und heißt daher anch
das Tetraeder.

Eine Pyramide, in welcher alle Seitenkauten gleich sind, heißt gerade,
pde andere schief. Die Grundfläche einer geraden Pyramide ist ein Sehnen¬
vieleck, dessen Mittelpunkt der Fnßpunkt der Höhe ist (Z. 211, Folges. a);
die Seitenflächen sind gleichschenklige Dreiecke.

Eine gerade Pyramide, deren Grundfläche ein reguläres Polygon ist,
heißt regelmäßig oder regulär. Ihre Seitenflächen sind congruente gleich¬
schenklige Dreiecke; die Hohe eines jeden derselben heißt die Seitenhöhe der
regulären Pyranüde.

Z. 241. Lehrsätze. 1. Wird eine Pyramide durch eine zur
Grundfläche parallele Ebene geschnitten, so ist u) die Schnitt¬
fläche d e r G r n n dfläche ähnlich u n d d) d i e Fläch en i n h a lt e b e i d e r
verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab stände vom Scheitel.

Fi^tS4. Beweis. Es sei (Fig. 134) a d o ä 6 LH6VL.
u) Folgt unmittelbar aus tz. 227, 3.

HVX b) Jst8? alsoauch 8p^allc-<Is,
und legt man durch 718 ? eine Ebene, welche die beiden

Xv/ X c/x Vielecke in den Geraden ap und schneidet, so ist
/ X-XXV—-X^ np Ich daher — 8n:8-^.— 8p:8L.

l X" .st akoäa : --- al>^: (Z. 163,1),
7/l--^<7 folglich auch nbaäs: rX L 01) bl — 8 : 8?^.
Wird eine Pyramide durch eine zur Grundfläche parallele Ebene ge¬

schnitten, so heißt der zwischen den beiden parallelen Flächen liegende Theil
der Pyramide ein Pyramidenstumpf, der zwischen der Schnittfläche und
dem Scheitel liegende Theil aber die Ergänzungspyramide des Stumpfes.
Der Pyramidenstnmpf wird von zwei parallelen und ähnlichen Vielecken als
Grundflächen und so vielen Trapezen als Seitenflächen begrenzt, als jedes
der Vielecke Seiten hat. Der Abstand der beiden Grundflächen heißt die Höhe
des Pyramidenstnmpfes.

Ist die Pyramide eine gerade oder eine reguläre, so ist es anch
der Pyramidenstnmpf. In einem geraden Pyramidenstnmpfe sind alle Seiten¬
trapeze gleichschenklig, in einem regulären zugleich congrnent. In dem letzteren
h ißt die Höhe eines jeden Seitentrapezes die Seitenhöhe des regulären
Pyramidenstnmpfes.

2. Werden zwei Pyramiden von gleicher Grundfläche nnd
g l e ich e r Hö h e in g l e ich e n Abstä n d e n v o ni S ch e it e l d u r ch E b e n e n
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geschnitten, welche zu den Grundflächen parallel sind, so sind
die Schnittflächen flächengleich.

Es seien ? und zwei Pyramiden über den Grundflächen A — mit
den Höhen ll — Iah 1 und ? ihre Schnittflächen in den Abständen ä — <L
vom Scheitel. Dann ist (nach 1) 1°:^ — <O:IO, und —

daher —und, da A — ist, auch 1—1'.
3. Jeder durch den Scheitel und die Grundfläche einer

Pyramide geführte ebene Schnitt ist ein Dreieck.
Folgesatz. Jede vielseitige Pyramide lässt sich durch Diagonalschnitte

in dreiseitige Pyramiden von der Höhe der ganzen Pyramide zerlegen.

2. Das Prisma und das prismatoid.
8 242. Werden drei oder mehrere Ebenen, welche sich in parallelen

Geraden schneiden, durch zwei parallele Ebenen geschnitten, so heißt das da¬
durch abgcgrcnzte Polyeder ein Prisma. Die zwei parallelen Schnittflächen
nennt man die Grundflächen, die übrigen Grenzflächen die Seitenflä¬
chen, die Schnittlinien der letzteren mit einander die Seit en kant en, und
die mit den Grundflächen die Grnndkanten des Prismas. Der Abstand der

Fig. 135. beiden Grundflächen heißt die Höhe des Prismas.
Der Körper FL0OOL6IIIL (Fig. 135) ist

FXJ" / ein Prisma, wenn F O L O 0 Ick O I 010, und die
/ S)—/wL'/ Ebene alLOOO OOIIIIO ist.
/ / / / / Folgesätze. 1. Die beiden Grundflächen eines
/ / / / Prismas find congrnente Vielecke (ZZ. 223, 54 und 213).

/ 2. Alle Seitenflächen des Prismas sind Parallelo-
V/ gramme.

3. Alle Seitenkanten des Prismas sind einander gleich.
Eine Ebene, welche durch zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende

Seitcnkanten gelegt wird, heißt ein Diagonalschnitt des Prismas.
ß. 243. Nach der Anzahl der Seitenkanten unterscheidet man drei-,

vier- oder mehrseitige Prismen. Mit Rücksicht auf die Lage der Seiten¬
kanten gegen die Grundflächen heißt ein Prisma gerade oder schief, je
nachdem die Seitenkanten auf den Grundflächen senkrecht oder schief stehen.

Ein Prisma, dessen Grundflächen Parallelogramme sind, heißt ein Pa-
rallelepiped. Ein gerades Parallelepiped, dessen Grundflächen Rechtecke sind,
heißt ein rechtwinkliges Parallelepiped. Ein rechtwinkliges Parallelepiped,
dessen Kanten gleich sind, heißt ein Cubns oder Würfel; jede Kante heißt
auch Seite des Cubns. Jedes Parallelepiped wird von sechs Parallelo¬
grammen, ein rechtwinkliges Parallelepiped von sechs Rechtecken, ein Cubns
von sechs Quadraten begrenzt.

s*
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Z. 244. Unter der Diagonale eines Parallelepipeds versteht man
die VerbindnngSstrecke der Scheitel zweier Ecken, welche leine gemeinsame
Seitenfläche haben. Ein Parallelepiped hat vier Diagonalen.

Lehrjahr. 1- In jedem Parallelepiped schneiden sich die
Punkte und halbieren einander.

Beweis. Legt man durch die Kanten
iVL und 1161 (Fig. 136) eine Ebene, so ist die
Schnittfläche ^.8611 ein Parallelogramm
(8- 54, 3); es müssen sich also in demselben die
Diagonalen ^(4 und L H in einem Punkte 0
halbieren (ß. 56, I). Ebenso lässt sich be¬
weisen, dass sich LH und OL, dann 6L
nnd v L, endlich L L nnd O in demselben
Punkte 0 halbieren.

2. JnjedemrechtwinkligenParallelepipedistdasQnadrat
einer Diagonale gleich der Summe der Quadrate der drei in
einer Ecke znsammenstoßenden Kanten (Fig. 136).

Es sei das Parallelepiped ^.LOOLLOL rechtwinklig. Dann ist
66°^ ZeL- -s- LO- -s- 061-

---- ^.L- -s- LO- P- LL-.
Z. 245. Lehrjahr. I.Wird ein Prisma durch eine zur Grund¬

fläche parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfläche mit
der Grundfläche congruent.

2. Jeder Diagonal schnitt eines vielseitigen Prismas ist
ein Parallelogramm.

Beide Sätze beruhen auf 8- 223.

Folgrlah. Jedes vielseitige Prisma lässt sich durch Diagonalschnitte in
dreiseitige Prismen von der Höhe des ganzen Prismas zerlegen.

246. Ein Körper, welcher von zwei beliebigen parallelen Vielecken als Gruud-
slächen, und im allgemeinen von Dreiecken, welche mit je einer Grundfläche eine Seite,
und mit der andern einen Eckpunkt gemeinsam haben, als Seitenflächen begrenzt wird,

(Fig. 1S7).
Der Abstand der beiden parallelen Grundflächen ^861) und

411? 6 heißt die Höhe des Prismatoids; die Schnittlinien der
Seitenflächen mit einander und mit den Grundflächen heißen bezüg¬
lich die Seitenkanten oder die Grundkanten.

Sind zwei gegenüberliegende Seiten der beiden Grundflächen
(wie und LI?) parallel, so fallen zwei Seitendreiecke (H.8L
und in ein Trapez (A.LLL), und, wenn die parallelen
Seiten auch gleich sind,, in ein Parallelogramm zusammen. Unter
den Seitenflächen eines Prismatoids können daher auch Trapeze oder
Parallelogramme vorkommen.

Haben die beiden Grundflächen eines Prismatoids gleich viele
Seiten und sind außerdem je zwei gegenüberliegende Seiten parallel,

Diagonalen in demselben

Fig.

hegst em Prismatoid

Fig. 137.
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so heißt das Prismatoid insbesondere ein Obelisk, und zwar nach der Zahl der Seiten¬
flächen ein drei-, vier- oder mehrseitiger. Der dreiseitige Obelisk ist entweder ein
dreiseitiger Pyramidenstumpf oder ein dreiseitiges Prisma.

Ein Prismatoid, dessen eine Grundfläche sich auf eine Kaute reducicrt, heißt ein
Sphenisk (Keil).

Zusatz. Das Prismatoid fasst in der Form des Obelisken für besondere Annahmen
seiner Grundflächen alle bisher betrachteten Körperformen in sich. Sind die gegenüberliegen¬
den Seiten der Grundflächen eines Obelisken nicht nur parallel, sondern anch gleich, so wird
der Obelisk zu einem Prisma; sind ine parallelen Seiten proportioniert, so stellt er einen
Pyramidenstumpf vor; lässt man endlich die kleinere Grundfläche immer mehr abuchmcu,
bis sie in einem Punkt verschwindet, so geht der Obelisk in die Pyramide über.

Z. 247. Lehrsatz Legt man durch die Mitte n
einer Seitcnkante des Prismatoids (Fig. 188)
eine zu den Grundflächen parallele Schnittfläche,
so halbiert dieselbe a) auch alle übrigen Seiten¬
kanten und b) die Höhe.

Es sei La — und aboäslß; ss LL6O.
a) Da die Schnittlinien ab, bo, oä, ... der Ebene

nboüakA mit den Seitenflächen zu den Gruntkanten ^8
LL, 86, ...parallel sind, so folgt ans La—auch
Lb--8b, Lo---8v,...

b) Wird die Höhe Lk des Prismatoids von der Ebene
abcäslZ in p geschnitten, so ist axss-^k, daher Lp:?p
— La:^.a; aber La —^a, daher anch Lp—?x.

Die Schnittfläche aboilslZ; heißt der Mittelschnitt des Prismatoids.

Ma. 138.

3. Polyeder überhaupt und die regulären insbesondere.
Z. 248. Ein Polyeder, welches nur hohle Flächenwinkel Hal, heißt

convex. Nur von solchen Polyedern ist in dem Nachfolgenden die Rede.
Lehrsätze. 1. In jedem Polyeder ist die Anzahl IV aller

Kanteuwinkcl doppelt so groß als die Anzahl L aller Kanten.
Denn jedes Polyeder hat so viele Winkel, als die Anzahl der Seiten

aller Flächen beträgt; diese Anzahl ist aber doppelt so groß als die Anzahl
Kanten, da jede Kante in zwei anliegenden Flächen als Seite vvrkommt; folglich

1V^2X.
2. In jedem Polyeder ist die dreifache Anzahl L der Ecken,

ebenso die dreifache Anzahl ld der Flächen höchstens gleich der
doppelten Anzahl H der Kanten.

Denn an jeder Ecke, ebenso in jeder Fläche, kommen mindestens drei
Winkel vor; somit ist 3lL, und ebenso 3 ^entweder gleich oder kleiner als die
Anzahl aller Winkel; diese beträgt aber 21^ (nach l), folglich ist

3L^2L und 31^ 2L.
Z. 249. Lehrsätze. 1- In jedem Polyeder ist die Summe aller

Winkel an der Oberfläche gleich sovielmal 4 Rechten, als die
nm 2 verminderte Anzahl L der Ecken anzeigt.
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Beweis. Projicicrt man alle Flächen des Polyeders auf eine Ebene,
welche zu keiner Kante normal ist, so ist die Projcction jeder Fläche wieder
ein Polygon von derselben Seitenanzahl und daher die Summe 8 aller Winkel
an der Oberstäche des Polyeders gleich der Summe der Vieleckswinkcl aller
Projectiousflächcu. Fallen nun die Projektionen von -Ecken des Polyeders
auf den Umfang der Projectionsfigur und die Projektionen von «z-Ecken in
das Innere derselben, so geben die Vielcckswinkcl aller Projcctionsflächeu zu¬
sammen die doppelte Winkclsnmme eines s^-Eckes nnd volle Winkel;
folglich ist

8 — 2 (c^ —2) . 211 -st . 4R — (<^ st- — 2) . 411,
oder, da -st — bl ist,

8 (bl - 2) . 411.

2. In jedem Polyeder ist die Summe aller Winkel au der
Oberfläche auch gleich sovielmal 4 Rechten, als die Differenz
d e r A n z a h l L d e r K a n t e n und d e r A n z a h l 1? d e r Fläch e n a n z e igt.

Beweis. Ist die Zahl der Seiten der einzelnen Flächen des Polyeders
r>i, Qz, n,, ..., so sind die Summen der Winkel in diesen Polygonen (n, — 2)
2 11, (N2 — 2) . 2 k, (vz — 2) . 2 k, .. daher die Summe aller Winkel auf
der Oberstäche des Polyeders 8 — (i^ st- -st Ng -st ..) . 2H — b' . 411.
Nun ist st- vz st- Ng .. — 2L, da jede Kante zwei Polygonseiten bildet,
daher 8 — L . 411 — b' . 4R, oder

8 -- (L — bst . 414.

8- 250. Lehrsah. In jedem Polyeder ist die Summe der An¬
zahl bl der Ecken und der Anzahl ib' der Flächen um 2 größer
als die Anzahl I4i der Kanten (Euler'scher Satz).

Beweis. Nach Z. 249 ist die Winkelsumme an der Oberfläche
8 --- (bl — 2) . 414 nnd auch 8 — (I4i — 1?) . 414. Hieraus folgt bl — 2
— X — bst oder

bl -st b' — Ib -st 2.

Die Gleichung b! -st I? — L st- 2 sowie die in Z. 248 abgeleiteten
Ungleichungen 3 bl <. 2bl mcd 3 ib <. 2 bl sind in Beziehung auf bl und 1?
symmetrisch, d. h. sie bleiben richtig, wenn man in denselben bl und 1? mit
einander vertauscht.

Folgesätze. 1. Aus bl -st Ik — II -st 2 folgt:

Hat ein Polyeder eine gerade Anzahl Kanten, so ist die Anzahl der Ecken und die der
Flächen zugleich gerade oder ungerade; Hai dagegen das Polyeder eine ungerade Anzahl
Kanten, so muss, wenn die Zahl der Ecken gerade oder ungerade ist, die Zahl der Flächen
ungerade oder gerade sein.

2. Subtrahiert man von 2 bl -p 2 k — 2 N' -s- 4 die Ungleichungen
Zb' 2 bi und 3 bl 2 bi, so erhält man

2 bl b' st- 4 und 2 b bl -s- 4,
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Die doppelte Zahl aller

«»-Ml

/Ecken 1
1 Flächen /

eines Polyeders ist also mindestens um 4 größer

3. Subtrahiert man von 3L -j- — 3L-s-6 die Ungleichungen 3?<^2I( und
3L 2L, so ergibt sich

3 ^7 X -s- 6 und 3 § X P 6.

Die dreifache Zahl aller (

als die Zahl aller Kanten.

eines Polyeders ist also mindestens nm 6 größer

4. In einem Polyeder kann nicht jede
/Ecke /
1 Fläche /

mehr als fünf Kanten haben.

Denn würden in jeder Ecke sechs Kanten Zusammenstößen, so wäre, da jede Kante
zu zwei Ecken gehört, 6L — 2L, also 3L —L, was nach 3. nicht möglich ist. Wären
alle Flächen von sechs Kauten begrenzt, so müsste, da jede Kaute zu zwei anstoßenden Flächen
gehört, 61? — 2X, also 31? —li sein, was ebenfalls deut Satze 3. widerstreitet.

Z. 251. Ein Polyeder, dessen Flächen congrnente reguläre Vielecke sind
und congruente Ecken bilden, heißt ein regelmäßiges oder reguläres
Polyeder.

Lehrsatz. Es kann nicht mehr als sünf reguläre Polyeder
geben.

Beweis. Es seien die Flächen eines regulären Polyeders Vielecke von in
Seiten, deren je n eine Ecke bilden, L sei die Anzahl der Ecken, I? die
Zahl der Flächen nnd X die Zahl der Kanten des Polyeders. Dann ist die
Gesammtzahl der Seiten aller Flächen 2X, da jede Kante als Seite zweier
zusammenstoßenden Flächen vorkvmmt; sie ist aber, da in jeder Ecke n Seiten
Zusammenstößen, auch nX nnd, da jede Fläche in Seiten hat, auch inX; cs
ist mithin nL — 2X und inX — 2X, oder

-I? 2!L < 2LX und 1 -.
II IQ

Nun ist (nach 8> 250) X -j- X X -s- 2, daher -j- X -P 2,

und folglich
_ 2 ui u

2 (m -s- u) — m u'

Damit X positiv werde, kann man IN nnd n nur solche Werte beilegen,
für welche 2 (inn) > in n wird.
Polyeder nur für folgende Werte von

s. m — 3, n — 3, woraus
2. in — 4, n 3, „
3. in —3, n — 4, „
4. in — 5, n — 3, „
5. in — 3, n — 5, „

Hienach ist die Bildung regulärer
ni und n möglich:
X-— 6, 4, 4;
ic —12, 13^ 8, X^ 6;
X —12, 6, X— 8;
X---30, X.^-20, X^- 12;
X^-30, L-^12, X^20.

Die hiedurch bestimmten Körper heißen: 1. das reguläre Tetraeder,
2. das reguläre Hexaeder (der Cubus), 3. das reguläre Octaeder, 4. das
reguläre Dodekaeder und 5. das reguläre Ikosaeder.
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Das Hexaeder und das Octaeder haben gleiche Kantenzahl, die Zahl der
Ecken des einen ist gleich der Zahl der Flächen des andern, und die Seiten¬
zahl jeder Fläche des einen ist gleich der Kantenzahl jeder Ecke des andern-
Man nennt deshalb diese zwei regulären Polyeder einander zugeordnct.
Aus demselben Grunde sind das Dodekaeder und das Ikosaeder einander
zugeordnct. Das Tetraeder ist sich selbst zugeordnet.

Z. 252. Lehrsatz. Jedes reguläre Polyeder hat einen Punkt,
der a) von allen Seitenflächen, und b) von allen Eckpunkten
gleich weit ab steht.

Beweis, a) Es seien (Fig. 139) ^.80, ^.88,... Seitenflächen eines
regulären Polyeders und 8, ck,... ihre Mittelpunkte. Zieht mau aus II
und ck zu der Mitte der Kante ^.8 die Strecken 88 und 9 8, so stehen

diese zu ^.8 normal, daher ist 889 der
Neigungswinkel der Ebenen ^.80 und 8 Ich
und es sind diese Ebenen zu der durch den
Winkel UTI gelegten Ebene normal (8.219,1).
Werden daher auf ^.80 und L.88 in II
und ck Normale errichtet, so müssen sie in
der Ebene 889 liegen (§. 219, 3) und sich
in einem Punkte O schneiden. Zieht man nun
08, so ist ^088^089, daher 011

— 09; d. h. der Punrt o hat von den zwei Seitenflächen gleiche Abstände.
'Was von ^80 und ^88 gilt, gilt auch von den übrigen Seitenflächen.
Der Punkt 0 hat also von allen Seitenflächen des regulären Polyeders gleiche
Abstände.

Fig- >39.

l>) Da ferner 0 8, 09, 08,... zu den Seitenflächen ^80, ^.8 Ich
LOO,... normal sind und durch die Mittelpunkte 8, 9, 8, ... derselben
gehen, so müssen (nach Z. 211) alle schiefen Strecken aus 0 nach den
Eckpunkten der Seitenflächen gleiche Länge haben. Der Punkt 0 hat also auch
von allen Eckpunkten des Polyeders gleiche Abstände.

Der Punkt 0 heißt der Mittelpunkt des regulären Polyeders.
Auf dem vorstehenden Lehrsätze und der in 8. 251 nachgewiesenen dualen Zuordnung

der regulären Polyeder beruhen folgende Sätze über die Umgestaltung dieser Körper:

I. Werden alle Flächen eines regulären
Polyeders durch ihre Mittelpunkte als Ecken
ersetzt, so sind diese die Ecken eines zugeord-
ncten regulären Polyeders.

2. Werden alle Ecken eines regulären
Polyeders durch ebene, zu ihren Kanten gleich-
geneigte Flächen ersetzt, so sind diese die Flachen
eines zugcordneteu regulären Polyeders.

II. Krummflächige Körper.

Z. 253. Körper, welche ganz oder theilweise von krummen Flächen
begrenzt werden, heißen krummflächige Körper.
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1. Dcr Kcgcl.
Z. 254. Bewegt sich eine Gerade, indem sie stets durch einen festen Punkt

außerhalb dcr Ebene einer Kreislinie geht, längs dieser Kreislinie sort, bis
sie wieder in ihre anfängliche Lage kommt, so beschreibt sie eine krumme Fläche,
die man eine konische Fläche nennt. Die gegebene Kreislinie heißt die
Leitlinie, und der gegebene feste Punkt der Scheitel der konischen Fläche.

Lehrsatz. Jeder zur Ebene der Leitlinie parallel gelegte
Schnitt einer konischen Fläche ist ein Kreis.

Beweis. Es sei 8 (Fig. 140) der Scheitel nnd der Kreis iLLIL die
Leitlinie dcr konischen Fläche, ferner Ebene urnp^LIL. Zieht mau von 8

F'g. 140.

zu dem Mittelpunkte O der Leitlinie die Strecke
8 0, welche die Schnittfläche in c> schneidet, und
legt durch 8 0 und einen willkürlichen Punkt in
dcr Schnittlinie eine Ebene, welche die konische
Fläche in der Geraden 8 in LI schneidet, so ist
o in 0 LI; daher hat man oin: 0 LI — 8 o: 8 0.
Ebenso ist orr:0^. — 8o:8O, nnd folglich
o in: 0 LI — o a : O iV, woraus wegen 0 LI — 0
auch oin — on folgt. Es sind also alle Punkte im
Umfange des Schnittes von o gleich weit entfernt,
mithin ist der Schnitt ein Kreis.

8. 255. Wird eine konische Fläche durch eine zur Ebene der Leit¬
linie parallele Ebene geschnitten, so heißt der dadurch abgegrenzte Körper ein
Kegel. Die ebene Schnittfläche ist eine Kreisfläche (Z.- 254) und heißt die
Grundfläche, die sie begrenzende konische Fläche wird der Mantel des
Kegels genannt. Die Strecke, welche den Scheitel und den Mittelpunkt der
Grundfläche verbindet, heißt die Achse, und jede Strecke, in welcher der
Mantel von einer durch die Achse gelegten Ebene geschnitten wird, eine Seite
des Kegels. Den Abstand des Scheitels von der Grundfläche des Kegels nennt
man die Höhe desselben.

Ist die Achse zur Grundfläche normal, so heißt der Kegel ein gerader,
sonst ein schiefer. Einen geraden Kegel kann man sich durch Drehung eines
rechtwinkligen Dreieckes nm eine seiner Katheten als Achse entstanden denken.
In einem geraden Kegel sind alle Seiten gleich, nnd die Achse stellt zugleich
die Höhe vor. In einem schiefen Kegel gibt es eine kürzeste und eine längste
Seite; dieselben liegen in einer durch die Achse nnd ihre Projection auf die
Grundfläche gehenden Ebene.

Ein gerader Kegel, dessen Seite dem Durchmesser dcr Grundfläche gleich
ist, heißt gleichseitig.

Geht durch einen Umfaugspunkt der Grundfläche eines Kegels eine Tangente zn dieser
und eine Seite, so hat die durch beide Linien gelegte Ebene nur die Seite mit der Kegel¬
fläche gemeinsam; sie heißt eine Berührungs ebene des Kegels.
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Z. 256. Lrhrsähc. 1. Wird ein Kegel durch eine zur Grund¬
fläche parallele Ebene geschnitten, so ist a) der Schnitt ein Kreis,
und es verhalten sich l>) die Flächeninhalte der Schnittfläche
und der Grundfläche wie die zweiten Potenzen ihrer Abstände
vom Scheitel des Kegels.

Beweis. Es sei (Fig. 140) die Ebene smbss-4.NL.
g.) Folgt aus tz. 254.
5) Ist 8L ^.NL, also auch 8p T. smb, und legt man durch 08 ?

eine Ebene, welche die beiden Kreise in OL und ox schneidet, so ist op ss OL,
daher so:-4O —8o:8O —8p:8L. Nun ist smb :-4NL —
^.0^ (Z. 183, 1), folglich auch smb : ^4NL — 8p^: 8L^.

Wird ein Kegel durch eine zur Grundfläche parallele Ebene geschnitten,
so heißt der zwischen der Grundfläche und der Schnittfläche liegende Theil des
Kegels ein Kegelstumpf, der zwischen der Schnittfläche und dem Scheitel
liegende Theil aber der E rgä n z u n g s k e g el des Stumpfes. Der Kegelstnmpf
wird von zwei parallelen ungleichen Kreisflächen als Grundflächen und der
zwischen ihnen enthaltenen konischen Mantelfläche begrenzt. Jede Strecke, in
welcher der Mantel von einer durch die Achse gehenden Ebene geschnitten wird,
heißt Seite des Kegelstnmpfes. Der Abstand der beiden Grundflächen heißt
die Höhe des Kegelstumpfes.

Ein Kegelstumpf ist, wie der Kegel selbst, gerade oder schief.
2. Jeder Achsenschnitt eines Kegels ist ein Dreieck.
Denn jede durch die Achse gelegte Ebene schneidet die Grundfläche in einem

Durchmesser und die Mantelfläche in zwei Strecken.
In einem geraden Kegel sind alle Achsenschnitte gleichschenklige, congrucnte

und znr Grundfläche normale Dreiecke. In einem schiefen Kegel ist nur eines
der Dreiecke gleichschenklig, und nur eines, und zwar dasjenige, welches durch
die Projection der Achse auf die Grundfläche geht, zu dieser letzteren normal;
diese beiden Dreiecke stehen aufeinander normal.

3. Jeder Achsenschnitt eines Kegelstnmpfes ist ein Trapez.
Denn jede durch die Achse gehende Ebene schneidet die Grundflächen in

zwei parallelen Durchmessern und die Mantelfläche in zwei nicht parallelen
Strecken.

In einem geraden, wie in einem schiefen Kegelstnmpfe gilt von den
Trapezen als Achsenschnitten dasselbe, was bei den Achsenschuitten des Kegels
von den Dreiecken angeführt wurde.

2. Der LylinNr.
Z. 257. Bewegt sich eine Gerade, indem sie stets einer festen, die Ebene

einer Kreislinie in ihrem Mittelpunkte schneidenden Geraden parallel bleibt,
längs dieser Kreislinie fort, bis sie wieder in ihre anfängliche Lage kommt,
so beschreibt sie eine krumme Fläche, die man eine cylindrische Fläche
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ncnnt. Die gegebene Kreislinie heißt die Leitlinie, und die durch ihren
Mittelpunkt gehende feste Gerade die Achse der cylindrischen Fläche.

Lehrsatz. Jeder zur Ebene der Leitlinie parallel gelegte
Schnitt einer cylindrischen Fläche ist ein Kreis, welcher mit
der Leitlinie gleichen Halbmesser hat.

Fig. i-u. Beweis. Es sei der Kreis 7LLLI (Fig. 141) die
, Leitlinie der cylindrischen Fläche, und eine zu diesem

Kreise parallele Ebene H LI' schneide die Achse 0 0' in
/ i /.M 0'. Legt man durch 0 0' und einen beliebigen Punkts
/ / der Schnittlinie eine Ebene, welche die cylindrische Fläche

'M in der Geraden LILI' schneidet, so ist 0 0' LILI' und
0' LI 0 LI ; daher ist O O' LI' LI ein Parallelogramm
und folglich O'LI' — O LI. Es ist also der Abstand eines

jeden Punktes der Schnittlinie von 0' dem Halbmesser der Leitlinie gleich,
d. h. der Schnitt ist ein mit der Leitlinie congruenter Kreis.

Z. 258. Wird eine cylindrische Fläche durch zwei zur Ebene der Leit¬
linie parallele Ebenen geschnitten, so heißt der dadurch abgegrcnzte Körper ein
Eylinder. Die zwei ebenen Schnittflächen sind congruente Kreisflächen
(8. 257) und heißen die Grundflächen; die sie begrenzende cylindrische
Fläche nennt man den Mantel des Cylinders. Die Verbindungsstrecke der
Mittelpunkte beider Kreise heißt die Achse, und jede Schnittlinie des Mantels
mit einer durch die Achse gelegten Ebene eine Seite des Cylinders. Der
Abstand der beiden Grundflächen wird die Höhe des Cylinders genannt.

Alle Seiten des Cylinders sind parallel und einander gleich.
Steht die Achse zu den Grundflächen normal, so heißt der Cylinder ein

gerader, sonst ein schiefer. Einen geraden Cylinder kann man sich auch
durch Drehung eines Rechteckes um eine Seite als Achse entstanden denken.
In einem geraden Cylinder stellt die Achse zugleich die Höhe vor.

Ein gerader Cylinder, dessen Seite dem Durchmesser der Grundfläche
gleich ist, wird gleichseitig genannt.

Geht durch einen Umfangspunkt der Grundfläche eines Cylinders eine Tangente zu
dieser und eine Seite, so hat die durch beide Linien gelegte Ebene nur die Seite mit der
Mantelfläche gemeinsam; eine solche Ebene heißt eine Berlitz rungsebene des Cylinders.

8- 259. Lehrsätze. I.Wird ein Cylinder durch eine zur Grund¬
fläche parallele Ebene geschnitten, so ist der Schnitt ein mit
der Grundfläche congruenter Kreis.

Folgt aus Z. 257.
2. Jedrr Achsenschnitt eines Cylinders ist ein Parallelo-

gr a m m.
Denn in dem erhaltenen Vierecke sind die Schnittlinien der Ebene mit

der Mantelfläche als Seiten des Cylinders parallel und gleich.
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In einem geraden Cylinder sind alle Achsenschnitte congruente Rechtecke
und stehen zur Grundfläche normal. In einem schiefen Cylinder sind die
Achsenschnitte ungleiche Parallelogramme und steht nur einer, und zwar der¬
jenige, welcher durch die Projectivn der Achse auf die Grundfläche geht, zur
Grundfläche normal.

3. Die Kiigrl.
Z. 260. Dreht sich ein Halbkreis um seinen Durchmesser so weit herum,

bis er wieder in seine ursprüngliche Lage kommt, so beschreibt derselbe eine
krumme Fläche, welche Kugel fläche genannt wird. Der von der Kugelfläche
begrenzte Körper heißt Kugel.

Jeder Punkt der Kugelfläche ist von dem Mittelpunkte des erzeugenden
.Kreises gleich weit entfernt; dieser Punkt heißt darum auch der Mittel¬
punkt der Kugel. Eine Strecke, welche vom Mittelpunkte bis zur Kugelfläche
gezogen wird, heißt ein Halbmesser; eine Strecke, welche durch den Mittel¬
punkt geht und zwei Punkte der Kugeloberfläche verbindet, ein Durchmesser
der Kugel. Alle Halbmesser einer Kugel sind einander gleich; ebenso alle
Durchmesser. Die Endpunkte eines Durchmessers werden Gegen punkte der
Kugelfläche genannt.

Folgesatz. Der geometrische Ort aller Punkte im Raume, welche
von einem gegebenen Punkte den Abstand r haben, ist die um diesen Punkt
niit dem Halbmesser r beschriebene Kugelfläche.

Z. 261. Lehrsatz. Durch vier Punkte ^.,8, 6 und 8 (Fig. 142),
welche nicht in einer Ebene liegen, ist eineKugel unzweideutig
bestimmt.

F'ü 1^2. Der geometrische Ort eines Punktes, der von
^^-7^ 6, 6 gleich weit absteht, ist die im Mittelpunkte LI
/ X des durch die drei Punkte gehenden Kreises auf diesen

i errichtete Normale LIU (Z. 211, b). Jeder Punkt
! dieser Normalen ist dann von allen Punkten der

V / Peripherie jenes Kreises gleich weit entfernt. Legt man
daher durch LI X und den vierten außerhalb der Kreis-
ebene liegenden Punkt I) eine Ebene, welche die Peri¬

pherie des Kreises in 8 schneidet, und errichtet in dieser letzteren Ebene auf die
Verbindungsstrecke O L in ihrer Mitte 8 die Normale, welche die LI Ls in O
trifft, so ist 0 nicht nur von D und I? gleich weit entfernt (K. 46, 1), sondern
steht auch von O und den drei Punkten 8, 0, gleich weit ab; 0 ist so¬
nnt der Mittelpunkt der durch 8, 0, I) gehenden Kugelflkiche.

Da es nur einen Punkt 0 gibt, welcher den obigen Bedingungen ent-
pricht, so kann es auch nur eine einzige Kngelfläche geben, welche durch die
vier Punkte 8, 0, I) geht.
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Die Gerade und die Kugel.
Z. 262. Je nachdem der Centralabstand einer Geraden, d. i. ihr

Abstand vom Mittelpunkte einer Kugel, kleiner, ebenso groß, oder größer ist
als deren Halbmesse», schneidet die Gerade die Kugel in zwei Punkten, oder
berührt sie dieselbe in einem Punkte, oder liegt sie ganz außerhalb der Kugel.

1. Jede gerade Berührnngslinie einer Kugel steht normal zu dem Halb¬
messer des Berührungspunktes (Z. 80).

2. Alle von einem Punkte außerhalb einer Kugel an diese gezogenen
Bcrührungsstreckcn sind einander gleich (8- 8l).

Die Ebene und die Kugel.

8- 263. Der Centra lab stand einer Ebene, d. i. ihr Abstand vom
Mittelpunkte einer Kugel, ist entweder kleiner oder ebenso groß, oder größer
als deren Halbmesser. Im ersten Falle schneidet die Ebene die Kugel; im
zweiten Falle berührt sie dieselbe in einem Punkte; im dritten liegt sie ganz
außerhalb der Kugel.

Lehrsatz. Jeder Schnitt einer Kugel durch eine Ebene ist
ein Kreis.

Beweis. Es sei LI 6 (Fig. 143) ein ebener
Kugelschnitt. Fällt man vom Kugelmittelpnnkte 0 eine
Normale Ok auf die Schnittfläche, zieht von k nach
dem Umfange des Schnittes die beliebigen Strecken
O/V und kN, ferner noch die Halbmesser 0-1 und
ON, so sind die rechtwinkligen Dreiecke Ok-4 nnd
OkN congruent, daher k^—kN. Daraus folgt,
dass alle Umfangspunkte des Schnittes von k gleichen
Abstand haben, dass also der Schnitt ein Kreis ist.

Der Kreis -INk wird ein Kugelkreis genannt.
8. 264. Lehrsätze von den Kugelkreisen.
1. Die Strecke aus dem Mittelpunkte der Kugel nach dem Mittelpunkte

eines Kngelkreises ist normal zur Ebene des letzteren.
2. Die Normale ans dem Mittelpunkte der Kugel ans die Ebene eines

Kngelkreises geht durch den Mittelpunkt des letzteren.
3. Die Gerade, welche im Mittelpunkte eines Kugelkreises ans dessen

Ebene normal errichtet wird, geht durch den Mittelpunkt der Kugel.
4. Gleichen Kngelkreisen entsprechen gleiche Centralabstände; nnd um¬

gekehrt.
5. Dem größeren Kngelkreise entspricht ein kleinerer Centralabstand; nnd

umgekehrt.
Die Beweise dieser Sätze stimmen mit jenen für die analogen Sätze

von den Sehnen des Kreises in 88- 75 und 77 überein.

Fig. 143.
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Zlisiihe. rr) Unter allen Kugelkreisen ist der durch den Mittelpunkt der
Kugel gehende der grüßte. Er heißt deshalb auch geradezu ein größter Kugel¬
kreis oder ein Hanptkreis. Der Halbmesser eines Hauptkreises der Kugel
ist dem Kngelhalbmesser gleich.

b>) Zwei Hauptkreise einer Kugel schneiden sich immer in einem Durch¬
messer derselben und halbieren einander gegenseitig.

e) Durch je zwei Punkte der Kngelfläche, welche nicht Gegenpunkte sind,
ist die Lage eines Hauptkreises der Kugel unzweideutig bestimmt. Der von
zwei Punkten begrenzte Bogen eines Hauptkreises gibt den sphärischen
Ab stand dieser Punkte an

ä) Von den beiden Endpunkten des zur Ebene eines Kugelkreises normalen
Kugeldurchmessers (Z. 264, 3) hat jeder von allen Umfangspnnkten des Kngel-
kreises gleiche sphärische Abstände. Diese zwei Punkte heißen deshalb sphärische
Mittelpunkte des Kugelkrcises.

Die Umfangspunkte gleicher Kugelkreise habeu gleiche sphärische Abstände
von ihren entsprechenden sphärischen Mittelpunkten.

8. 265. Lchrsähe von den Berührungsebenen der Kugel.

1. Die Ebene, welche im Endpunkte eines Kugelhalbmessers zu diesem normal ist,
ist eine Berührungsebene der Kugel. (8- 80, I)

2. Der Halbmesser einer Kugel nach dem Berührungspunkte steht normal auf der
Bernhrungsebene. (8. 80, 2.)

3. Die Normale ans dem Mittelpunkte einer Kugel auf die Berühruugsebene geht
durch den Berührungspunkt. (8. 80, 3.)

4. Die zur Berührungsebene einer Kugel im Berührungspunkte errichtete Normale
geht durch den Mittelpunkt der Kugel. (8. 80, 4.)

Z. 266. Die beiden Theilc, iu welche die Kugel durch die Ebene eines
Kugelkreises getheilt wird, heißen Kugelabschnitte oder Kugelsegmente
und die dazugehörigen Theile der Kugelfläche Kugelmützen oder Calotten.
Die Kreisfläche ist die Grundfläche der beiden Kugelsegmente und der Kngel-
mützen. Der von der Mütze und ihrer Grundfläche begrenzte Theil des zu
dieser normalen Durchmessers der Kugel ist die Höhe des Kngelsegmentes und
der Kugelmütze.

Der zwischen den Ebenen zweier paralleler Kngelkreise liegende Theil der
Kugel heißt eine Kugelschichte und der dazu gehörige Theil der Kngelfläche
eine Kugelzone. Der Abstand der beiden Kreisflächen ist die Höhe der
Kngelschichte und der Zone.

Dreht sich ein Scctor eines Hauptkreises der Kugel um einen seiner
Halbmesser, so heißt der dadurch beschriebene Körper ein Kugelausschnitt
oder Kugel sector. Derselbe besteht ans einem Kngelsegnient und einem
Kegel, dessen Scheitel der Kugelmittelpunkt und dessen Grundfläche die Grund¬
fläche des Kngelsegmcnts ist.
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Fig. 144.

8 267. Eine Kugel heißt einem Polyeder eingeschrieben, wenn alle
Grenzflächen desselben Berührungscbcnen der Kugel sind, und umgcschrieben,
wenn alle Eckpunkte des Polyeders in der Kugelfläche liegen.

Jedem regulären Polyeder kann eine Kugel ein- und umgeschrieben
werden. (Folgt ans 8- 252.)

Sphärische Winkel, sphärische Zwei- und Dreiecke.
tz. 268. Der Neigungswinkel der Ebenen zweier Hauptkreise einer Kugel

heißt der sphärische Winkel der beiden Kreise. Das Blaß eines sphärischen
Winkels 0^.1) (Fig. 144) ist der zwischen den beiden
Kugelkreisen liegende, von jedem ihrer Schnittpunkte
nm 90° abstehende Kreisbogen 61). Da nämlich 0 0
4.^.0 nud I) 0 4_ 0 ist, so ist 0 0 O der Nei¬
gungswinkel der Ebenen der beiden größten Kreise
0 L und ^06, und der Bogen O I) das Maß dieses

Winkels. Ein sphärischer Winkel 0^.0 ist gleich dem
Winkel 8^. T der Tangenten, welche durch einen Schnitt¬
punkt der zwei Kugelkreise an dieselben gezogen werden.

Z. 269. Ein Theil der Kugelfläche, welcher von zwei größten Halb¬
kreisen der Kugel begrenzt wird, wie z. V. ^O13I)4r (Fig. 144), heißt ein
sphärisches Zweieck.

Zu gleichen sphärischen Winkeln derselben Kugel gehören gleiche sphärische
Zweiecke; und unigekehrt.

Beweis durch Deckung.
Fig. 145. ß. 270. Ein Theil der Kugelfläche, welcher von

drei Bogen größter Kugelkreise begrenzt wüd, heißt
, ein sphärisches Dreieck; wie ^.130 (Fig. 145).
' Die Kreisbogen ^.13. ^.0 und 110 werden die
^Seiten, und die sphärischen Winke! ^.Ok, ^13 0

und 13)40 die Winkel des sphärischen Dreieckes ge¬
nannt. Die Größe der Seiten wird stets im Bogen¬
maße angegeben.

Die Seiten eines jeden sphärischen Dreieckes sind zugleich die
Seiten eines zweiten sphärischen Dreieckes, welches das erste zu der ganzen
Kugeloberfläche ergänzt. Wenn übrigens nicht ausdrücklich das Gegentheil
bemerkt wird, so ist immer dasjenige sphärische Dreieck zu verstehen, welches
kleiner ist als die halbe Kugelfläche. Zu jedem sphärischem Dreiecke, das
kleiner ist als die halbe Kugelfläche und dessen eine Seite größer ist als 180°,
gehört ein zweites, welches mit jenem zwei Seiten gemeinsam hat und dessen
dritte Seite die dritte Seite des ersteren zu 360° ergänzt, somit kleiner als
180° ist. Z. B. das Dreieck )413 013 0 hat die Seiten )413012. 0 0 und
0)4, das Dreieck )412O hat die Seiten )4bh 00 und 0)4; )4I3OO und
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ergänzen sich zn 360°. Die beiden Dreiecke ergänzen sich gegenseitig zn
der halben Kugclfläche; man nennt ein jedes das sphärische Nebendreieck
des andern. Da sich aus den Seiten und Winkeln eines sphärischen Dreieckes
sogleich auch die Seiten und Winkel seines Nebendreieckes bestimmen lassen,
so sollen bei den folgenden Untersuchungen nur solche sphärische Dreiecke vor¬
ausgesetzt werden, in denen die Seiten einzeln kleiner als 180° sind.

K. 271. Es sei ^LO (Fig 146) ein sphärisches Dreieck, dessen jede
Seite kleiner ist als 180°, und O der Mittelpunkt der Kugel. Zieht man die
Halbmesser L.0, LO und 00, und legt durch je zwei eine Ebene, so ent¬

steht das Dreikant OHIO, dessen Seiten ^013, ^00,
Fig. 146. und LOO die Seiten 7). 13, L 0 und L 0 des sphärischen

Dreieckes ^LO zum Maße haben, und dessen Flächen¬
winkel den Winkeln des sphärischen Dreieckes gleich sind.
Es finden daher zwischen den Seiten und Winkeln eines
sphärischen Dreieckes dieselben Beziehungen statt, wie
zwischen den Seiten und Winkeln eines Dreikants.

Mit Rücksicht auf die 88- 232, 233 und 234
gelten demnach auch für die sphärischen Dreiecke folgende
Sätze:

1. Die Summe zweier Seiten ist größer als die dritte Seite.
2. Die Summe aller drei Seiten ist kleiner als 360°.
3. Die Summe aller drei Wiukel ist größer als 180° und

kleiner als 540°.
4. Gleichen Winkeln liegen gleiche Seiten gegenüber.
5. Dem größeren Winkel liegt auch eine größere Seite

gegenüber.
6. Gleichen Seiten liegen gleiche Winkel gegenüber.
7. Der größeren Seite liegt auch ein größerer Winkel

gegenüber.
Ein sphärisches Dreieck heißt gleichseitig, gleichschenklig oder

ungleichseitig, je nachdem es drei oder zwei gleiche, oder lauter verschiedene
Seiten hat.

Ein sphärisches Dreieck kann (nach 3) zwei oder auch drei rechte Winkel
haben. Ein sphärisches Dreieck, welches keinen rechten Winkel enthält, heißt
schiefwinklig; kommt darin ein rechter Winkel vor, so wird es ein recht¬
winkliges genannt.

8- 272. Zwei sphärische Dreiecke, in denen alle Seiten und Winkel
paarweise gleich sind, sind cougruent oder symmetrisch, je nachdem die
gleichen Bestandstücke in demselben oder im entgegengesetzten Sinne aufein¬
ander folgen (8. 231).
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Den sechs Sätzen, welche in Z. 235 bezüglich der Cougruenz und der
Symmetrie der Dreikante bewiesen wurden, entsprechen analoge Sätze bezüglich
der Cougruenz und Symmetrie der sphärischen Dreiecke.

H. 273. Ein sphärisches Dreieck, dessen Ecken Gegenpunkte der Ecken
eines anderen Dreieckes sind, heißt das Gegendreieck des zweiten; z. B.
^'I3'(N Mg. 147) ist das Gegendreieck zu ^.13 0.

Zwei sphärische Gegendreiecke sind, sowie zwei Scheitelecken (§. 231), im
allgemeinen symmetrisch, und nur dann congrueut, wenn sie gleichschenklig sind.

Lehrsatz. Zwei sphärische Gegcndreiccke sind slächengleich.
Beweis. Legt man (Fig. 147) durch die drei

Fi<n 147- Eckpunkte eines jeden der zwei Gegcndreiccke ^13 0
„ und 13' 0' Kugelkreise, so sind diese einander gleich;

/ X^X/"/ X denn sie sind zugleich nm zwei congrncnte ebene Drei-
/ X ecke beschrieben, deren Seiten als Sehnen zu den Seiten
! PS der beiden sphärischen Dreiecke gehören. Dann sind

/„-'l / aber auch, wenn ? und k' die entsprechenden sphäri-
schen Mittelpunkte der zwei gleichen Kugelkreise sind,

sphärischen Abstände ?I3, ?0 und
L'I3', k'0' einander gleich (Z. 264, ä). Die Dreiecke

L-^I3, k^.0 und k!30, ebenso die Dreiecke k 7^I3H I"^/(N und k' 13 0,
sind demnach gleichschenklig, und daher die ersteren folgeweise mit den letzteren
congrueut. Somit sind die Summen dieser Dreiecke, d. i. die Dreiecke ^13 0
und L'L'Lb slächengleich.

Z. 274. Beschreibt man aus den Eckpunkten eines sphärischen Dreieckes,
als Polen, größte Kreisbogen, so heißt das dadurch entstehende sphärische

Fifl 148. Dreieck ein Polardreieck des ersteren.
Ist ^.13 0 (Fig. 148) ein sphärisches Dreieck

und macht man — — I3H — 130 — OII
— 0.1 ---- 90°, so ist, wenn durch die Punkte 1) und
L, I? und O, II und ck die größten Kreisbogen 13' 0',
rlOOb und ^.'13' beschrieben werden, das Polar-
dreicck des sphärischen Dreieckes ^130, und dieses wieder,
wie man leicht sieht, das Polardreieck von 0'.

Lehrsatz. 1. Zwei sphärische Dreiecke, welche Polardrciccke
zu einander sind, gehören zn zwei Dreikanten, welche zu ein¬
ander Polar ecken sind.

Denn zieht man zu den Eckpunkten der zwei sphärischen Dreiecke Kugcl-
halbnusser, so sind diese die Kanten der beiden Dreikante, welche zu den zwei
sphärischen Dreiecken gehören. Nun ist jeder Halbmesser des einen Dreieckes
normal zu zwei Halbmessern des andern, weil die Seiten des einen um 90"

M o k u i !, Geometrie siir die obere» Claffcn. 10



146

von den Eckpunkten des andern abstehen, sonnt ist er anch normal zu der durch
diese Halbmesser gelegten Ebene; es ist sonach jede Kante des einen Dreilauts
normal zu einer Seitenfläche des andern, d. i. die beiden Dreikante sind Polar-
eckcn zu einander (8. 229).

2. In zwei sphärischen Polardreiccken sind dieSciten des
einen Supplemente der Winkel des andern.

Heißen L., 8, 6 die Winkel und a, l>, o die gegenüberliegenden Seiten
in dem sphärischen Dreiecke ^.80, ferner 8', Ob die Winkel und ah 8, v'
die Seiten in dem Polardreiecke ^'8 Oh so ist

a.-s-lV-^28, 1> P8'-^28, o -^-0'^28; und
a- -p- ^ ----- 2 8, 8 -P 8 --- 28, 8 Z- 0 -- 28.

Folgt aus Z. 229, 2, kann aber auch unmittelbar aus Fig. 148 abge¬
leitet werden.

Lage zweier Kugeln gegen einander.

8- 275. Zwei Kugeln, welche denselben Mittelpunkt haben, heißen con¬
centrisch. Zwei Kugeln, welche verschiedene Mittelpunkte haben, nennt man
excentrisch, und die Berbindungsstrecke ihrer Mittelpunkte die Centrale
der beiden Kugeln.

1. Haben zwei Kugelflächen einen Punkt der Centrale oder ihrer Ver¬
längerung gemeinsam, so berühren sie sich in diesem Punkte, und zwar
bezüglich von außen oder von innen.

2. Haben zwei Kugelflächen mehrere Punkte gemeinsam, so schneiden
sie sich in diesen Punkten.

Lehrsatz. Der Schnitt zweier Kugelflächen ist ein Kreis.
Denn zieht man von zwei beliebigen Schnittpunkten der Kugelflächen zu

deren Centrale Normale, so fallen ihre Fußpunkte in einen Punkt zusammen,
und die Normalen selbst sind einander gleich.

Folgesätze, u) Die Centrale zweier sich berührender Kugeln geht durch
den Berührungspunkt.

d) Die durch den Berührungspunkt zweier Kugeln an die eine gelegte
Berührungsebene ist zugleich eine Berührungsebene der andern.

o) Die Centrale zweier sich schneidenden Kugeln ist zur Ebene des
gemeinsamen Durchsetz« ittskreises im Mittelpunkte desselben normal.

276. Die gegenseitige Lage zweier Kugeln hängt von der Größe
ihrer Centrale o und ihrer Halbmesser 8 und r ab.

1. Ist o > 8 -s- r, so liegt die eine Kugel ganz außerhalb der andern.
2. Ist o — 8-f-r, so berühren sich die beiden Kugeln von außen.
3. Ist 8 -s- !->-<;>-8 — r, so schneiden sich beide Kugeln.
4. Ist o -- 8 — i-, so berühren sich beide Kugeln von innen.
5. Ist a -< 8 - r, so liegt die eine Kugel ganz innerhalb der andern.
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IH. Aufgaben.

Z. 277. Couslructionsaufgaben.
1. (Forderungssatz.) Nm einen gegebenen Punkt mit einem gegebenen

Halbmesser eine Kugel zu beschreiben.
2. Durch einen gegebenen Punkt eine Berührungsebene n) an einen

Kegel, b) au einen Cylinder, o) an eine Kugel zu legen.
3. Durch eine Gerade eine Berührungsebcne an die Kugel zu legen.

tz. 278. Rechnungsausgaben.
1. Es sei L der Halbmesser einer Kugel, r der Halbmesser eines Kugel-

krcises und ä der Abstand dieses Kreises vom Kugelmittelpnnkte; man be¬
stimme jede dieser Größen, wenn die beiden anderen gegeben sind.

2. Eine Kugel wird durch eine Ebene geschnitten, welche den zu dieser
normalen Durchmesser 2R in dem Verhältnisse in: n theilt; wie groß ist
der Halbmesser r der Schnittfläche?

3. Aus der Kaute a eines regulären Polyeders die Halbmesser r und
li der ihm ein- und der ihni umgcschriebenen Kugel zu bestimmen.

Heißt e der Halbmesser des einer Seitenfläche des Polyeders umgcschriebenen Kreises,
so ist, wie man aus Fig. 139 unmittelbar ersieht, für jedes reguläre Polyeder r^ — 3? —

s.) Es sei um das Tetraeder 4.361) (Fig. 149) eine
Kugel beschrieben und 8 3 4 3 6, so ist 2 der Mittelpunkt des
um 436 beschriebenen Kreises; wird I)L bis 3 verlängert, so ist 1)8
ein Kugeldurchmesser und die Mitte 0 der Mittelpunkt der Kugel
und daher auch des Tetraeders. Im rechtwinkligen 1)48 ist nun

L8:4V----4.8:88, oder 23:a——§2. Ms dieser

Proportion erhält man, da <4 ---- 's, (H. 172, I) ist, 3 — V6.

AuS r? — li? — ^,2 — -4. folgt dann r — V6.

Fig. 149.

b) Zieht nian beim Octaeder (Fig. 150) die Diagonale 33, so ist diese ein Durch¬
messer der umgeschriebenen Kugel, sie steht normal auf 4868, und der Fußpunkt 0 ist der

Fig. ISO. Mittelpunkt sowohl der nmgeschriebenen Kugel, als des nm das
Quadrat 4 8 61) beschriebenen Kreises. Es ist daher (nach

8. 173) 4 0---3-- ^ V2.

Aus r*.,— 3^ — folgt ferner r V6.

0) Zieht man in Fig. 151, wo um ein Ikosaeder eine
Kugel beschrieben ist, §6 normal zu dem regelmäßigen Fünf¬
ecke 4 8 683, so ist 6 der Mittelpunkt des um dasselbe be¬
schriebenen Kreises und 311 ein Kngeldurchmesser. Im recht¬

winkligen Dreiecke 3 4.8 ist nun 38:43 — 43:33, oder, da

0 4 — SO -st II) 5 (8. 175, Zus.) ist, 2 3 : a ---- a: (/ (a? — (5 4" y/ S)^.

10*
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Daraus folgt II - 10 -tz 2 5.

Aus — I'? — e" ---- (10 -j- 2 5) — folgt dann r 42 4- 18 ^/5.

ä) Für das Hexaeder oder den Würfel ist:

k — V 3 und ,r —

a) DaS Dodekaeder lasst sich, wie man aus Fig. 152 sieht, in einen Würfel
6IIst KL. 6 Lk und sechs dessen Seitenflächen aussitzeude, abgestumpfte dreiseitige Prismen
zerlegen, und zwar ist der Halbmesser der deni Würfel umgeschricbeuen Kugel zugleich der
Halbmesser der dem Dodekaeder umgeschricbeneu Kugel. Der erstere Halbmesser aber ist, da

die Kaute des Würfels als Diagonale eines regelmtistigen Fünfeckes — (I-tzV5)

(8.175, Zus.) ist, nach ä) gleich (1 V5).V3 - V(V SP VIS)' -- Ss

Folglich ist auch für das Dodekaeder II — V 18 -s- 6 5.

Aus r- - --- (Ib 4-6^5)- (5 P 5) (8. 175, Zus.) folgt dann

r - V 2M-s-110^

Fig. 151.

4. Die Kaute eines regulären Polyeders aus dem Halbmesser n) der
eingeschriebenen, l>) der nmgeschriebenen Kugel zu berechnen (Umkehrung der
Aufg. 3).

lV. Aönngssähe und Klmngsaufgalitm.
Z. 279. Übungssätze.
1. Die Mitten zweier Paare gegenüberliegender Kanten eines regulären

Tetraeders sind die Eckpunkte eines Parallelogramms, dessen Ebene dem dritten
Kantenpaare parallel ist.

2. Die Verbindungsstrecken der Mitten der drei Paare gegenüberliegender
Kanten eines regulären Tetraeders schneiden einander in demselben Punkte
(Übungssatz 1).
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3. Die Mitten der Kanten eines regulären Tetraeders sind die Eckpunkte
eines regulären Octaedcrs.

4. Zwei nicht parallele Berührungsebenen eines geraden Cyliuders
schneiden sich in einer znr Achse parallelen Geraden.

5. Legt man durch eine Gerade zwei Berührungsebenen an die Kugel
und eine dritte Ebene durch den Mittelpunkt, so wird der Neigungswinkel der
beiden Berührnngsebenen dnrch die dritte Ebene halbiert.

tz. 280. Constructionsaufgaben.
1. Ein reguläres Tetraeder zu conftruieren, wenn dessen Kante gegeben ist.
2. Einen Würfel zu constrniercn, wenn dessen Kante gegeben ist.
3. Die Darstellung aller Grenzflächen eines Körpers in einer zusammen¬

hängenden ebenen Figur heißt das
n) eines Prismas,
ll) einer Pyramide,
v) eines Pyramidenstumpses,
ck) eines regulären Tetraeders,
a) eines Würfels,
4) eines regulären Octaeders,

Netz des Körpers. Constrniere das Netz
§) eines regulären Dodekaeders,
ll) eines regulären Ikosaeders,
I) eines geraden Cyliuders,
Il) eines geraden Kegels,
1) eines geraden Kegelstumpfes.

4. Uni einen gegebenen Mittelpunkt eine Kugel zu beschreiben, welche
a) eine Ebene, ll) eine Kugel berührt.

5. Mit einem gegebenen Halbmesser eine Kugel zu beschreiben, welche
rr) eine Ebene, ll) eine Kugel in einem gegebenen Punkte derselben berührt.

Dritter Abschnitt.
t^vngrnenz, Symmetrie nnd Ähnlichkeit der Körper.

I. Kongruenz und Symmetrie der Körper.

8. 281. Zwei Körper, welche so in einander gelegt werden können, dass
sich alle ihre Grenzflächen decken, heißen congruent.

Zwei Körper, welche auf entgegengesetzten Seiten einer Ebene in eine
solche Lage gebracht werden können,"dass die Verbindungsstrecke je zweier ent¬
sprechender Punkte derselben zu dieser Ebene normal ist und dnrch sie halbiert
wird, heißen symmetrisch (ZK. 69 nnd 217). Diese Ebene heißt die
Symmctralebcne.

Sowohl in congrnenten als in symmetrischen Körpern sind je zwei ent¬
sprechende Strecken (Kanten, Höhen, Diagonalen, Halbmesser, Achsen) gleich,
je zwei entsprechende Flächen congruent und je zwei entsprechende Keile gleich;
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die entsprechenden Ecken aber sind nur in congruenten Körpern congruent, in
symmetrischen dagegen symmetrisch.

Um zn einem gegebenen Polyeder ein symmetrisches zu konstruieren, darf
man nnr zn einer Ecke des gegebenen Körpers die Scheitelecke bilden und
von dieser ausgehend einen zweiten Körper coustruieren, welcher mit dem
gegebenen nach der Ordnung gleiche Kanten, congruente Flächen und gleiche
Keile hat. Die Ecken der beiden Körper und ebenso die Körper selbst sind
dann symmetrisch.

Folgesätze, u) Zwei Körper, welche mit einem dritten symmetrisch sind,
sind unter einander congruent.

b) Ist von zwei congruenten Körpern der eine mit einem dritten sym¬
metrisch, so ist cs auch der andere.

8- 282. Lehrsatz. Sind in zwei Pyramiden die Ecken am
Scheitel congruent oder symmetrisch und drei entsprechende
Seitenkanten paarweise gleich, so sind auch die Pyramiden be¬
züglich congruent oder symmetrisch.

Beweis, a) Bringt man im ersten Falle die congruenten Ecken zur
Deckung, so müssen wegen der Gleichheit der drei entsprechenden Seiten¬
kanten die Ebenen der Grundflächen, und folglich die Grundflächen selbst
Zusammenfällen.

k>) Im zweiten Falle bildet man zu einer der beiden symmetrischen
Ecken, etwa an der ersten Pyramide, die Scheitelecke und konstruiert in dieser
eine Pyramide, welche der ersten symmetrisch ist. Dieselbe ist dann (nach u)
der zweiten Pyramide congruent; folglich ist auch diese zweite Pyramide der
ersten symmetrisch.

tz. 283. Lehrsatz. Sind in zwei Prismen zwei Ecken congruent
oder symmetrisch, ein Paar Grundflächen congruent nnd ein
Paar S e it e n k a n t e n gleich, so sind auch d i e P ri s m e n bezüglich
congruent oder symmetrisch.

Beweis, a) Bringt man im ersten Falle die congruenten Ecken zur
Deckung, so decken sich auch zwei congruente Grundflächen nnd, wie leicht zu
zeigen ist, auch alle Seitenflächen; daun müssen aber auch die beiden anderen
Grundflächen Zusammenfällen.

b) Sind die Ecken symmetrisch, so wird der Beweis analog wie zu b>)
in Z. 282 geführt.

Folgesatz. Zwei Parallelepipede sind congruent, wenn in denselben zwei
congruente Ecken paarweise gleiche Kanten haben.

8-284. 1. Zwei Kegel oder zwei Cyliuder sind congruent, wenn ihre
Grundflächen und ihre Achsen gleich sind und die Achsen mit den Grundflächen
gleiche Neigungswinkel bilden.

2. Zwei Kugeln sind congruent, wenn ihre Halbmesser gleich sind.
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Die Beweise dieser zwei Sätze durch Deckung.
Bei deu Kegeln, Cylindern und Kugeln fällt die Symmetrie mit der

Congruenz zusammen.

II. Ähnlichkeit der Körper.
Z. 285. Echrsiihr. 1. Werden die Strahlen e i n e s S tr a h len-

büschels im Räume (Fig. 153) vom Scheitel 8 aus in den Punkten
n n d a, 13 n n d 5, 6 n n d o,.. proportioniert geschnitten, so sind

in den Körpern ^.13Ovv.. undabcäs.. die entsprechenden durch
je drei Schnittpunkte gehenden Schnittflächen einander ähnlich
nnd die von ihnen gebildeten Keile paarweise gleich.

Beweis. Es sei 8L.:8a — 813:85 —
80 : 8cr^ ...

Aus dieser Voraussetzung folgt unmittelbar 13 js
a5,^0 ao,L0 5c-,.. und ^86 a5o,^ov j
neck,.. (§. 124 nnd K. 227, 2). Daun ist aber auch
(nach Z. 227, 3) 13 0 cx) a 5 o, 0 v cx) aaä,...

Liegen vier Punkte 8, 0, v in einer Ebene,
so liegen auch die entsprechenden Punkte a, 5, e, ä in
einer Ebene; denn a5a ^80v und aoä ^I30v,
daher müssen a5o und a-oä in einer und derselben
Ebene liegen. Dann ist auch L.80V cx) a5ack,
^.LI'L cx-apfö,.. (Z. 134, 3).

Dass ferner die entsprechenden Keile gleich sind,
ergibt sich aus Z. 225.

Dieselben Beziehungen finden mich statt, wenn
von je zwei entsprechenden Punkten der eine auf einem
Strahl des Strahlenbüschels, der andere auf dessen
Ergänzung liegt, wie in den Körpern 13 O v L..
und rck 1/ <U s' ..; nur sind dann die entsprechenden

Strecken zwischen je zwei Schnittpunkten im entgegengesetzten Sinne parallel.
Zusähe. a) Sind .'V, 13, 0, v Umsangspunkte eines Kreises, so sind es

auch a, 5, .o, ä. Der Beweis wird wie in dem Zusatz zu Z. 124, 1 geführt.
5) Liegen die Punkte 8, 0, v, v,.. auf der Oberfläche einer Kugel,

so liegen auch a-, 5, o, ä, c-,.. aus der Oberfläche einer Kugel. Der Beweis
ist analog demjenigen im Zusatz zu Z. 124, 1.

1. Umgekehrt: Zwei Körper, in denen die entsprechenden
Schnittflächen nach der Ordnung ähnlich und die entsprechenden
Keile paarweise gleich sind, lassen sich immer auf einem Strahlcn-
büschel in eine solche Lage bringen, dass ihre entsprechenden
Punkte aus denselben Strahlen oder deren Ergänzungen liegen
und vom Scheitel proportionierte Abstände haben (Fig. 153).

Fia. 153.
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Beweis. Die entsprechenden Strecken folgen in beiden Körpern entweder
in demselben oder im entgegengesetzten Sinne aufeinander.

Stellt man im ersten Falle die zwei Körper so gegen einander, dass eine
Strecke und zwei sich in ihr schneidende Schnittflächen des einen Körpers der
entsprechenden Strecke und den entsprechenden zwei Schnittflächen des andern
Körpers paarweise in demselben Sinne parallel sind, so müssen wegen der
Ähnlichkeit der Schnittflächen und wegen der Gleichheit der von ihnen gebil¬
deten Keile auch je zwei andere entsprechende Strecken, sowie je zwei andere
entsprechende Schnittflächen paarweise in demselben Sinne parallel sein.

Haben aber zwei Körper die hier angegebene parallele Lage gegen ein¬
ander, so müssen sich die durch je zwei entsprechende Punkte derselben gezogenen
Geraden in einem und demselben Punkte 8 schneiden. Der Beweis wird
ebenso wie im Z. 124, 2 geführt.

8 8 L, 80,... sind demnach Strahlen eines Strahlenbüschels,
woraus dann (ß. 227, 1) folgt:

8^e: 8a^8L:8b^8O:8o-^ ...
Im zweiten Falle werden die Körper so gelegt, dass die entsprechenden

Strecken und die entsprechenden Schnittflächen beider Körper paarweise im ent¬
gegengesetzten Sinne parallel sind. Der weitere Beweis bleibt sich gleich.

Z. 286. Zwei Körper, welche sich auf einem Strahlenbüschel in eine solche
Lage bringen lassen, dass ihre entsprechenden Punkte auf denselben Strahlen
oder deren Ergänzungen liegen und vom Scheitel proportionierte Abstände
haben, heißen ähnlich, und in dieser Lage zugleich perspektivisch liegend.

Je zwei entsprechende Punkte heißen homologe Punkte, ebenso auch
je zwei entsprechende Strecken, Flächen, Keile und Ecken homolog eStrecken,
Flächen, Keile und Ecken.

In zwei perspectivisch liegenden ähnlichen Körpern sind je zwei homologe
Strecken entweder in demselben, oder im entgegengesetzten Sinne parallel.

Der Punkt, in welchem sich in zwei perspectivisch liegenden ähnlichen
Körpern die durch je zwei entsprechende Punkte gezogenen Geraden schneiden,
heißt der Ähnlichkeitspunkt der beiden Körper, und zwar ein äußerer
oder ein innerer, je nachdem die homologen Pnnktpaare ans derselben oder
auf entgegengesetzten Seiten dieses Punktes liegen.

Ist das konstante Verhältnis der Abstände des Ähnlichkeitspunktes von
zwei homologen Punkten — 1, so sind die ähnlichen Körper zugleich kon¬
gruent, wenn ihr Ähnlichkeitspnnkt ein äußerer, uud symmetrisch, weuu
ihr Ähnlichkeitspunkt ein innerer ist. Die Congruenz und die Symmetrie sind
demnach nur besondere Fälle der Ähnlichkeit.

Folgesätze, a) In zwei ähnlichen Körpern sind die homologen Strecken
proportioniert, die homologen Flächen ähnlich und die homologen Keile gleich,
von den homologen Ecken aber entweder je zwei kongruent, oder je zwei
symmetrisch.
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6) Ist von zwei kongruenten oder symnietrischen Körpern der eine einem
dritten ähnlich, so ist es anch der andere.

8. 287. Lehrsätze. 1. Wird eine Pyramide durch eine zur
Grundfläche parallele Ebene geschnitten, so ist die abgeschnittene

Pyramide der gegebenen ähnlich.
Folgt unmittelbar aus ß. 286.
2. S i n d i n z w e i P y r a m i d e n d i e E ck e n a m S ch e i t e l c o n g r n e n t

oder symmetrisch und drei homologe Seitenkanten paarweise
proportioniert, so sind die Pyramiden ähnlich (Fig. 154).

Beweis a) Schneidet man im ersten
Falle ans der Kante 8^. das Stück 8 a' — s a
ab, und legt durch den Punkt a' die Ebene
6' e' (L h 8 0 O, so sind die Pyramiden

8^0 und 8 a'o' ähnlich (nach 1). Die
Pyramide 8a/<L aber ist (Z. 282) mit sae
congruent, daher sind auch die Pyramiden
8^.0 und sao ähnlich.

b) Sind die Ecken am Scheitel symme¬
trisch, so konstruiere man in der Scheitel¬

ecke von 8 eine Pyramide, welche mit 8^.0 symmetrisch ist. Dieselbe ist dann
(nach a) der Pyramide sao ähnlich; somit sind anch die Pyramiden 8^.0
und säe ähnlich.

ß. 288. Lehrsatz. Je zwei ähnliche Polyeder lassen sich in
eine gleiche Anzahl ähnlicher Pyramiden zerlegen.

Fig. ii>5. Beweis. Es seien (Fig. 155)
die Polyeder ^88 und alrs ähn¬
lich und zugleich auch perspektivisch
liegend. Denkt man sich durch ein
Paar homologer Punkte die Geraden
L a und 8 6, und von ihrem Schnitt¬
punkte 8, welcher der Ähnlichkeits¬
punkt der beiden Polyeder ist, zu
einem Punkte 0 im Innern des

Polyeders ^88 einen Strahl 8 0 gezogen, so ist, wenn 80 : 8o — 8^V:
8 a. ist, o der homologe Punkt im Innern des Polyeders al>6.

Legt man nun durch 0 und o und die Kanten beider Polyeder Ebenen,
so werden dadurch die Polyeder in so viele Pyramiden zerlegt, als sie Grenz¬
flächen haben. Diese Pyramiden aber sind nach Z. 285 paarweise ähnlich.

tz. 289. 1. Zwei Kegel oder zwei Cylinder sind ähnlich, wenn ihre
Achsen den Durchmessern ihrer Grundflächen proportioniert sind und mit den
letzteren gleiche Neigungswinkel bilden.
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2. Je zwei Kugeln sind ähnlich und zugleich perspektivisch liegend.
Zwei Kugeln haben einen äußeren und einen inneren Ähnlichkeits¬

punkt, ebenso äußere und innere Ähnlichkeitsstrahlen (Z. 142).

Vierter Abschnitt.
Gröstenbestimmung der Körper.

§. 290. Bei der Ausmessung der Körper kommt die Bestimmung der
Oberfläche und des Kubikinhaltes oder Volumens derselben in Betracht.

Die Oberfläche eines Körpers erhält man, indem man alle Grenz¬
flächen berechnet und die erhaltenen Flächeninhalte derselben addiert.

Um das Volumen eines Körpers, d. i. die Größe des von seinen
Grenzflächen eingeschlossenen Raumes zu bestimmen, untersucht man, wie viel¬
mal ein als Einheit angenommener Körper in dem gegebenen enthalten ist.

Als Einheit des Körpermaßes wird ein Cnbns angenommen, dessen Kante der
Längeneinheit gleich ist, und der für das Metermaß bezüglich ein Cnbikmeter (»?), ein
CnbikdeciMeter (oim^), ... heißt. 1 — 1000 1000 ü 1000 mmb.
Als Hohlmaß heißt das Cubikdecimeter Liter; 100 Liter — 1 Hektoliter.

Zwei Körper, welche gleiches Volumen haben, heißen Inhalts gleich.

I. Ausmessung eöenflachiger Körper.
1. Das Prisma.

Oberfläche eines Prismas.
Z. 291. Die Oberfläche o eines Prismas wird erhalten, indem

man die Seitenflächen als Parallelogramme bestimmt und zu der dadurch
erhaltenen Seitenoberfläche s den doppelten Flächeninhalt b der Grund¬
fläche addiert; also o — s -f- 2b.

Die Seitenoberfläche eines geraden Prismas ist einem
Rechtecke gleich, welches den Umfang der Grundfläche zur Grund¬
linie und die Höhe des Prismas zur Höhe hat.

JnhaltSgleichheit der Prismen.
292. Lehrsatz. Jedes Parallelcpiped ist iuhaltsgleich

einem rechtwinkligen Parallelcpiped, welches mit ihm gleiche
Grundfläche und gleiche Höhe hat.

Beweis. 1. Zunächst lässt sich jedes schiefe Parallelepiped in ein inhalts¬
gleiches gerades Parallelepiped über derselben Grundfläche und von gleicher
Höhe verwandeln. Stehen in dem Parallelepiped ^61 (Fig. 156) die gegen¬
überliegenden Seitenflächen -4.^ und D(4 auf der Grundfläche ^.0 schief,
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so errichte man auf dieser in den
Kanten ^0 und 01) normale Ebe¬
nen und erweitere die beiden anderen
Seitenflächen Dund 01? und die
obere Grundfläche 12 0 so weit, dass
sie mit jenen Ebenen das Parallel-
epipcd ^.8' begrenzen, in welchem
zwei Seitenflächen auf der Grund¬
fläche normal stehen. Die beiden
Parallelepipede sind inhaltsgleich;
denn die zwei dreiseitigen Prismen

^00'000' und 1)1110080' sind congruent (Z. 283); nimmt man
daher abwechselnd das eine und das andere von dem prismatischen Körper
^.1)11'01108'0 weg, so müssen die Reste, d. i. die Parallelepipcde ^O
und ^(8' gleich sein. — Sind in dem gegebenen Parallelepiped ^<8 auch
die Seitenflächen 1)12 und 00 auf der Grundfläche ^0 schief, daher auch
in dem inhaltsgleichen Parallelepiped 71.6' die Seitenflächen 1)0' und 00',
so können ebenso diese letzteren, ohne das Volumen des Körpers zu ändern,
durch die auf der Grundfläche normalen Seitenflächen 1)0 und 00 ersetzt
werden, wodurch man das inhaltsgleiche gerade Parallelepiped )1N erhält.

2. Ferner lässt sich jedes gerade Parallelepiped 7lN (Fig. 157), dessen
Grundfläche 0 nicht rechtwinklig ist, in ein rechtwinkliges Parallelepiped H

von gleicher Grundfläche und derselben Höhe verwandeln,
indem man durch die Kanten O und 110 Ebenen legt,
welche zur Seitenfläche 710 normal sind. Die beiden
Parallelepipede 7lN und Titz sind inhaltsgleich, da die
dreiseitigen Prismen IlOOONtz und 711)0000,
welche dieselben nicht gemeinsam haben, congruent sind.

Alan kann also jedes nicht rechtwinklige Parallel -
cpiped in ein inhaltsgleiches rechtwinkliges Parallelepiped
von gleicher Grundfläche und derselben Höhe verwandeln.

Folgesatz. Parallelepipede mit gleichen Grund¬
flächen und gleichen Höhen sind inhaltsgleich.

tz. 293. Lehrsatz. Jedes Parallelepiped wird durch den Dia¬
gonalschnitt in zwei inhaltsgleiche dreiseitige Prismen get heilt.

Beweis. 1. Ist das Parallelepiped ein gerades, so folgt die Richtig¬
keit des Satzes aus 8- 283.

rOZ? E

2. Es sei das Parallelepiped 71(8 (Fig. 158) ein schiefes.
Legt man durch die Punkte 71 und O zwei Ebenen, welche zu den Kanten

des Parallelepipeds ^.8 normal sind, so ist -POONO0 00 ein gerades
Parallelepiped, das (nach 1) durch den Diagonalschnitt Tl O 0 O in zwei gleiche
Prismen TlONOOO und 710.0 ONO getheilt wird.
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Fiq. 158. Man denke sich nun die vierseitige Pyramide
0 00 II? so verschoben, dass ihre Seitenfläche
0 0? die mit ihr congrnente Seitenfläche .-V0 N
der vierseitigen Pyramide /^OODN deckt; dann
fallen auch die zu diesen Seitenflächen normalen
Kanten 0 0 und 00, ?II und NO, folglich
auch die übrigen Kanten zusammen. Die Pyra¬
miden 006Ul' und ^.l,OON sind demnach
congruent; es muss daher auch 00041?
-s-'^ovoo? — LOOON -j- /V O O o o I',

d. i. Prisma ^01)0011 — ^.ONOO? sein. Ebenso folgt, dass das
Prisma 6 0 0 00 — ^OI.OKO ist. Da nun die Prismen XONO 0 ?
nud^OOOOIO inhaltsglcich sind, so sind es auch die Prismen ^.0 0 0011
und 0 0 0 00.

Folgesätze, a) Jedes dr.iseitige Prisma ist gleich einem rechtwinkligen
Parallelepiped, welches mit ihm gleiche Grundfläche und gleiche Höhe hat.

0) Jedes vielseitige Prisma ist gleich einem rechtwinkligen Parallelepiped,
welches mit ihm gleiche Grundflächen und gleiche Höhe hat (tz. 245, Folg,).

e) Prismen mit gleichen Grundflächen und gleichen Höhen sind inhaltsgleich.
Volnmsverhältmsie der Parallclcpipedr.

294. Lehrsatz. Die Volumina zweier rechtwinkliger Pa¬
l'allelepipede
ihre Höhen.

Fiq. 159.

über derselben Grundfläche verhalten sich wie

Beweis. Es seien (Fig. 159) die Höhen LO und
der rechtwinkligen Parallelepipede ^O und ^N com-

mensurabel, ^? das gemeinsame Diaß derselben und
/V0 --- m . ^0, --- n . ^.?, folglich ^.0 : --
na : n. Theilt man in n gleiche Theile, von denen
^.0 na enthält, und legt durch jeden Theilungspunkt eine
mit der Grundfläche parallele Ebene, so ist anch Parallel¬
epiped O — in H N — n . <^, daher O: N —
m : n, und folglich O : IVN — O O.

Sind die Höhen ^O und incommensurabel, so folgt ans Z. l15>,
dass die obige Proportion auch für diesen Fall Giltigkeit hat.

Z. 295. Lehrsatz. Die Volumina zweier rechtwinkliger Pa¬
rallelepipede von gleicherHöhe verhalten sich wie ihre Grund¬
fl ä ch e n.

Beweis. Es seien 0 und p zwei rechtwinklige Parallelepipede, und zwar
in ?..^. und O die Seiten der Grundfläche O, und Ii die Höhe,
„ 9 -' n „ 5 „ ,, „ ,, § ,, ii ,, ,, ;

ferner seien in einem dritten rechtwinkligen Parallelepiped
?'. a und L die Seiten der Grundfläche, und Ii die Höhe.
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In den Parallclepipcdcn k und kann man das Rechteck mit den
Seiten L und ll als die gemeinsame Grundfläche betrachten; dann sind
und a ihre Höhen, und man hat nach 8- 294

L : ----- tV : n.
Ebenso erhält man : p — L : b.
Durch Multiplication dieser Proportionen ergibt sich

p : a.b>.
Allein : a.d --- 6 : x (8- 160): daher

k : p O :
8. 296. Lehrsatz. Die Volumina je zweier rechtwinkliger

Parallelepipede verhalten sich wie die Producte aus den
Maßzahlen ihrer Grundflächen und Hohen.

Beweis. Es seien (1 und x die Maßzahleu der Grundflächen, H und
Ir die Maßzahlen der Höhen zweier rechtwinkliger Parallelepipede I? und x;
ferner sei i?' ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Grundfläche die Maß¬
zahl § und dessen Höhe die Maßzahl II hat. Dann ist

!> : I» --- d : A (8. 295h
: x ---- II : Ir (ß> 294),

daher durch Multiplication k : p — d.H : x.k.
Dieser Satz wird gewöhnlich so ausgedrückt:
Die Volumina je zweier rechtwinkliger Parallelepipede

Verhalten sichwiedieProducte ihrerGrundflächen undHöhcn.
Wenn im Folgenden von Prvducten ans Flächen und Linien

die Rede ist, so sind immer nur die Maßzahlen derselben zu verstehen.
Bestimmung des Volumens der Prismen.
§. 297. Lehrsatz. Das Volumen eines rechtwinkligen

Parallelepipeds ist gleich dem Producte aus der Grundfläche
und der Höhe.

Beweis. Es sei L ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Grund¬
fläche d die Seiten a und d hat, und dessen Höhe o ist; ferner sei rv die
Einheit des Körpermaßes, d. i. ein Cubus, dessen Grundfläche Z die Einheit
des Flächenmaßes und dessen Höhe m die Einheit des Längenmaßes ist. Nach
8. 296 hat man dann

I' — ll.v 6 y
vv x. m A m *

wo die Maßzahl für das Volumen des Parallelepipeds, die Maßzahl der

Grundfläche (I, und die Maßzahl der Höhe o ist.

Da (nach 8- 160) — -- , ist, so ist auch 1 .N M.IN IN m ' vv in rn in'
o. i. das Volumen eines rechtwinkligen Parallelepipeds ist gleich
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dem Producte aus drei zusammen stoßenden Kanten (Länge,
Breite und Höhe).

Z. 298. Lehrsatz. Das Volumen eines Cubus ist gleich der
dritten Potenz einer Kante (§. 297).

Bezeichnen V und v die Volumina zweier Würfel, deren Kanten 8 und
s sind, so hat man V—8^ und v—8^, daher V:v—8^:8^;
d. h. die Volu mina, zweier Würfel verhalten sich wie die dritten
Potenzen zweier Kanten.

8- 299. Das Volumen eines jeden Prismas ist gleich dem
Producte aus der Grundfläche und der Höhe.

Folgt aus 8- 297 mit Zuziehung des 8- 293 a) und U).

2. Die Pyramide und das Prismatoid.
Oberfläche und Volumen einer Pyramide.
8- 300. Um die Oberfläche o einer Pyramide zu erhalten, be¬

rechnet man die Seitenflächen als Dreiecke, ihre Summe gibt die Seiten-
oberfläche 8; dazu addiert man noch den Flächeninhalt d der Grundfläche;
also o — 8-j-U.

1 Die Seitenvberfläche einer regulären Pyramide ist
einem Dreiecke g leich, w e lch e s den Umfang d e r G r n n dfläch e zur
Grundlinie und die Seitenhöhe der Pyramide zur Höhe hat.

2. Die Oberflächen zweier ähnlichen Pyramiden (allgemein
zweier ähnlichen Polyeder) verhalten fich wie die Quadrate ihrer
homologen Kanten.

Denn je zwei homologe Grundflächen sind ähnlich (8. 286), sie Ver¬
halten sich also wie die Quadrate ihrer homologen Seiten; dasselbe Verhältnis
muss daher auch zwischen den Summen aller Grenzflächen in beiden Körpern
stattfinden.

8. 301. Lehrsatz. Zwei Pyramiden, welche gleiche Grund¬
flächen und gleiche Höhe haben, sind inhaltsgleich (Fig. 160).

Beweis. Es feien die Grundflächen und ^r'IULbder beiden
Pyramiden 8^.L0 und 8^lk^
gleich und in derselben Ebene,
und die Scheitel 8 und 8' in
einer mit dieser parallelen Ebene
gelegen. Theilt man in beiden
Pyramiden die Höhen in n gleiche
Theile und legt durch die Thei-
lungspunkte zu den Grundflächen
parallele Ebenen, so sind je zwei
in gleicher Höhe geführte Schnitt¬
flächen, wie O L I? und O' L' U",
gleich (8- 241, 2).
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Constrinert man nun zn jedem zwischen zwei solchen Schnitten liegenden
Stücke der Pyramiden ein äußeres und ein inneres Prisma, deren erstes die
untere, deren zweites die obere Grundfläche des Pyramidenstückes zur Grund¬
fläche hat, wie zu ^.80 DLL die Prismen ^.8OV8D und ^.LLVLL,
so sind (Z. 293, a) je zwei gleichliegende äußere Prismen, und ebenso je zwei
gleichliegende innere Prismen gleich. Es werden daher auch die Summen aller
äußeren und ebenso die Summen aller inneren Prismen in beiden Pyramiden
gleich sein. Heißt nun die erste und 3 die letztere Summe, 8 der Inhalt
der Pyramide 8F.80 und 8' der Inhalt der Pyramide 8'^/8'Oh so ist

8 > 3 und F >- 8' > 3.
Ferner ist jedes äußere Prisma einer jeden Pyramide gleich dem nächst¬

unteren inneren Prisma, daher die Differenz — 3 gleich dem untersten
äußeren Prisma ^8OV8D, welches sich, da n beliebig groß angenommen
werden kann, kleiner machen lässt, als jede noch so kleine constante Größe.

8 und 8' sind also Grenzwerte derselben veränderlichen Größen und
3, die einander beliebig genähert werden können, und mithin einander gleich.

8- 302. Lehrsatz. Jedes dreiseitige Prisma kann in drei
inhaltsgleiche dreiseitige Pyramiden zerlegt werden (Fig. 161).

Beweis. Legt man durch die Punkte L und 0
Fig- 161. dmflitigen Prismas 8 O v L L eine Ebene, so zersällt

dadurch das Prisma in eine dreiseitige Pyramide L .-V 8 0
/ i ""d eine vierseitige I? -V 0 81). Diese letztere wird, wenn man
i /X / j durch die Punkte 0, L und I) eine Ebene legt, wieder in zwei
I / /xs/ dreiseitige Pyramiden LFOV und LOV L getheilt. Das

—-/ ganze Prisma besteht demnach aus drei dreiseitigen Pyra-
^^0 miden LF.0V, LOOL und L^.80, von denen die erste

der zweiten und diese der dritten inhaltsgleich ist (Z. 301).

Folgesätze, u) Jede dreiseitige Pyramide ist der dritte Theil eines drei¬
seitigen Prismas von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe.

8) Jede vielseitige Pyramide ist der dritte Theil eines Prismas von
gleicher Grundfläche und gleicher Höhe (§. 241, Folgesatz).

Z. 303. Lehrsatz. Das Volumen einer Pyramide ist gleich
dem dritten Theile des Produktes aus der Grundfläche und
der Höhe.

Folgt aus 8- 302 u) und 6).. und ß. 299.

8-304. Lehrsatz. Die Volumina zweier ähnlichen Pyramiden
verhalten sich wie die dritten Potenzen ihrer homologen
Kanten.

Beweis. Es seien 8 und x> zwei ähnliche Pyramiden, 61 und § ihre
Grundflächen, L und ll ihre Höhen, und und n zwei homologe Kanten.
Man hat 8 : p — (3 . L : z;. In
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Nun sind die Grundflächen 6- und § ähnlich und die Höhen II und ll
zwei homologen Kanten und a proportioniert, daher

O : K — : a?, und lil : lr — L, : a.
Multipliciert man diese beiden Proportionen, so ergibt sich

O.O : folglich auch

Z : p : n».
Allgemein: Die Volumina je zweier ähnlichen Polyeder verhalten sich

wie die dritten Potenzen ihrer homologen Kanten (ß. 288).

ß. 305. Lehrsatz. Ein schief abgeschnittenes dreiseitiges
Prisma ist gleich derSumme dreierPyramiden, deren gen: ein¬
same Grundfläche die Grundfläche des Prismas ist und deren
Scheitel die Eckpunkte des schiefen Durchschnittes sind (Fig. 162).

Beweis. Legt man durch die Punkte L, 0
eine Ebene, ferner durch 6, L, O eine zweite Ebene, so
zerfällt das schief abgeschnittene Prisma ^OOOLL in
drei Pyramiden L^LO, L^.0O und LOVL.

Die Pyramide L^LO hat LLO zur Grund¬
fläche und ihren Scheitel in L. Ferner ist, wenn man
durch die Punkte O, 0, O eine Ebene legt, nach 301
die Pyramide L^.0O gleich der Pyramide L^OO,
in welcher man auch ^.80 als Grundfläche und O als

Scheitel betrachten kann. Ebenso ist, wenn man durch die Punkte O, I?
eine Ebene legt, die Pyramide LOOL gleich der Pyramide L^OL, in
welcher man ^.80 als Grundfläche und L als Scheitel ansehen kann.

Oberfläche und Bvlumcn eines Pyranlidcustunlpfcs.
8. 306. Die Oberfläche o eines Pyramiden stumpfes wird

erhalten, indem man die Summe s aller Seitenflächen, welche Trapeze sind,
bestimmt und die beiden Grundflächen O und t> dazu addiert; also

o — s -j- Z -si 6.

Die Seite noberfläche eines regulären Pyramidenstumpfes
i st gleich d e m P r o d u c te aus d e m U m s a n g e des m i t t l e r e n D u r ch-
schnittes und der Seitenhöhe.

Denn halbiert man eine Seitenkante und legt durch den Halbierungspunkt
eine mit der Grundfläche parallele Ebene, so halbiert diese auch die übrigen
Seitenkanten und man erhält als den mittleren Durchschnitt ein reguläres
Vieleck. Durch Zuziehung des Zusatzes zn H. 165, 3, l>) ergibt sich daun
sogleich die Richtigkeit des obigen Satzes.

Z. 307. Lehrsatz. Das Volumen eines Pyramidenstumpfes
ist gleich dem Volumen dreier Pyramiden, welche die beiden
Grundflächen und ihr geometrisches Mittel zu Grundflächen
und die Höhe des Stumpfes zur Höhe haben.

Fig. 162
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Beweis.
Fig. 163.

Ergänzt man den Pyramidenstumpf ^Ldvasteä (Fig. 163)
zur ganzen Pyramide, so ist das Volumen desselben

V— Pyr. 8^L6V — Pyr. 8nsto6.

Bezeichnen L und st die Grundflächen, st die Höhe x?,
und x die noch unbekannte Höhe 8x>, so hat man

Pyr. 8 L. 11 L I) --- Pyr. 8 a stoä ; daher

v — -st /r; __
3 3 3^3^

Zur Bestimmung von x hat man (Z. 241, 1) die

Proportion:
L : st — (st -f- x)^ : x^, oder Vst — (st -stx); x.

Daraus folgt und somit
V — V 0

V st u-st^st- (v — st) st'k -f- st^st (V 8 st- V st)
3 ^3(VL-Vb) o 3 "

-^(8-st VLstst-st).^-.

und des doppelten Mittelschnittes mit der Höhe

Beweis. Es seien L und d die Grundflächen, d die
Höhe, Ll der Mittelschnitt n do äs Ig; (Z. 247) und V das Vo¬
lumen Les Prisinatoids.

Legt man durch irgend einen Punkt 0 des Mittelschnittes
und durch die Kanten des Prisinatoids Ebenen, so zerfällt dieses
in Pyramiden, von denen zwei die Grundflächen des Prisinatoids
zu Grundflächen und dessen halbe Höhe zur Höhe haben. Der
Inhalt dieser zwei Pyramiden ist

k,, k - st-std k
"'6 ''-6- 2 ' 3'

Die übrigen Pyramiden haben ihren Scheitel in 0 und
zu Grundflächen die Seilenflächeu des Prisinatoids. Von jeder
dieser Pyramiden, z. B. von O^.LL, wird durch den Mittcl-
schnitt eine kleinere Pyramide OndL abgeschnitten, die mit ihr

den Scheitel 0 und daher auch die Höhe gemeinsam hat; ihre Bolnmina verhalten sich daher
wie die Grundflächen LLH und udH (ß,. 308); wegen Ldl — 2aL ist äkd) — 4adL
(Z. 162), daher auch Pyr. OLLIL — 40ndl!!; nun ist die Pyr. OndL, ivenn man Ond

als Grundfläche und L als Scheitel anninirnt, gleich Oab.-^; folglich Pyr. 0.4.LL —

4.0sb. Ebenso erhält man Pyr. OLUI? — 4. Odo. sonlit als Inhalt aller
6 r>

dieser Pyramiden

4.(0ad-f-0do-i-0oä-p- ..) ---4lll. o ^22I.-st-.

Volumen eines Prisinatoids.
Z.308. Lchtsnch. D as Volumen e ines Prismatoid s ist gleich dem dritten

Theile des Productes aus der Summe des arithmetischen Mittels der
beiden Grundflächen
(Fig. 164).

Fig. 164.

MoLnik, Geometrie sur die oberen Classen. II



162

/L-I-d X U
Mithin ist V -- i -U 2 A l
Zusatz. Die Anwendung dieser Formel auf das Prisma, die Pyramide und den

Pyramidenstumpf führt auf die bekannten Sätze über den Inhalt dieser Körper.

3. Kcguliire Polyeder.
Z. 309. 1. Die Oberfläche eines regulären Polyeders wird

erhalten, indem man eine Seitenfläche als ein reguläres Vieleck bestimmt und
den Flächeninhalt mit der Zahl der Seitenflächen multipliciert.

2. Das Volumen eines regulären Polyeders ist gleich
dem dritten Th eile des Prodnctes aus der Oberfläche des¬
selben und d e ur H a lb m e s s er der d e m P o ly e d er eingeschriebenen
Kugel.

Der Beweis ergibt sich ans ZK. 252 und 303t

II. Ausmessung krummMchiger Körper.
1. Der Kegel.

Oberfläche und Volumen eines Kegels.
Z. 310. Wird der Grundfläche eines Kegels ein reguläres Vieleck ein-

oder nmgeschrieben und dasselbe als Grundfläche einer Pyramide angenommen,
deren Scheitel der Scheitel des Kegels ist, so heißt diese Pyramide dem
Kegel bezüglich eingeschrieben oder nmgeschrieben.

Die Seitenkanten der eingeschriebenen Pyramide sind Seiten, die Seiten¬
flächen der nmgeschriebenen Pyramide sind BerührnngSebenen des Kegels.

Lehrsätze. 1. Die Mantelfläche eines geraden Kegels liegt
für jede Seitenanzahl der ihm ein- und der ihm umgeschriebenen
Pyramide zwischen den Seitenoberflächen dieser Pyramiden.

Beweis. Beschreibt man in einen geraden Kegel fortgesetzt Pyramiden
von immer größerer Seitenanzahl, so wächst, da mit der Seitcnanzahl sowohl
die Grundfläche als die Seitenhöhe der Pyramiden znnimmt, fortwährend auch
die Seitenoberfläche derselben (Z. 300), ohne jedoch bei diesem Wachsen je mit
der Mantelfläche des Kegels zusammenfallen zu können, da die Seitenflächen
der Pyramiden stets innerhalb des Kegels liegen.

Beschreibt man um einen geraden Kegel fortgesetzt Pyramiden von immer
größerer Seitenanzahl, so nimmt die Seitenoberfläche derselben fortwährend ab,
kann jedoch bei diesem Abnehmen ebenfalls nie mit der Mantelfläche des Kegels
znsammcnfallen, da die Seitenflächen der Pyramiden als Berührungsebenen
des Kegels stets außerhalb desselben liegen.

2. Der Unterschied zwischen den Seiten ob er flächen der
einem geraden Kegel um- und der ihm eingeschriebenen Pyra¬
mide wird bei fortgesetzt wachsender Seiten anzahl unendlich
klein.
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Beweis. Sind 8» und Su die Seitenoberflächen der um- und der ein¬
geschriebenen n-seitigen Pyramide, II und n die Umfänge ihrer Grundflächen,
ü und U ihre Seitenhöhen, so ist

82 — IIII und Za — u U, daher
8° — 8»^ z (III4 — nir) — L (II — n) H I (II — U) u.

Wächst nun rr ohne Ende, so nähert sich II — u der Null (8- 178, 2)^
ebenso nähert sich U dem Grenzwerte H, daher II — U der Null; mithin
wird 8n — Zu unendlich klein, wenn ir unendlich groß wird.

ß. 311. Lehrsätze. 1. Der Kegel ist größer als irgendeine ihm
eingeschriebene, n n d k l e i n e r a l s ir g e n d e i n e i h m u m g e s chri e b e n e
Pyramide.

Denn die eingeschriebene Pyramide ist ein Theil des Kegels und dieser
wieder ein Theil der umgeschriebenen Pyramide.

2. D e r U n t e r s ch i e d zw i s ch e n d e n V o l n m i n a d e r i r g e n d e i n e m
Kegel nm- und der ihm eingeschriebenen Pyramide wird bei fort¬
gesetzt wachsender Seitenanzahl unendlich klein.

Beweis. Sind und die Volumina der um- und der ein¬
geschriebenen rr-seitigen Pyramide, 6 und U ihre Grundflächen, und lr ihre
gemeinsame Höhe, so ist

V, v« 1 (6 - b).Ir.
Mit dem Wachsen von n nimmt nun L — b unendlich ab (Z. 179, 2),

daher wird auch V« — unendlich klein.

s. 312. Die Sätze in 88- 310 und 311 führen auf folgende De¬
finitionen:

Die Manteloberfläche eines geraden Kegels ist der gemeinsame
Grenzwert der Seitenoberflächen der dem Kegel ein- und umgeschriebenen
Pyramiden mit wachsender Seitenanzahl; das Volumen eines Kegels ist
der gemeinsame Grenzwert der Volumina der dem Kegel ein- und »ungeschriebenen
Pyramiden mit wachsender Seitenanzahl.

Z. 313. Lehrsatz. Die Manteloberfläche eines geraden Kegels
ist gleich dem halben- Produ cte ans dem Umfange der Grund¬
fläche und der Seite.

Folgt ans KZ. 312 und 300, 1.
Ist n der Halbmesser der Grundfläche eines geraden Kegels und s dessen

Seite, so ist die Manteloberfläche m 2 rrr. — rs^r; mithin die Gesammt-

vberfläche o — -f- rsn — (r ff- s) rn.
Für den gleichseitigen Kegel hat man 8 — 2», daher o — 3r^.

8- 314. Lrhrsatz. Das Volumen eines Kegels ist gleich dem
drittenThciledesProductesausderGrundflächeundderHöhe.

Folgt nach dem Grenzbegriffe aus H. 303.
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Ist 1- dcr Halbmesser der Grundfläche und la die Höhe eines Kegels,
so ist das Volumen V ---- „ .

Ist der Kegel ein gerader und s die Seite, so ist 1r---V — r",
daher v — V — r^.

r^TrFür den gleichseitigen Kegel hat man s — 2r, folglich v— V'3.
Insatz. Die Volumina ähnlicher Kegel Verhalten sich wie die dritten

Potenzen der Halbmesser ihrer Grundflächen. Denn die Höhen verhalten sich
wie die Halbmesser der Grundflächen (Z. 286, a).

Oberfläche und Volumen eines Kcgclstumpscs.
8. 315. Lehrsatz. Die Manteloberfläche eines geraden Kcgel-

ft n m p s e s i st g I e i ch d e m P r o d n c t e a u s d e m U m f a n g e d e s m i t t l e r e n
Schnittkreises und der Seite.

Folgt nach dem Grenzbegriffe aus Z. 306.
Sind R und r die Halbmesser des geraden Kegelstnmpfes und s dessen

Seite, so ist, da dcr mittlere Schnittrreis den Halbmesser hat, die Mantel¬
oberfläche ra — (I< st- r)5r.8, und die Gesammtoberfläche

o --- fH- -j- r'- -s- (R -s- ch ch.n.
Z. 316. Lehrsatz. Das Volumen eines Kegelstumpfes ist gleich

dem Volumen dreier Kegel, welche die beiden Grundflächen und
ihr geometrisches Mittel zu Grundflächen und die Hohe des
Stumpfes zur Höhe haben.

Folgt aus ß. 307.
Bezeichnen II und r bezüglich die Halbmesser der beiden Grundflächen

und ü die Höhe des Kegelstnmpfes, so ist das Volumen
v — (Id' n ch- r^ ch- k r ^r). .

2. Der Ciflinder.
Z. 317. Wird der Grundfläche eines Cylinders ein reguläres Vieleck

ein- oder nmgeschrieben und dasselbe als Grundfläche eines Prismas an¬
genommen, dessen Seiten parallel und gleich sind der Achse des Cylinders, so
heißt dieses Prisma dem Cylinder ein- oder um geschrieben.

Die Seitenbauten des eingeschriebenen Prismas sind Seiten, die Seiten¬
flächen des umgeschriebenen Prismas sind Berührungsebenen des Cylinders.

Durch analoge Schlussfolgerungen, wie in Z. 310, 1 und 2, ergeben
sich folgende zwei Lehrsätze:

1. Die Mantelfläche eines geraden Cylinders liegt für jede
Seitenanzahl des ihm ein- und des ihm umgefchri ebenen Pris¬
mas zwischen den Seitenoberflächen dieser Prismen.
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2. Der Unterschied zwischen den Scitenoberflächen des
einem geraden Cylinder um- und des ihm eingeschriebenen
Prismas wird bei fortgesetzt w a ch s e n d c r S e it e n a n z a hl unend¬
lich klein.

tz. 318. 1. Der Cylinder ist großer als irgend ein ihm ein¬
geschriebenes, und kleiner als irgend ein ihm um geschriebenes
Prisma.

2. Der Unterschied zwischen den Bolnmina des einem
Cylinder um- und des ihm eingeschriebenen Prismas wird
bei fortgesetzt wachsender Seit en anzahl unendlich klein.

Beweise analog wie zu 1 und 2 in ß. 311.
Z. 319. Auf den Sätzen in ZZ. 317 und 318 beruhen folgende Erklärungen:
Die Manteloberfläche eines geraden Cylinders ist der ge¬

meinsame Grenzwert der Scitenoberflächen der dem Cylinder ein- und um-
gcschriebeuen Prismen mit wachsender Seitenzahl; das Nolumen eines
Cylinders ist der gemeinsame Grenzwert der Bolnmina der dem Cylinder
ein- und umgeschriebenen Prismen mit wachsender Seitenanzahl.

Z. 320. Lehrsatz. Die Manteloberfläche eines geraden Cylin¬
der s ift gleich d e m P r o d n c t e a u s d c m U m f a n g e d c r G r n n dfläche
und der Hohe.

Folgt aus KZ. 319 und 291.
Bezeichnet r den Halbmesser der Grundfläche und U die Höhe, so ist die

Manteloberfläche m ^2rlln, daher die Gesammtoberfläche
o — 21-2 n -f- 2 rb n — 2 r n (r -j- U).

Im gleichseitigen Cylinder ist b —2r, daher o^-tZr^.

tz. 321. Lehrsatz. Das Volumen eines Cylinders ist gleich
dem Produkte aus der Grundfläche und der Höhe.

Folgt aus 8Z. 319 und 299.
Ist r der Halbmesser der Grundfläche eines Cylinders, so ist der Cubik-

inhalt v —
Für den gleichseitigen Cylinder hat man U — 2r, daher v — 2r^5r.
Zusatz. Die Volumina ähnlicher Cylinder Verhalten sich wie die dritten

Potenzen der Halbmesser ihrer Grundflächen (Z. 286, a).

3. Rotationsflächen und Rotationskörper.

H. 322. Dreht sich eine gerade, gebrochene oder krumme Linie oder eine
ebene Figur um eine feste Gerade, so beschreibt während einer vollen Umdre¬
hung jeder Punkt derselben eine Kreislinie, deren Ebene zu der festen Geraden
normal ist. Die feste Gerade heißt die Rotationsachse oder bloß Achse,
die durch die Drehung der Linie beschriebene Fläche die Rotationsfläche
dieser Linie, und der durch die Drehung der ebenen Figur erzeugte Körper der
Rotationskörper dieser Figur.
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Z. 323. Die Rotationsfläche einer Strecke um eine außer ihr
in derselben Ebene liegende Achse ist je nach der Lage dieser Strecke gegen die
Achse die Manteloberfläche eines geraden Kegels, eines geraden Kegelstumpfes
oder eines geraden Cylinders, oder endlich, wenn die Strecke zur Achse normal
ist, die Fläche eines Kreises oder Kreisringes.

Dreht sich eine gebrochene Linie um eine außer ihr in derselben
Ebene liegende Achse, so ist ihre Rotationsfläche gleich der Summe der Rota¬
tionsflächen aller Strecken, ans denen die gebrochene Linie besteht.

Lehrsatz. Dee Rotationsfläche der Grundlinie eines gleich¬
schenkligen Dreieckes um eine in feiner Ebene durch ven
Scheitel gehende Achse ist gleich der Manteloberfläche eines
geraden Cylinders, dessen Grundfläche dis Dreieckshöhe zum
Halbmesser hat und dessen Höhe die Projektion der Grund¬
linie auf die Achse ist (Fig. 165).

Beweis. Nach der Lage der durch den Scheitel 0 gehenden Achse XX
gegen das Dreieck XOL unterscheiden wir drei Fälle:

I. Es falle XX mit einem Schenkel X0 des Dreieckes zusammen;
dann ist die Rotationsfläche der Grmi

Fig. 165.

llinie XL, die wir durch I? (XL)
bezeichnen wollen, die Diantelober¬
fläche eines geraden Kegels, somit
L (X L) — n L IN. X L, wenn
LL' X XX ist. Zieht man O LI
X XL, so ist /X^LL'-x-XON,
folglich LL' : XL' -- ON; XN

oder LL' : XL' --- OLl .-

woraus LIN. XL — 2 0 LI . X L'
folgt; somit hat man

L (XL)^2nON.XL'.
II. Es liege die Achse XX außerhalb des Dreieckes XOL, ohne jedoch

der Grundlinie XL parallel zu sein; dann beschreibt XL die Manteloberfläche
eines geraden Kegelstumpfes. Zieht man 0 LI X XL, ferner XX', LILI' und
HIN normal zu XX, so ist I? (XL) — 2nLIN'. XL. Zieht man noch
XD^LB', so ist daher LILI' : 0LI XI)-. XL,
und LILL.XL--^ OLI.XV-^ON.X'IN; folglich

L (XL)^2nOLI.X'L'.
III. Ist die Achse XX der Grundlinie XL parallel, so beschreibt diese

während der Notation die Mantcloberfläche eines geraden Cylinders. Zieht
man O LI X XL, ferner XX' und LIN normal zu XX, so ist

L (XL) — 2n0LI . X'IN.

ß. 324. Verbindet man den Mittelpunkt eines regulären Vieleckes mit
den Eckpunkten durch Strecken, so entstehen lauter congruente Dreiecke; ein
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Dreieck oder mehrere nebeneinander liegende Dreiecke nennt man einen Aus¬
schnitt des regulären Vieleckes und den dazu gehörigen Theil des Vielecks-
nmfanges die Grundlinie des Ausschnittes.

Nimmt man in einem regulären Vielecke eine durch einen Eckpunkt und
durch den Mittelpunkt gehende Gerade als Rotationsachse an, so sind die
rotierenden Seiten Grundlinien von gleichschenkligen Dreiecken, deren gemein¬
same Höhe der Halbmesser des dem Vielecke eingeschriebenen Kreises ist. Eine
Ausnahme tritt nur dann ein, wenn die Seitenzahl des Vieleckes eine ungerade
ist; in diesem Falle steht eine rotierende Seite zur Achse normal und beschreibt
daher eine Kreisfläche.

Aus dem Lehrsätze in tz. 323 ergeben sich demnach folgende Sätze:
1. Die Rotationsfläche der Grundlinie eines Ausschnittes

eines regulären Vieleckes um eine durch den Mittelpunkt des
Vieleckes gehende Achse ist gleich der Manteloberfläche eines
geraden Cylinders, welcher den dem Vielecke eingeschriebenen
Kreis zur Grundfläche und die Projection der Grundlinie auf
die Achse zur Höhe hat.

2. Die Rotationsfläche des halben Umfanges eines regu¬
lären Vieleckes von gerader Seiten an zahl nm eine durch zwei
entgegengesetzte Eckpunkte gehendeAchse ist gleich der Mantel-
ober f l ä ch e e i n e s g e r a d e n C y l i n d e r s, w e t ch e r d e n d e m V i e l e ck e e i n-
g e s ch r i e b e n e n K r e i s z n r G r u n d f l ä ch e n n d d i e A ch s e z u r H ö h e h a t.

8. 325. Der Rotationskörper einer geradlinigen ebenen
Figur um eine außer ihr in derselben Ebene liegende Achse ist aus geraden
Kegeln, Kegelstumpfeu oder Cylindern, welche entsprechend durch Addition oder
Subtraktion zu verbinden sind, zusammengesetzt.

Lehrsatz. Der Rotationskörper eines gleichschenkligen Drei¬
eckes um eine in seiner Ebene durch den Scheitel gehende Achse
ist gleich dem Volumen eines Kegels, der die Rotationsfläche
d e r G r u n d l i n i e z u r G r u n d fläche und die D r e i c ck § höhe z n r Hö h e
hat (Fig. 165).

Beweis. Auch hier sind wieder dieselben drei Fälle wie in Z. 323 zu
unterscheiden.

I. Fällt die Achse X 17 mit einer Dreiecksscite O zusammen, so ist der
von dem Dreiecke 11.08 erzeugte Rotationskörper, den wir durch X (11.0 8)
bezeichnen wollen, die Summe zweier Kegel, daher X (i1U>8) ----- ?r8 8^.i1.8'
-j-;^88" . 8'0------z^88" . Oll.; aber 88'. 0H.----11.8.0L1, weil
jedes dieser Producte den doppelten Flächeninhalt des Dreieckes ^.08 aus¬
drückt; daher auch X (il.08) — n88'. 118 . Z0L1, oder, da n8 8' . 11.8
die von der Grundlinie 1I.8 beschriebene Kegelfläche ist,

X (i1.0 8)---X (H.8) . zokck.
Dieser Beweis gilt für jedes Dreieck 11.08, in welchem ^0>-8'0 ist.
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II. Liegt die Achse außerhalb des Dreieckes gegen XL convergiercnd,
so verlängere man XL bis zur Begegnung mit der Achse in 6; dann ist

L (X 0 L) ---- L (L 0 0) - Iv (X 0 0)
-- L (L 0). z 0 LI — L (X 6) . z 0 LI (Beweis I)
---L (XL). zoLi.

III. Ist XV X L, so ist der von dem /X 0 beschriebene Kegel
des von dem Rechtecke XX'OLI beschriebenen Cylinders, daher der von

dem Z^XOLI beschriebene Körper z desselben Cylinders. Ebenso folgt, dass
der von dem /X 0 LI beschriebene Körper Z des von dem Rechtecke L L' 0 LI
beschriebenen Cylinders ist. Somit hat man

L (X 0 L) --- Z L (XX' L L) --- z n 0 Li-. X' L'.
Allein 2n0LI.X'L' ist die von der Seile XL beschriebene Rotations¬

fläche; daher lL (XOL) — L (XL). H OLI.
Z. 326. Aus dem Lehrsätze in tz. 325 ergeben sich mit Beziehung ans

Z. 324 folgende Sätze:
1. Der Rotationskörper eines Ausschnittes eines regu¬

lären Vieleckes um eine durch den Mittelpunkt des Vieleckes
gehende Achse ist gleich dem Volumen eines Kegels, der die
Rotationsfläche der Grundlinie des Ausschnittes zur Grund¬
fläche und den Halbmesser des dem Vielecke eingeschriebenen
Kreises zur Höhe hat.

2. Der Rotationskörper eines regulären Halbvieleckes
von geraderSeiten anzahl um eine durch zwei entgegengesetzte
Eckpunkte gehende Achse ist gleich dem Volumen eines Kegels,
der d i e N o t a ti o n s fläch e d e s h a l b e n U m f a n g e s z n r G ru n dfläche
und d c n H a I b m e s s c r des e i n g e s ch r i e b e u c n K r e i s e s z n r Hö h e h at.

4. Die Angel.
Oberfläche und Kubikinhalt einer Kugel.
tz. 327. Wird einem Halbkreise ein reguläres Halbvieleck ein- oder

nmgeschrieben und dasselbe sammt dem Halbkreise um den Durchmesser des
letzteren gedreht, so beschreibt der Halbkreis eine Kugel, der halbe Umfang
des Vieleckes eine Rotationsfläche und das halbe Vieleck selbst einen
Rotationskörper, welche der Kugel bezüglich eingeschrieben oder um¬
geschrieben heißen.

Jede solche Rotationsfläche hat mit der Kugelfläche mehrere Parallel¬
kreise gemeinsam; alle übrigen Punkte der eingeschriebenen Rotationsfläche
liegen innerhalb, alle übrigen Punkte der umgeschriebencn Rotationsfläche außer¬
halb der Kugelfläche.

Lehrsätze. I. Die Kugelsläche liegt für jede Seiten an za hl
der rotierenden Vielecke zwischen der der Kugel ein- und der
ihr nmgeschrieben eu Rotationsfläche.
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Beweis. Beschreibt man in und um eine Kugel Rotationsflächen mit
fortgesetzt wachsender Seitcnanzahl der rotierenden Vielecke, so werden (Z. 324, 2)
die eingeschriebenen Rotationsflächen immer größer, die umgeschriebenen immer
kleiner, ohue dass jedoch die ersteren bei ihrem Wachsen, die letzteren bei ihrem
Abnehmen je mit der Kugelfläche zusammenfallen können, da die eingeschriebene
Rotationsfläche stets innerhalb, die umgcschrubeue stets außerhalb der Kugel¬
fläche liegt.

2. Der Unterschied zwischen den einer Kugel um- und ein¬
geschriebenen Rotationsflächen wirdbeifortgesetztwachsender
Seitenzahl der rotierenden Vielecke unendlich klein.

Beweis. Sind und die einer Kugel um- und eingeschriebenen
Rotationsflächen zweier 2u-seitiger Vielecke, r und g die Halbmesser der den
letzteren eingeschriebenen Kreise, 2K und 2r ihre Rotationsachsen, so hat man
nach Z. 324, 2

dH — . 2K und kz-i" . 2r, daher
— hjn 4 r rr (k — (-).

Mit dem Wachsen von u nähert sich sowohl k als c dem Grenzwerte r,
daher die Differenz k — (> der Null; mithin wird, da 4rn constant ist, auch
die Differenz k?» — h,-- unendlich klein, wenn n unendlich groß wird.

Z. 328. Lehrsätze. 1. Die Kugel ist großer als irgend ein
ihr eingeschriebener, und kleiner als irgend ein ihr umge¬
schriebener Rotationskörper.

Denn der eingeschriebene Rotationskörper ist ein Theil der Kugel uud
diese wieder ein Theil des umgeschriebcnen Rotationskörpers.

2. Der Unterschied zwischen den Cubikinh alten des einer
Kugel um- und des ihr eingeschriebenen Rotationskörpers
wird bei fortgesetzt wachsender Seitenanzahl der rotierenden
Vielecke unendlich klein.

Beweis unter Beiziehung von ß. 326, 2, analog wie zu K. 327, 2.
Z. 329. Auf den KZ. 327 und 328 beruhen folgende Definitionen:
Die Oberfläche einer Kugel ist der gemeinsame Grenzwert der ihr

ein- und umgeschriebenen Rotationsflächen mit wachsender Seitenanzahl; das
Volumen einer Kugel ist der gemeinsame Grenzwert der Volumina der¬
selben Rotationskörper.

Z. 330. Lehrsatz. Die Oberfläche einer Kugel ist gleich der
Mauteloberfläche eines geraden Cylinders, der den größten
Kugelkreis zur Grundfläche und den Durchmesser zur Höhe hat.

Folgt nach dem Grcuzbcgriffe aus Z. 329 uud K. 324, 2.
Ist r die Maßzahl des Kngelhalbmessers, so ist die Oberfläche

o — 2rn.2r — 4i'2-r;
d. h. die Oberfläche einer Kugel ist gleich dem vierfachen
Flächeninhalte eines größten Kugelkreises.
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Julah. Die Oberflächen zweier Kugeln verhalten sich wie
die Quadrate ihrer Halbmesser.

Denn 0 : o 48^ :
8- 331. Lehrsatz. Das Volumen einer Kugel ist gleich dem

Volumen eines Kegels, der die Oberfläche der Kngel zur
Grundfläche und den Halbmesser zur Höhe hat.

Ergibt sich aus 8- 329 uud 326, 2.
Ist i- der Halbmesser, o die Oberfläche und v das Volumen einer Kugel,

so ist o —4i'2n, daher v——4

Zusatz. Die Volumina zweier Kugeln verhalten sich wie
die dritten Potenzen ihrer Halbmesser.

Denn V : v — n : n — k»: r°.

Fig. 166.

r

Flächeninhalt desselben und r der Kugelhalbmesser.
Die sphärischen Dreiecke ^.80 uns LOV bilden

das Zwcieck ^.6 DLL, daher ist nach Z. 332
. ; ebenso ist

und wegen I)LO — (H. 273)

' 90°'

Flächeninhalt eines sphärischen Zwcicckcs nnd eines sphärischen Dreieckes.
8- 332. Lehrsatz. D e r F läch e n i n h a lt e i n e s s p hä r i s ch e n Zwei-

eckes ist gleich dem Products aus dem Flächeninhalte eines
größten Kugelkreises und der Verhältnis zahl zwischen dem
sphärischen Winkel und 90°.

Ist 1 der Flächeninhalt eines sphärischen Zweieckes, dessen sphärischer
Winkel ua° beträgt, so hat man 1: 4r?n-n-m°: 360°, daher

2 IN°

8- 333. Es seien L, 0 die Winkel des sphärischen Dreieckes
(Fig. 166), 1 der

mO-s-VLE
somit durch Addition

2 /V L 6 Z- II6 -s- L O v -s- O L > v L 0) r-rr . ' ' -, oder

21-j-2r2^r — 1-2^ .und folglich
2 180° — r^s

' 180° 180°'
wo 6 die stets positive Differenz ^.-s-L-s-0 —180° bedeutet und der
sphärische Excess des Dreieckes heißt.

180°
Wird die constante Größe —— — 57'29578° --- 206265", d. i. da? Gradmaß

eines Kreisbogens, dessen Länge dein Halbmesser gleich ist (8. 189, 4), durch x bezeichnet,



so nimmt der obige Ausdruck für k folgende Form au; 1 — 1'2. —, d. h. der Flächen¬

inhalt eines sphärischen Dreieckes ist gleich dem Quadrate des Kugel Halb¬
messers multipliciert mit dem Quotienten aus dem sphärischen Excefse
und dem Gradmaße eines mit dem Halbmesser längengleichen Kreisbogens.

Beispiel. Ist 59° 4' 35", 8 --94° 23' 10", 0----102° 4' 50",
so ist s ----- 75" 32' 35", s" ----- 271955"

IoZ s" — 5'43 450
Ivss -- 5'31 443

0'12 007 1 -- 1'31847 O.
Zusatz. Die Fläche eines sphärischen Dreieckes gilt zugleich als Maß

für die Größe des Dreilauts, dessen Kngelschnitt es ist (Z. 271).

Oberfläche einer Kugclmütze nnd einer Kngclzone.
8- 334. Lehrsatz. Die Oberfläche einer Kugelmütze ist gleich

der Manteloberfläche eines geraden Cplin der s, der den größten
Kugel kreis zur Grundfläche und die Höhe der Mütze zur Höhe hat.

Folgt nach dem Grenzbegriffe ans Z. 324, 1.
Ist (Fig. 167) 0^ — r der Halbmesser der

Kugel und ^8 ---- die Höhe der Kugelmütze ^88',
so ist die Fläche dieser Mütze

AI-^2r-r.ü....1).
Für ü und 8 8 — ist

(>2 —(2r — k) si (Z. 135), also
2i-ü —
AI—^...2).

Ist die Sehne 8 — s gegeben, so solgt
aus 2)

3).
tz. 335. Lehrsatz. Die Oberslächc einer Kngelzone ist gleich

der Manteloberfläche eines geraden Cylinders, der den größten
Ku gelkreiszur Grundfläche nnddieHöhederZonezurHöhe hat.

Folgt aus 8- 324, 1.
Heißt 2 die Fläche der zu dem Bogen 8 0 (Fig. 167) gehörigen Kugel¬

zone 8 00'8', so ist für 0^—r nnd 8H —a
2 — 2 r .n.1).

Sind nebst r die Halbmesser der Grundflächen 8 8 —(> und OH — (>'
gegeben, so hat man, da a, — 0 8 — OH ist,

2 21-,-r __ V—H)....2).

Bolnmcn cincs Kugclscctors, eines Kiigclscgmcntcs und einer Kngclschichtc.
Z. 336. Lehrsatz. Das Volnmen eines Kugclsectors ist gleich

dem Volnmen eines Kegels, der die Kugelmütze des Sectors
zur Grundfläche nnd den Halbmesser der Kugel zur Höhe hat.



Folgt nach dem Greuzbegriffe aus K. 326, 1.
Haben r und b die in ß. 334 angeführten Bedeutungen, so ist das

Volumen v des durch die Rotation des Kreisausschnittes ^OL (Fig. 167)
erzeugten Kngelsectors

v ---- 2r7r.b. o-— r^Ü Tr.

Z. 337. Das Volumen eines Kugelsegmentes ist, je nachdem
dieses kleiner oder großer als die Halbkugel ist, gleich der Differenz oder
der Summe der Volumina des entsprechenden Kugelsectors und eines Kegels,
dessen Grundfläche die Grundfläche des Segmentes, und dessen Höhe der Abstand
dieser Grundfläche von dem Kugelmittelpunkte ist.

Haben r, (>, b die in Z. 334 angegebenen Bedeutungen, so hat man
für den Inhalt 8 des zu dem Bogen (Fig. 167) gehörigen Kugel¬
segmentes

8 — H r? b 7r — H — b)
oder, da (? —(2r— Ii) It ist,

8 — -j bn — Hb (2 r — b) (r — b) 7r, oder
8 — H (3 r — Ir) 7r.

ß. 338. Das Volumen einer Kugelschichte wird als die Diffe¬
renz der Volumina zweier Kugelsegmente berechnet.

Haben r, b die obigen Bedeutungen und ist (Fig. 167) —b', so
ist das Volumen s der zu dem Vogen LO gehörigen Kugclschichte LOO L

s — H j (3 r — b') — (3 r — Ir) s 7r. . . . 1).
Ist r, dann die Höhe LH —a der Schichte und der Abstand OH —ä gegeben, so

geht der Ausdruck 1), da IN — r — ci und Ir — r — a — ä ist, über in
s — H j (r — <1)2 (2r -b ä) — <r — s. — <1)2 (2r -b u-p- <1> j rr, oder

s —Ha j 3r^ — 3ct^ — 3aä— »2 j -r. .. .2).

Sind die Halbmesser LL —x und OH —der beiden Gruudslächen und die Höhe
LH —a der Schichte gegeben, so erhalt man, da

(/- r' - ä",
(,2 — r^ — — 2aä, daher
4/2 -s- (-2 — 2 r? — 2 <12 — 2 a ä — s.2, und somit

j/2 -j- ^,2-s-^2 z .2 n

ist, durch Substitution in 2)
8 — H a j Z (^2 ^,2 oder

s — H (^,2^, -s-H -r... .3).

Die Formel 3) enthält den Satz:

Eine Kugelschichte ist gleich dem arithmetischen Mittel aus dem ihr
ein- und umgeschriebeneu Ctzlinder, vermehrt um die der Schichte einge¬
schriebenen Kugel.
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III. Mungs-m/guben.

339. Aufgaben über die Messung eben flächig er Körper.

1. In einem Würfel ist n die Kante, ck die Diagonale, o die Ober¬
fläche, v das Volumen; ans einer dieser Größen die übrigen zu berechnen.

Gegeben: 1)8 — 1m3c3n3cm; 2)4 — 0'735 m;
3) o 10 cn?; 4) v 12'326391

2. In einem rechtwinkligen Parallelepiped mit quadratischer
Grundfläche ist n (3'2 ckm) eine Grundkante und o (52'48 die Ober¬
fläche; man bestimme das Volumen v.

3. Die Oberfläche o und das Volumen v eines rechtwinkligen Parallel-
epipeds aus dem Verhältnisse der drei Kanten und aus der Diagonale einer
Seitenfläche zu berechnen.

Sind x, die ungleichen Kanten, und ist x: x: r — in:x und ä die Diago¬
nale der Seitenfläche, deren Seiten x und 2 sind, so erhält man

0 _"Np . <1-,
Vr?4-p'

4. Aus dem Volumen v eines rechtwinkligen Parallelepipeds und dem
Verhältnisse iri:n:p der drei Kanten die Kanten zu berechnen.

4 a. Ans der Summe der drei Kanten eines rechtwinkligen Parallel¬
epipeds —s und aus dem Verhältnisse x: — in: n : p
die Oberfläche und den Inhalt des Parallelepipeds zu berechnen. Speciell 8 —
74'4 em., x :2 — 5: 4 : 3.

5. Die Höhe eines geraden Prismas ist b, die Basis desselben ein
reguläres Sechseck, dessen Seite a ist; bestimme a) die Oberfläche, b) das
Volumen des Prismas.

5 a. Aus einer geraden prismatischen Säule von Holz, deren Grund¬
fläche ein regelmäßiges Sechseck ist, wird das größte, gerade dreiseitige Prisma
gehauen; wie viel beträgt der Abfall, wenn die Grundkantc des sechsseitigen
Prismas 15 cm. und die Seitenkante 1 m. beträgt?

6. In einem sechsseitigen und einem vierseitigen geraden Prisma mit
regulären Grundflächen ist die Höhe ll (4'1 -im.) und eine Seite der Grund¬
fläche a (2'1 c^m,); wie verhalten sich a) die Oberflächen, 1>) die Volumina?

6 a. Die Oberfläche und der Inhalt einer geraden prismatischen Säule,
deren Grundfläche ein regelmäßiges Achteck ist, aus einer Grundkante a und
einer Seitenkante 8 zn berechnen.

7. In einer geraden Pyramide, deren Grundfläche ein gleichseitiges
Dreieck ist, ist a) a eine Grundkante und 8 eine Seitenkante; bi a eine Grund¬
kante und b die Höhe; bestimme die Oberfläche o und das Volumen v.

8. Eine Pyramide mit der Höhe ll und dem Volumen v hat zur
Grundfläche ein gleichseitiges Dreieck; wie groß ist eine Grnndkante?
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8 a. Die Oberfläche einer geraden Pyramide, deren Grundfläche ein
gleichseitiges Dreieck ist, beträgt o; wie groß ist eine Grundkante, wenn die
Höhe der Pyramide doppelt so groß wie eine Grundkante ist?

9. Die Oberfläche und den Inhalt einer geraden Pyramide zu finden,
in welcher die Höhe la, und u) die Grundfläche ein reguläres Sechseck mit
der Seite a ist, b) ein reguläres Achteck mit der Seite u ist.

10. Die Grundfläche einer Pyramide ist ein gleichseitiges Dreieck mit
der Seite a; wie groß ist n) die Oberfläche, b>) das Volumen, wenn die
Seitenkanten auf einander normal stehen?

11. In einem geraden Pyramidenstumpfe ist die Seitenkante s,
die Grundflächen sind n) gleichseitige Dreiecke, l>) Quadrate, o) reguläre
Sechsecke mit den Seiten und r^; wie groß ist die Oberfläche und das
Volumen?

12. Eine Pyramide, deren Grundfläche d, und deren Höhe Ir ist, wird
in dem Abstande a vom Scheitel durch eine mit der Grundfläche parallele
Ebene geschnitten; berechne die Volumina der beiden Theile der Pyramide.

13. In welchem Abstande vom Scheitel einer geraden Pyramide muss
man eine mit der Grundfläche parallele Ebene legen, damit sie a) die Seiten¬
oberfläche, b) die Pyramide selbst in dem Verhältnisse ru:u theile?

14. Ein Prismatoid von der Höhe b hat zu Grundflächen zwei congrnente gleich¬
seitige Dreiecke, deren Seiten — s jedoch nicht parallel sind; wie groß ist sein Volumen?

Der Mittelschnitt ist ein reguläres Sechseck.

15. Ein Sphenisk hat zur Grundfläche ein Trapez mit den Parallelseiten n und d
und der Höhe Ir. Die durch u, und b gehenden Seitenflächen schneiden sich in einer Kante
von der Länge o im Abstande N von der Grundfläche; die beiden anderen Seitenflächen sind
Dreiecke. Bestimme das Volumen v dieses Körpers.

v — -z U Ir (a -s- b -s- o)-
16. Ans der Kante a eines regulären Polyeders a) die Oberfläche o,

b) das Volumen v desselben zu bestimmen.
°?

a) Der Inhalt eines gleichseitigen Dreieckes, dessen Seite a ist, ist — 3; daher

sür das Tetr, c> — V 3, Oct. o — 2 V 3, Jkos. o — 5 V 3.
Für das Hexaeder ist o — 6^.
Der Flächeninhalt eines regnlären Fünfeckes mit der Seite u ist (Z. 175, Zus.)

1 V 25 -s- 10 V 5, folglich ist für das Dodekaeder o — 3a? 25 -j- kt) V 5.

N) Aus Z. 309, 2, und 278, 3, ergibt sich sür das

Tetr, v V 2, Oct. v V 2, Hexaed. v ----

Jkos. v (3 -s- V S). Dodek. v (15 -j- 7 V 5).
12 4

17. Die Oberfläche und das Volumen eines regulären Polyeders aus
dem Halbmesser a) der eingeschriebenen, d) der umgeschriebenen Kugel zu
bestimmen.
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Z. 340. Aufgaben über die Messung krummflächiger Körper.

1. In einem geraden Kegel ist r der Halbmesser der Grundfläche,
b die Höhe, s die Seite, in die Manteloberfläche, v das Volumen:

man bestimme a) ll, s, m, wenn r, v gegeben sind;
b) r, Ir, v, „ 8. ra „ „
o) I-, m, V, „ 1i, 8 „ „

Gegeben: I) i-— 42)8— 8'le/m, 3)Ii —1'32w,
v--- 70'37167 ck-?; in — 89'1873 e/n?; 8--1'43»r.

2. Wie gestalten sich die Auflösungen in 1. für 8 — 2r, d. i. für den
gleichseitigen Kegel?

3. Der Umfang der Grundfläche eines geraden Kegels ist x>, der Achscn-
schnitt desselben ist ein rechtwinkliges Dreieck; wie groß ist die Mantelobcr-
slache?

4. In einem geraden Kegel stumpfe sind II und r die Halbmesser
der Grundflächen und o die Oberfläche; bestimme das Volumen v.

5. Wie groß ist die Höhe ll eines geraden Kegelstumpfes mit den Halb¬
messern U und i-, wenn die Manteloberfläche desselben der Summe der Grund¬
flächen gleich ist?

6. In welchem Abstande von der kleineren Grundfläche eines geraden
Kegelstumpfes muss eine mit ihr parallele Ebene gelegt werden, damit a) die

Schnittfläche der größeren Grundfläche sei, d) damit der Schnitt den Kegel¬

stumpf halbiere?

7. Einem geraden Kegel, dessen Halbmesser r und dessen Höhe 1r ist,
wird eine Pyramide mit quadratischer Grundfläche a) eingeschrieben, U) um¬
geschrieben; wie groß ist die Oberfläche der Pyramide?

8. Einem Kegelstumpfe mit der Höhe Ir und den Halbmessern U und r
wird ein Pyramidenstumpf mit quadratischen Grundflächen eingeschrieben; wie
groß ist das Volumen dieses Pyramidenstumpfes?

9. In einem geraden Cylinder ist r der Halbmesser der Grundfläche,
U die Höhe, m die Manteloberfläche, v das Volumen; berechne aus je zweien
dieser Größen die beiden anderen.

Gegeben: 1) r — 1'064m, 2) n— 6'42e7m, 3) in — 20/7»?,
U — 2'725 m; in — 15'18 e/m? ; v — 7'07356

10. Wie gestalten sich die Auflösungen in 9. für Ir — 2 r, d. i. für den
gleichseitigen Cylinder?

11. In einem geraden Cylinder, dessen Kubikinhalt v ist, verhält sich
die Höhe zu dem Durchmesser der Grundfläche wie m: u; wie groß ist die
Oberfläche?

12. Das Volumen einer Cylinderröhre aus den beiden Halbmessern
11 und r und der Höhe ll zu berechnen.
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13 Ans dem Volumen v einer Cylinderröhre, der Hohe st und denr
größeren Halbmesser k die Dicke ck zn finden.

14. Das Ciment für 1 Liter — 1 des Flüssigkeitsmaßes hat die
Form eines Cylinders, dessen Höhe das Doppelte des Durchmessers beträgt;
wie groß sind die Dimensionen dieses Eimentes in Millimeter?

15. Das Ciment für ein Deciliter des Hohlmaßes sür trockene Gegen¬
stände hat die Form eines Kegelstumpfes, dessen oberer Durchmesser gleich ist
dem Durchmesser eines inhaltsgleichen gleichseitigen Cylinders und dessen unterer
Durchmesser des oberen beträgt: welche Dimensionen hat dasselbe?

16. Ans jeder Grundfläche eines geraden Cylinders vom Halbmesser r
steht ein Kegel, dessen Scheitel der Mittelpunkt der andern Grundfläche ist;
bestimme den Unifang des Kreises, in welchem sich die beiden Kegelmäntel
schneiden.

17. Einem geraden Cylinder mit dem Halbmesser r und der Höhe li
wird ein Prisma mit quadratischer Grundfläche eingeschrieben; wie groß ist
jede Seitenfläche des Prismas?

18. Wie groß ist die Manteloberfläche eines Cylinders, der einem Würfel
von der Kante s, 1) eingeschrieben, 2) umgeschrieben ist?

19. Ein Dreieck, dessen Seiten a, st und o sind, kann um jede derselben
als Achse gedreht werden; man suche die Relation zwischen den Volumina der
dadurch entstandenen Rotationskörper -4., 6 und 0.

La — Lb — Oe.
20. Ein gleichschenkliges Trapez, dessen Höhe st und dessen Parallelseitcn

a und a -s- ra sind, rotiert um die Seite a als Achse; bestimme a) die Ro¬
tationsfläche, st) den Rotationskörper.

21. Ein Trapez rotiert einmal um die größere, dann um die kleinere
seiner Parallelseitcn; die Inhalte der dadurch erzeugten Rotationskörper Ver¬
halten sich wie m: n. Wie verhalten sich die beiden parallelen Seiten zn
einander?

22. Bestimme a) die Oberfläche, st) das Volumen eines Körpers, welcher-
durch Rotation eines regulären Sechseckes von 8 em Seitenlänge um eine
Winkelsymmetrale desselben erzeugt wird.

23. Die Seite eines regulären Fünfeckes ist u; wie groß ist u) die
Rotationsfläche, st) der Rotationskörper desselben nm eine Seitensymmetrale?
(Z. 175 Zus.)

24. In einer Kugel ist r der Halbmesser, o die Oberfläche, v das
Volumen; suche aus jeder dieser Größen die beiden anderen.

Gegeben: 1) r — 0'3589 m: 2) r — I m I 5'8 em;
3) o — 64'1844) v —5'33774

25. Den Halbmesser einer Kugel zu finden, welche mit einem gegebenen
geraden a) Cylinder, st) Kegel, o) Kegelstumpf 1. gleiche Oberfläche, 2. gleiches
Volumen hat.
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26. Aus einer metallenen Hohl kugel, deren äußerer Durchmesser 2r
(18 cm,), und deren Wanddicke ck (2 cm) ist, soll eine massive Kugel gegossen
werden; wie groß wird der Durchmesser derselben?

27. Der größere Halbmesser einer Hohlkugel sei r und das Volumen
ihrer Schale K; wie dick ist die Schale?

28. Wie groß ist der Flächeninhalt eines sphärischen Zweieckes, dessen
Winkel 22° 30' ist, wenn der Halbmesser der Kugel 1 m beträgt?

29. Alan berechne für den Kngelhalbmesser —Im den Flächeninhalt
eines sphärischen Dreieckes, dessen Winkel sind:

n) 125«, 87°, 82°; cr) 96° 34' 47", 71° 5' 29", 63° 19' 35";
6) 90°, 51°59', 56°40'; ck) 21° 42' 50", 142° 18'53", 30° 46' 24".

30. Das durch die Notation des Kreisabschnittes LOL (Fig. 167) um
den Durchmesser erzeugte ringförmige Kugel segment zu be¬
stimmen, wenn die Sehne L 0 — o und die Projection auf die Achse
x H s, gegeben sind.

i< <7? -r

31. Das Auge eines Beobachters auf der Erdoberfläche übersieht von
derselben eine Calotte, welche begrenzt wird durch die Kreislinie, welche die
Berührungspunkte der vom Auge nach der Erde gezogenen Tangenten verbindet.
Wie groß ist diese Calotte, wenn die Höhe des Auges über der Erdober¬
fläche und r den Halbmesser der Erde bezeichnet?

— r-i-U'

32. Wie groß ist die Fläche der Erde, welche man in einer Höhe von
137'88 m übersieht? (r — 858'474 g. Meilen, 1 g. Meile — 7420'44 m).

33. Eine Kugel mit dem Halbmesser r wird durch eine Ebene so ge¬
schnitten, dass sich die Kugelmützen wie m : n verhalten; wie groß sind die
Cubikinhalte der zugehörigen Kugelsegmente?

7412 ^3 4 2 ^,3 —
8' ck- sn). und 8. - l?> m 4- °)

34. Das Segment einer Kugel vom Halbmesser r hat ein doppelt so
großes Volumen als eine Kugel, welche die Höhe des Segmentes zum Halb¬
messer hat; wie groß ist die Höhe?

35. Wie groß ist die Oberfläche einer Kugel, welche einem geraden Kegel
mit der Höhe ü und dem Halbmesser r eingeschrieben ist?

36. In einem gleichseitigen Cylinder werden eine Kugel und ein gerader
Kegel eingeschrieben; wie verhalten sich die Volumina dieser drei Körper?

37. Um eine Kugel werden ein gleichseitiger Cylinder und ein gleichseitiger
Kegel beschrieben; wie verhalten sich u) die Oberflächen, l>) die Volumina
dieser drei Körper?

M o o nik, Geometrie für die oberen Classen. 12
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38. Eme Kugel mit der Oberfläche o soll in einen inhaltsgleichen geraden
Cylinder verwandelt werden, dessen Manteloberfläche der Oberfläche der Kugel
gleich ist; wie groß ist a) der Halbmesser, 1>) die Höhe des Cylinders?

39. Einem gleichseitigen Dreiecke ist ein Kreis eingeschrieben; wie ver¬
hält sich die Manteloberfläche des durch Rotation des Dreieckes um eine seiner
Höhen beschriebenen Kegels zu der Oberfläche der Kugel, welche bei dieser
Drehung durch den Kreis erzeugt wird?

40. Um einen Würfel von der Kante a wird eine Kugel und um diese
ein reguläres Tetraeder beschrieben; wie groß ist a) die Oberfläche, U) das
Volumen des Tetraeders?

41. Eine Kugel wird durch eine Ebene geschnitten, welche den darauf
senkrechten Durchmesser 2U in dem Verhältnisse iri:n theilt; auf der Schnitt¬
fläche stehen zwei gerade Kegel, deren Scheitel in der Kugeloberfläche liegen.
Wie verhält sich das Volumen dieses Doppelkegels zu dem Volumen der Kugel?

42. Einem geraden Kegel, dessen Grundfläche r zum Halbmesser hat,
und dessen Seite s ist, wird eine Kngel eingeschrieben. Wie groß ist a) der
Halbmesser des Parallelkreises, in welchem die Kugel von der Mantelfläche
des Kegels berührt wird, b) das Volumen v des durch diesen Kreis abge¬
schnittenen Kugelsegmentes?

43. Die Oberfläche einer Kugel ist gleich einer Zone, welche zu einer
Kngel vom Radius r gehört und deren Höhe Ä ist; man bestimme die Ober¬
fläche und das Volumen eines regulären Dekaeders, welchem die erstere Kugel
eingeschrieben ist.

44. Ein reguläres Tetraeder ist inhaltsgleich mit einer Kugelschichte, die
zu einer Kugel vom Halbmesser r gehört und deren Grundflächen von dem
Kugelmittelpunkte die Abstände ä und ä' haben; wie groß ist a) die Ober¬
fläche, b) der Inhalt einer Kugel, welche dem Tetraeder umgeschriebcn ist?



Dritter Theil.

Trigonometrie

Z. 341. Um die gegenseitige Abhängigkeit der Seiten und der Winkel
eines Dreieckes von einander durch Gleichungen darstellen und mittelst dieser
aus gegebenen Bestimmungsstücken eines Dreieckes die übrigen Stücke desselben
durch Rechnung finden zu können, hat man als Stellvertreter der Winkel die
Verhältniszahlen gewisser Strecken, welche durch die Winkel unzweideutig be¬
stimmt sind, eingesührt. Diese Verhältniszahlen nennt man Functionen der
Winkel oder goniometrische, auch trigonometrische Functionen,
und die Lehre von den Eigenschaften und gegenseitigen Beziehungen derselben
die Goniometrie.

Die Anwendung der Winkelfunctionen auf die Berechnung der Dreiecke
bildet den Gegenstand der Trigonometrie, und zwar der ebenen oder
der sphärischen Trigonometrie, je nachdem sie sich auf die ebenen oder aus
die sphärischen Dreiecke bezieht.

Erster NvschniLL.
G o n ior» etri e.

I. Erklärung und Zkarstessung der Winkestunctionen.

K. 342. Zieht man in einer Ebene durch einen Punkt O (Fig. 168)
zwei zu einander normale Gerade nnd LL', so theilen diese die unbe¬
grenzte Ebene in vier congruente Theile, welche Quadranten heißen. Dreht
sich dann in dieser Ebene von der festen Geraden 0^ aus ein Strahl O LI
nm dcn Punkt 0 in einer bestimmten Richtung, hier nach links, so durchläuft
er nach und nach alle Quadranten der Ebene, die nach jener Richtung der
Reihe nach der erste, zweite, dritte, vierte Quadrant heißen sollen, und bildet
während dieser Drehung mit der Geraden 0^. alle Winkel von 0° bis 360°

12*
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Ein Winkel .4 OLl,, dessen ein Schenkel 0/4 ist und dessen zweiter
Schenkel OLP, OLIz,... im ersten, zweiten,... Quadranten liegt, wird ge¬
wöhnlich in abgekürzter Ausdrucksweise ein Winkel im ersten, zweiten,...
Quadranten genannt.

Wird in dem Winkel /4 0 LP von einem
Punkte LP des einen Schenkels zu dem andern
Schenkel die Normale LP?, gezogen, so ist
0?, die Projection der Strecke OLP auf
die Gerade 0/4 (Z 158); die Gerade 0 /4
heißt dann die Projectionsachse und das
rechtwinklige Dreieck LP k, O ein P r o j e c ti o ns-
dr e ieck des Winkels /4 O LP. Liegt der Winkel im
zweiten, dritten, vierten Quadranten, so liegt auch
sein Projectionsdreieck in demselben Quadranten.

Zieht man von verschiedenen Punkten des einen Schenkels zu dem andern
Normale, so entstehen mehrere Projectionsdreiecke, diese sind einander ähnlich
und daher sind die Verhältnisse zwischen je zwei Seiten des einen Projections-
dreieckes gleich den Verhältnissen zwischen den homologen Seiten jedes andern
Dreieckes. Für jeden Winkel gibt es daher zwischen den Seiten seines Pro-
jectionsdreieckes unzweideutig bestimmte Verhältnisse, welche einzig nur von
der Größe des Winkels abhängen und deshalb Functionen des Winkels
heißen.

8. 343. Die einzelnen Verhältnisse zwischen den Seiten des Projections-
dreiecks eines Winkels haben besondere Namen. Ist /40 LI — a (Fig. 168)
ein Winkel in einem beliebigen Quadranten, so heißt in dem Projections¬
dreiecke Ll?O

1. das Verhältnis der Normale zur Hypotenuse der Sinus des Winkels cc,
Lik

2. das Verhältnis der Projection zur Hypotenuse der Cosinus dieses
0?Winkels, — aas a;

3. das Verhältnis der Normale zur Projection die Tangente des
Winkels cc, P — taog cc;

4. das Verhältnis der Projection zur Normale die Cotaugente dieses
Winkels, n — eot cc;HI 1^

5. das Verhältnis der Hypotenuse zur Projection die Secante des
Winkels cc, — 860 cc;

6. das Verhältnis der Hypotenuse zur Normale die Cosecante dieses
.... . OLlWmkels, — 00860 cc.

Die Namen der Functionen finden in den 8Z. 344 und 349 ihre Erklärung.
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Aufgaben. 1. Construiere einen Winkel von 60° und sein Projections-
dreieck, miss die Seiten des letzten und berechne aus diesen durch Division alle
sechs Functionen des Winkels.

2. Bestimme ebenso die einzelnen Functionen für rr) 30°, l>) 45°, o) 75°.
3. Gegeben ist sin « — construiere mit Hilfe des Projectionsdreieckes

den Winkel «. In welchem Quadranten kann « liegen?
4. Construiere ebenso den Winkel «, wenn gegeben ist a) oos « — 4,

I>) tanA' a — L e) oot a — 1, 4) sao « — s) oosaa ce —

Z. 344. Darstellung der Wiukelfunctionen am Kreise.
Zieht man (Fig, 169) in einem Kreise, dessen Halbmesser r ist, zwei

zu einander normale Durchmesser und ??', so zertheilen sie den Kreis
in vier Quadranten und es bildet ein Halbmesser OLI, welcher sich von dem
festen Halbmesser O^. aus um O in der Richtung nach links durch alle vier
Quadranten dreht, nach und nach mit dem festen Halbmesser O^. alle um
den Punkt O möglichen Winkel.

a) Ist 0 N — a einer dieser Winkel, und zieht man von dem End

punkte LI des beweglichen Halbmessers 0 LI auf den festen Halbmesser 0^
oder auf dessen Verlängerung O.lL/ die Normale LI?, so ist nach Z. 343

Mg. 169. Lik Lik . . Ok Ok-TU — - — 8IQ c- und —-- 008 «.o 21 r 021 r

l>) Errichtet man ferner in dem Endpunkte
uL. des festen Halbmessers O^ auf diesen die
Normale L. 0, welche den verlängerten beweglichen
Halbmesser 0 LI in 0 schneidet, so hat man,
da /X 0 L. 0 cvL 0 ? LI ist,

Lik L.0 LO .(?r^ö7L^^^^«nnd

0 LI 00 00
Ok — OL.— r «-

a) Errichtet man endlich in L auf 0? die Normale L O, welche den
verlängerten beweglichen Halbmesser 0 LI in v schneidet, so hat man, da
/X O L I) cxo LI k 0 ist,

o k k I) k v
Lik^os^ i- —

. 0 Li o v o voot a und —-— L0860 cc.21 k 0 ö I'
Die Strecken LI?, O?, 0, 00, ? O und O v, deren Verhältnisse

zu dem Halbmesser r des Kreises die Winkelfunctionen bestimmen, heißen
goniometrische Linien, und zwar LI? die Sinuslinie*), O? die
Cosinusi inie, ^0 die Tangentenlinie**), 00 die Secanten-
lini e***), ? O dieCotangeutenlinie und 01) die C o s e c a n t e n linie.

*) Linus ist wahrscheinlich entstanden aus s. ins.: ssinissis insariptas, Hälfte der
eingeschriebenen Sehne, denn LI? ist die Hälfte der Sehne des doppelten Centriwinkels.

**) Weil sie Tangente an den Kreis ist.
Weil sie den Kreis schneidet.
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Da die Verhältnisse dieser Linien zu dem Halbmesser nur von der Größe
des Winkels « abhängen und für jeden beliebigen Halbmesser dieselben Werte
haben, so kann man, ohne die Werte der Winkelfunctionen zu ändern, die
Längeneinheit selbst als Halbmesser des Kreises annehmen nnd somit r — 1
setzen. Dann gehen die obigen Verhältnisse in die folgenden Ausdrücke über:

LI k — sin «, /I. 0 — tanA «, 0 0 — Lot «,
0 k — Los«, 0 6 — «so a, 0 0 —eosLL«;

wo jedoch unter LI 0, 0 k, 0, 0 6, 00 und 0 0 nicht die goniometrischen
Linien, sondern ihre Maßzahlen zu verstehen sind.

Die Winkelfunctionen können daher als Maßzahlcn der entsprechenden
goniometrischen Linien am Kreise für den Halbmesser — I anfgefasst werden.

Z. 345. Vorzeichen der Winkelfnnctionen.

In den Projectionsdreiccken Lch Ich 0, Lch 0, 0, Lch Ich 0 und Lch Ich 0
(Fig. 168), welche Winkeln verschiedener Quadranten entsprechen, liegt die
Normale bald über, bald unter der Projectionsachse 0 und die Projektion
bald rechts, bald links von den: Scheitel O. Zur genauen Bestimmung der¬
selben muss daher dieser Gegensatz ihrer Lage durch die Vorzeichen des
Positiven und Negativen ausgedrückt werden, wodurch dann auch die Winkel¬
functionen der Größe der Winkel entsprechende Vorzeichen erhalten.

Man nimmt allgemein die Normalen und Projectionen in derjenigen
Lage, welche sie für Winkel im ersten Quadranten haben, also die Normalen
über 0-L., und die Projectionen rechts von 0 als positiv an; die Nor¬
malen unter O^ und die Projectionen links von 0 müssen dann als
negativ angesehen werden.

Hiernach ist die Normale für Winkel im I. und 2. Quadranten positiv,
für Winkel im 3. und 4. Quadranten negativ; die Projection für Winkel im
l. und 4. Quadranten positiv, für Winkel ini 2. nnd 3. Quadranten negativ.

Für die Vorzeichen der Winkelfnnctionen ergeben sich dann aus den
Erklärungen im Z. 343, da die Hypotenuse immer absolut (positiv) angenommen
wird, folgende Beziehungen:

1. Der Sinus und die Cosecante haben gleiches Vorzeichen mit der
Normale des Projectionsdreieckes; sie sind also für Winkel im I. und 2.
Quadranten positiv, im 3. und 4. negativ.

2. Der Cosinus und die Sec ante haben gleiches Vorzeichen mit
der Projection, und sind demnach für Winkel im I. und 4. Quadranten
positiv, im 2. und 3. negativ.

3. Die Tangente und die Cotaugente sind positiv, wenn die Nor¬
male nnd die Projection gleicheVorzeichen, und negativ, wenn diese ver¬
schiedene Vorzeichen haben, somit für Winkel im I. und 3. Quadranten
vositiv, im 2. nnd 4. negativ.
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Zu denselben Ergebnissen gelangt man auch, wenn man die Winkel-
fnnctionen als Maßzahlen der goniometrischen Linien am Kreise (Fig, 169)
auffasst.

Die Sinns- und die Tangentenlinie über dem festen Halbmesser
0^. sind positiv, unter demselben negativ.

Die Cosinus- und die Cotangentenliuie rechts vom Mittel¬
punkte 0 sind positiv, links von demselben negativ.

Die Secanten- und die Cosecanteulinie sind positiv, wenn sie
vurch Vorwärtsverlängerung des beweglichen Halbmessers, und negativ,
wenn sie durch Rückwärtsverlängerung desselben erhalten werden.

ß. 346. Zu-und Abnahme der Functionen bei dem Wachsen
des Winkels.

Ändert sich der Winkel «, so ändern sich auch die zugehörigen gonio-
mctrischeu Linien, daher auch ihre Maßzahlen, d. i. die Winkelfuuctionen.

Größe des Sinus und des Cosinus (Fig. 169).

1. Je kleiner der Winkel «, desto kleiner ist auch der Sinus, während
sich der Cosinus ohne Ende der Einheit nähert; fallen beide Schenkel zu¬
sammen, so wird sin 0° —0, aos 0° — -j- 1. Für sehr kleine Winkel ist der
Unterschied zwischen dem Bogen und dem Sinus des Winkels um so kleiner,
je mehr sich der Winkel der Null nähert, wobei jedoch der Sinus stets kleiner
bleibt als der Bogen.

2. Wächst « von 0° bis 90°, so nimmt sin « zu, anfangs rascher, dann
langsamer; eos « dagegen nimmt ab, anfangs langsamer, dann rascher; beide
sind positiv. Für « — 90° fällt die Sinuslinie mit dem beweglichen Schenkel
zusammen, und es ist daher siu 90° —-j-1, oos 90° —0.

3. Wächst « von 90° bis 180°, so ist der Sinus positiv und abnehmend,
der Cosinus dagegen negativ und dem absoluten Werte nach wachsend. Wird
« — 180°, so hat man sin 180° —0, oos 180° — — 1.

4. Während « von 180° bis 270° zunimmt, ist sin « negativ und
absolut zunehmend, oos « auch negativ, aber absolut abnehmend; und es wird
endlich sin 270° — — 1, oos 270° —0.

5. Wird «>270°, aber <360°, so ist der Sinus negativ und sein
absoluter Wert abnehmend, der Cosinus positiv und wachsend. Für «— 360°
werden Sinus und Cosinus wieder so groß wie für «— 0°, nämlich
sin 360° -- 0, oos 360° -- -j- 1.

Sinus und Cosinus liegen demnach immer zwischen den Grenzen -j- l
und — 1.

L. Größe der Tangente und der Secante (Fig. 169).

l. Je kleiner der Winkel, desto kleiner wird auch die Tangente, während
sich die Secante der Einheit nähert; fallen die beiden Schenkel zusammen, so
hat man tunA 0° —0 und sso 0° —-j-1. Ferner: Je kleiner der Winkel,



184

desto kleiner wird auch der Unterschied zwischen dem Bogen und der Tangente
des Winkels, wobei jedoch die Tangente stets größer bleibt als der Bogen.

2. Wächst « von 0° bis 90", so sind tan§ « und sso « positiv und
zunehmend. Für « — 90° sind Tangente und Secante unendlich groß.

3. Nimmt « über 90° hinaus bis 180° zu, so werden Tangente und
Secante negativ und dem absoluten Werte nach abnehmend. Erreicht « die
Größe 180°, so wird tanZ 180° —0, 86o 180° — — 1.

4. Wenn « von 180° bis 270° wächst, nehmen die absoluten Werte der
Tangente und Secante zu, und zwar ist die Tangente positiv, die Secante
negativ. Für « — 270° sind Tangente und Secante unendlich groß.

5. Wächst a über 270° bis 360°, so nehmen Tangente und Secante
absolut ab, die Tangente ist negativ, die Secante positiv, und es wird endlich
tan§ 360° —0, 860 360° —-j-1.

Die Tangente kann demnach alle möglichen reellen Werte zwischen — cxo
und -s- «o, die Secante alle Werte zwischen -s- 1 und -j- oo und zwischen — 1
und — oo erhalten.

0. Größe der Co tangente und der Co secante (Fig. 169).
1. Für sehr kleine Winkel nehmen Cotangente und Cosecante ohne Ende

zu und werden beide sür « —0° unendlich groß.
2. Im 1. Quadranten nehmen Cotangente und Cosecante mit dem wach¬

senden Winkel ab, beide sind positiv; oot 90° —0, oc>866 90° —-s-1.
3. Im 2. Quadranten wachsen die absoluten Werte der Cotangente und

Cosecante mit dem wachsenden Winkel, bis sie bei 180° unendlich groß werden;
die Cotangente ist negativ, die Cosecante positiv.

4. Im 3. Quadranten nehmen Cotangente und Cosecante mit dem wach¬
senden Winkel absolut ab, die Cotangente ist positiv, die Cosecante negativ;
oot 270° ---- 0, 60860 270° --- — 1.

5. Im 4. Quadranten sind Cotangente und Cosecante negativ und dem
absoluten Werte nach wachsend; für « — 360° werden beide unendlich groß.

Die Cotangente liegt also zwischen den Grenzen — oc- und -j- oo, die
Cosecante zwischen -s- 1 und -s- «o und zwischen — 1 und — cxo.

Illsähr. a) Eine jede Function hat in den vier einzelnen Quadranten
vier gleiche absolute Werte, von denen in Bezug auf die Lage zwei positiv
und zwei negativ sind. Während durch einen gegebenen Winkel seine Func¬
tionen unzweideutig bestimmt sind, entsprechen jeder gegebenen positiven und
ebenso jeder gegebenen negativen Function zwei Winkel, welche in verschiedenen
Quadranten liegen.

d) Die oben abgeleiteten Ergebnisse lassen sich auch auf Winkel auS-
dehnen, welche mehr als eine volle Umdrehung betragen; die allgemeine Form
solcher Winkel ist n . 360° -s- « oder 2nir -§- « (Z. 185, 4). Es ist offenbar,
dass die Winkelfunctionen von n. 360° « denselben Functionen von «
gleich sind. Werden die Winkel in dieser allgemeinen Bedeutung aufgefasst,



185

so lässt die Ausgabe, zu einer gegebenen Function den zugehörigen Winkel zu
finden, unzählig viele Auflösungen zu, da es, abgesehen von der im Zus. u)
hervorgehobenen Zweideutigkeit, unzählig viele um ein Vielfaches von 360"
unterschiedene Winkel gibt, für welche die Function denselben Wert hat.
II. Beziehungen zwischen den Winkesfunctionen dcsselven Winkels.

Z. 347. Da nach den Erklärungen in Z. 343 die Cotangente, die
Secante nnd die Cosecante bezüglich die reciproken Werte der Tangente, des
Cosinus und des Sinus find, so ergibt sich zunächst
60t « — I—- ... 1) 866 « — - ... 2) 60866 a — — ... 3).

taNA tt 608 8111 ce

Ferner folgt (Fig. 168) aus jenen Definitionen:
N? Sill«

tauss

0k
60t

a — .... 4)
o 608 «

0k:0N oos

0^1°°^ daher ist

608 «
eot « --—-. ... 5).

8IQ

In dem Projectionsdreiecke Ll?O ist LI?^-j-O k^ — 0L0.
Dividiert man diese Gleichung folgeweise durch OLI?, 01" und LI 4"

und setzt z. B. mu cc^ der Kürze wegen für (mu «)?, so erhält man:

1' "der siu c:^ -j- 608 1 . ... 6)

1 ^-866 . 7)

1 I /0IUX2 1 l . 2 2
1 Vik/ "VM" 1 fi- 00t tt- — 60866 «0 . . . 8).

Z. 348. Ist von den Functionen eines Winkels die eine bekannt, so lassen
sich aus ihr mittelst der vorhergehenden Gleichungen auch die übrigen bestimmen.

Ist z. B. sin a gegeben, so folgt ans der Gleichung 6)
60^ cc — VI — siu a^.

Ans 4) und 5) erhält man sodann
8IN « N 008 « VI — 8111tt -—7-^-^^ und 00t ec^------.

" 608 « VI — SIH « 81H « LIU «

Die Gleichungen 2) und 3) geben endlich
1 81Q « 1

866 « — -— Und 60866 tt — .
LOS « VI — LIll Sill «

Aus dem vorstehend dnrchgeführtcn Beispiele ersieht man, dass durch
eine Function eines Winkels die" übrigen Functionen mit Ausnahme jener,
deren reciproker Wert sie ist, zweideutig bestimmt sind.

Aufgaben. 1. Die goniometrischen Functionen des Winkels cr sind
auszudrücken durch a) oos a, d) tanZ «, o) aot «, ä) 866 «, 6) 6086o «.

2. Die goniometrischen Functionen sind zu berechnen, wenn u) siu s Z,
b) 608 «—/7, 6) tauZ — /z, cl) 60t «—/2, e) 866 cc —

4) 60866 a — 35 gegeben sind.



186

III. Beziehungen zwischen den Junctionen von einander abhängiger
Winkel'.

Z. 349. Complementwinkel.
Zwei Complementwinkel (Z. 16) können allgemein durch « und

90° — ausgedrückt werden.
Es sei (Fig. 170) OcV^I, ^0LI---cc, daher k0LI---90° —cc.

Aus der Figur ergeben sich unmittelbar folgende Beziehungen:
sin (90" — cc) — eos cc, Los (90° — «) —sin cc; f
tan^ (90° — cc) — oot cc, oot (90° — cc) — tan§ cc; '. .. 9).
860 (90° — cc) — 6OS0L cc, 60866 (90° — cc) — SSL cc. j

Fig. 170. In diesen Formeln finden die Namen eos,
oot, 60866 als Abkürzungen von eomplsinsnti
sinus, o. tnng-sns, 6. skLnns ihre Erklärung.
Oos, 60t, 60866 heißen auch Cofunctionen.

Die Gleichungen 9 sagen: die Functionen
eines Winkels sind gleich den Cofunctionen des
complementären Winkels.

Zusatz. Da die Secanle und Cosecante in den logarithmischen Berechnungen nicht
angewendet werden, so wollen wir uns in den nachfolgenden Entwicklungen auf den Sinus,
Cosinus, die Tangente und Cotangente beschränken.

Z. 350. Zwei Winkel, deren Differenz 90° beträgt.
Die allgemeine Form zweier solcher Winkel ist cc und 90°-j-cc.
Ist (Fig. 169) 0.V— 1, ^O LI, ^cc und LIz LI, _!_ LI, LIg, so ist

^L O LIg — 90°-j-cc. Man hat dann, da /X ^2 ^2 O /X 0 k, LI, ist,
sin (90° -j- cc) — LIz kz — 0 k, — Los cc,
Los (90° -s- cc) — — O l?z — — LI, k, — — sin cc.

Nimmt man cc gleich dem stumpfen Winkel cLOLIz an, so ist TLOLIg
— 90°Z-cc, und wegen /X LP, k, o /X 0 k- ^l-

sin (90° -j- cc) — — Älg kg — — 0 kz — Los cc,
Los (90°-j-cc) —— Okg—— LIzkz —— sin cc.

Setzt man endlich X.OLIg —cc, daher ^.O LI, — 90°-j-cc, so hat
man, da ZX^^O^zXOkgLIg ist,

sin (90°-s-cc) — — LI, k, — — 0kg—Los «,
Los (90°-f-cc) — 0 k, —— LIgkg —— sin cc.

Es ist daher allgemein für jeden Winkel cc
sin (90°-s-cc) — eos cc s ,
Los (90°-j-cc)—— sin cc f

Daraus folgt auch
tnnA (90°-j-cc) —— oot cc und eot (90-°-s-cc) — — tnn^ cc.
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Z. 351. Supplementwinkel.

Zwei Supplementwinkel (8- 16) werden allgemein durch « und
1800 — cc bezeichnet.

Es sei (Fig. 170) 0 2 — 1, 2 0 21 — cc, daher 2' 0 21 — 180° — a.
Dann ist sin (180° — «) — 21 ?, oos (180° — a) — — 0 Ich

siu « — 21 Ich oos « — O k; folglich
8in (180° — «) — siu «, Los (180° — cc) —— oo8«;l

und daher l ... 11).
tanK (180° — «) — — tun;; cc, oot (180°— cc) — — oot cc. j

Die Functionen eines Winkels sind gleich denselben Functionen dcS
supplementären Winkels, jedoch mit entgegengesetzten Vorzeichen, mit Ausnahme
des Sinus, der dasselbe Vorzeichen behält.

Zusatz. Kommen in einer Rechnung nur hohle Winkel in Betracht, so entspricht dem
Cosinus, der Tangente oder der Cotangente ein einziger Winkel, und zwar ein spitzer
oder sein stumpfer Supplementwinkel, je nachdem die Function positiv oder negativ ist;
dagegen wird durch den Sinus, welcher in diesem Falle immer Positiv ist, ein Winkel nicht
eindeutig bestimmt, da zu demselben Sinus zwei Winkel, ein spitzer und ein stumpfer
gehören.

8. 352. Änsgabrn.

1. 8in 30° — ^ (8- 49, 7); a) wie groß sind die andern Functionen
dieses Winkels, I>) wie groß sind die Functionen des Winkels 60°, 120°, 150°?

2. Die Seite eines einem Kreise mit dem Radins 1 eingeschriebenen

Zehneckes ist 1 (V5— 1) (8- 175), daher ist sin 18° — 1 (V 5— 1); wie
groß sind die Functionen der Winkel 18°, 72°, 108°, 162°? (3 Decimalen
genau.)

3. Die Seite eines einem Kreise mit dem Radius 1 eingeschriebenen

Fünfeckes ist 1 V lO — 2 V 5 (8. 175), daher ist sin 36° — 1 VlO — 2 V5;
wie groß sind die Functionen der Winkel 36°, 54°, 126°, 144°? (3 Dec.
genau.)

8- 353. Negative Wiukel.

Werden die Winkel, welche (Fig. 171) durch die Drehung des beweg¬
lichen Schenkels von 2 gegen 21 (nach links) entstehen, als positiv betrachtet,
so müssen die Winkel, welche durch die Drehung des beweglichen Schenkels

nach der entgegengesetzten Richtung von 72 nach 21' entstehen,
als negativ-angesehen werden (8- 13).

Ist daher der Winkel 2 021' — 2 021 und setzt man
2 0 21 — -j- cc, so ist 2.0 21' — — cc. Nimmt man 0 21 —
O 21' — 1 an, und zieht von 21 und 21' zu 0 2. Normale,
so müssen die dadurch entstehenden Dreiecke congrnent sein
und daher jene beiden Normalen in demselben Punkte k
zusammentreffen. Da nun

Fig. 17l.
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Nk — sin n, N k — — sin (— cc), und
O 1? — nos cc, — nos (— cc) ist, sv folgt

sin (— n) — — sin cc, nos (— cc) — oos crj
daher -

tan§ (— cr) — — InnA cr, oot (— c:) — — oot n s
.12).

Die Functionen negativer Winkel sind gleich denselben Functionen der
positiven Winkel, doch mit entgegengesetzten Vorzeichen, mit Ausnahme des
Cosinus, der dasselbe Vorzeichen behält.

IV. Functionen zusammengesetzter Winket.

Z. 351. Summe zweier Winkel.

Ist (Fig. 172) W. ^.OL cc, 800 /ch so ist ^.00 cc Z-
Zieht man nun L v F. O 0 8^08 und 08^0^, so sind L I) 0,
080 und 08 0 die Projectionsdreiecke der Winkel a, /S und cc -s- /S. Ferner

Fia. 172.

k- 2^ c7 77-1

ist, wenn man 86 4. 0 und 88 0 8 zieht, 86—81?,
88 — 68 und der Winkel 8 0 8, dessen Projectionsdreieck
8 80 ist, gleich dem Winkel cc (Z. 26, 2). Man hat also

. . .. 61? L6-s-6R L6 . 6R
sw (cr -s- ,S) — o o o 6 0 6^06'

.... OL 06-LR 06 LR
oos (cc-s-/>) oo 06 06 06'

Nun ist
L6 L6 OL - . 611 68 6L . .
0 6 OL ' 06 oos A o 6 6L ' 0 6 oos a siu /S,
06 06 OL .LR LR 6L . . .
ÖÖ^ÖL'O6^°os a oos §,o-o^ÖL-oo^^^^

daher
siu (cc -s- /?) — siu cc oos /S -s- oos cc siu /S. .. 13)
oos (cr -s- ^) — oos cc oos /S — siu cc siu /S. .. 14).

Hier wurden cr und A und selbst die Summe cc -s- /? als spitze Winkel
vorausgesetzt. Ist die Summe cc -s- /S der spitzen Winkel ce und /S größer als

90°, wie in Figur 173, so bleibt die Be¬
weisführung mit allen ihren Folgerungen die¬
selbe wie oben, mit alleiniger Ausnahme der
Vorzeichen, in welchen während der Entwick¬
lung eine Verschiedenheit eintritt, die sich aber
in den Endresultaten wieder behebt. Die
obigen Formeln gelten also für alle spitzen
Winkel cc und L.

Gelten nun die Formeln 13) und 14) für irgend zwei Winkel cc und A
so gelten sie auch noch, wenn einer derselben um 90° vergrößert wird, wenn
z. B. cr in c:' — 90° -j- cc übergeht. Denn
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sin (o/ -si O) — sin (90° cc -s- A) — Los (cc -j- /Z) (Z. 350),
LOS (cc' Z- K LOS (90° -j- cc 4- /S) — sin («4- /S);

somit sin (cc' -si K — Los cc eos — sin cc sin /S,
Los (c? -s- A — — sin cr oos /S — oos cc sin /S.

Nun ist eos cc — sin (90° -s- cc) (K. 350) — sin cc',
sin cr — — eos (90° -j- cc) — — Los cr'; daher

sin (cr' -s- A — sin cc' Los -si Los cc' sin /S,
oos (cc' -s- A — eos cc' eos /? — sin cc' sin /?.

Hieraus solgt aber, dass die Formeln 13) und 14) allgemein giltig sind.
Denn da sie sür die Summe je zweier spitzer Winkel gelten, so gelten sie auch,
wenn einer dieser Winkel um 90° wächst, also gelten sie auch für jede wieder¬
holte Vergrößerung des einen oder des andern Winkels um 90"; folglich sind
sie allgemein für die Summe zweier beliebiger Winkel giltig.

sill (« -j- 1») sin « oos -4 eos « sin /S ... .Da tanA (« 4- S) —-)— — ---:-— fit, so
o I oos («-j-/9) 608 « 008 /9— 8IQ « SIN /9 ' , '

erhält man, wenn man den Zähler und den Nenner des letzteren Bruches durch
eos cc eos dividiert,

tan§ (cc -j- §) ^ ^«4-^- 15),

Ebenso findet man
. , , 00t«00t — 1 1Lot (cc -j- /?) ^--. . , 16).' 00t «4- 00t

Z 355. Doppelte und halbe Winkel.
1. Setzt man in den Formeln 13) bis 16) /S — cc, so erhält man

sin 2 cc — 2 sin cc Los cc. . . 17) eos 2 cc — eos cr? — sin cc? . .18),

tanK 2 cr --- ,--— 19) eot 2 cc — -77—-—- 20),1—raiiA«2 2 00t« "
aus welchen Gleichungen sich die Functionen des doppelten Winkels finden
lassen, wenn jene des einfachen Winkels bekannt sind.

Setzt man in den Formeln 17) und 18) überall cc statt 2cc, daher
statt cc, so verwandeln sich dieselben in die folgenden:

sin oc 2 sin eos . .21) eos cc — (eos — (sin .. .22).

Da 1 — (eos -fi (sin nach 6), und

eos « — (eos — (sin ist,

so findet man, wenn diese beiden Gleichungen addiert und subtrahiert werden,

1 -j- LOS cr 2 (oos 2^ ... .23) 1 — LOS cr — 2 (sin . .24),

, < « V /14'oos« . « 1/1—00S«
daher Los - ----o) V-2. .-6).

Aus diesen beiden Ausdrücken folgt ferner durch Division:
« V /1 — oos « . « 1/1-4 oos «lanK — — 1/,—i..2c) eot^-— 1/-— —— .28)."2 V 1 -4 oos « 2 v 1 — oos « /
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Mittelst der Formeln 25) bis 28) kann man die Functionen des halben
Winkels bestimmen, wenn der Cosinus des ganzen Winkels bekannt ist.

tz. 356. Differenz zweier Winkel.

Es ist cc — (cc — /S) -st /I.

Wendet man auf diese Summe die Gleichungen 13) nnd 14) an, so
erhält man

sin cc — 8IU (c: — /?) oo8 /Z st- ooo (cc — /?) sin /Z,
008 « — 008 (cc — A 008 /3 — 8IN (cc — /1) 8in /?.

Lost man diese zwei Gleichungen auf, indem man in denselben sin (cc — <S)
und Los (cc — K als die beiden Unbekannten betrachtet, so ergibt sich, da
vos /Z2st- sin — 1

siu (cc — K — siu cc oo8 — eo8 cc 8iu /Z. .. .29)
008 (cc — /?) — 608 cc 008 -st 8iu a 8iu ,9 . . .30),

welche Formeln, so wie jene in 13) nnd 14), aus denen sie abgeleitet wurden,
allgemein giltig sind.

Die Gleichungen 29) und 30) können auch in gleicher Weise, wie die Gleichungen
13) und 14) in s. 355, selbständig entwickelt werden.

Aus den Formeln 29) und 30) erhält man dann, wie in 8- 355,

tuns (cc-K-- - .31)Ist- tkMA « tLUK /4
. , oot « oot A -s- 100t (cc — /S) —-—- .32).-- eot /S — oot «

Z. 357. Da 8iu 2un — 8iu o" — O, oo8 2uccr — oos o" — 1 und
8w (2u -st 1) 7r — 8iu7r — 0, 008 (2u st- 1) c?r — 008 n — — 1 ist,

so folgt aus den Formeln 13, 14,
8iu (2 uccr cc) ------ il: sirr cc,
008 (2 u ctr cc) ------ 008 -x,

somit auch
taug (2uc-r iti cc) — taug cc,
oot (2 u n cc) — eot a,

29, 30
8IN s(2u st- 1) ccr iti ccs ------- crp 81U cc,
oo8 s(2u -st 1) crf ----- — 008 cc;

taug s(2 u st- I ) c/r ccs — taug' cc,
oot s(2u st- 1) ttr af — -1: oot cc.

Die goniometrischen Functionen sind daher periodisch, und zwar ist die
Periodicität bezüglich Sinus und Cosinus an 2n, bezüglich Tangente und
Cotangente aber an n gebunden.

Z. 358. Summen und Differenz der Winkelfunktionen.

Aus den Formeln 13), 14), 29) und 30) erhält man durch Addition
und Subtraction

8iu (« -st A -st 8iu (cc — /?) — 2 8iu cc 008 /?,
8iu (cc -st /?) — siu (cc — /Z) — 2 008 cc 8iu /Z,
008 (cc -st /?) -st 008 (cc — /I) ----- 2 008 cc eo8 /),
008 (cc st- /Z) — 008 (cc — O) — — 2 8iu cc siu (1,

oder, wenn man
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40).

2 siv <1 (c/> -j- P) vos j (y) — P)
2 oos (<x -j- P) sin z
2 oos st- P) oos
2 siil 1- (c/> st- P) sin

daher « — z st- P)'

/? — » (P — P) setzt,
33)

(yo — P)... .34)
(P — P).... 35)
(P — P).. - .36).

a -U y),

« — /Z — P,

sin <p st- sin P —
sin P — sin P —
oos <p -h- 008 P
oos <x — 008 P —-

Aus 33) bis 36) folgt durch Division:
sin P -j- sin i>. _ 2 (v 4-
sin P — sin v tLNA 2 (P 4- vl
sin v iti sin v- . , , . ,
--— tnnA (P P) . . .
608 P-f- 608

810 V 810 V' , , --—- — oot z k P -l- P- . .
vos P — vos v -
vas P-)-oos v_ vot ) l»-st v)
vos P — oos V' t-lNA (» — >/l)

V. Berechnung der Wittkelfnnclioncn.
Z. 359. Die bisher entwickelten Formeln können zunächst dazu ver¬

wendet werden, um die goniometrischen Functionen der verschiedenen Winkel
zu berechnen. Da die Functionen aller Winkel auf jene der spitzen zurückgeführt
werden können, so handelt es sich bloß nm die Bestimmung der Functionen
für die spitzen Winkel; nach ß. 349 reicht es sogar hin, wenn die Functionen
der Winkel bis 45" berechnet werden.

Wir wollen nun in dem Folgenden die Rechnung andeuten, durch welche
die Functionen der Winkel von 0" bis 45° gefunden werden können.

Da für jeden solchen Winkel cc die Länge des Bogens, der für den Halb¬
messer 1 diesem Winkel entspricht, stets zwischen dem Sinus und der Tan¬
gente desselben liegen muss, so ist

nro « < tnnA « und nno cc > sin cc.

Aus der ersten Ungleichung folgt nro « oos cc <st sin cc, oder

nro er V 1 — sin cc? <st sin cc und, da nro cc > siin cc ist, umsomehr

aro cc V 1 — nno «2 ziri cc. Für er < 45° ist nun 1 — nro «° < 1, daher

1 nno -< V j — nno «st also nunmehr nro « (1 — nro «'st < sin cc,

oder nno cc — nro cc° <. sin cc, und somit
aro er — sin cc < nro cc°.

Die Differenz zwischen dem Bogen und dem Sinus des Winkels ist
also für alle Winkel unter 45° kleiner als die dritte Potenz des Bogens.

Für « — 1' ist aro 1/ — 0-000 290 8882, folglich
nno 1/ — sin 1/ < 0'000 290 8882

aber 0'000 290 8882^ < daher umsomehr nno 1' — sin 1' < >

also ist auf 10 Decimalen genau
sin 1' ---- 0'000 290 8882.
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Wird daraus eos 1/ — V 1 — (siir 1')^ bestimmt, so geben dann die
Formeln 17), 18), 13) und 14) den Sinns und Cosinus für 2', 4', 8',...,
den Sinus und Cosinus für 1' -st 2' — 3', für 2' -st 3' — 5', für 2' -st 5'
— 7',..., und aus diesen wieder für 6', 10', 14', 9', 15', 21', u. s. w. bis
60' oder 1". Aus siu 1°und oos 1° findet man auf gleiche Weise die Sinus
und Cosinus aller Winkel bis 45°.

Zur Bestimmung der Sinus und Cosinus solcher Bogen, welche bloß
Secnnden enthalten, kann man umsomehr für den Sinus den Bogen selbst

setzen. Da ara 1" — ist, so ergibt sich

siu 1" 0'000 004 8481. ..
Ferner ist

siu 2" — 2 siu 1", siir 3" — 3 sirr 1", siir 4" — 4 sirr 1", U. s. W.
Daraus lassen sich sofort auch die Cosinus für die einzelnen Secnnden

bestimmen.
Hat man nun die Sinus und Cosinus der Winkel von 0° bis 45° ge¬

funden, so können daraus mittelst der Formeln 4) und 5) auch die Tangenten
und Cotangenten berechnet werden.

Z. 360. Da die Winkelsunctionen im allgemeinen irrationale Zahlen
sind, so werden sie um so genauer bestimmt sein, durch je mehr Decimalstellen
man sie ausdrückt; aber iu demselben Grade wird dann auch das Multipli-
cieren und Dividieren durch diese Functionen erschwert. Um diesem Übelstande
zu begegnen, bedient man sich in den trigonometrischen Rechnungen der Loga¬
rithmen, zu welchem Ende die Brigg'schen Logarithmen der Functionen für die
einzelnen Winkel bestimmt und in den Logarithmentafeln gehörig zu¬
sammengestellt wurden.

Mit Hilfe solcher Tafeln findet man durch ein ganz einfaches Verfahren,
welches aus den denselben vorangeschickten Einleitungen zu ersehen ist, zu
;edem Wiukel den Logarithmus der zugehörigen Functionen, und umgekehrt zu
dem Logarithmus einer Function den zugehörigen Winkel*).

VI. Gomometrische Gleichungen.
Z. 361. Um eine Gleichung zwischen mehreren von demselben unbekannten

Winkel abhängigen Functionen aufzulösen, formt man dieselbe nach den gonio-
metrischen Grundformeln so um, dass sie nur eine einzige Winkelfunction
enthält, und bestimmt dann aus der so transformierten Gleichung diese als
die Unbekannte betrachtete Function. Will man zu dem gefundenen Werte der
Function den Winkel selbst erhalten, so darf nur mit Hilfe der Logarithmen-

*) Eine ausführliche Belehrung über die Einrichtung und den Gebrauch solcher Tafeln
findet mau in der Einleitung zu den von Moönik herausgegebenen fünfstelligen
Logarithmentafeln zum Schulgebrauche. Wien, bei Gerold, 1877.
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tafeln zn der Function der Logarithmus derselben, und zu diesem der ent¬
sprechende Winkel gesucht werden.

Beispiele. 1. 2 oos x — oot x.
Substituiert man oot x — so ergibt sich 2 008 x — daher

008 X l 2-) — 0, 8IU X — 008 X — 0,
X SIN X / 2

wodurch der Winkel x bestimmt ist.
Aus sin x — 0'6 folgt IoA sin x — 9'69897 — 10, und hieraus x — 30°. Dies

ist jedoch nicht der einzige Wert von x. Da (Z. 346, a) in den vier Quadranten noch ein
zweiter Winkel vorkommt, welcher denselben Sinus H hat, nämlich der Supplementwinkel
von 30", so ist x — 150" ein zweiter Wert von x. Wird aber der Begriff des Winkels
auch auf Winkel, welche größer als 360" sind, und auf negative Winkel ausgedehnt, so hat
man (ß. 367) als allgemeine Lösungen x — 30" it: n . 360" und x — 150° iw n. 360°,
wo n 0 oder gleich einer beliebigen ganzen Zahl ist. x kann demnach bei diesem erwei¬
terten Begriffe des Winkels unzählig viele Werte haben; gewöhnlich beschränkt man sich
jedoch auf jene zwei Werte, welche in den vier ersten Quadranten liegen. Ebenso ergeben
sich aus «os x — 0 die Lösungen x — 90", 270".

2. L 8111 (tt -s- x) k) 008 (/S -j- x).
Man erhält

a sin cc 008 x -s- a oos « sin x — k> oo8 008 x — k) 8ill /S sin. x, oder
sin X (kV 008 « -s- l) 810 A) — 008 X (k) 008 — Ä 8111 «), daher

, 6 oos /4 — a sin «
lana; x — ----—--.

a oos « -j- b sin /S
3. Ä 8IN X -s- l) 008 X — 0.
Setzt man 008 x — Vl — 8iii x^ so ergibt sich

a 8IN X -s- k) V1 — 8inx2 — o, oder l) V 1 — 8IN x2 — o — a 8111 X,
und durch Quadrieren beider Theile

8in X
-f-

Man erhält fiir sin x zwei Werte, von denen jedoch nur einer der gegebenen Gleichung
entspricht, da man dasselbe Resultat auch aus der Gleichung a sin x — K oos x — o ge¬
winnt. Es muss dann noch untersucht werden, welcher der beiden Werte der einen und
welcher der andern Gleichung zukommt.

Einfacher gestaltet sich die Auflösung und Einführung eines Hilfs¬
winkels. Bringt man die gegebene Gleichung auf die Form

- i o8IN X -608 X — —
.. a a

und bestimmt einen Hilfswinkel -> so, dass tanK ho — ist, so ergibt sich

8111 X -s- tkMA ho 008 X — oder 8IN X 008 ho -s- 008 X 8IN ho — 008 ho,

folglich 8IN (x -s- ho) — -0- 008 H0.

Aus dieser Gleichung kann, da H0 bestimmt ist, der Wert von X -s- H0,
und also auch der Wert von x berechnet werden.

MoLnik, Geometrie für die oberen Classen. 1Z
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4. Es seien zwei Gleichungen gegeben:
8IN X? -fi 008 — g, Ed OOS x^ — sin — b.

Wird in der zweiten Gleichung oos x? — 1 — sin x^ und sin — 1
— Oos substituiert, so erhält man

- sin X^ -j- 008 — l>.
Aus dieser und der ersten der gegebenen Gleichungen ergibt sich dann

2 sin X? — a — K und 2 008 — n -s- ich folglich
Sin x — V z (a — d) und 008 — V j (a -s- 5).

5. x -fi sin x — sin — n.
Es ist sin x — 8in — 2 oo8 A (x -s- sin (x —

— 2 oos sin (x — ^), also
2 008 j sin (x — — n, und

sin 1 (x — v) — o "
2 oos Z

Aus dieser Gleichung kann man is (x — /) finden und erhält dann
aus T (x -s- /) — Z /S und H (x — ^) die Werte von x und

VH. Aliungsnnfgalie»,
8. 362.

von 15".
1. Berechne aus sin 30° — die Functionen des Winkels

2. Bestimme aus sin 30° und sin 18° den sin
3. Bestimme aus sin 36° und sin 30° den 8in
4. Drücke durch Functionen von spitzen Winkeln

a) sin 125°, 5) sin 200°, o) 8iri 430",
s) 008 139°,
i) tanA 91°,

1) oos 288°,
Ir) tanAl99°,

§) oos 538°,
I) tunF 620",

n) oot 163°, o) oot 315°, x) oot 726°,

von 12°, 48°, 42°, 78°.
von 6°, 84°, 66°, 21°.
aus:
ä) sin 98° 12';
Ii) oos 110° 38'42";
in) tnn§159° 9'30";
g) oot 128° 41'55".

5. Berechne die übrigen Functionen des Winkels cc, wenn gegeben ist:

n) sin b) oos cc —

X n

6. Verwandle

ä) oot V Iv^ -p- 2inn
111

> . 60<) «a) 008 -:-
' 81N «

in einen Ausdruck, der uur sin cc enthält,

oos cc
tanA cc

oot cc

t —

i - tsnL«v) sin cc oos cc-—— „ „ „
8IN «

o) 1 — oos cc^ oot ock (tan§ ce^ — 1) „

ä) ^7^ " (oot cc^ — 1)
Beweise die Richtigkeit folgender Formeln:
--i - o 2ts.uL» oc. sin 2cc — -. - ° — 8. oos 2

I tcuiA
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9.

II.

13.

taoZ (45" it: a) 1iji tan« «
1 Isl taNA «'

sin 2 «
1-j-oos 2«
vos 2 «

14- oos 2 «

— tariA a.

I — tanZ
2

1 rc . , . sin. («iji/?)15. tanx a ili tau« S—--.
o - o e- 008 « LOS

10. 001(450 iti«) oot « -t- 1
oot

2
. . /> sin (Siji«)

16. oot « it: oot /J — —-.
SIN « SIN /S

sin 2 «
12.7i-77- — oot «.1— vos 2«
1 . vos 2 « oot — I

I — vos 2«

17. iti tanA « tanA .9.
oot «it: oot/S "

18. siv it: Los — V 1 it: sin «.
19. sin (/S 4-/—«)->-8io.(cr-l-7—/S) -j-siv («4-/7—7) — sin («4-/74-/)

— 4 sin a sin O sin 7.
20. oos (/S-f- 7—«) -f- oos («4- 7—^S) 4- oos (cr-j-/S— 7) -j- oos («4-/S4- 7)

— 4 oos « oos /7 oos 7.
. n« . (n 4-1)"
1 bin -2-

21. sin cc 4- sin 2 « 4- sin 3 « -s- - - 4- ^in n cc—-
sin

n« . <n4-I)«
oos^- SIN--

22. oos cc -4 oos 2 cc 4- oos 3 cc 4- - - 4- 008 ri «—-
sin^

Die Formeln 21. und 22. ergeben sich ans den Formeln 36) und 34) in s- 358,

indem man statt P und P bezüglich in « 4- und rn « -s- setzt, dann für na nach und

nach 0, I, 2,.-.n — 1 substituiert und die erhaltenen Gleichungen addiert.

Beweise ferner für «4-/74-/ — IM":

23. sin « -s- si« O 4- sin 7 — 4 cos oos oos .

24. LOS " 4- oos 4- LOS — 4 oos oos oos
2 2^2 4 4 4

25. tanA tt 4- tanA /Z 4- iuitA 7 — tanA « taliA /7 tanA 7.

26. oot 4- oot 4- oot — oot oot oot

Wie ergeben sich die Ausdrücke 24. und 26. aus 23. und 25. durch die Substitution?

Suche aus den Logarithmentafeln folgende Logarithmen:

13*
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Suche zu folgenden Logarithmen die entsprechenden Winkel:
43. loA sin x— 9'49654—10
45. Iossin 2— 8'74109—10
47. IoK tanA «—10'13264—10
49. loAtanF/ — 8'95629—10
51. Io§ vos 0---- 8'49033-10
53. 1oK LOS / — 9'97706—10
55. logovi « — 11'44266—10
57. Io§ vot / — 8'90828—10

44. 1o§ sin /— 9'79358 — 10
46. Iossin 9'99836—10
48. 1o§ tan§ /S — 10'64570—10
50. Io§ tanili — 8'47380—10
52. Ioccos x^- 9'17973—10
54. IvA LOS 2— 8'12544—10
56. loA eot A---10'21671-10
58. loZcot ^-^12'44033-10

Löse folgende gonioinetrische Gleichungen auf:

Zweiter Nbfchnitt.
Ebene Trigonometrie.

I. Auflösung der ebenen Dreiecke.
Z. 363. Ein Dreieck auflösen heißt, aus den Bestimmungsstücken

eines Dreieckes die übrigen Bestandstücke durch Rechnung finden.
Dabei kommt es vor allem darauf an, aus den Eigenschaften des Drei¬

eckes Gleichungen abzuleiten, welche die Beziehungen zwischen den Seiten und
den Functionen der Winkel enthalten; durch Auflösung dieser Gleichungen, in
denen sowohl die bestimmenden als die zu suchenden Bestandstücke des Drei¬
eckes vorkommen, findet man dann die gesuchten Größen.
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1. Rechtwinklige Dreiecke.
Trigonometrische Lehrsätze über das rechtwinklige Dreieck.

8- 364. Zur Auslösung eines rechtwinkligen Dreieckes müssen zwei von
einander unabhängige Bestimmungsstücke gegeben sein.

Es sei das Dreieck (Fig. 174) bei recht-
Fig. 174. winklig. Wir wollen hier und im Folgenden die Hypo-

Z tcnuse L6 durch a, die Katheten ^6 und durch
K 1» und o, und die diesen gegenüberliegenden Winkel durch

/7 und / bezeichnen.
4^-- Uns dm Erklärungen in 8- 343 folgt unmittelbar:

1. 3 — a sin A o — a sin /;
d. h. jede Kathete ist gleich dem Producte aus der Hypotenuse
und dem Sinus des dieserKathete gegen überliegendenWinkels.

2. l> — a 008 /, a — a 008 /7;

d. h. jede Kathete ist gleich dem Prodncte aus der Hypotenuse
und dem Cosinus des dieser Kathete anliegenden Winkels.

3. l) — o tanA A o — 3 tan§ /;
d. h jede Kathete ist gleich dem Producte aus der andern
Kathete und der Tangente des der ersteren Kathete gegenüber¬
liegenden Winkels.

4. d — o oot o — 3 oot /7;
d. h. jede Kathete ist gleich dem Producte aus der andern Ka¬
thete und derCotangente des der ersterenKatheteanliegenden
Winkels.

Zu diesen trigonometrischen Lehrsätzen tritt noch der Pythagoräische
Lehrsatz -j- c?, welcher den Zusammenhang zwischen den drei Seiten
ausdrückt.

Äuflösungssälle.
8. 365. I. Gegeben die beiden Katheten K und o.

Aus 6 — o tanA — 0 oot / folgt tanA /7 — oot / — und für

die Hypotenuse hat man a — oder

Es sei z. B. k — 325, o — 418.
Io§ 5 — 2'51 188 ..
1oA 0 -2'62 118

IoF tan§ /7 — 9'89 070—10
/7 — 37° 51 "54" und

u — V d» -j- o--.

Man hat
IoA 5 --- 2-51 188

IoK 8in /7 — 9'78 803—10.
IoA a — 2-72 385

a — 529-48.
/ — 52° 8' 6".

II. Gegeben die Hypotenuse a und eine Kathete 5.

8IU 008 / — und o — oder o — V (a. -j- 5) (a — d).
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(Fig. 1751

1^-

III. Gegeben eine Kathete b nnd ein Winkel, z. V. /S.

7^90° — /?, tLQ§/S 8IN/S
IV. Gegeben die Hypotenuse a nnd ein Winkel, z. B. /S.

7 90° — /S, 6 — a sin /S, 6 — a oos /S.
Z. 366. Berechnung des Flächeninhaltes eines rechtwink¬

ligen Dreieckes.
Für den Flächeninhalt 1 eines rechtwinkligen Dreieckes ergeben sich mit

Rücksicht auf die im tz. 365 angeführten vier Fälle folgende Ausdrücke:

f — V 0 -j- lch («, — l>) — -- — sin 2 /S.

2. Glrichschenkligc Dreiecke.
Z. 367. Zur Bestimmung eines gleichschenkligen Dreieckes 7113 0 (Fig.

175) müssen zwei von einander unabhängige Stücke gegeben sein.
Da durch die zur Grundlinie 13 0 gezogene

Höhe 7lv das gleichschenklige Dreieck in zwei
congruente rechtwinklige Dreiecke zerfällt, so kann
jede Aufgabe über dos gleichschenklige Dreieck
auf die Auflösung eines rechtwinkligen Dreieckes
zurückgeführt werden.

Ist a die Grundlinie, 6 der Schenkel,
/S der Winkel an der Grundlinie und 1 dercr der Winkel am Scheitel,

Flächeninhalt des gleichschenkligen Dreieckes 7113 0, so ergeben sich aus dem
rechtwinkligen Dreiecke TlOL folgende Auslösungsgleichungen:

-s- /Z — 90°, a. — 21) sin " — 26 eos

tan§ O — 6 sin A

tan§ sia 2/S.

3. Dreiecke überhaupt.
Trigonometrische Lehrsätze und Formeln-
Z. 368. In jedem Dreiecke verhalten sich die Seiten wie die

SiuusderdiesenSeitengegenüberliegen den Winkel (Sinus-Satz).
Zieht man OD (Fig. 176), so ist in den

rechtwinkligen Dreiecken 13 VO und ^lOO
0 D — 13 0. sin 13 und 0 O — ^10 sin ;

daher 13 0. sin 13 — 710. sin 71,
oder, wenn man hier und in dem Folgenden 13 0 — a,
^10 — 6, 7113 — v setzt und die diesen Seiten gegen¬
überliegenden Winkel durch «, L, 7 ausdrückt,

a sin — 6 sin a, oder

Fig. 176.
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g,: d — sin cc: sin /?.
Ebenso erhält man a : o ---- sin cc: sin 7, f... I)

d : o — sin ,S : sin /. f
Ju diesen Ausdrücken ändert sich nichts, wenn einer der Winkel, z. B. «,

ein stumpfer ist, so dass die Normale 0 8 die Verlängerung von 8^1 trifft;
man erhält dann a, : d — sin (180° — cc) : sin /? — sin cr: sin Der

Sinus-Satz lässt sich auch in der Weise — ausdrücken

und sagt, dass das Verhältnis zwischen einer Seite und dem Sinus ihres
Gegenwinkels sür dasselbe Dreieck eine constante Größe ist.

Bezeichnet man in Fig. 106 den Winkel 0^.8 mit cc, so ist auch

0 8 8 — cr, oaher 80 — 08 sin cr, oder u — 28 . sin cr und — - — 2 8. Da

nnn s, und cc auch im Dreieck ^80 den gleichen Wert haben, so ist auch sür

dieses Dreieck —28, d. h. die Constante des Dreieckes ist gleich dem

Durchmesser des umgeschriebenen Kreises.

tz. 369. In jedemDreiecke istdasQuadrat derein en Seite
gleich d e r S u m m e d e r Qu a d r a t e d e r b e i d e n a n d e r e n S e iten, ver¬
mindert um das doppelte Product aus diesen beiden Seiten
und dem Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels (Co-
siuns-Satz).

Zieht man (Fig. 176) 0 8 7^8, so ist
Öl)- LV-.

Nun ist 01) — I) sin cc, 81) — L.8 — 7^8 — o — 6 oos cc; daher
kO — ^>2 ^2 -st (.2 — 2 do oos cc -st 1)2 LOS «2,

oder, da 1)2 (sin «2 -st oos «2) — 1)2 ist,

Ebenso erhält man

s? ----- 1)2 -st o? — 2 d o . oos cr.
1)2 — g.2 (>2 — 2 a o . oos
«2 — g,2-st1)2 — 2 a d . oos /.

.. .II)

Fällt die Normale O I) außerhalb des Dreieckes, so ist dann 0 8 —
d sin (180° — cc) und 88 — o -std oos (180° — cc), woraus sich dasselbe
Resultat wie oben ergibt. Die Gleichungen II) gelten demnach allgemein.

Zusatz. Der hier bewiesene Lehrsatz kann auch unmittelbar aus Z. 158
abgeleitet werdeu. Nach den dort angeführten zwei Sätzen ist a? — d2 -st o°

2 o . cV 8, je nachdem cc spitz oder stumpf ist; nun ist bezüglich L. 8 — d oos cc
oder ^.8 — d oos (180° — cc); folglich in beiden Fällen

^2 — 1,2 (.2 — 2 d o . oos cc.
Der Cosinus-Satz wird nach dem berühmten französischen Staatsmanns und Mathe¬

matiker Carnot (1753—1823) auch der Carnot'sche Lehrsatz genannt.
Z. 370. Aus den voranstehenden Gleichungen II) lassen sich die wichtigen

zur logarithmischen Berechnung geeigneten Halbwinkelfunctionen ableiten. Aus
der ersten Gleichung folgt
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LOS a daher2bo
2 d o — — o^ -s-a' — 0> — 0)" (a-s-d —0) (n — d-s- 0)

21)0 2 do 2do '
2 d 0 -hd" 0^ — a- (d -s- 0,^ — (1, -s-o-s-a.) (d 0 — a),

2do 2do 2do '
somit, da nach H. 356, Formel 24) und 23)

1 — aas « — 2 (sin und 1 -s- Los « — 2 ^eos ist,

sin^ - X
-ö V 4 b 0

008 V /..<b 47.o^Nd.-I- <- ^ ch ,
4 V 4 d 0

Setzt man, wie in Z. 168, 3, der Kurze wegen a-s-b-s-o — 2s, so folgt

V do

>md dah-r l»»? H'

Ähnliche Formeln erhält man auch für die Functionen von

und

371. Mollweide'sche Gleichungen.
Aus der zweiten und dritten Gleichung in I) tz. 368 folgt

n -s- v sw « -s- sw /? 2 sin z (« -s- /S) oos (« — A
o sin / 2 sw H oos z /

oder, da (a -s- /3) — 90° — j 7, also sin 1- (« -j- A — eos L 7 ist,
L V 008 j (« —

0 sin z
Ebenso erhält man r - - - -IV)

a — d — sin z (« -—
0 oos z 7 ' l

Drücke diese Formeln mit Worten aus!

tz. 372. Aus u : 5 — sin « : sin /S ergibt sich auch
(a -s- 5) : (a — b) — (sin « -s- sin A : (sin « — sin Z), oder

(a -f- 5): (a — 5) — 2 sin §(«-)-/?) oos 1 (cr — /?): 2 sin j (a— /3) oos 1 (« -^- /3)
und, wenn man das dritte und vierte Glied durch 2 oos ^ (« -s- /3) oos ^ (« — /3)
dividiert, (n -s- b) : (a — d) — tanx Z (a -s- /3): tun§ j (« — ^).. .V).

Dieser Satz führt den Namen Tangenten-Satz und sagt:
Die Summe zweier Seiten eines Dreieckes verhält sich zur

Differenz derselben, wie die Tangente der halben Summe der
Gegenwinkel zur Tangente der halben Differenz dieser Winkel.

Der Tangenten-Satz kann auch durch Division aus den Formeln IV abgeleitet werden.
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ÄiiWnigsWc.
373. I. Gegeben eine Seite a und zwei Winkel /? und /.

Man erhält erstlich den dritten Winkel « — 180° — (/? -s- /).
Ferner folgen aus 5 : L — 8II1 /? .- sin a und o : a — sin / : siir cc die

Gleichungen l- und o —
Z. B. a. --- 788, § — 55° 43' 18", / — 72° 12' 35". Man erhält

« — 52° 4' 7".

Z. 374. II. Gegeben zwei Seiten rr nnd 5 und der von ihnen
eingeschlossene Winkel/.

Aus der in ß. 372 abgeleiteten Gleichung

tanA z («-§)-- z (« -s- /?) --- oot I /

erhält man ^ (« — /?). Dann hat

Die Seite o findet man ans o
in. -b b) bin ! ,ans 0 — , oder 0 —
008 z («— /S)

Es sei z. B. a — 748, 5^
a -fi d — 1123
a — I) — 373

31 ° 47'45"
z (« -s- A --- 58° 12'15"
z (a — 28° 10'54"

« — 86°23' 9"
— 30° 1'21"

Zur Berechnung von o nach
loZ (g. -s- 5) — 3'05038

loK sin — 9-72 172 -

12'77 210-
IoA OO8 2 (« — /I) — 9 - 94 520 —

Io§ o -^H82^69Ö

man, da « -s- /Z — 180° — / bekannt ist,
c nnd (a -s- /?) — ! (« — A — /?.
- oder vorthcilhaster nach Z. 371
(s — i>) oos
8111 z (« — /?)

- 375, / — 63° 35' 30". Man hat

tan§ z («-/?) — oot! 7

Ios(a —b) — 2-57 171
IoA ootL / — 10'20 766 — 10

12'77 937 — 10
los(a-s-d) — 3-05 038

Io§ tan§ z (« — /S) 9-72 899— 10
z — K --- 28° 10'54".

den Mollweide'schen Gleichungen hat man
oder IoA (a — 6) — 2'57 171

10 Io§ oos — 9 - 92 938 — 10

10 12 50 109 — 10
10 IoA8in?>(« — /Z) — 9'67 419 — 10

Io§ 0 — 2'82 690
- 671-27.
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Die Übereinstimmung beider Werte ist eine Probe für die Richtigkeit
der Rechnung.

Zusätze, g.) Jeder der Winkel « und lässt sich auch einzeln aus s, b und / un¬
mittelbar berechnen.

Aus L : d ----- siu «: sin /S erhält mau b siu <------ s. siu /?, oder
l) siu « — n siu (« fi- /) — L siu « oos / -j- s. oos « siu /, daher

d tsuZ tsuA « oos / fi- L siu /, und folglich

Die Rechnung nach dieser Formel ist logarithmisch unterbrochen; die Unterbrechung
kann jedoch durch Anwendung eines Hilfswiukels beseitigt werden.

Wird für / < 90" ein Hilfswiukel v so bestimmt, dass ž' — ^2 ist,

..... , 0 siu /
halt man tau" « — --

d 00s

Für />90" wählt man einen solchen Hilfswiukel v, dass — — ^LuZ ^,2

... . , . , Lsiu/0OS^°
ist; dann hat nian tauF « — -—-.

b) Auch die dritte Seite 0 kann aus n, l> und / unabhängig von den
Winkeln « und /? berechnet werden. Es ist

-j- K? — Zal) (.os / —- -j- l>° — 2 ad (1 — 2 siu /?) (Z. 365, 24)

— (a — st- 4al) sin z ---- (n — l>)°. 1 -j-

Wird nun ein Hilfswiukel yo so bestimmt, dass—— tuu§ cp^

ist, so hat man 0^ , daher 0 — - .
/ 603 008 P

Z. 375. III. Gegeben zwei Seiten», und 6, w o a > I>, n n d
der der größeren Seite gegenüberliegende Winkel «.

Ans n: l> — sin tt: sin erhält man sin /S —

Da durch den Sinus zu bestimmen ist, so kann dafür im allgemeinen
entweder der zu diesem Sinus gehörige spitze Winkel oder auch dessen stumpfer
Supplementwinkel genommen werden (ß. 351, Zus.); diese Zweideutigkeit fällt
jedoch hier weg, da man weiß, dass » > d, also auch cc > /S ist, und somit <S
spitz sein muss, welchen Wert auch cc haben mag.

Ans cc und erhält man dann / — l 80° — (cc -j- /S).

Die Seite 0 findet man aus der Gleichung c —

Z. B. für » ----- 1238, 6 — 519, cc 78° 17' 20" ergibt sich
/S ---^ 24° 14' 10", 7 ----- 77° 28' 30", ferner 0 ---- 1234 2.

Ist hier nebst a ------ 1238 und 6 — 519 der der kleineren Seite gegen¬
überliegende Winkel /S — 24° 14' 10" gegeben, so erhält man ans der Glei¬

chung siu « ----- spitz s^^^,s sein kann,
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entweder c- ---78° 17'20" oder «101° 42'40", folglich
7--77° 28'30" „ 54° 3'10".

Aus der Gleichung o — -7^^ ergibt sich dann entweder 6 — 1234'2

oder «--- 1023'5. — Die Aufgabe lässt also zwei Auflösungen zu.
Z. 376. IV. Gegeben alle drei Seiten u, 5 und o.
Zur Bestimmung der Winkel dienen die Formeln III) in Z. 370.
Ist der gesuchte halbe Winkel sehr nahe an 0°, so lässt sich derselbe

mittelst der Formel für den Cosinus nicht mit gehöriger Schärfe bestimmen,
da sich die Cosinus nahe an 0° liegender Winkel nur sehr wenig ändern. Das¬
selbe gilt bezüglich der Formel für den Sinus, wenn der halbe Winkel sehr
nahe an 90° liegt. Am zweckmäßigsten ist es, in allen Fällen die Formel für
die Tangenten anzuwenden.

Es sei z. B. u — 330'1, l> —4l2'2, o — 371'3.
Wendet man die Formel für die Tangenten an, so hat man

z a --- 24° 44' 55"
cc -- 49° 29' 50".

Aus den Formeln für tang /S und tang H 7 erhält mau ebenso
---- 71° 42' 42" und 7 --- 58° 47' 28".

Insatz. Sehr bequem gestalten sich die Rechnungen, wenn in diesem
Anflösungsfalle alle drei Winkel zu bestimmen sind, durch Einführung des
Halbmessers r des dem Dreiecke eingeschriebenen Kreises.

Da (Z. 172, 2) ist, so hat man:
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lo§ tan§ a — 9'92 428—10
IoK taiiA — 9'83 433—10
!oZ taug — 9'44 716—10

z « 40" 1' 48", daher « — 80' 3' 36";
z 34° 19' 40", „ /? 68° 39' 20";
z 15° 38'32", „ 7 — 31° 17' 4".

Z. 377. Berechnung des Flächeninhaltes eines schiefwink¬
ligen Dreieckes.

Ist Ii die zur Seite a gehörige Höhe, so ist ll — 5 sin /, daher
»n sd -^8IN/....1),

d. h. der Flächeninhalt eines Dreieckes ist gleich dem halben
Producte aus zwei Seiten und dem Sinns des von ihnen ein¬
geschlossenen Winkels.

Nach diesem Satze kann man für den zweiten Auflösungssall den Flächen¬
inhalt aus den gegebenen Stücken unmittelbar berechnen; in den übrigen Fällen
müssen zuerst die nicht gegebenen Stücke der obigen Formel gesucht werden.

Für den vierten Fall liefert schon die Planimetrie (8- 168, 3) eine zur
unmittelbaren Berechnung brauchbare Formel, die auch trigonometrisch abge¬
leitet werden kann. Es ist

ü I) » Ä I)I — "2 8IH / — . 2 LIN L 7 608 <j 7,

daher mit Rücksicht auf die Formeln III) in 8- 370
I — Vs (s — a) (s — la) (s — o) ... 2).

Ist in diesem Falle zur Bestimmung der Winkel der Halbmesser r des
dem Dreiecke eingeschriebenen Kreises benützt worden (8- 376, Zus.), so hat
man zur Berechnung des Flächeninhaltes (8- 172, 2) die einfachere Formel

I— 1'8. .. 3).

4. Übnugsaufgabrn.

8. 378. Lahlenbeispirle zur Berechnung rechtwinkliger Dreiecke:

Winkel /Z gegeben; bestimme die zur Hypotenuse gehörige Höhe ll und die
durch dieselbe gebildeten, den Katheten 6 und o anliegenden Abschnitte x und
g der Hypotenuse.
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Ein rechtwinkliges Dreieck aufzulösen, wenn gegeben ist:
8. p und Ir;
10. x und /S;
12. d -st o — s und
14. a -st 5 — s und
16. u-st5-sto — 2s und /?;

9. x und b;
11. b und /S.
13. d — e — ä und /S;
15. n — 6 — ä und ;
17. 1 und /S.

Z. 379. örispiele zur Berechnung gleichschenkliger Dreiecke:

6. In einem gleichschenkligen Dreiecke ist die Summe der Grundlinie
und der auf ihr stehenden Höhe doppelt so groß als der Schenkel; berechne
seine Winkel.

Z. 380. Anspiele zur Berechnung schiefwinkliger Dreiecke.

b
o
o

11.
13.
15.
17.
In

und cc.
und
und « — /?.

ab und benütze das Hilfsdreieck L.0O.
20. — 5 — ä, cc nnd ;
22. s, — b — ä, / und « — /S.

Winkeln cc, /S, / eines Dreieckes die

In dem Dreiecke (Fig. 176) sei 6V — k, LV — x, ^.v —<g.
Man löse das Dreieck auf, wenn gegeben ist:

10. 1), Ii und x;
12. b, « und /S;
14. u — 5 —
16. n — 5 — ck,
18. u -— 1) — ck,

9. a, 5 und b;
x, g und b;
a -st 6 — s, Ir und /?;
a. -st Io — s, <r und /;
a, -st lo — s, o und cc — /);
13. und 17. verlängere cVO--uni 00 —80 und berechne das Hilfsdreieck cleLI).

In 16. und 18. trage von 8 0 die 00 — ^0
19. a -st d — 8, cc und
21. a -st 1> — s, / und cc — /I;
23. Aus einer Seite u und den

zn der Seite a gehörige Höhe 8 und den Flächeninhalt 1 zu berechnen.
a sin /7 sin sin /7 sin

sin w ' 2 sin«
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24. Die Seiten eines Dreieckes zu berechnen, wenn der Flächeninhalt 1'
und die Winkel ce, /?, 7 gegeben sind.

25. Aus dem Umfange 2 s und den Winkeln ce, A 7 eines Dreieckes
die Seiten und den Flächeninhalt zu berechnen.

Durch Anwendung Z. 388 und Z. 362, 23 erhält nian
— s.siu z « — s.siu /S — s.siu j /
oos^oos j/' ovs^-r oos^/ 60S « vos z/r '

1 — 8°.tLUA 2 « tSUA 1 /S tsNA j

II. Anwendung der ebenen Trigonometrie.
I. Aufgaben aus der Planimetrie.

Z- 381. In einem Kreise (Fig. 177) sei der Halbmesser OA^i-, die
Sehne AL^-s, der zugehörige Centriwinkel AOL-^cr; ferner sei zl der
Flächeninhalt des Dreieckes AOL, L der Flächeninhalt des Kreissectors
AOL'und k der Flächeninhalt des Kreissegments AL HA.

und s; zu suchen a.

2r

und «; zu suchen 8, u, L

^2-
F M rH ?r« . l

3. Gegeben 8 und ce; zu suchen I-, ^l, L und t.
s , s° . , ^7, s°?r «

2 siu H «' 4^ ^0 - 8 sin ' 180°'

1 — ff - — eot j cc^.4 H2 siu «° ISO" /

Z. 382. Die Seite eines regulären u-Eckes sei 8, der
Flächeninhalt t, der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises
r und der Halbmesser des umgeschriebeneu Kreises L; aus u
und einer dieser Größen die übrigen zu bestimmen.

In dem rechtwinkligen Dreiecke A?0 (Fig. 177) ist

Ax-^A-, AOL---^, 0L-H' und 0A--K. Man hat daher

s . 180" 7, . 180° K 180°— r tg.UA - — L. siu - - r — 14 oos -.2 Oy u ' u
r us° . 180° 2 180"l — Q8.-7-— —eot — — nr-tuiiA2 4 u o

uR^ - 860"- -77- 8IH -2 n

Z. 383. Aus den Winkeln ce, A 7 eines Dreieckes und dem
Halbmesser k des ihm umgeschriebeneu Kreises die Seiten zu
berechnen.
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Nach Z. 368 ist
a — 2 L sin«, d---2ksinA o —2 k sin-/.

8. 384. Aus den Winkeln «, /S, / eines Dreieckes und dem
Halbmesser r des ihm eingeschriebenen Kreises die Seiten zu
berechnen.

Ist (Fig. 106) 01) — OL — 01? — r der Halbmesser des dem
Dreiecke AI3O eingeschriebenen Kreises, so ist

13 L — r eot H A L 0 — r oot daher

a — r (eot -s- oot 1 /) — r sin z i/?-)-/)_r 608 4 "_
sin j /S sin 1 sin 1 sin '

Ebenso erhält man
_ r eos z

sin j « sin '
i- eos 2

sin z« sin

§. 385. 1. Den Flächeninhalt 1 eines Parallelogramms zu
finden, wennzweiSeite na, d und der von ihnen ein geschlossene
Winkel cc gegeben sind.

Man erhält f — ab sin «.

2. Den Flächeninhalt k eines Viereckes zu bestimmen, wenn
dessen Diagonalen x und g und ihr Winkel <x gegeben sind.

Bestimmt man die Flächeninhalte der vier Dreiecke, in welche das Vier¬
eck durch die beiden Diagonalen zerlegt wird, nach 8- 377, 1) und addiert
dieselben, so ergibt sich

1 sin ho.

zu

den

2. Aufgaben aus drr praktischen Geometrie.

8. 386. Die Höhe K eines Gegenstandes A13 (eines Thurmes)
bestimmen.

1. Wenn man zu dem Fußpunkte A messen kann.
Man messe von einem Punkte 0 aus die Strecke OA — a, und in 0

Höhenwinkel A 0 13 — «; dann ist b — a tanA «.
2. Wenn man nicht zu dem'Fußpunkte A messen kann.
Man messe in einer durch 13 gehenden Verticalebene die Strecke 6 O — a

Standlinie und in ihren Endpunkten die Höhenwinkel A.0L — a und
k sin « sin /S

als

AD 13 — /S- dann ist Ir — .-' ' " sin («— /S)

8- 387. Die Entfernung zweier Punkte A und 13 (Fig. 178)
auf dem Felde zu bestimmen, wenn sich dieselbe wegen eines
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Fig. 178. dazwischen befindlichen Hindernisses
nicht unmittelbar messen lässt.

Man messe von einem dritten Punkte 0
ans die Strecken 0 8 — a und 0 7^. — b, sowie
den Winkel 7^. 6 8 — 7. Daun ist

«S.N4. M. b>.

wo tan§ -> --

Z. 388. Die Entfernung zweier Punkte und 8 (Fig. 179)

Fig. 179.

t,'

auf dem Felde zu bestimmen, wenn man
nur zu einem derselben kommen kann.

Man wähle einen dritten Standpunkt 0,
von dem man zu einem der beiden Punkte
oder 8 hin messen kann, und messe die Strecke
8 0 u, sowie die Winkel 8 — /S und 0 — 7.
Dann ergibt sich nach Z. 373

Sill t/?

ß. 389. Die Entfernung zweier Punkte 7^. und 8 (Fig. 180)
auf dem Felde zu bestimmen, wenn man zu keinem derselben
kommen kann.

Man wähle zwei Standpunkte 0 und v, messe die Standlinie OD — n
und in ihren Endpunkten die Winkel 7^. 6 8 — 8 0 O — A ^66 — 7

und 7^. D 8 — <1. Dann hat man

m Lvll.. LI> - -- b !H. z?s>,

„LE. .4N - (z. Z74, Zu,.!.,,

wo tunA P —

Fig. 180.

Z. 390. Beim Tracieren einer Eisenbahn wurden die
Geraden 7^.6 und 86 (Fig. 181) ausgesteckt und ihr Winkel 7^.08
— « gemessen; es soll der die beiden Geraden berührende
Kreisbogen vom Halbmesser r ausgesteckt werden.
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Zur Festlegung der Berührungspunkte 1 und
' ' ' hat man

OT^OT^reotza.
Zur Bestimmung der Nlitte LI des Kreisbogens

/ X braucht man, wenn Lik _l_ OD ist, nur die Strecken
-M -x^, x i Lik zu kennen; mau hat nun, da LIDk —

00° — a ist,
/" kk r LOS z «, Lik — Ok - 01)^1- — r sin z

Will man zwischen LI und 'I' anch mehrere Zwi¬
schenpunkte des Kreisbogens LID erhalten, so denkt

man sich denselben in n gleiche Theile Im, mmh.. getheilt, deren jeder dem

Winkel 1 LI 0 k — (90° — entspricht; dann ergibt sich, wenn

mx, m'xh..zu Ok normal sind, zur Bestimmung der Punkte m, mH..
p D — r siri /J, m x — r — r Los <S;

— r sin 2/?, i' — roos2/S; u. s. W.
391. Die Hohe einer Wolke aus deren Bilde in dem

Spiegel eines Teiches zu bestimmen.

Fig. 182. Ein Beobachter (Fig. 182) befindet sich in
der Höhe k — ll über dem Spiegel eines benach¬
barten Teiches k>; er visiert nach einem markierten
Punkte 0 einer Wolke und misst den Winkel 0 kl /S,
den diese Visierlinie mit der durch sein Auge gehenden
Horizontalen ^VII bildet. Die Wolke spiegelt sich im
Teiche, der Beobachter sieht ihr Bild in der Richtung

und misst den Winkel kl^v — «, den die
Richtung zum Bilde mit der Horizontalen einschließt.
Zu suchen ist die Höhe 0 L — x der Wolke über dem
Teichniveau aus ll, «, /?.

Aus /X o k O ist x — 0 O . sm 0 k> kl, und
da nach dem Spiegelungsgesetze W. OOkl — ^.vk — « ist, hat man x —
0 O . sm «.

Die Länge Ov ergibt sich aus dem Dreiecke O^O; es ist
O I) : D — sm O D : sin O k) — sin (cc -s- A : sm (cc — /?);

daher 01) ^k>.

Endlich ist aus Zxk> die Länge LV—Folglich ist

x — l« -k
' sin (v- — ,?)'

Z. 392. Aus drei ihrerLage nach auf dem Felde gegebenen
Punkten k, 0 die Lage eines vierten Punktes O zu bestim¬
men, wenn man nur die Winkel messen kann, welche die von v

MoLnik, Geometrie für die oberen Clanen 13
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Fig. 183.

cin die drei Punkte gezogenen Visierlinien bilden. (Pothenot'sche
Aufgabe oder Problem des Rückwärts ein sch neidens beim Messtisch.)

Es sei das Dreieck ^L80 (Fig. 183) gegeben, und
zwar 80 a, ^.0 b, W. L08 0. Man messe
in dem der Lage nach zu bestimmenden Punkte O die
Winkel 81) 0 — « und D 0 — A

Setzt man 0 8 v — x und 0 v — so ist x -j-
— 360° — (a -j- /S -s- 0), somit bekannt. Da s,: 08 —
siu cr: siu x und 5 : 0 O — sin /S : siu ist, so folgt

siu x l> siu « , ,
. — — . - , daher8111^ L8IU/S /

siu X — sin d sin « — L sin eot » — 1
sin x -s- sin x d sin <r -s- a siu eot <x -s- 1'

wenn der Winkel f/> so bestimmt wird, dass cot <x — ist; oder

sAWP^oot (45°Z-yi) (8. 358, 37 und 8- 362, 10); folglich

tauA 4 (x — ^) ^ tauK (x -j- /) oot (45° Z- ->).
Aus (x -s- und 4 (x — ^) erhält man x und sf. Dann ist

V, _ s, sin <«-s-x) D _ d </b-px) 0 _ asiirx _ b sin x
sin « sin sin « sin ck

N-I- 184.

8'

der eine in 8,Zwei Beobachter,
Augenblicke die Zenithdistanz des Mondes, d. i. die Winkel 8 LI — 2 und
0 LI — Aus 2, 2H 6, 6' und dem Halbmesser r der Erde ist die Ent¬

fernung ä zu bestimmen.
Aus dem Vierecke LI 8 0 0 ist x -j- / gegeben, denn
(x -s- 7) ch- (180° — 2) -j- (b -j- 5") Z- (180° — 2') — 360°,

daher X -j- — (2 -j- 2') — (d -j- 1>')... 1).
Um jeden der Winkel x -j- einzeln zu bestimmen, hat mau

aus ZX^I08. .r : ä — sin X : LIU (180° — 2),
aus />MO0. .r : ä — siu / : siu (180° — 2'),

mithin siu x : siu — siu 2 : sin 2H ünd hieraus

Wie gestaltet sich die Auflösung, wenn O innerhalb des Dreieckes iv L 0, oder in der
Strecke liegt?

8- 393. Die Entfernung OLI---ä (Fig. 184) des Mondes LI
von dem Erdmittelpunkte 0 (die
geocentrische Entfernung des Mondes) zu
bestimmen. (P ar al lachsen-Aufgabe.)

Es seien 0 2 und 0 die Vertical-
linien zweier Beobachtuugsorte 8 (Stock¬
holm) und 0 (Cap) unter demselben Me¬
ridian; ist ein Punkt des Äquators,
so ist 8 — 5 die geographische Breite
von 8, ebenso ^0 — IL jene von 0.
der andere in 0, beobachten in demselben
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(sin x -j- sin /) : (sin x — sin ^) (sin 2 -j- sin 2') : (sin 2 — sin 2'),
oder mit Rücksicht auf Z. 358, Form. 37)

tanA : tan§ - tan§ : tanA - P.

Aus 1) und 2) erhält umu x -j- 4- und x — und daraus x und
Dann folgt aus /X, LI 0 8 oder zX 0 0

ä -- oder ä —SM X SM
Für r-s-1, st-Pst' ^-93° 15'27", 2 — 33° 20'24", 2'^61 ° 13'33"

erhält man ä — 62'46.

3. Änfgabrn ans der Ztrrromctrir.
Z. 394. Gegeben ist eine Strecke 8 im Raume und ihr

Neigungswinkel « gegen eine Ebene Lidl; man bestimme die
Projektion s der Strecke auf die Ebene.

Es sei LV — 8 (Fig. 185) die gegebene Strecke, La 4. LIstl und
864. LI Li, also al> — s die Projektion der Strecke auf LH Zieht man
in der Ebene LVast die Lv'^ast, so ist Lst' — ast und VLst' — cc;
aber L st' — LV eos «; daher s — 8 00s «.

tz. 395. Gegeben ist ein Dreieck v und sein Neigungs¬
winkel « gegen eine Ebene LILl; man bestimme die Projektion
ä des Dreieckes auf die Ebene, ck — O oos «.

Beweis. Das Dreieck I) sei LLO (Fig. 185). Man kann immer
durch einen Eckpunkt L desselben eine mit LI Li parallele Ebene Ll'stl' legen,
welche das Dreieck LVO in LV schneidet. Dann ist die Projektion Lst'o'
des Dreieckes LLO auf die Ebene Lvstl' offenbar kongruent mit der Pro¬
jektion asto desselben auf die Ebene LIlD Die LV theilt sowohl das
Dreieck LLO in die Dreiecke Lvv und LVO, als auch dessen Projektion
Lst'o' in die Dreiecke LV 6' und Lvo'.

Zieht man LL' 4, LV und verbindet V' mit 6', so ist VL'st' —a,
daher v'st' — LV' Los «. Nun ist ZX^-D^ — ^Lv . LV' und /XLV6'
— 1 LV . v'st' — z LV.LV' LOS « — zX-^D OOS K. Ebenso erhält man

Fio. 185. /X Lvo' — /X . LOS a; somit ist cl —
/X Lvst' -s- zX^vo^(/X^VL -s- LVO).
LOS tt — O LOS tt.

..§.396. Gegeben ist ein Vieleck v
und sein Neigungswinkel « gegen eine
Ebene LI Li; man bestimme die Projek¬
tion p des Vieleckes auf die Ebene.

x — v LOS «.
Folgt aus Z. 395, wenn das Vieleck durch

Diagonalen in Dreiecke zerlegt wird.
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ß. 397. In einer dreiseitigen Pyramide sind die Flächen¬
inhalte ts, 1z, 1g dreier Grenzflächen nebst den von ihnen gebil¬
deten Neigungswinkeln «z, «z, gegeben; man bestimme den
Flächeninhalt 1^ der vierten Grenzfläche.

Da jede Fläche der dreiseitigen Pyramide gleich ist der Summe der
Projektion der übrigen drei Flächen auf dieselbe, so hat man, wenn A, /Sz,

die Neigungswinkel der Flächen 1^, 1z, 1z mit der Fläche 1^ bezeichnen,
1, — 1? LOS «g st- Ig 008 «2 st- I4 008 /S, ,

1z 1^ 00s «g st- 1g 00s st- I4 008 /Sz,

1g — 008 «2 st- 1z 008 «1 st- I4 008 /Sg,

1, — 008 A st- 1z 008 /Sz st- 1g 008 /Sz.

Mnltipliciert man diese Gleichungen der Reihe nach mit ts, 1z, 1g, 1^
und subtrahiert daun die Summe der ersten drei von der vierten, so folgt
1/ — 1^ st- f^2 20s Kg — 21^ 1g 008 «z — 21z 1g 003 ttj.

Drücke diese Beziehung in Worten ans!

Z. 398. Den Inhalt v eines Parallelepipeds zu berechnen,
dessen Grundfläche bestimmt ist und dessen Seitenkante 0 mit
der Grundfläche den Neigungswinkel P bildet.

Ist die Grundfläche ein Rechteck mit den Seiten a und b, so findet man
v — a b o siu P,

Ist dagegen die Grundfläche ein schiefes Parallelogramm, dessen Seiten
u und b den Winkel / einschließen, so hat man

v — a, l) o 8IN / 8IU P.

Z. 399. Zu bestimmen ist (ZZ. 334 und 335, Fig. 167) a) eine
Kugelmütze LI, wenn r und der Centriwinkel A 0 L — « gegeben sind; 6)
eine K n g e l z o n e 2, wenn r und die Winkel A O 8 — ce und A 0 0 — eck
gegeben sind.

a) LI — 21'2 7r (1 — 008 «), b) 2 — 2 r? Ät (008 cr —. 008 eck).

4. Aufgaben ans der mathematischen Geographie.
Z. 400. 1. Den Meridianbogen l> der Erde, den man von

einer Höhe ll übersehen kann, zu bestimmen, wenn der Halb¬
messer der als Kugel betrachteten Erde r ist.

Für das Gradmaß des Bogens « erhält man 008 « — .

Ans « wird dann nach Z. 185 die Bogenlänge d bestimmt.
2. Den Halbmesser 9 eines Parallelkreises der Erde aus

der geographischen Breite zu bestimmen, wenn der Halb¬
messer der Erde r ist.

(> — r 008 ho.

Z. 401. Das Netz einer stereographischen Äquatorial-Pro-
jection der Erdkugel zu entwerfen. (Fig. 186 stellt einen Quadranten
des Projectionsnctzes dar.)
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Bei dieser Projectionsart pro-
jiciert man die Parallel- und die
Meridiankreise ans einem Punkte
O des Äquators auf diejenige
Meridianebene, welche mit der
durch 0 gehenden Berührungs¬
ebene der Erdkugel parallel ist.
Die Projectionen des Äquators
und des durch O gehenden Me¬
ridians sind Strecken, die Pro¬
jectionen aller übrigen Parallel¬
und Meridiankreise sind wieder
Kreise, und zwar schneiden sich
diese unter denselben Winkeln,
wie die projicierten Kreise. Die

Mittelpunkte der einzelnen Projectionskreise liegen auf den Verlängerungen
der OH und der HO. Als Bestimmungsstücke derselben erhält man:

u) für die Projection ^.L eines Parallelkreises von der geographischen
Breite P, wenn OH — OH —r gesetzt wird und LI) eine Tangente des
Kreises OLH ist, wegen LOO — LOH — <x,

Halbmesser O — O L — iaot P,

Abstand 0 — n, — I- aot ho — r tanK ;

I)) für die Projection 0° 0 eines Meridians von der Länge in Bezug
aus den durch 0 gehenden Meridian, wenn HO eine Tangente des Kreises
H 0 und 0° O HO ist, wegen HOO — OHO —

Halbmesser O O O N —

Abstand 0 0 — — r vot — r tauA .

5. Übungsaufgaben.

tz. 402. Aus der Planimetrie.

1. In einem Rechtecke ist die Diagonale ä und der Winkel P, welchen
sie mit einer Seite bildet, gegeben; berechne die Seiten und den Flächeninhalt.

1 u. Wie groß ist die Fläche eines Rechteckes, von dem die Differenz
zweier zusammenstoßendcr Seiten 40 om, ist und der Winkel der beiden
Diagonalen 36" 20' beträgt?

1163'1 cm-.
2. Aus den Seiten a und 6 eines Rechteckes die Winkel zu bestimmen,

welche die Seiten mit einer Diagonale bilden.
3. Aus den Diagonalen ä und <L eines Rhombus die Winkel desselben

zu berechnen.

Fig. 186.
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3 a. Die Seite eines Rhombus ist a —25 am, ein spitzer Winkel des¬
selben a —38°0"2"; wie groß ist der Nadins eines Kreises, welcher mit
diesem Rhombus gleichen Inhalt hat?

r — v?r Sill «.

4. Aus einer Diagonale 4 eines Parallelogramms und den Winkeln y>
und P, welche dieselbe an ihrem einen Endpunkte mit den Seiten bildet, die
Seiten zu berechnen.

5. In einem Parallelogramm sind die Diagonalen 4 und 4' nebst dem
von ihnen eingeschlossenen Winkel / gegeben; bestimme die Seiten und die
Winkel des Parallelogramms.

5 a. Die Seiten eines Parallelogramms sind zu berechnen, wenn die
beiden Diagonalen 4 —84-5 em, <ch—364 em und der Flächeninhalt
1—14280 em? gegeben sind.

2k
Sill 8 — - —.

6. Aus den beiden parallelen Seiten a und 5 und dem Flächeninhalte 4
eines gleichschenkligen Trapezes die Winkel desselben zu berechnen.

6 a. Ein gleichschenkliges Trapez hat die parallelen Seiten a — 94 m,
d^68m. und den spitzen Winkel a —65° 5" 43"; wie groß ist der Inhalt?

. (s.4-4) (a-b)k —---tLIix «.

7. Die Seiten und die Winkel eines gleichschenkligen Trapezes aus einer
Diagonale 4 und den Winkeln und P, welche sie an ihrem einen Endpunkte
mit den Seiten bildet, zu berechnen.

7 a. Von einem gleichschenkligen Trapeze sind die Schenkel o — 8 mr.
und der Radius des umgeschriebenen Kreises r —10 m gegeben; die Fläche
soll den fünften Theil der umgeschriebenen Kreisfläche betragen; wie groß sind
die Seiten und Winkel dieses Trapezes?

s — 18'08 m, v — 5'95 m, « — 40°53" 15".

8. Aus den beiden parallelen Seiten n und 6 eines Trapezes und den
der Seite a anliegenden Winkeln « und /S die nicht parallelen Seiten zu
berechnen.

8n. Ein trapezförmiges Feld hat die parallelen Seiten n —425 m,
6 — 325 m. und eine nicht parallele Seite o —200 m; welchen Inhalt hat
dieses Trapez, wenn eine Diagonale 375 m. beträgt?

5 — 66176 --t?.

9. In einem Trapeze sind die größere Parallelseite a, die ihr anliegenden
Winkel « und /S und die mit ihr den Winkel cc einschließende Seite o
gegeben; wie groß ist der Flächeninhalt des Trapezes?
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9 u. Wie groß ist der Inhalt einer trapezförmigen Wiese, wenn die
beiden parallelen Seiten a — 318 m, 5 — 215 m lang sind und die der
längeren Seite anliegenden Winkel « — 63° 45' und / — 58° 40' betragen?

— (»4- vl (s — 'O sin «sin/
2sin<«4-/)

10. Den Flächeninhalt eines zwischen zwei parallelen Sehnen eines
Kreises liegenden Stückes zu bestimmen, wenn die Abstände ä, ä' der Sehnen
vom Kreismittelpunkte und der Halbmesser r gegeben sind.

11. Eine Secante und eine Tangente desselben Kreises schneiden sich
unter einem Winkel von 60°, der äußere Abschnitt der Secante ist gleich 1,
der innere gleich 3; wie groß ist der Halbmesser des Kreises?

11 a. In einem Kreise schneiden sich zwei Durchmesser unter einem
Winkel von 30°; verbindet man ihre Endpunkte, so ist die eine Verbindungs¬
sehne nm 409 m länger als die andere; wie groß ist der Halbmesser des
Kreises?

289'2 m.
12. Welchen Winkel bilden die äußeren gemeinsamen Tangenten zweier

Kreise, deren Halbmesser r und r' sind, und deren Centrale gleich v ist?
13. Drei Kreise mit den Halbmessern ik, r und berühren sich von

außen; bestimme die Winkel, welche die drei Centralen miteinander bilden.
14. Den Flächeninhalt 1 eines Dreieckes zu berechnen, wenn nebst den

Winkeln « -- 65° 28' 14", /S 42° 30' 4" desselben a) der Halbmesser II —
205 mm des ihm umgeschriebenen, d) der Halbmesser r — 150 mm des ihm
eingeschriebenen Kreises gegeben ist.

s.) k — 2 It? sin « sin sin /; d) 1 oot z a eot. z /S eot j /.
15. Die Winkel cc, A / eines Dreieckes und der Halbmesser H des ihm

umgeschriebenen Kreises sind gegeben; man bestimme den Halbmesser r des
diesem Dreiecke eingeschriebenen Kreises.

r — 4H sin z « sin j sin H /.
16. In einem Schuenvierecke 13 O v (Fig. 78) sind die Seiten ^13 — u,

13 6 — d, OO — a, — ä gegeben; man bestimme die vier Winkel «, /?,
/, ch die in derselben Reihenfolge an den Punkten /V 13, O, I) liegen.

tsiiA 2 (g wo 2s s. 4- d 4- L 4- a ist.

17. In einem Sehnenvierecke sind gegeben zwei gegenüberliegende Seiten
a und o, ein Winkel cr und der Halbmesser k des umgeschriebenen Kreises;
berechne die beiden anderen Seiten.

18. In einem Sehnenvierecke sind die beiden Diagonalen iu und n, der
von ihnen eingeschlossene Winkel / und der Halbmesser r des Kreises gegeben;
bestimme die Winkel und die Seiten des Sehneuvicreckes.

19. Ans zwei anstoßenden Seiten a nnd 5 eines TangentenviercckeS,
dem von ihnen eingeschlossenen Winkel /S und dem Halbmesser r des Kreises
die Winkel und die Seiten des Viereckes zu berechnen.
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Iahlcnbtispirle zur Berechnung rrguliirer Litklke.

26. (Das Parallelogramm der Kräfte.) Es seien x und zwei
Kräfte, welche auf einen Punkt unter dem Winkel P wirken und mit der
Richtung der Resultierenden r die Winkel « und O bilden. Wenn von diesen
sechs Größen drei gegeben sind, und zwar:

1) x, 1, yo; 3) p, I', tt; 5) x, r, y); 7) r, oc, /?;
2) x>, <g, a; 4) x, r, /S; 6) x>, «, 8) x, <4, r;

in jedem Falle die drei übrigen Größen zu bestimmen.

27. Wie hoch ist der Stand der Sonne, wenn ein 24 M hoher Gegen¬
stand in der Horizontalebene einen Schatten von 72 nr Länge wirft?

28. Wie groß ist der wahre Durchmesser des Mondes, wenn sein schein¬
barer mittlerer Halbmesser 15' 31'69" und seine mittlere Entfernung von
der Erde 51805 geogr. Meilen beträgt?

29. Wie groß ist der scheinbare Durchmesser der Venus bei einer Ent¬
fernung ä — 5127000 geogr. Meilen von dem Beobachter auf der Erde, wenn
der wahre Durchmesser n — 1680 geogr. Meilen beträgt?

30. Damit ein Gegenstand in der normalen Sehweite von 25 om. sichtbar
sei, muss sein Sehwinkel mindestens 40" betragen; wie groß muss daher der
Durchmesser eines sichtbaren Gegenstandes mindestens sein?

31. Unter welchem Winkel <p sieht ein Mann, dessen Auge 1'6 in über
dem Boden erhaben ist, einen Thurm von 65 Höhe in der Entfernung
von 85 M?

Z. 403. Aus der Stereometrie.

1. Die Grundfläche eines Prismas ist ein Dreieck, welches die Winkel
«, A / hat und einem Kreise vom Halbmesser U eingeschrieben ist, die Seiten-
kauten desselben sind gleich s und gegen die Grundfläche unter dem Winkel
geneigt; wie groß ist das Volumen des Prismas?

V — L s II" sw « sw sw / sw P.
2. Gegeben ist der Kubikinhalt V einer geraden Pyramide mit qua¬

dratischer Grundfläche und der Neigungswinkel a der Seitenkante gegen die
Grundfläche; bestimme n) die Grundfläche, 6) die Seitcnkante.
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2 a. Von einer dreiseitigen Pyramide ist jede Seitenkante 40 cn», lang,
von der Grundfläche sind zwei Seiten 23 ein. und 12anr und der von ihnen
eingeschlossene Winkel 74" 52'42" gegeben; wie groß ist der Inhalt dieser
Pyramide?

V — 1695'6 cm^.
3. In einer regulären inseitigen Pyramide ist a die Grundkante, s die

Seitenkante; wie groß ist a) die Oberfläche, k) das Volumen?
3 a. Von einer regelmäßigen zehnseitigen Pyramide sind die Seiten¬

kanten s — 132 om. lang und gegen die Basis unter dem Winkel cr — 35° 15'
geneigt; wie groß ist der Inhalt dieser Pyramide?

V — H 8^ sin 2 « oos « bin 36".
4. Die Oberfläche und das Volumen einer regulären n-seitigen Pyramide,

deren Grundkante s, und deren Höhe der doppelte Halbmesser des um die
Grundfläche beschriebenen Kreises ist, zu berechnen.

5. Das Volumen einer regulären Pyramide, die zur Grundfläche ein
n-Eck mit der Seite a hat, ist v; wie groß ist der Neigungswinkel einer
Seitenkante gegen die Grundfläche?

6. In einem regulären Pyramidenstumpfe ist die größere Grundfläche
ein Achteck mit der Seite s., die Projection einer Seitenkante auf die größere
Grundfläche x> und der zugehörige Neigungswinkel cr; berechne a) die Ober¬
fläche, 3) das Volumen des Stumpfes.

7. Wie groß ist s.) die Oberfläche, 1>) das Volumen eines geraden
Kegels, dessen Seite 8 mit der Grundfläche den Neigungswinkel y, bildet?

7 a. Der Inhalt eines geraden Kegels sei V und die Seitenlinien des
Kegels seien unter dem Winkel cr gegen die Basis geneigt; wie groß ist die
Mantelfläche? -

Li ---
V > SIL «/ 608

8. Die Manteloberfläche und das Volumen eines geraden Kegels aus
dem Halbmesser r der Grundfläche und dem Winkel cr am Scheitel eines
Achseuschnittes zu berechnen.

9. In einem schiefen Kegel ist die Achse a gegen die Grundfläche, deren
Halbmesser r ist, unter dem Winkel cr geneigt; wie groß ist die Höhe, die
größte und die kleinste Seite des Kegels?

10. In einem schiefen Kegel ist cr der kleinste Neigungswinkel einer
Seite mit der Grundfläche, Ii die Höhe und x die Projection der Achse auf
die Grundfläche; zu berechnen ist das Volumen.

10 s.. Wie groß ist der Inhalt eines schiefen Kegels, wenn die kleinste
Seitenlinie b desselben 15 ckm. beträgt und gegen die Grundfläche unter
cr — 74° 36', die größte Seitenlinie aber unter — 36° 48' geneigt ist und
die Höhe zwischen der größten und kleinsten Seitenlinie liegt?

— b° 71 SIQ « sill /2
12 sin
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11. Das Volumen eines geraden Kegelstninpses aus der Seite s,
ihrem Neigungswinkel « gegen die größere Grundfläche und der Mantel¬
oberfläche in zu berechnen.

77 8 . ! IN? 8?
V — ——. 8IQ « . > - 608 «" I.

4 1.8'77- ' 3

11 a. Von einem geraden, abgestutzten Kegel mit der Seitenlänge 1 m
ist die Mantelfläche gleich der großen Grundfläche und der Neigungswinkel
einer Seitenlinie gegen die Grundfläche 60°; wie groß sind die Radien und
die Mantelfläche?

R — 1'707 m, r — 1'207m, in — 9'071»?.

12. In einem geraden Kegelstumpfe sind li und I- die Halbmesser der
Grundflächen und v das Volumen; wie groß ist a) der Neigungswinkel «
der Seite gegen die größere Grundfläche, 1>) die Seite s, e) die Mantelober¬
fläche in des Stumpfes?

3 v R — r 7r (R? —
lAllA tt — ,,8— , IN — -.

rr — r") ovs « oos «
12 a. Wie groß ist der Inhalt eines geraden Kegelstutzes, wenn die

Mantelfläche 194'35 die Seite 7'9 am. und der Neigungswinkel der
letzteren gegen die Grundfläche 84° 28'30" beträgt?

V — 379'9 cn?.
13. In einem schiefen Cylinder ist die Achse a gegen die Grundfläche,

deren Halbmesser r ist, unter dem Winkel « geneigt; berechne a) den Flächen¬
inhalt des zur Grundfläche normalen Achsenschnittes, b) das Volumen des
Cylinders.

14. Wie groß ist a) die Rotationsfläche, b) der Rotationskörper eines
regulären Zwölfeckes mit der Seite a um eine dasselbe halbierende Diagonale
als Achse?

15. Ein Dreieck, in welchem zwei Seiten a und 5 den Winkel / ein-
schließen, dreht sich um die dritte nicht gegebene Seite; wie groß ist das
Volumen des Rotationskörpers?

15 a. Ein Dreieck mit der Seite 5 —5-7m und den beiden anliegenden
Winkeln « — 54° 36', / — 74° 54' rotiert um d als Achse; wie groß ist die
Oberfläche und der Inhalt des Rotationskörpers?

. 2-rl? . . /-9 " « d°rr/sm«smvV0 — sm « sm / sm— nlls : v — —i- tsm 2 i! ' 3 V sm /S /
16. Die Oberfläche einer Kugel ist 0, eine Calotte derselben ra; be¬

stimme den Centriwinkel « des Vogens, durch dessen Umdrehung die Calotte
erzeugt wird.

17. Aus dem Volumeu v eines Kugelsectors und dem Winkel « des
Achsenschnittes den Halbmesser r der Kugel zu finden.

18. In einer Kugel, deren Volumen v ist, wird ein gerader Kegel be¬
schrieben, dessen Winkel am Scheitel des Achsenschnittcs « ist; wie groß ist
das Volumen des Kegels?
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18 a. Einer Kugel von 0 -- 50 Oberfläche soll ein gerader Kegel
eingeschrieben werden, welcher an der Spitze den Winkel « — 34" 18'36" hat;

wie groß ist der Inhalt des Kegels?
2/r . «'X2

V — « 608.

19. Die Achse a eines schiefen Kegels bildet mit der Grundfläche, deren
Halbmesser r ist, den Neigungswinkel «; wie groß ist der Halbmesser der um

den Kegel beschriebenen Kugel?
20. Ein Kreissector, dessen Centriwinkel oc und dessen Halbmesser r

ist, dreht sich um den zur Sehne seines Bogens parallelen Durchmesser; wie
groß ist a) die Oberfläche o, 6) das Volumen v des Rotationskörpers?

0 — 8in o ch v — —— sm .

21. Gegeben sind der Halbmesser II und r der größeren und der klei¬
neren Grundfläche eines geraden Kegelstumpfes und der Neigungswinkel « der
Seite mit der größeren Grundfläche des Stumpfes; bestimme die Höhe einer
Kugelmütze, welche der Manteloberfläche des Kegelstumpfes gleich ist und zu
einer Kugel gehört, welche die Höhe des Stumpfes zum Halbmesser hat.

22. Wie hoch muss ein Berg mindestens sein, damit man seine Spitze
vom Meere aus noch in einer Entfernung von 100 Kilometer sehen kann?

23. Wie groß ist die Fläche der Erde, die man in einer Höhe von 75 nr.
übersieht?

24. Wie viel geogr. Meilen hat der Parallelkreis von Wien in der
geogr. Breite von 48" 12'35"? (Halbmesser der Erde— 858'474 geogr.

Meilen.)
25. Bei welcher geogr. Breite beträgt ein Grad des Parallelkreises

8-623 geogr. Meilen?
26. Zwei Orte der Erde liegen auf dem yoten Grade nördlicher Breite

und haben eine östliche Länge von bezüglich und ; wie weit sind dieselben
längs ihres Parallelkreises von einander entfernt?

P---47"Ü8', ^42° 15', 1'^-3!" 37', 858'474.
27. Zwei Orte haben gleiche geogr. Breite P (48" 12' 35"), ihre

Mittage differieren um ra (10) Minuten; wie groß ist ihr Abstand längs des

Parallelkreises?
28. Zwei Orte von gleicher geogr. Breite y> (74" 4') sind längs des

Parallelkreises o (442) Meilen vvu einander entfernt; wie viele Grade beträgt
der Unterschied ihrer geogr. Längen?

29. Bestimme die Höhe und die Oberfläche a) der heißen Zone, 6) der
gemäßigten Zone, o) der kalten Zone der Erde, wenn man den Erdhalbmesser
i- —858'474 geogr. Meilen und §c> —23°28' als den Abstand des Polar¬
kreises vom Pole, wie auch als den Abstand des Wendekreises vom Äquator
annimmt.
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Dritter -Abschnitt.
Sphärische Trigonometrie.

L. Auflösung der sphärischen Dreiecke.
1. Rechtwinklige sphärische Dreiecke.

ß. 404. Ein sphärisches Dreieck kann einen, zwei oder auch drei rechte
Winkel enthalten. Sind alle drei Winkel eines sphärischen Dreieckes rechte, so
sind die drei Seiten Quadranten; kommen zwei rechte Winkel vor, so stehen
denselben ebenfalls Quadranten gegenüber und die dritte Seite muss ebenso
viele Grade enthalten wie der dritte Winkel. Diese beiden Fälle geben also
zu keiner Aufgabe Anlass, und es brauchen hier nur solche sphärische Dreiecke
betrachtet zu werden, welche bloß einen rechten Winkel enthalten.

Trigonometrische Lehrsätze über das rechtwinklige sphärische Dreieck.

H. 405. Es sei L.LO (Fig. 187) ein bei A rechtwinkliges sphärisches
Dreieck, und 0 der Mittelpunkt der zugehörigen Kugel; k> und o seien die
Katheten, L und 0 die ihnen gegenüberliegenden Winkel und a die Hypotenuse.

Setzt man zunächst alle drei Seiten und die Winkel L und 6 kleiner
als 90° voraus, zieht Ovck_O^, 0L^,08, und verbindet D mit L,
so ist (Z. 219, 2) Ov Ebene ^.OL; VL ist dann die Projection der OL
auf A 0 L, und daher ck. O L (Z. 210); mithin ist Winkel 6 v L —

Fig. 187.
(7

1. Man hat nun
0 L — 0 0 . 608 a,
O D — O I) . 608 6 — 00.608 k> 608 0;

daher O 0 . oc>8 a — O 0 .008 1> 008 o, mithin
608 s. — 608 io 608 6. . . 1) ;

d. h. derCosinusderHypotenuse i st gleich
d e m P r o d u c t e a n s d e n C o s i n n s d e rb e i d e n
Katheten.

2. Ferner ist 6 v — 0 0 . mir b,
6 O — 0 . 8in L — 0 0.8iir n 8in L;

mithin O 0.8IU l> — O 6.8iii a 8in L, und folglich
8IU 1> — 8iu a 8111 11. 1

Ebenso erhält man 8IU 6 — Liri a 81Q 0; '
d. h. der Sinns einer Kathete ist gleich dem Products aus dem
Sinus der Hypotenuse und dem Sinus des dieser Kathete
gegenüberliegenden Winkels.

3. Es ist auch
D kl 0 D . 608 L — o 0.81N s, 608 L,

D L — o D . bin 6 — o 0. 608 1) 8IQ 6 — 0 6 . 608 l) 8111 a 8IN 0 (nach 2);
mithin 0 6 . mn a 008 15 — 0 0 . oos l> sin a 8iii 0, folglich
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und analog

« oder

0

a — sin sin 6^
— sin g, sin 8

8 — sin 1>' sin 0
8 --- oot a.oot 6'
d,' — oot 6' oot 0
g, — aot 8. oot 0

g, — sin p' sin o'
1/ — sin s, sin L
IZ — sin I/ sin 0
o' — tanA a.oos 8
o^ — oos POtanA 6
a -n- not 8 oot O

o d
8

nos
608
008
008
008
608
so sind die fünf andern Umsangs¬

eos 8 — 608 I) sin o, 1 Z).
und analog oos 0 — oos o sin 8; s
d. h. der Cosinus eines schiesen Winkels ist gleich dem Products
ausdemCosinnsdergege nüber liegen de »Seite und dem Sinus
des andern schiesen Winkels.

4. Man hat ferner
08 — Ov.tunZ ch
08 — O8.siu 8 — OL.tunK a sin 8 — 08.oos o 1an§ a sin 8

— 08. tunA a oos 0 (nach 3);
daher OD.tunA l> — 0 8.1UNA a 608 0, oder

tsnA l) — tanA a 608 0, s .
t»NA 6 — tUNA g, 608 8 ; s ' ' ' " '

einer Kathete ist gleich dem Products aus
und analog
d. h. die Tangente
der Tangente der Hypotenuse und dem Cosinus des dieser
Kathete anliegenden schiefen Winkels.

5. Auch ist 08 — 08. tau§ b>,
08 — 88.tau§ 8 — 0 8. sin 6 tanA 8 ;

folglich O D.tuuA U — 08.8in 6 tau§ 8, oder
tanA p sin 6 tauA 8, s
tauF o — sin U tanA 0; s ' '

d. h. die Tangente einer Kathete ist gleich dem Products aus
dem Sinus der andern Kathete und der Tangente des der er¬
steren Kathete gegenüberliegenden Winkels.

6. Aus 1) und 3) erhält man endlich
1 oos L oos 0 .608 a — 608 0 608 6 — . - . oderSill 0 Sill tu

oos a — 60t 8 60t 0.6);
d. h. der Cosinus der Hypotenuse ist gleich dem Products aus
den Cotangenten der beiden schiefen Winkel.

Setzt man statt der Katheten l> und 6 deren Complemente lL und o',
so erhält man aus den vorstehenden sechs Formeln

608
608
608
60t
60t
608
Lässt man den rechten Winkel fort,

stücke des Dreieckes:

und die Formeln /S sagen:



Der Cosinus eines Stückes ist gleich dem Products aus den Sinus der
beiden gegenüberliegenden Stücke, oder ist gleich dem Products aus den Co-
tangenten der beiden anliegenden Stücke; doch sind statt der Katheten deren
Complemente zu setzen. (Neper'scher Satz vom rechtwinkligen Dreiecke.)

Zusätze. 1. Die Entwicklung der vorhergehenden Gleichungen beruht
auf der Voraussetzung, dass a, 5, o, sowie 8, 6 einzeln kleiner als 90" sind.
Trifft diese Voraussetzung nicht ein, so darf man nur die Figur in entspre¬
chender Weise ändern und dann das gleiche Verfahren, wie vorhin, anwenden;
man erhält mit Berücksichtigung der Vorzeichen in jedem Falle dieselben
Gleichungen wie früher. Diese haben demnach allgemeine Giltigkeit.

2. Ist in einem sphärischen Dreiecke eine Seite — 90°, so ist das Polar¬
dreieck ein rechtwinkliges; folglich können auch hier die vorhergehenden Glei¬
chungen nach gehöriger Umänderung angewendet werden.

Folgesatz. In der Gleichung oos 8 — OOS 5 sin 6 (in 3) ist sin 0
immer positiv; also müssen oos 8 und eos 5 stets gleiche Vorzeichen haben.

Ist daher 5 90°, und folglich eos 5^0, so muss auch eos 8 0, so-

bk« 13'41"
1o§ tanZ e — 10'09 476
IvK sin 5 — 9.66 406

IvA tanA 0 — 10'43 070
0 --- 69° 38'54".

a. und eine Kathete l).

d' — sin a, sin 8, eos O — not a

mit 8 ^90° sein. Umgekehrt: Wenn 8 90° ist, so muss auch 5^ 90° sein.

Äuflösnngsfällr.
§. 406. I. Gegeben die beiden Katheten 5 und e.
Aus eos a — sin 6' sin o', eos o' — eot 6' eot 8, eos 6' — eot e

oot 0 folgt
. . iLnsd , tLllsoeos a, — eos 5 eos e, tun" 8 — . ° , tan§ .

' o sm o sill b

Es sei z. B. 5 --- 27° 28' 36" und e 51° 12' 8". Man hat
IoA eos 5 — 9'94 802
Io§ eos o — 9'79 697
1o§ eos g. — 9'74 499

a —
IvA tan§ 5 — 9'71 604
1o§ sin e — 9'89 174

IoK tanK 8 — 9'82 430
8----33° 42'49"

II. Gegeben die Hypotenuse

Aus eos n — sin 5' sin e', eos
eot 5' folgt

608 a . D 8IN d tanos deos o—- sm t) — -—, eos — -—-—.
608 0 SIH a a

Obwohl zu sin 8 im allgemeinen zwei Winkel gehören, ein spitzer und

ein stumpfer, so fällt doch hier jeder Zweifel weg, da 8 90° angenommen

werden muss, je'nachdem 5 90° gegeben ist.



223

III. Gegeben eine Kathete 5 und ihr gegenüberliegender
Winkel 8.

Aus cos lr^ — sin u sin 8, oos o^ — oot 5' oot 8, oos 8 — sin I/

oder ans LOS n — sirr siir oh eos 0 — 60t a eot I)' folgt
008 L tsllA dLOS o ——oos 8 — 7-
LOS b tSllA L

Wenn n gefunden wurde, so können daraus mittelst der Gleichungen für
eos o und LOS 0 die Werte für o und 6 unzweideutig bestimmt werden;
allein zur Bestimmung von u, kennt man nur den Sinus von a, daher lässt
diese Aufgabe zwei Lösungen zu.

IV. Gegeben eine Kathete d und ihr anliegender Winkel 0.
Aus oos 0 — oot a eot I/, eos lr^ — eot 0 oot oh eos 8 — sin Ir^

sin 6 folgt
tunK u — o — siir I> tanK 6, eos 8 — eos 5 siu 0.
V. Gegeben die Hypotenuse a und ein anliegender Winkel 8.
Aus vos — sin a sirr 8, oos 8 — oot a oot oh eos a oot 8 oot 0 folgt

siir y — sin u siir 8, tau^ L — tanZ n oos 8, oot 0 — oos n luirA 8.
Hier ist I> durch sirr d eindeutig bestimmt, da man d 90° annehmen

muss, je nachdem 8 90° ist.
VI. Gegeben die beiden schiefen Winkel 8 und 0.
Aus Los u — Lot 8 oot 6, eos 8 — sirr siu 0, oos 6 — siir o^

sln 8 folgt
.7, . 1. oos L 008 6LOS u — LOt 8 cot 6, LOS 0 — . LOS L — --

8111 6' Sill L

2. Schiefwinklige sphärische Dreiecke.
Trigonometrische Lehrsätze und Forincl» über das schicswinklige sphärische Dreieck.

Z. 407. Es sei ^80 (Fig. 188) ein schiefwinkliges sphärisches Dreieck,
n, y, o seien seine drei Seiten, H., 8, 0 die ihnen gegenüberliegenden Winkel.

Fig. 188. Zieht man durch 6 einen größten Kreisbogen
6V_K^8, und bezeichnet die Bogen ^8, 88 und
0 8 bezüglich durch m, n und p, so ist (S. 405, /S)
in den rechtwinkligen Dreiecken 886 und ^.80

LOS — siir a siu 8, und
oos p' — siir 5 sin ; daher
sin n sin 8 — sirr 5 siir oder
sin a : siir y — sirr Tl. : siu 8;

d. h. in jedem sphärischen Dreiecke verhalten sich die Sinus
zweier Seiten wie die Siuus ihrer Gegenwinkel (Sinus-Satz).
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Analog von
sin a, sin L — sin 5 sin l

erhält man I
sin a sin 6 — sin o sin k ' ' 'v
sin l> sin O — sin o sin L. j

Die Gleichungen I) sind auch dann giltig, wenn der normal gelegte
größte Kreisbogen außerhalb des Dreieckes fällt; man erhält dann nach
dem obigen Vorgänge sin (180° — sin (180° —L) oder sin (180° — 6),
welche jedoch bezüglich mit sin sin L oder sin 6 gleich sind.

Z. 408. 1. Im rechtwinkligen Dreiecke LV 6 (Fig. 188) ist
egg a — sin x' sin n' — oos x oos n — oos p oos (o — na), oder

608 kl — LOS x 608 6 608 IN -s- 608 p sin 6 sin IN.
Nun ist LOS p 608 IN — 608 5, und wegen

608 — oot b oot in' tanA IN — 608 tanA 1),
daher oos x sin IN — ^^-.sin — 608 b tklNA NI — 608 l) tklNA b> 008

— sin b 008
Mit diesen Werten erhält man für 008 kl:

008 Ä — OOS l) 008 0 -s- sin b> sin 0 008 f
Analog erhält man ! n ,

008 0 — 008 a 008 o -j- sin a sin o OOS L, !''' "
OOS o — 008 s, 008 1) -s- sin kl sin l) OOS 6;s

d. h. in jedem sphärischen Dreiecke ist der Cosinus einer Seite
gleich dem Products aus den Cosinus der beiden anderen
Seiten, vermehrt um das Product aus den Sinus dieser Seiten
und dem Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels.
(Cosinus-Satz für eine Seite.)

2. Im rechtwinkligen Dreiecke ^.VO ist
oos ----- oos p sin x — oos p sin (0 — ^), oder
008 — 008 siri 0 008 — 008 p 008 0 sin

Nun ist oos x sin — oos L (H. 405, 3), und daher

008 p 008 V —00^ 008 / — 008 L oot — 008 L . 405, 6)sm z- eoiL o / /

— sin L oos u.

Damit erhält man für oos
008 — 008 L 008 6 — sin L sin o oos kl. I

Ebenso findet man ! n ,.
oos L — — oos oos 0 -s- sin sin 6 oos 5,1' '
008 0 — — 008 008 L -j- sin sin L 008 o; s

d. h. in jedem sphärischen Dreiecke ist der Cosinus eines Win¬
kels gleich dem negativen Products aus den Cosinus der
beiden anderen Winkel, vermehrt um das Product aus den
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Sinus dieser Winkel und dem Cosinus der von ihnen einge-
schlosseneu Seite. (Cosinus-Satz für einen Winkel.)

Die Gleichungen II a) und II 5) sind allgemein giltig, da man die¬
selben Ausdrücke auch dann erhält, wenn der durch einen Scheitel des Drei¬
eckes ^86 ans die Gegenseite normal gelegte Bogen außerhalb dieses Drei¬
eckes stillt.

Z. 409. I. Um aus den Gleichungen II a) logarithmisch bequeme For¬
meln abzuleiten, hat uian zunächst aus der ersten Gleichung:

. 608 L— 608 b oos 6 -
LOS — --—:—:- , daherSill d Sill 6

, . sill b sill 6 4-oos t> oos 6—oos A oos (b—6) — ooss
I — LOS i x—I-—-.— ,Sill d Sill 6 Sill o Sill 6
, . . Sill d sill o — oos b oos 6 -4 vos Los L — 608 (b q- o)
I -U LOS ^4 —--. , .--—-. , .-,Sill b Sill 6 Sill b Sill 6

oder mit Rücksicht auf 8. 356, Form. 24) und 23), und Z. 358, Form 36)
/ . ^>2 sillz(s-j-b — o) sill H (s,— d-bo)
SlU I —-'-—i—i-,tz 2 / Sill o Sill 6

/ X 2 8ill z (g, -4 t> 4- o) si ll z (b 4- o—s)
s 2 / sill d Sill 6

Setzt man nun u-f-5-fio — 2s, so erhält man die Halbwinkel¬
sätze:

> /sill (b — b) sill (s — o>
2 V sill i) sill 6

eos^--V/^4 °ill(s-^ III 5i).
--2 v LIH d 8IN o

Daraus folgt tan§ 4 V/^.^_sill
' 2 v sill s Sill <s — a)

Auf gleiche Weise findet man auch die Functionen für 4 und 4-

III b).

2. Wendet man denselben Entwicklungsgang auf die Werte für oos a,
LOS d und 608 6 aus den Gleichungen II5) an, so erhält man, wenn

— 28 gesetzt wird, die H a l b s e it e n sätze:
3

^2
3

608

- LOS 8 LOS (8- L.)
sill 8 sill 6 '

/oos j8 — L) oos (8 — 6)
sill ö sill 0

/— LOS 8 608 (8 — L)
608 (8 — L) 60S (8 — 0)

Auf gleiche Weise findet man auch die Functionen für 4 und 4.

Z. 410. Gauß'sehe Gleichungen.
Substituiert man in der Gleichung

sin ^ (^ -f- L) — sin 4 oos -fi oos 4 ^in 4

die Werte von siir 4^ oos 4, oos 4, sin 4 aus III a), so hat man

Močnik, Geometrie für die oberen Classen. 15
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sin z -j- L) 1 / sin <s — b) siv (s — o)
V sin s sin b

V / sin 8 sin (s — s)
V sin v sin o
sin (s — b) F sin (s — a)

sin o

V /sin s sin (s — b)
V sin n sin o
/ sin (s — n) sin (s — o-

sin n sin e
/sin s sin (s — n)

sin n sin d

2 sin j o vos j (n — b) ^08 O ----- °°° j (n —1>) i O
2 sin 1 o eos j o ' oos j o ' 2

daher
sin z (^. -s- L) 608 6 — oos (a — 6) oos o.

Ebenso ergibt sich
sin (K — k) sin j o — sin (a — 6) oos 6,
608 j (K -j- L) 608 1 6 — 608 (a -s- b>) sin H O,
608 H (A — 6) sin 6 — sin (a -j- U) sin 1 o.

IV).

Schreibt man diese Gleichungen in der Form gleicher Quotienten

sin <s -s- II) _ oos (a — l>)
008 6 oos z o '

so gehen aus einer derselben alle übrigen hervor, wenn man auf der einen Seite die ge¬
schriebenen Vorzeichen und auf der andern Seite die Functionszeichen sin und oos ver¬
tauscht.

Folgesatz. Da in der Gleichung
608 -s- L) 608 Io — 608 j (a -f- l)) sin j 6

608 z 6 und sin Z 0 immer positiv sind, so müssen 608 j (K -f- L) und
xos z (a -s- U) stets gleiche Vorzeichen haben. Ist daher a -s- b> 180°,

also 608 (a -s- U) 0, so muss auch oos 1 (t^. -f- L) 0, somit

-s- k 180° sein. Umgekehrt: Ist -s- H 180°, so ist bezüglich auch

aKb 180°.

Z. 411. Neper'sche Analogien (Gleichungen).
1. Dividiert man die vierte der Gaussschen Gleichungen in IV) durch

die dritte, dann die zweite durch die erste, so ergibt sich

tanK L b- ---- — z (HK ' ^"8 ö °
. , , , sin j — 8) . , ? . . . ^

tanA ; - d) zin j(^8) ' - °

2. Dividiert man ferner die erste der Gauß'schen Gleichungen durch die
dritte und die zweite durch die vierte, so erhält man

tan§ ^ (^ -s- Ls — oos I . oot 0
» ooszln-s-V) --

, sin z (a —1>) . ,tanA 1 (t^ — Di -- . , ,—j— . oot 1 6- sin^<a^-v -
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ÄusiösnngsMe.
§.412. I. Gegeben zwei Seitenn nnd und der von ihnen

eingeschlossene Winkel 0.
Die Winkel und 13 ergeben sich aus den Neper'schen Gleichungen Vb>).
Die dritte Seite o kann dann am vortheilhastesten durch Anwendung einer

der Ganß'schen Gleichungen in IV) berechnet werden.
Ist z. B. n --- 97°30'20", d ----- 55°12'10", 0 ---- 39°58', so hat man

I (ab)------76°21'15", 1 (n - b)21°9'5", -^^190591,

IoA 008 (a — 6) ----- 9 - 96 971
loK 00t L 6 ----- 10-43933

20-40904
IoA oos I (a -s- 6) — 9'37 276

Io§ tauA 1 -j- 13) — 11 - 03 628
I (L Z- 13) ---- 84«44'40"

daher 130«20'33",
Zur Berechnung von 0 aus der

008 o ----- , co81 0, oder
2 SIL 1 (ZI— 8) --

loZ 8iu (a — 6)— 9'55731
IoA oot 1 0 ---- 10 43933

19 - 99 664
loK 8iu I (a1>)----- 9'98757

IoA tao§ I (^ — 13) ----- 10-00907
1 (^. — 13)-----45° 35'53"
13 --- 39° 8'47".

Gleichungen in IV) hat man z. B.

sin 1 0 ----- . eo8 I 6 und
SIL z (L — L) -°

erhält nach beiden Formeln 0 — 56°40'16".
Durch die Anwendung mehrerer Gauß'scher Gleichungen erhält man eine

Probe für die Nichtigkeit der Rechnung.
Zusah. Die Seite 0 kann auch unabhängig von und 13 unmittelbar

aus den gegebenen Stücken bestimmt werden; man bedient sich dazu der Gleichung
des Systems II a)

008 0 — 008 a 008 6 -s- 8IN a 8IQ 6 008 6,

welche jedoch durch Einführung eines Hilfswinkels logarithmisch brauchbar zu
machen ist. Es ist

008 0 — 008 a (008 6 -j- 8in 6 tNNA n oos 6).

Wird nun ein Hilfswinkel so bestimmt, dass tanZ -w ------- tanA a 008 0

ist, so hat man dann
008 o — 008 Ä (008 6 -j- 8IN 6 tanA ^)

— °o^ (008 6 008 -s- 8IN 6 sin ^v); somit

008 3. 608 (d—W)
008 6 —-

608 W

§. 413. II. Gegeben zwei Winkel und 13 und die von
ihnen eingeschlossene Seite 0.

Die Werte für die Seiten a nnd b ergeben sich ans den Neper'schen
Gleichungen Vn) nnd den Winkel 6 findet man dann mittelst der Ganß'schen
Gleichungen.

Zusatz. Der Winkel 0 kann auch unmittelbar ans den gegebenen Stücken mittelst
der Gleichung des Systems II d)

15*
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vos 6 — — oos L oos ü -j- sili sili 8 oos v
— vos (— vos L -st sin L tsiiZ vos o)

berechnet werden, wenn man einen Hilfswinkel vv so bestimmt, dass oot rv — tan^ lV vos o
wird. Dann hat man

oos 6 — oos l— oos L 4- sin 8 oot — (— eos 8 sin rv -I- sin 8 vos
sm iV

daher eo, L -- (8 -^
8IQ 1,V

Z. 414. III. Gegeben zwei Seiten s. und d und ein gegen¬
überliegender Winkels-

Für den Winkel 8 findet man aus dem System I)
. -s-» 8IN 8IN >)

8IN 1) — -l-.
8m a

Hier kann 8 im allgemeinen spitz oder stumpf sein und die Aufgabe
lässt zwei Auflösungen zu; nur unter besonderen Voraussetzungen kann das
Dreieck ein eindeutig bestimmtes sein.

Es sei erstlich — 90°. Für a -st 6 180° ist dann auch

iV -st 8 180°, daher bezüglich 8 90°. Die Aufgabe ist eindeutig.

Es sei ferner <90°. Für s -st l> < 180° muss auch -f- 8 > 180°,
somit 8 > 90° sein; die Aufgabe lässt dann nur eine Auslösung zu. Für
s -st d < 180° aber, und somit -st 8 < 180°, kann 8 90° sein, und
cs gibt zwei Dreiecke, wenn nicht der stumpfe Winkel 8 so groß ist, dass
Ze -st 8 180° wäre, was immer eintritt, wenn la ist; in diesem Falle
darf 8 nur spitz genommen werden.

Ist endlich >90°, so hat mau sur s -st la 180° auch -st 8 < 180°,
und somit 8 <90°; das Dreieck ist also eindeutig bestimmt. Wenn dagegen
n -st l> > 180° und daher auch -st 8 > 180° ist, so kann 8 90° sein;
die Aufgabe ist also zweideutig, ausgenommen, wenn der spitze Winkel 8 so
klein ist, dass Z. -st 8 < 180° wäre, was für la n eintritt, in welchem
Falle dann 8 nur stumpf sein kann.

Das Dreieck hat also zwei Auflösungen, wenn
Z.<90°, s.-st la <180° und s.<la, oder
> 90°, n -st la > 180° und a > la ist.

Ist 8 bestimmt, so erhält man für o und 6 aus Vs, und Vla

tanA I c- -- -tan§ 1 (s. -st b),

cot z O I (Z. st- 8).

Es sei z. B. 57° 38h la ^-31° 12', Z. --- 104° 25'30".

Man erhält zuerst 8 — 36 ° 26'25".

Da hier Z.> 90°, s. -st l>< 180°, somit auch Z. -st 8 < 180° ist, so
muss 8 < 90° sein. Ferner hat man
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u -s- I> ----- 88°50'
a — d— 26°26'
L-j- L ----- 140° 51'55"
^. — 8-^- 67°59'5"

1oA sin j(^.-s-8) — 9'97 417
IoA tan§ (a — 5) — 9'37 080

19-34 497
1oK sin (1^ — 8) — 9'74 747

Ic>§ tauA o — 9'59 750
z e ----- 21 ° 35'40"
o-^43° 11'20"

z (a -j- d) --- 44° 25'
z (a — 5) --- 13° 13'
z 8) ---- 70° 25'57-5"
z (^- 8) 33°59'32-5"

Io§ sin -1 (a 5) — 9'84 502
IvK tanA (1^ — L) — 9'82 886

19'67 388
IoK sin (u — 5) — 9'35 914

Io§ eot z 6 ----- 10-31 474
z O ----- 25° 50'54"
' 6 ----51° 41'48".

415. IV. Gegeben zwei Winkel und L und eine gegen¬
überliegende Seite a.

Für die Werte b hat man 81U b --——.

Für o und 6 geben die Neper'schen Gleichungen V u) und V 5)

z o - bw z - ö! - ö - d),

eot z 6 -- - t-^8 z - L).

Da 5 aus siu 6 zu bestimmen ist, so bietet diese Aufgabe nur iu
besonderen Fällen eine einzige Auflösung. Durch ähnliche Folgerungen, wie in
Z. 414, kann man sich überzeugen, dass zweideutige Fälle eintreten, wenn

a < 90°, -s- 8 < 180° und < 8, oder
a >> 90°, L -s- 8 > 180° und > 8 ist.

arre
Zur Bestimmung der Winkel
Z. B. u----50° 54'32", 5^

a---- 50° 54'32"
v--^ 37°47'18"
o — 74°51'50"

u fl- 5 -fi o — 163° 33'40"
8---- 81 °46'50"

8-3,----- 30°52'18"
8-d----- 43° 59'32"
8 — o — 6 ° 55'

Ebenso findet man 8 — 33° k

rer Werren u, r> uno o.
bedient man sich der Halbwinkelsätze.
- 37°47'18", o ----- 74°51'50".

IoK sin (8 — 5) — 9'84 171
lvA 8iu (s — o) — 9'08 072

18-92 243
1oA 81U 8 — 9'99 552f

IoA 8in (8 — u) — 9'71 022f
^H669

loA tunA — 9'60 835
j -4. ------ 22° 5'20"

^4. 44° 10'40"
"45" und 6 ---- 119°55'6".

Zusatz. Sind alle drei Winkel zu berechnen, so ist cs am vorthcil-
haftesten, zuerst

V / sin — s.) sin ( s — b) k-i ii (s — 6> _
V «111 » o
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zu bestimmen; dann ist
I- 8 tLvA r 6 tLllx r

tan§ ran§ (g (s - <-)'

tz. 417. VI. Gegeben alle drei Winkel ^., 8 und 0
Die gesuchten Stücke ergeben sich aus den Halbseitensätzen.
Zusatz. Sind alle drei Seiten zn bestimmen, so wendet man am be¬

quemsten die Substitution
V vos (8 — Z) oos (8 — 8) oos (8 — 0)
V 608 8

an und rechnet nach den Formeln
. L oot 8 . b oot 8 .0 60t 8

(-04 , 004 004 7^7.
2 608 (8 — 2 603 (8 — L/ 2 003 (8 — 0)

008

008

Daun

3. Llstimmiing des Flächrninhaltrs eines sphärischen Dreieckes.
Z. 418. Sind von einem sphärischen Dreiecke der Kugelhalbmesser r und

die drei Winkel 13, 0 gegeben, so ist der Flächeninhalt (Z. 333)
/ „ -4 L -l- 6 — 180°

wo -s- 13 -s- 0 — 180° — e den sphärischen Excess ausdrückt.
Sind nun drei andere Stücke als die drei Winkel gegeben, so lassen sich

ans denselben die drei Winkel, also auch der sphärische Excess und der Flächen¬
inhalt, berechnen. Man kann zwar auch in diesen Fällen besondere Ausdrücke
für den sphärischen Excess entwickeln; dieselben haben aber zumeist eine minder
zweckmäßige Form. Wir beschränken uns daher nur auf die folgenden zwei
Fälle, für welche sich ebenso einfache als elegante Formeln ergeben.

Z. 419. Den sphärischen Excess ein es rechtwinkligen sphäri¬
schen Dreieckes aus dessen zwei Katheten 4 und o zu bestimmen.

Es ist o — 13 -s- 0 — 90°, daher
Los s — Los (— o) — oos (90° — (13 -s- 0)s — sin (13 -s- 0)

— sin 13 LOS 0 -j- LOS 13 sin 0
Sill d. si^o 405, 2 und 4)
Sill L ISNS tLllß^ Sill s,
ksill oos 6 -p- sill o^ 608 ti) LOS s

sili L'.oos d LOS 6
Sill 14 oos o 4-öill (4 oos b ,
-(8- 40-', 1), oder

o -- (°°° °) a-E b °°° °) (Z. 405, 1), somit
1 — oos Los <4 i 1

oos 1)4-oos 6
1 -j- oos b oos o'

erhält man
. (I — oos b) (I — oos o)
1 - oos 6 — -- und

1 -i- oos b oos o
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lich ist
' 1 -j- 603 0 608 6 7io/,

X / i-°os s V / r-°0- b v ° oder
Vi"!" 608 6 V 1 ONS i» Vi"!" 608 0^

tau§ -^- — tau§ 2 . tauZ ° (s. 356, 27).

§. 420. Den sphärischen Excess eines schiefwinkligen sphä¬
rischen Dreieckes ans dessen drei Seiten a, 0 und o zu be¬
stimmen.

Es ist o — -f- 13 — (180° — 6), daher
j o — z jz (^ -fi L) — (90° — z 0)s, folglich nach Z. 358, 38)

sill j (Z.-f-8) — sin (90°— zo) _ sin H (ä.-f-8) — oos H 6
ra.UA 46 — gggz^-I-L)4---os(90°— jO) — oos j(ä.-(-L)-i- Sill LO

(oos (u — d) — oos j os . oos 1 6
soos j (ab) -j- eos j o) . sill 1 0 '
sill 1 (s o — d) sill j (d -I- o — u) 1 0
oos 1 (u -s- b -j- o) oos 1 (s b — o) ' °

Setzt mau a-s-b-j-o — 2s, so folgt mit Rücksicht auf Z. 409, 1
4^ 1 — Sill j (s - d) Sill r (s - -0 x/ Sill 8 Sill (s — o) .

oos j 8 oos 1 (s — o) 'V sill (s — u) sill (s — d)'
ta.UA r s — V tau§ 8 tanA (s — a) tanA (s — 5) tauA (s — o).

Dieser Ausdruck heißt die l'Hulier'sche Formel.

4. Übungsaufgaben.

Beweise, dass für jedes sphärische Dreieck folgende Gleichungen statt¬
finden:

6. siu 6 008 /^. — 008 a siu 0- sin s, 008 0 008 8.

7. 810 L 008 a — 008 siu 0 -s- 8tU oos 0 008 l).

Ans den Systemen II u) und II b), indem in der ersten Gleichung fiir oos b, be¬
züglich für oos 8, der Wert aus der zweiten Gleichung gesetzt wird.

8. oot a siu 1) — oot siu 6 -f- oos 0 oos b.
9. oot siu 13 — oot a, siu o — oos o oos 6.
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Aus 7. und 6., indem für 8in L und sin d bezüglich die Werte
sin a

sin a 8iir L . ,, ,und --—i- gesetzt werden.
8IQ
10 tkmx 4 (s -5 b) tÄUK z (L. -I- S)

(g. — d) tMZ- — ö)'
Aus den Neper'schen Gleichungen in V n).

Leispicle zur Berechnung schiefwinkliger sphärischer Dreiecke.
11. 47-42' 1", 63-15'12", a --- 50° 2' 1",

55-52'43", L--- 88-12'20", 0--- 59° 4'25"; 4---0'4033 r-.
12. 99-28'18", d --- 78-35'34", o --- 68-24'24",

L.----105- 5'32", L--- 73-38'28", 0--- 65-31'34"; 4---1'1215i^.
13. n--- 54° 28', 6---123-43', e--- 73-15'20",

21-17'22", L---158-14'16", 0^ 25-17'35"; 4---0'4333 r^.
14. n--- 55-42'43", 5 --- 120-55'35", 0--- 88-12'20",
L--- 47-52' 1", L---129-57'59", 0--- 63-15'12"; 4--- 1'0632^.

15. 63-14'39", d----107-52'24", o-^125° 5'41",
69-25'11", L---- 93-46'14", 0^-120-55'35"; 4---1'8172 r^.

16. a--- 109-39'21", 6-- 46-42'11", 0--- 69-50',
^---146-58'20", L--- 24-54'47", 0--- 32-54'28" ; 4---0'4327 r-.

II. Anwendung der sphärischen Trigonometrie.
1. Änfgalien ans der Stereometrie.

tz. 422. Die in Z8- 405, dann 407—411 entwickelten Beziehungen
zwischen den Seiten und Winkeln eines sphärischen Dreieckes enthalten (Z. 271)
zugleich auch die Beziehungen zwischen den Seiten (Kantenwinkeln) und den
Winkeln (Flächenwinkcln) eines Drcikants.

Einen im Raume gemessenen Winkel auf den Horizont zu

Es sei ^.OL — rv (Fig. 189) ein im Raume
gemessener Winkel, 0^.' und 0L' seien die Projek¬
tionen seiner Schenkel auf die Horizontalebene HL,
^O^.' — « und LOL' —^3 die Neigungswinkel der¬
selben gegen den Horizont; zu suchen ist der Winkel
^'OL' — x, den die beiden Projektionen in der
Horizontalebene bilden.

Die Ebenen der Neigungswinkel ^.0^.' und
erweitert in der Geraden 0 0, welche zur Horizontal¬

ebene normal ist (Z. 220). Beschreibt man nun in dem Dreikante O^LO
um O eine Kugel, deren Oberfläche die Kanten des Dreilauts in den Punkten
N, L und L schneidet, so erhält man das sphärische Dreieck LILL, in

redu eieren.

Fig. 189.

LOL' schneiden sich
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welchem die drei Seiten LI X — rv, LI? — 90" — «, 17 ? — 90° — O bekannt
sind, und der Winkel I? den gesuchten Winkel x darstellt.

Nach 8- 409, 1 erhält man demnach
X _t / VOS 8 eos (8 —

^0^ L V 608 « oos '

wenn a-s-iS-ch-vr — 2s gesetzt wird.

Z. 423. Ein reguläres Polyeder wird von x m-seitigen Vielecken,

von denen je n in einer Ecke zusammenstoßen und deren Seite s, ist, ein¬
geschlossen; man suche (8. 252 und Fig. 139)

a) den halben Neigungswinkel 4DO-zweier in einer Kante zusammen¬

stoßender Seitenflächen;
b) den Halbmesser 04 — r der dem Polyeder eingeschriebenen Kugel;
o) den Halbmesser der dem Polyeder umgeschriebenen Kugel;

ä) die Oberfläche 0; und
o) das Volumen V des Polyeders.

Aus der dreiseitigen Ecke Ockl^ erhält man,

wenn — P und ^0- — ^ gesetzt wird,

eos O D — und eos 4 00 — ;
81U V 8IQ

daher ist sm — oos 4 00 —
' 2 8111 P

i- ---- eot <x tan§ II ---- 2 P tan§

0 — — oot w, V — — eot tanA —.4 24 o Z

§. 424. Aus den drei Kanten a, d, e eines schiefwinkligen Parallel-
epipeds und den Winkeln 7, /?, cc, welche jene Kanten mit einander bilden,
das Volumen V des Parallelepipeds zu bestimmen.

Nimmt man a, und 5 als zwei Grundkanten an und bezeichnet den
Neigungswinkel der Seitenkante o gegen die Grundfläche durch rv, so erhält
man zunächst

V— a b o sm 7 sm rv.
Wird nun zu dem Dreikante, welches die Kanten a, d, o bilden, ein

sphärisches Dreieck konstruiert, so sind cc, A 7 dessen Seiten; der Neigungs¬
winkel rv erscheint in diesem Dreiecke als der auf die Seite 7 durch den
gegenüberliegenden Scheitel normal" gelegte Bogen. Unter Berücksichtigung der
88- 407 und 409, 1 findet man daher, wenn der von den Dreiecksseiten cc und 7
eingeschlossene Winkel durch L bezeichnet und «-f-F-s-7-----2o gesetzt wird,

sm — sm cc sin U — 2 sm cc sm eos

— Vsiir 0 sm (0 — «) sm (6 — ^) sia (0 — 7);

somit ist V — 2al)o Vsm c» sin (ü — cc) sm (o — /9) sm (o — 7).
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2. Aufgaben ans der mathematischen Geographie und sphärischen Astronomie.
8. 425. 1. Aus den geographischen Breiten zweier Orte

der Erdoberfläche und deren Läng en unterschiede den sphärisch en
Abstand derselben zu bestimmen. (Die Erde wird als Kugel ange¬
nommen.)

Sind LI und LI (Fig. 190) die beiden Orte, so ist ihr Abstand LILI
ein Bogen eines größten Kngelkreises. Es sei k der Pol und AH der

Ng, igo. Äquator; dann sind LI in und Lln die Breiten
dieser Orte, und deren Längenunterschied inn
gleich dem Winkel LI ULI.

/X Sicht man LI in — cc, Li n — /?, in n —
/ v so sind in dem sphärischen Dreiecke LI Lik zwei
-4^^/ s ) Seiten LI k — 90° — cc und LIk — 90° —

L sammt dem eingeschlossenen Winkel LI? Li
V / gegeben, und man hat (nach 8- 412, Zus.)

eos LI LI -
eO3 LV

wozu der Hitsswinkel iv aus tanZ w — cot cc eos berechnet wird.

Man sucht daher zuerst daraus den Bogen LI Li, und verwandelt
diesen in geographische Meilen, deren 15 auf einen Grad gehen.

2. Aus dem sphärischen Ab stände zweier Orte auf der Erde
und ihren geographischen Br eiten den Unterschied ihrer Längen
zu berechnen.

Haben cc, und il die Bedeutung wie in 1. nnd wird die Entfernung
LI Li im Bogenmaße durch ck ausgedrückt, so erhält man (nach 8- 409, 1)

tNNA j 4 -- v 8IN 6 8IN (6 — cs)
wo 26---180° — (cc -s- K Z- ck ist.

8> 426. Es sei 8 (Fig. 191) irgend ein Gestirn, 2 der Pol des Hori¬
zontes HDU oder das Zenith, ? der Pol des Äquators A.VH oder der
nördliche Weltpol, U der Pol der Ekliptik UVO; seiner der Meridian
des Ortes der Erde, dessen Zenith 2 ist. Zieht man durch 8 und durch die

Fig. 191. Pole 2, k, D die größten Kreise 2 8O, ?8U,
1-86, welche somit solgeweise zu IIU, AH,
U6 normal sind, so ist
81) — L die Höhe des Gestirns,
UI) — U2I)-^-rv das Azimuth,
82i — 90°— L — 2 die Zenithdistanz;
8U — ck die Declination,
VU — cc die Nectascension,
HU — HkU — s der Stundenwinkel,
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8k — 90° — cl — PI die Poldistanz in Bezug auf den Äquator;
86l —F die Breite, V6l—die Länge, 8 k —90° — /S

die Poldistanz des Gestirns in Bezug auf die Ekliptik.

Ferner ist V der Frühlingspunkt, kl k --- -o die Polhöhe (zugleich geo¬
graphische Breite) des Ortes der Erde, dessen Zenith 2 ist, und der Winkel
HVO oder der Bogen kk —e die Schiefe der Ekliptik.

Z. 427. 1. EsseiendieNectascensionttund dieDeclination
ö eines Gestirns nebst derSchiefe der Ekliptik § gegeben; man
suche die Länge und die Breite

In dem Dreiecke kk8 (Fig. 192) sind zwei Seiten kk-^e (Z. 426)
und k8 —90°— 6 uebst dem eingeschlossenen Winkel k — 90°-s--x gegeben,
und der Winkel k — 90° — nebst der Seite k8 90° — zu suchen.
Aus ß. 412, Zus-, folgt nun, wenn man dort

g.-^90°—ch lk^90° —k,
Fig. 192. b — L,

2- c-^90° — /S, 0^90°Z-a setzt,
sin-t oos(--I-ll)

e/ oos 11 '
/ x. wo tanK n — oot c) sin a ist.

—Xx Zur Bestimmung von 2 hat man dann
. oos « vos il

2. Wenn k, /t und e gegeben sind, « und 4 zu bestimmen.
Die Auflösung ist analog wie bei 1.

Z. 428. 1. Die Höhe k und das Azimuth >v eines Gestirns
sind nebst der Polhöhe y> des Ortes gegeben; man suche die
Deklination 4 und den Stundenwinkel s.

In dem Dreiecke 2k 8 (Fig. 193) sind zwei Seiten 28 — 90° — Ii
und 2 k — 90° — sammt dem eingeschlossenen Winkel 2 — 180° — iv
bekannt, und der Winkel k — s nebst der Seite k 8 — 90° — 4 zu suchen.

'Setzt man mit Rücksicht auf ß. 412, Zusatz,
Fig. 1S3. g,^90° — ü, ^^-8,

6^-90°-^,
X o — 90° — 4, 0 — 180° — >v,
X so erhält man zur Berechnung von 4 die Gleichung

- 8in ck --
V vos ra
s / wo taQA IQ — oot ll 608 vv ist.
/ Der Stuudenwinkel ergibt sich dann aus

. sin «vos Ii
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2. Wenn 4, s und -> gegeben sind, ü und rv zu berechnen.
Die Auflösung ist derjenigen in 1. analog.

3. Wenn 6, U und y) gegeben sind, s und rv zu finden.
Nach tz. 409, I ergibt sich

_ X /sin —— sin j45° —z (N-j-P —
2 ' din j4b° 4^ (ü 4^ 4^ »)! sw s4ö° — -j- P — ü)s

> / sin j45° — z (N-t-0'—sw j45° — j (-t-i-P —
2 ' sin s45° -p I (ü -ü P- v)! siu s45° — (b 4- v — 4)s
4. Wenn Ii, >v und 8 gegeben sind, 6 und ys zu bestimmen.
Mit Rücksicht auf tz. 414 erhält man

» 608 II 8IQ VV c
608 c) -.-, undLIN 8

tuu§ ^45° — / ) z (Ir — ck).o X 2 / (108 A (w -s- 8) o V /

tz. 429. Die Zeit des Auf- und des Unterganges eines Ge¬
stirns zu bestimmen.

Das sphärische Dreieck 2U8 (Fig. 193) gibt (Z. 408, II n)
siu Ir — 8IU 4 sin P -s- oos <4 oc>8 P eos 8.

Für den Auf- oder Untergang des Gestirns ist nun Ir ----- 0, daher
0 — sin 4 8IN y? -s- 608 4 608 P 608 8,
woraus «08 8 — — tauA 4 tauZ P, oder

608 (1800 — s) — tanA 6 tanA <x
folgt, worin 8 den Stuudenwinkel des auf- oder uutergehenden Sternes, d. i.
die Zeit ausdrückt, welche zwischen der Culmination und dem Auf- oder Unter¬
gänge desselben enthalten ist und der halbe Tagbogeu des Gestirns heißt.

Z. B. Wie groß ist für Wien der halbe Tagbogen der Sonne am
13. Mai, wo ihre Decliuation 4—18°25' beträgt?

Für Wien ist die Polhöhe — 48-12'35". Mau erhält daher
180° — 8 --- 68-7'39" und 8-^-111-52'21".

Zur Verwandlung dieses Bogens in Zeit hat man die Proportion
360°: 111-52'21" — 24 Stunden : x Stunden,

woraus x — 7^27'29" folgt.
Für die Sonne ist 8, in Zeit ausgedrückt, zugleich die Sonneuzeit ihres

Unterganges und 24'' — 8 jene des Aufganges. Am 13. Mai geht also in
Wien die Sonne nm 7^27'29" abends unter und um 16^32'31", d. i. um
4^32'37" morgens auf.

Für andere Gestirne muss man, wenn die Sonnenzeit der Culmination
bekannt ist, von ihr 8 in Zeit subtrahieren, um die Sonnenzeit des Aufganges,
und zu ihr 8 in Zeit addieren, um die Sonnenzeit des Unterganges zu berechnen.

Znsah. Der halbe Tagbogeu der Sonne doppelt genommen gibt die
Tageslänge.
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Da in den Sonnenwenden die Declinativn ö der Sonne gleich der
Schiefe der Ekliptik e — 23° 27' 30" ist, so wird durch

oo8 (180° — s) --- 7^ tanA x tanK e/>
die Dauer des längsten und kürzesten Tages bestimmt.

3. Übnngsanfgabcn.

Z. 430. 1. Bestimme a) sin H eos di für das reguläre a) Tetraeder,

d) Octaeder, o) Dodekaeder, ck) Ikosaeder, wenn di den Neigungswinkel zweier
Seitenflächen bezeichnet (Z. 423 und Z. 362, 1—3).

Für sw erhalt man a) , d) o) , ä)

„ eos di „ ,, a) Z , N)-- °) - ä)

2. Ein Achsenschuitt eines Cylinders, dessen Achse a gegen die Grund¬
fläche mit dem Radius u unter dem Winkel cc geneigt ist, schneidet die Grund¬
fläche in einer Strecke, welche mit der Projection der Achse den Winkel /S
bildet; wie groß ist der Flächeninhalt des Achsenschnittes?

3. Aus drei in einer Ecke zusammenstoßcnden Kanten a, ib, a und den
von ihnen gebildeten Winkeln a, /3, 7 eines dreiseitigen Prismas dessen Volumen
zu finden (Z. 424).

4. Aus drei in einer Ecke zusammenstoßenden Kauten n, 0, 0 einer drei¬
seitigen Pyramide und den von ihnen gebildeten Winkeln a, /S, / das Volumen v
der Pyramide zu finden.

Aus Z. 424 und der vorhergehenden Aufgabe ergibt sich für 2 s —

v — 1 ndo V oin S siu (S — «) siu (s — /?) sin (S —

5. Das Volumen v einer dreiseitigen Pyramide aus den in einer Ecke
zusammenstoßenden Kanten a, ib, e und den der Reihe nach an diesen liegenden
Keilen L, 6 zu berechnen.

Aus dem Resultate der vorhergehenden Aufgabe 4 erhält man unter Beiziehung der
Formeln III u) und III b) in 8. 409 und I) in Z. 407

v — —-—.-2 P- °—:— — 008 8 00s (8 — L.) cos (8 — L) oos (8 — 0),
3 sin sin L siu 6 "

lvo 2 8 — ff- H ff- 0 ist.

6. Die geographische Breite von Wien ist 48° 12' 35", die von Rom
41° 53'54", die geographische Länge von Wien ist 34° 2'49", die von Nom
30° 9'30"; wie groß ist der sphärische Abstand beider Städte?

7. Die sphärische Entfernung zwischen Wien und Paris ist 139'67
geographische Meilen, die geogr. Breite von Wien ist 48° 12' 35", die von
Paris 48° 50' 13"; wie viel beträgt die Differenz der Uhren an beiden Orten?

8. Die geogr. Breite und Länge dreier Orte auf der Erde und der
Halbmesser der letzteren sind gegeben; berechne die Seiten, die Winkel und
den Flächeninhalt des durch jene Orte bestimmten svbäriicben Dreieckes.
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9. Die Länge eines Sternes ist 62° 52'38", die Breite 19° 40'39",
die Schiefe der Ekliptik 23° 27, 30"; wie groß sind die Rectascension und die
Declination dieses Sternes?

10. Bestimme ans der Declination 21 ° 58' 15" eines Sternes, seinem
Stundenwinkel 15° 38'42" und der Polhöhe 50° 5'18" die Höhe und das
Azimuth desselben.

11. Wie hoch steht die Sonne am 15. April um 11 Uhr vormittags
über dem Horizonte von Graz, dessen Polhöhe 47° 4'20" ist, wenn die De¬
clination an diesem Tage 9° 50' beträgt?

12. Um welche Tageszeit hatte die Sonne am 20. Mai, wo die Decli¬
nation 20° 4' war, in Wien, dessen Polhöhe 48° 12'25" ist, eine Höhe von
38° 30'?

13. Die geographische Breite von Prag beträgt 50° 5'18", die von
Triest 45° 38'37"; berechne die Dauer des längsten Tages für jeden dieser
Orte (ß. 429, Zusatz).

14. Welche geogr. Breite hat ein Ort, dessen längster Tag 18 Stunden
dauert?

15. Wie viele Breitegrade muss ein Ort mindestens haben, damit für
denselben die Dauer des längsten Tages 24 Stunden erreiche?



vierter Theil.

Analytische Geometrie.

ß. 431. Die a n aly t i s ch e G e o m e t r i e hat die Untersuchung der Raum¬

gebilde mit Hilfe der Rechnung (Analysis) zum Gegenstände.

In der vorliegenden Abhandlung beschränken wir uns auf die analytische

Geometrie der Ebene.

I. Der Mnkt.

Rechtwinklige Coordinaten.

Z. 432. Um ein Raumgebilde analytisch zu bestimmen, wird dasselbe
auf gewisse festliegende Linien und Punkte, welche man ein Coordinaten-
system nennt, bezogen. Das einfachste und am meisten im Gebrauche stehende
Coordinatensystem ist das rechtwinklige.

Man zieht (Fig. 194) zwei feste, zu einander normale Gerade XX'
und XX', welche sich im Punkte O schneiden.

Diese Geraden heißen Coordinaten-
ach s en, und zwar XX' die A b s c i s s e n a chse,
XX' die Ordinatenachse; ihr Schnittpunkt
0 heißt der Anfangspunkt oder Ursprung
der Coordinaten.

Es sei nun LI ein Punkt in der durch
X X' und X X' gelegten Ebene. Zieht man
von demselben zu XX' die Normale Ak und

zu XX' die Normale Litz, so sind durch die Lage des Punktes LI auch seine
Abstände LIU und Litz von den Coordinatenachsen unzweideutig bestimmt.
Sind umgekehrt die Abstände LIU und Litz gegeben, so ist durch dieselben
auch die Lage des Punktes LI bestimmt; man darf nur in U eine Normale
zu XX' und in tz eine Normale zu XX' ziehen, ihr Durchschnitt ist der
Punkt LI.

a

L' ü S

Fig. 194.

xn'"
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Die Abstände Litz und Lik heißen die Coordinaten des Punktes LI,
und zwar der Abstand Litz oder der ihm gleiche Abschnitt 0? die Abscisse
und der Abstand Lik die Ordinate. Die Abscisse wird gewöhnlich durch x,
die Ordinate durch bezeichnet, wenn der Punkt als ein beliebiger gelten soll.

Hat ein bestimmter Punkt LI die Coordinaten Ok — a und Lik —P
so drückt man dies analytisch durch die Gleichungen

X — Ä, — 1>

aus, welche deshalb die Gleichungen des Punktes LI heißen.

Derselbe Punkt wird aus diese Weise immer durch dieselben zwei Gleichungen
ausgedrückt, und dieselben zwei Gleichungen bestimmen immer denselben Punkt.
Der Punkt LI ist demnach der geometrische Repräsentant der Gleichungen
x — a, —d, und diese sind der analytische Repräsentant des Punktes LI.

Einen Punkt LI, dessen Coordinaten n und l) sind, pflegt mau auch
kurzweg durch (a, 5) zu bezeichnen.

8. 433. Die beiden Coordiuateuachsen theilen die Ebene in vier Qua¬
dranten. Um nun anzuzeigen, in welchem Quadranten ein bestimmter Punkt
liegt, werden die Coordinaten auf den entgegengesetzten Seiten jeder Achse durch
die Vorzeichen -f- oder — unterschieden. Rian betrachtet gewöhnlich die Abscissen
in der Richtung nach rechts von der Ordinatenachse als positiv, die Ab¬
scissen in der Richtung nach links als negativ; ebenso die Ordinate» in
der Richtung nach oben von der Abscissenachse als positiv, die Ordinate»
in der Richtung nach unten als negativ.

Unter dieser Voraussetzung hat man, wenn (Fig. 194) Ol? — 01"
----- a und O tz — 0 tz' ----- 1) gesetzt wird,

fiir den Punkt LI ...x — -j-a, — P-d;
„ „ „ Lk ... x — a, ^ ----- -P d;
„ „ „ LI" ... X ------ a, b;
„ „ „ Lk" . . . x----P a, — 5.

Für die Punkte, welche in der Abscissenachse liegen, ist die Ordinate Null;
fiir die Punkte, welche in der Ordinatenachse liegen, ist die Abscisse Null. Für
den Anfangspunkt 0, welcher sowohl in der Ordinaten- als in der Abscissen¬
achse liegt, ist x — 0 und / — 0.

K. 434. Abstand zweier Punkte, welche durch ihre Coordinaten
gegeben sind.

Fig. ISS. Sind (Fig. 195) OIP — x, und LP IP — /i die
Coordinaten des Punktes LP, 0 IP — Xz und LP IP — /2
die Coordinaten des Punktes LP, so ist, wenn man
LP IP O X zieht, in dem rechtwinkligen /P LP IP LP

LP LP2 --- LP IP' -P LP IPP
oder wenn der Abstand LP LP ----- cl gesetzt wird,

O X <k (x§ - xP- -P
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Umgekehrt wird die Forderung, dass ein Punkt (x, von dem Punkte
(a, i>) den Abstand ä habe, dnrch die Gleichung ausgedrückt:

(x — s,)- -s- --- ä^.
Für den Abstand eines Punktes (x,, ^,) von dem Anfangspunkte (0, 0)

der Coordinaten ergibt sich
ä-^x.2^2.

Z. 435. Bedingung, unter welcher drei Punkte in einer
Geraden liegen.

1. Es seien (Fig. 195) die Punkte LU — (x,, /,), LU — (x^
und Nz — (xg, ^g) gegeben. Liegen diese drei Punkte in einer Geraden, so
müssen, wenn LI, Uz OX ist, die Dreiecke LU 1U LU und LI, Uz Llz ähnlich
sein; man hat daher

n, IU — LU Rz , v,_ x- — x,
ZU Rs Zli R/ —xz— x/>

d. h. die Ordinatendifferenzen je zweier Punkte müssen den
entsprechenden Abscissendifferenzen proportioniert sein.

2. Umgekehrt: Findet für drei Punkte LI, — (x,, LU — (X2 ^z)
nnd Llz — (Xg, ^g) die Bedingungsgleichung

^1 _ ^2
Xg—X,

statt, so müssen dieselben in einer Geraden liegen.

Es schneide die dnrch LI, und LU gezogene Gerade die zur Abscissen-
achse Normale, welche Xz zur Abscisse hat, in irgend einem Punkte LI, dessen
Ordinate sei, so dass Li,, LU und LI in einer Geraden liegen; dann ist nach I)

— L", Xg — x, " '

Aus 1) und 2) folgt aber /g, d. h. die Punkte (xg, x) und
(xz, /3) müssen znsammenfallen, oder LI muss mit Llz identisch sein.

8- 436. Aus den Coordinaten zweier Punkte LI, — (xh ^')
und LIg^(x",/") die Coordinaten des Punktes LU abzuleitcn,
der ihre Verbindungsstrecke LI, LU in einem gegebenen Ver¬
hältnisse ra : n theilt (Fig. 195).

Sind x, / die gesuchten Coordinaten des Punktes LU, so ist
m : n ---- LI, LU : LU Llz oder
iw: w (x — x') : (x" — x), woraus sich ergibt

..NX' -si MX"
X m-j-w

Ebenso erhält man

" m -si ri

Für den Halbiernngspunkt der Strecke LI, Llz ist iw — w, daher

2 ' " 2 '

Močnik, Geometrie für die oberen C lassen. 16
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Z. 437. Flächeninhalt eines Dreieckes, dessen Eckpunkte
durch ihre Coordinaten gegeben sind.

Heißt k der Flächeninhalt des Dreieckes ^60
(Fig. 196), so hat man

L.L.'0'O -P 0 0 L II - XX R L.
Bezieht man nun dieses Dreieck auf das recht¬

winklige Coordinatensystem XOLl, und ist
(Xz, ^), 0 (Xz, )'g),

so ist XX'0'0^ OO^L —

XXV'IZ ^>^?2Ux2-x,) .

f — ^z)4-X2 — —

2
Zusäße. 1. Auf gleiche Weise kann auch der Flächeninhalt jedes belie¬

bigen Vieleckes durch die Coordinaten seiner Eckpunkte bestimmt werden.

2. Liegen die Punkte X, L und 0 in einer Geraden, so ist I — 0, daher
Xl <>2 — ?z) -s- Xz ()'z — >'i) 's- Xz — ^) --- 0, .

woraus man dieselbe Bedingungsgleichnng
^2 ^'2 717 ^1.

^3—Xi X3 —X,

erhält, die in Z. 435 auf einem andern Wege gesunden wurde.

Fig. 19b.

Schiefwinklige Coordiiinten.

H. 438. Stehen die beiden Achsen X X' und XLO nicht normal, sondern
schief auf einander, so heißt das Coordinatensystem schiefwinklig. Die
schiefwinkligen Coordinaten eines Punktes LI sind dann die Maßzahlen
der Strecken, welche von LI zu den beiden Achsen mit denselben parallel
gezogen werden. In dem Nachfolgenden sollen nur rechtwinklige Parallel-
Coordiuaten in Betracht gezogen werden.

Polar-Coordinaten.

Z. 439. Manchmal ist auch das Polar-Coordinaten sh st em im
Gebrauche. Bei diesem nimmt man einen festen Punkt O (Fig. 197) an,

welcher der Pol genannt wird, und von demselben ans
' einen festen Strahl 012, welcher die P o l a r a ch s e heißt.

Die Lage eines Punktes LI ist nun vollkommen be-
stimmt, wenn der Abstand LI 0 dieses Punktes vom Pole
und der Winkel LI 0 2, den LI 0 mit der Polarachse bildet,

bekannt pnd. Der Abstand LIO heißt der Radiusvector, er wird immer
im absoluten Sinne genommen und allgemein durch r bezeichnet. Der Winkel
LI 02 — §0 wird entweder von 0" bis 360", oder von 0° bis 180" gezählt.
Die Größen r und heißen die Polar-Coordinaten des Punktes LI
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198.

der

Fig. 199.

des
alte

Transformation der Coordinaten.

Z. 440. Häufig tritt bei analytischen Untersuchungen das Bedürfnis ein,
die Coordinaten eines Punktes in einem bestimmten Achsensysteme durch die
Coordinaten dieses Punktes in Bezug ans ein neues Achsensystem, dessen Lage
gegen das frühere gegeben ist, auszndrücken. Diese Aufgabe nennt man die
Transformation der Coordinaten.

Für die Zwecke dieses Buches wird es genügen, den Übergang von
einem rechtwinkligen Coordinatensysteme zu einem andern rechtwinkligen zu
erörtern.

1. Die neuen

Fig-

Achsen seien mit den alten direct parallel.
Sind (Fig. 198) OX, 01 die Achsen des ur¬

sprünglichen, O'X', 0'1' die Achsen des neuen recht¬
winkligen Systems, und die Coordinaten eines Punktes
LI in Bezug auf das alte System 0 k — x, LIk —
in Bezug auf das neue System O'k' — x', Lik' —
sind ferner OD — in, 0'0 —n die Coordinaten
neuen Anfangspunktes 0' in Bezug auf das

man Ok OO Ok und kLI --- kk' Z- k LI

o k a,
tz. 441. Rechtwinklige Coordinaten in Polar-Coordinaten

zu verwandeln.
Wir beschränken uns hier auf den einfachsten Fall, wenn der Pol 0

16*

werden ihr Vorzeichen ändern, je nachdem 0' in einem
vier Quadranten liegt. Bei einer parallelen Verschiebung der Achsen ist jede
ursprüngliche Coordinate gleich der algebraischen Summe ans der entsprechen¬
den neuen Coordinate und der entsprechenden Coordinate des neuen Ursprungs.

2. Die neuen Achsen seien gegen die alten um den Winkel « gedreht

(Fig. 199).
Dann ist

O k — 0 H — k H — 0 H — k' k — O k' oc>8 cc — LI k' sin «
kLI — k k -j- kLI — Hk' -j- k LI — O k' sin « -j- LI k' eos «,

somit X — x' 608 tt — sin « s 2)
— x' sin tt -j- eos tt s

3. Die neuen Achsen seien gegen die alten
um den Winkel « gedreht und der neue Ur¬
sprung habe bezüglich des alten die Coordinaten
in und n.

Nach 1 und 2 ist dann

x — rn -j- x' cos « — sin « ...
— n -j- x' sin « -j- cos a /

System, so hat
oder

ni und n



244

(Fig. 200) mit dem Ursprünge, und die Polurachse 0X mit der Abscissen-
achse des rechtwinkligen Systems zusammenfällt.

Es seien für den Punkt LI, x-^0U, LI U die rechtwinkligen
Eoordinaten, ferner r — OZI der Nadiusvector und P — L1OX der Winkel
desselben mit der Polarachse.

Tiq. 200. Aus dem rechtwinkligen Dreiecke LIk 0 ergibt sich
x ---- reosP, l
— r sin <x>; j

die Winkel des Radiusvectors OLI mit
/, von 0" bis 180° gezählt, so ist
und — r oos

Substituiert man diese Werte in x^ -s- so ergibt sich
008 -s- 008 — I.

Aufgaben.

Z. 442. 1. Bestimme die Lage der Punkte, deren Eoordinaten sind:
a) x — 3, — 4; U) x — — 2, / — 3; o) x — — 1, — — 4;
4) x — — 2, 1;o)x — 0, ^ — 2; l) x — — 3, — 0.

2. Construiere das Dreieck in welchem der Eckpunkt (— 2, 0),
L (2, — 3) und 6 (4, 4) ist.

3. Bestimme den Abstand der Punkte a) (7, 10) und (—5, 5),
b) (6, —5) und (—2, 1), o) (12, —12) und (-9, 8).

4. Drücke durch eine Gleichung aus, dass der Punkt (x, ^) von den
Punkten (5, 4) und (3, 2) gleichweit absteht.

5. Bestimme den Punkt, welcher von den Punkten (3, 4), (2, —3)
und (—2, 3) gleichweit absteht, und gib diesen Abstand an.

6. Zwei Eckpunkte eines Dreieckes sind (4, —2) und (3, 2), der dritte,
liegt im Ursprünge; bestimme a) die Länge jeder Seite, d) die Eoordinaten
des Halbierungspunktes jeder Seite, und o) den Flächeninhalt des Dreieckes.

II. Gleichungen zwischen zwei Wariavlen und ihre geometrischen Hrter.
tz. 443. Größen, denen man während einer Rechnung oder Entwicklung

einen bestimmten unveränderlichen Wert beilegt, heißen constaut, im Gegen¬
sätze zu den veränderlichen oder variablen Größen, welche jeden belie¬
bigen, ihrer Natur angemessenen Wert annehmen können.

Die Beziehungen zwischen variablen und constanten Größen werden durch
Gleichungen ausgedrückt; z. B. / — 2 x -s- 3. Bedeutet hier x eine
variable Größe, so ist, da der Wert von 2x -s- 3 mit x sich ändert, auch
variabel; weil jedoch zu jedem speciellen Werte von x aus — 2x -s- 3 ein
bestimmter Wert von / sich ergibt, so erscheint als abhängig von x. Man
unterscheidet daher unabhängig und abhängig Variable; die ersteren

Zusatz. Bezeichnen § und
den positiven Achsen der x und der

x — r 008 §
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sind jene, denen man jeden beliebigen mit ihrer Natur verträglichen Wert
beilegen kann, die letzteren solche, deren Werte durch jene der unabhängig
Variablen bestimmt werden.

Um auszudrücken, dass eine Variable von einer andern x abhängig
sei, sagt man, sei eine Function von x und bezeichnet dies durch das
Symbol — b (x).

ß. 444. Eine Gleichung zwischen zwei Variablen x und hat unzählig
viele Auflösungen; werden für x nach und nach verschiedene specielle Werte
gesetzt, so erhält man zu jedem Werte von x aus der Gleichung auch für
einen oder mehrere zugehörige Werte. Betrachtet man nun jedes Paar
zusammengehörender Werte von x und als Coordinaten eines Punktes LI
in Bezug auf ein bestimmtes Achsensystem und konstruiert hiernach den Punkt,
so erscheint jede Auflösung der Gleichung geometrisch durch einen Punkt dargestellt.

Je weniger von einander verschieden man die aufeinander folgenden
Werte von x annimmt, desto näher aneinander rücken auch die durch die
Coordinaten bcstimniten Punkte. Durchläuft x alle reellen negativen und
positiven Werte von — cx) bis -j- cx), so beschreibt der variable Punkt LI eine
bestimmte Linie, welche die Eigenschaft hat, dass die Coordinaten jedes ihrer
Punkte der gegebenen Gleichung genügen. Diese Linie heißt deshalb der geo¬
metrische Ort der Gleichung.

In der Ausführung werden so viele Punkte der Linie bestimmt, als
uöthig sind, um die Linie vollständig darzustellen.

Zum besseren Verständnisse mögen folgende Beispiele dienen.
1. Es sei die Gleichung des ersten Grades

2x —> 1
zu construieren, d. i. ihr geometrischer Ort zu bestimmen.

Die Abscissenachse
Coordinaten.

sei XX' (Fig. 201) und 0 der Anfangspunkt der

Für x --1, 2, 3, ..., — 1, —2, —3,..
ist / 1, 3, 5, ..., — 3, — 5, — 7, . ..

Trägt man -auf der Abscissenachse die po¬
sitiven Werte von x von 0 aus bis?,k', ?",...
und die negativen von O bis tz, H", H", - - auf,
errichtet in diesen Punkten Normale und trägt
auf denselben die entsprechenden Werte von
und zwar die positiven nach oben, die negativen
nach unten auf, so liegen die Endpunkte LI, LI',
LI",.. X, X', X".. in der Linie, welche durch
die Gleichung /^2x — 1 analytisch bestimmt
ist. Da die Ordinatendifferenzen den Abscissen-
differenzen proportioniert sind, so ist die Linie
nach Z. 435, 2 gerade.
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Um den Punkt L zu erhalten, in welchem diese Gerade die Ordinaten-
achse schneidet, erwäge man, dass sür diesen Pnnkt x —0 ist; dann wird
/ 2x — 1 — — 1, also ist OL — — l. Für den Punkt 0, in welchem
die Gerade die Abscissenachse schneidet, muss — 0, also 2 x — 1 0 sein,
woraus sich x — ergibt; also ist 0 6 — Z.

Construiere ebenso die Gleichung ^^ — 2x.
Welcher geometrische Ort entspricht folgenden Gleichungen:
a) — 0, U) x — 0, e) — d, U) x — o?

Jeder Gleichung des ersten Grades entspricht eine gerade Linie.
2. Man construiere die quadratische Gleichung

x^ -s- ^2 — 9, oder V9 — x§.

Für x — 0, 1, 2, 3... —1, —2, —3

ist — lü: 3, V 3, V 5, 0... V 3, 0

Fig. LOS. Werden je zwei zusammengehörige Werte
von x und als Coordinaten eines Punktes
in Bezug auf das System, dessen Abscissenachse
XX' (Fig. 202) und dessen Anfangspunkt 0
ist, angenommen, so ergibt sich, dass zu jeder
Abscisse zwei gleiche entgegengesetzte Ordinalen,
und dass ebenso zu jeder Ordinate zwei gleiche
entgegengesetzte Abscissen gehören. Die der obigen
Gleichung entsprechende Linie besteht demnach aus

vier zusammenhängenden Thcilen, welche in Beziehung ans die Coordinaten-
achsen symmetrisch liegen.

Für x — 0 ist^ — ^t:3; nimmt man daher OL — -s-3 und
O I) — — 3 an, so sind L und I) die Punkte, in denen die Ordinatenachse
von der Linie geschnitten wird. Zu ^^0 gehört x —^3; nimmt man
daher 0 L — -j- 3 und 0 0 — — 3 an, so sind ebenso und 0 die Schnitt¬

punkte der Linie mit der Abscissenachse.

Für alle positiven und negativen Werte von x, welche größer als 3 sind,
gibt es keine Ordinalen, da für x > 3 / imaginär wird; ebenso kann auch
/ nicht größer als 3 sein. Die krumme Linie ist also eine begrenzte.

3. Es sei zu coustruiecen die quadratische Gleichung

x? — ^2 — 9, oder V x? — 9.

Für X—^3, rt:5, 6, rtr7,...
wird — 0, ^V7, ^4, rb:V27, ^V40,...

Für alle Werte von x, welche zwischen — 3 und -s- 3 liegen, wird ima¬
ginär und erhält man daher (Fig. 203) keine Punkte der Linie. Für x — 3
wird ^ — 0; die Linie schneidet also die Abscissenachse in den Abständen
O — -j- 3 und 0 8 — — 3. Da ferner zu gleichen positiven und negativen
Abscissen gleiche Ordiuaten gehören, so folgt, dass die Linie aus zwei
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Fig. 203. getrennten Ästen zusammengesetzt ist,
welche auf beiden Seiten der Ordi-
natenachse symmetrisch liegen.

Jeder positiven, sowie jeder
negativen Abscisse entsprechen zwei
gleiche entgegengesetzte Ordinaten,

-mnd zwar nehmen mit den wach¬
senden Abscissen anch die Ordinaten
ohne Ende zu. Hieraus ergibt sich,
dass jeder Ast der Linie aus zwei
Theilen besteht, welche sich oberhalb
und unterhalb der Abscissenachse sym¬
metrisch ins Unendliche erstrecken.

Construiere noch die quadratischen Gleichungen:
a.) 6 x — x°, o)^---4x, s) 4x'---j-9^^36,

k) -j-3x—2, ä)x^--^10, k) 4x^ — 9^2 — 36.

Ans den voranstehenden Aufgaben ist ersichtlich, dass die geometrischen
Örter quadratischer Gleichungen an Gestalt sehr verschieden sein können.

4. Es soll noch die transcendente Gleichnng / sinx construiert

werden (Fig. 204).

Für X ---- 0, 2-, -r, 2n, — -r,-2 ' —

ist^-^o, 1, 0, — 1, 0, l,.. —1, 0, -fi 1, 0..

Den Abscissen x — 0, ^27r, ^3^,.. entspricht die Ordinate
^----0; die zu ^---sinx gehörige Linie schneidet also die Abscissenachse
sowohl in dem Anfangspunkte als in den Abständen n, 2n, 3n,.. rechts und
links vom Anfangspunkte.

Von x — 0 bis x — sind die Ordinaten positiv und stetig wachsend;

für x — erreicht die Ordinate den größten Wert 1; von da an nehmen

die Ordinaten in derselben Weise ab bis x — n, wo / — 0 wird und also
die Linie die Abscissenachse schneidet. Ein ganz gleicher Theil der Linie liegt
zwischen x----n und x —2n auf der unteren Seite der Abscissenachse.
Analoge Beziehungen finden anch für negative Werte von x statt.



Die krumme Linie, welche die Gleichung / — sin x geometrisch darstellt,
besteht also ans unendlich vielen gleichen Tcheilen, welche abwechselnd oberhalb
und unterhalb der Abscissenachse liegen.

tz. 44s. Sowie sich jede Gleichung zwischen x und / geometrisch durch
eine Linie darstellen lässt, so kann auch umgekehrt jede Linie, in welcher ein
bestimmtes Bildungsgesetz vorherrscht, durch eine Gleichung ausgedrückt werden.
Nimmt man nämlich in der Linie einen variablen Punkt LI an, so muss
zwischen den Coordiuaten desselben eine bestimmte Relation stattfinden, die sich
aus irgend einer charakteristischen Eigenschaft der Linie ergibt und die daher
sür alle Lagen des variablen Punktes unverändert fortbesteht. Wird diese
Relation zwischen x und durch eine Gleichung ausgcdrückt, so heißt dieselbe
die Gleichung der Linie.

Eine Gleichung zwischen zwei Variablen ist demnach der analytische
Repräsentant für eine gegebene Linie, sowie umgekehrt die Linie der geo¬
metrische Repräsentant für eine gegebene Gleichung ist. Auf dieser Wechsel¬
beziehung beruht das Wesen der analytischen Geometrie. Sie hat die
Aufgabe, aus irgend einer bekannten charakteristischen Eigenschaft einer gegebenen
Linie die Gleichung abzuleiten, welche durch die Coordiuaten jedes Punktes in
der Linie erfüllt wird, und andererseits aus einer gegebenen Gleichung zwischen
zwei Variablen das durch sie dargestellte geometrische Gebilde zu ermitteln;
insbesondere auch, durch Modification und Combination der zu bestimmten
Linien gehörigen Gleichungen und deren geometrische Deutung die Eigenschaften
dieser Linien zu entwickeln.

In dem Nachfolgenden sollen nach der Ordnung die einzelnen Linien,
die sich durch Gleichungen des ersten und des zweiten Grades ansdrücken lassen
analytisch untersucht werden.

III. Die gerade Linie.
Z. 446. Allgemeine Gleichung einer Geraden.
Es sei XL (Fig. 205) die gegebene Gerade; ihre Lage sei geometrisch

bestimmt durch den Winkel LXX — a, den sie mit der positiven Richtung
der Abscissenachse bildet, und durch das von ihr abgeschnittene Stück O L — ft
der Ordinatenachse.

Ist LI ein beliebiger Punkt der XL und sind x — OL, — LIL
seine Coordiuaten, so hat man, wenn L L O X gezogen wird,

7 --- LIL --- LIL -ft LL.
Nun ist

LI L --- L L. tnnK LI L L — x lang- a, und
LL ---- ft; daher

/ — x tunA ce -ft ft,
oder, wenn man « — u setzt,
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Diese Gleichung findet zwischen den Koordinaten x und eines jeden
Punktes der Geraden ^.8 statt, sie ist daher die Gleichung der Geraden.

Da a und l> jede beliebige reelle Zahl bedeuten können, so ist die Glei¬
chung / ax -j- b> der analytische Ausdruck für alle möglichen geraden Linien.
Für eine bestimmte Gerade haben auch a und k> ganz bestimmte, konstante
Werte, während x und variabel sind, d. i. für jeden andern Punkt dieser
Geraden andere Werte annehmen. Die Größe a -- tanZ cr heißt, da sie bloß
von der Richtung der Geraden gegen die Abscissenachse abhängt, die Nichtungs-

con stante.

Z. 447. Discussion der Gleichung ax -j- b.

1. Da die Gleichung ux -j- l> zwei konstanten -r und b> hat, die so
lange unbestimmt bleiben, als nicht von einer bestimmten Geraden die Rede
ist, so folgt, dass zur vollkommenen Bestimmung einer Geraden zwei Be¬
dingungen erforderlich sind.

2. Die Richtungsconstante a ist positiv oder negativ, je nachdem der
Winkel cr, welchen die Gerade mit der positiven Abscissenachse bildet, spitz oder
stumpf ist. Die Constaute l> ist positiv oder negativ, je nachdem die Gerade
die Ordinatenachse oberhalb oder unterhalb der Abscissenachse schneidet.

Man kann daher schon aus den Vorzeichen der konstanten ersehen, auf
welcher Seite die Koordinatenachsen von der Geraden geschnitten werden.

3. Für den Schnittpunkt X der Geraden ^8 (Fig. 205) mit der Ab-

scisseuachse ist / 0; dann folgt aus der obigen Gleichung x — — . Für den

Schnittpunkt 8 der Geraden mit der Ordinatenachse ist x — o, daher — l>.

Setzt man — — o, also a — — o , so nimmt die Gleichung

ax -j- b> folgende Form an:

o 1 d
in welcher die Nenner von x und die Abschnitte bedeuten, welche die Gerade
auf der Abscissen- und auf der Ordinatenachse vom Ursprünge an bestimmt.

4. Nimmt man l> — 0 an, so erhält man x — ax als Gleichung
einer durch denAnsangspunkt der Koordinaten gehenden Geraden.
Diese Gleichung enthält nur noch eine Konstante, da die eine Bedingung der
Geraden schon dadurch angegeben ist, dass sie durch den Anfangspunkt geht.

5. Soll die Gerade, welche durch den Coordinatenanfangspunkt geht, und
deren Gleichung —ax ist, mit der Abscissenachse zusammeufallen, so muss
man den Winkel «, und somit auch a, gleich Null setzen; man erhält also
—0 als Gleichung der Abscissenachse.

Vertauscht man die Abscissenachse mit der Ordinatenachse, so ergibt sich
dann x — 0 als Gleichung der Ordinatenachse.

6. Soll die Gerade zu der Achse der x, und zwar in dem Abstande U
parallel sein, so muss man in der Gleichung ^---^ax-j- b den Winkel «,



also auch n, gleich Null setzen, wodurch man — b als Gleichung einer zn
d e r A b s c i s s e n a ch s e i n d e m A b st a n d e l> p a r a ll e l e n G e r a d e n erhält.

Vertauscht man die Achsen der x und der so ergibt sich ebenso x — <r
als Gleichung einer zu der Ordinateuachse in dem Abstande o
parallelen Geraden.

ß. 448. Der geometrische Ort einer Gleichung des ersten
Grades zwischen zwei Variablen ist eine Gerade.

Beweis. Jede Gleichung des ersten Grades zwischen zwei Variablen
Lx-s-L^-j-O — 0 lässt sich auf die Form — nx -s- U bringen.
Betrachtet man nun die Gleichung — n x -st d als den analytischen Aus¬
druck für eine Linie, indem man x und / als die Coordinaten ihrer Punkte,
a und U aber als constante Größen ansieht, so hat man für irgend drei Punkte
dieser Linie, deren Coordinaten x,, x^, und Xz, sind,

ZU^^-stb, XL^a^-stl), Is^uxg-s-d.
Subtrahiert man die erste Gleichung von jeder der letzteren, so erhält man

u (X2 — Xi) und — /i n (Xg — Xz),
daher

^3 ^1 ^3

Die drei Punkte liegen demnach (ß. 435, 2) in einer Geraden, d. i. der
geometrische Ort der Gleichung — ax -stl> ist eine Gerade.

§. 449. Construction einer Geraden, deren Gleichung ge¬
geben ist.

Man bestimme zwei Punkte, durch welche die Gerade gehen soll, indem
man aus der Gleichung zwei Paare zusammengehöriger Werte von x und
sucht und diese construiert. Im allgemeinen ist es am bequemsten, die Schnitt¬
punkte der Geraden mit den beiden Achsen zu bestimmen, indem man in der
Gleichung einmal / — 0, und dann x — 0 setzt.

Z. 450. Gleichung einer Geraden, welche durch einen ge¬
gebenen Punkt <X, geht.

Die verlangte Gleichung hat die Form
ax -st d.. .1),

wobei a und b> der Bedingung der Aufgabe gemäß zu bestimmen sind.
Damit die Gerade durch den Punkt (x^, gehe, müssen dessen Coor¬

dinaten der Gleichung 1) genüge leisten; es muss also
^nx; -f-d...2)

sein. Diese Gleichung enthält außer den bekannten Zahlen x^ und noch die
Unbekannten a und d und kann dazu verwendet werden, die eine Unbekannte
durch die andere anszudrücken. Man erhält d> — — a x^ und damit geht
die Gleichung 1) über in

ux-P — axi oder 7 a (x — x,).. .3).
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Diese Gleichung 3), welche man auch durch die Subtraction der Glei¬
chung 2) von 1) erhält, hat noch eine unbestimmte Constante u, wie es sein
muss, da durch einen Punkt unzählig viele Gerade gezogen werden können. Ist
aber die Aufgabe gestellt, die Gleichung einer Geraden zu finden, welche durch
den Punkt ^) geht und die X-Achse unter einem bestimmten Winkel
schneidet, so hat u in 1) und 2) und daher auch in 3) einen bestimmten Wert
oder es gibt nur eine Gerade, welche diesen Bedingungen genügt.

Z. 451. Gleichung einer Geraden, welche durch zwei gege¬
bene Punkte (Xi, z,) und (xz, geht.

Die verlangte Gleichung hat die Form
^--LX-stb>...1),

wo u und b noch unbestimmt sind.
Damit die Gerade durch die zwei Punkte gehe, müssen deren Koordinaten

der Gleichung 1) genügen, es müssen somit die Bedingungsgleichungen
— ax> -st 5.. .2) und — UX2 -st b.. .3) bestehen.

Ans 2) und 3) können nun a und d bestimmt und ihre Werte in 1)
eingesetzt werden, wodurch die unbekannten Konstanten a und 5 in 1) durch
die Koordinaten der gegebenen Punkte ausgedrückt sind.

Dasselbe erreicht man auch, wenn man die Gleichung 2) von 1) und
dann von 3) subtrahiert

7—(x—x^...4) ix,—xst...5)
und nun a aus 4) und 5) eliminiert. Man erhält so als die gesuchte Gleichung

iX — ki (x — x>).. . 6).

Z. 452. Normalform der Gleichung einer Geraden.
Es sei die Lage einer Geraden (Fig. 206) geometrisch bestimmt

durch die Länge der Normalen OX —p vom Coordinatenanfangspunkte auf
die Gerade und durch die Winkel XOX—K und XOX —1/, welche diese
Normale mit den positiven Koordinatenachsen bildet.

Die allgemeine Form der Gleichung dieser Geraden ist
/ —ax-std, oder / — ax— 5 — 0.

Werden alle Glieder dieser Gleichung mit
cos cc multipliciert, so erhält man
/ cos a — x siii « —b> oos cr — 0,

oder, da «--/ — § — 90°, folglich
— «io « — oos § (Z. 350),

LOS« — 008 1/ und 5 008 cc — p ist,

X LOS § -st 008 1/ — x — 0.
Dieselbe Gleichung erhält man auf analoge Weise auch für jede andere

Lage der nur müssen in den Fällen, wo oos « und 6 entgegengesetzte
Vorzeichen haben, die Glieder in der allgemeinen Form der Gleichung nicht
mit 00s a, sondern mit — oos « multipliciert werden.
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Die Gleichung X 008 § -s-^ 008^— p —0 heißt die Normalform
der Gleichung einer geraden Linie. Sie hat drei Constanten oos §,
aas und x, welche sich jedoch auf zwei reducieben, da oo8 -s- oo8 — 1
(Z. 441, Zus.), und somit durch oo8 § auch schon 008 bestimmt ist. Die
Winkel § und -- werden von 0° bis 180° gezählt, die Länge x wird unter
allen Umständen als positiv angenommen.

Zusatz. Aus der allgemeinen Form der Gleichung einer Geraden erhält
man ihre Normalform, wenn man alle Glieder der ersteren mit

i i
-l- 608 N — - ----- —--

VI -4- tLNA V r 4^
multipliciert. Es ist demnach für alle Werte von x und

X 608 § -s- 608 — x ---- , somit:

— s. i d

0°' - VI^' >'
wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel V 1 -j- a? mit dem Vorzeichen von
i> übereinstimmend genommen werden muss.

tz. 453. Ab st and eines gegebenen Punktes von einer gege¬
benen Geraden.

1. Es sei (Fig. 207) LI — (xch ^') der gegebene Punkt und x oos § -j-
608 — x — 0 die in der Normalform gegebene Gleichung der Geraden

Da p — O X als positiv anzunehmen ist, so muss die Normale I? — LIH
von dem Punkte LI auf die Gerade ^.8 positiv oder negativ genommen

Fig S07. werden, je nachdem LI und der Coordinaten-
anfangspunkt 0 auf derselben oder auf entgegen¬
gesetzten Seiten der liegen. Nehmen wir
hier den ersten Fall, also U positiv an.

Ziehen wir durch LI die 7VL, so
fällt die zu Normale OLU—in die
OLI und bildet daher mit den Coordinatenachsen
ebenfalls die Winkel § und die Gleichung der

ist also
X 608 § -s- 608 — x' — 0.

Da der Punkt LI — (xh ^') in dieser Geraden liegt, so ist
x< 608 § -f- 008 — iL — 0, daher

x' — x^ 608 § -s- 608
Nun ist Litz — OH — O LU, oder ? — x — pZ folglich

? — - x^ 608 § — 608 oder
k — - (x^ 008 § -s- 008 - p).

Da man zu demselben Resultate auch für jede andere Lage des Punktes
LI gelangt, so ergibt sich der Satz:

Der erste Th eil der in der Normalform gegebenen Glei-
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chung einer Geraden, negativ genommen, drückt den Abstand
des Punktes (x, von dieser Geraden aus.

2. Ist die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form .v —
ax -s- k> gegeben, so hat man, da nach tz. 452, Zusatz

X LOS § -s- LOS — x — ist,
V I -f- 3,"

x — _ — i^x' —d

V1 -i- se¬

tz. 454. Polargleichung einer Geraden.
Um die Gleichung der Geraden XL (Fig. 208) sür die Polar-Coordi-

naten zu erhalten, nehmen wir der Einfachheit halber den Ursprung 0 der
rechtwinkligen Coordinaten als Pol und die Abscissenachse O X als Polarachse
an; sür den Punkt LI ist dann r — OLI, go — LI0X. Ist nun OX — p

Fig. 208. der Abstand des Poles von der Geraden XL
und der Winkel L 6 X — a, so erhält man
aus dem rechtwinkligen Dreiecke LIXO

OLI---^-^, oder da XLIO^P-«ist,

r — —p_-sm — «)

als Polargleichung der Geraden XL.

Diese Gleichung erhält man auch ans / — a x -s- l>, indem man
(A. 441) / — r sin P und X — r 0O8 setzt und beachtet, dass Ä — tanZ
« und U oos cc — p ist.

Zwei Gerade.

Fig.

^l

tz. 455. Schnittpunkt zweier Geraden.
Es seien ax -P U.. .1),

/ — a' x -s- p ... 2)
die Gleichungen der beiden Geraden XL
und X/L' (Fig. 209); man suche die Coor¬
dinaten ihres Schnittpunktes LI.

Für alle Punkte der Geraden X L ist
L x -s- 5; für alle Punkte der Geraden

X'L' ist a^x-j-b'; für den Punkt,
der in den beiden Geraden liegt, für den
"Schnittpunkt LI, muss daher ax -s- d

und zugleich auch — rOx -s- I/ gelten. Dem Punkte LI werden daher jene
Coordinaten x und zukommen, durch welche beiden Gleichungen zugleich
genüge geleistet wird; diese Werte ergeben sich aber durch Auslösung jener
Gleichungen; man erhält

v — V' s,' b — »V
x ——-, X — —:--L — A L -L
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§. 456. Gegenseitige Lage zweier Geraden.
1. Sind (Fig 209) die Gleichungen der Geraden ^.8 und ^.'8', welche

mit der Abscissenachse die Winkel « und «' bilden,
a x -stb und / — a' x -st d',

wo also a, tariA cc, a' — tanZ cc' ist, so hat man zur Bestimmung des
Winkels — v, den die beiden Geraden einschließen,

tanA v ---- tancr (cc — «0 — °°— « oder v — .

Der Winkel ^.N8' ist der Nebenwinkel von v, daher

tanA LN8' — — tanA v — — .1 -st s L
2. Sind die beiden Geraden 2^8 und ^.'8' einander parallel, ist

also cc — cc', so ist auch a — a'.
Sind die Geraden ^8 und ^.'8' zu einander normal, ist also

« — 90" -st cc', so ist tan§ cc — — oot cc' (Z. 350), somit rr — — -^7.

Die Gleichung a — a' drückt also die Bedingung der parallelen,

die Gleichung a — — die Bedingung der normalen Lage der zwei

Geraden aus.
Z. 457. Gleichung der Halbierungslinie eines Winkels,

dessen Schenkel durch ihre Gleichungen gegeben sind.
1. Es seien die in der Normalform gegebenen Gleichungen der Schenkel

eines Winkels x eos -st 00s 7^ — Pc — 0 und x oos §2 -st 00s -/2 — ?2 — 0,
welche Gleichungen wir der Kürze halber durch die Symbole

— 0 und ^2 — 0
ausdrücken wollen.

a) Liegt der Coordinatenanfangspunkt in dem gegebenen Winkel selbst
oder in einem Scheitelwinkel, so sind die Abstände eines beliebigen Punktes
(x, ^) der Winkelhalbierungslinie von den Schenkeln (nach Z. 453) im ersten
Falle — und — ^2, ün zweiten -st und -st ^2. Da nun diese Ab¬
stände (nach Z. 46, 2) gleich sein müssen, so ist in beiden Fällen
und somit die Gleichung der Halbierungslinie

0.
d) Liegt der Coordinatenanfangspunkt in einem der Nebenwinkel des

gegebenen Winkels, so haben die Abstände eines jeden Punktes (x, der
Winkelhalbierenden von den beiden Schenkeln entgegengesetzte Vorzeichen; sie
sind also entweder — und -st oder -st und — und man hat,
da diese Abstände gleich sein müssen, in jedem Falle ; mithin
ist hier die Gleichung der Winkelhalbierungslinie

-st ^2 — 0.
2. Sind die Gleichungen der Schenkel eines Winkels in der allgemeinen

Form — Uz X -st und — Uz X -st dz gegeben, so ergibt sich aus 1.
mit Rücksicht auf K. 452, Zusatz
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I' — ->, X —dl x — »2 x — d, o

als Gleichung der Halbierungslinie des Winkels, in welchem der Coordinaten-
anfangspunkt liegt, und

—s, x —n, x — »2 x — dz o

V r -st »k Vt-j-aß
als Gleichung der Halbierungslinie seines Nebenwinkels.

8. 458. Bedingung, unter welcher sich drei Gerade in
demselben Punkte schneiden.

Es seien Ost -- O, Ost ----- 0, Ost ---- 0 die Gleichungen dreier Geraden,
wo 0 — 0 das Symbol sür die Gleichung einer Geraden in der allgemeinen
Form oder in der Normalform ist.

Multipliciert man die gegebenen drei Gleichungen folgcweise mit ).z,
und lassen sich diese constanten Factoren so bestimmen, dass -.g 6z —

lst 6^ -st ilz 6-z eine identische Gleichung wird, so schneiden sich
die drei Geraden in demselben Punkte.

Denn setzt man die besonderen Werte sür x und welche den Glei¬
chungen Ost — 0 und Ost ---- 0 genügen und daher ihrem Schnittpunkte an¬
gehören, in die identische Gleichung žig 6g — Ost -st 6st, so verschwindet
der zweite Theil, also muss auch der erste Theil lst 6g — 0, und, da ^z eine
konstante Zahl ist, auch Ost — 0 werden. Diese besonderen Werte sür x und

befriedigen somit alle drei gegebenen Gleichungen, d. h. die drei Geraden
schneiden einander in einem gegebenen Punkte.

In der Anwendung tritt am häufigsten die folgende, für — -.z —
1 sich ergebende Form der obigen identischen Gleichung auf:

6z — Ost -st 6z.

Sie enthält den Satz: Wenn von den Gleichungen dreier Ge¬
raden die eine gleich ist der Summe der beiden anderen, so
schneiden sich die drei Geraden in demselben Punkte.

Z. 459. Zur Anwendung der voranstehenden Lehren sotten hier die ana¬
lytischen Beweise einiger Lehrsätze vom geradlinigen Dreiecke folgen:

1. Die Halbierungslinien der drei inneren Winkel eines
Dreieckes schneiden einander in demselben Punkte (§. 48, 2).

Sind die Gleichungen der Seiten eines Dreieckes in der Rormalform
^0, ^z --- 0, ^z 0,

so sind, wenn man den Coordinatenanfangspunkt innerhalb des Dreieckes an¬
nimmt, nach Z. 457 die Gleichungen der Winkelhalbiernngslinien

-n 0, — ^.z 0, ^.z —- 7^2 ----- 0.

Da nun die erste dieser Gleichungen gleich ist der Summe der beiden
anderen, so folgt nach ß. 458, dass sich die drei Halbierungslinien in dem¬
selben Punkte schneiden.
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2. Die Halbierungslinien eines inneren Winkels und
der zwei ihm nicht anliegenden Außenwinkel eines Dreieckes
schneiden einander in demselben Punkte.

Nach Z. 457 erhält man die drei Gleichungen

^2 - 0, -s- LLg ---- 0, ^2 -P -5.g n 0.

Die dritte Gleichung ist die Summe der beiden anderen; also schneiden
sich die drei Winkelhalbiernngslinien in demselben Punkte.

3. Die Halbierungslinien der drei Außenwinkel eines
Dreieckes schneiden die gegenüberliegenden Seiten in drei
Punkten, welche in derselben Geraden liegen.

Nimmt man wieder den Ursprung der Coordinaten innerhalb des Drei¬
eckes an, so sind die Gleichungen der Halbierungslinien der jenen Seiten
gegenüberliegenden Außenwinkel

-P 0, -s- 0, -s- --- 0.

Die Coordinaten des Schnittpunktes der Winkelhalbierenden -P
/L, m 0 mit der gegenüberliegenden Seite — 0 müssen diese beiden Glei¬
chungen zugleich befriedigen; sie müssen daher auch der Gleichung -s- -j-

— 0 genüge leisten, d. h. der Schnittpunkt liegt in der Geraden, deren
Gleichung -j- ^.2 -s- — 0 ist.

Ebenso folgt, dass auch der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden -s-
— 0 mit der Seite — 0, und der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
-j- ^.2 — 0 mit der Seite — 0 in der Geraden, deren Gleichung
-s- -^s " 0 ist, also mit dem früheren Schnittpunkte in derselben

Geraden liegen.

4. Die Schwerlinien eines Dreieckes schneiden einander
in demselben Punkte (§. 61).

Wählen wir in dem Dreiecke ^.15 6 (Fig. 210) der Einfachheit halber
den Eckpunkts als Coordinatenanfangspunkt und die Seite als Abscissen-
achse. Daun haben wir zur analytischen Bestimmung die drei Eckpunkte

(0, 0), v - (^, 0), 6 -- (xz, ^).

Sind LI, LI, k die Halbicrungspunkte der den Eckpunkten L, 0
gegenüberliegenden Seiten des Dreieckes, so ist

Für die Schwerlinien ^LI, 6? erhalten wir daher nach tz. 451
solgeweise die Gleichungen:
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welche sich auch so ausdrücken lassen:
O2 4- Xz) — 7gX --- 0,
(Xz — 2Xz) — /zX -s- X2/g ----- 0,
(2xz -- X2) — 2^z X -s- x,/g ----- 0.

Da nun die dritte Gleichung gleich ist der
Summe der beiden anderen, so schneiden sich die
durch diese Gleichungen dargestellten Schwerlinien
in demselben Punkte.

Aufgaben.

tz. 460. 1. Suche die Gleichung einer Geraden, welche a) von der Or-
dinatenachse das Stück — 2 abschueidet und mit der Abscissenachse einen Winkel
von 45° bildet; k>) von der Abscissenachse das Stück — 3 und von der Or-
dinatenachse das Stück 2 abschneidet.

2. Construiere eine Gerade, deren Gleichung ist:
^) ^-----3x-s-5, d) / — 2 x-s-3, v)^---2x.

3. Gegeben sind die Punkte:
a) (1, — 1) und (— 2, 2), k>) (2, 7) und (— 1, 1);
0) (— j, 3) und (3, 0), ä) (0, — 2) und (— Z, — 3) ;

suche die Gleichung der Geraden, welche durch diese Punkte geht.
4. Bestimme den Abstand a) des Punktes (2, 3) von der Geraden

4/ — 3x -s- 12, ki) des Punktes (7, 4) von der Geraden 15^ ----- 8x — 30.
5. Die Eckpunkte eines Dreieckes sind (— 2, 2), (4, 2) und (1, 6);

bestimme a) die Gleichungen der Seiten, k>) die Höhen des Dreieckes.
6. Suche die Koordinaten des Schnittpunktes, sowie den Winkel der

beiden Geraden:
a) — 3 x -fi 5 und 2 x — 4;
k>) 3/ --- 2x -s- 9 und 4^ ----- x -s- 3.

7. Die Gleichungen der Seiten euies Dreieckes sind — — x — 3,
7^ — — 2x — 6 und 3/ ----- 2x — 14; suche a) die Koordinaten der Eck¬
punkte, k>) den Flächeninhalt des Dreieckes.

8. Bestimme die Gleichung einer Geraden, welche durch den Punkt
(4, — 1) und den Schnittpunkt der beiden Geraden —2x —4 und
— — x — 5 geht.

9. Suche die Gleichung einer Geraden, welche durch den Punkt (x^,
geht und zu der Geraden — ax -s- k> a) parallel, 6) normal ist.

10. Bestimme die Gleichung einer Geraden, welche durch den Punkt
(— 4, 3) geht und zn der Geraden 5 — 2 x — 4 parallel ist.

11. Die Gleichung einer Geraden zn finden, die durch den Punkt
(— 2, 4) geht nnd zn der Geraden, welche die Punkte (2, — 3) und (3, 1)
verbindet, parallel ist.

Močnik, Geometrie für die oberen Classen. ^7
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12. Suche die Gleichung einer Geraden, welche durch den Punkt (l, 4)
geht und zu der Geraden 2/ — — x -s- 2 normal ist.

13. In dem Schnittpunkte der Geraden -s- — 1 und — 1

wird zu der letzteren Geraden eine Normale gezogen; welches ist ihre Gleichung?
14. Die Endpunkte einer Strecke sind (1, — 2) und (3, — 4); bestimme

die Gleichung ihrer Symmetrale.
15. Die Gleichungen der Schenkel eines Winkels sind a) 3^-s-4x—2

und 4s^ 3x — 5, b) — 24x — 1 und 6/ — 8x — 5; suche die
Gleichung der Winkelhalbierenden.

Beweise analytisch folgende Lehrsätze:
16. Die Halbierungslinien eines Winkels und seines Nebenwinkels sind

zu einander normal (K. 457, 2).
17. Die Halbierungslinien zweier innerer Winkel und des dritten

Außenwinkels eines Dreieckes schneiden die gegenüberliegenden Seiten in drei
Punkten, welche in derselben Geraden liegen.

18. Die drei Höhen eines Dreieckes (Z. 60) schneiden einander in dem¬
selben Punkte.

19. Die drei Seitensymmetralen eines Dreieckes (Z. 48, 1) schneiden
einander in demselben Punkte.

IV. Die Kreislinie.
Z. 4L1. Allgemeine Gleichung des Kreises.
In der Kreislinie sind alle Punkte von dem Mittelpunkte gleich weit

entfernt. Nm die Gleichung des Kreises zu erhalten, darf man nur diese charak¬
teristische Eigenschaft desselben in die analytische Zeichensprache übertragen.

Sind (Fig. 211) ON — x, NN — die Coordinaten des Punktes LI
einer Kreislinie, deren Halbmesser 0 LI — r ist, ferner Ov — x, 0 D — g

Fig. 211. die Coordinaten des Mittelpunktes 0, so ist, wenn man
6N „ OX zieht,

ELI-,
Mau erhält daher, da 0 N. — x — x, Llk — — g

ist und der Abstand OLI für alle Punkte der Kreislinie
— r sein muss, als allgemeine Gleichung des Kreises

(X — p)- — h)« I'-. .. i).
Diese Gleichung enthält drei constante Größen x, y und r, was anzeigt, dass

zur vollkommenen Bestimmung der Lage und der Größe eines Kreises drei Bedingungen
erforderlich sind. Man kann diese drei Constanten beliebig ändern, so bedeutet die Gleichung
immer wieder einen Kreis, wenn auch dessen Lage und Größe eine andere wird; der Cha¬
rakter der krummen Linie wird durch die Änderung der Constanten nicht geändert.

Znslch. Die Gleichung 1) kann man auch so darstelleu:
(x — x)^ -s- (^ — g)2 — 0.. .2).

Diese Form heißt die N o r m a l s o r m d e r G l e i chu n g e i n e s K r e i s e s;
sie wird ost der Kürze halber durch das Symbol X — 0 ansgedrückt.
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Da (x — x)^ ff- (^ — g)^ das Quadrat der Entfernung des Punktes
N — (x, vom Mittelpunkte des Kreises bedeutet, so ist (x — ?)^ ff-

«k)? i'', d. i. die Differenz zwischen dem Quadrate dieser Entfernung
und dem Quadrate des Halbmessers, die Potenz des Punktes lA in Bezug
auf den Kreis (Z. 138). Man kann daher sagen:

Der erste Th e ilLi der in der Normalform lii — 0 gegebenen
Gleichung eines Kreises drückt die Potenz des Punktes (x,
in Beziehung auf diesen Kreis aus.

Z. 462. Für besondere Lagen der Coordinatcnachscn nimmt die Gleichung
des Kreises eine noch einfachere Gestalt an.

t. Liegt der Mittelpunkt des Kreises in der positiven Abscissen-Halbachse
im Abstande x> — r, so geht die Gleichung 1) über in

x- ff- 72 2rx.. .3).
Diese Gleichung heißt die Sch eitel gleichung des Kreises.
2. Liegt der Mittelpunkt des Kreises im Ursprünge der Coordinaten,

so ist p — 0, g — 0, und man erhält aus 1) die Gleichung
x^ ff- . .4),

Diese Gleichung heißt die Mittelpunkts gleichung des Kreises.
Die Gleichungen 3) und 4) enthalten eine einzige Constante, was ganz natürlich ist,

da von den drei im allgemeinen uöthigen Bedingungen zwei bereits durch die BorauS-
setzungcu, unter welchen jene Gleichungen stattfinden, ausgesprochen sind.

tz. 463. Discnssiou der Gleichung x? ff- — i-?.
Zur räumlichen Deutung der Gleichung des Kreises wählen wir die

Mittelpunktsgleichung als die einfachste.
1. Aus / — vff.2 — und x — it: ^2 — folgt, dass jedem

Werte von x (^), für welchen überhaupt .(x) einen reellen Wert hat, zwei
gleiche, aber entgegengesetzte Werte von (x) entsprechen; die Kreislinie wird
also von der Abscissenachsc (Ordinatcnachse) in zwei symmetrische Thcile getheilt.

2. Für die Schnittpunkte des Kreises mit der Abscissenachse ist — 0,
daher x — r. Für die Schnitlpunkte des Kreises mit der Ordinatenachse
ist x — 0, daher / — r. Die Kreislinie schneidet also sowohl die Absciffen-
als die Ordinatenachse in zwei Punkten, welche auf entgegengesetzten Seiten
vom Ursprünge den Abstand v haben.

3. Für x > I- wird v imaginär, für v >- r wird x imaginär; der
größte Wert, den man für x oder setzen kann, ist also der Halbmesser v.

8- 464. Polargleichung des Kreises.
Es sei (Fig. 212) 0 der Mittelpunkt eines Kreises, ON — n dessen

Halbmesser, ferner 0 der Pol des Polar-Coordinatensystems, 0 0 — <> der
Radiusvektor des Mittelpunktes und 0 02 — « der Winkel, den O 0 mit der
Polarachse 0 2 bildet. Ist nun LI irgend ein Punkt der Kreislinie, also

17*
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Fig. L >2. r— 021 sein Radinsvector und P — 2102 der Winkel
desselben mit der Polarachse, so erhält man aus dem Dreiecke

i 0210
i // 021'---021'-st 00'-2021.00. oos 0021

oder r0 — r' -s- — 2 r oos (« — y>), woraus
r st 008 (tt — c/-) — '/0

als allgemeine Polargleich ung des Kreises folgt.
Für st — 0 erhält diese Gleichung die Form r — a.
Z. 465. Bedingungen für den Schnitt und die Berührung zweier

Kreise.
Es seien 0 und o die Mittelpunkte zweier Kreise, Id und r ihre Halbmesser und

Oo — o ihre Centrale. Mau kann unbeschadet der Allgemeinheit ter Untersuchung 0 als
den Coordinateuanfangspnnkt und Oo als die Abscissenachse annehmen; dann sind die
Gleichungen der beiden Kreise

x'-st^' — L? und sx— o)'-st — r'.
Um die Coordinaten der den beiden Kreislinien gemeinsamen Punkte zu erhalten,

wird man aus ihren Gleichungen x und bestimmen. Subtrahiert man zu diesem Ende
die zweite Gleichung von der ersten, so erhält man

x'— (x— o)' — Id' — r', oder Lex— a' — Id' — r', daher x — -l-,
L o

Substituiert man diesen Wert in die erste Gleichung, so ergibt sich

> - lO 2^ V^öÖd'^v'^st Id' — r'st,

oder, da
4o'Ii' — (e' -st Id' — --- l2oü -st v' -st H' — r') (2 o k - a' - Id' -st r')

j(°-stld)'-r'j . jr'-l°-Ii)'s
— j«-st Id-st r) so-st Id — r) (r-sto— Id) (r — o -st Id) ist,

V(o-stld-str) (o-stL —r) (o —Id-str) (Id-str — e).

Hieraus folgt, dass sich für zr im allgemeinen zwei Werte ergeben, welche, je nach¬
dem das Product unter dem Wurzelzeichen positiv, Null, oder negativ ist, reell und ver¬
schieden, reell und gleich, oder imaginär sind, dass demnach die beiden Kreise entweder zwei
Punkte, oder einen einzigen, oder keinen Punkt gemeinsam haben. Welcher von diesen Fallen
stattfindet, hängt, da man immer Id > r annehmen kann nnd dann die Faktoren a -st Id -j- r
und o -st Id — r wesentlich positiv sind, von der Beschaffenheit der Faktoren o — Id -st r
und Id -st r — 6 ab.

1. Haben die Faktoren o — Id-str und Id-s- r — o gleiche Vorzeichen, so können
sie nur positiv sein, weil nicht zugleich o Id — r und o Id -st r sein kann. In
diesem Falle, wo also Id, — r o Id -j- r ist, hat x zwei reelle und entgegengesetzte
Werte; die beiden Kreise schneiden sich in zwei Punkten, welche gleiche, aber entgegengesetzte
Ordinalen und dieselbe Abscisse haben.

2. Ist einer der Faktoren Id -st r — o nnd o — Id -f- r Null, also entweder
o — Id -st r oder o — Id — r,

so wird x — 0, die beiden Kreise haben nur einen gemeinsamen Punkt, d. i. sie berühren
sich, und zwar im ersten Falle von außen, im zweiten von innen.

3. Haben die Factoreu Id -st r — o nnd o — Id -st r verschiedene Vorzeichen, ist
also gleichzeitig

entweder o R -st r, folglich auch o Id — r,
oder a Id — r, folglich auch u Id -st r,
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so wird z- imaginär; die zwei Kreise haben keinen Punkt miteinander gemeinsam, es liegt
der eine Kreis im ersten Falle ganz außerhalb, im zweiten ganz innerhalb des zweiten
Kreises.

Die analytische Untersuchung führt hiernach auf die schon ans Z. 93 bekannten Sätze
über die Lage zweier Kreise.

K. 466. Gleichung der Potenzlinie zweier Kreise.

Es seien allgemein die Gleichungen zweier Kreise
(x — pl? -j- l/ — — und
(x —pz)-ff-(/ — gz)^— r^o oder

T^ 0 und Tz --- 0.
Durch Subtraction dieser Gleichungen erhält man die Gleichung

T^ — Tz — 0, oder
2x (pr — P.) -s- 2^ (yg — ^) ff- xf ff- gf — rf — (x>? ff- g' — r^) --- 0, also
die Gleichung einer geraden Linie.

Um die nähere Beschaffenheit dieser Geraden kennen zu lernen, beachte
man, dass Lj nnd Tz die Potenzen des Punktes (x, ^) in Beziehung ans
die zwei gegebenen Kreise bedeuten (Z. 46k, Zusatz). Die Gleichung T,— Tz
— 0, oder T^ Tz drückt demnach ans, dass jeder Punkt der durch sie dar¬
gestellten Geraden in Beziehung auf die beiden Kreise gleiche Potenzen hat,
dass also diese Gerade die Potenzlinie (Z. 139) der zwei Kreise ist.

Sind Ti —0 und Tz — 0 die in der Norm al form gegebe¬
nen Gleichungen zweier Kreise, so ist T, — Tz—0 die Gleichung
ihrer Potenzlinie.

Lehrsatz. Die Potenzlinien dreier Kreise schneiden einander
in demselben Punkte.

Beweis. Es seien T^ — 0, Tz — 0, Tg —0 die Gleichungen dreier
Kreise in ihrer "Normalform; dann sind die Gleichungen der Potenzlinien von
je zwei Kreisen

Tj — Tz — 0, T^ — Tz — 0, Tg — Tz — 0.
Da nnn die erste der letzteren drei Gleichungen gleich ist der Summe

der beiden anderen, so schneiden sich die durch diese Gleichungen dargestellten
Geraden, d. i. die drei Potenzlinien in demselben Punkte (Z. 458).

Der gemeinsame Schnittpunkt der drei Potenzlinien dreier Kreise heißt
das Potenzcentrum dieser Kreise.

Aufgaben.
ß. 467. 1. Die Gleichung eines Kreises ist
a) x? ff- — 6 x ff- 8 ff- 24, 5) x? ff- — 2 x,
o) 36x-ff-36)^-s-36xff-144/ff-89^0;

bestimme die Coordinaten des Mittelpunktes und den Halbmesser.
2. Constrniere einen Kreis, dessen Gleichung ist:
a) x^ff-)^ — 6^—16, 5) 2x2ff-2)?2 — x—0,
o) 4x2ff-4^2 — 4xff-16^ — 19.



262

3. Die Gleichung eines Kreises ist durch die Proportion x:v—(/—6)
: (8 — x) gegeben; constrnicre den Kreis.

4. Die Gleichungen zweier Kreise sind x^ -s- — gx — 10)- -s- 30 — 0
und x? -j- ^2 -j- 2x — 4)7 — 4; g.) ^e Gleichung ihrer Centrale, 6) den
Abstand des Coordinatcnansangspnnktes von der Centrale.

5. Die Gleichung eines Kreises zu finden, welcher durch den äußeren
und den inneren Ähnlichkeitspnnkt zweier gegebener Kreise geht und den Abstand
beider Ähnlichkcitspunkte zum Durchmesser hat (Z. 142).

6. Die Gleichung für den geometrischen Ort der Scheitel aller Dreiecke
zu finden, welche dieselbe Grundlinie n haben und in denen n) die Summe
der Quadrate der beiden anderen Seiten gleich n? ist, d) die beiden anderen
Seiten in dem constanten Verhältnis in : n stehen.

Man nehme die Grundlinie als Abscissenachfe und einen Endpunkt derselben als
Coordinatenanfaugspuukt an.

7. Ein Kreis, dessen Mittelpunkt (x>, g) ist, berührt die Gerade / —
ax-j-d; welches ist die Gleichung des Kreises?

Der Halbmesser ist gleich dem Abstande des Mittelpunktes von der Geraden.

8. Es soll mit dem Halbmesser r — 13 ein Kreis beschrieben werden,
welchen die Gerade 5x-s- 12)7 — 124 im Punkte, dessen Abscisse x^ —8ist,
berührt; welches ist die Gleichung dieses Kreises?

9. Suche die Gleichung eines Kreises, welcher durch den Punkt (6, 8)
geht und die Gerade 4x -4- 3)7 -s- 1 — 0 im Punkte, dessen Abscisse Xz — — 1
ist, berührt.

10. Die Gleichungen der Seiten eines Dreieckes sind 12 x— 5)7 -s- 13 —0,
3xfi-4)7-s-26 — 0 und 15 X — 8)7 -s- 14 — 0; bestimme die Gleichung
des diesem Dreiecke eingeschriebenen Kreises.

11. Die Gleichung eines Kreises zu finden, welcher durch die drei Punkte
(4, — 2), (— 1, 3) und (— 5, — 1) geht.

12. Die Gleichung eines Kreises zu finden, welcher durch die zwei Punkte
(—2, 0) und (2, 0) geht und die Gerade 3x —4)7-f-6—0 berührt.

13. Die Gleichung eines Kreises zu finden, welcher durch die zwei Punkte
lO, 0) und (2, 0) geht und den Kreis (x — 5)2 -s- s/ — 3)? — 16 von
außen berührt.

Die Centrale der beiden Kreise ist gleich der Summe ihrer Halbmesser.

14. Welches ist die Gleichung der Potenzlinie der beiden Kreise
(x-s- 2)2-f-(/ — Z)2^25 und (x — k)? -s- ()7-j- 2)2--^ 16?

15. Bestimme das Potenzcentrnm für die Kreise (x — 3)2
(x-s-4)2-fi()7-s-1)2^9 und (x - 1)2-4- ()7 — 2)2^ 7.
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V. Die Mpse.
Z. 468. Eine Linie der Ebene von solcher Beschaffenheit, dass die Summe

der Abstände jedes ihrer Punkte von zwei gegebenen Punkten coustant ist, heißt

eine Ellipse.
Sind X und 13 ( Fig. 213) die zwei gegebenen Punkte, und ist 2 a die

coustantc Summe der Abstände eines jeden Punktes der Ellipse von jenen zwei
Punkten, so ist 21 ein Punkt der Ellipse, wenn 12 21-st 13 21 --- 2 a ist.

Die zwei gegebenen Punkte X und 8 heißen die Brennpunkte der
Ellipse, die von ihnen zu einem Punkte 21 der Ellipse gezogenen Strecken ^.21
und 1321 die Leit strah len dieses Punktes.

Z. 469. Bestimmung der Leitstrahlen der Ellipse.
Es seien (Fig. 213) ^2 nnd 13 die Brennpunkte, die Mitte 0 ihres Ab¬

standes sei zugleich der Anfangspunkt der Koordinaten und 013X die Abscisseu-
achsc. Ist nun 21 ein beliebiger Punkt der Ellipse, also X21-st 1321 — 2a,
und sind x — dich / — 21k die Coordiuateu dieses Punktes, so erhält man

aus den rechtwinkligen Dreiecken ^Vk2I und
13 k 21, wenn 0 — O ö — s gesetzt wird,

^21^/---st (x-j-s)2, '

13 2ist — /2 -st (x — e?, daher
-221^ — UN? — 4ox, y^r

(^21 -st 13 21).(^21 — 13 21) ----- 4sx; aber
X 21 -st 13 21 — 2a, daher

X2I — 1321 --- und
a

-^Z1 a -st — und 1321 --- a — —.s. L
Z. 470. Gleichung der Ellipse.
Ans dem ZX^k2I (Fig. 213) folgt 21l"-^2 2U —.Ikst oder

- (-l st- - (x -st s)" --- a- -st - x- - «2

Fiq. 213.

— a2 — " - xst daher
(a2 - s^) x2 -st — ^2 ^2 -

Da unter allen Umständen 21-st 13 21 > ^. 13, also 2a>-2e oder
a >- 6 ist, so muss die Differenz a--- s- i„uuer positiv sein. Setzt man daher
a^ — s------ st st so ergibt sich

lkxst^st a^/^----a^st^
als die Gleichung der Ellipse. Dieselbe lässt sich auch so darstellen:

4st-f^i.a- 11?

8- 474. Discussion der Gleichung st^x^-st a--/--— a^stst
1. Löst man diese Gleichung nach / nnd dann nach x auf, so erhält man

d,,—-- » , -'-.—
2' — An V id — xst und x — 'st Vst-- — /st
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woraus hervorgeht, dass zu jedem Werte von x, für welchen reell ausfällt,
zwei gleiche entgegengesetzte Werte von und ebenso zu jedem Werte von /,
für welchen x reell wird, zwei gleiche entgegengesetzte Werte von x gehören.
Die Ellipse liegt also gegen beide Koordinatenachsen symmetrisch. Der An¬
fangspunkt 0 der Koordinaten heißt deshalb der Mittelpunkt und
KV-j-Mittelpnnktsgleichung der Ellipse.

2. Für ^ — 0 erhält man x —xLa, und für x-^0, — Die
Ellipse schneidet also die Abscissenachse in den Abständen -j- a und — a, und
die Ordinatenachse in den Abständen -j- I> und — d vom Anfangspunkte.

3. Der größte Wert, den x aunehmen kann, ist a, der größte Wert
von / ist U; für x>n wird für wird x imaginär. Zieht mau
daher zur Ordinatenachse in den Abständen -j- a und — a, und zur Ab¬
scissenachse in den Abständen -j-b> und —lb parallele Gerade, welche ein
Rechteck bilden, so wird die ganze Ellipse innerhalb dieses Rechteckes enthalten
fein. Daraus folgt, dass dis Ellipse eine geschlossene krnmme Linie ist.

4. Bezeichnet man den Abstand O N eines beliebigen Punktes LI der
Ellipse vom Mittelpunkte 0 mit ä, so ist

cl — x- — V(a- — x-) -P x' V/6- -j- . x-.

Für x u erhält mau den größten Wert cl Va? — a i----
0 O 0 0; für x — 0 erhält man den kleinsten Wert ä — Vl>^ — d —
OL — 01?. Unter allen durch den Mittelpunkt gezogenen Sehnen ist daher
OO die größte, LL die kleinste. Man nennt deshalb Ov — 2a die große,
LI? — 2d die kleine Achse der Ellipse; die Punkte 0 und O heißen die
Scheitel derselben.

Auch folgt daraus: Die Summe der Leitstrahlen eines jeden
Punktes der Ellipse ist gleich der großen Achse.

5). Aus — s'-- — d? ergibt sich
O — O k — s — V— d^,

welche Größe die lineare Ex cent ricität der Ellipse heißt. Das Verhältnis

— e—nennt man die numerische Excentricität.

6. Je kleiner die Excentricität ist, desto weniger ist a von d unter¬
schieden, desto mehr nähert sich die Ellipse dem Kreise; für s^O wird a — d
und die Gleichung der Ellipse geht in die des Kreises über. Der Kreis kann
demnach als eine Ellipse betrachtet werden, deren Excentricität Null ist.

7. Für x-^s —Va^—b? erhält man Die durch einen
Brennpunkt zur großen Achse normal gezogene Sehne K8 heißt der Para¬
meter der Ellipse. Es ist somit, wenn man diesen durch 2x bezeichnet,

j)2

x — , d. h. der h al bePara meter ist die dritte stetigePropor-
tionale zu der halben großen und der halben kleinen Achse.
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Z. 472. Beschreibt m a n ü ber d er gro ß e n Achs e ein er Ellip s e
als Durchmesser einen Kreis, so verhalten sich die derselben

Abscisse entsprechenden Ordinate»
der Ellipse und des Kreises wie die
halbe kleine zur halben großen Achse.

Setzt man (Fig. 214) O? — x, LI? —
und Ui? — >/, so ist
^2-—^ (^2 — 2-2), 1^2 — g,2 — daher

^2. ^2 . g,2^ Zl: — l): a.

H. 473. Der Flächeninhalt einer Ellipse ist gleich dem
Products aus den beiden Halbachsen und der Zahl n.

Zieht man (Fig. 214) durch beliebig viele Punkte LI, LI(.. der Ellipse
Ordinaten, deren Verlängerungen den über der großen Achse 0 O beschriebenen
Kreis in den Punkten Ll, L?,.. treffen, ferner parallel zur großen Achse die
Strecken LIK, LI'U/,.., Ll8, L?8',.., so verhalten sich je zwei entsprechende
Rechtecke LI??'R und Li??'8 wie l) : a. In demselben Verhältnis stehen
dann auch die Summen aller dieser Rechtecke. Nimmt man nun die Punkte
LI, LI',.. unendlich nahe an, so müssen sich auch die Grenzwerte, denen sich
jene Summen ohne Ende nähern, d. i. die Flächen der Ellipse und des Kreises,
wie bis, verhalten. Der Flächeninhalt des Kreises ist heißt 1 der
Flächeninhalt der Ellipse, so hat man k : s4n — U : a; folglich ist aldn.

ß. 474. Scheitelgleichung der Ellipse.

Nimmt man statt des Mittelpunktes 0 (Fig. 213) den Scheitel 0 als
Anfangspunkt der Coocdinaten an und behält die große Achse O O als Ab-
scissenachse, so bleiben für das neue Koordinatensystem die früheren Coordinaten
unverändert, während die Abscissen für das frühere System den um die halbe
große Achse a verminderten Abscissen des neuen gleich sind. Um daher die
Gleichung der Ellipse für das neue System, d. i. ihre Scheitelgleichung,
zu erhalten, darf mau nur in der Mittelpnnktsgleichnng x durch x — a
ersetzen. Man erhält dadurch

l? (x — a)? -s- ^2h2, (2ux —- x?),

also, wenn — p gesetzt wird, (2ax — x^), oder

s -r N X?7^2px —

ß. 475. Polargleichung der Ellipse.

Nimmt man (Fig. 213) den einen Brennpunkt L einer Ellipse als Pol
und dis Gerade LO, welche durch den diesem Brennpunkte znnächstliegenden
Scheitel I) geht, als Polarachse an, so ist für irgend einen Punkt LI der
Ellipse der RadiuSvector r — LLI und der Winkel (p —LILO.

Fig. 214.
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Dann ist r — a — " (Z. 469) und x — s -ch- r oos P; daher

I) 2 6Beachtet man noch, dass — p und — e (Z. 471) ist, so ergibt
sich als Polargleichnng für die Ellipse

_p_,I fi- r aus P '
WV L l ist.

Aufgaben.
Z. 476. 1. Beliebig viele Punkte einer Ellipse zu bestimmen, wenn die

große Achse und die Brennpunkte gegeben sind.
Man nehme in der großen Achse zwischen den Brennpunkten beliebig viele Punkte

an, deren jeder die große Achse in zwei Abschnitte theilt, und beschreibe mit dem einen Ab¬
schnitte als Halbmesser um den einen, mit dem zweiten Abschnitte nm den andern Brenn¬
punkt Kreisbogen; die Schnittpunkte derselben sind Punkte der Ellipse.

2. Beliebig viele Punkte einer Ellipse zu bestimmen, wenn beide Achsen
gegeben sind.

3. Bestimme die Gleichung einer Ellipse, in welcher die große Achse
— 8 und ein Punkt — (2, 1) ist.

4. Für welchen Punkt der Ellipse l^x^-f-s?/? — Abscisse
und Ordinate gleich? Wie lässt sich der Punkt durch Construction finden?

5. Welches ist die Scheitelgleichung einer Ellipse, deren kleine Achse 2/
und deren Parameter 2x ist?

6. Die Coordinaten des Mittelpunktes einer Ellipse sind na und n, die
Achsen derselben 2n und 26; welches ist die Gleichung der Ellipse, wenn ihre
Achsen den Covrdinatcnachscn parallel laufen?

7. Die Gleichung einer Ellipse ist 9x^-f- l6/^ -s- 36x — 96/ -P36----O;
bestimme a) die Coordinaten des Mittelpunktes, 6) die Achsen.

8. Die Ellipse b^x? -j- u?/-—jfi flächengleich mit der Ober¬
fläche eines geraden Kegelstumpfes, dessen Grundflächen die Halbmesser u und
6 haben; wie groß.ist die Höhe des Kegelstumpfes?

9. Die kleine Achse einer Ellipse ist 2l>; wie grvß muss die große
Achse sein, damit die Ellipse flächengleich fei mit der Manteloberfläche eines
gleichseitigen Kegels, welcher die halbe große Achse der Ellipse zur Höhe hat?

VI. Iie Hyperbel.
Z. 477. Eine Linie der Ebene von solcher Beschaffenheit, dass die Diffe¬

renz der Abstände jedes ihrer Punkte von zwei gegebenen Punkten constaut
ist, heißt eine Hyperbel.
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Sind und 11 (Fig. 215) die gegebenen Punkte, und ist 2 a die con-
stante Differenz der Abstände eines jeden Punktes der Hyperbel von jenen
zwei Punkten, so ist 21 ein Punkt der Hyperbel, wenn ^.21— 1121 —2 u ist.

Die beiden gegebenen Punkte
Fiq. 215. und L heißen die Brennpunkte

der Hyperbel, die Strecken ^2 21
und 1121 die Leitstrahlen des
Punktes 21.

ß. 478. Bestimmung der
Leitstrahleu der Hyperbel.

Nimmt man (Fig. 215) die Mitte
0 des Abstandes 11 beider Brenn¬
punkte als Anfangspunkt der koor¬

dinaten und 08X als Abscisscnachse an, so erhält man, wenn OX — 011
--- 6 gesetzt wird, für einen beliebigen Punkt 21 der Hyperbel analog, wie für
die Ellipse in K. 469,

-221— ! k ui,y L2I ——— u.

Z. 479. Gleichung der Hyperbel.
Aus dem Dreiecke -2? 21 (Fig. 215) erhält man auf gleiche Weise, wie

für die Ellipse in Z. 470,
(off— s?) xffff-gff^2 — ^2 (^2 — g-)

Während jedoch die Differenz s? — für die Ellipse positiv war, muss
sie hier negativ angenommen werden; denn -2 21 — D 21 < -211, also 2 n < 2 s
oder n < s, somit auch aff < s^. Setzt man daher aff — so
ergibt sich als die gesuchte Gleichung der Hyperbel

— 8'x^ff-u^" ——
Diese Gleichung lässt sich auch so darstellen:

i
k- v-

Die Gleichung der Hyperbel unterscheidet sich von jener der Ellipse nnr
dadurch, dass statt 5? der letzteren in der ersteren — 5" vorkommt.

Z. 480. Discnssion der Gleichung d-x^— aff/^ — n-d?.
1. Diese Gleichung gibt

»2 und
Ä '° v "

So lange x<n ist, fällt imaginär aus; für solche Abscissen gibt es
also keinen Punkt der Hyperbel. Zu jeder Abscisse x>-a gehören zwei gleiche
und entgegengesetzte Werte von ebenso erhält man für jeden Wert von
zwei gleiche und entgegengesetzte Abscissen. Die Hyperbel besteht also aus zwei
getrennten, zu beiden Seiten der Ordinatcnachse symmetrisch liegenden Ästen;
jeder dieser Äste wird durch die Abscissenachse in zwei symmetrische Theile
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getheilt. Der Anfangspunkt 0 der Koordinaten heißt deshalb der Mittel«
Punkt, und daher die Gleichung ö>V — Mit telpunkts-
gle ichung der Hyperbel.

2. Da x und jeden noch so großen Wert annehmen können, so folgt,
dass sich die Äste der Hyperbel ins Unendliche ausdehnen.

3. Für ^ — 0 wird x — ^a; die Hyperbel schneidet also die Abscissen-
achse in zwei Punkten v und 6, deren Abstand 2 a beträgt. Die Strecke
ov—2a heißt die erste oder Hauptachse der Hyperbel; 0 und v nennt
man die Scheitel derselben.

Daraus folgt: Die Differenz der Leitstrahlen eines jeden
Punktes der Hyperbel ist gleich der Hauptachse.

4. Für X — 0 wird — lüubV— 1: die Hyperbel schneidet also die
Ordinatenachse nicht in reellen Punkten. Wegen der wichtigen Beziehung der
Länge d zur Hyperbel trägt man jedoch auf die Ordinatenachse die Strecken
OL — Ob' — auf und nennt analog, wie bei der Ellipse, die Strecke
Lk?—2b> auch eine Achse, und zwar die Nebenachse der Hyperbel.

5. Aus a?— — — k? oder s? —a^-st b? folgt

Die Größe s heißt die lineare, die Größe — a —— die

numerische Ex c e n tricität.

6. Für X — s—Vs?-l-b2 Auch der Hyperbel

wird die durch den Brennpunkt zur ersten Achse normal gezogene Sehne der
Parameter genannt. Es ist daher, wenn man denselben mit2x bezeichnet,

p—d. h. der halbe Parameter ist die dritte stetige Pro¬

portionale zu der halben Haupt- und der halben Nebenachse.

7. Für a — b wird die Hyperbel eine gleichzeitige genannt; ihre
Gleichung ist x? — — a^.

8. Verbindet man mit der Gleichung der Hyperbel die Gleichung / — a' x
einer durch 0 (Fig. 216) gehenden Geraden LbLl, so erhält man sür die

Fig. 216.

a'->a°a/°, oder a' < -- ist; wird

und imaginär aus.

Schnittpunkte der beiden Linien:
_ pW »N _ -N- aa't>

x —vi?—
wobei das obere Zeichen dem Punkte
LI, das untere dem Punkte LD ent¬
spricht. Aus diesen Werten folgt, dass
ein Schnitt einer solchen Geraden mit
der Hyperbel nur möglich ist, wenn

a' >- so fallen die Werte von x
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9. Besonders merkwürdig sind jene zwei Geraden, sür welche a,' —

also ist. Um diese Geraden zn construieren, errichte man in v
auf O X eine Normale, trage ans ihr O 8 — 8 8' — b ans und ziehe die
Geraden 8 08' und 6'08; man hat für diese in der That

tauA 8 00 — —, und tanA 800 —-

Betrachtet man nun eine dieser Geraden, z. B. 8'6-, so ist, wenn

0? x, LIU XU gesetzt wird, x und x?;

ferner, da LI ein Punkt der Hyperbel ist, (x? — a^); daher

^2 6-, oder — ^7^-

Menn x größer wird, nehmen auch und zu; mit dem Wachsen
von -s- / nimmt aber, da 18 constant ist, die Differenz /' — / — LIX
ab; dieselbe wird daher unendlich klein, wenn x unendlich wächst, d. h. die
Hyperbel nähert sich immer mehr und mehr der Geraden 8'0, ohne sie zn
erreichen. Dasselbe gilt von der Geraden 8 8'.

Eine Gerade, welcher sich eine krumme Linie immer mehr nähert, ohne
jedoch mit ihr je zusammenzntrcffen, nennt man eine Asymptote der krummen
Linie. Die Hyperbel hat zwei Asymptoten, deren Gleichungen sind:

, b> . d
/ . X und / . X.

Z. 481. Scheitelgleichung der Hyperbel.
Man erhält, analog wie für die Ellipse (§. 474),

/2^2px-s-L^-.

§. 482. Polargleichung der Hyperbel.

Nimmt man (Fig. 215) den Brennpunkt U als Pol und U O als Polar¬
achse an, so ist für irgend einen Punkt LI der Hyperbel r— ULI und

LIUO.

Aus r — - a (Z. 478) und x — s — r oos y, ergibt sich dann,

analog wie sür die Ellipse Z. 475, auch sür die Hyperbel die Polargleichung

i- _-L—
I -j- e LOS P '

wo jedoch I ist.
Die vorstehende Polargleichung gilt für den Ast der Hyperbel, in welchem der als

Pol gewählte Brennpunkt L liegt. Für den andern Ast der Hyperbel erhält man aus

r — — 8 n und — x — r vos P — s die Polargleichung r — HU—.
o, I —«voov'

Aufgaben.

Z. 483. I. Beliebig viele Punkte einer Hyperbel zu bestimmen, wenn
die Hauptachse und die beiden Brennpunkte gegeben sind.
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Man nehme in der Verlängerung der Hauptachse über die Brennpunkte hinaus be¬
liebig viele Punkte an, beschreibe mit dem Abstande eines jeden von dem einen Scheitel um
den einen Brennpunkt und mit dem Abstande desselben Punktes von dem zweiten Scheitel
um den andern Brennpunkt Kreisbogen, welche sich schneiden; die Schnittpunkte sind Punkte
der Hyperbel.

2. Ein Punkt (xh einer Hyperbel und die Hauptachse 2 a sind ge¬
geben; welches ist die Gleichung der Hyperbel?

3. Für welchen Punkt der Hyperbel d^x? — die Or¬
dinate gleich der Abscisse? (Wann ist die Lösung möglich?)

4. Die Normale vom Brennpunkte einer Hyperbel auf die Asymptote
ist gleich der halben Nebenachse.

VII. Die Waravck.
Z. 484. Eine Linie der Ebene von solcher Beschaffenheit, dass jeder ihrer

Punkte von einem gegebenen Punkte und von einer gegebenen Geraden den¬
selben Abstand hat, heißt eine Parabel.

Fig. 217.
Ist 0 (Fig. 217) der gegebene Punkt und XL die

gegebene Gerade, ferner LItz O X L, so ist LI ein Punkt
der Parabel, wenn LI 0 — LI 0 ist.

Der gegebene Punkt 0 heißt der Brennpunkt,
die gegebene Gerade XL die Leitlinie der Parabel
und 6 LI der Leit strahl des Punktes Ll.

Z. 485. Bestimmung eines Leitstrahls der
Parabel.

Man ziehe (Fig. 217) 01) _st XL und nehme die
Mitte O der Normalen OO als Anfangspunkt der Coordinaten und OOX
als Abscisscnachse an. Ist nun LI ein beliebiger Punkt der Parabel, also
0 LI — LI 0- wo LI 0 4. X 8, und sind x — 0 8, — LI 8 die Coordinaten

von LI, so ergibt sich, wenn 00^00 — ^ gesetzt wird,

OLI — LIH —D8^08-s-0v, also

OLI^x-stL.

Z. 486. Gleichung der Parabel.
Ans dem rechtwinkligen Dreiecke LI 8 0 (Fig. 217) erhält man

LI8- -- 0L10 — 08st oder --- (x -st (x — ^raus

^2--- 2p x

als die gesuchte Gleichung der Parabel folgt.

Z. 487. Discussion der Gleichung — 2 x x.
I. Aus dieser Gleichung ergibt sich — uO V 2 px. Zu jedem positiven

Werte von x gehören zwei gleiche, aber entgegengesetzte Ordinalen; die Pa¬
rabel dehnt sich also zu beiden Seiten der Slbscissenachse OX in zwei
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cougrucntcn Ästen aus, und zwar ins Unendliche, da x nnd jede beliebige
Größe erreichen können. Die Gerade OX heißt die Achse der Parabel.

2. Für x^O wird auch — 0; der Ursprung O der Coordiuatcn ist
also ein Punkt der Parabel, er heißt der Scheitel, und daher die Gleichung
^^2px die Scheitelgleichnng der Parabel.

3. Für ein negatives x wird ^imaginär; negativen Abflüssen entsprechen
daher keine Punkte der Parabel.

4. Setzt man x — 0 6, so wird — 6K — 6K— ^p; daher

ist kk--^2p. Die Größe 2 p stellt also die durch den Brennpunkt normal auf
die Achse gezogene Sehne KK dar; sie heißt der Parameter der Parabel.

5. Aus — 2px folgt 2p:^ — ^:x, d. h. die Ordinate eines
jeden Punktes der Parabel ist die mittlere Proportionale
zwischen dem Parameter und der Abscisse des Punktes.

6. Sind X' und x" die Abflüssen, und die zugehörigen Ordinate!!
zweier Punkte einer Parabel, deren Parameter 2 p ist, so hat man

^'?nZxx' und — 2px", daher

d. h. in der Parabel verhalten sich die Quadrate der Ordinaten
wie die zugehörigen Abscisse n.

Ilisühe. 1. Lässt man in der Scheitelgleichung —2px^P^

Ellipse oder Hyperbel a ohne Ende zunehmen, während p ungeändert bleibt,
1)2

was bei gehöriger Annahme von d vermöge der Gleichung - — p immer

möglich ist, so wird für a — cv>der Quotient sich ohne Ende der Null,

und die Gleichung der Ellipse oder der Hyperbel ohne Ende jener der Parabel
— 2xx nähern. Die Parabel kann demnach als eine Ellipse oder als eine

Hyperbel angesehen werden, deren große oder erste Achse unendlich groß ist.
2. Alle bisher betrachteten krummen Linien lassen sich durch die gemein¬

same Scheitelgleichung
— 2px -s- Hx?

darstellen, in welcher p für den Kreis den Halbmesser, für die übrigen krummen
Linien den halben Parameter bedeutet, und g für den Kreis — — 1, für die

Ellipse — — also negativ und absolut <7 1, für die Hyperbel

— also positiv und für die Parabel — 0 ist.

Z. 488. Der Flächeninhalt des zwischen zwei zusammen¬
gehörigen Coordinaten eingeschlossenen Parabelstückes ist
gleich 2/g des Produktes aus diesen Coordinaten.

Es sei OLI (Fig. 218) ein parabolischer Bogen. Zieht man durch beliebig
viele Punkte LI, LI', LI",... Normale auf die Abscissenachse OX und auf
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die Ordinatenachse OLst so ist, wenn 0?----x, Nk — 0 k'-----xtz
K' I" — . gesetzt wird,

Fig. 2!8.
Rechteck ? k ---^ (x — x') /

Rechteck <2 8 ----- x ; daher
kk 04-7') 7
H8 2xx

Je näher man die Punkte der Parabel annimmt,
desto mehr nähern sich auch die Koordinaten derselben,
desto mehr nähert sich dann das Verhältnis der Recht¬
ecke klt und 8 dem Grenzwerte

(7 -st 7") T',. ^7st Z
2px 2xx

Demselben Grenzwerte 2 nähert sich unter dieser Voraussetzung auch
das Verhältnis zwischen je zwei folgenden entsprechenden Rechtecken k'H/ und

u. s. w., daher auch das Verhältnis zwischen der Summe der Rechtecke
OK-st -st .. und der Summe der Rechtecke H8-s-tz" 8'-s-.... Der
Grenzwert dieses letzten Verhältnisses ist aber zugleich das Verhältnis der

Fläche OLlk zu der Fläche OL-ltz; somit ist das Verhältnis 0^^ — 2.

Hieraus folgt
20LItz-^0Llk, daher 30LIH----ONO-st OLItz—x)-; «Iso

OÄItz—^x/, und OLIK — gx/.

ß. 489. Polargleichung der Parabel.
Nimmt man (Fig. 217) den Brennpunkt 6 als den Pol und die 0 0

als die Polarachse an, so ist für den Punkt LI der Parabel der Radiusvector
N------0N und P---A00.

Nach Z. 485 ist r —x-st^-; daher wegen x— r oos auch

I-—p — r aas P, woraus sich

I vos P
als Polargleichung der Parabel ergibt.

Zusatz. Alle bisher betrachteten krummen Linien lassen sich durch die
gemeinsame Polargleichung

_?_
I - cos <x

darstellen, in welcher x für den Kreis den Halbmesser, für die übrigen krummen
Linien den halben Parameter bedeutet, und e für den Kreis ------ 0, für die
Ellipse -< 1, für die Hyperbel > 1, und für die Parabel — 1 ist.

Aufgaben.

ß. 49V. 1. Beliebig viele Punkte einer Parabel zu bestimmen, wenn
der Brennpunkt und die Leitlinie gegeben sind.
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Man bestimme zuerst den Scheitel und die Achse; daun nehme man in der Achse
beliebig viele Punkte an, ziehe durch dieselben Normale auf die Achse und beschreibe mit
dein Abstande jedes Punktes von der Leitlinie als Halbmesser um den Brennpunkt Kreis¬
bogen, welche die entsprechende Normale schneiden; die Schnittpunkte sind Punkte der

Parabel.
Fig. 2l9. 2. Wenn der Parameter gegeben ist,

beliebig viele Punkte der Parabel zu be¬
stimmen.

Die Auflösung beruht auf Z. 487, 5.
Es sei2.L (Fig. 219) der Parameter, 2.der

Scheitel und die Achse der Parabel. Man
nehme beliebige Abscissen X?, XI", ... an und
beschreibe über Lö, öl", ....als Durchmesser
Kreise, welche die in X auf Xö errichtete Nor¬
male in den Punkten k und 8, ö/ und 8'...
schneiden. Zieht mau nun durch diese Punkte Pa-

H"" rallele zur Achse, so werden diese die in k, l"..
auf die Achse errichteten Normalen in den Punkten

21 und X, N' und X'... schneiden; diese sind dann Punkte der Parabel.

3. Die Gleichung einer Parabel sei — 2x; wie groß ist der Flächen¬
inhalt des von dem Parameter begrenzten Parabelstückes?

4. Der Parameter einer Parabel, deren Achse mit der Abscissenachse
parallel läuft, ist gleich 2x, die Coordinaten des Scheitels sind m und u;
welches ist die Gleichung der Parabel?

5. Die Gleichung einer Parabel ist x* —4^ —6x — 3; bestimme
u) die Coordinaten des Scheitels, ll) den Parameter.

6. Ein Körper, welcher die Höhe ll über dem Horizonte hat, erhält durch
eine Kraft eine gleichförmige Bewegung in horizontaler Richtung mit der Ge¬
schwindigkeit cr (in 1 Zeitsecnnde) und vermöge der Schwerkraft eine vertieale
Bewegung mit der Beschleunigung ss. a) Welche Linie durchläuft er? d>) Nach
welcher Zeit, uud o) in welcher horizontalen Entfernung vom Anfangspunkte
langt er in der Horizontalebene an? (Der Widerstand der Luft bleibt unbeachtet.)

VIII. Zungenten und Normalen der krummen Linien.
§. 491. Die Gerade und die krummen Linien.

Verbindet man die Gleichungen zweier Linien, so sind die sich ergebenden
Werte von x und die Coordinaten der den beiden Linien gemeinsamen Punkte.

Ist eine der beiden Linien eine Gerade und die andere ein Kreis, eine
Ellipse, Hyperbel oder Parabel, so erhält man für x und / im allgemeinen
zwei Paare von zusammengehörigen Werten. Sind diese Werte reell und ver¬
schieden, so haben die beiden Linien zwei gemeinsame Punkte, d. i. die Gerade
schneidet die krumme Linie in zwei Punkten. Fallen die beiden Werte in
einen einzigen zusammen, so haben die zwei Linien nur einen gemeinsamen

Močnik, Geometrie für die oberen Classen. 18



274

Punkt, d. i. die Gerade berührt die krumme Linie in jenem Punkte. Sind
endlich die Werte von x und imaginär, so haben die beiden Linien keinen
gemeinsamen Punkt.

Ausnahmen kommen in besonderen Fällen bei der Hyperbel und bei der
Parabel vor.

l. Verbindet mau mit der Gleichung der Hyperbel l^x?—

die Gleichung einer zu einer Asymptote parallelen Geraden x -j- a

oder x -j- o, so erhält man bezüglich

°der
2 do ' 2o '

_ L (d- 4- °") v' - t?
2do ' So' '

Jede mit einer Asymptote einer Hyperbel parallele
Gerade schneidet die Hyperbel in einem einzigen Punkte.

2. Verbindet man mit der Gleichung der Parabel —2xx
Gleichung einer zur Achse parallelen Geraden — o, so ergibt sich

X — -X-, V — 0.2p
Jede zur Achse einer Parabel parallele Gerade schneidet

also die Parabel in einem einzigen Punkte.

Z. 4'42. Allgemeiner Begriff der Tangente.

Es sei (Fig, 220) irgend eine krumme Linie und LI' der Punkt,
in welchem sie von der Geraden TI" berührt werden soll. Man denke sich

Fig. 220. durch diesen Berührungspunkt N' und durch
einen benachbarten Punkt N" zuerst eine Se-
cante 8 8' gezogen und diese dann um N' so
gedreht, dass N" dem LT immer näher rückt;
dann wird sich auch die Secante 8 8' der Tan¬
gente T1" immer mehr nähern und endlich mit
ihr zusammenfallen, wenn LI" auf den Berüh¬
rungspunkt LT zu liegen kommt.

Man kann daher die Tangente einer krummen Linie als eine Se¬
cante derselben betrachten, welche durch die Drehung um den einen Schnitt¬
punkt in eine solche Lage gebracht wurde, dass der zweite Schnittpunkt mit
dem ersten zusammenfällt.

Eine im Berührungspunkte LT auf der Tangente normale Gerade LT Li
heißt eine Normale der krummen Linie.

Bei der Berührung einer krummen Linie mit einer Geraden sind nach¬
stehende vier Größen von Wichtigkeit:

1. Die Tangente LTD, d. i. die Länge der Berührungslinie vom
Berührungspunkte bis zum Schnittpunkte mit der Abscissenachse;
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2. die S ub tangent e 1? D, d. i. die Projection der Tangente auf die
Abscissenachse;

3. die Normale LI'Ll, d. i. die Länge der Normallinie zwischen dem
Berührungspunkte und der Abscissenachse; nnd

4. die Subnormale d. i. die Projection der Normale auf die

Abscissenachse.
Von diesen vier Berührungsgrößen sind die Tangente und die Normale

wesentlich positiv. Die Snbtangente nnd die Subnormale dagegen sind positiv
oder negativ, je nachdem sie von der Ordinate aus nach der positiven oder
negativen Abscissenrichtung liegen; sie werden in jedem Falle bestimmt durch
die Differenz x — xh in welcher x die Abscisse des Schnittpunktes der Tan¬
gente, beziehungsweise der Normale, mit der Abscissenachse, und x" die Abscisse
des Berührungspunktes bezeichnet.

Fig- 221.

I? (x" -l- x')

1. Ellipse unö Kreis.

493. Gleichungen der Tangente und der Normale.

Sind xh und x", die Coordiuaten zweier benachbarter Punkte
LI' und Ll" (Fig. 221) einer Ellipse, deren Gleichung -j-

ist, so hat man für die durch Ll' und Ll" gehende
Secante 8 8' die Gleichung

V - v' — (x — x'),x" —x'
wobei zugleich die Bestimmungsgleichungen
1^x'2 -P --- a-bh b^x'^ -s- a^l>"
stattfinden, durch deren Subtraction man

K2 (x"2 — X'2) -fi --0,

oder

und daher

erhält. Substituiert mau diesen Wert in die obige Gleichung der Secante 8 8H
so nimmt dieselbe folgende Form an:

1. Fällt nun der Punkt LI" mit LI' zusammen, so kommt die Secante
8 8' in die Lage der Tangente TI"; setzt man also in der letzten Gleichung
x" — xh —so erhält man für die Tangente TI" die Gleichung

welche man anch so darstellen kann:
l^xx' -j-

In dieser letzteren Form lässt sich die Gleichung der Tangente unmittelbar
aus jener der Ellipse l^xx-j-ableiten, indem man die
Quadrate xx und // durch die Products xx' und ersetzt.

18*
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2. Für die im Punkte ZI' auf die Tangente errichtete Normale
ergibt sich (K. 456, 2) die Gleichung

Zusatz. Für d a geht die Ellipse in einen Kreis über. Für den Kreis
ist daher

a) die Gleichung der Tangente

(x -- x'), oocr x x" -s- g.2;

d) die Gleichung der Normale

/ — — x'), oder i x,

woraus folgt, dass jede Normale des Kreises durch den Mittelpunkt geht.

Z. 494. Länge der vier Berührungsgrößen.

1. Setzt man in der Gleichung der Tangente / — 0, so erhält man

x — als die Abscisse des Punktes 4' (Fig. 221); folglich ist

Snbtangente 1 — x — x' —

Dieser Ausdruck zeigt, dass die Subtangente von der kleinen Achse 2d
unabhängig ist, dass alle Ellipsen, somit auch der Kreis, welche über derselben
großen Achse beschrieben werden, für gleiche Abscissen auch dieselbe Subtan-
geute haben.

2. Für die Tangente ZI'T erhält man:

Zl- T- N- k'2 x, ^2 /x'- 4-

daher Tangente V d^x^-j-

3. Setzt man in der Gleichung der Normale — 0, so ergibt sich für

den Pnnkt di der Abscisse x — . x/; daraus folgt

Subnormale dl — x — x^ — —

4. Zur Bestimmung der Normale Zl'dl hat man

L-l?---L1^Z- x-dl- ---

Normale

Zusatz. Für d —a, d. i. für den Kreis ist

a) die Subtangente — d) die Tangente — ^-;

o) die Subnormale — — xZ ä) die Normale — r.

Z. 495. Jede Tangente der Ellipse bildet mit den Leit¬
strahlen des Berührungspunktes gleiche Winkel.
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Es seien (Fig. 222) ^.LI und LLI die Leitstrahlen des Punktes LI —
(xch einer Ellipse, deren Mittelpunkt

Die Gleichung der durch LI an

Fig. 222.

0 ist.
die Ellipse gezogenen Tangente ist
tz^xx' -s- Aus ihr
ergibt sich für — 0 als die Ab-
scisse des Schnittpunktes der Tan¬

gente mit der großen Achse x .

Ist nun LIL ein Außenwinkel
des Dreieckes LLI, LID die Hal¬
bierungslinie dieses Winkils und D
ihr Schnittpunkt mit der großen Achse,
so ist nach Z. 120, 2

^.D: LD^^LI:LLI,

oder mit Rücksicht auf Z. 469
(OD - s) : (OD o) (a -

^2

woraus auch 10 — - folgt.

Der Punkt, in welchem die durch LI gezogene Tangente die große Achse
schneidet, ist also identisch mit dem Punkte D; d. i. die Tangente im Punkte
LI ist die Halbierungslinie LID des Winkels ^.LIL.

Da nun L LI D — LLIV und nach der Voraussetzung ^.LID — LLID
ist, so ist auch 1LLID -- LLIV.

Dieser Satz erklärt folgende Erscheinungen, welche auf dem Reflexionsgesetze beruhen.
Von einer elliptischen Spiegelfläche werden die von einem Brennpunkte auffallenden Acht-,
Wärme- oder Schallstrahlen so reflektiert, dass sic sich im andern Brennpunkte vereinigen.
Erregt man in einem elliptisch geformten Gefäße, worin sich eine Flüssigkeit befindet, in dem
einen Brennpunkte eine Wellenbewegung, so treffen die reflektierten Wellen im andern
Brennpunkte zusammen.

2. Hispcrbrl.
Z. 496. Tangenten und Normalen der Hyperbel.
Die Gleichungen der Tangente und der Normale, sowie die Längen der

Tangelite, Subtangente, Normale und Subnormale lassen sich hier in analoger
Weise wie bei der Ellipse (ZZ. 493 und 494) entwickeln; sie können aber auch
aus den dort gewonnenen Resultaten sofort erhalten werden, wenn man in
denselben mit — vertauscht.

Z. 497. Jede Tangente der Hyperbel bildet mit den Leit¬
strahlen des Berührungspunktes gleiche Winkel.

Der Beweis wird unter Beziehung aus §. 120, I analog wie zu
Z. 495 geführt.

Auf diesen Satz gründet sich die optische Erscheinung, dass von einem hyperbolisch
geschliffenen Hohlspiegel Lichtstrahlen, die von einem Brennpunkte ausgehen, so reflectiert
werden, als ob sie vom andern Brennpunkte herkämen.
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3. Parabel.
Z. 498. Gleichungen der Tangente und der Normale.
Die Gleichung der Sccante, welche dnrch die Punkte (xh ^') und (x", ^")

der Parabel — 2 xx geht, ist
, v" — v' , /V

Wegen — 2xx/ nnd — 2xx" ist:

«2 — v-? — 2 p (x" — x/) undI x" — X -j- /
Durch Substitution ergibt sich daher als Gleichung der Secante

(x - x').
1. Lässt man nun den Punkt (x", /") mit (xh ^') zusammeufallen,

so wird und man erhält als Gleichung der Tangente
(x — x').... 1),

oder ^^2?.^-^-.

2. Für die zu dieser Tangente gehörige Normale folgt ans 1)
7 (x — x')... .2).

Z. 499. Länge der vier Berührungsgrößen.
1. Aus der Gleichung der Tangente ergibt sich für den Punkt 1 (Fig.

223), indem man x — 0 setzt, x — — xst daher ist
Subtangente k 4' — x — x/ — — 2 x^.

In der Parabel ist die Subtan¬
gente eines Punktes (dem absoluten Werte
nach) der doppelten Abscisse desselben
gleich.

2. Für die Tangente LID hat man
- LID2--Lkl?2-stDk^^2-st4x'2---2px'-j-

D 4x'^, somit
Tangente LID --- V2x' (x> -st 2x').

3. Setzt man in der Gleichung der Normale — 0, so erhält man für
den Punkt 17 die Abscisse x — x' -stx; daher ist

Subnormale l? 17 — x — x' — p.
In der Parabel ist die Subnormale constant und gleich

dem halben Parameter.
4. Für die Normale L117 erhält man

UM Uk- _st --- 7'- -st 2xx' -P p?, also

Normale LIU — VP (x -st 2x').
Zusatz. Der Berührungspunkt und die Fußpnnkte der Tan¬

gente und der Normale in der Achse sind von dem Brennpunkte
der Parabel gleich weit entfernt.

Denn wegen b'? x" - L ist Üb' -- Db' 171? x' -P L.

Fig. 223.
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Z. 500. Die Tangente e i n erP arabel bildet mit dem L e it-
stra hle d e s B e r n h r n n g s p n n kte s n n d m itd e r durch d i e s e n P n n k t
znr Achse parallelen Geraden gleiche Winkel.

Da nach Z. 499, Zus., das /X TAT (Fig. 223) gleichschenklig ist, so
ist der W. TAT ---TTA; nnn ist auch W. RAT' ----- TTA; daher TAT
---- RAT'.

Auf diesem Satze beruht die Anwendung parabolischer Hohlspiegel. Fallen nämlich
Licht-, Warme- und Schallstrahlen Parallel zur Achse auf den Spiegel auf, so vereinigen sie
sich nach der Reflexion im Brennpunkte. Umgekehrt: Die vom Brennpunkte ausgehenden
Strahlen werden von dem Spiegel Parallel zur Achse reflektiert.

Aufgaben.
Z. 501. Kreis.
1. Wie viele Punkte hat die Gerade
a) ^ ------- X -s- 2, 5) 4x -s- 3)I — 50, o)3)i — xst-40

mit einem Kreise, dessen Gleichung x? st- — ioo ist, gemeinsam?
2. Der Kreis 4x? -s- 4)^ — 25 wird von der Geraden 2/ — 14x —- 25

geschnitten; bestimme u) die Koordinaten der beiden Schnittpunkte, 5) die Länge
der diese Punkte verbindenden Sehne, o) den zu ihr gehörenden Centriwinkel.

3. An den Kreis (x — p)? st- (/ — chst — r? wird im Punkte (x', ^')
eine Tangente gezogen; welches ist die Gleichung derselben?

4. An den Kreis x? st- — 25 sind in den Punkten (— 4, 3) und
(— 3, 4) Tangenten gelegt; bestimme u) die Gleichungen der beiden Tangenten,
b) den von ihnen eingeschlossenen Winkel.

5. An den Kreis x? -s- ^Mn von einem außerhalb desselben
liegenden Punkte (in, u) Tangenten gezogen werden ; bestimme u) die Koordinaten
der Berührungspunkte, b) die Gleichung der Berührnngssehne.

Die Gleichung der Tangeute ist xx' -s- z-x' — r"...1s. Da die Taugeute durch den
Punkt (w, u) gehen soll, so muss inx' -s- uz-' — r'. .. 2), und weil der Berührungspunkt
(x', /) dem Kreise angehört, auch x"-s-/-— r^... S) sein. Aus 2) und 3) sind nun
x' und x' zu bestimmen und dann die Werte in 1) einzusetzen.

6. Die Gerade 2 x st- / — 10 schneidet den Kreis x^ -s- — 25 in
zwei Punkten; durch diese Schnittpunkte werden Tangenten an den Kreis
gelegt. In welchem Punkte schneiden sich die beiden Tangenten?

7. Die Gleichung der Polare des Punktes (in, n) in Bezug auf den
Kreis x? -j- finden (ß. 143).

in x„-s- U
8. Die Gerade — ax-s-5 wird als Polare bezüglich des Kreises

-s- — r? betrachtet; bestimme die Koordinaten des zugehörigen Poles.
a r? r^
'V' T7'

9. Au den Kreis x? st- ^2 ^00 ist eine Tangente zu ziehen, welche

mit der Geraden i? — st- 15 parallel ist; wie lautet ihre Gleichung?
3 x , 2->

V — — -r-
4^2
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10. Wie lang ist die den beiden Kreisen x? -j- — 4, (x — 1)^ -P-
/° — 4 gemeinsame Sehne?

11. Wie lautet die Potenzlinie der Kreise
O P? -s- --- 1-2, (x — x)2 -j- (>2?

12. Wie lauten die Potenzlinien der Kreise
^2 ^4, (X - 3)' (7 - 2)2 --3, (x 1)2 2)' ---- 2?

und wie die Koordinaten des Potenzcentrums?
8. 502. Ellipse.
1. Die Gleichung einer Ellipse ist 9x^ -j- 16— 144, die Gleichung

einer Geraden
a) 3 X-j-5, b)/---x-j-5, e)^^-2x —9;

wie viele Punkte hat die Ellipse mit jeder dieser Geraden gemeinsam?.
2. Durch einen Punkt N der Ellipse an diese eine Tangente zu ziehen.
Auflösung I. Verlängert man (Fig. 222) den Leitstrahl LU über N hinaus, so

darf man, um die Lage der Tangente NN zu erhalten, (nach 8. 496) nur den Winkel L.LIL
halbieren. Mau macht daher LI L — LI und beschreibt um L und mit demselben Halb-

Fig. 224.

0' /' k- /-

Messer Kreisbogen, welche sich in Li schneiden; die durch
Li und LI gezogene Gerade LI N ist die verlangte Tangente.

Auflösung 2. Nach Z. 494, Zusatz, indem man
(Fig. 224) über der großen Achse OO einen Kreis be¬
schreibt, die Ordinate LIL bis Li verlängert, durch Li
eine Tangente lflT an den Kreis construiert und T LI zieht.

3. Aus einem Punkte Li (Fig. 222) außer¬
halb der Ellipse an diese eine Tangente zu ziehen.

Hier kommt es mit Rücksicht auf die I. Auflösung der Aufgabe 2 offenbar nur darauf
an, einen Punkt L zu finden, der von Li ebenso weit absteht, als der eine Brennpunkt
und dessen Entfernung von dem anderen Brennpunkte L der großen Achse gleich ist. Diesen
Punkt findet man aber in dein Durchschnitte der um Li mit dem Halbmesser Li und
um 8 mit dem Halbmesser O v beschriebenen Kreisbogen. Zieht mau die Gerade L8, welche
die Ellipse in LI schneidet, so ist Ll der Berührungspunkt und LILI die gesuchte Tangente.

Da jene zwei Bogen auch noch einen zweiten Schnittpunkt LL geben, so wird durch
die Gerade noch ein zweiter Berührungspunkt LL bestimmt, woraus folgt, dass von
dem Punkte Li zwei Tangenten LILI und LiLL au die Ellipse gezogen werden können.

4. Welches ist die Gleichung der Tangente an die Ellipse X? -j- 25^2 — 25
im Punkte (— 3, t) ?

5. An die Ellipse 4x? -s- 25/? — ioo werden durch den Punkt (4, A)
eine Tangente und eine Normale gezogen; wie groß ist a) die Subtangeute,
b) die Tangente, o) die Subnormale, ä) die Normale?

6. Wie Verhalten sich die Abschnitte, in welche die Abscisse eines Punktes
der Ellipse durch die Normale dieses Punktes getheilt wird?

6 a. Wie lallten die Gleichungen der Tangenten, welche vom Punkte
(3, 8) an die Ellipse 9x° -j- 16/? — 144 gezogen werden können? (Die Auf¬
lösung ist analog jener der Aufg. 5 im §. 501.)

6 1>. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten an die Ellipse 9x^ -j-
25^2 — 225, welche mit der Geraden 5 -j- 4 x --- a parallel sind?
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7. An die Ellipse x' -fi 4/2--- 100 werden durch die Punkte (8, 3)
und (6, — 4) Tangenten gezogen; bestimme a) die Coordinaten ihres Schnitt¬
punktes, U) den von ihnen gebildeten Winkel.

8. Die Länge der Senkrechten vom Mittelpunkte einer Ellipse auf die
durch den Punkt (xch /') derselben gezogene Tangente zu bestimmen.

9. Das Product aus der Normale eines Punktes der Ellipse und der
Senkrechten vom Mittelpunkte ans die Tangente desselben Punktes ist konstant
und gleich dem Quadrate der halben kleinen Achse.

10. Die Länge der Senkrechten von einem Brennpunkte einer Ellipse auf
die durch den Punkt (xch /') derselben gezogene Tangente zu finden.

11. Das Product aus den Senkrechten von den Brennpunkten einer
Ellipse aus eine Tangente derselben ist konstant und gleich dem Quadrate der
halben kleinen Achse.

12. Die Coordinaten des Fnßpunktes der Senkrechten von einem Brenn¬
punkte einer Ellipse auf die durch den Punkt (xch /') derselben gezogene Tan¬
gente zu bestimmen.

13. Der Abstand des Fußpunktcs der von einem Brennpunkte einer
Ellipse ans eine Tangente gezogenen Senkrechten vom Mittelpunkte der Ellipse
ist gleich der halben großen Achse.

14. Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden Curven x' -fi /' — 4,
3/' -s- 5/' — 152?

Z. 503. Hyperbel.
1. Die Gleichung einer Hyperbel ist 4x2 — 9/' — 36; wie viele

Punkte hat die Gerade

u)/ —^fi-2, U)/ — 2x—-8, 0) 6/ — 5x — 9

mit der Hyperbel gemeinsam?
2. Durch einen Punkt der Hyperbel an diese eine Tangente zu ziehen.
Die Auflösung ist analog der Auflösung 1 zu Z. 502, Aufg. 2.

2 a. An die Hyperbel 9x' — 16/' — 144 ist im Punkte (A 4) die
Tangente zu ziehen und deren Gleichung anzugeben.

3. Von einem außerhalb der Hyperbel liegenden Punkte an dieselbe eine
Tangente zu ziehen.

Wird analog nie Aufg. 3 in 8. 602 aufgelöst.

3 u. Wie lauten die Gleichungen der beiden Tangenten, welche vom
Punkte (8, d an die Hyperbel 9x^°— 16/2 — 144 gezogen werden können?

4. Der zwischen den Asymptoten liegende Theil einer Tangente der
Hyperbel wird im Berührungspunkte halbiert.

5. Innerhalb welches Winkels liegen die beiden Äste der Hyperbel
4x2 — 9/2---- 36?

6. Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden Cnrven
x- -s- /2 --- 6G 9x2 — 16/'---144?
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ß. 504. Parabel.

1. Die Gleichung einer Parabel ist — 5^; wie viele Punkte hat
die Gerade

—5x-s-4, U)/ —2x— 1, e)/^3x-j-2
mit der Parabel gemeinsam?

2. Durch einen Punkt N der Parabel an diese eine Tangente zu ziehen.
Fig. 225. Auflösung 1. Durch Halbierung des Winkels I^LItj

(Fig- 225) nach Z. 800, indem mau uni I' und tj mit dem-
selben Halbmesser Kreisbogen beschreibt, welche sich in X schneiden,
""d d""" die bi LI zieht.

/ Auflösung 2. Mit Rücksicht auf Z. 499, I. Man mache
(Fig. 223) 0 r -- 0 x und ziehe 1LI.

Auflösung 3. Nach Z. 499, Zusatz. Mau beschreibe
, (Fig- 223) um den Brennpunkt i? mit dem Leitstrahle t?LI als
--^7^. Halbmesser einen Kreisbogen, welcher die verlängerte Achse in R

schneidet, und ziehe PLI.

2 a. Wie lautet die Gleichung der Tangente, welche im Punkte (2, 3)
an die Parabel mit dem Parameter 4^ gezogen wird?

3. Aus einem Punkte Ll (Fig. 225) außerhalb der Parabel an diese eine
Tangente zu ziehen.

Mit Beziehung auf die I. Auflösung der Aufgabe 2 handelt es sich hier nur darum,
den Punkt tz zu bestimmen, durch welchen die mit der Achse parallele Gerade tjLI gezogen
werden muss, damit sie den Berührungspunkt LI treffe. Der Punkt tz liegt nun in der
Leitlinie und ist von Li ebenso weit entfernt, als der Punkt I?. Um daher von X eine
Tangente an die Parabel zu ziehen, beschreibt mau nm Ls mit dem Halbmesser Ls § einen
Kreis, welcher die Leitlinie in tz schneidet, zieht tzLI s OX und sodann die Gerade Ls LI.

Da jener Kreis die Leitlinie auch noch in einem zweiten Punkte tz' schneidet, so
erhält man, wenn t/LI"HOX gezogen wird, einen zweiten Berührungspunkt LU und es ist
auch LlLU eine Tangente der Parabel.

4. Die Gleichung einer Parabel sei — 16 x; suche die Gleichung der¬
jenigen Tangente der Parabel, welche zu der Geraden / --- x — 3 parallel ist.

5. An eine Parabel, deren Gleichung /^-^4x seien durch zwei
ihrer Punkte, deren Ordinaten 2 und — 4 sind, Tangenten gezogen; bestimme
a) den Schnittpunkt der beiden Tangenten, b) den von ihnen gebildeten Winkel,
o) den Flächeninhalt des von den Tangenten und der Berührungssehne be¬
grenzten Dreieckes.

6. Die Senkrechte vom Brennpunkte einer Parabel auf eine Tangente
derselben ist die mittlere Proportionale zwischen dem entsprechenden Leitstrahl
und dem vierten Theile des Parameters.

7. Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden Curven
— 2 x und x? -s- /2 — 8 ?

8. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, welche in den Schnitt¬
punkten an die beiden Curven 4x^— 9/2 — 36 und /^ — ^x gezogen
werden können, und unter welchem Winkel schneiden sich diese Tangenten?
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IX. Allgemeine Untersuchung der Linien zweiten Grades.
8. 505. Der Grad einer Gleickung zwischen den Coordinaten für ein

bestimmtes Parallclsystem wird durch die Transformation derselben für ein
anderes Parallelsystem nicht geändert. Denn ist die ursprüngliche Gleichung
zwischen x und vom inten Grade, so ist erstlich von selbst klar, dass nach
den im tz. 440 angegebenen Substitutionen die neue transformierte Gleichung
kein Glied enthalten könne, in welchem die Summe der Potenzexponenten von
x und größer als na wäre. Die Transformation kann aber den Grad der
Gleichung auch nicht erniedrigen, weil man durch Rück-Transformation der
neuen Gleichung für das frühere System nothwendig die ursprüngliche Gleichung
wieder erhalten muss, und daher, wenn die erste Transformation den Grad
der Gleichung herabgemindert hätte, die zweite Rück-Transformation ihn wieder
erhöhen müsste, was jedoch nach dem Obigen nicht möglich ist.

Da hiernach der Grad der Gleichung einer Linie von der Lage des
Parallel-Coordinatensystems unabhängig ist und einzig durch den Charakter
der Linie bestimmt wird, so pflegt man die Linien nach dem Grade ihrer ent¬
sprechenden Gleichungen einzutheilen. Die gerade Linie ist eine Linie des
ersten Grades, und zwar die einzige Linie dieses Grades; der Kreis, die
Ellipse, Hyperbel und Parabel gehören zu den Linien des zweiten Grades.
Diese letzteren sollen nun hier ganz allgemein untersucht werden.

8. 506. Discnssion der allgemeinen Gleichung zweiten
Grades

^x--P Lx^ -f- 6^vx -s- il? -- 0.. .1)

zwischen den Coordinaten x, eines Punktes der Ebene, wo
L, reelle Coeffieienten bedeuten.

Um die geometrische Bedeutung dieser Gleichung, in welcher man unbe¬
schadet der Allgemeinheit der Untersuchung ein rechtwinkliges Coordinatensystem
voraussetzen kann, kennen zu lernen, wird man dieselbe durch Transformierung
der Coordinaten ans eine einfachere Form zu bringen suchen, indem man
Ursprung und Achsenrichtung des neuen Systems so wählt, dass gewisse Glieder
der transformierten Gleichung verschwinden.

Transformiert man zunächst die Coordinaten so, dass der Ursprung
unverändert bleibt und die neue Abscissenachse mit der früheren den Winkel cc
bildet, so muss man (8- 440) statt x und / bezüglich

x vos « — / sin « und x sin cc -s- zc oos cc
setzen. Man erhält dadurch eine neue Gleichung

LIx- -s- Oxzc N/- -P Hx -fl U/ -f- b" --- 0,.. .2,
in welcher

lvl — 008 «2 -j- L gjn ogg « -s- o 81N

o — - 2 — 0)8111« 008 « -j- io so08 «2 — 81N «2),

bl — 81N «2 - L 81N cc 008 cc -s- 0 008 «2,

H — O 008 cc -s- bl 8in cc, u — — O SIN cc -fl bl 008 cc

ist und k? den früheren Wert beibehält.
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Um nun aus dieser transformierten Gleichung wegzuschaffen, niuss
inan dem noch unbestimmten Winkel « einen solchen Wert beilegen, dass
0 — — 2 (L. — 0) sin « Los a -f- L (oos — sin a-) — 0, oder was das¬
selbe ist, dass -— (7L — 0) sin 2« -f- L Los 2« — 0 werde; man muss also

MnA2a—— . 3)

setzen. Da die Tangente eines Winkels jeden reellen Wert von — co bis
-s- cx) annehmen kann, so lässt sich « immer so bestimmen, dass der Gleichung
3) genüge geschieht. Dadurch geht die Gleichung 2) über in

LIx--yk^4-Hx-chk^4-'k —0...4).
Zur Bestimmung von LI und k ergibt sich aus den obigen Ausdrücken

LI -s- N -s- 6,
LI — k — (7L — 0 LOS 2 tt -s- L sin 2 tt.

Nun ist sin 2« 2« L
Vl -U tLHA 2«- VsL^6)^4^L-'

LOS 2 « -— -- ; daher
V l-UtsvA S«- V(-4-0?4-L-'

LI — k — V 0)- 4TZ4
Daraus folgt

LI lL -4 6) y-fä - 0)- L L- (L -4 6)- V(L - 6) - 4-

und LIk 0 - v"
4 4 -

Die weiteren Transformationen hängen von der Beschaffenheit der
Coefficienten LI und Li, oder mit Rücksicht auf die Gleichung 6) von der Be¬
schaffenheit des Ausdruckes k- — 4 L. 6 ab. In dieser Beziehung sind drei
Hanptfälle zu unterscheiden.

I. Es sei k- — 4 0 negativ.
Transformiert man die Gleichung 4), um die Glieder x und weg¬

zuschaffen, mit Beibehaltung der Achsenrichtnng für einen neuen Ursprung
(m, n), indem man statt x nnd die Werte x 4- m und -j- n sub¬
stituiert, so ergibt sich die Gleichung

LIx2-f-Ll)-2-f-(2Lliu-f-H)x-s-(2Xu-s-Ik,)^-s-

(Llua^ -s- Llu2 -s- Hm -f- kn Ich — 0.

Damit die Coefficienten von x und verschwinden, wählt man die noch
unbestimmten Größen m und n so, dass 2 LI in -f- H — 0 und 2Lln -f- k 0
werde. Hieraus erhält man

und daher als transformierte Gleichung
LIx-4-X^^8...7),

wo 8 ---- - (Lim- ch- Lin- -s- Hm ch- kn 4- k) ist.
Diese Transformation ist hier immer möglich, da LI und Ll unter der

obigen Voraussetzung k- — 4 6 < 0 im Hinblick auf die Gleichung 6)
beide von Null verschieden sein müssen.
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In der Gleichung 7) kann das erste Glied LI stets als positiv angenommen

werden; dann muss wegen Lidl— auch dl positiv sein.

Es kommt noch die Beschaffenheit von 8 in Betracht.

1. Ist 8 positiv, so erhält man aus der Gleichung LI -s-dl 8
LI 2 ! dl „ 1 k" 8 » 8 12 x'' > 1

oder l^x?-s-.. .8),

welche Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a und b entspricht (Z. 470).
Wenn in diesem Falle LI^--dl ist, so wird auch und man

erhält x4-s-)^ —a?, Millich dw Gleichung des Kreises. Für den Kreis

muss daher nach den Gleichungen 5)

V(^_ — 6)2-s- IZ2 —0, d. i. ^. — 0 und 8 — 0 sein.

2. Ist 8^0, so ergibt sich LI x^-s-dl^^-^ 0, welche Gleichung nur
für x —0 und / —0 befriedigt werden kann; sie gehört also dem Anfangs¬
punkte der neuen Coordinaten selbst an.

3. Ist 8 negativ, so kann der Gleichung LIx^ -s- dl/^ — 8, deren erster Theil
nur positive Glieder enthält, durch keine reellen Werte von x und / genüge geleistet
werden; die Gleichung hat daher für ein negatives 8 keine geometrische Bedeutung.

Wenn also 8^— 4^.0 negativ ist, so entspricht die Gleichung 1) einer
Ellipse, welche noch für speciclle Fälle den Kreis oder einen Punkt als Varie¬
täten darbietet.

II. Es sei 8- —4L.0 positiv.
Da auch hier LI und Ls von 0 verschieden sein müssen, so ist die in I.

angegebene Transformation der Coordinaten ausführbar und kann daher die
Gleichung I) auch in diesem Falle auf die Form

LIx^L^^g

gebracht werden. Nun haben hier, da LI Ls — — ^gativ ist, LI nnd

Li entgegengesetzte Vorzeichen. Nimmt man daher LI als positiv an, so ist Ls
negativ; wir setzen dafür — Ls", wo nun Ls" positiv ist.

1. Ist 8 positiv, so folgt aus der Gleichung LI x? — Ls"^ —g

-g-x-- 8 )^1 und für -^l)2, l odcr

1)2 X?-^2^2 — . 9),

deren geometrischer Ort eine Hyperbel ist (Z. 479).
2. Ist 8 — 0, so folgt ans der Gleichung LIx^ —Ls"^ —o

VI'
welche Gleichung ein System zweier im Ursprünge sich schneidender Geraden
(als Varietät der Hyperbel) darstellt.

3. Ist endlich 8 negativ, nämlich gleich — 8", so ist dann
LI"^2_LIx2^8".
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Die Gleichung lässt sich durch Vertauschung der Achsen aus die erste
Form znrückführen und stellt daher eine Hyperbel dar, in welcher die Abscisscn-
achse mit der früheren Nebenachse zusammenfällt.

III. Es sei 112-4^6 gleich Null.
In diesem Falle ist vermöge der Gleichung 6) entweder LI —0 oder

Li —0; -beide Coefficicuten LI und Ll können mit Rücksicht auf 8. 505 nicht
zugleich Null sein. Es sei z. B. LI —0; dann kann die in I. angegebene

Transformation, weil in — — keinen bestimmten endlichen Wert hat, nicht

ansgeführt werden; dagegen aber erscheint die erste transformierte Gleichung 4)
unter der einfacheren Form

Ll^-s-Hx-s-U^-s-Ii'^O.. .10).
Um diese Gleichung noch einfacher darzustellen, nimmt man einen neuen

Ursprung (r, s) an und setzt statt x und / bezüglich x -s- r und -s- s,
wodurch man erhält:

N/' si-Hx-si (2Ns si-IY x si-(Ns«tzi-Rs-s-— 0.
Man wählt dann r und s so, dass der Coefficient von und das von

x und freie Glied verschwinden, dass also 2Ll8-s-R —0 und
tzr-s-Us-s-ll' —0 wird, was für die Werte

8, . 8? —4N8
s— 28s

stattfiudct. Diese Transformation kann jedoch nnr dann vorgenommen werden,
wenn H nicht gleich Null ist. Wir unterscheiden daher zwei Fälle.

1. H ist von Null verschieden. Dann lässt sich die Gleichung 10) auf
die einfachere LI/^-s-Hx —0 transformieren, woraus

^-^Ux....11),

das ist die Gleichung einer Parabel (Z. 486), hervorgeht.

2. H —0, die früher angegebene Transformation lässt sich nicht an¬
wenden; die Gleichung 10) nimmt nun die Form an:

N^-siR/-s-lb'^0....12),

woraus / — " r folgt, welche Gleichung ein System zweier

niit der Abscissenachse paralleler Geraden ausdrückt.

Zu denselben Ergebnissen gelangt man auch, wenn man Ll^O an¬
nimmt; nur muss dann die Abscissenachse mit der Ordinatcnachse vertauscht werden.

Aus allen diesen Untersuchungen geht hervor, dass die Gleichung 1) mit
Ausnahme des zuletzt angeführten Falles durch eine zweimalige Transformation
immer auf eine der beiden Gleichungen

LI x^-j-Ll — 8 „„h

gebracht werden kann, und eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel mit Einschluss
ihrer Varietäten darstellt, je nachdem —4lL0 negativ, positiv oder gleich
Null ist.
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Dcr Charakter der dargcstellten Linie hängt demnach einzig von der Be¬
schaffenheit des Ausdruckes —4X.0 ab, welcher deshalb das charakte¬
ristische Binom der Gleichung l) genannt wird.

K. 507. Den geometrischen Ort aller Punkte zu finden, deren Ab¬
stände von einem gegebenen Punkte und von einer gegebenen Geraden in
einem constanten Verhältnisse o zu einander stehen.

Man nehme (Fig. 226) die gegebene Gerade 8 8/, die Leitlinie, vorläufig als
Ordinatenachse eines rechtwinkligen Coordinatensystems an,
dessen Abscissenachse 0X den gegebenen Punkt X, den Brenn¬
punkt, in sich enthält.

Sind 0 8 — LllZ —x und LI 8 — ^ die Coordinaten
eines der verlangten Punkte LI, so hat man, wenn OX —ä
gesetzt wird,

XLI:LIH — o, oder XLI — ox, und auch
X LI — v XI" -j- LI 8'^ — V (x — L)? -j- ; dghxx

ox — V (x — <E
Daraus folgt

(I —o°) x^-j-^ —2äx-s-ä---0...I).

Der gesuchte geometrische Ort ist demnach eine Linie des zweiten Grades, und zwar
wie schon ans 8. 606 hervorgeht, eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem
das charakteristische Binom 8"— 4X6 — 4 (<? — I) negativ, positiv oder Null ist, d. i. je
nachdem die Verhältniszahl o kleiner als I, größer als 1 oder gleich I ist.

Um die Bedeutung der Gleichung 1) auch unabhängig von den Untersuchungen des
§. 506 nachzuweisen, wird man dieselbe zunächst auf eine einfachere Gestalt bringen, indem

Fig. 226.

man den Ursprung in der Abscissenachse nm die Strecke na verschiebt, d. i. x-s-ua statt x
setzt, wo na noch unbestimmt ist. Dadurch erhält man
(I — o°) x^-j-zi^-j-2 jirijl —<?) — äs x-s- jni^jl —c?)— 2 äna-j-<8f — 0.. .2).

Man wähle dann in so, dass na? (I—o?)— 2äin-s-4? — 0 werde, was für in

— — i stattfindet. Da aber dcr eine Wert in — —-— für o — 1 nicht brauchbar ist,

so nehme mau in — —— an, für welchen Wert man aus der Gleichung 2) erhält-
ick o

(1 — o?) X? -j- — 2 o äX — 0,
oder, wenn oä — x gesetzt wird,

(1 — o?) x? -s- — 2 xx — 0... 3).
I- Ist o < l, so setze man I — o? — ; dann ergibt sich ans 3)

7^2xx-^....4),

d. h. die Scheitelgleichung einer Ellipse.
Aus der obigen Substitution folgt

»i ? i b s,- — I? , . ,o- — I — - — 1----—— e', daher o — e;a a- a'
d. h. das coustaute Verhältnis o ist die numerische Excentricität - selbst.

üscrner ist ä — — und in — -—.
e »k I si- e

Die Leitlinie 88' bezieht sich auf den Brennpunkt X; in derselben Beziehung steht
zu dem zweiten Brennpunkte 8 der Ellipse eine zweite Leitlinie 8 8', welche mit der ersten
parallel ist und von dem zugeordneten Brennpunkte 8 auf der entgegengesetzten Seite den¬

selben Abstand ä — hat.
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Wenn o — O, also-^-— 1 wird, so geht die Gleichung 4) über in — 2xx — x-,

d. i. in die Scheitelgleichnng des Kreises.

2. Ist o>I, so setze man ! — <? — — man erhält dadurch ans der Glei¬

chung 3)

7^2px-f-kX....5),

d. i, die Scheitelgleichnng einer Hyperbel.

Wie bei der Ellipse, ist auch hier
a

o — k, cl — —, IL — .
Lk

Auch die Hyperbel hat zwei Brennpunkte und zwei Leitlinien.

3. Ist endlich o — I, so ergibt sich aus der Gleichung 3)
x-^Lxx....t>),

d. i. die Scheitelgleichnng einer Parabel.

In diesem Falle ist r>r — , d. h. der neue Ursprung, welcher der Scheitel der

Parabel ist, fällt in die Mitte des Abstandes des Brennpunktes von der Leitlinie.

Z. 508. Entstehung der Linien zweiten Grades aus dem
Schnitte eines Kegels durch eine Ebene.

Es sei 8 HZ (Fig. 227) ein zur Grundfläche normaler Achsenschnitt
eines Kegels. Legt man durch einen beliebigen Punkt 0 der einen Seite 87V

Fig. 227.

eine zu 87^.8 normale Ebene, welche die Ebene 8 7f.8 in der Geraden 6X
und die Kegelfläche in der Linie OLI schneidet, so sind drei Hauptfälle möglich:
entweder schneidet die Gerade OX auch die andere Seite 88 selbst in I) (I);
oder sie schneidet nicht die Seite 88 selbst, aber ihre Verlängerung über 8
hinaus in O (II); oder sie ist der zweiten Seite 88 parallel (III).

Um die Schnittlinie O N der Kegelsläche und der durch 0 gelegten
Ebene in jedem dieser drei Fälle zu bestimmen, lege man durch einen beliebigen
Punkt N derselben die Ebene LIX8 parallel zur Grundfläche des Kegels.
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Da NH, auf 8 XL normal steht, so ist auch die Schnittlinie NL der
Ebenen N6X und NXL zur Ebene 8 XL normal (K. 220), daher auch
normal zu 6X und XL. Es ist daher, da NXL ein Kreis ist,

NL- — XL.L? (A. 135).
Zieht man OL XL, macht OL --- OL und zieht auch L6 LX,

so hat man in I und II
XL:L6^0L:6L und LL.-01? -- LI) : Ov, daher

XL-^—und LL--^ on" ' folglich
L6.0k.kO

" 01)
Nimmt mau nuu O X als die Abscisscnachse an, setzt 0 L — x, N L — /,

ferner O I) — 2 s. und L 6 — 2 x, so erhält man in I, wo ? O — 2 a — x ist,

„ oder ^2^2px-l^...1),

und in II, wo L L — 2 n -st X ist,
^2^ 2p.x.(2^x)^

Die Schnittlinie der Kegelsläche mit der Ebene ist also im ersten Falle
eine Ellipse, im zweiten eine Hyperbel.

Ist im ersten Falle die Schnittebcnc parallel zur Grundfläche, so fallen
die Strecken Ov, XL und LEI zusammen; es wird also 2u —2x und die

Gleichung — 2px — llX geht über in 2xx — xst Gleichung

einem Kreise angchört.
In III endlich erhält man für XL, wie oben, den Wert XL —

--'o'/? , wogegen LL — LO —OL ist; folglich ist N L- — L O . O X, oder
7-^2xx...3).

Im dritten Falle ist also die Schnittlinie eine Parabel.

Wegen der hier nachgcwicscnen Entstehung der Ellipse, Hyperbel und
Parabel aus dem Schnitte eines Kegels durch eine Ebene werden diese Linien
gewöhnlich Kegelschnitts lini en genannt.

Aufgaben.

A. 509. Suche durch die entsprechende Transformation der Coordinateu
die geometrische Bedeutung folgender Gstichnngen:

1. x- -st — 2x -st 2/ — I — 0.
2. 9x2 16^2 — tzx -st 16^ -st I — 0.
3. x-— ^2 — 4x— 4^ — 4 — 0.
4. 8x2 — -st 48x — 0.
5. 2x2 -st 4 x/ — ^2 — o.
6. x^-stx-st/ — 1.
7. 4x2 — 12x/ -st 9^2 — 132x — 72^y -st 144 — 0.
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8. 5 x^ -j- 6 x / -j- 5 /2 — 8 x v 2 -— 8 / V 2 — 0.
9. 9 x? -j- 24 x/ -j- 16/2 — 90 x -f- 5/ si- 25 -- 0.

10. 3x2 ^x/V3 — 23/2 48x V3 — 48/-^ 0.

11. Bestimme die Gleichung für den geometrischen Ort der Mittelpunkte
aller Kreise, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und eine gegebene
Gerade berühren.

Bei der Lösung dieser und der folgenden Aufgaben betrachte mau in der Gleichung
der verlangten Kreise (x — x)2si-(z--— a.? — s? die Mittelpnnktscoordinaten x und als
variabel, leite ans den Bedingungen der Aufgabe eine Gleichung zwischen x> und y ab und
suche die geometrische Bedeutung dieser Gleichung.

12. Bestimme die Gleichung sür den geometrischen Ort der Mittelpunkte
aller Kreise, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und einen gegebenen
Kreis berühren, wenn der gegebene Punkt u) der Mittelpunkt des gegebenen
Kreises, l>) ein anderer innerhalb des Kreises liegender Punkt ist, o) wenn
er außerhalb des Kreises liegt.

13. Bestimme die Gleichung für den geometrischen Ort der Mittelpunkte
aller Kreise, welche eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berühren,
wenn die Gerade a) durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises geht, b)
wenn sie außerhalb des Kreises liegt.

14. Bestimme die Gleichung für den geometrischen Ort der Mittelpunkte
aller Kreise, welche zwei gegebene Kreise, und zwar beide von innen oder beide
von außen berühren, wenn a) die beiden Kreise sich schneiden, b) wenn der
eine innerhalb des andern liegt, jedoch mit ihm nicht coucentrisch ist.

15. Bestimme die Gleichung sür den geometrischen Ort der Spitzen aller
Dreiecke, welche dieselbe Grundlinie haben und bei denen a) die Summe, b)
die Differenz der beiden Scheitelseiten eine constante Große ist.
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