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Ginfeitung.

& 1. Cin von alfen Seiten begrenter Naum wird ein Kbrper genannt.

Die Grenge eines Kbvpers nennt man dejjen Obevilade, uud jeden
Theil derfelben eine Fladye.

Die Grenge efner Flide nennt man deven Umfang, und jeden Theil
oegfelben eine Zintie.

Die Gvengen einer Linie nennt man Punfte.

Puntte, Linien, Flachen und Kdvper heifen Naumgebilde.

Die Naumgebilbe fonnen durd) Bewegung erzeugt werden. Bewegt
fid) ein Puntt, fo ift der von ihm zuviidgelegte Weg eine Linte. Bewegt fid)
eine @inie, fo ift der vou ihv zuviidgelegte Weg eine Flidhe oder wieder eine
Rinie,. Durd) die Bewequug eiver Fladye wird ein Kdvper oder wicver eine
Flache, durd) die Bewegung eines Kbrpers wieber ein Kovper erzengt.

Gin Kdryper hat drei Ansdehnungen (Dimenjionen): Linge, Breite
und Hiohe. Eine Flade hat zwei Ausdehmungen: Lange und Breite. Eine
Linte hat mur eine Ausdehmung: die inge. Ein Punft hat feine Ans-
delnung.

§ 2. Durd) die BVegrenzung der Ausdehnuungen erhalten die Raum-
gebilbe bie Cigenfdjaft ber Grife. Kbrper, begrenste Flacdhen und begrenste
Linien werden daher aud) Naumgrifen genannt.

Die Vejtimmung der Grdfe (Quantitit) eines begrenzten Raumgebildes
gefdhiebt burch dag Mejfen. Ein Raumgebilde meffen heift, eine Jabhl finden,
welche angibt, wie vielmal ein al8 Cinheit angenommenes Raumgebilde der-
felben Avt in dem gegebenen enthalten ijt. Diefe Bahl Deifit die Mafzahl
bes Rawmgebilbes. g

Die Grifie einer Degrengten Linie heift deren Ldnge, die Gudfe einer
begrengten Fliddhe deven Flacheninhalt, die Grvife eines Korpers deffen
Cubifinhalt oder Bolumen.

§. 3. Aufer der Grhfe fommt an den begrenzten Naumgebilden and)
bie @eftalt, b i bie Ant ber Vereinigung der eingelnen Theile zu einem
Gangen, in Betradytung.

Molnil, Geometrie fir bie oberen Glajjen. 1
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Bwel Raumgebilve founen diefelbe Gudfe Haben, aber in der Geftalt
verfdhicbent fein; ebenfo founen 3wei Rawmgebilde diefelbe Gejtalt und ver-
jdhicdene Guife Baben. Naumgebilde, weldje bdiefelbe Gudfe Haben, Heifen
gleidy; Nawmgebilve, weldhe diejelbe Gejtalt Haben, Heiffen dhnlid); Raume
gebilde, weldje bdicjelbe Grdfe und bdiefelbe Gejtalt Haben, nennt man cons
gruent. Gongruente Raumgebilde unterjcheiden ficdh mw buvd) den Ortf, an
bem fie fich) Definden; fie foumen fo ineinander gelegt werben, dafs fie fic
decen. Umgefehet: Kbunen zwei Raumgebilde zur Dectung gebradyt wevden,
fo find fie conguvuent.

Die Gleichheit zweier Rawmgebilde wird bqu) bas Jeidjen =, die Ahn-
Ild)fett ourd) OO, wnd die Congrueny huvd) OO ausgedritct.

. 4. Die Wijfenjdaft von den Rawmgebilden heift Geometrie

‘,Dic cometrie behaudelt ihre Lefren nad) Her mathematijchen Diethode
auf dem Grunde vom Crfldvungen, Grundidgen und Forberungsfipen in
Lehriagen, die bewiejen, in Aufgaben, die geldst, und in Ju- und Folge-
jagen, bie jenen angejd)lojfen werden.

§. 5. Gine Grilavung oder Definition ijt die Angabe der wefent-
lichen Diextmale eines Begrifjes.

Grundjdase oder Ariome find Sage, die man unmittelbar ald walhe
evfennt, die dabher nicht bewiefen zu ywerden braudjen, aber aud) nid)t bewiefen
werden fonnen. Solde Siige {ind ii'u: pen Aujban dex mathematijdhen Wijjen-
jchaften unentbehrlid).

Die allgemeinen mathematijdyen Grundidpe:
. jebe Gvisfe ift fid) felbjt gleid);
. Grifen, die einanbder gleid) find, foumen fiiv einander gefefst werben;
, find gwei Grifien einer dritten gleidh, fo find fie and) unter einanbder gleid);
. jede Grifie ift gleich der Summe ifjrer Theile unbd grifer al8 nuur einige bderjelben;
. werben mit gleidien Gréfien gleide BVeviinderungen vovgemonunen, fo erhdilt man
wieber gleidje Gvifen;
haben audy in der Geometrie ihre Geltung.

Cin Lehriab (Theovem) ift ein Sap, defjen Walrheit exft aus andeven
jhon ald walr ecfannten Sden durd) Jerglicderung und Bufammenjepung
per Begriffe (logijde Sdlujsfolgerung) abgeleitet werden mujs. Ein geometri-
jher Lefrfab ift gewdhulich jo gefajst, dajs ein Bedingungsjah mit einem
Hauptiape verbunden ijt. Der Bebingungsjap enthilt die Borausjepung
(Hypothefis), welde den Gegenftand angibt, von dem, und die Bebinguugen,
unter denen vom Gegenjtande im Lehriape etiwas ausgejagt wird. Der Haupt:
fab enthilt die Behauptung (Thejis) und fpridyt die su beweijende Walrheit
ang.  Hinfig liegt die Vovausjepung aud) in der vovangegangenen' Erildrung
eines im Lefriape gebraudyten Wortes. Jedev Lehriap bedarf eines Beweifes,
p. i. ber Darlequng, dajs die Walrheit des Sabes eine nothwendige Folge
per Uriome odev andever Deveits al8 ridhtig ecfannter Sipe ift. Der Beweis
ijt entiweder divect ober inbdivect. Bei dem divecten BVeweife wird die im

O W D =

I p—

T —
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Bebriate anfgeftelite Behauptung als Folgerung aus der BVovausjepung und
aug fdhon anerfannten Sipen durd) eine Neihe von Sdliiffen abgeleitet; bei
vem indivecten Beweife aber with anf die Walrheit einer Behauptung ge-
jdhlofjen, inbem man nacdpweist, dajs bdie Annafhme der entgegengefepten Ve
hauptung su Folgevungen fithren wiivde, weldye mit jchon al$ walr erfannten
@iben tm Wideripruche ftehen.

Unter dev Umtehrung eines Lehrfapes verfteht man einen Sab, weldyer
die Borausfepung des exften ober eimen Theil derfelben als Behauptung, und
die Behauptung des erften ober einen Theil dexfelben als Vorausiepung ent:
bhalt, Die Umbehrung eines riditigen Sages ijt nidht nothwendig wicder riditig,
fie bebarf dafer eines befonderen Beweifes.

Folgefase jindb Sape, welde aus einem vorhergehenden Sabe un-
mittelbar oder durd) einfache Schliiffe abgeleitet werben thunen. Ein Bujap
ijit ein @ap, durd) welden die Ausfage eines vorhergehenden Sahes erweitert
ober nifer beftimmt twich.

§. 6. Gine Aufgabe ift die Fordevung, ctwas herzujtellen, dag gegebenen
Bedingungen geniigh.  Jebe Aujgabe erfordert eine Anfldfung.

Die Anfgaben dev Geometvie jind entweder Conftructions- ober
Nedynungsanjgaben; evfteve verlangen die Herjtellung eines geometrijdhen
Gebildes, leteve haben die Bevedpmung von Rawmgrdfen mit Hilfe der Jabhl
aum Gegenjtanbve,

1*



Crjter Theil.
Plantmefrie.

Grlier BbJdmifi.
Gevade Linien nud Winfel

I. Die gevade Linie und die ebene Jildde.

: é'f. Die einfachite Linie it die gerade Linie, aud) blof Gerade.
(B

s
Die gevabe Linie lafst fich nidyt definieven, ihve Vorjtellung mnjs als elementor
vorausdgefest toerden,

Gine Linie, weldje nicht qerade, aber aud geraden Linien zujammengefett
ijt, wird eine gebrodyene Linie genmannt. Eine Linie, von bder fein Theil
gevade ijt, Heipt Traumm.

Grondfak, Durd) zwei Punfte fann nur eine Gevade ge-
3ogen werden.

Solgefihe. a) Die Lage eiver Gevaden ijt duvd) ywet Punfte beftimmd.

b) Bwei von einander verfd)iedene Gevade tomunen nuv eiwen gemein-
jamen Puntt Haben. Man jagt, fie fdhneiden fid) in diejem Punfte, und
nent diefen gemeinfamen Punkt thren Shnittpuntt,

8. 8. Die einfachjte Flache ijt die ebene Fladye, aud) blof Ehene. Sie
ift, jo wie bie gerade Linie, cine Grundvorftellung und dabher feiner ftvengen
Erildrung fabig.

Gine Fliche, vou ber fein Theil eben ift, Deifpt Frumut,

Grundfol. Jede Gevade, melde miteiner Ebene ywei Puntte
gemeinfam hat, liegt gang in vevjelben.

Durd) drei nidpt in einer Gevaden liegende Puntte Laun wmw
cine Gbene gelegt werben. Demn zieht man durd) wei diefer Punfte eine
Gevade und dreht eine Ghene, welde jene zwei Punite, aljo and) die durdh
biejelben gezogene evabe, in fid) enthiilt, um diefe Gevade (tie um eine fefte
Achfe) fo lange, bi8 fie aud) duvc) den dritten Punft geht, fo fann die Chene
weiter feine andere Lage einnchmen, ofue diefen Punft ju verlafjen.

Folgefay. Die Lage einer Ehene im Raume ijt bejtimmt:

a) burch) brei Punfte, die nicht in einer Gevaden liegen;
b) burd) eine ®evade und einen Puntt auBerhalb derfelben
c) burd) zwei fich jchneidende Gerade.
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s
§/ 97 Sener Theil ber Geometrie, weldjer von den Raumgebilden Handelt,
bie insfiner und bexfelben Gbene legen, heift Planimetrie. Raumgebilde,
weldhe nidgt als in einer eingigen Ghene legend gedacht werben fWunen, bilden

den ®egenftand der Steveometrie.

AL Strahlen wud Stredien.

§. /1 . Gine unbegrente Gerade fwird durd) jeben ihrer Punbte i wet
halbbeguenzte Gevabe getheilt, weldhe auf beiden Seiten bes gemeinfamen
Grengpunttes liegen uud von diefem aus entgegengefepte Nidytungen
haben. Jebe durdy einen Puntt halbbegrenzte Gevade wird ein Strahl genanut.
Bon den beiden Strahlen, in welde eine unbegrenzte Gerade durd) einen
Punft getheilt wird, heifit jeder die Crganzung ves andern.

Gtue durd) ywei Punfte begrenzte Gevade heifit eine Strede; die beiden
Grengpuntte heifen ihre Endpuntte. Die Strede zwijden zwei Punlten
Deftimmt die Eutfernung oder den Abftand derfelben.

Cin Strafl wird durd) den Grengpunft und einen weiten in hm legenden
Punft, eine Strece durc) ihre Sudpuntte bezeichnet.

Cine Stvede ADB fann von einem i) bewegenden Punfte auf jivei
Arten bejchrieben werden, entweder in der Nidhtung von A nad) B, ober in
ver entgegengefepten Ridhtung von B nadh A. Wird auf diefen Segenjap dev
Richtungen Nitdficht genommen, fo nennt man AB die Strede, welde der
Puntt in jeiner Bewegung von A nad) B, und BA bdie Strece, weldje er in
feiner Bewequng vou B nad) A guvitclegt, und nimmt die eine diefer Strecten
al pofitiv, die andeve ihr entgegengefeste als negativ an. Hiernad) ift
AB—__BA,

Gewdhulid) wird auf diefen Gegenfap der Nidhtungen nicht Nitctficht ges
nommen mlb nur bie abjolute Qinge der Strecfen in Betrad)t gezogen.

8./ 1. Legt man zwet Strectent jo auj emander, dajs ein Paar Endpuntte
und oid Ridjtungen sufommenjallen, jo find die Strecten gleid), wenn aud) die
andeven gwei Endpuntte sufommeniallen, und ungleid), wenn die anderen Eud-
puntte nicht sufammenfallen. Jm zweiten Falle ift jene Strecte die fleinere,
deven gweiter Endpuntt awifhen den Endpunften dev andern Strece liegt.

Berlingert man eine Strede AB (Fig. 1) iiber B hinaus bis C, fo
beift bie erhaltene Strecde AC bdie Summe ber
Strecfenn AB wumd BC, und umgefehet die Strece
4 B (" AB bie Differens der Streten AC und BC.

§. 1’/ Um e gegebene @trecte zu meffen, untecfudyt man, wie viel-
mal eine” anbdere als Ginheit angenommene @trece in devfelben enthalten ijt.

A3 Ginheit bes Langenmafes ninmt man dbag Meter an. Ein Meter (m)
Wwitd in 10 Dectmeter (dm) 4 10 Centimeter (om) & 10 Millimeter (mm) ein=
getheilt. 1000 Peeter find ein Kilometer (bm), 10.000 Meter find ein Viyriameter (um).
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IIT. 2Winkel.

§./43. ®ehen in einer Ghene von eivem Punfte jwei Strahlen aus, fo
hoifit bie Grofe ber Drehung, welde der eine Strahl in diefer Ehene
um den gemeinjamen Punft madjen muis, um in die Ridtung bdes Fweiten
@trafles su gelangen, ber Wintel dev beiven Strafhlen. Die el Stvahlen,
weldhe den Wintel bilden, heifen die Sdjentel; dev gemeinjame Puntt heift
der @djeitel des Winfels. Die swifchen den Schenteln liegende ebene Fliiche,
in weldyer bie Dvehung ald vollbrad)t betvadytet wird, feifit die Winteljlidye.

Ginen Wintel beseidhnet man entweder duvch drei Budhjtaben, von denen
einev am Scheitel und gwei an den Schenfeln ftehen und der am Sceitel
ftehenbe immer in die Mitte gefept wird, oder durd) einen zwifdhen die Schentel
in der Nihe des Scheitels gefepten Budhjtaben, oder auc) duvc) den Budhtaben
am Sdyeitel allein, weun diefer Sdpeitel nur einem eingigen Winfel angehovrt.

Fig. 2. Gin Wintel AOB (Fig. 2) taun von einem Strafle,

B weldjer jidh um O dreht, auj gwei Avten bejdyrieben yoerden,
/ entweder durd) die Drehung aus bder Rihtung O A in die
i Ridhtung OB, oder durd) die entgegengefepte Drehung vou
ST 4 OB nad) OA. Bird auf diefen Gegenfap der Drehungs-
vidytungen Siicdjicht genommen, jo nennt man AOB ben Winkel, weldhen der
@teafl in feiner Drehung von O A nad) OB, und BO A ben Wintel, weldyen
er in feiner Drehung von OB nad) O A bejdyreibt, und nimmt den einen diefer
Wintel als pofitiv, den audevn als negativ am. Hiernad) ift AOB =
— BOA.,

Meiftens nimmt man auf diefen Gegenfay der Drehungsrichtungen feine
Ritdficht und betrachtet den Winfel nur alg die abjolute Grvdfe dev zu defjen
GEuiftehung ecjorderlichen Drehung.

§ 140 Qegt man 3wei Winkel fo auf ein 1der, dafs die Sdyeitel, cin
Paar Schentel und die Drehungsrichtungen zujammenfallen, fo find die Wintel
gletd), wenn aud) die anbderen zwei Schenfel gujammenjallen, und ungleid,
wennt die andeven Schenfel nicht yujammenfallen. Jme gweiten Falle ijt jener
Wintel der fleineve, deffen gweiter Scentel wifdhen bie Schenfel ded anbdern
Wintels fallt. \

fia. 3. - Rird ein Strahl O A (Fig. 3) in einer Ehene um den

v Puntt O fo gedreht, dajs ev guerit in die Ridhtung OB und
B pon da durdy weitere Drehung in die Ridtung O C gelangt,

i jo Beifit ber burd) bie gange Drehung entjtanbene Winfel
0 4 AOC dic Summe der Winfel AOB und BOC, und
umgefehrt, ber Winkel AOB die Diffevens der Winfel AOC und BOC.

8 A5. Dreht fid) ein Strahl um feinen Gvengpunft in einer Chene
herum, i/v bildet er nach) und nad) mit feiner anfinglidhen Ridhtung alle wm
jenen Puntt midglichen Wintel.



7

Dreht fid) der bewegliche Strahl fo weit, bis er wicber in feine urjpriing:
lidge Ridhtung guvitcgetehrt ijt, fo hat ex eine Umbdrehung gemadt. Dex
Winkel, weldjer durd) eime gange Umbdrehung entjteht, heifit ein voller
Winkel; feine beiden Schentel fallen zujammen. Alle vollen Wintel {ind
einanber gleid).

fommt der beweglidhe Strahl O A (Fig. 4) in die Nidhtung O B, weldye
fetuer anfinglidhen Richtung entgegengefest ijt, fo Hat er eine halbe Umbdrehung
gemadyt. Denn die Grife der Drehung, durd) die OA in die entgegengejeste
Richtung OB Hinitbergefithet wird, ift offenbar gleid) der Grife der Drehung,
purd) weldye OB Det weitever Fovtfepung jener Drehung wicder in die urfpriing
lidje Lage OA zuvitdgefithrt wird.

Rig. 4. Ein BWinfel A OB, weldher durd) die halbe Um-

c drehung des bewegliden Strahles entjteht, heift ein

geftrectter Wintel ; feine Schentel liegen auf entgegen-

= gefeten Seiten des @djeitels in einer Gevaden. Ein

g (PR geteetter Sinkel ift die Hilfte cines vollen Winkels,

(VA Alle geftredten Winfel find einander gleid).

Ein Wintel A O C, der tleiner als ein gejtvectter

D ijt, beifit ein Hohler; ein Winfel AO D, der grofer
alg ein geftvectter ift, ein exhabener Winkel.

Sedent hohlen Wintel zweier Strahlen entfpricht immer aud) ein exhabener
Wintel derfelben; wenn jedoc) nidht ausbriidlid) anbders bejtimmt wird, ift ftets
der hohle Wintel zu verftehen.

?/).ﬂ Gin Winfel AODB (Fig. b), welder die Haljte cines geftvecten
Wintel8 ijt, heift ein vedhter Wintel; zu feiner Cntftehung wird der vievte
Theil einer Umbdrvehung erfordert. Alle vedhten Wintel find einander
gleid). Dev redhte Winfel wird mit dem Budjjtaben R bezeichnet.

Fig. 5. Gin geftvectter Wintel ift gleid) zwei Redhten;. ein
B ¢ voller Winkel ift gleih vier NRecten.
D Gin Wintel AOC, welder Heiner al8 ein vedhter
e ijt, Deifpt ein fpiter; cin Winkel AOD, welder grdper
Pl alg ein vedjter, aber fleiner al8 ein geftredter ift, ein

jtumpfer Wintel. Spige und jtumpfe Wintel heifen mit
einem gemeinfamen Namen fdhicfe Wintel.

Biwei Wintel, deren Summe einen rechten betelgt, heifen Complement:
winkel; swei Wintel, deven Summe e Rechte betragt, heifen Supp lement-
wintel,

Bufal. Wird der bewegliche Strafhl nad) etner vollen Umbdrehung nod
Yoeiter gedreht, fo fommt ev nad) und nad) wicberholt in die Ridytungen, die
et fhon wahrend bder erften Umbdvehung bhatte, Die Winkel, die dadurd)
erzengt werden, find gleidh fo vielmal vier Redyten, al8 volle Umbdrehungen
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jtattfanden, vevmehrt um die Winkel, welhe der Strahl mit feiner anfing-
lichen Nichtung bei der exften Umbrehung gebildet Hat.

§. 17. Bwei Wintel, weldhe denfelben Scheitel und einen gemeinjamen
Sdjenfel BHaben und in derfelben Gbene auf entgegengefetten Seiten diefes
©djentel8 liegen, heifen anjtofende Winfel.

Bwei anj tnﬁeube Winkel, deven nid)t gemeinjame Scentel nad) entgegens
gejeten Ridtungen in einer Gevaben (iegen, heifen Nebenwintel

Lehrfoh. Die Summe zweicr Nebenwintel ift gleid) zwet
Jedten.

Dentt jie bilven zufommen einen gejtvectten Winfel (§§ 14 und 15).

Bufahe. a) Die @umme aller anjtofenden Wintel, weldhe anf derfelben
Seite einer durd) den gemeinfamen Sdeitel gehenden Gevaben auf einander
folgen, ift gleich zwei Rechten.

b) Die Summe aller anjtofenden Winfel, weldhe um den gemeinfamen
@djeitel herum auf einander folgen, ift gleich vier Nechten.

§. 18. Bwei Winfel, deven jeder vom den Crganzungen der Strahlen
gebildet wird, weldhe die Schentel des andern Winfels find, heifen Scheitels
wintel, wie a und ¢, ober b und d (Fig. 6).

Lehrfog. Je zwei Sdeitelwintel jind einander gleid.

LVoransi. a und c find Sdyeitelwintel.

Fig. 6. Behaupt, a = c.
4 D Beweis. a - b = 2R als Nebemwinkel,
20
a@c‘ b+c_."l{ " t
/d aljo a + b = b 4 ¢, und wenn man beiverjeits

b jubtrahiett, a = c.

@benjo faun man beweifen, dajs b = d ijt.

Folaefak.  Jit von ben Winfeln, weldhe zwei fidh jdhneidende Gevabe
mit einander bilden, einer ein vediter, jo find e8 and) die amdeven; ijt einer
vont jenen Winfeln ein jdhiefer, fo find es aud) die anderen.

§ 19. Bwei fid) jchneidende Gevade heifien zu einander normal (fents
vecht), wenn fie mit einander vedhte Winfel, und fdhief, wemn fie mit ein-
ander fchicie IWinfel bilden. Dajs CD zu AB novmal ift, wird angeseigt:
@D e AB

§. 20. Um bie Wintel zu mefjen, unterjudgt man, iwie vielmal ein
als Einbeit angenommener Winfel in dem gegebenen Wintel enthalten ift.
As Cinheit des WintelmaBes wird ein Grad (%), d. i. der 360jte Theil
eines vollen Winfels angenommen. Cinen Grad theilt man in 60 Minunten
(1), eine Minute in 60 Secunden (“).

T1V. arallele Linien.

§.U}{ Gine Gevade BEF (Fig. 7), welche zwei ober mef)rere gecabe
Linien fchneidet, wird eive Transverfale diefer Gevaden genannt,
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BWevden 3wei Gevadbe ADB wnd CD von einer bdritten EF  gefdnitten,
fo entftehen an beiden Sdnittpuniten adht Winkel,

ig. 7. Die Winfel ¢, d, m, n, weldhe zwifhen den gejdynit-
v tenen eraben liegen, beifien innerve; die Wintel a, b, o, p

s dagegen dupeve Wintel.
A—2ig—3 Gin duferer und ein funever Winfel auf berfelben
5 Seite der Transverfale und an verjd)iedenen Scheiteln heiften
(““?}’}—. p ®egenwinfel; wie a und m, b und n, ¢ und o, d und p.
i Bwel dufiere ober zwei inmeve Winfel auf den ent:
£ gegengefeten Seiten ber Transverfale und an verjdyicdenen

Sdjeiteln werben Wedhfelwintel genannt; wic a uud p, b und o, ¢ und n,
d und m.

Broet dufiere oder Fwei innere Winfel anf derfelben Seite der Trans-
verfale und an verjdhicdenen Sdheiteln Heifien Anwinfel; wie a und o,
b und p, cund m, d und n.

§/,.,. Lehrfife.

CLTerden jweiGerabevoneiner drittenjo gefdnitten, dajs
trgend zwei Gegenwintel gleid)find fo find a)aud) je wei anbere
Gegenwintel gleid), b)jezwei Wedhjelwintel gleid) unde)je zmwel
Anwinfel @upplementwintel (Fig. 8).

Borausg) a = m,

Eepe Behanpl b= nigi== o d =—p

Fig. 8. Beweis. a4+b=2R undb m-+|n=2R (§ 17),
folglih a + b = m 4 n; aber a = m nad) der Bor-
augjepung, daher aud) b = n.
¢ Gbenjo witd bewiefen, dajs ¢ = o ijt.

; Gudlid) ift a = d und m = p (§. 18), alfo wegen
| & =mroulh d = p i DO
ST e ATt Amweite Behaupt.a=p,b=o0,c=n,d=m.

Beweis. Nad) der Vorausjepung ijt a == m, aber
m = p (§ 18), folgli) auch) a =

Cbenfo zeigt man, Hajs8 b = o, ¢ = n, d = m {jt.

Dritte Behaupt. a4+ o0 = 2R, b+ p = 2R,

e4+m=2R d+n= 2R

Beweis, a+c = 2R (§ 17), ¢ == o nad) der dhon bewiefenen
evften Behauptung; folgliy aud) 2 40 = 2R.

Ebenfo zeigt man, dajg b 4+ p = 2R, e+m=2R und d+n = 2R ijt.

2. Werben 3wei Gevadbe von einer dritten fo gefduitten,
bafg frgend gwei Wed)felwinfel gleid find fo jind a) anud) je
3wei andeve Wed)jelwintel gleid), b)jezwei Gegenmwinfel gleid,
und c) je zwet Anwinfel Supplementmwintel.

&

e
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Beweis. €8 fei c = n. Da ¢ = b als Scheitelwintel, o ift and)
b = n. @ind aber zwei Gegenwintel gleich, fo mitfjen (nach 1.) and) alle
itbvigen in bem Lehriage enthaltenen Behauptungen als bewicfen angefehen
werden.

3. Werden gwei Gevabe von einer dritten jo gefdnitten,
vajgivgend swei Anwinfel Supplementwintel jind, fo jind aud
a)jezwei andeve Anwinfel @upplementwintel, b) jezwei Gegen:
winfel gleid), und c) je ywei Wed)felwintel gleid,

Beweis. €5 fei a4+ 0= 2R. Da aud) a + ¢ = 2R, jo muis
a-c¢=a-|o dajer ¢ = o fein. Sind aber ywei Gegenwintel gleid), fo
treffen (nach 1.) audy alle dtbrigen Behauptungen zu.

Folgefaly. 2ns dben vovanjtehenden drei Sapen (a8t fic) tndivect folgern:

Werden Fwei Gevade von einer dritten fo gefdynitten, dajs entweder zwei
Gegemvinfel oder zwei Wedhfelwinfel nidhgt gleich), oder zwei Anmwinfel nidyt

Supplementiwinkel find, fo find je zwei Gegenwinfel und je zwei Wed)jelwintel
| nicdht gleid), und je el Anwintel nicht Supplementivintel, _

§. 23. Bwei Gerade, weldje in derjelben Cbeme liegen und, fo weit fie
auch verlingert werden, in feinem Punfte zufommentreffen, hHeien einandex
pavallel. Um zu begeidhuen, dafs zwei Gevade ADB und CD pavallel find,
fchreibt man AB || CD.

Gruudfal. Durd) einen Puuit auferhalb einer Gervaden
fann zu diefer nuv eine Pavallele gezogen werden.

Folgelihe. a) Siud gwei gevade Linien einer und dberfelben

britten pavallel, o {ind jie aud) unter einander parvallel
Sit (Fig. 9) AB | MN und CD || MN, fo ijt auy AB || CD.

%ig. 9. Denn wive die Geradbe AB nidt parallel ju CD,
ot o miijste fie hinveidhend verlingert CD in einem Punite
(- p (dmeiden; dann gibe es aber durd) diefen Sdnittpuntt
M——  3wet Pavallele 3u MN, was nad) dent obigen Grunbdiape

nidht moglic) ift.

b) Gine®erade AE (Fig. 10), weldye eine von ywei Parallelen,

Fig. 10. AB, {dhneidbet, mujs bei gehdriger Berlnge:

- rvung and) bie andeve CD jdyneidben
Jhr i Denn jdnitte jie dieje nidht, jo wive fie thr pavallel;
; s AT gibe e8 aber buvch) ben Punft A zwei Pavallele zu

———P  CD, was dbem obigen Grundiage widerfpridyt
¢) Gine Gbene ift durd) zwei pavallele Gevade Dbeftimmt, (Bevgleicdhe
§. 8, Folgef.)
§. 24. Lehrfabe.
\ J. Werden zwei Gerade von einer Transdverfale jo ge
fdhutftten, dafs entweder zwei Wed)felwinfel ober zwei Gegens
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wintel gleid), oder zwei Anwintel Supplementwintel find, fo
find die gefdnittenen Gevadben parallel (Fig. 11).

&ig. 1L Beweis. ©8 jdneide die Gerabe ET bdie beiben Ge-
7 raden AB und CD o, vafs ¢ = n ijt. Dadann aud) d =m

fein mufs, fo fann man ben auf dev einen Seite vou EF
jwifden BG, GH und HD liegenden Theil der Ehene BGHD
dbuvc) Drehung fo in den auf der audern Seite legenben
Theil CHG A bringen, dafs die Strede GH anjf HG und
vie Gtrahlen G B und HD besitglic) in die Richtungen HC
md G A fallen, dajg fich alfo bie Deiben Theile der Gbene decen. Die Ge-
vadet AB und CD bilden demnad) mit der G IT zu beiden Seiten der lefteven
basielbe geometrijdje ®ebiloe; Dbitten fie daber einen Puntt auj der einen
Seite der GH gemeinjam, fo mitjsten fie and) auf ber andern Seite einen
foldpen gemeinfam haben, alfo fich in awei Punften fdhneiden, was unmiglich
ift (§ 7, b). Die Geraden AB und CD find alfo pavallel.

Da (8. 22) zwei Wedhfelwintel aund) gleid) find, wenn zwei Gegenwintel
einander gleich, obder wenn zwei Anwintel Supplementwintel find, fo ift der
obige Lelrfap wolljtindig bewiefen.

EJ‘J./(l‘lmfc[)rung bes Lelhriapes 1). Werden zwei parallele Ges
rabe von einer Transverjale gejdnitten, jo jind a) je zwet
Wedyfelmintel gleid), b) je wei Gegenwinfel gleid), und ¢) je
swei Anwinfel Supplementwintel (Fig. 12).

Man braudyt hHier nur zu zeigen, dajs unter bev gegebenen Vovausfepung
amei Wedhfelwinfel gleid) find, indem bdann nad) § 22, 2 aud) die iibrigen
Behauptungen Futveffer.

Fig. 12.

Boraunsi. AB|| CD,
N Behaupt. W BGH = CHG.

M\ /' Beweis. Wive BGH nidht = CHG, fo mitjste
4—/8& 5 BGH > CHG, ober BGH<<CHG fein. Biire
BGH > CHG, jo ziche man die Gevade MN fo durd)
G, taf8 NGH = CHG wird; damn wive MN || CD,
wag nidht migli) ift, da mnad) bder Borausjepung
AB|CD f{jt und durc) ben Punft G zu einer Ge-
fftbfn nur eine Pavallele gezogen werden fann, Gbenfo [Gjat fich zeigen, dafs
BGH nidt teiner als CH G fein form. @8 mujs alfo BG H = CH G fein. j

3. :‘ZBerben jwei ®evadbe von einer dritten jo gefdynitten,
dajs die Summe ver immeven Anwintel auf einer Seite vev
a.a:_augveriaIc fleiner ift als zwei Nedyte, fo miiffen fid) die
beiden Gevaden et hinveidhender Vervlangerung auf diejer
@eite der Trausverfale fdhmneidven (Fig 12).

Beweis, €8 feien MN und CD zwei Gerade, weldje von der EF fo
gefchnitten werven, daj8 HGN 4 GHD << 2R {jt. Bieht man dneh G
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eine Gerade AB fo, dajs HGB + GHD = 2 R wid, fo ift (nad) 1.)
AB||CD. Die ®erade MN, welde die AB fdneidet, mujs daher aud
die CD fdneiden (§. 23, b). Dies ijt aber nur in der Ridtung des Strafhles
GN miglid), da wegen HGN << HGB ber Strahl GN 3wifchen G B und
GH, folglid) fein Grginzungsjtrahl GM jwijden GA und GE liegt und
demnady dev leptere mit CD nidht jufammentreffen fann.

Folgefal,  Grridhtet man auf den @djenteln eines Hohlen Wintels Nor=
male, o jdneiden {id) diefe tn einem wijdhen den Schenteln liegenden Punite.

Folgt ous 3., wenn man burd) die Fufpuulte der Novmalen eine
Gerade jieht.

§. 25. Lehrfake.

1. ©ind zwei Gerade yu einer dritten normal, jo find fie
pavallel.

Der Beweis wird mit Hilfe von § 24, 1 gefiihet.

2. Jit von zwei Pavallelen die eine zu einer Geraden
normal, jo ift aud) die anbere 3u ihr normal

Beweis mit Bugichung von § 24, 2.

3. Bon einem Puntfte anferhalb einer Gervaden fann zn
biefer nur einme Novmale gezogen werden.

Jubivecter Beweis. Liefen fi) von dem Punfte zu der Gevaden
mefyreve Normale ziehen, fo Hitten diefe eiven Punft gemeinjam und mitfsten
nad) 1. zugleidy parallel fein, was cinen Widerjprud) enthilt.

4. In einem Punite einer Gervaden fann auf diefe nur
eine Novmale evcichtet werden.

Beweis wie zu 3.

§. 26. €38 fei der Winfel AOB (Fig. 13) und der Punit O’ gegeben.
Bicht man durd) O’ ‘bie Gerabe A'A” || AO und die Gevade B'B” | BO,

Fig. 18.
Bl

B" 1 Tk
Ng 2
t G Ny 7 " ' ¢ n o m
,./[ m ni& _‘4 o /U 7 Gp _115
‘\\ it R /

/5

—— 2/

0 4

g a

10 find die @dyentel der um O’ entjtehenden vier Winfel mit den Schenfeln
bes gegebenen Wintels theils in demielben Sinne pavallel, wie O'A’
mit OA, oder O'B’ mit OB, theils im entgegengefepten Sinne
patallel, wie O'A" mit OA, ober O'B" mit OB,
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Lehrfaly. Bwei Wintel, beven ©djentel paarmweife pavallel
jind, find a)einander gleid), wenn beide Paave der Sdhentel in
bemfelben oder beideimentgegengefepten Sinne pavallel find;
bagegen b) Supplementwinfel, wenngwei@denfel indemfelben,
die beiden andeven aber im entgegengefepten @inne pavallel find,

Beweis. a) BVerlingert man OB, big fie A'A" in C jdmeidet, fo
iit (nad) §. 24, 2) m = v und a = v, folglidh and) m = a. — s m = a
umd m = p (§ 18) folgt aud) p = a.

b) Nadh) a) ift m = a, aber n 4 m = 2R; mithin auh n + a = 2R
Da n=gq, fo ift aud) ¢ + a = 2R.

Ehenfo witd der Bereis gefithrt, wenn man den Punkt O in der Winkel-
fliche AOB annimmt.

2, Dreht man in der vorbergehenden Fig. 13 die Gevaden A’A" wund
B'B" alg eine fefte Verbindbung um den Punft O in einer bejtimmten Ridh-
tung, die hier dev Pfeil angeigt, um 90°, fo fommen bdiejelben i eine Lage
geaen den Winfel AO B, wie fie Fig. 14 darjtellt; e witd A‘AY | OA
und B'B" | OB, wihrend dabei die Wintel m, n, p, q ungedndert bleiben,

Fig. 14.
Al a
7 il A
/B’* B’
P
2 B/ ke
o ol s
Bl
B,
A Ald 0 4 (; Ar

Die Sdjenfel diefer Winfel heiffen in der neuen Lage zu den Scenfeln des
Bintels AOB in demfelben oder im entgegengefeten Sinne normal,
je nadpdem jie vor ihver Drehung um 909 3u den Schenfeln bdiefes Winfels
i demfelben ober im entgegengefesten Sinne parallel waren. So ift O A’
3 OA ober O'B’ 3u OB in demfelben Sinne normal, dagegen O'A* 3u
OA, ober O'B“ 3u OB im entgegengefeten Sinne novmal.

Lebrfab. Bwei Wintel, deven Sdhentel paarmeife zu cin
ander novmal jind, find a) einanbder gleid), wenn beidbe Paarve
b”(’?"d)ellfﬂin vemfelben, ober beideimentgegengefepten Sinne
ju einander normal find;dagegen b) @upplementwintel, wenn
3wet @dyentel in demfelben, die beiden anberven aber im ent:
gegengejepten Sinne 3u einander normal find.

Folgt aus dem unter 1. bewiefenen Lehriape.
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B bungsfase.
§. 27. DBeweife folgende Lehridbe:

1. Die Palbievimgslinien ziveier Nebentointel find zu einander normal.

2. Die zur Halbievungslinie eines Wintels im Sdeitel ervidhtete Novmale
halbiert den Nebenwintel.

3. Die Halbierungslinie eines yweier Scheitelvintel Halbiert anch den andern.

4. Die Halbievungslinien sweier Gegen- oder Wechjelwintel an wei pavallelen,
bon einer Tvansverfale geidnittenen Gevaben find pavallel.

b. Die Dalbievungslinien sweier Anwintel an zwet von einer Trandverfale
gejchnittenen Parallelen find zu einanber wormal.

. Drei Gevade fdneiden fich in einem Puntte; man weife nad), bajs je drei
nidyt aneinanver liegende Winfel 180° betragen.

1. Grriditet man im Sdeitel eines LWinfels anf beiden Sdjenteln noad) ver-
fchiedenen Seiten Novmale, fo jdhliefen diefe eimen Wintel ein, weldper zu
bem gegebenen Winfel jupplementdr ijt.

Beifer BOTdmitt.
BVBegrenzte ebene Gebilde
L Das Dreiedi.
15 ('Etklurungen und allgemeine Eigenfdyaften der Dreiede.

§. %8. Gin vou dvei Strecen begrenztes ebenes Gebilde heifit ein Dveied.
Die drei Strecen beifien Seiten bes Drefectes.

Jeves Dreiect hat drei Edpuntte, drei Seiten und drei Winfel
Sever Seite [tegt ein Winfel gegeniiber, wibhrend die beiden anderen Wintel
diejer Seite anliegen; jebem Winfel [{egt eine Seite gegeniiber, wihrend
oie beidben audeven Seiten ifu einjdhliefen.

Ytimmt man in einem Dreiede ABC irgend eine Seite AB alg @runbs
[inie an, jo heifgt die Normale CD, weldje von dem gegenitbexliegenden Ect-
puntte g diefer eite gezogen wird, die gugehivige Hofhe des Dreieces.

§ 29. Cin Dreied, in weldem feine Seite einer andern gleid) ift,
beifit ungleichieitig; ein Dreied, in weldhem zwei Seiten gleid) lmb Heift
gleidyfhentlig; ein Dreied, in welhem alle drei Seiten gleidh) find, Heifit
gleidhfeitig.

Su etnem gleidhjchentligen Dreiecte neunt man die befden gleidjen Seiten
\ bie ©@dyentel, die britte Seite die Grunbdlinie, und den diefer gegeniiber-
| liegenben Gcfpuntt den ©dheitel des Drefectes.

§. 30. Lelhrfol, Die Summe dev drei Wintel eines Dreiedes
ift gletd) 3wei Redyten.
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Fig. 15 PBeweis. BVerlingert man (Fig. 15) die Seite
AB 5ig D und zieht BE || AC, fo ift

¢ "
m = a
/c\\\/ oA, c} nad) §. 24, 2;
qle b;m p ijt m +n-+4+b=2 R (§. 17, Buj. a), fi)Ig:

lih audh) a +c b = 2R,

Man fonute aud) durd) C eine 3u AB parallele Hilfslinie jiehen. ~ Wie wird damm
ver Beweis gefiihrt ?

Solgefie. 2) Durdy gwei Winkel eines Dreiedes ober deven Summe
ift and) die Grdfe des dritten Winfels gegeben.

b) Gu einem Dreiecte fann mur ein vedter, forie aud) nur ein ftumpier
Wintel vorfommen.

§ 81. Gin Drefect heift fpipwintlig, wenn alle drei Winfel bes-
felben jpip find; vedhtwinflig, wenn in demjelben ein vedjter, ftumpf-
winflig, wemn in demfelben ein ftumpfer Wintel vorfommt.

Su o cinem  vedhtiointligen Dvelede heift die Seite, weldje dem vedhten
Wintel gegeniiberliegt, Hypotenuie, bdie beiden Seiten, weldje ben redhten
Wintel einjdliefen, werden Katheten genannt. Dag fpi- und das jtumpj-
winflige Dreiect begeichnet man mit dem gemeinfomen Namen jdhiefwinflige
Dreiece.

§. 82, Unter dem Aufentwintel eines Dreiectes verfteht man denjenigen
Winkel, welchen eine Dreiectsieite mit der Vevlingerung einer andern bildet.

Lehrfok. Jeber AuBenmwintel eines Dreiedes ift gleid) der
Summe dev beiden inneven thmnid)t anliegenden Wintel (Fig. 15).

Dot CBD = m 4+ n = a-}e.

Folgefal, Die Summe der brei Anufenwwintel eines Dreieces ijt gleid
bier Rechten.

-~ §. 33, Lelefife.

('I/).(Sjleid)en@eiteu eines Drei- 3. Gleidyen Winfeln eines
ectes [iegen gleidhe Wintel Dreiedes liegen gleidye
7 gegeniiber. ©eiten gegeniiber.
(2/Der groferen Seite cines 4, Demgrofeven Wintel eines
Oveiedes liegt der grdfere Dretedes l[tegt die grifere
Wintel gegeniiber. Seite gegenitber.
Sig. 16, Beweis jum 1. Sape (Fig. 16).
Vid " @8 fei tm Dreiede ABC BC = AC.
VA

i Wan jtelle fih das Dreted I nod) einmal,

/\ jcbod) umgewendet, vor, wie in L[, und ver-

fhiebe II Jo anf I, bafs fid) bdie gleidjen

\ BWinfel C decen. Dann miiffen wegen BC =

R AC aud) die Punfte B und A bes Drei-
4, B iR !

eces IT auf bie Punfte A und B Hes Dreiectes I,
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und jomit die @eite BA bes evfteven auf die Seite AB bdes [lehteven fallen;
e8 dectt alfo der Winfel A bes Dreiectes I den Winkel B des Drefeckes I;
folglih) A = B.
i Beweis zun 2. Sabe. (Fig. 17.)
it b ek : A
€3 jei die Seite BC > AC. Man madye CD = AC

und ziehe die Strecde AD. Dann {jt (nad) 1) in dem

Dreiecte CAD der Binkl DA C — A D C, aber Wintel

< B BAC>DAC, folgli) aud) Wintel BAC > ADC,

Jtun ift ADC alg Aufenwintel des Dreiedes ABD gridfer als der Winfel
ABC; jomit mujs umjomehr Winfel BAC > ABC fein,

Der Beweis zum 3, Sape with indivect gefithet. €8 fei (Fig. 16)
der Wintel A — B. Wiire die Seite B C nidht = A C, fo miifste BA 2’__ AC
fein. Allein dann wive nad) dem vorhergehenden @abe aud) A :j_:' B, was
ver Bovausfepung A = B widerfpricht. &8 mujs daher BC = AC fein.

Beweis zum 4. Sape chenfalld indivect, €8 fei (Fig. 17) der Winfel
BAC > ABC, ®¢jett e wire nicht BC > AC, fo miijste BC = AC odex
BC << AC fein. Aus der exften Annahme wiirde folgen, dajs BAC = ABC
ift; aus dev zweiten, dafs BAC << ABC ijt; beides tiderftveitet der Bor-
angfepung BAC > ABC. €38 mujs daher BC > AC fein.

Solaefihe. Ans 1. jolgt:

S einem gleichichentligen Dreicte find die Winfel an der Grund-
linie einander gleich). Durc) einen Winkel eines gleichichentligen Dreieces find
and) die anderen zwei Winfel bejtimmt (§. 30).

b) Dev' Aufenwvintel am Sdheitel eines gleihichentligen Dreieces ift
ooppelt fo grof al8 jeder Winfel an ber Grundlinie (§. 32).

c) u einem gleid)jeitigen Drveiede find alle drei Wintel einander gleid),
und daber jeder 60°.

s 4. folgt:

d) Jm rvedtwintligen Dreiece ijt die Hypotenufe grdfer als jede Kathete.

e) Sm ftumpfointligen Dreiecte ijt die dem jhumpfen Winfel gegeniiber-
liegenbe @eite die grbfte.

8. 34. Lchrfibe. 1. Jebe Seite eines Dreiedes ift fleiner
al8 bie Sumnte der beiden andeven Seiten.

Beweis. €8 jei ABC (Fig. 18) ein Dreiect, deffen gridpte Seite A B ijt,

fig. 18 Dentt man fig CD | AB, fo ijt (nad) § 33, d)
i AD << AC und
BD << BC, bafer
" AD -+ BD < AC + BC, ober
4 D B AR=SIAC L B¢,

©ajs AC<<AB 4 BC md BC << AB + AC ijt, folgt wnmittel-
bar aug der Vorausgfepung.
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2. Yebe Seite eines Dreiedes ift grofer als die Diffevens
ber beiden anderen Seiten.

Nad) dem vorhergehenden Sabe ift:

AC+BC>AB umb AB+AC>BC;

folglid) it audh), wenn man Gleiches jubtrabicrt,

BC>AB—AC, AC>AB—BC ub AB>BC—AC.

8§ 35. Wird von einem Punfte auferhald einer Geraden zu diejer eine
normale ober fdyiefe Gerade gezogen, fo heift ihr Durchjchmitt mit dev gegebenen
Gervaden der Fufipunit der andern Seraden.

Lehrfof. Jieht man von einem Punfte anferhalb einer
Gevaden zu diefev eine normale und mehreve fdhiefe Streden,
gt

1. bie Normale die Fiivgefte unter allen Streden;

2. 3wei jdyiefe Streden, deven Fufpunite von dem Fuf:
punfte der Novmalen gleidhe Abjtande haben, find einanbder
gleidy; und

3. von ywei fdyiefen Stveden, deven Fufpunite von bdem
Fufpunite der Novmalen ungleidye Abjtande haben, ift dieent:
ferntere die grifeve,

Fig. 19, Beweis. E8 fei (Fig. 19) CD | AB.
I 1. Dafs CD fitvger als CE, CE, CG ijt, folgt
f'"' aug §. 33, d. :
2. Gt DE = DG, jo mujs, twenn man den
/ rechten Winfel CDG um CD umlegt, der Punit G
o 5 o E, alfo audy CG auf CE fallen; jolglich ijt

e Dt o T CE = CG.

3. 3m ACDE ijt der Wintel CED f{pis, daber fein Nebenwintel
CEF jtumpf, und fomit im A CEF bdie &eite CF > CE.

Aus ben Sdpen 2. wud 3, folgen indivect anc) deren Umfehrungen.

Die von einem Punfte zu einer Geraden gezogene Normale bejtinmt
ven Abjtand des Punttes von der Gevaden.
; Folgefa, Bon einem Puntte anferhalb eirer Gevaden fimnen zu dicfer
wmer gwed, aber aud) nuv ywei gleid) lange jdyiefe Strecken gezogen wevden.

2. Congrueny der Dreiccke,

S 36. Bwei Dreiedte find’ congruent (§ 3), wenn fie auf einander
gelegt fich) vollittindig decten. Damit biefes mbglich fei, miifjen in den Drei-
ecfen alle fedhs Bejtanditiicte, die drei Seiten wnd die drei Wintel, paaviveife
gleid) fein. Daraus folgt: Sncongruenten Dreteden jind bie Seiten,
weldedengleiden Wintelngegenitberliegen, einanbder gleid, und
ebenfo find bie Wintel, weldye den gleidhen Seiten gegeniiber:
liegen, einanbder gleid.

MoEnil, Geometrie fiiv die oberen Claffen. 2
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Da dic Seiten und Winfel eines Dreiectes von einander nidt unab-
hangig fiud, fo genitgen jdon weniger als fechs Stiide, um aug ihrer Nber-
einftimmung in zwei Drefeden auf deven Congrueny {dlieen zu fonnen. Die
Falle, in Denen diefes ftattfindet, find in den folgenden vier Lehridpen itber
bie Congrueny ber Dreiece enthalten.

§ 37. L Congruemyfal. Sind in zwei Dreieden eine Seite
und diebeidenanliegenden Winfel paarmweijegleid), jofind die
Dreiede congruent (Fig. 20).

Borausdfepung Seite AB = A'B/, Winfel A = A’ und B = B".

ig. 20 Behauptung. AABCABC,

e o “Beweis, Man lege dag AABC' fo auf
ABC, bafs die Punfte A und B’ auf die Punfte

A und B jallen, wag mbglid) ijt, weil AB = A'B’

ijt, Weil der Wintel A = A’ ijt, jo mujs A'C’

in bie Richtung A C fallen; wegen B = B’ mujs

4 B4 B openfo BC in die Ridjtung B C fallen. Wenn aber
die ®eraden A'C’ und BC’ in bdie Ridhtungen bder Gevaben AC und BC
fallen, fo mujs aud) ber Sdmittpunit C* der erfteven anf den Sdmittpuntt C
ber leteven fallen. Die beiden Dreiede ABC und ABC’ deden {id) alfo.

Solgefak.  Bwei Dreiede, weldye eine Seite, einen anliegenden und den
gegeniiberliegenden Winfel paaviveife gleidh) haben, find congruent (§. 30, a),

§ 38. IL Congruemsfof. Sind in zwei Dreieden zwei Seiten
mit dem eingefdhlojjenen Wintel paarweife gleid), fo jind die
Dreiede congruent (Fig. 20).

Boraudjepung €8 jei AC=A'C/, BC= B'C' und C =

Behauptung. AABC ;)A B&

Beweis. Man lege das Dreied A'BC/ jo auf das Dreted ABC,
pafg C* auf C, C'A‘ in bie Ridtung CA, und C'B' in bdie Ridtung CB
faltt, was miglicy ift, da nad) der Vorausjebung bdie Winfel C* und C gleid)
jind; wegen AC = A'C’ muj$ aud) der Punft A auf A, und wegen BC —
B/C’ ber Puntt B’ auf B, aljo bdie Seite A'B’ anf AB fallen; folglich ijt
AABO<=\-‘A‘B’C‘.

. 39, IIL Congruemsfah. Sindinzwei Dreieden jwei Seiten
mit bem ber grifieven diefer Seiten gegenitberliegenden QBlnfeI
paarweife gleid), fo find die Dreiede congruent.

g, 21. Borausi. €8 fei (Fig. 21)
c’ AC = A'C, BE = B
ferner BC >~ AC, fomit auc
BC'> A'CY, enbdlid) ber Winfel
£ f A = A ;
Py B Behaupt. AABCOULABC.
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Beweis, Man lege das AABC fo auf bas AABC, bafs bder
Punft A’ auf A, G anf C und AB‘ in die Ridhtung AB fillt, was wegen
AC — A'C/ unb A = A’ miglid) ift. Dann mujs aud) B’ auj B fallen.
Denn fiele der Punft B’ nidht auf B, fo miifste er entweder auf einen Punft
innerhalb dev Seite A B, etwa auf B”, ober auf einen Puntt ihrer Vexlinge-
tung, etwa auf B"Y, zu legen fommen. Wiirdbe B’ auf B fallen, fo todive,
wenn man B"C jieht, AAB'C O AB'C! (8. 38), daher B"C = B'C' =
BC, fomit bas A CB"B gleidhjchentlig, e8 miifsten alfo in bemfelben bdie
gleichen Winfel B“BC und BB"C fpip fein; dann wire der Winfel AB"C
jtumpf und folglig AC>B"C (§. 33, e), fomit aud) AC>BC, was
der Borvausfepung widerfpridht. — Cbenjo wiirde fid) ein Widerfprud) evgeben,
wenn B auf B ficle.

Der Puntt B mujs daher auf B fallen; dann ift aber AABCOO
ABC,

Bufah. Die Sduisjolgerungen des obigen Beweijes ftitpen fidh auf die
Bedingung, dajs der Winfel dev griperen ber zwei itbereinftimmenden Seiten
gegenitberliegt. Jit diefe Bebingung nicht vorhanden, fo finnen aud) nidyt fene
Sdlitffe gemadt werden. Weun daber in zwei Dreieden jwei Seiten mit
dbem ber fleineven diefer Geiten gegeniibevliegenden Wintel
wedyjelfeitig gleid) find, o ift es nidt gejtattet, auj die Congruens der Dreiece
3 jdliefsen.

§. 40. IV. @ongruemfof. ©ind in jwei Dveteden alle drei
@eiten paarmweifeqgleid), jofindbie Dreiede congruent (Fig. 22).

Vorausjepung. AB = A'B,
AC=ACHMIBEC —B G,

Behauptung. AABC
ABC,

Beweis. Man lege das Dretec
ABC’ fo an das Dreied ABC,
bafs fid) bie ziwvei grdfiten Seiten
AB" und AB becen, und dajs ber
Punft C' auf bdie entgegengejepte
Geite von AB nady C“ fillt. Dann find nad) der Voransjepung die Dreis
ede ACC" ynd BCC" gleichjhentlig, alfo find die Winfel an der Grind-
linie glei) x =y, u = z; folglich ift and) x 4 u =y -}z, oder ACB =
AC'B = A'Q'B’, 5

Jft aber ACB — . A‘C’BY, o ift (nadh) § 38) AABCABC,

§. 41+ Da congruente Dreiece in Grofe und Geftalt iibereinjtimmen,
fo jo[gt, a8 die Beftandititde, aus deven Gleichheit in 3wei Dreiecten man
auj bie Gongruens diefer legteren fchlicfen fanm, die Grdfe wnd die Gejtalt
cined Dreieced ungweidentig beftimmen. Die Beftimmungsititcde cines
Dreiedes fiud alfo: 1. eine Seite mit gwet Winfeln; 2. zwei Seiten mit

2
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bem eingefhlofjenen Wintel; 3. swei Seiten mit dem dev grifeven Ddiefer
@eiten gegeniiberliegenben Winfel; 4. alle drei Seiten.

Nidteongrieny der Dreiede.

§ 42. Lebhrfol. SindinzweiDreieden jwei@Seiten paarmeife
gleid), dievonifneneingejdloffenen Winfelabernungleid, jofind
aud)diedritten @eitenungleid, undzwarijtdbicjenigedie grofere,
welde dem grofleven Wintel gegeniiberliegt (Fig. 23).

Borausf, AC= A‘C’, BC = B'C’ und Winlel ACB > A'C'B".

Fig. 25. %El)al'lpt. AB>A'B,

o c Beweis, NMan madje den

Binfel ACB"” = A'C'B' unb die

Strede CB" = C'BY, wobei bex

Puntt B auferhalb des Dreiectes

= B A p' ABC falle. Daun ift, wenn man

AB" und BB zieft, AAB"C

B OV ABCY (§. 38), aljp AB" =

AB. Wegen BC = B“C ijt nun Wintel CB“B = CBB", alfo CB"B

~ABDB" und umjomehr AB“B~>ABB"; fjolgli) ijt (nad)y §. 33, 4)
AB > AB", jomit auch AB > A'B’.

Dier mwurbe angemommen, dajg der Punft B aufierhalb bes Dreiedes A B C falle.
Dexfelbe fann aud) in die Seite A B, ober innerhalb bes Dreiedes A B C ju liegen Fonunen.
Wie ftellt fid) der Beweis in diefen beiden Fillen?

§ 43. Lehrfoh, Sind in jwei Dreiecden jwei Seiten paars
weife gleid), die dritten @eiten aber ungleid), jo find and) die
biefen @eiten gegenitberliegenden Wintel ungleidh) und zwar
ift bevjenige dbev griferve welder dev grdBeven Seitegegeniibers
liegt (Fig. 23).

Beweis. €8 feit AC= AC/, BC = B‘C' unp AB> A'B’. BWiire
ACB = A'C'B/, {o miijste (nad) §. 38) audy AB = A'B‘ fein; wire
ACB<TAC'B, fo miijste (nach) §. 42) audy AB<TA'B’ jein. Beides
widerfpricht der BVorausfesung; folglich mujs ACB > A‘C'B’ fein.

Mwendung der Congruenyiise.

§ 44. Lehrfige, 1. Die Gerade vom Sdeitel eines gleidy-
fhenfligen Dreiedesnadder Mitteder Grundlinieijf jur Grund-
linte normal und Halbievt den Winfel am Sdyeitel.

Fig. 24. Boraus).. AC=BC, AD=BD (Fig- 24).
(4 Behaupt. CD | AB umd p = q.
Py «%Emeiﬁ. /XAUDEBCD(§.40),b(1}.]€1'm:11

pber CD | AB, und p = q.
it 2. DieNormalevom Sdyeitel eines gleidy
RN B jdentligenDveiedesanfdie Grundlinichalbiert
pie Grundlinie und den Wintel am Sdheitel (§. 39).
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3. Die Gevade, meldye den Wintel am Sdyeiteleines gleidy:
fdyentligen Dreiectes Hhalbiert, halbievt aud) die Grundlinie
und ift 3u ihr novmal (§. 38).

4, Die Geradbe, welde man in dber Mitte der Grundlinie
cines gleidpfhentligen Dreiedes zu btefer novmalevridytet, geht
durd) ben ©dyeitel

Folgt aus 1., da bie Gevabe zwifchen dem Sceitel und der WMitte der
®runblinie zu diefer novmal ift, durd) die Mitte der Grundlinie aber zu dev-
felben nuv eine eingige Novmale gezogen yoerden famn.

§ 45. Bwet Punite liegen jymmetrijd) in Beziehung auf eine
®erabe, wenn die Stredle, weldje fie verbinbet, zu diefer Gevaben normal ift
und dburd) fie Halbiert wirh; bdie Gevabe bheift die Shymmetriead)je oder
Symmetrale. o legen in Fig. 24 die Punfte A wnd B jymmetrijdh in
Beziehung auf die Geradbe CD, welde die Symmetrale ijt.

Bwei ebene Gebilde ltegen fymmetrijd) in Begiehung anf eine
®evade, wenn jedem Punfte des einen Gebildes ein fymmetrifch liegender
Puntt des andern ®Gebildes entfpricdgt; 3. B. die Dreiee ADC und BD C.
Bwei jymmetrifd) liegende ebene Gebilde fommen durd) Unnwendung um dic
Symmetvale jur Dedung gebrad)t werben.

Gin ebenes Gebildve heift fymmetrifd), wenn es jid) durd) eine
Gerabe (bie Symmetrale) in zwei fymmetrijd) liegende Theile theilen [djst;
3 B. dag Dreiet ABC.

§. 46. 1, Yebe Strede ift ein fymmetrijdes Gebilde; ihre Symmetvale
ijt die in der Mitte zu ihr ervidytete Novmale.

Sever Puntt ver Stredenfymmetrale hat von den beiden
Cudpuntten der Strede gleidhe ALJtande; und umgetehrt.

Jolgt aug der Congrueny ver redhtwintligen Dreiede ADC und BDC
(Tig. 24).

2, Jeder Winfel ift ein fymmetvijdes Gebilde; feine Symmetvale ijt
bie Halbievungslinie desjelbern.

%tg(fga it CD (Fig. 25) die Shmmetrale des Winfels
\ AQB, aifo ACD:— BCD, b ijit DE: | AC,
DF | BC, fjo exgibt fich aus der (Souqxueug ber

vedjtwintligen Dreiede CED mund CFD

E /F Jeber Punft derx Qﬂtnfelimmnetra[e
/A D hat von den beiden ©dhenteln des Winfels

BY  gleidye Abjtanbde; und nmgefehut.
; §. 47 1. Gin gleidhjchentliges Dreied ift fymmetrifd) in Be-
siehung auf feine Hibe als Symmetvale.



Jueinem gleid)jdhentligen Dreiede fallendie @hymmetrale
per Grundlinie die @hmmetvale des Wintels am Sdeitel und
pie Hohe in eine Gervade zufammen (§. 44).

2, Gin gleidyjeitiges Dreied ift fymmetrifd) in Begiehung auf jede

feiner dvei Hohen als Symmetrieadie.

Su einem gleidyfeitigen Dreiede ift jede Hohegugleidh etne
@eitens und eine Winfeljymmetrale.

§. 48. Lehrfake.

1. Die drei Seitenjymme:
tralen eines Dreiedes
jdhmeiden einander in dems-
felben Punite dervonden
drei@dpuntten gleide Ab-
ftandehat. (Criter mectwitrbige
LBuntt des Dreiectes.)

Fig. 26.

= - i TS
it A v/ B

Beweis. Sdmeiden jid) (Fig. 26)
die zu ben Seiten AB und AC ge-
hirigen Symmetralen DO und EO
in dem Punfte O (§. 24, Folgef.), fo
ift O nach §. 46, 1 fowohl von A
ud B, al8 and) von A und C gleid)
weit entfernt. Dat aber der Puntt O
von B und C gleiche Abjtande, jo liegt er
antd) in der Symmetrale dex Seite B C.

Der Puntt O liegt innerhalb, auf
bem Umfange oder auferhalb bes
Dreietes ABC, je nadpdem Dbdiefes
fpiti-, vedht= ober ftumpfwintlig ift.
Der Beweis gilt jedod) unverdndert
fite alle drei Lagen.

2, Die brei Winfelfymme:
tralen eines Dreiedes
fdyneideneinanderin bem-
felben Punite, der bon
den drei Seiten gleidye Ab-
jtande hat. (Jweiter merhwiir
dige Puntt des Dreiectes.)

Fig. 27,

4 y B

BVewers, Sdueiden fid) (Fig. 27)
bie Symmetralen der Winfel BAC
und A B C in dem Puntte O (§. 24, 3),
fo ift O nady & 46, 2 jowolhl von
AB urd AC, al8 aud) von AB und
BC gleid) weit entfernt. Dat aber der
PBunft O pon AC und BC gleide
Abjtinde, jo liegt er aud) in dor Sym-
metrale des Wintels A CB.

Bufak.  Gbenjo wird bewicfen, dajs
jid) bie @ymmetvalen ded einen inneven
Dreiedswintels und der Nebenwintel
der beiden anbeven in einem Puntte
fhueiden, der vou den drei Seites
gleiche Abjtande hat.

iibungsfite.

g. 49.

1. Bieht man vou eivem Punfte im JFunern eineg Dreiedes

@trecten 3u den Cubpunften einer Seite, fo ijt a) die Summe diejer Strecen
fleiner al8 bdie Summe bder beidben andeven Seiten, und b) der von bdiefen
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Strecen gebilbete Winfel guifier als dev Wintel, den die bewden anderen Seiten
etnfdhliefsen.

Man verlingere eine Stvede bis yum Durdidynitte mit einer Seite und wenve §. 34,
1 und §. 82 an.

la, Gin Winfel eines Dreiectes fei «; wie grof ift der Winfel, welden
die Halbierungslinien dev beiden anveven Winfel mit einander bilden?

2. Palbiert man den Aufenwintel am Scheitel eines gleichjdentligen
Dreiectes, fo ijt die DHalbievungslinie ber Grundlinie pavallel,

3. Bieht man durd) den Sceitel eines gleichjchentligen Dreieces eine
Parallele zur Grundlinie, jo Halbievt diefe den Aufenwintel.

. Der Winkel, weldyen die auf einen Schentel eines gleichichentligen
Dreiedes gefillte Hbhe mit dev Grundlinie bildet, ijt Halb fo grof wie der
Winfel an_der Spige.

3b. DWerlangert man die Hypotenufe diber ihre Endpuntfe je um die
anliegende Kathete, fo fdliefen die Verbindungslinien der neuen Eudpunite
am Sdeitel des vedten Winfels einen Winfel von 135° ein.

4, Die Hihen auf die Schenfel eines gleidhjhentligen Dreiedes find ein-
anber gleid).

5. @ind in einem Dreiecle el @nl}en gleid), jo ift dasfelbe gleidyjchentlis.

6. Berbinvet man giwei beliebige Puntte gweier pavalleler Geraden durd
eine @trecte und halbiert diefe, fo wird jede durd) den Halbietungdpuntt giwijden
den ‘)BamIIcIeu gezogene Stvecte tn demfelben halbiext.

it i einem vedytwinfligen Dreiecte einer dev fpigen Wintel doppelt
fo grofs\a[é der anbdeve, fo ift die Hypotenuje doppelt fo grof als die leinere
Rathete,

Legt man on bag Dreied ein congruentes mit der grifeven Kathete wr, fo evhilt
man ein gleidjeitiges Dreied.

8. it in einem gleidhjchentligen Dreiecte ein Bajiswinfel doppelt fo grof
Wie der Sdjeitelwintel, fo wird es durd) die Symmetvale des BVajiswintels in
atoet gleidyjdhentlige Dreiecte erlegt.

II. Das Bieredi.
1. Evklavmmgen und Lehrfake.

§. 50. Gin von viev Stvecen begrenztesd cbenes Gebilde heifit ein
Bieved,

Die Strede A C (Fig. 28), ‘weldje gwwei gegenitberlicgende Ccpunite es
Bicvedes verbindet, feifit eine Diagonale.
Rig. 28. Cin Bieved fhat vier Ecpunfte, vier Seiten, vier

J)_‘_R_,]gf Winfel und zwei Diagonalen.
T §. 51. Lehrfok. Die Summe aller Wintel
L

eines BVievedes ift gleid) vier Nedyten. .
A B Beweis, Ferlegt man (Fig. 28) bas Bieved dueey cine



Diagonale in zwei Dveiece, fo betriigt die Winfeljumme in jedem derfelben
swei Rechfe, alfo in beiden zufanmen vier Rechte.

§ 52, Mit Ritdjidht auf die gegenjeitige Lage der Seiten ywerden die
Bievede in Trapezoide, Trapeze und Parallelogramme eingetheilt.

Gin Trapezoid ijt ein Biered, in weldem feine Seite mit einer
andern pavallel ift; ein Trapey ijt ein Bieved, in weldjem nur zwet gegenitber-
liegende @eiten pavallel find; ein Parvallelogramm ift ein Vieved, in
weldem je zwei gegeniibexliegende @eiten pavallel find.

Lehriise von den Parallelogrammen,

§. 53, 1. §neinem Parvallelogramm find je zwei gegen:
itberliegende Wintel gleid.

Die Nidytigleit diefes Sapes ergibt fih unmittelbar aus §. 26, 1. a).

2. @inbdineinemBievedejezmweigegeniiberliegende Wintel
gleid), jo ift Dasgfelbe ein Parallelogramm (Umlehrung von 1).

Der Beweis jtitpt fid) auf § 5L und §. 24, 1.

Folgefah, Jit in einem Pavalelogramm ein Winfel ein vedter, fo find
e8 aud) bie anberen; ift ein Winfel ein jdiefer, o jind e aud) die andeven.

Man unterjcdeidet daher vedtwinflige und fhiefwinflige
Parallelogramme,

§ 54 1. Jn einem Parvallelogramm jind je zwei gegen
itherliegende @Geiten einander gleid.

Fig. 29. Borausdj. €3t ABCD (Fig. 29) ein Parallelo-
D U gramm, aljo AB||DC, AD || BC.
/\ / Behaupt. AB = DC, AD = BC.
A =5 Beweis. Bieht man eine Diagonale BD, jo ift

AABDXOCDB (824, 2 und §. 37), daher AB=DC, AD=BC,

Den obigen Sab pilegt man aud) fo auszudriiden: Parvallele
swifden Pavallelen jind einanber gleid.

2, @indbineinem Bievedeje gwei gegenitberlicgendbe Seiten
gleid), o it basjelbe ein Parallelogramm (Umbehrung von 1).

Beweis, €3 fei in dem Bierede ABCD (Fig. 29) AB=DC und
AD = BC. Dam ift AABDOCDB (§. 40), aljo find die Wediel-
winfel ABD und CD B, ebenfo ADB und CBD gleid); folglih AB || DC
und AD || BC (§. 24, 1)

Folgefage. a) SGebes Pavallelogramm wirh durd die
Diagonale in zwei congruente Dreiede getheilt.

Sjt aud) die Umbehrung bdiefes Sates vidytig?

b) Sind zwei Gevade pavallel, fo haben alle Punfte der
einent ®evaden von der andern gleide Abjtande.

Denn die Senfrechten, weldhe die Abjtinde der Puntte der einen hveier
Pavallelen von der andern angeben, find nady §. 25, 1 pavallel, daber nach 1,
einanbder gleid.
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Die conjtante Eutfernung eines jeden Punttes der einen zweier Pavallelen
vor ber andern feift der Abjtand der beiden Pavallelen.

Nimmt man in einem Pavallelogramm eine der Seiten al8 Grunbd-
[inie an, fo heifit ihr Abjtand von ber gegeniiberliegenden @eite die Hohe
bes Pavallelogramms. Uuter der Hbhe eines Trapezes verfteht man den Ab-
ftawd der zwei pavallelen Seiten.

3. @ind in einem Bievede 3wei gegeniiberliegende Seiten
gleid) und pavallel, fo ijt basfelbe ein Pavallelogramm.

Beweis, Jn dem Bievede ABCD (Fig. 29) fei AB = DC und
AB|DC. Damn iit AABD X CDB (§. 38), alfo find aud) die Wedjfel-
winfel ADB und CBD gleid), woraus AB || BC folgt.

§. 55. Sind in einem Pavallelogramm et anjtofende Seiten gleidh, fo
find es-aud) die anberen; dag Parvallelogramm feifit in diefem Falle gleid):
feitig. @ind bagegen zwei anjtofende Seiten ungleid), jo heift das Pavallelo-
gramm ungleidfeitig.

Mit Nitdjicht auf die Grife der Winkel (§. H3) und auf die Liinge
der Geiten unterjdeidet man viev Avten von Pavallelogrammen: 1. dag jdhief
winflige und ungleichfeitige Parallelogramm oder dag Rhomboid; 2. das
fdyiefwintlige und gleidhjeitige Pavallelogramm ober den Rhombus; 3. basd
recdhtwinflige und wigleidhfeitige Parvallelogramm oder dag Redyted; 4. das
rechtmintlige und gleidyfeitige Parallelogramm oder dag Quabdrat.

Gin Rhomboid ift durd) zwei anjtofiende Seitenn und den von diefen
eingefhloffenen Winkel, ein Rhombus durd) eine Seite und einen Winfel,
ein Redyted durd) zwei anftofiende Seiten, ein Quadrat durd) eine Seite
bejtimmt.

§. 56. 1. Die Diagonalen eines jeden Parallelogramms
halbieven einanber.

2. Die Diagonalen eines Redtedes jind einander gleid.

3. DieDiagonalencines Rhombusjindzueinandernormal

4. Die Diagonalen eined Quadrates jind einander gleid)
und zu einander novmal

Beweije aus der Congruen der Dreiece.

Alle vier Siige gelten aud) in thren Umbehrungen.

Bufie. a) Gin Nedyted ift fymmetvifd) in Begiehung auj jeve
Gevade, welde wei Gegenfeiten halbicrt,

b) Gin Rhombus it fymmetrifd in Begiehung auf jede Diagonale.

¢) Gin Quadrat ift fymmetrifd) jowohl in Beziehung auj jede
Gevade, weldhe swei Gegenfeiten halbiert, ald in Begiehung auf jede Diagonale;
e8 bat viev Symmetvieadyfen.
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Lehriiite vou den Trapejen.

§.57. L.DieStredezwifdenden MWittendernidtparallelen
@eiten eines Trapezes ijt a) den parallelen Seiten parvallel
und b) gleid) der Halben Summe derjelben.

Beweisd. €3 fei (Fig. 30) AB||DC, AM =MD und BN = NC,

a) Bieht man durd) M die EF || BC und verlingert CD big F, fo
ft AAEMODFM, baher EM = MF. Wegen EF = BC (8. b4, 1)

Fig. 30. ift aud) s EF = LBC, ».i. EM = BN. BNME ift
FD [ aljo ein Parallelogramm (§. 54, 3), folglid) MN || EB.

b) Aus ber Congrueny der Dreiede AEM md
4 DFM folgt AE = DF. 9%umn it MN=BE=AB

—AE md au) MN=CF = CD 4 DF, jolglid)
d F B 2MN = AB+CD und MN = [ (AB+ CD),

Die Strete MN heifit die Mittellinie des Trapezes.

2, Bieht man in einem Trapeze durd) die Mitte einer dev
nidytpavallelen Geiten eine Parvallele mit den 3wei Parvallels
jeitew, jo halbiext dicjelbe aud)die audeve ber nidhtpavallelen
Seiten.

Beweisd. E3 fei (Fig. 30) AB||DC, ferner AM = MD und
MN||AB|DC. Bieht man durd) M die EF || BC und vexlangect CD
bis F, jo ift AAEMODFM, bdaher EM = MF; aber EM = BN
umd MF = NC, folglih BN = NC,

3. @ind in einem Trapeze die Winfel an einer ber beiben
yavallelen @eiten gleid), fofindbienidtparallelen Seitenbdes
Trapezes einander gleid.

i Beweis. G fei (Fig. 31) AB | DCunp A= B,

2 P Bieht man CE | DA, joit EC = AD und ®. CEB
7 = A=—23, aljo im ABEC, EC=BGC (§ 33, 3),
mithin aud) AD = BC.
! Gin Trapez, in weldem die nidhtparallelen Seiten
LB gleid) find, heifit ein gleid)jdhentliges Trapes ober ein
Antipavallelogramn.

4, Nmgefehet: Sn einem gleidjdentligen Trapeze find die
Winfel an jeder der parallelen Seiten einander gleid.

Beweis, €3 jei (Fig. 31) AB||DC undb AD =BC. Bieht man
CE | DA, joift EC = AD = BC, aljo im A BEC bex Wintel CEB = B;
aber CEB = A, folglid) aud) A=B, ©a A4+D=B4C=2R, fo
it ieud Tl =10,

b, Gneinemgleidyjdhentligen Trapezeijtdie Stredezwifden
pen Mitten dev pavallelen Seiten zu diefen normal

Beweis durd) Decung.

M,
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Bufah. Gin gleidhjdentliges Trapey ijt fymmetrifdy; feine
@ymuetrale geht durch bie Mitten der pavallelen Seiten.

Das Deltoid, :

§. 58. Gin Biered, das zwei Paare gleidjer anjtofender Seiten hat,
heifit ein Deltoid.

it (Fig. 32) AC = BCunb AD = BD, fo ift
ABCD ein Deltoid. Dasfelbe befjteht aus zwei gleid)-
fchentligen Dveiecten, deven gemeinjame Gvundlinie die
Diagonale AB ijt. Daraus folgt:

1. Die Diagonalen eines Deltoids find
su einander novmal

2. Dag Deltoid ift {ymmetrifd); feine Shm-
metricacdhje ift die Diagonale, welde die Sdpeitel der
gleichen @Sdjentel verbindet.

Lelriise von den Pavallelen im Dreiede,

§. 59, 1. Die Strede gwifden den Mitten gweier Seiten
eines Dreiedes ift a) dber dritten ©eite pavallel uud b) die
Dialfte bevjelben (Fig. 33).

Fig. 33, Beweis. €8 fei AM=MC unb BN =NC.
= a) Bieht man CR || BA und durd) M die PR | BC,
jo it AAMP &0 CMR, bafjer MP = MR. Wegen PR
— BC (§.54, 1) ift aud) ;PR =} BC, ».i. PM = BN,
BNMP ijt aljo ein Parvallelogramm (§. 54, 3), folglid)
MN || PB.

b) Da MN | AB, fo it ACMNO2MAP, baher
MN = AP; ¢ ijt aber aud) MN = PB, folglich 2MN = AP 4 PB =
AB, uip MN — }AB.

2. Bieht man ineinem Dreiecdedurd) bie Mitteeciner Seite
eine Pavallele 3u einer gmweiten Seite, fo Halbievt diefelbe
aud) bie dritte Seite (Fig. 33).

Bemweis, Es jei AM = MC undp MN || AB.

Bieht man MP | CB, jo ijt AAMPOOMCN, daher PM — NC;
€8 ift aber audh PM = BN, folgli) BN = NC.

Die vovanftehenden zwei Lehrfite Fonnen auch unmittelbar aus den analogen Siitsen
bom ZEvapege tm § 57, 1 und 2 gefolgert werden, indem man das Dreied al§ ein Trapes
betvadjtet, deffen feinere Pavallelfeite Rull ift.

3. Wird in einem Dretede eine Seite in mefhreve gleide
Theile getheilt und duvd)jeven Theilungspuntteine Pavallele
U einer zweiten Seite gegogen, jowird dadurd) and) diedritte
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Fig. 84 @eite in ebenfo viele gleidye Theile ge-
thetlt (Fig. 34).

Boransf, AM=MN—=NO—OP—PC
undp MQ | NR|OS||PT | CB.
M/\ Behaupt. AQ— QR =RS — ST —TB.

R S ey e ) Beweis. AQ=QR (nach 2.) mbd QR =
R =—8T—"2B (mh 8. 57, 2%

§. 60. Lehrfoh. Die drei Hihen eines Dreiedes {dhneiden
einander in demfelben Punite (Dritter merbwitcdige Punft bes
Dreieckes.)

&ig. 35. Beweis, E3 fei in dem Dreiece ABC
B o 4 (3ig.35) AD | BC,BE | AC,CF | AB.

o A e / Bieht man durd) A, B, C Parallele 3u B C,
é 4 AC, AB, fo exhdlt man Has Dreied AB'C.
DL N R G B T i s B4 1)

R 4 o .
£ A bdie Mitte der Seite B'C'. Ghenfo folgt, dajs
SR B bie Mitte der Seite A'C’ und C die Mitte
i ber Seite AB’ ift. Die Hihen AD, BE

wd CEF bes Dueiedes ABC fiub aljp Seitenjymmetvalen des Dreieces
A'BC! yund miiffen jid) daber als folde (nach §. 48, 1) in demfelben Puntte
fdhneiven.

§ 61. Lehtfak, Die drei ©dywerlinien eines Dreiedes, b. i
bie Stvedten, yoeldhe vou den dret Ecdpuntten zu den Mitten der Gegenfeiten
gezogen werbenr, fdhneiden einander in dbemjelben Buntte, welder
jebe @dywerlinie o theilt, dafs ber an einer E€de liegenbde Ab-
fhynitt doppelt fo grof ift als der andeve. (BVierter merfiiirdige
Punft des Dreiedes.)

Beweis. €8 feien (Fig. 36) D, E und F die Mitten ber Seiten B C,
AC und AB; O fei ber Sduittpuntt der Sdwerlinien BE und CF.
Bieht man DG und EH pavallel su CF, jo werden durch diefelben (nadh
§ 59, 2) BF und AF Hhalbiext. &$ ijt demnad) BG = GF = FH,
baber (nadh §. 59, 3) aud) BR = RO = OE,
jomit BO =20 E. Die Sdpwerlinie B E witd aljo
von einer zweiten Scpwerlinie CEF in O jo getheilt,
oajs der an dev Ede B liegende Abjchnitt Hexfelben
voppelt o gvop ift als der andeve. Bieht man nod)
bie dritte Sdywerlinie AD, jo mujs andy fie die
BE in dicjelben awei Abjdmitte theilen und daber
durd) den Punft O gehen.

Der Sdittpuntt O der drei Sdhwerlinien eines Dreecdes heifit der
Schmwerpunit desjelben.

fig. 36.
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2. Hbungsfike.

§. 62. 1. Sn jebem Bicvede ift die Summe der Diagonalen grdfer alg
die zweier Gegenjeiten.

2, Qede in einem Pavallelogramme duvd) den Sdynittpuntt der Diago-
nalen gezogene Strede wird in diejem Punfte halbiext.

3. Die Diagonalen eines Nhombus Halbieven die Winfel, duvch) bderen
Edeitel fie geben.

4, Der Sdnittpuntt Ser Diagonalen eines Rhombus hat vou den vier
©eiten gleiche Abjtande. ‘

B, Su einem gleichchentligen Tvapeze find die Diagonalen einander gleid).

6. Sind in einem Trvapeze die Diagonalen einander gleid), fo ijt das-
felbe gleichjchentlig.

7. Die Halbicrungspuntte der Seiten eines Pavallelogramms bilben die
Ectpuntte eines neuen Parallelogramms (8. 59, 1). Jijt dasg erfteve ein
Rhombus, fo ijt das lepteve ein Nedhted; ift dag evftere ein Redyted, fo ift
dag leptere ein NRhombus; ift dag erfteve ein Quadrat, jo ift das lebtere aud)
ein Quabrat.

8. Die Halbierungspuntte der Seiten cined gleidhjchentligen Trapeses
bilden die Ecpunite eines Rhombus.

9. Die Halbicvungslinien der viev Winfel eines Parvallelogramms (vber
ver Auenwintel desfelben) jehliefen cin Rechted ein.

10. Bieht man von einem Punfte in der Grumdlinie eines gleidhdjent-
ligen Dreiectes zu jedem ber Schentel eine Novmale, fo ijt die Summe der-
felben gleid) dev auf efnem @djentel jtehenden Hohe des Dreieckes.

11, DBerbindet man in einem Parallelogramme die Mitten zweicr gegen=
itberliegender Seiten mit ben Endpunften einer Diagonale, fo wird duvd) diefe
Berbindungslinien die andere Diagonale in drei gleiche Theile getheilt.

: 12. $albiert man in einem Rhombus bdie Winfel der Diagonalen, fo
biloen bie Sdmittpunite dicfer Halbievungsdlinien mit den Seiten die Ecen
eines Quabdrates.

13. Verbindet man bdie Mitten je zweier anfeinanderjolgender Seiten
eines Antipavallelogramms, jo entjteht ein gleichfeitiges Bieved.

5 14. Verbindet man in einem Bievecke die Wiitten je zweier aufeinander-
folgenber @eiten, fo entjteht ein Parallelogramnr.

15, Verbindet man in einem Bievede bdie Mitten zweier gegeniiber:
liegenber @eiten mit ben Mitfen dev Dbeiden Diagonalen, fo entiteht ein
Pavallelogramm,

1L Das Bieled:.
1. Erklarnugen und Lehrfike.

§. 63. ebes von mefreren Stveden begrenzte ebene ebilve heifit ein
Bieled oder Polygon.
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Gin Vieled fat fo viele Seiten als Wintel und ebenfo viele Eckpunite.
Cin Bieled, deffen alle Winkel hohl find, heifit hohlwintlig. M foldye
Polygone jollen hier in Betvadyt gezogen mwerden.

Mit Nitckficht auj die Anzahl der Seiten unterjdeidet man drei-
jeitige Bielefe oder Dreiede, vierfeitige over Vievede, fiinfeitige oder
Filnfece, ...nfeitige oder n-Cee.

§. 64. Gine Strede, weldje zwei nidht unmittelbar aufeinander folgende
Edpuntte eines Polygons verbindet, heifst eine Diagonale.

Durd) gang einfadhe Sdliifje wird man auf folgenve Sipe geleifet:

1. Bon jedem Eclpunite eines njeitigen Polpgous laffen fih n—3 Dia-
gonalen zichen.

2. Die Angahl aller mdglichen Diagonalen eines n-Eekes ift gleicy > =2

3. Jeves n-Gd [dfst fid) durd) Diagonalen, weldhe von einem Ecpunite
aug gegogen werden, in n—2 Dreiece zerlegen.

§. 65. fLehrfoh, Die Summe aller Winfel eines Poly-
gons ijt gleidh) jo vielmal zwet Redten, als dDieum 2 ver-
minderte Sahl ber Seiten anzeigt.

Beweis. Jerlegt man ein nieitiges BVieled durd) Diagonalen, weldje
pou einem Cdpuntte ausgehen, in n—2 Dreiede, jo ift die Winfeljumme
perfelben und jomit aud) bes n-Cefes (n—2).2R.

Dev Beweis fonnte aud) gefiihrt werden, inbem man von einem Punfte im Junern
bes Polygons su allen Edpuntten Streden jieht,

§. 66. Bwei Bielede find congruent, wenn in denfelben alle Seiten
und alle, Winfel in derfelben Orbnung pacrieife gleid) find.

Lehefage. 1. Bwei Polygone mwelde fid durd itber-
cinftimmend gezogene Diagonalen in paarmweije congruente’
Dreiece zerlegen laffen, jind congruent.

Beweis, Legt man bdie paarweife congruenten Dreiecte dev Reihe nad
aufetnander, fo fallen and) die Cclpuntte der befven Polhgone aufeinanbder;
alfo find dieje congruent.

2. Umgefebrt: Bwei congruente Polygone werden durd
itbeveinjtimmend gezogene Diagonalen in paarweife
congruente Dreiecde getheilt

Beweis. Legt man zwei congruente Polygone jo anfeinanber, dajs die
entfprechenden Ecpuntte aufeinander fallen, jo decen fid) and) die iibevein-
jtimmend gezogenen Diagonalen, mithin aud) die daduvd) gebildeten Dreiecte.

§. 67. Lehtfah, Siund in zwei n-CEden 1) n—2 anfein:
anber folgendbe @eiten und die an diefen liegenden n—I
Winfel; 2) n—1 aufeinander folgende Seiten und die
bon diefeneingejdhlojfenen n—2 Wintel; 3) alle n-Seiten
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und n—3 aufeinander folgende Wintel paarmweife gleid:
jo find bie beiden n-Ede congruent.

Beweis. Berlegt man die beiden Bielece durd) itbeveinftimniend gezogene
Diagonalen in je n—2 Dreiece, fo find je zwei entfprechende Drefedte con-
gruent, und war n—3 Paave derfelben in allen brei Fallen nad) §. 38,
bag lepte Paar aber im erjten Falle nad) §. 37, im zweiten nad) § 38 und
im dritten nad) §. 40; bann aber find nad) §. 66, 1 die Bielede felbit congruent.

Folgefol.  Bur Beftimmung eines n-Edes jind im allgemeinen 2n—3
von einander unabhingige Stitce erforberlid); die drei nid)t gegebenen Stiicte
ditvfen jedoch nidgt fammtlicd) Seiten fein.

2. Requlire Polygone.
§. 68. Gin Polhgon, in weldhem alle Seiten und alle Wintel einander

gleidy find, heifit regelmdfig oder reguldr. lnter den Dreiecden ift bas
gleidfeitige Dreiect, unter den Bieveden das Quadrat regulir.

Sever Wintel eines veguliven n Gdes betriigt 2R— 1 (§. 65).

Lehrfal, Die Symmetralen zweier anftoBender Seiten
eineg veguldven Polygons fdhneiden jid) in einem Puntte,
welder a) von allen Edpuniten, b) von allen Seiten des
Polygons gleidhe Abftande hat.

Beweis, E3 jei ABCDEF (Fig. 37) ein
regelmafiiges Bieledt, GO die Symmetrale der Seite
AB, und HO die Shmmetrale der Seite BC. Dajs
jig GO und HO in einem Punfte O jdhneiden miiffen,
ergibt fid) aus §. 24, Folgefap. Bieht man nun von O
st allen Gdpunften ves Bieledes Streclen und fallt
pon O Yormale auf die Seiten CD, DE,..., o ijt

AAOGDBOGXXBOHX™NCOH.. .,
dafet OA = OB = 0C = 0D =....
mp 0G = 0H = 01 = OK ...

Der Puntt O feift der Mittelpunit des veguliven Polygons.

Solgefife. a) Ju eivem veguliiven Polygon fdneiven fid) alle Seiten-
fommetvalen und alle Wintelfymmetvalen im Mittelpuntte des Polygons.

b) Berbindet man den Mittelpuntt eines veguliven Polhgons mit allen
Ectpuntten duvd) Stvecen, o wird dadurd) das Polygon in fo viele congruente
gleichjhentlige Dreiece erlegt, o8 es Seiten hat.

Biehe vom DMittelpuntte eines veguliven n-Edes ju allen Edpmiten Streden; wie
grofi ift a) ber Wintel am Sdeitel, b) der Winlel an ber Grundlinie in jedem der dadurdh
gebifdetent gleidyfdjentligen Dueiece?

Bevedyne diefe Winfel insbejoudere:

a) fiiv bas gleidfeitige Dreied; b) fite bag Qatabdrat;
¢) filr bas vegulire Fiinfed; d) fiiv bag vegulive Sed)sed ;
e) fitv das vegulive Behued; f) fiiv bas reguliive Bwilfec.
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§. 69 1. Sowohl jede Seitenjymmetrale als jede
Wintelfymmetrale eines veguliven Polhgons ift eine
Symmetrieadyje desjelben.
Bon der Ridhtigleit iiberzengt man fich duvd) Ummwendung um die besilg:
liche @ymmetrale.

2. Gin veguldres n-C& hat n Symmetriead)fen
Jit n eine gevade Bafhl, o Haben inmer je swwei gegenitberliegende Seiten
und je gwei gegeniiberliegende Winfel diefelbe Symmetrale. Jit dagegen n

eine ungerade Jafhl, fo fallen immer cine Seiten- und eine Winfelfymmetvale
aufanunten.

IV. Der Streis.
1. Allgemeines iiber den Kreis.

§. 70. Dreht jich in einer Gbene eine Strede O A (Fig. 38) um ben
etnen Epuntt O Hevrum, bis fie wieder in ihve wrfpriinglidhe Lage fommt,
o bejdyreibt dex Punft A ywabrend bdiefer Umbdrehung eine frumme Linte,
weldye Rreislinieober Kreis genannt wird. Der Punit
O Deifit der Mittelpuntt ober bag Centrum bes Kreifes.

Alle Puntte einer Kreislinie find vom Mittelpuntte
verfelben gleich weit entfernt. Diefe conjtante Entjernung
Deifit der Halbmejjer oder Radiug bes freifes. Alle
Halbmejjer eines Kreifes find einander gleid).

Seder Theil ber Kreislinie heipt ein Bogen (arcus)
und die gange Kreislinie die Pervipherie des Kreifes.

Gine Strede AB, welde zwei Punfte dev Peviphevie verbinbet, heift
Sehne (chorda). Geht die Sehue durd) den Mittelpuntt, wie A C, o heift
fie ein Durdymeffer (diameter) des Rreifes. Jeder Duvchmefjer eines
Rretfes ift dopypelt fo grof ald ein Halbmeijer,

Gin Winfel AOB, defjen Scheitel im Mittelpuntte liegt, defjen Schentel
alfo Palbmefjer des RKreifes find, heift ein Centviwinfel. Ein Winkel
ADB, bejflen Sdeitel in der Peviphevie liegt und veffen Schentel Sefnen
bes Rreifes find, heift ein Pevipheviewintel

Gin Theil der Kreisfliide, der von einer Selne und dem dagu gehrigen
Bogen begrenst wird, heift ein Kreigabjdnitt oder Segment. Ein Theil
ber Queisflidye, dev vom Fwei Halbmefjern und dem dagn gehivigen Bogen
begrenzt wird, heift ein Kreisausjdnitt oder Sector.

Bu jeder Sehne gehven zwei Centviwinfel, zwei Bogen, wie and) zwel
Ausjchuitte und awei Abjchnitte, weldhe im allgemeinen ungleidy find. Wenn
jeboc) nidht angbuitctlich anders beftimmt wird, ift jtets der hohle Centriwintel,
ferner Devjenige Bogen, weldjer fleiner ift al8 die halbe Periphervie, und

Fig. 38
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vevjenige Ausfdnitt ober Abjdmitt, weldyer tleiner ift als die Halbe Kreisflidye,
3u berjtehen.

8 71. Die Lage eines Punttes in Bezug anf einen Kreis
hingt von feinem Centralabjtanbde, b. i von feinem Abjtande vom Mittel-
bunfte des Kreifes ab.

Gin Punft liegt entweder anferhalb eines Kreifes, oder
anf der Peripherie desfelben, ober innerhalb bes freifes, je
nadydpem fein Centralabjtand grdfer, ober ebenfo grof, oder
fletner ift als der Halbmeffer.

Diefe Besiehungen, welche unmittelbar aus der Definition bes Kreifes
i § 70 folgen, gelten aud) in ihren UmEehrungen.

Solaefike, a) Bwei Kreife mit gleichen Halbmeffern fiud congruent.

b) Der Rreis ijt ein fymmetrijdes Gebilde; jeder Duvdymefjer ijt
eine Symmetricad)fe.

§ 92 Lehrfah. Bon allen Streden, die jid) von einem
Puntte an die Pevipheviecines Rretfesziehenlafjen, ifta) die
jenige die griofite, in welder der MWittelpunftves Kreifesliegt,
und b) diejenige die fleinfte, deren Verldngeruung durd den
Mittelpunit geht.

%ig. 39. Beweisd, Fit A (Fig. 39) der

gegebene Punft, und zieht man von

bemfelben durd) den WMiittelpuntt O

K\\ m be8 Rueifes eine Gerade, weldye die

Peripherie in B und C fdueidet,

U \ ferner eine beliebige @tvete AD an
T die Peripherie, o ijt

) AD<<DO+AQ, b.i. AD<TAC;

b) AD>AO —DO (inI), obet AD>DO — AO (inII), b. i.
AD > AB.

2. Die Geradenw und die Winkel am Kreife.

8 73. Die Qage einer Gervadben in Bezug auf einen Kreis
hingt von ifvem Gentvalabjtande, d. i vou ihrem Abjtande vom Mittel-
buntte des Rreifes ab. .

Lehrfah. Gine Gervade hat mit eimem RKreife entwebder
a) feinem oder b) einen, oder ¢) wei Puntfte gemeinjam, je nad-
dem ihr Centralabftand grifer, oder ebenfo grofl, odev tleiner
it als ber Halbmeffer

Beweis, a) Jit (i}ag 40, I) bie ‘Jwtma[e O C vom Mittelpuntte bes
Rreifes auf die Gevade AB qrifer als der Palbmeffer, fo liegt jchon dex

Mo&nil, Geometvie fiiv bie obeven Claffen. 3
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Fufpunft C der Novmalen auferhald des Kreifed, daber and) jeber anbdere
Puntt D der Geraden AB, ba OD > OC it

Fig 40,

A Z A 7 /4

D
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B B g

b) Sit (Fig. 40, II) die Normale OC von O aujf AB gleid) vem
Halbmeffer des Kreifes, fo liegt i Fufpuntt C auf bev Peripherie des Kreifes;
jeder anbeve Puntt D der Gevaden A B aber mujs, dba OD > O C ift, anfer-
halb beg Rreifes liegen.

c) it endlidy (Fig. 40, 1) die Normale OC vou O auf AB fleiner
alg der Palbmeffer, fo liegt ihr Fufpuntt C innerhalb des RKreifes; bdie un-
begrenzte Gevade A B mujs daher, um aus dem Funern des RKveijes, welder
eine gejdlofiene Figur ift, nad) aufen zu treten, den Kreid anf jeber Seite
von C, in den Puntten D und E, treffen. Danu ift OD = OFE gleid) bem
Dalbmeffer. Einen dritten Punft fann bdie Gerade mit der Krveislinie nicht
gemeinfam Haben, da fih vou O zu der Geraden AB nidyt mehr als zwei
gleidge Strecen ziehen lafjen (§. 35, Folge).). : g

8. 4. Hat eine Gerade AB (Fig. 40, II) mit einer Kveislinie mur
einen Puntt gemeinfam, wihrend alle andeven Puntte derfelben auperhalb
bes Rreijes liegen, fo fagt man: bdie Gevade und der Kreis bevithren jid
i jenem Puntte. Gine jolhe Gerade heifpt eine Tangente des Kreifes, und
ber Punft, welchen die Tamgente mit der Kreislinie gemeinfam Dhat, dev
Berithrungspuntt,

Hat eine Gevade AB (Fig. 40, III) mit einer Kreislinie jwei Punkte
gemeinjant, fo fagt man: die Gevade fchuneidet den Kveis in viefen gwei
Puntten. Eine folde Gerade heift eine Secante des Kreifes. Dasd gwijden den
beiden Schuittpuntten liegende Stild D E der Secaute ijt eine Sefhne (§. T0).

Seljnen ded Kreijes,

§. 5. Lehrfahe. 1. Die Strede ansd dem Mittelpuntte des
Rreifes nad) der Mitte einer Sehue ijt 3u diefer normal

2. Die Normale aus dem Mittelpuntte eined Kreifes auf
pic ©chue halbievt die Sehue.

3. Die Gevabde, weldye in der Mitte ciner Sehne auf diefe
normal evvidhtet wivd, geht durd) den Mittelpunttdes Rreijes,
oder: Jede Sehuenjymmetvale geht durd) den Mittelpuntt des
Kretfes

e




Dicfe drei Lehriase exgeben {idh unmittelbar aus den Sdfen 1., 2. und
4, in § 44,

§. 76. Lehrful. Durd drei Punite A, B und C, weldje nidt
in einter Geraben liegen, ift ein Kreis ungweidentig beftimmt

Beweis. Dev Mittelpuntt eined Krcifes, welder durd) die Punfte A
und B geht, liegt in der Shmmetrale der Strede A B (§. 75, 3); der Mittel=
puntt eines Kreifes, weldher durd) A und C gebt, lieat ebenjo in der Shm-
metvale der Strecfe A C. Dev Mittelpunft eines durd) alle drei Punfte
gehenben Kreifes ift Demmad) ber Scmittpuntt O diejer beiden Synmetralen
(8. 24, Folgef.); der Halbmeffer desfelben ift 0OA = OB = O C.

Da fid) die zwei Symmetralen in cinem eingigen Punfte O jdueiden
funen, §o gibt 8 aud) nur einen Kreis, welder duvd) die dvei Punfte A,
B b C geht.

§. V9. Lelyfibe.

1. ®leiden Gelhnen cines 3. @leiden Centralabitinden
Rreifes entfpredhen gleidye entfpredhen gleidhe Sehnen.
Centralabftande.

2. Der griofieven Sehne ent-. | 4. Dem grifeven Central
fpridt ein fleinerer Cen- abjtande entipridt eine
tralabitand. fleinere Sehue.

Fig. 41. " Beweis ju 1. it (Fig. 41) AB =CD und

OE | AB, OF | CD, foift, wenn man O A und
0O C zieht, AAOE X CF O; mithin O E= O F.
. DBeweis zu 2. s fei (Fig. 42) AB=>=AC,
- OD 1 ABuwbOE | AC, foift, wenn man D E
sieht, i bem Dreiede A D E ber Winfel b > a
(8. 33, 2), dbaher d << ¢ wnd folglih OD << O E.
Beweis su 3. €8 fei (Fig. 41) OE=O0F.
Damn it AAEOCFO, baher it AE=CF,
folglich audh) AB = CD.
Beweis su 4. Es fei (Fig. 42) 0D << OE.
Wive A B = A C, jo miijste Dezilglich nach 1. ober 2.
OD = OE jein, was gegen die Borausfepung ijt.-
Solgefah, Der Duvdhymeffer ift die grbfte
@chne desKreifes.
§. 8. Lehrvfife. 1. Bugleidhen Centriwintelneines Kveifes
gehoven gleidhe Selhnen und gleide Bogen.
2. Bugleidhen Sehneneinesd Kreijes gehoven gleidhe Centris
Winfel unbd gleidhe Bogen,
3. BugleidenBogeneines Rreifes gehdrengleide Sehnen
Und gleidhe Gentrimintel.

ak
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Die Beweife dicfer Sige durd) Decung.

§. 79. Theilt man die Peripherie eines Kreifes in 360 gleide Theile,
fo entjpricht jedem devfelben ein Centriwinfel von 1 Grad. Man neunt des-
halb aud) den 360jten Theil der Pevipherie einen Grad (Bogengrad) und
theilt bem ®rad (°) in 60 Bogenminuten (), jede Minute in 60 Bogen-
fecunden (). Hiernach driidt die Zahl der Grade, Minuten 1nd Secunbden
cines Rreisbogens zugleid) die Balhl ber Grade, Minuten und Secunbden des
ugehorigen Centriwintels aus. Jn bdiefem Siume jagt man:

DerRreisbogeniftbas Maf deszugehdvigen Centrimintels,

Tangenten ded Kreifes,

§. 80. Lehrfike. 1. Die Gevade, welde im Endpunite eines
Dalbmeffers zudiefemnovmal ift, ifteineTangentedes Kreifes.
(Folgt aus §. 73, b.)

2, Der Halbmefjer eines Kreifes nad) dem Beriihrungs:
puntfte ift yur Tangente normal

3. Die Novmale aus dem Mittelpunite eines Kreijes gur
Tangente gefht durd) den Beviihrungspuntt.

4, Die yur Tangente eines Kreifes im Bevithrungspuntte
ervichtete Normale geht duvd) den Mittelpuntt des Kreifes.

Die Beweife fiir die Umbehrungen 2., 3., 4. werben indivect gefithet.

§ 8L Lehrfol. Die von einem Punfte auferhalb eines
Rreifes an diefen gegzogenen Tangenten jind einanber gleid).

Fig, 43, Beweis, €3 feien (Fig. 43) AC und BC
Tangenten des Kueifes O, aljo AC | OA und
BC | OB. Bieht man bdie Strede C O, o ijt
A OALS 00 0BG, mithin AC =B

Die Sehne A B awifden den Bevithrungs-
puntten des Kreifes und der Tangenten A C und B C
heift die Vevithrungsfehne des Punites C,

Solaefike. a) Die Gevade vom Sdittpunfte pweier Tangenten eines
Rueifes nac) vem Mittelpuntte desfelben Halbiert 1. den von den beiden Tan-
genten gebildeten uud ben vou den beiden Halbmefjern eingefhlofjenen Wintel,
2. fie Dhalbievt dem Bogen wnd bdie BVeriihrungsjehue und it 3. u bdiefer .
Sehne normal.

b) Der Winfel zweier Tangenten eines Kreifes ift das Supplement des
von den Halbmefjern dev beiden Bevithrungspuntte gebildeten Winfels.

¢) Der Snittpuntt weier Tangenten eines Kreifes liegt in der Vev:
[dngerung bes zur Bevithrungsjehne normalen Halbmeffers.

Pervipheriewinfel,

8§ 82. Lolhrfoly. Gin Pevipheviewintel ift gleid) dem halben
Centviwintel auf bemfjelben Bogen.
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Beim Beweife diefes Sapes find dvei Falle zu untevjchetden: _

Dev Mittelpuntt des Kreifes liegt
entweder 1. anj einem Sdhentel bdes
Peripheriewintels (Fig. 44, 1), ober
2. in ber Wintelfladye bes Leriphevie:
winfels (Fig. 44, IT), ober 3. anfierfhalb
ber Wintelflache des Peripheriewintels
(¥ig. 44, III).

Sm erjten Falle it AOB = B+ C, aber B = C, daher AOB =
2C oder C = 1AOB. _ :

Qm weiten und dvitten Falle zieht man von C einen Duvymeffer;
durd) pweimalige Anwendung des exften Falles uud Addition, besitglid)y Sub-
tvaction ber gujammengehbrigen Wintel ergibt jid) die Behauptung.

Folgefibe. a) Pevipheviewintel, welde anfdemjelben Bogen
eines Rreifes aufjtehen, jind einandev gleid). Denn jeder derfelben
it gleid) dem Halben Centviwinfel auf demfelben Bogen.

b) Bu gleidjen Pevipheviewinteln gehdren in demijelben
Rreife aud) gleide Bogen. (Umfehrung vou a.)

c) Bwei Peripheriewintel, weldeitber derjelben Sehue in
benentgegengefepten Rreisabfdnitten jtehen, exgingen fid zu
swei Nedyten. Denn die Summe threr Cutwidlung betvigt vier Redyte.

§. 83. Gin Pevipheviewinkel, deffen Schentel dund) die Endpuntte eines
Durdhntejfers gehen, Deift ein Winfel im Halbtreife.

Lehrfa. Cin Winfel im Halbiveife ijt ein redter

Denn der Centriwinfel auf demfelben Bogen ift ein gejtrecter.

§. 84. Lehrfaly. Der Wintel, den eine Tangente ded Kreifes
mit einev duvd) den Bevithrungspuntt gehenden Sehue bilbdet,
it gleic) dem Peripheriewintel itber diejer Sehue imeuntgegen

Fig. 45. gefepten Kreisabfduitte. '

7 Beweis. 8 jei BC eine Tangente bes Kreifes
im Punfte A.  Bieht man den Durdmefjer AL, fo ijt
a) BAD+DAE =R, und AED 4 DAE =R (§. 83),
v baher B AD = AED; b)ferner it CAD=R - EAD
=" ZudAFD — R+ EFD, ooor AFD =R +EAD
(§. 82, a)), mithin CAD = AFD.

3. Dom Kreife cin- wud umgefdhriebene Vicledwe,
§. 85. Gin Bieleck, dejfen Gcpuntte in dem Umfange des Kreifes liegen,
Ocfien Seiten alfo@chuen bes Kuetfes find, heifit bem Kr2ifeeingefdrieben;
v Rreis ijt bann dem Vielede umgefdrieben,



Cin Bieled, deffen Seiten Tangenten des Kreifes fiud, heift dem

fretfe umgejdyrieben,
gejdrieben.

ber  Sreis

ijt daun bem Vielede

etl=

Gin dem RKreife eingefdriebenes Vieled nennt man aud) ein Sehnen-
vieled, ein demt freije umgejchricbenes Bieledt ein Tangentenvieled.

§. 86. Lehrfab.

1. Sebem Dreiede lajst {id)
ein Rreis umjdreiben.

Beweis, Die Seitenfymmetralen
eines Dreiectes (Fig. 26) jdymeiben fic)
in einem Puntte O, weldjer vou den
drei Gcpuntten denjelben Abjtand O A
bat (8. 48, 1). Bejdyreibt man daber
aug O mit O A einen Sreis, fo geht
ev dued) alle Gdpunfte des Dreiedes.

2. Jedem Dreiede [a{8t {id)
ein Qreis einfdyveiben.
Beweis. Die Wintelfymmetralen

eines Dretectes (Fig. 27) jdyueiden fid)

in einem Puntie O, ieldjer von den
oret @eiten denjelbent Abjtand O D
hat (§. 48, 2). Bejdyreibt man daler
augd O mit O D einen Kreis, o beviifrt
er alle brei Seiten des Dreiedes.

Jufuh. Aus dem Bujage zu §. 48, 2 folgt, dafs e8 aufer dem in 2,
angegebenen Kreife and) nce) dret Kreife gibt, welde je eine Seite des Drei

ecfes und die BVerlingevungen der beiden anbeven beviiren.

Man nennt diefe

prei Rreife dufeve Bevithrungstveije des Dreieces, wibrend dev vbige
Sreis ber innere Beriihrungstveis genanut wird,

§. 87. Lehrfake.

1.3n jebem @Sehnenvievede
finddieSummenbergegen:
iibevliegenuden Wintel ein-
ander gleid.

Folgt aus §. 82, c.

§. 88. Umkehrungen.

1. @indbineinem Bierede die
Summen der gegeuiibers
liegenden Wintel gleid, o
ift bagfelbe ein Selhnen-
viered.

Beweisindivect. Witrde der dued)
pret Gdpuntte A, B, C Dejdyriebene
Rreis nidht auch duvd) den vievten D
geben, jo miijste ex die Seite C D felbit
ober ifjre Verldngerung in einem Punlte
fchmeiden, durch defjen Berbindung mit
A man ein Selnenvieved erhielte.
Damn aber wiide fih evgeben, dafs
ein Aufenmwintel eines Dreiectes einem
funeren qeqeniiberliegenben gleich wive.

2. SunjedemTangentenvievede
jind die Summen der gegens
fibevliegenden @eiten ein:
ander gleid.

Solgt aus §. Sl

2.@ind in einem hohlwint:
[igen VierededieSumnien
der gegenitberliegenben
SGeitengleid),foijtbasielbe
ein Tangentenvieved,
Beweid indivect. Wilrde dev drei
Seiten des Bievedes Devithrende Kreis
nicht aud) die vievte beriifren, fo
founte vou dem einen Gudpunite diefer
vierten eite eine Tangente an ben
freis gezogen werden, wodurd) man
ein Tangentenvieved exhielte. Dann
aber wilvbe fid) ergeben, bdafs eine
@eite eines Dreiectes der Diffeveny dex
beiden anbeven gleidy wive.
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8. 89. fehrfafe. 1. Jedem veguldven Biclede [d]8t fid) ein
freis um- und einjdreiben

Der Beweis ijt in § 68 enthalten.

Der Abftand des Mittelpunttes des reguliven Vieledes von den Ee-
punften it der Halbmefjer des umgejdyricbenen, dev Abjtand des Meittelpunttes
von Den Seiten der Halbmejfer des eingejdjrichenen Kretfes.

2. §ft dbie Pevipherie eines Kreijes in n gleidhe Theile
getheilt, fo bilden a) bie @efhuen gwifdenjeswei benadbarten
Theilungspuntten ein eingefdyriebenes, und b) die Tangenten
burdjegmeibenadybarteLheilungspuntteein umgejdyriebenes
regularves n-Ed.

Beweis. €3 fei (Fig. 46) der Bogen AB=BC=CD =..

Fia. 46. a) Bieht man die Sehnen AB, BC, CD, ...,
fo jind in dem Bielede ABCD... die Seiten AB,
BC, CD,... gleid) (§. 78, 3), ferner bdie Winfel
A, B, C D,... gleih (§ 82, a); folglid) ift bas
Polpgon ABCD. .. regular.

b) Bieht man durd) A, B, C, D. .. Tangenten an
pen Sreis, weldye fich) in den Punften G, H, J, K. ..
jdyneiden, jo find wegen der Gleidhheit der Seiten A B,
BC, CD,... und bev ihnen anliegenden Wintel (§. 84)
bie Dreiede AGB, BHC, CJD,... congruent und gleichjchentliq; mithin
find bie Summen je zweicr Schenfel gleidh), alfo GH=HIJ =JK —. ..
Aus der Congrueny der obigen Dreiede folgt aud) die Gleidhheit der Wintel
G, H, J,...; folglidh) ift das Polpgon GHIK. .. reguldr,

§ 90. Die ©eite bes einem Kreife eingejdriebenen vegu-
liven @edysedes ift gleid) bem Halbmejfer des Kreifes. -

Beweis., Bieht man vom Mittelpuntte Streden zu den Ecdpuntten des
Sechseces, fo find die dadburd) entjtehenden Dreicde gleidhieitig, da jeder Wintel
i denfelben 60° betrigt.

4. Lage sweicr Kreife gegen cinander.
- §. 91, Bwei Krcife, weldhe denfelben Mittelpuntt Haben, heifen con
centrifd), wie bie Rreife in Fig. 47.
ﬁiq 47. Die Flache, weldye zwijchen den Peviphevien zweier con-
centrifcher Rreife ehthalten ift, wird ein Lreidring, und ein
Theil desjelben, wie aABD, ein Ringausfdynitt genannt.
( /j Den Unterjhied aA ber Dbeiden DHalbmejjer nemnt man die
/g Breite des Ringes oder des Ringausjdmittes.

: Biet Rreisbogen oder Kreidfectoven, welde zu
QIclrI)en Geutummfetn gehbren, Beifen Homolog; 3. B. die Bogen ab und

AB oher die Sectoven aOb und AOB
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§& 92. Bwei RKreife, weldje verjd)icdene Mittelpunite Haben, nennt man
excentrifc), und die Strece, weldhe die Mittelpuntte verbindet, die Cen-
trale. Bwei excentrijde Kveije haben entweder feimen, oder einen ober zwei
Punfte mit einander gemeinjom. Dvei Punfte fonnen wei Kreife nidht
gemeinjam Haben, da fie fonft (nad) §. 76) gang ujammenfielen.

Haben zwei Keeife mur einen Punft gemeinfam, jo beriihren fie
fid), und zwar von aufen, wenn fjie iibrigens ganz auBerhalb einander
liegen; von inmen, wenn iibrigens dev eine Kreig innerhalb des andern liegt.
Daben gwei Kreife zwei Punfte gemeinjam, fo fdmeiden fjie fid) in biefen
Puntten. Die gemeinjame Flache zweier jidh) fdhneidender Kreife beifpt eine
Linfe, jedes der nidht gemeinjomen Stitke ein NVoud (lunula).

8 93. Die Bage zweier Kreife gegen einander.

Sind R und r, wobei R >r vovausgefest wird, die Halbmefjer zweier
Rveife, beren Mittelpunfte O und O’ finh, und ift thre Centrale OO’ =c,
jo finden in BVezug auf die Lage der beiden Kreife folgende Bezichungen jtatt.

§ig. 48. 1. Jfte>R-r, foliegtjedberber beiben

/—\ Qreife ganz auBerhalb ves anbern. (Fig. 48.)
/ L Beweis, Ase>R4rfolgtc—r>R, b1
A 40 ~R. €8 [0Aiegt aljo der Punit A’, und daher aud

jeber anbdere Pumft ber Kreislinie O, da nad) §. 72, b
jeit Abftand von dem Punfte O groper als OA’ {jt, auferhalb des RKreifes O.

5 2, Qite=R -, jobeviihrenfid)diebeiden

U Rreife von anfen %ug. 49.)

Beweis. Sdneidet der Kreis O' die Centrale in A,
iit alfo O'‘A=r, jo mujs OA=00'—0A=R
+4-r—r=R fein; der Punft A ijt aljo beiden Kreiss
linten gemeinjam. Dagegen liegt jeder andere Puntt ber
Reeislinie O, da nad) §. 72, b fein Abjtand von dem Punite O grdfer alg
OA ijt, anferhalb des RKreifes O,

Fig. 50,

3.3t R+r>c>R—r, fo {dnei-
dben fid)y bie beiden RKreife in zwel
Buntten. (Fig. HO.)

Beweis, Der Kreig O jdmeive die Cen-
trale in A and B Aus e<<R-4r folgt
c—r<<R, b i OA'<<R; bder Punft A’
liegt alfo innerhalb des Kreijes O. Aus ¢ >R
—r foIgt c+r>R, b i OB >R; der Punft B’ liegt alfo auferhalb
beg Sreijes O. Die bet‘\en vor A’ nad) B fithrenden Bogen
bes Rreifes O miiffen daher den Kreis O i ywei Puntten,
D und D, jdmeiden.

4, §fte=R —r, fo bevithven fid) die beiden
Kretfe von tnnen (Fig. 51.)
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Der Bewets witd unter Beiztehung von §. 72, a dhnlic) wie zu 2.
gefitbut.

B, it c<<R—r, jo liegt ber eine dev beiden Rreife gang
innerhalb des andern. (Fig. 52.)

Fig. 52. Beweis mit Ritdfidht auf §. 72, a analog wie zu 1.

3ufal. Da in ben vorhergehenven filnj Sidgen alle
mbglidhen, fid) gegenfeitig ausjdyliefenden Fdlle eritctfichtigt
jind, welche beziiglich dev Centrale im Vevgleidhe ur Summe
und Diffeveny der Halbmeffer der beiden Rreife jtattfinden
founen, fo lajst fih) indivect leicht beweifen, dafs von bdiefen
@ipen and) die Umtehrungen vidtig find.

g 94. Lehrfihe. 1. Die Centrale zweier fid) berithrender
Sreife geht durch den Veviihrungspuntt.

Folgt anug ben Beweifen u 2. und 4. in §. 93,

2, Die durc) den Vevithrungspuntt weier Kreife an den
einen gezogene Tangente ift ugleid)eine Tangentedesandern.

St (Fig. 49 und 51) MN | OA, fo ift aud)y MN | O'A,

3. Die Centrale zweier {id) fdhneidender Kreife it gur ge-
meinfamen @ehne normal unud halbiert die Sehne fowie bie
sugehdrigen Centriwinfel beider Rreife (§ 44)

Bufaf. Unter dem Wintel weier fid) jdneidender Kreife verfteht man
dent Wintel der durd) einen ifjrer Scnittpuntte an fie gezogenen Tangenten.

5. dlbunasfite.

§ 95. 1. Vou allen Sehuen, die durd) eimen Punft tunerhalb eines
Rreeifes gezogen werden fonnen, ift diejenige die fleinjte, weldye zu dem durdh
diefen Puntt gezogenen Halbmefjer novmal ijt. (§. 77, 4.)

2. Bwei Sehnen, weldhe nicht durd) den Mittelpunft des Krveifes gehen,
founen fich nidyt Halbieven. y

3. Rreigbogen wifhen parallelen Sehnen find einanbder gleid).

Beweis aug der Gleicdhheit der Wedyfelwinfel und §. 82, b.

4, Dic Gnbpunite gweier gleicher Bogen eines freifes bilven bdie Ecf-
punfte eines gleichjchentligen Trapezes.

b, Die Endpuntte zweier gleidher und pavalleler Sehnen eines Kveifes
bilden die Gdpuntte eines NRechtectes.

6. Alle einer Tangente eines RKreifes pavallelen Sehnen werden durdh
den gum Bevithrungspunite gezogenen Durchmefjer Halbiert,

7. Bieht man durd) die Gcpuntte ecines in einen Rreis bejdyriebenen
Fedhtectes Tangenten an denfelben, jo jdliefen dieje einen Rhombus ein. (§. 81).

8. 3 jedem @elhuenvielecte von gevader Seitengahl ijt

ottt =atategt.,
W0, bent nten Bieledswinkel begeichnet.
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Dian zieht zu den Edpuntten Halbmefjer und wenbdet § 82, a an
0. Ju jevem Tangentenvielecte von gevader @eitenzahl ift
31+53+SE)+ o =83 18 |81+ ..
W0 s, die nte Vieledsieite begeichnet.
10. Wenn brei Kreife, welche duvd) die drei Cdpunite cines Drciecles
gehen, einamder paariweife auj den Seuten desjelben jdyuneiden, jo gehen fie
durd) eiven gemeinjomen Puntt., (§. 87, 1.)

V. Conflructionsaufgaben.

§. 96. Gine geometrifdye Confjtructionsaufgabe (§. 6) fpridt
die Forderung aus, ein geometrijches Gebilde hevzujtellen, weldpes gegebenen
Bevingungen entjpridht. Die Hevjtellung des Deziiglichen Gebildes Deift Con-
ftruction und dag Gebilde felbft eine Figurv. Jede Conftvuctionsanfgabe
evfordet eine Aufldjung, b i die Angabe und Begriindbung des Verfahrens,
ouvd) welches die Conjtruction der verlangten Figur ausgefithet wird.

Cine Anufgabe heit bejtimmt, wenn in dexfelben Jo viele vou einanber
unabfingige Bedingungen angegeben werben, als zur Bejtimmung der gejudyten
Stiide hinveidjend, aber aud) evjorbderlid) find; enthalt eine Aufgabe
weniger Bejtimmumgen, jo heift fie unbeftimmt; enthalt fie mehr Bedin-
gungein, fo heifgt jie dibevbejtimmt. Cine bejtimmte Aufgabe [Gjst entweder
eine eingige Aufldfung ober eine gewifje, genan beftimmbare Anzahl von
Aufldjungen zu und heipt dann begiigliy eindeutig bejtimmt oder mehr-
veutig beftimmt. Cine unbejtimmte Aufgabe Hat unendlid) viele Anfldfungen.
Gine iiberbejtimmte Aufgabe ift im allgemeinen unldsbar.

Cine Conftructionsanfgabe ift als geldst angujehen, wemn fie auf Auj-
gaben uviidgefiihrt wich, deven Aufldjung man alg felbjtverftindlic) vorvans-
fepen mujs, und die dbaher Fordberungsjipe oder Pojtulate Heifen.

Die Forderungsitipe der Planimetrie find:

1. Qurd) awei gegebene Puntte eine Gevade von Deliebiger Linge
31 giehen, ;

2. Um einen gegebenen Punft mit cinem gegebenen PHalbmefjer cinen
freis zu bejdyreiben.

Bur wivtlidhen Ausfithrung dicjer beiden Poftulate bedient man fich) bes
Qineals und deg Fiviels.

§. 97. Die Aujlohmg einer Aujgabe evqibt fid)y mandymal alg unmittel-
bare Folge eines geometvijhen Lehrjabes, meijtens aber beruht fie auf ver
entjprechenden Berbindung mehrever Lehridfe. Die Entwidlung des Gedantfen-
ganges, burd) weldpen dag zu ber verlangten Figur fithrende BVevfahren
gefunden wird, heift Analyjis.

Aug dev Analyfis evgibt fich dawum die Conftruction, wie aund) bder
Beweis, welder die Ridtigheit dev Coujtruction auf Grund ver mathematijden
Lehren zu 3eigen hat.
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Bu vem Beweife tritt haufig nod) die Determination hingu, d. i die
Grivterung ber Frage, unter weldjen Bedingungen die Lojung mbglid) ijt, und
ob ber Aufgabe nuy eine obev melrere Lojungen geniigen.

Die vollftindige Anfdjung einer geometrijchen Conjtructionganfgabe enthilt
bemmad) im allgemeinen vier Theile: die Analyfis, die Conjtruction,
den Beweis md die Determination.

Die Analyfis DLedient fid) verfchicdener Methoden, von bemen die
Methobe der geometrijden Orvter, die ver Hilfsfiguren, dev
ahnlidyen Figuren und der algebraifdhen Analyjis bejonders
widhtig find. _

Bou den el lepteven NMethoden wird exft fpater die Rede fein fHunen.

1. Fundamental-Anfaaben.

8. 98. Dicjenigen Confjtructionsanjgaben, welde als die einjadjten am
hiufigiten Anwendung finden und deren Aufldjung bei zufammengefesteven
Aufgaben al8 Dbefanut vorausgejept iwird, bezeichnet man mit bem Namen
Fundvamental-Aufgaben.

1. Gin Drefed zu conftruieven, wenn feine drei Seiten AB,
AC und BC gegeben find.

Analyfis. Durd) die Seite AB find zwei Cchpunite A und B bes
gejuchten Dreiecdes AB C bejtimmt., @oll der dritte Edpunit C von A den
Abjtand AC faben, fo mujs er in ber Kreislinie liegen, welde nm A mit
pem Halbnefjer AC befdyvieben wird; joll ferner C vou B den Abjtand B C
Daben, fo muf$ ex aud) in der Kveiglinie liegen, welde wm B mit dem Halb-
mejfer B C bejdjrieben wivd; ber Punft C fann daher nur in vem Durd)-
jhuitte diefer beiden Rreislinien Hegen.

Conjtruction. Man ziche eine Strede A B, weldye der einen Seite
gleid) ift, bejchreibe wm A einen Rreis mit der zweiten Seite AC alg Halb-
meffer, wund um B efnen Kreid mit der dritten Seite B C alg Halbmeffer;
ver Durdhfdhunitt C der beiden Rreife ift bev britte Cchpuntt bes gefudhten
Dreieces.

Der Beweis legt wumittelbar in der Conjtruction.

Determination, Tamit bie beiben um A und B befdriebenen Kveife
fid) fchneiden und dadurd) eine Conftruction des Dreiectes A B C miglich madyen,
mufs (tadh) §. 93, 3) AB<<AC 4+ BC und zugleiy AB > AC — BC
fein; man exhilt in diefem Falle zwei Dreiece, weldye jedod) congruent fiud
und daber filv eine eingige Lojung angejehen werden. Jjt AB=AC 4+ BC
ober AB << AB —BC, o gibt es fein Dreied.

Befoudere Fille find die Aufgaben :

a) Gin gleidyfdyentliges Dreied 3u confjtruicren, wenn die
Gruudlinie und ein ©djentel gegeben jind.



44

b) Ein gleichfeitiges Dreied zu conjtruieren, wenn jeine
Seite gegeben ift.

2. GinDreied zuconjtruieven, weldes miteinem gegebenen
Dretede congruent ijt.

Conftruction mit Hilfe dev bdrei Seiten bes gegebenen Dreieces nad
- Aufgabe 1.

3. Ginen gegebenen Winfel an eine gegebene Gerabe in
einem gegebenen Punfte anufzutragen.

Auflojung. Dian jdneide vom Sdjeitel ves gegebenen Wintels aug von
deflen Sdhenteln gleidhe Stitcke ab und verbinde die Eudpunfte durd) eine
@trecte, wodurd) man ein gleid)jchentliges Dreiect erhalt; dann conftruiere man
(nach Anjg. 2) ein thm congruentes Dreiect jo, dajs ber Scheitel des nemuen
Dreiedes in den gegebenen Punft und ein Sdentel in die gegebene Gevade fallt,

4, Cin Dreied 3u conftruieren, wenn eine Seite und die
ithr anliegenden Winfel gegeben jind,

Man trage an die gegebene Seite AB in ihren Endpunften die geqe-
benen Wintel auf; der Durdhidmitt C der beiden Schentel AC wnd BC
diejer Wintel ijt dev dritte Eudpunft vdes gejudjten Dreiedes A B C.

Der BVeweis liegt in der Conjtvnction.

Determination. €8 gibt nur bann ein Dreiect, wenn A 4 B << 2 R ijt.

D, Gin Dreied 3u conftruieven, wenn jwei Setten und der
von ihuen eingefdloffene Winfel gegeben find.

Man conftruiere den gegebenen Winfel, madje defjen Schentel gleid) den
gegebenen Seiten und jiehe wijchen den Cndpuntten eine Strede.

A8 fpecieller Fall :

- Cin rvedtwintliges Dveied zu conftruieven, wenn bdie
Deiden Katheten gegeben find.

6, Gin Dreied u confjtruieven, weun zwei Seiten AC uud
BC unbd ber einer diefer @eiten gegeniibevliegendbe Wintel A
gegeben find. (Fig. H3.)

Confjtvuction. Man conjiruiere den gegebenen Winfel A und trage

Fig. 5. auf dem einen @chentel die diefem Winfel an-
liegende @Geite AC auf; um den Cudpunft C
bejchreibe man mit der anbdern gegebenen, dem
Wintel A gegeniiberliegenden eite B C als
Halbmefjer einen Kreigbogen, welder den weiten
Sdentel bes Wintels A in B jdyneidet, und
siehe die Strede BC; ABC ift dann bas ge-
juchte Dreted.

Der Beweis liegt in der Conftruction.

Determination. Devaum C mit B C befdyrichene Sreigbogen fdneidet
ben gweiten Sdyenfel des Winfels A in einem eingigen Punfte B, wenn
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B C > AC ijt, va ber andere @dmnittpunft in die Crginzung des Strahles
A B filit; in gwei Punften B’ und b’, wenn die dem Wintel A gegeniiber-
liegende @eite tleiner alg A C, jedoch) grbfer als die von C auf AB gefillte
Novmale C B {jt; und gar nicht, wenn die gegenitberliegende Seite < C B
ift. (88 73 und 35) Qm erjten Falle geniigt nur ein Dreied ABC; im
aweiten Falle {jt die Anfgabe yweideutiq beftimmt, da die et nidht con-
gruenten Dreiede ABC ymd Ab' C entfpredjen; im dritten Falle gibt es
fein Dreie. Nur ein Dreiec exhilt man and) dann, wenn die dem Winfel A
gegenitberliegende @eite = A C, oder = C B" ft.

Gin fpecteller Fall ijt die eindentig bejtimmte Anfgabe:

Gin vedtwintliges Dreied zu conftruicven, wenn
bie Pypotenufe und eine Kathete gegeben find

7. Die Symmetrvale einer gegebenen Strede A DB 3u con
ftruteren,

Man bejdyreibe um A und B mit demfelben Halbmeffer nach oben und
unten freigbogen, welde fidh) in C und D jchueiden; dieje Punfte haben daun
von A und B gleiche Abftinde, folglich ift die Gerade CD bdie Symmetrale
der &trede AB (§ 46, 1).

Diefelbe Conftvnction Iliefert aud) die Lbjung fitr die Aujgabe:

Gine gegebene ©tvede 3u halbieren.

8. Die ©ymmetrale eines gegebenen Winfels ABC zu
conjtruieren,

Man bejtimme auf den Scdhenfeln durch Bejdyreibung eines Kreigbogens
awet Punfte M und N, welche vom Scheitel C gleid) weit abftehen, und con-
jtnieve bie Symmetrale der Strecfe M N; bdiefelbe ift dann and) die Sym-
metrale bes Winfels M CN oder ACB (8 47, 1).

Dies ijt aud) die Lojung fiir die gleichbeveutende Anfgabe:

Ginen gegebenen Wintel zu halbierem

9. 8u einer gegebenen Geraden AB von einem aufer
ihr liegenden Puntte C die Normale zu ziehen.

Man bejdyreibe aug C einen Kreisbogen, weldyer die A B in den Puniten
M und N {chneidet, und conjtvuieve die Symmetvale der Strecte M N.

10. B3u einer gegebenen ®eraden AB in einem Punite
C bevfelben die Mormale zu ervidpten.

Man madhe anf der Gevaden bdie CM = CN unb conftruiere die .
@ymmetrale ber Stvecte M N,

11. Bu ciner gegebenen @trede ADB in cinem Eudpunite
A bderfelben die Normale gu exvidten (Fig H4).

Conjtruction. Nian fdhneide von der gegebenen Strecke ein Stiid A C
ab, bejdyreibe bdaviiber dag gleidhjeitige Treicd A CD, verlingere die eite
CD um ibre eigene Range bis E und ziche die Stvede AE; diefe ift bdie
gejudhte Novmale.
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Beweis. CAD —60° und (§. 33, b) DAE =
1 ADC = 30° baher CAE = 90°

12. Bu einer gegebenen Geraden AB durd
einen auferhaldb derfelben gegebenen Punft C

0 bie Parvallele zu ziehen.

Auflofung 1. Man ziche durd) C eine Gevade,

p welde die AB in D fdmneidet, und trage in C einen Wintel

s O DCE=ADC (nad) ufg. 3) o auf, dajs e su ADC

Wed)felwinfel wird; der gweite Sdhentel CE des conjtruierten Winkels ift die
gefudhte Pavallele (24, 1).

Auflofurg 2. Man falle von C die CF | AB und ervidhte in
Chie CE | CF; bann ift CE|| AB (§. 25, 1).

Aujlofung 3. Man jiche durd) C eine Gerade, weldpe die AB in
D fdneibet, und bejchreibe um D mit dem Halbmejjer C D einen RKreisbogen,
weldper die AB in E jdneidet; bejchreibt man dann mit demfelben Halbmefjer
um C und E jwei Qreisbogen, welde fidh in F {dneiden, o ijt die Gerade
CF ber AB pavallel (§. 54, 2).

13. Gine gegebene Strede AB (Fig. 34) in mehrerve gleidye
Theile 3u theilen.

Man ziche von A unter “einemt Beliehigen Wintel einen Steall A C,
trage anj ihm eine beliebige @trecte jo vielmal auf, al8 gleiche Theile verlangt
werdent, verbinde den Endbpuntt C mit B durc) die Strecde C B und ziehe 3u
biefer aud) durc) bie itbrvigen Punite die Pavallelen MQ, NR, O S, PT;
baburd) witd bdie gegebene Stvede in die verlangte Anzahl gleidher Theile
getheilt (§. 59, 3).

§.99. 1. Den Mittelpuntt einesd Kreifes zu finben.

Mittels der Symmetvalen zweier nid)t paralleler Sehuen nad) §. 76.

2, Ginen RKreisbogen zu halbievemn.

Die Symmetvale der zum Bogen gehivigen Selhme Balbiert and) den
Centriwintel, folglidh) nad) §. 78, 1 den Bogen felbit.

3. Durd) einen gegebenen Punft auf der Pervipherie eines
Rreifes an diefen eine Tangente zu ziehen (§ 80, 1).

4, Durd einen gegebenen Puntt anferhalb einesd Kreifes
~an biefen Tangenten zu ziehen,

it C (Fig. 43) der gegebene Paunft und O der Mittelpuntt des Kveifes,
fo 3iche man bdie Stvede CO, Dbejdyreibe itber diefer al8 Durd)imefjer einen
Rreis, weldjer den gegebenen in den Puntten A und B jdhueidet; die Gevaden
CA und CB jind die gejudhten Tangenten,

b, Nber einer Strede als Sehue einen Rreisbogen zu
Gejdhreiben, in weldem jeder Pevipheviewinfel itber diefer
@Gebne ecinem aqegebenen Winfel gleid)y 1t

Hig. b4
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Fig. 5b. ©8 jet BAC (Fig. 55) der gegebene Wintel und AB
M bie gegebene Strecte. Man evridyte auf AB die Shmmtetvale
E O, siche aud) AO | AC, und befdjreibe um den Sdjnitt-
B punft O Her Geradben EO und AO als WMittelpuntt mit
N bem Halbmefjer AO=DBO einen Kreis. Dann it (§. 84)
RN ¢  AMB ber Rueisbogen, in weldem bder gegebene Winfel
BAC, und AN B ber Qreisbogen, in weldjem fein Nebemwintel BAD als
Pevipheviewintel itber dev Selhne AB liegt.

9. Methode der geometrifdyen @rier.

§. 100. Gine Rinte oder Flddhe von joldper Bejchaifenbeit, dajs alle in
ihr liegenden Punfte, aber anch muv diefe, einev gewifjen gegebenen Bediugung
genitgeleiftent, Heifit dev geometrijdhe Ort diefer Punfte.

©o liegen 3. B. alle Punfte einer Ebene, weldhe von einem gegebenen
Punfte denfelben gegebenen Abjtand haben, in ber Kveislinie, welde um jenen
Punft mit dem gegebenen Abjtande als Halbmeffer befdjricben wird, und gibt
¢8 aufierdem feinen andern Punft dev Ebewe, der diefelbe Bedingung erfiilt.
Man dritckt dies durd) folgenden Safy aus:

1. a) Der geometrijde Orvt aller Puntte, welde von einem
gegebenen Puntte einen gegebenen Abjtand a haben, ijt der um diefen Punft
mit dem Halbuejjer a bejdricbene Kreis.

Diefer geometrifdje Ort enthiilt die Lojungen der unbeftimmten Auj-
gabe: Ginen Punkt zu beftimmen, weldjer von eiwem gegebenen Punfte einen
gegebenen Abjtand Hat.

Gin anderer Ausdruct fite denfelben geometvifdhen Ort ift:

1. b) Der geometrijde Ot der Mittelpuntte aller RKveife, weldhe durd)
etnen gegebenten Puutt gehen und eiven gegebenen Halbmefjer a haben, ift der
um biefen Puntt mit dem Halbmejjer a bejdyriebene Kveis.

Gbenfo ergeben fidh aus Dbefannten geometrijchen Lehridben folgende
geometrifche Ovter :

2. a) Dev geometvijdhe Ovt aller Punfte, welche von wei gegebenen
Puntten gleiche Abjtinde haben, ijt die Symmetrale ihrer Verbindungsjtrecte
(8. 46, 1).

2. b) Der geometrijhe Ovi dex Mittelpuntte allev Kveife, weldhe durd)
swei gegebene Punktte gehen, ijt die Shymmetrale ihrer Berbindungsitrecte.

3. a) Der geometvijhe Orvt alley Puntte, welde von den Sdjenfeln
eines Winfels gleiche Abjtinde Haben, ijt die Symmetrale diejes Winfels
(8. 46, 2).

3. b) Der geometvijhe Ovt der Mittelpuntte aller Kreife, weldye zwei
nidtpavallele Gevate bevithren, ift die Symmetrale des von den Gevaden in
ihvem Sdyuittpuntte gebildeten Winfels (§. 81).
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4. a) Der geometvifdhe Ort aller Punifte, weldhe von einer gegebenen
Gerabent auf einer beftimmten @eite bderfelben einen gegebemen Abjtand a
haben, it die zu der Gevaben auf derfelben Seite in dem Abjtande a gezogene
Pavallele (§. 54, b).

4. b) Der geometrifdhe Ovt der Mittelpunite aller Kveife, weldhe einen
gegebenten Halbmefjer a haben und eine gegebene Gevade auf einer beftimmten
@eite derfelben bevithven, ift die yu ber Geraden auf derfelben Seite in dem
Abjtande a gezogene Parallele (§. 80).

5. Dev geomtetrijdhe Ort ber Sdheitel aller vechtwintligen Dreiecte, weldye
eine gegebene Hypotenufe Haben, ift dev itber diefer als Durdymeffer bejdjricbene
Rfreis (§. 83).

6. Der geometrife Ort ber Sdjeitel aller Dreiece, in weldjen einer
gegebenen @eite ein  gegebener Wintel gegeniiberliegt, ift dev itber der Seite
al8 Selyne bejdyriebene Kreisbogen, weldjer den gegebenen Winfel ald Peviphevie-
winfel fajst (§. 84).

Wie man einen folden Kreisbogen conftvniert, wurbe im § 99, Aufgabe 5,
angegeberr.

7. Der geometrijhe Ovt der Mittelpuntte aller Kreife, weldhe eine
gegebene Gerade in einem gegebenen Punfte derfelben bevithren, ift die in
bicfem Punfte zu der Gevaden erridhtete Normale (§. 80).

8. Der geometrijde Ort der Mittelpunite aller Kreife, weldpe einen
gegebenen Rreis in einem gegebenen Punfte desjelben beriihren, ijt die durd)
diejen Punkt und den Wittelpuntt des gegebenen Kreifes gehendbe Gevade
& 94).

9. Der geometrijdhe Ovt der Mittelpuntte aller Kreife, weld)e einen
gegebenen Halbmefjer Haben wnd einen gegebenen RKveis berithren, ijt ein mit
biefem concentrijdher Rveis, deffen Halbmeffer gleidh ift der Summe oder dev
Differeny der beiden gegebenen Halbmefjer, je nadydem bdie Bevithrung von
anfien oder von inuen jtattfindet (§. 93, 2 und 4).

§. 101. §ft fite -einen Puntt ein eingiger geometrvijdher Ovt gegeben, fo
iit babuvd) die Lage des Puntted nidht beftimmt, da es unzihlig viele Punlte
qibt, weldhe in Ddiefem geometrifhen Orvte liegen. Sind bdagegen fitr einen
Puntt zwei geometrifdhe Orvter Defannt, fo gibt es cinen, ober eine
beftinumte Angahl von Puntten, welche in beiden geometvifdjen Ovtevrn [iegen.

Die Methobe der geometrifden Orter bejteht nun davin, bdafs
man bei Anufgaben, deven Lojung von dev Vejtimmung eines Punites ab-
hingt, aus den gegebenen Vedingungen zwei Linien (Gevade oder Kreife) als
geometrifdie Orvter des Punttes findet, indem man zu diefem Bwede undchit
mie die eine Vedingung, weldhe dev Puntt erfiillen joll, beachtet und von der
anbern gany abfieht, hicvauf ebenjo nur die weite Bedingung ins Auge jojst
und die erfte unbeachtet [dfst. Die gemeinjamen Puufte der fo gefundencn
awei geometrijhen Ovter jind dann bie gejuchten Puntte.
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Folgende Aufgaben mbgen als Beifpicle dienen.

1. Ginen Puntt zu bejtimmen, der von einer gegebenen
Geraden AB (Fig. 56) und von einem gegebenen Punfte O auper-
halb der Gevaben denfelben gegebenen Abjtand a hat.

Fig. 56. Analyjis. €3 fei M ber verlangte Punkt. Da M
bon AB ben Abftand a haben foll, fo ift ber g. Ort
fiix M die su AB im Abjtande CM = a gegogene Pa-

B rallele MM (q. ©. 4. a); da fevner M von O den Ab-

Bi oo ftand a haben foll, fo ift die wm O mit OM = a bes

o \P R fchriebene Rreislinie ein gweiter g. Ot fiiv M (3. O. 1. a);
aljo liegt M im Durchjchnitte der betden Orter,
AC B Conjtruction. Wan ziehe su AB in dbem Ab-
jtande CM = a oie Porallele MM’ und befdyreibe aus O mit dem $Halb-
mejfer a einen Sreis, weldher die gezogene Pavallele in dem Punfte M (M9
Tchneidet; diefer Puntt ift der gefudhte Punft.

Beweis, Dexfelbe jolgt unmittelbar ansg der Confjtruction.

Determination. Die Aujgabe hat zwei Aufldfungen ober nur cine
ober gar Teine, je nachdem der um O Dbejdjriebene Kreis die Parallele MM
fdyneidet ober beriifet ober gar nidyt trifit. Bieht man OP | MM, fo tveten
diefe brei Falle ein, je nadhdem a > OP oder a = OP ober a << OP ijt.

2. Gin Dreied 3 conftruieren, weun eine Seite ¢, der ihr
gegeniiberliegende Wintel y und die Hohe h auf diefe Seite
gegeben finbd.

Ftg. 57. Analpfis. €8 fei ABC (Fig. HT7) dag gejudte
Dreied, in weldem AB=c¢, ACB=yud CD=h
ift. Durd) die Seite AB find bie Edpunfte A und B
gegeben; fomit {ft mur nod) der Ecpuntt C zu beftimmen.
Da ACB = y féin foll, jo ift ber g. Oxt filr C ein
iiber AB als @elue Dbejchriebener Kreisbogen, ber ben
Winfel y alg Peripheriewintel fajst (g. O. 6); da ferner
vie Hihe des Dreieces, d. 1. der Abjtand bdes Sdyeitels
von ber Grunblinie = h fein foll, jo ift ecin gweiter Ort
fiix C bie in dem Abjtande h zu A B pavallel gezogene Gerade (3. O. 4. a);
C jt alfo durd) den Durchichuitt diefer Orter gegeben.

Conjtruction. An AB = ¢ lege mant in A einen Winfel BAE = y,
yiche AO | AE und ju AB bdie ©ynumetrale F G, welde die Normale AO
tn O trifft. Bejdhreibt man nun aus O mit O A al8 Halbmefer einen Kreis-
bogen wnd ieht in dem Abftande CD = h zu AB bie Parallele CC’, weldhe
ven Sreisbogen in C fdmeidet, fo it ABC dag verlangte Dreied.

Beweisd, Jn dem Dreiede ABC ijt nad) der Confjtruction AB = ¢
der Winfel ACB = y (8. 84) und die Hihe CD = h,

Moé nil, Geometrie fiir die obeven Clafjen. 4
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Detevmination. Wan echilt zwet Dreiede ABC und ABC/, welde
jedod) congruent find, ober wmr ein Dreied oder gar feines, je nadydem
h<<FG& odet h = FG ober h > FG jt.

3.Cinen Kreig gubefdreiben, weldereinegegebene erabde
in einem gegebenen Punfte und einen gegebenen Kreig mitdem
RNadius R beviihrt,

ig. 5S. Analyjis. Jt ADB (Fig. b8) die gegebene

t  ®erade, C der gegebene Puntt in derfelben, O

ﬁl h der Mittelpuntt des gegebenen und M ber Miittel-

0 puntt de8 gefudhten Rreifes, fo ift die ju AB

RNormale CM ein g O. fit M (g O. 7).

Bur Auffindung des gweiten g. O. fiihet bie

& Tberlegung, bafs dev Rreis, weldyer mit dem ge-

A T judten concentvifdy ift und durd O geht, eine

®ervade bevithrt, die mit AB im Abjtande R —

CD (CD) pavallel ijt, je nachbem der gegebene Rreis von innen oder aufen

bevithet wicd, dajs dann OD (O DY) @cl}uen biejer concentvijdjen Rreife find

und die Mittelpuntte diefer Kretfe in der Symmetvale diefer Selmen liegen
mitfjen.

Gonjtruction: Man ervicdhtet in C die Novmale CM, trigt davauf
CD (CD’) = R auf und ecvidytet im WMittelpuntte der Sehue OD (O D)
bie Novmale EM (B*MY), fo ijt M (M) ber Mittelpuntt des gejuchten Kveifes
und fein Rading ijt MC (M’ C). ‘.Der Beweis ergibt fid) ans der Conjtruction

Determination. Man exhilt zwei Kveife, wenn die gegebene Gevade
auferhalb des gegebenen Kreifes liegt oder eine Secante des Kveifes ift, einen
Rreig aber, wenn fie eine Tangente ift.

3. Mcthode der Hilfsfiguren.

8 102, Bei der Vethode der Hilfsfiguren nimmt man zum
Bwede dev Analyfis cine vorlanfige Figur vou bder durd) die Aufgabe wver-
langten et an und unterjucht untec Amwendung von geometrijden Lehridgen
ben Bujammenfhang zwifhen den gegebenen wnd den gefuchten Stiicen, indem
man diejenigen gegebenen Bejtimmungsititcte, weldje in der angenommenen Figur
nidht unmittelbar vorfommen, durd) entjprechende Hilfslinien mit devfelben in
Berbindung bringt und dabdurd) eine conjtruierbave Hilfsfigur ermittelt, aus
weldger fid) die in dev Anujgabe verlangte Figur hevleiten [djst.

Als Beifpiele follen folgende Aufgaben durdgefiihrt werden:

1, Gin Dreied zu conftruieren, wenn eine Seite ¢, der ans
liegenbe Wintel ¢ und dieSumme s der beiden anbeven Seiten
gegeben find.
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Analyfis, Man nehme vorfiufig tvgend ein
Dicied BAC (Fig. H9) als das verlangte an, o
bafs AB = ¢, BAC = o m) BCJ AC =5
fei. Da zuv Aufldfung alle gegebenen Stiide 31t be-
nitgen findy jo mujs die @tvede s, weldje in der
Figur feloft nidht unmittelbar vorfommt, tit geeigneter
Weife mit ihr tn Verbindung gebracd)t werden. Ver-
lingert man zu diefemt Bwede AC um bdie der @eite BC gleiche Strecte
CD und zieht BD, o exhilt man dag Hilisbreied BAD, in mweldhem
bie Seiten CB — ¢ undb AD = s, jowie dev Wintel BAD = « befannt
find, und weldyes daher conftruiert werden faun. Lon diefom Dreiecte aber
gelangt man zu dem gefuchten Dreiede BAC, indem man zu BD bie Sym:-
metrale zieht, weldye, da dag A CBD gleidhidhentlig ift, die AD im Punfte
C trifft.

Conjtruction. Man ziche AB = ¢, lege in A ven Winfel BAD
= a an, madje ben Schentel AD = s und ziehe BD. Gonftentert man mn
st BD bie @ymmetvale, weldhe die Seite AD in C jdneidet, jo ift ABC
bag gejuchte Dreted,

Der Beweis folgt unmittelbar ang ver Conjtruction.

Determination. Die Anfgabe it mue [Bsbar, wenn « < 180° wnd
el Jhik

2, €in Dreied zu conjtruieven, von weldem der Umfang
und zwei Winfel gegeben jinbd.

&ig. 60. Analyiig, €5 fei ABC (Fig. 60)
bag verlangte Dveted, iweldes den ge-
gebenen Umfjang AB 4+ AC +BC = u
und oie gegebenen Wintel BAC = « und

ABC = g hat. Stellt man u o dar, dajs
D A B £ man AB nad) betden ©eiten verlingert
ud AD = AC, BE = BC nuadt, und ieht D C und ED, fo entfteht das
Hiljsdreied D EC, weldyes fid) confteuieren [djst, da in demjelben DE = u,

BDC — - and DEC — —g— (§. 33, b) gegeben find, Daburdh ift aud) dev

2
Ccpuntt C des gefuchten Dreieces beftimmt, Die beiden andeven Ecpunite A
und B find die @cheitel zweier gleichjchentliger Dreiccke itber den Grumbdlinien
CD und CE und legen in ber Strede D E; fie jind alfo die Schuittpuntte
der s CD wnd CE evvidhteten Symmetralen (§. 47, 1) und dex DE.

Conftruction. Man made die Strede DE = u, trage in D und E
bie Winfel EDF = ¢ und DEG = # anf, halbicre Hiefe Winfel und ver-
lingeve dic Halbievungslinien big zum Sdmittpuntte C. Confteuiert man dann
3 den Stveden CD b CE bdie Symmetvalen HA und JB, welde die

/‘:E'-
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DE in ben Punften A und B fdyneiden, und zieht AC md BC, fo ijt ABC
pas verlangte Dreied.

Der Beweis legt in der Analyjis.

Determination. €3 wird vorausgefest, dajs « 4 B << 180° ijt; baun
ijt ftels, und swar nur ein eingiges der Aufgabe geniigendes Dreied moglid),

3. GinDreied zu conftruieren, wenn eine Seite, die Diffe
veny der Dbeidem aubderen Seiten und der von diefen ein-
gejdhlofjene Wintel gegeben jind.

Fig. 61. Aunalyfis. Gs fei ABC (Fig. 61) dbag ver-
langte Dreied, vou weldem BC — a, AB — AC
= d und Wintel BAC = ¢ gegeben ift. Lrdgt man
vo AB ein &titd AD = AC ab, fo dafs BD = d

toird, unbd zieht CD, jo ijt Wintel ADC = R — —:—,

. 1. die Hiljte deg Nebenwintels von . Dag Hilfsdreied BD C, von weldjem
die @eiten BC = a, BD = d uud bder dev grdfieven Ddiefer Seiten gegen:

itberliegenbe Winkel BDC =R | ; befamut find, [djst fid) alfo conjtruieven.

Dadurd) find aud) die Edmmite B uud C des gefudhten Dreiectes Deftimmt,
Der dritte Ecpuntt A ergibt fid) dann alg Sdyeitel des gleid)jdyentligen Drei-
eces ACD,

Gonjtruction. Man ziche BD = d, madje den Winfel BDE = ¢,
Halbieve deffen Nebenwintel ADE durd) D C unbd bejdyreibe um B mit dem
Halbmeffer a einen Kreisbogen, welder D C in C fdyneidet; fodann iehe man
BC, conjtrniere 3u D C bdie @ymmetrale, weldye die verlingerte BD in A
trifft, und ziehe AC; ABC ijt dbas gejudyte Dreicd.

Der Beweis evgibt fich) aus der Analyjis.

Determination. Die Aufgabe ift [H8bar, wenn d < a wd a <
180° i,

4. {lbungsanfgaben.

A. Nady der Methode der geometrifdjen Orter,

§. 103. 1. Ginen Punft zu bejtimmnien, der von zwei gegebenen Puniten
gleich) weit entfernt ift uud vou eivem dritten gegebenen Puntte cinen gegebenen
Abjtand Bat.

2. Su einer gegebenen Gcrvaden cinen Puntt zu bejtimmen, welder von
awet anfer ihr gegebenen Puntten gleich weit abjteht.

3. O einer gegebenen Gevaden einen Puntt jo zu befjtimmen, dafs ev
von einev weiten gegebenen Gevaden einen gegebenen Abjtand hat.

4, Ginen Punft zu finden, welder von wet gegebenen pavallelen wnd
einer dritten fie jehueidenden ®eraden gleid) weit abjteht.

b. Qn einer Seite eines gegebenen Dveiectes den Puntt au Dejtimmen,
welcher von den beiden anbderen @eitenn gleid) weit abjteht.
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6. Bu einem gegebenen Bievede den Punft zu conftvnieven, weldher von
et beftimmten Gcpuntten desfelben, und ebenfo von den Dbeiden andeven Ect-
punften gleic) weit abfteht.

7. Bwijhen die Scjenfel eined gegebenen Wintels eine gegebene Strecte
fo eingutvagen, dafs fie zu bem einen Sdjentel novmal ijt.

§. 104, 1. 1lbev einer gegebenen Strecte als Hypotenufe ein vecdytwint:
liges Drveied zu conftenieven, deffen Sdjeitel in einer zur Stvece pavallelen
Geraden [iegt,

2, Gin redhtwintliges Dreied zu confhuteren, wenn gegeben find: a) die
Dypotenufe unbd die Hohe auf diefelbe; b) die Hypotenufe und ein jpiger Wintel;
c) vie Abjdhnitte, in welde die Hypotenufe durc) die Hohe zextheilt wird.

3. Gin gleid)jchentliges Dreied a) aus der Gvunblinie wnd Hihe, b) aus
einem @dhenfel und dev jugehirigen Hoke zu conjtruieren.

4. €in Dreted zu conftrnicren, wenn gegeben find: a) eine Seite, die
sugehdrige Hohe und cin dev Seite anliegender Wintel; b) cine Seite, dev
thr gegenitberliegende Winfel und bie Hihe auf eine andere Seite; c) eine
©eite, die gugehdvige Hihe und Schwerlinie; d) zwei Seiten und die zu einex
gehdrige Sdjioerlinie.

5*) Cin Dretect zu conftvuieven, wenn gegeben find: a) ein Winfel und
die Hohen auf die ihu einjdlichenden Seiten; b) zwei Seiten und die Hohe
anf eine derfelben; c) zwei Seiten und bie jur dritten Seite gehvvige Hihe;
d) eine @eite, die zu ihr unud ble su einer weiten Seite gehdrige Hohe;
¢) eine @eite wnd die Hihen auf die beiden andeven Seiten.

[n den 9{}1?(}:16011 d) und e), two bie Seite al8 feftliegend angenomuten wivd, evhilt
utan a8 geont. Ovter fitv den Fupbuntt der Hohe auf eine anbeve Seite den Kreis, weldjer
unt ben einenr Endpunft der gegebenen Seite mit der Holhe als Halbmeffer befdyricben wird,
und vie and dbem jwetten Endpunfte an bdiefen Kveid gejogene Tangente,

§. 105. 1. it cinem gegebenen Halbmejjer einen Kreis zu bejdyreiben,
weldjer a) duvd) zwei gegebene Punfte geht; b) eine gegebene Gevabde in einem
gegebenert Punfte beviihrt; c) eine gegebene Gevade Derithrt und durd) einen
anfer ifr gegebenen Puntt geht; d) zwei gegebene fic) fdhueidende Gevade
beritfyt.

2. Mit einem gegebenen Halbmejjer einen Kveis zu befdyreiben, welcher
a) einen gegebenten RKveis in cinem gegebenen Punfte berithrt; b) einen ge-
gebenent Rreis bevithrt und durd) einen auferhalb desjelben gegebenen Puntt geht;
e) cine gegebene ®erabe und einen gegebenen RKreis beviifhrt; d) wei gegebene
Streife beviibt.

3. Ginen Kreis ju bejdhreiben, weldher duvd einen gegebenen Pauntt geht
und a) eine gegebene Gevade, b) einen gegebenen Kreis in einem gegebenen
Bunfte bevithrt.

*) S ben fritheven Auflogen ot diefe Aufgabe Nummer 4,
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4. Ginen RKreis gu conftvuieven, weldher zwei gegebene fidh jdhneidende
Gerade, und zwar die eine in einem gegebenen Punfte beviihrt.

5. Ginen Kreis zu befdyreiben, weldher durd) einen gegeberten Punft geht
und einen gegebenen Kreis in einem Dbeftimmten Punfte bevithet.

6. Ginen Kveis zu befdyveiben, weldjer einen gegebenen Kreid in einem
gegebenen Punfte und eine gegebene Gevade berviihrt.

7. Ginen Kveis gu bejdjreiben, welder zwei gegebene Kreife, und zwar
den einen in einem gegebenen Puntte bevithet,

Sind O unb O' bdie Mittelpuntte der gegebenen Kreife, A der gegebene Berithrungs-
puntt bes evften und M bev Mittelpuntt bde8 gefuchten Kreifes, fo ift bie gerade OA ein
geomt. Ort fiiv M. Den andern geom. Ovt exhilt man dburd) eine dhulide lberfegung wie
in Aufgabe 3 ves § 101.

B. Mad) der Methode der Hilfsfiguren,

§. 106. Jebes Dreect wird durd) die Hohe in el vehtwintlige Drei-
ecfe getheilt, welde als Hilfsfiguven dienen fonnen.

1. Gin rvecdhtwinfliges Dreiet, deffen Hypotenufe dburch bie Hihe in Fwei
Abjchmitte getheilt wird, zu conftvuieven, wenn gegeben find: a) eine RKathete
und die Hohe auf die Hopotenufe; b) die Hohe und ein jpiter Wintel; c) eine
Rathete und der ihv anliegende Abjchuitt der Hypotenuje; d) bdie Hohe und
cin Abjdnitt der Hypotenuje.

2. Gin gleid)jeitiges Dreiect aus der Hohe 3u conjtruieven.

3. Cin gleid)yjdentliges Dreied zu conftruieven a) ang dem Scdenfel und
der Hihe, b) aug bder Hohe und einem Wintel, ¢) aus der Bafig und dex
Hihe auf cinen Sdjentel.

4, Gin gleidhjdhentliges vehtwintliges Dreiect aus der Hiohe u conftruieven.

5. Gin Dretet zu conjtvuieven, wenn gegeben find: a) eine Seite, die
Hihe auf eine zweite Seite und ber ber lepteven Seite gegenitberliegende
Winfel; b) eine Seite, die zugehirige Schwerlinie und ein der Seite an-
liegender Wintel, c) die Hohe auf eine Seite und bie diefer anliegenden Wintel;
d) bie Hobhen auf zwei Seiten und der einer diefer Seiten gegenitberliegenbde
Rinfel; e) die su einer Seite gehivige Hiohe und Scdpwerlinie, damn ein diefer
@eite anliegenver Wintel.

§. 107, Sommen unter den gegebenen Beftimmungsititcden cines Drei
edes die Summe oder die Diffeveny zweier Seiten (oder einer Seite wund
ver Hohe) vor, fo erhilt man duvd) entjprehende Verlingerung einer Seite
ober begiiglich duvch Abtvagen von derfelben alg Hilfsfigur ein Dreied, in
weldhem die gegebene Summe oder Differeny al8 Seite evicheint.

1. Gin vechtwintliges Dreiect 3u conjtenieven, wenn gegeben find: a) die
Phpotenufe und die Swmme (Viffevens) der beiben RKatheten; b) eine RKathete
und bie Summe (Differenz) der Hypotenufe und bder andern Kathete; ¢) ein
fpiger Winfel und die Summe (Differeny) der beiden Katheten; d) die Summe
(Differeny) aug der Hypotenufe und einer Kathete und ein jpiber Winfel;
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e) die @umme (Differens) ber beiden Katheten und die Diffeveny der ihnen
gegeniiberliegenben Wintel; £) der Umfang und ein fpiter Winkel.

2. Gin gleichfeitiges Dreicd aus der Summe (Diffeveny) feiner Seite
und Hohe zu conjtruieven.

3, Gin gleihjcdentliges Dveiect zu conflruicven, wemn nebft der Summe
(Diffevens) der Gvundlinie und des Schentels a) vber Winfel an der Grumd-
linie, b) der Winfel am Sdyeitel gegeben ift; wenn nebjt der Summe (Diffe-
teny) des ©chenfels und der Hohe c) die Grunbdlinie, d) ber Winfel an dex
Grundlinie (am @deitel) gegeben iff.

4, Gin Dreiet zu conftruieven, twenn gegeben jind: a) die Summe
(Diffeveny) zweier Seiten, die dritte Seite und der bicfer gegeniiberliegende
Wintel; b) die Summe (Diffevens) zweier Seiten, die dritte Seite und ein
diefer anliegenber Winfel; ¢) bie Summe (Diffeven;) sweier Seiten und 3wei
Wintel,

§. 108. Die Aufgaben iiber die Conjtruction ber LVavallelogranme
ober Bievede ftbexhaupt laffen fich im allgemeinen mit Hilfe der Conjtruction
cines ber Drelece [0fen, in welde das Pavallelogramm (Bieved) durdh eine
eingelne Diagonale oder durd) die beiden Diagomalen zugleid) getheilt wird.

1. Gin Quadbrat a) aus ber Seite, b) aus der Diagonale, ¢) aus der
Summe (Diffevens) der Diagonale und der Seite zu gouitruiercn.

2, Gin Nechtec su conftruieren, wenn gegeben fiud: a) zwei anjtofende
Seitent; b) eine Seite und die Diagonale; c) eine Seite und der ihr gegen:
fiberlieqende Winfel der Leiden Diagonalen; d) die Diagonale und ber Wintel
per Diagontalen; e) bie Summe (Differens) zweier Seiten und die Diagonale;
f) die Summe (Differeny) zweier eiten und ein Winkel; g) cine Seite und
bie @umme (Diffevenz) der Diagonale und der anbdern Seite.

3. Ginen Nhombus zu conftrnieven, wenn gegeben find: a) die Seite und
ein Winfel; b) die Seite und die Hohe; c) bie Seite und eine Diagonale;
d) die zwei Diagonalen; e) die Seite und die Summe (Diffeveny) der Dia=
qonalen; f) die Gumme (Diffeveny) der Seite und ver Hohe und ein Winfel.

4. Gin Rhomboid zu conjtvuieren, wemt gegeben find a) jwei Seiten
unb der eingefdloffene Wintel; b) zwei Seiten und eine Diagonale; c¢) eine
Seite und die beiben Diagonalen; d) die Diagonalen und der vou ihnen ein-
gejchlofiene Wintel; e) zwei Seiten und die Hihe auj eine derfelben; f) die
@umme (Diffeven) aweice Seiten, ein Winfel und eine Diagonale; g) die
Gumme (Diffevens) der Diagonalen, eine Seite und der von den beiden Dia-
qonalen eingefdylofiene Winfel. :

5. Gin Deltoid au conjtenieren, wenn gegeben find: a) zwel ungleidye
Seiten und eine Diagonale; b) die betben Diagonalen und ecine Seite.

§ 109. Cin Trapey ift durd) jedes ver Dreiecte, weldye durd) eine
Diagonale abgefdnitten werden, nebft einem bdavon unabhingigen Stiike bes
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anbern diefer Dreiede, ein gleidhichentliges Trapes fdom durd) eines diefer
Dvetede bejtimmt.

@ind bie Deiden Pavallelfeiten gegeben, o zieht man durd) einen G-
buntt eine Pavallele zu einer der nicdhtpavallelen Seiten und erhilt daduvdy
alg Hilfsfigur ein Drveied, defjen eine Seite ber Diffeveny der Pavallelfeiten
gleidy ijt.

1. Gin gleidhjdhentliges Trapes zu conjtruieven, wenn gegeben find:
a) eine Pavallelfeite, die nidhtpavallele Seite und bdie Diagonale; b) eine
Paralleljeite, die nidytpavallele Seite und die Hihe c) die zwei Parallelfeiten
und die Hohe; d) die zwei Parallelfeiten und bdie nidytpavallele Seite; e) die
nidtpavallele @eite, die Diagonale und die Hohe; f) eine Pavalleljeite, ein
Winkel und die Hohe; g) die Summe (Differenz) einer pavallelen und der
nidjtpavallelen Seite, die Diagonale und ein Wintel.

2. @in Trapez an conftenieven, .wenn gegeben find: a) alle viev Seiten;
b) brei @eiten und die Hihe; c) drei Seiten und ein Winfel; d) eine
Paralleljeite, die ihr anliegenden Winfel und eine Diagonale; e) die Parallel-
feiten, eine nidytpavallele Seite und eine Diagonale; f) die beiden nidhtpa-
vallelen @eiten, eine Diagonale und die Hohe; g) die Summe (Diffeveny) eirer
pavallelen und einer nidhtparvallelen Seite, die beiden anbdeven Seiten und bdie
demt Winfel, weldpen diefe einjdyliefen, gegeniiberliegende Diagonale; h) bdie
@umme (Diffevens) einer pavallelen und einer nidhtpavallelen Seite, die der
Pavallelfeite anliegenden Winkel und die Hohe.

C. Anufgaben ohue Begichung anf cine bejtimmte Methode,

§. 110. 1. Ginen vechten Winfel in drei gleiche Theile zu theilen.

Man confteuiere (Fig. 54) dbas gleidhjeitige A ACD und Galbiere den Winfel CAD

2. Ju einer gegebenen ®evaben eimen Punft fo zu bejtimmen, dafd bdie
@trecen, weldye von ihm nad) e gegebeuen Punkten auferhalb der Gevaden
gezogen werdenr, mit diefer gleiche Winfel bilden.

Fillt man von dem eimen Punfte auf bdie Gevadbe die Normale, verlingert diefe wm
fich jelbft ifber dem Fufpuntt hinaus unbd verbindet den Eudpunft mit dem weiten gegebenen
Punite, fo fdneidet diefe Verbindbungsfivede die Gerade in dem gejuditen Punlte.

3. Durd) einen gegebenen Punft eine Gerade jo zu zichen, dafs fie mit
einer gegebenen Gevaden einen gegebenen Wintel bildet.

Man trage den gegebenen Winfel an bdie gegebene Gevade auf umd ziehe ju dem
stoeiten Edjenfel duvd) den gegebemen Punft eine Pavallele.

4, Durd) einen gegebenen Punft zwijdhen den Scenfeln eines Wintels
eine Gevade fo u ziehen, dajs das von ben Sdenteln beqrenzte Stitck ber
felben in dem gegebenen Punfte falbiert wirh.

Man siehe duvd) den Punft P eine Parallele zu dem einen Schentel AC, welde
von bem anbern ©Sdjenfel eine Strede A D abjdueidet, vevlingeve bdiefe lfesteve um fid

felbft (AD = AE) und jiehe duvd) den Eudpunft E und den gegebenmen Punft P eine
Gevade. (§. 59, 8.)
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5, Durd) einen zwifdhen den Schenfeln eines Wintels gegebenen Punft
etne @evabe fo zu 3iehen, dajs jie von ben Schenfeln gleidye Stitde abjdmeidet.

Man jiehe durd) bden gegebenen Puntt eine Norvmale jur Winfelfymmetvale.

6. Bwifden bdie Sdentel eines gegebenen Winfels eine Gevade von
gegebencr inge fo zu legen, dafs jie von ben Sdjenfeln gleide Stiice
abjdueibdet.

7. 3n einem gegebenen Rueis eine Sehue von gegebener Linge fo zu
legen, dafs fie ciner gegebenen Geraden pavallel wird.

8. Auf ciner gegebenen Gcvaden einen Punft fo i beftimmen, dajs
ofe von ihm wnad) einem gegebenen Rveife gezogene Tangente eine gegebene
Linge Habe.

Pean ziche an ben RKreis eine beliebige Tangente vom bder gegebenen Linge und
befdjreibe buvd) thren Endpuntt einen mit dem gegeberen concentrifden Krveis; der Sdnitt-
puntt diefes Kreifed mit der gegebenen Gevadben ift der gefudjte LPunft.

§ 111. 1, Gin Bielet u conjtenieven, dag mit einem gegebenen Bielecke
conguuent ijt.

2, Gin n-Gd aus den in § 67 angegebenen Beftimmungsitiicten 3u
confteuieren,

3. Gin regelmifiged n-Ed gu conjtruieren, weun eine Seite Hesfelben
gegeben ift.

4. Die Peripherie cines Kreifes a) it 2, 4, 8,..., b) in 3, 6, 12...
gleiche Theile zu theilen.

5. Jn einen gegebenen Rreis ein Duveied zu befdyveiben, von weldem
Jegeben jind: a) gwei Seiten; b) eine Seite und cin hr anliegender Winkel:
¢) pwei Winkel; d) cine Seite und die gugehvvige Hihe; e) ecine Seite und
die gugehbrige Schwerlinie; f) eine Seite und die Hohe auf eine anbdere Seite.

Bei o) conflvuteve man juerft 2 « al§ Centviwinkel, jo Hat man tie Selue nud
jonad) die Anfgabe b.

6. Um einen gegebenen fveis ein Dreied zu bejchveiben, vou weldhem
gegeben find: a) swei Winfel; b) eine Seite und ein ihr anliegender Wintel;
¢) cine Scite und die Hohe anf eine andeve Seite.

Hier fommt §. 81, b) in Amwvendung.

7. Gin @ehmenvievect zu conftinieven aus dem Halbntefer Hes unt:
gefdyviebenen Rreifes und a) drei Seiten, b) zwei gegeniiberliegenden Seiten
nebjt einem Wintel, ¢) einer Seite mit den Fwei anliegenden Winteln,

8. Gin Tangentenviered ju conftvuicven aug dem Halbmefjer ves ein=
gefdpricbencn Rreifes und a) zwei anftofienden Seiten mit dem eingejchlofjencu
iBi[nfeI, b) ciner @eite mit bon Winkeln, weldje ciner anjtofenden Seite
anliegen.
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Drifter BbOTdnitf.

Propovtionalitdt der Strecken und hulichfeit der cbenen
Gebilde.

L. Geomefrifdie Berhalfniffe und Wroportionen.

§. 112. Gine Raumgrdfe heift ein Maf einer andern gleidhartigen Rawm:
qubfie, wenn bie weite aus gleihen Theilen befteht, deven jeber der exften
Naumgedfe gleid) ift. Jit 3. B. A = aM, wo a irgend eine ganze Bahl
bebeutet, fo ijt M ein Maff von A, Gt M jowohl ein Maf von A als von
B, fo Geifit es ein gemeinfames Maf von A und B.

Um ein gemeinfames Naf zweier Naumgrifen ju finden,
nehue man von der grdferen A die fleinere B fo oft weg, als es mibglid)
ijt; hievauf in gleidjer Weije den Rejt C von der fleineven Grife B fo oft,
al8 e angeht; dann den uneuwen Reft D von dem vovigen Nejte C, u. {. f.
fommt man bet diefem Berfabhren eimmal auf cinen Rejt R, weldher ein Maf
bes ndd)jt vorhergehenden ijt, fo ift R ein gemeinfames, und gwar, wie aus
ber vithmetit befannt ijt, bas grifte gemeinfame MWaF von A und B.

Wir wollen bdiefes BVerfalhren an zwei Streden AB und CD (Fig. 62)
vevanjdyaulicen.

Fig. 62. Man tragt die fleinere Strede CD auf die
4. g obfee AB fo ojt auf, al8 e8 angeft, Bier
& b 2mal; den Reft EB trigt man anf die Heinere
I By @trede CD (2mal) auf, den Reft FD auf den

vorigen Jejt EB (1 mal), den neuen Rejt G B wieder auf den fritheven
FD, in weldem ev genan 2mal enthalten jef. Man hat dann

FD — 2G'B

EB =FD-4 GB = 3GB,

CD = 2EB+ FD — 8GB,

AB — 2CD 4+ EB — 19 GB,

€8 haben demuad) AB und CD pas grdfite gemeinfame Maff G B,

und zwar ift diefes in AB 19mal, in CD 8mal enthalten.

§. 113. Sommt man bet dem im §. 112 angefitheten Berfalhren, joweit
aud) das mwicderholte Wegnehmen der Nejte fovtgefest wird, auf feimen Rejt
= 0, o haben die beiden gegebenen Gubfen fein gemeinfames Maf.

Bwei Grifen, welde ein gemeinfames Maf Haben, Heifen commen:
jurabel; ywei ®rofen, weldje fein gemeinfames NViaf haben, tncommen:
furabel

Gin Beifpiel zweier incommenjurabler Gvopen bieten bdie Hypotenufe
und die Kathete eines gleichjchentligen vechtwintligen Dreiectes.
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§. 114, Unter bem Berhaltnis A:B sweier gleidharvtiger Ranmagrdfen
verfteht man ben Quotienten ihrer Mafizahlen, b. i der unbenannten Sahlen,
ourch weldhe die Deiben Rauwmgrdfen in Bezichung auj bdasfelbe Ma ans-
gedritdt {ind. ©o it in Fig. 62

AB LD —19GB 8 GB — 19:8.

Lehrfife. 1. Dag BVerhaltnis gweier commenfurabler Grbfen
ift entweder eine ganze Sahl ovder ein Brud), fomit vational
(Avithmetit, §. 118, 1).

2, Dag Verhialtnis zweier incommeninrabler rifenfann
a) meber etne gangenod) eine gebrodene Bahl fein, es lafst i
jedbod) b) als Grengwert eines verdnderliden Brudes mit jedbem
beliebigen ®rabe der Genanigleit anndherungsweije beftinmmen;
bag Vevhaltnis ift fomit ivrvational Qrithmetif, & 118, 2).

3. Bwet ivvationale Berhaltniffe, welde Grenzwerte des-
felben vevdinberliden Brudes jind, find gleidh (Urithmetit, §. 114.)

§. 115. Die Gleidhjtellung zweier gleiher BVerhiltniffe beift eine Pro-
Portton. Gine Proportion, in welder die beiden ifnneren Glicder gleid) find,
heift eine ftetige Proporiion, 3. B. A: B = B: C; bas mittlere Glied
toird bie mittleve Proportionale (bas geometrijdhe Mittel) gwijden
ben beiden dufieven ®licbern, und das vievte ®lied die britte jtetige Pro-
portionale au dem evften und dem mittleven Glicde genannt.

Sind awei Avten von Grdfen {o von einander abhingig, dafs, wenn A
und B gwei gufommengehovige Werte devfelben find, fiiv ein beliebiges m zu
mA aud) mB gehort, dajs fidh alfo zwei Gvdfen der einen Art wie die
sugehvrigen Grifen dev anbern At verhalten, jo fagt man: die beiden Arten
bon ®rbfen {ind gerade proportionievt, and) blof proportioniert;
gehort dagegen zu mA ber Wert -E, fo Dajs fid) zwei Grdfen der einen Art
umgefehrt wie die gugehirigen Griofen dev andevn At verhalten, fo jagt man:
die beiben Avten von Grdfen jind vevfehrt proportioniert.

Lehrfol, @ind zwei Avten von Grdfen fitr fe zwei commens
jurable Werte der einen Art gerade oder verfehrt propor:
tioniert, fo find fiees and jitrjezwei incommenjurable Werte
devjelben (Avithmetit, §. 122),

I1. Proportionalifit der Streden.

§. 116, Mehreve durch einen Punft gehende Gevade bilben cinen Strafhlen:
bitfdhel; der gemeinfame Puntt Heift fein Sheitel. Liegen die Gevaden in
einer Ebene, jo heifit der Strablenbiifdhel ein ebener. Jede Gevade, welde
vic Strafhlen ecines cbhenen Strahlenbitidhels fchueidet, beifit eine Trans:
berjale Desjelben (8. 21).
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Lehrfah, Bwei Strahlen werden vou je zwei pavallelen
Transverjalen propovtioniert gefdynitten.

Borausf. €s fei DE|| AB (Fig. 63).

Behaupt. CD:DA — CE:EB,

GRS DN B TR D
CA:CD — CB: CE,

Beweis. €3 jeien die Stvecen CD und DA conmen-
jurabel, CM ein gemeinjames Maf derfelben, und zwar
CD=m.CM, DA =n.CM; bann it CD: DA —
m:n, Theilt man nun die CD in m und die DA in n
gleihe Theile und aieht durd) jeden Theilungspuntt eine
Pavallele ju AB, jo wirtd dadurd) (8. 59, 3) audh) CE it m und EB in n
gleidje Theile getheilt; es ijt aljo CE: EB =m:n, fonad) CD: DA =
CE:EB.

Aug dicjer Proportion ergibt fid) aud) die RNichtigleit ber weiten und
oritten ber oben aujgeftellten Proportionen. Mian Hat
(CD+DA): DA — (CE+4EB):EB vber CA: DA — CB:EB,
(CD+DA):CD = (CE+4 EB): CE ober CA:CD = CB:CE.

Diefe Proportionen find nadh) §. 115 aud) danw giltig, weun die Strecten
CD und DA incommenjurabel find.

Auf gleihe Weife fann aund) die Guiweitevung des obigen Lehrjapes fitv
ven Fall, dajs die eine dev pavallelen Transverjalen die Crgdugungen dev beiden
Straflen jdyueidet, bewiejer wecben.

Folgefak.  Bieht man in einem Dreiece su einer Seite eine Pavallele,
fo werden buvd) diefelbe die beiden anbdeven Seiten proportioniert gefdhnitten.

§. 117, fehrfok. Werden zwei Strahlen von zwei Trans
verjalen propovtionievt gefdynitten, jo jind diebeiden Trans-
verfalen pavallel (Wmehrung des Lehriates in & 116).

Kio 64. Beweis. €3 fei (Fig. 64) CA: CD = CB: CE,
Sdynitte die durd) D pavallel mit AB gezogene Gevade die
CB im Punfte F, fo wive (nad) § 116) CA:CD =
CB:CF. Dam aber mujs mit Riidjicht anf die BVor-
augfepung C¥ = CE, v, §. der Puntt F' mit E identijd)
fein. Folglid) ijt die DE || AB,

Folgefol,  Werben ywei Seiten eined Dreiees vou einer Transverfale
proportioniext gejdhnitten, jo ift dieje zur dritten Seite pavallel.

§. 118. f£ebhrfof. Werden zwei Strahlen von zwei pavallelen
Trangverfalen gefdhuitten, jo jind die Abjdhnitte der beiben
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Transverfalen bden Abfdhuitten eines jeben
©trahles proportioniert (Fig. 6H).

Beweis. §jt DE || AB, fo ift CA: CD = CB : CE
(8. 116). Bieht man EF | CA wund betvadet B als
Sdyeitel, mithin EF umd CA alg Trangverjalen, fo ijt
and) AB: AF — CB: CE, ober weil AF = DE it,
AB:DE = CB:CE. Man hat daher

AB:DE—CA:CD = CB:CL:

§. 119. Lehrfa. Wird cin ebener Strahlenbiijdel von el
oder mehreven parallelen Transverfalen gefdunitten, fo fiud
a) je zwei Abjdnitte ded einen Strahles den entfpredenden
Abfhnitten jebes anbdbeven Strahles, und b) je zwei Abjdnitte
einer Transgverfale den entipredenden Abjhnitten jeder anbeven
Transverjale proportioniert (Fig. 66).

Borausj. AB| A‘B' || A"B". ..

Behanpt, ay CA CAlPCATC;
=20 D G T
— O G G U
BlARRA LT SACETD
= DE:D'E: D%, ..
L SR O o3 B L

Beweis folgt aus §§. 116 und 118,

Fig. 66.

8. 120. 1. Die @ymmetrale eines Dreiedswinfels theilt
die Gegenfeite in zwei ALJdhnitte, weldje den ihnen anliegen-
ven Geitendes Dreiedes proportioniert find.

Boransf. €8 fei im Dreiede ABC (Fig. 67) der Winfel C durd
die Gerade CD halbiert, jo dafs m = n wird,

Behaupt. AD:BD = AC:BC.

Fig. 67,
r S Beweis, Man verlangere B C und ziche
W€ burd) A zu D C eine Parallele, weldhe die BVer-
o N lingevnug der BC in E jdyneidet. €8 ijt nun
\.@' \\ \\ m = q, n = P, und weget m = n aud) ¢ = p,
i j‘)—‘—ﬁ—Aﬂ folglid) EC = AC. Ju dem Dreiecte A B I it

CD || EA, baber findet die Propovtion AD : BD
= IC: BC ftatt, woraus dann AD : BD = AC:BC jolgt.

2, Die @ymmetrale eines Aufenwinfels eines Dreiedes
theilt die verldngerte ®egenfeite in einem Punfte, defjen AD-
ftande von den Gudpunften jemer Seite dben beiben anbderen
Dreicedsfeiten proportioniert find (Beweis analog wie ju 1).
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IIL. $armonifde Theilung der Stredien.

§ 121. Riegt vou zwei Puntten C und D (Fig. 68) ber eine auf der
@trece A B, ber andere auf der Bexlingerung jo, dajs ihre Abftinde von den
Eudpuniten diefer Strecte gevade proportioniert find, dajs alfo die Proportion

Fig. 68. AC:BC = AD:BD
R ftattfindet, fo fagt man: die Strede AB ift durd)
bie Punfte C und D harmonifd) gethetlt.
s AC:BC = AD:BD jolgt aud
/ , GB:DB — CA DA
A GoiR D Jit daher die Strecde AB durd) die Punfte
C und D Hharmonifdy getheilt, jo ijt and) die Strede CD durd) bie Puntte B
ud A havmonifd) getheilt.

Die Puntte A, C, B, D heifen vier harmonifde Punfte. Die
Puntte C und D nennt man in Begug auf die Strece AB einander con-
jugiert; chenfo find B und A in Bezug anf die Stvede CD einander conjugiext.

Bier Straflen, welche von einem Puntte S ans durd) vier harmonijde
Puntte gehen, heifen harmonijde Strahlen, wnd zwar nennt man je
et Strahlen, weldhe durd) swei comjugievte Punfte gehen, einander con-
jugiert. Alle vier Steaflen gufommen bilden eiven Harmonijden
Strahlenbitjcdel.

§ 122. fehrfike. 1. Bieht man zu einem Strahle eines har-
monifden Bitfdels eine Pavallele, jo halbiertder conjugierte
Strahl dag zwifden den beiden andeven Strafhlen liegende
@titd der Pavallelen.

Fig. 69. Beweis. €8 feien (Fig. 69)
/E SA, SC, SB, SD bie Strahlen
eines Havmonijhen Bitjchels, und

Sy EF [ SD. 3Bieht man duvc) J die

GK || AD, fo it mit Riicicht auf

&VE J}/;[ & §§. 116 und 118,

ﬂ JE: K8 = GJ:GK, b
A R D JF:KS = HJ: HK.

Run ijt, da GK und AD (nad) § 119) von den vier Straflen pro-
portioniert gefdynitten werden, und alfo audy G, J, H, K vier Harmonijce
Punkte find,

GJ:HJ = GK:HK, ober GJ:GK = HJ: HK; folglic) ift aud
JE:KS = JF:KS, unb jomit JE = JF,

2. €in harmonijder Strahlenbitidel wird von jeder
Trangverjale in vier harmonifden Puniten gefdnitten. _

Beweis. €8 feien (Fig. 69) SA, SC, SB, SD bdie Strahlen eines
harmonijhen Bitjchels und G K cine beliebige Tvansverjale derfelben. Bieht
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man dued) J die EF || SD, jo it mit RNitdjicht auf §§. 116 und 118
GJ:GK = JE:KS b HJ: HK = JF: KS.
Nun it JIE = JF (nad) 1.), folglicd) and
GJ:GK — HJ;HEK, oher GJ: HJ = GK: HK;
2. h. G, J, H, K {ind vier harmonijche Punfte.

§. 123. Lehrfoy. Die Symmetralen eines Dreiedswintels
und jeines Nebenwintels theilen die Gegenfeite bes Dreiedes
harmonifjd.

Beweis, €3 fei in einem Dreiede ABS (Fig. 69) W. ASC = BSC
ud W, BSD = LSD. Man hat
AC:BC — AS:BS mb AD:BD — AS:BS (8 120, 1. #nd 2.):
folglich audy ACEIEG AN B

IV. Afulidheit der ebenen Gebilde.

§ 124. dhrfahe. 1. Werdben die Straflen eines ebemen
Strahlenbitidel 8 (Fig. 70) vom Sdyeitel S auginden Punften A
und a, B uud b, C unde,... proportionievt gefdunitten, fo find
in ben @Gebilden ABCD... und abed... die entjpredenden
Streden swifden je wei Sdnittpuntten proportioniert und
die von diefen Streden gebildeten Wintel paarweije gleid.

Miemerd e s A s a — 8BS h = SiC"
bl

Aug diefer Bovausiepung folgt (§. 117) unmittelbax
AB | ab, AC|ac, BC| be,..., fomit (§ 118)

AB:ab = SB:Sb mmb BC:be = SB:Sh,

baher aud) AB:ab = BC:be; u. §. .

Dafs ferner W. ABC = abe, B. BAC = bac,
W. BCD = bed,... ijt, folgt aus §. 26, 1. :

Diefelben Beziehungen finben audy ftatt, wenn vou
je awei entfprechenden Scdnittpuntten der eine auf einem
Strahle des Strablenbitjdels, der andere auf defjen G-
gingung liegt, wie in den Gebilden ABCD.... und
a‘be’d’. .. ; mur find in diefem Falle je zwei entfprechende
Stveden im entgegengefesten Sinne parvallel.

Bufa. ©wd A, B, C, D,... Umfangspuntte eines
Rreifes, fo finrd auch a, b, ¢, d... Umfangspunite eines
Stveijes.  Denn it O ver Mittelpuntt des durd) A, B, C,. .. gehenden Kueifes,
md o der Puntt, weldper auf dem Strahle SO dem Puntte O entfpridyt, fo
hat man AO:a0 = BO:bo — CO:co =i allein A —=B0 =
CO —..., fomit aud) a0 = bho = co=..., d. ). dic Punfte a, b, c,. ..
liegen in bem Umfange eines Kreifes, dejfen Wittelpuntt o ijt.

Fig. 70.
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2. Umgelchet: Zwei ebene Gebilde, in denen die entfpredyenden
@treden nad) ber Ordnung proportioniert nud die entfpredhenden
Wintel paarweife gleid) jind, laffen jid) immer aufeinem Strahlen-
Ditfdyel in eine joldje Lage bringen, dajs ihre entfpredenden
Puntfteanfbenjelben ©Strahlen oderbeven Ergingungen liegen
und vom ©dyeitel proporvtionierte Abjtinde haben (Fig. 70).

Bemets  E2id AB ab = AU:ae = BCibe =" 1

" ABC = 'abc, BAC — bac, BCD = bhed,..

Legt man die Dbeidben Gebilve fo gegeneinander, dajs giwet in einem Punfte
fi) {dyneidende Strecten des einen Gebilbes bden entfprecdienden Strecen des
andern in demjelben @inne pavallel find, jo miifjen, dba die Streden nad) der
Ordnung proportioniert und die Winfel paariveife gleid) find, and) je zwei
anbeve entfprechende Strecen in demfelben Sinne pavallel jein.

Liegen aber gwei Gebilde fo gegeneinander, dajs je zwei entfprechende
Etreden derfelben pavallel find, fo miljjen fid) die durd) je ziwei entjprechende
Punfte derfelben gejogenen Geraden in einem gemeinfamen Punfte jdhneiden.
8 fei S ber Puntt, in weldem fih) Aa und Bb {dmeiden. Wiivde Ce
nidit duec) S gehen, fowbern bie Bb in S’ fdymeiden, fo wire (§. 118)
AB:ab=SB:Sb und BC:be=S'B:S'b, daber wegen AB: ab =
BC:be aud) SB: Sb= 85DB: 8D, woraus (SB—Sb): (SB—8'b) =
SB : 8B, pber Bb: Bb = S B : ‘B, mithin S'B = SB jolgt. Der Puntt S
mufs alfo mit S identijd) jein, d. . die Ce mujé durd) den Punft S gehen.
Chenjo folgt, dafé and) bie Gerade D d durd) S gehen mufs, dbajs jomit SA,
3B, SC, SD,.. bdie Strahlen eines Straflenbitjdels find.

Dann ergibt jih aus §. 116

SA:Sa — SB:Sbh—= SC:S8c —.. :

Der Beweis bleibt fid) gleich), wenn die beiden Gebilde jo gelegt werden,

bajs die entjpredjenden Streden im entgegengefepten Sinne pavallel find.

§. 125. Bwei ebene ®cbilde, weldpe fid) auf ecinem Strahlenbitjdjel in
eine folche Lage bringen laffen, dajs ilre entfpredjenden Punfte auj denjelben
©trafhlen oder bderen Grgingungen liegen und vom Scheitel proportionierte
Abjtande Haben, Beifen dhnlid) (OO), umd in diefer RQage Fugleid) per-
fpectivifd) liegend.

Je el entfpredhende Punite heifen Hhomologe Punite, ehenjo je
atei entjprechende Strecen (Seiten, Diagonalen, Hohen, Halbmejfer) §omo-
Inge @treden,

S toei perfpectivif) liegenden dbnlidyen Gebilden find zwei Homologe
©@trecen entweber in bemfelben, oder im entgegengefebten @inne pavallel.

Der Punft, in weldhem fid) in gwei perfpectivijd) liegenden &dhnlichen
Gebilben die durd) je gwei entfprecdjende Punfte gezogenen Geraben fdmeidven,
heifit dev Ahnlidyfeitspuntt dev Gebilde, und jwar ein dGuferver oder
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ein tnnerver, je naddem die hHomologen Punftpaave auf derfelben ober auf
entgegengejepten ©eiten bdiefes Punktes liegen.

Das conftante Verhiltnis der Abjtinde zweier fHomologer Punkfte vom
ulichteitspuntte heift Ihnlichfeitsexponent ober Modulus der &hulichen
Fiquren. St der Modbulug = 1, fo find bie Gebilbe congruent.

Folaefake. a) Ju zwei dhulichen Gebilden find die homologen Stvecen
proportioniert und die von ihnen gebildeten Wintel paariveife gleid).

b) Qe zoei Rreife find ahulich und sugleich perfpectivijdy liegend.

Bufa.  Die hier Degritubdete Grfldvung dhulicher Gebilde enthilt yugleid)
bie genaneven Merfmale des in & 3 aufgeftellten Begriffes dev Aulichteit,
als ber Ubereinftimmung der Gejtalt,

Ahulichfeit der Dreiede.

§. 126, Bwei Dreiede jind dhulid), wenn in denfelben die homologen
Seiten proporvtionievt und die von ihnen gebilveten Winfel paarmweife gleid) find.
Lehrfof. Bieht man in einem Dreiede ju einer Seite eine

Pavallele, jo ift das gegebene Dreied dem durd die Pavallele
abgefdynittenen Dreiede dhnlid) (Fig. 71).

Beweis. Die Proportionalitit der Seiten beider Dreicde folgt aus
§. 118, die ®leichheit der Winfel ausg §. 24, 2.

§. 120 L Xpulidpkeitsfoh. Sind in zwei Dreieden zwei
Wintel paarweife gleich, o find die Dreiede dhnlid (Fig. 71).
Brgsdis Boransf. A — A’ und C = ¢,

¢ ¢’ Behaupt. A ABC cv A'BC

/ Beweis, MWan madje CD = C*'A’ md ziche

o SN R RN DE| AB, fo it 8. CDE = A = A’, baber
L AT ADECOABC (S 37). Yunift A ABC
4 B oo DEC (8. 126), mithin andh A ABC o0 A'BCY,

Solgefoly, Bwei Dreiede jind dhnlid), wenn alle drei Seiten paarmeife
Pavallel ober zu einanber normal find (§. 26).

§. 128. IL Kbnlidpkeitsfah. Sind in zwei Dveieden wei
Seiten ben einen zweien Seiten des anderm proportioniert
und die von diejen Seiten eingefdhloffenen Winfel gleid), jo
find die Dreiede ahunlid) (Fig. 71).

Es fet AC: AC' = BCrB/¢' umd C = C'.

Madyt man CD = C'A’ und 3ieht DE|| AB, jo ift AC: CD =
BC:CE, obet AC: A'C' = BC:CE. Ullein nad) dev Borausfepung ijt
AC: A C' = BC: B‘CY; folglichy CE = B‘CY, unb baher A DEC & A‘B*C
(8. 38); mun it AABC o0 DEC, aljo auhp A ABC o0 A'BC

§. 129. 1L Ahuligheitsfa, Sind in wei Dreteden zwei
Seiten dencinenzweien Seiten desandern propovtioniert und
Mo&nit, Geometrie fiir die oberen Clajjen. 5



die ben grofieven diefer Seiten gegenitberliegenben Winfel
gleid), jo jind die Dreiede dhulidy (Fig. 71).

Der Beweis it unter Begiehung auj §. 39 demjenigen in §. 128 analog.

§. 130. IV. Abnlichkeitsfok. Sind in zwei Dreieden die drei
SGeiten des eimen den drei Seiten des anbdern propovtioniert,
fo find die Dreiede ahulidy (Fig. 71).

€3 fet AC: A'C' = AB: A'B' = BC: B'C.,

Madyt man CD = C' A’ und zieht DE || AB, o ijt

AC:CD — AB:DE unp AC: CD = BC : CH  pber
AC: A C = AB . DE o A€ A'C — BC:CE,

Vergleidht man diefe zwei Proportionen mit den in der Vorausfehung
enthaltenent, fo folgt DE = A’B’ und CE = B‘CY, fomit A CDE &2 A'B'CY
(§. 40); nun it AABC o0 CDE, alfo auh) AABC o0 A'BC

§ 131, Rehrfol. Ju dhnliden Dreieden verhalten jid) die
homologen Hohen wie zwei homologe Seiten.

Tiq 72. Beweis. E8 fei (Fig. 72) a8 AABC
Vi OV A'BC, CD bdie Hihe auf die Seite AB
und C'D’ bie Hihe auf die homologe Seite A'B’.
; Die Dretede ACD wund A‘C'‘D’ haben
A ﬂ —B stei Winfel wedfelfeitig gleidh, find alfo dhulicy;
mithin ift CD: D' = AC: A‘CY, baher aud)

CD D! = AB: AB"— B G : B,

§. 132. fehrfoh. Bieht man in einem vedtwintligen Dreiede
vom Sdyeitel des vedhten Winfels die Novmale aunf die Hhpo-
tenufe, jo ijt 1. jede Rathete die mittlere Proportionale ywifden
ber ganzen Hypotenufe und dbem jener Kathete anliegenden Ab-
jdhnitte der Hypotenufe, 2. die Normale die mittleve Propor-
tionale 3wijdhen Den beiden Abjdhnitten der Hypotenufe.

Fig. 78. Beweis., E3 jei (Fig. 73) der Winfel BAC

c ein redhter und AD | BC.
S den Dretecen ABC und ACD ijt der Wintel
C=C,BDC = ADC = R, ¢8 ift baher aud)
ber Ddritte Winfel B = CAD mmd ba§ A ABC
o B oV DAC, Gbenjo ijt A ABC o0 DBA, unbd folglid)
ar) ADACCODBA.
1. Da AABC 0 DAC ift, fo folgt BC: AC = AC:CD;
ta AABCoODBA, jo ijt au) BC: AB == AB:BD.

2. Da ADAC 0 DBA ijt, fo folgt CD: AD = AD:BD.

8. 183. St (§ig. 73) BC — a, AC = b, AB = ¢, CD = p,
BD = g, AD = h, wo a, b, ¢, p, g, h die Mafzahlen der Desiiglichen
Streden bebeuten, fo exaibt fidh) aus den in § 132 aufgejtellten Broportionen
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a:0h = buppssioerE=nnigy o ="t grShaten
B =sap oke=="qge edhide—Snid iRy
: b= Vap, ¢ =Vaq, h="Vpa.

Aug ap = b und aq = c? folgt nod) ap + &g = b? 4 ¢?,

allein ‘es ift ap +aq = a (p + q) = a . a = a?; folglid)

a® — b® -} ¢

S jedbem reditwintligen Dreiede ift aljo dag Quadbrat der
Mapszahl der Hypotenufe gleid) der Summe aus ben Quadraten
ver Mafgahlen dev beiden Katheten. (Pythagoviifder Lehrfag.)

Bufok. Wird unter dem Producte zweier Streden dag Product
ihrer Mafzahlen, alfo unter dem Quadrate einer Strede das Quabrat
ihrer Mafizahl verjtanden, fo fann der Pythagordifhe Lehrfap tivzer and) fo
ausqedriicit werben:

S jedem redhtwintligen Dreiede it Dasg Quadbrat der
Dhpotennje gleid) der Summe aus den Quadraten der beibden
Ratheten.

S demfelben Sinne famt man dann aud) fdyvetbern:

BC?* = AC? 4 AB2

A hulidteit der Biclede, i

§ 134, 3Bwei Vielede find dhulid), wenn in denfelben bdie Homo-
logen @eiten” propovtionievt und die von ihnen gebildeten Winfel paarweife
gleid) finbd.

Aus diefer Crildrung und §. 124 evgeben fid) folgende Sife:

L JnGhnliden Bieleden verhalten fid) die homologen
Diagonalen wie die homologen Seiten, .

2. fhnlidhe Bielecte werden durd homologe Diagonalen
in dhulide Dretede zerlegt.

3. Bielede, weldye fid) auf dibeveinftimmende Weife in
gleid) viel &hnliche Dreiecte zerlegen Laffen, jind &hnlid.

4, Die Umfdange ahulider Bielede verhalten fid) wie ihre
homologen Seiten.

it der Modulus q, jo hat man

i G R e LB L R
pafer AB+BCH..=(A'B'"+B'C'+ ...) q und
(AB+ BC 4 ..): (AB +BC' 4 ...)=AB:AB'=BC:B'C'=...

b, Regulave Vielede von gleider Seitenangahl find ahnlid.

6. 3n vequldren Bieleden von gleidjer Seitenangahl ver-
halten fid) die Halbmeffer der ifnen cin- oder umgejdhriebenen
Rreife (§. 89, 1) wie die homologen Seiten.

7. Die Umfdnge veguldver Viclede von gleider Seitens
angafhl verhalten fid) wie bie Habmejjer dev den Vieleden ein:
0ber umgejdyriebenen Kreife

g
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V. Auwendungen der AphnlidReitsfabe auf den Streis.

§. 135, Lehrfal. Bieht man von einem Puntte cines Kveifes
@ehnen zu den Gudpunften eines Durdymefjers und die Nor-
male auf diefen, fo ift 1. jede Selhne diemittleve Proportionale
zwifden bem gangen Durdhmeffer und dem jener Sehne anlies
genden Abfdhnitte desfelben; 2. die Novmale die mittlere Pro-
portionale wijdhyen den beiden Abfdhynitten des Durdmejfers.
(Folgt aug §8. 83 uud 132.)

§. 136. Bieht man durd) einen Punft innerhalb oder auferbalb eines
Kreifes i bdiefem eine Secante, o nennt man die Strecten wijden diejem
Punfte und den Sdnittpunften mit dem Kreife die beiden Abjdhnitte der
Secante.

Lehrfahe. 1. Gebhen duvd) eimen Punft zu eivem Kreife gwei
©ecanten, fo bilben die vier Abjdynitte devjelben eine Pro-
portion, in welder die ALfhnitte der einen Secante dufere,
die der andern inneve Glieder jind.

2, @ehen von einem Punfte ju einem Kreife eine Secante
und eine Tangente, fo ift dieTangente diemittlere Proportio-
nale 3wifdyen den beiden Abjdnitten der Secante.

Fig. T4,

i

7 @ ;

e, S .
\%)
7 S

Beweis s 1. Jieht man (Fig. 74, I und 1) die Streden RS und
RS, fo ijt ber Winfel MRS’ = MR'S (§. 82, a), daler AMRS' o0
MRS, wnd folgli) MR : MR = MS': M,

" Bu 2. Bieht man (Fig. 74, III) die Streden RT umd ST, jo ift W.
MRT=MTS (§. 84), dahex AMRT o0 MTS, und folglih MR: MT
= MT:MS.

§. 137, Bicht man duvd) einen Punit belicbige Secanten an einen
Qreis, o hat das Product der beiden Abjchnitte filr jede Secante dens
felben Wert, und zwar ift dasjelbe

a) gleid) dbem Quabdrate der Hhalben tleinften Sehune bes
gegebenen Punttes, wenn diefer innerhalb des Kreifes liegt, dagegen

b) gleich bem Quabdrate der Tangente des gegebenen Punites,
wenn diefer auBerhalb deg Kreifes legt.
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Beweis. a) €8 jei (Fig. 75, I) M ein Puntt innethalb des Kreifes,
ud RS eine beliebige, durc) diefen Punkt gehende Secante. Bieht man durd)
M ben Halbmefjer OC und die fleinfte, 0. i die sur OC novmale Selhne
AB, fo ift MR: MA — MB:MS (§ 186, 1), fomit (§ 133, Buf)
MR.MS = MA.MB; allein MB = MA, folglid) MR . MS — MAZ

Fig. 75,
i

g g
/f

St bagegen (Fig. 75, II) M ein Puntt auferhald des RKreifes,
MSR eme BcItcbtge @ecante und MT cine Tangente ded RKreifes durd) diefen
Puntt, jo ift MR: MT = MT: MS (§ 136, 2), und fomit MR.MS
—— e

§ 138. Das conjtante Product MR.MS (Fig. T5) ber beiven
Abjchuitte der durd) den gegebenen Punft M gezogenen Gecaufe heifit die
Poteng des Punftes M in Begiehung auf den gegebenen Rreis.

Die Poteny eines Punttesd fitr einen Kreis ijt gleid) der
Diffeveny gwifden dem Quadrate bes Centvalabjtandes diefes
Punttes und zwijden dem Quadrate des Halbmeffers.

Aug bem vehhwinfligen Dreiede AMO in Fig. 75, I folgt MA? —
OA? — MO?; baber ift MR MS — MA®* = OA* — MO~

Su dem rechtwintligen Dreiecde MT O in Fig. 75, IL ijt MT? = M O*
— OT*; folglidhy ift MR.MS = MT* = MO*— OT=

§. 139. Gin Puntt hat in Beziehung auf gwei Kveife diefelbe Potens,
wenn die Differeny der Quabdrate feiner Abjtande von den Weittelpuntten beiver
Streife ber Differen der Quadrate der Halbmejjer gleid) ift.

Denn die Poteny des Punttes M (Fig. 76) in Bezug auf den Kreis O
ijt MO* — RO?, die Poteny desfelben Punttes in Bezug auf den Kreig O
ffit MO — RO St mm MO — MO = RO* — R‘O%, fo ijt aud)
MO2—-RO?=—MO"2—R‘0"% b b M fat fitv beide Rreije gleidye Votengen.

Lehrfal, Hat ein Punft M fitr jwei Kreife O und O die
felbe Potens und zieht man duvd) denfelben eine Novmale zu
ber Gentrale OO, fo hat and) jedber Puntt diefer Novmalen
fitr beidbe Rveife diefelbe Potens.

Gs fet MO? — MO2 — RO? — R‘O’%, und MN | OO0’ Man fat
MO2 — ON2? 4 MN? unb MO’2 = O‘N2 4 MN?, daher MO® — MO*2,
= ON? — O’N%  @benfo exhalt man fiir frgend civen Puntt M’ in MN,
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MO —M'O'* = ON?— O'N? mithin
it MO —~ M0 = MO —MO? =
RO* — RO,

Der geometrijhe Ort aller Punfte, die
fitr gwet gegebene Kreife gleiche Potengen Haben,
et bie Potenzlinie der beiden Kreife.
Die Gevade MN ift daher bdie Potemslinie
ber Kreife O und O

Solgefibe. a) Die Potenglinie gweier

Rreife fteht novmal u ihrer Centrale.

b) Die von einem aufierhalb ber beiden Rreife liegenben Punfte der
Potenzlinie an diefelben gezogenen Tangenten find einander gleid. Denn aus
MO? —TO?*=MO2 — T'O"? folgt MT? = MT*2, dafher MT = MT",

¢) @ind die on einem Puntte auferhalb yweier Kreife an bieje gezogenen
Tangenten gleid), fo legt der Punft in ber Potenslinie diefer Kreife. Denn
aug MT? = MT'? folgt MO* — TO? = MO —T'O%,

d) Sdneiden fid) zwei Kreife, jo ijt thre Potenslinie die Secante, welde
durc) die beiden Scduittpuntte qeht (§. 94, 3).

e) Bevithven ficdh wei Kreife, o ift ihre Potenylinie die gemeinjame
Tangente beider Kreife im Bevithrungspuntte (§. 94, 1 und 2).

§ 140. PLehrfah. Jn jedem Sehuenvievede ift bas Product
ver Diagonalen gleid) dber Summe der Producte je zweier gegens
itbevliegenden Geiten. (Ptolemdifder Lehrjab.) (Fig. 77.)

Beweis, Madht man den Winfel CDE = A DB, jo ift, da auch der

fig. 77 W ACD = ABD ijt (§ 82, a), a8 AECD o0
D ABD, baher :
/ EC:CD — AB: BD, ober EC.BD = AB. CD.
Ebenjo it AAED o0 BCD, baber
Af— v EA:AD — BC:BD pber AE.BD — AD.BC.
/ Folglid) EC.BD 4 AE .BD = AB.CD -
AD.BC et (EC 4+ AE).BD = AC.BD =

o i S CERE

ABC D —A D, B
§. 141. Gine @trede heipt nad) jtetiger Proporvtion, oder im mitt-
Fig. 78, leven und dufeven Verhaltniffe getheilt, wenn
¢ per gudfeve Abjchnitt verjelben bie mittleve Proportio:
A | ——|——| B nale ywifden bder ganzen ©irvede und dem fleinerven
Abjdynitte ijt, wenn alfo bdie Proportion AB: AC = AC: BC befteht.
(Goldener @dnitt.)
Lehufife. 1. Die Seite des einem Kveife eingefdriebenen
veguldven Behuedes ift gleid) dem griferen Abjdnitte des
nad) jtetiger Propovtion getheilten Halbmejjers.
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ig. 79. Beweis, &8 fei AC (Fig. 79) bie Seite des ein-

/7 gefchricbenen veguldven Befneces. Jieht man die Halbmejjer

m OA ud CO, jo ift AOC = 36° und daher in bem gleid)-

A 0 fchentligen Dretecde ACO ber Winkel ACO = 72°%  Halbiert

B man mwm den Winfel ACO, jo baf8 m = n = p 1wid,

jo ift a8 A ACO 0O ABC, dafjer AO:AC = AC:AB, ober tweil
AC = BC = BO ift, auh AO:BO = BO: AB.

2, Das Quadrat der Seite Des einem Kreife eingefdrie-
benen veqularen Fiinfecdes ift gleid) der Summe aus dben Qua-
braten dbes Halbmefjers und der Seite des dbemjelben Kreife
eingefdriebenen veguliven Behnedes.

Big. 80 Beweis. 8 feien (Fig. 80) OA bder Halbuefjer,
B AB und AC bdie @eiten 08 cingefhriebenen veguliven
Fitnfecfes und Bebneces. Fieht man O C, weldhe den Centri-
winfel AODB bes Fiinfectes Halbiert, und Halbievt aud) den
. Gentriminfel AOC des Behuedes durd) OD, bdeven Vex-
P (ingerung OE fenfredht auf der Mitte von AC jteht, fo
ift ¥, BAO — BOD = 549, dafer A ABO o0 OBD; folglih AB : BO
=SB @ B oherASBEBI=— B (0%, Cul!

Bieht man nod) CD, fo it 2a8 AACD gleichichentlig, daber W.
ACD=CAD =ABC, mb AABC o0 ACD, folglid) AB: AC =
AC:AD, obet AB.AD = AC2..1II, mithin aus I und IL:

AB (BD -+ AD) = AB? = B0O? 4 AC?

§ 142. Lehrfok. Bieht man in 3wei Kreifen durd) die End-
punfte je zweier Halbmeffer, welde entweder in demfelben
pber im entgegengefepten Sinne pavallel jind, gevade Binien,
fo fdyneiben jid) diefe alle begiiglidh) in einem Punite anf der
Berlangerung der Centrale oder in einem Punfte der Centrale
felbit

Diefer Sats folgt fhon aus §. 124; ex foll jedod) []m nod) befontbers bemwiefen werden.

: s jei OM (Fig. 81) 3u

&ig. 81. ON in bemfelben Sinne, zu

O'N’ im entgegengefeten Sinne
parallel, fo ift, wenn man OM
A =R, O'N = O'N' = r umd
QO — ¢ et (mahy™ §.° 118),

AR

Thr ae L 00
0OA R 0J PRl
baf)er ad) QA= QA T o uno i T S T T aljo
= ¢cR X cR
OAWR_—runb O~ o
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fomit, ba O'A = OA —c ud O'J = ¢ — OJ ift,

P i (g wion
(e RO S E e

Da diefe Ausdriide von der Lage der pavallelen Halbmeffer unabhingig
und fomit conftant find, fo fjolgt, dajs fidh in A alle Gevaben, weldye bie
Gndpuntte je sweier in demielben inme pavalleler Halbmefjer verbinden, und
in J alle Geraden, welde durd) die Endpunite zweier im entgegengefesten
@inne pavalleler Halbmejjer gehen, fdhneiden.

A ift der dufleve und J Dder innere Hhulidhfeitspuntt der beiden
Rretfe. Sede durd) einen Ahnlichteitspuntt gezogene Gerade heift Ahnlidy-
feitsjtrafhl, und zwar ein dufever ober cin innever, je naddem fie duvd)
pen dufeven ober inneven Ahnlicheitspuntt gebt.

Bufak. Aus den obigen Ausbriiden folgt:

0J3 0= 0A 104
0. h die Centrale zweicr Rreife wird duvd) den inneven und
pen dupeven Shnlidgteitspuntt harmonifd getheilt.

§ 143, Hat ein Ahnlidleitsftrahl zweier Kreife mit der
cinen Rreiglinie einen Punft gemeinfam, Jo hat er anud) mit
per anbeven Kreisdlinie einen Punft gemeinfam.

©3 habe (Fig. 81) ber Gupere Mpnlidfeitsitrahl AM mit der Rreislinie
O bden Punft M gemeinjom. Wean ziche OM und damit O'N in demfelben
@inne pavallel. Die Gevade MN geht daun (nad) §. 142) durd) den Punft
A; die Puntte M, N, A legen alfo in einer gevaden Linie, d. . die AM
hat aud) mit der RKreiglinie O einen Punit N gemeinfam.

Gbenfo wird ber Beweis fitv einen inneven fmlichleitsitralhl J M gefiihut.

Folgefibe, a) Hat ein Ahnlichleitsitvahl mit der einen Rreislinie zwei
Puntte gemeinfam, jo Hat er and) mit der anbern zwei Punfte gemeinjam,
0. . er ift eine gemeinjome Secante der beiden RKreife.

b) Hat ein Ahulichteitsjtralhl mit dev einen Kreislinie nur einen Puntt
gemeinfam, fo Hat er aud) mit der anbdevrn nur einen Puntt gemeinfanm,
0. I ev it eine gemeinfame Tangente beiber Kreife, und gwav eine dufeve
ober innere, je nachvem der Abulichteitsitrahl ein duferer ober inmever ift.

c) Pat ein Ahnlidhfeitsitvalhl mit dev einen Kreiglinie Teinen Punft
gemeinfam, fo hat er aud) mit der weiten feinen Punkt gemeinfam, d. B ev
liegt ganz auferhalb der beiden RKreife.

8 144. Sijt der Durchmejjer AB (Fig. 82) eines Kreifes durch die
Punfte C wund D Hhavmonifd) getheilt (§. 121), fo heifen diefe Punfte wei
conjugievte Pole des Kreifes; dev eine liegt auj dem Durchmeffer felbit,
ber andeve auf feiner Vexlingerung.
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ig. 82. Gine Gevabe heifit in Beziehung auf einen
g P Rreis die Polare eines Punttes, und bdiefer
N Puntt der Pol der Gevadben, wenn die Gevade

A LA S ed) ben dem Punite conjugicvten Pol geht und

!J% a1t der BVerbindbungsjtvede der beiden Puntte mnov-

7 R mal ift. Sind ST wnd PR novmal zu CD, fo

iit ST bie Polave des Puuftes D, und D dex

PBol der Gevaden ST chenjo ift PR die Polare des Punftes C mnd C der
Pol der Geraden PR in Bezichung aunj den freis. ‘

Folgelike. a) Das Product ber Abjtdndeeines jeden Punttes
und jeiner Polare von dem Mittelpuntte des Kreifes ift conftant
und gleid) bem Quadrate des Halbmejfers.

Denn die Proportion AC: BC = AD :BD fann and) o auggedritct
werdben: (OB 4+ 0C): (0B—0C) = (OD 4 O0B): (OD — OB) und
weil fich die Summe augd dem erften und pweiten Gliecve zur Diffeveny bdiefer
®lieber verhilt wie bdie Summe aug dem Odritten und vierten Gliede zur
Differeny diefer Glicder, jo ift OB: OC = OD: OB, woraus OC.0D
= OB? folgt.

b) Umgefebhrt: it fitr swei Punfte Cund D des Durdhymejiers
O0C.OD = OB? fo gefht die Polave des Punites C durd) D,
und die Polare des Punftes D durd) C.

Demn gienge die Polave des einen Punftes, 3. B. C, nid)t durc) den andern
Punft D, jondern fdhnitte fie dic AB in D, fo miifste (nad) a) OC.OD"
= OB? fein; dbann ift aber mit RNiidjicht anf die Borvausjepung OD’ = OD,
0. B der Puntt D’ ijt mit D identijd

§ 145, Bieht man vou einem gegebenen Punite auferhalbd
eines Rreifes an diefen wei Tangenten, fo iftdie Beviihrungs-
fehue die Polate bes gegebenen Punftes.

Beweis, Bieht man von D (Fig. 82) die Tangenten DS und DT,
ferner bie Bevithrungsfehue ST und ven Halbmejjer OS, fo it OC: OS
= 08: 0D (§. 132), daher wegen OS = OB aud) OC: OB = OB : OD,
alfo OC.0D = O B?; bdie Berithrungsfehne ST, die in C auf CD novmal
ftebt, ijt aljo (nac) §. 144, b) die Polare des Punites D.

Solaefile. a) Die Polave eines anfechald bdes Kreifes liegenden
Punttes jdyneidet den Kreis und entfernt fich umjomehr von dem Mittelpunte
desjelben, fe mehr i) bev Punft bem Kveife nihevt. Liegt bev Punft in dex
Peripherie Des Rreijes, fo ift die durch dem Pumft feldbft gehende Tangente
feine YPolare. :

b) Der Pol jeber Sehne eines Krveifes ift der Scmittpuntt der duvd)
ihre Gndpunfte gezogenen Tangenten.

c¢) Die Polare eines innerhalb des Kreifes liegenden Punttes liegt anfier-
halb bes Kreifes und entfernt fich umfomehr von dem Kreife, je mehr fid) der
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geqebente Puntt dem Mittelpuntte des RKreifes ndbert. Falt der Punft mit
vem Mittelpunite sufammen, fo liegt feine Polare in unendlider Eutfernung
bom Rreife.

d) Der Pol einer auferhalb des Kreifes liegenden Gevaden ift bie Mitte
ber Berithrungsfehne dev Tangenten, weldhe von dem Sdmittpuntt dev Geraden
mit dem 3u ihv novmalen Durdymefler an den Kreid gezogen wevden,

VI. Conflrnctionsanfgaben,
1. Fundamentalanfgaben.

§ 146. 1. Bu drei gegebenen Streden a, bund ¢ die viervte
Broportionale zu finben.

i Blos Man  confteniere einen
willfitclicgen Winfel BAC
Sl 7 ,@/[’1 (Figq. 83), made AD = a,
c % TGN e D = e A dptate
& [ DF und bdamit pavallel bie

EG; dann ift FG bdie vievte Proportionale zu a, b, c.

2. Bu 3wei gegebenen Streden a und b die dritte jtetige
Proportionale zu conjtruieven.

Big. 84, Auflof. 1. Nad Aufg. 1, indem man dort ¢ = b fept.

/3 Auflof. 2. Man 3iche (Fig- 84) DC | AB, madye
DA = a, DC = b, 3iee ferner AC und novmal davauf
C B big zur Berlingevung dex AD; dann it DA:DC =
s 5 DC:DB (8 132), ober a:b="D: DB, folgliy DB

bie Dritte jtetige Proportionale zu a und b.

Auflof. 3. Jjt a>b, jo faun man folgende einfacdjeve Conjtvuction
amwenden: Man made AB = a, befdyreibe iiber AB als Durdymefjer einen
Dalbfreis und um A mit dem Halbmefjer b einen Bogen, weldyer jenen Kreis
in C jdueidet; zieht man dbamn CD [ AB, fo ift AB:AC = AC:AD
(SRESH ) Btoer ate bt — =L AN/

3. Bu 3wei gegebenen Strecden a uud b die mittleve Pro-
portionale 3u conftruieven.

Aufrof. 1. Man madhe (Fig. 84) AD = a, DB = b, bejdyreibe iiber
AB einen Halblreis und ervidte in D die DC L AB; dann ijt DC bdie
mittleve Proportionale wijdhen AD und DB (§. 135).

Auflpf. 2. Man madge AB gleich der gquidfeven Strecte a, und AD
= b, bejdhyreibe itber A B einen Halbfveis und ziehe DC | AB; dbann it die
Sehne A C bdie gefuchte mittlere Proportionale gu a und b (§. 135).

4, Gine gegebene Strece AB in Theile su theilen, die jid
Wiem ni:p-Ls veshalten:

Man 3iche duvd) A einen willfitelichen Stvahl A X, tvage anf demfelben
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vot A aus Strecen auf, weldje fich twie m:n:p... verhalten, und ver-
fafre bann wie bet der Aujgabe 13 in §. 98,
5. Gine gegebene Strede AB (Fig. 85) nach ftetiger Pro-
portion (im mittleven und dufeven BVerhiltnifie) 3u theilen.-
Fig. 85. Man 3iehe BC L AB, madge BC = § AB,
' , bejdhreibe um C mit CB cinen Rueis und iehe durdh
D A umd C bdie Secante AD. Madht man nun AE
= AD, jo ijt AB im Punfte E nady jtetiger Pro-

-

: N\ povtion getheilt.
A—3"F Denn AD : AB — AB : AD (8. 136, 2), dafer and

AB:(AD ! —AB) = AD:(AB — AD),

Run ijt AD'— AB = AD' — DD’ = AD = AL,

AB—AD = AB — AE = BE; mithin
AR AR — AE ¢ BE

6. Gin Dreied 3u conftruieven, weldes einem gegebenen
Dretede ABC (Fig., T1) ahnlich ift.

Die Conftruction famn, entfprechend den Afulichfeitsiaben, auf viev Avten
gefdhehen, am einfachjten jedod), yoenm man auf einev beliebigen Strede A‘B’
in den Gubdpuntten die Winfel A und B auftrigt, deven Sdhenfel fid) in C
jchmeiden; dann ift AA'B'C' oo AABC.

Die Aufgabe ift unbeftinmmt. Grft wemt ju bden jwei BVedingungen, die in dem
Begrifie der Ahulidhleit liegen, nod) eine dritte Beftimmung hingutvitt, 3. B. dajs die Strede
A’ B' eine gegebene Léinge faben joll, wird die Aufgabe eine beftimmte.

7. An zwet gegebene Kreife eine gemeinjame Tangente zu
ziehemn. ;

Man beftimme den Gufeven und bden inmeven NAhnlichfeitspuntt dex
Seetfe (8 142) und ziehe aus venjelben Tangenten an ben einen Sreis
(8. 99, Aufgabe 4); diefe find dann zugleid) Tangenten bes jweiten Kreifes
(§. 143, b).

Detevmination, Liegt der eine Kreid gamz auferhalb de andern, fo gibt e bier
geméinfame Tangenten, 3wei dufere und gwei innere; bevithren fid) bie beiden Kveife von
aufien, fo gibt e8 jwei duflere und nuv eine inmere Tangente; jdyneiden fie fid), fo find nur
die Deiben dufieren Tangenten mbglidy; beriihren fie fidh von inwen, fo gibt e§ nur eine
dufieve Tangente; liegt der eine Kreid ganz inmerhalb des aubdern, fo ift feine gemeinfame
Tangente miglid),

§ 147. 1, ®egeben ijt eine Strede und auf devjelben nder
threr BVevldngerung ein Punit; es foll der dazu Hharmonifd
conjugierte Punft gefudt werden (Fig. S6).

a) ©8 fei zu ber Strede A C und dem Punite

Big. B_G' B ber dufieve conjugierte Punft D zu juchen.
4 Man bejdhreibe itber A C einen Halblveis, ex-
0 \ vichte in B bie Normale BE und in E eine Tangente
4 ZT e D an den Kreis; der Schmittpuntt D der Tangente mit

over verlangerten AC ijt der gefudhle conjugievte Punkt.
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b) &3 fei zu ber Strede AC und dem Punite D der conjugierte Punkt
B ju fuchen.

Man ziehe von D aus eine Tangente an ben Kreis, fille vom Be-
vithrunggpumtte B eine Novmale anf AC, jo ijt B der gefudjte conjugierte
Bunkt,

Der Beweis quitndet fich in beiden Fllen anf §§. 144 und 145,

2. Die Potenglinie zweier Kreife u conftruieven.

a) Wenn fid) die Deiven Kreife fdyneiden, fo ziehe man ifjre gemeinjame
Sehne (§. 139, d).

b) Wenn fich bdie beiden Kreife Derithren, fo conftruieve man im Be-
vithrunggpuntte ihre gemeinfame Tangente (§. 139, e).

¢) Wenn fich die beiven Kreife O und O weder jdhneiden nody beriihren,
fo bejdyreibe man einen Hilfstreis M, weldjer die zwei gegebenen fdjneidet.
Die gemeinfame Sehne von O und M it ifve Potenzlinie, ebenfo ift die ge-
meinjame Sehne von O und M die Potenslinie derfelben, daber der Sdnitt-
puntt beider Sehuen ein Punkt ver gefuchten Potenzlinie von O und O, Bieht
man dann von diefem Punfte die Novmale auf die Centrale der zwet ge-
gebenen Rreife, fo ift biefe Normale die gejuchte Potenzlinie.

3. Gin Kreid und ein Punft find gegeben, zu dem Puunlte
ift bie Polave 3u conftruieven.

Nad) §& 145. Der gegebene Punft fann auferhald oder innerhald ves
Rreifes liegen.

4, Gin Kreis und eine Gerade jind gegeben, zu ber Ge-
vaden ift der Pol 3u finben.

Nacd) §. 145. Die gegebene Gevade famn den Kreid icI neiden ober aufiers
halb desfelben liegen.

2. Methode der abnlichen Fiquren.

§ 148. 3t dburd) einige der zur Conftvuction civer Figur gegebenen
Bejtimmungsjtiike die Gejtalt der Figur bejtimmt, o dajs alle Figuven,
weldge in diefen Stitcen iibeveinjtimmen, einauder dhnlid) find, jo fann bei
der Qojung bdie Methode der dfhnliden Figuren angewendet werben.
Dabei zeichnet man pumdd)jt mit den die Gejtalt Dbeftimmenden tiicten eine
ber gefuchten dfnlidhe Hilfsfigur von beliebiger Grdfe und conjteuiert in ihy
aud) die Strecde, welche der in der Aujgabe gegebenen, aber bei ber Con-
ftruction dev Hilfsfigur nidt benitpten Strede homolog ift; dag Verhaltnis
diefer Deiden @tvecen gibt aud) das Verhiltnis je aweier anbderer homologen
Strecten ber gefuchten und der Hilfsfigur an.  Um die Aufgabe zu [Bien, darf
man daher mux jede Seite (Diagonale, Hohe) der gefuchten Figur ald vierte
PRropovtionale u jenen beiden Strecen und der homologen Seite (Diagonale,
Hohe) ver Hilisfigur conjtrnieren.
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Dic Geftalt eines Dyeiedes ift befimmt bduvd) jwet Wintel, durch) das Ver-
Biltnis jweier Seiten unbd ben eingefd)loffenen Wintel, oder buvd) bdie Verhilinifie ber
brei Seiten,

@3 ijt sur Anwendung dicfer Methode nidht nbthig, dajs fich zu der
gefuchten Gejammtfigur eine dhmliche conjtvuieren lajje; e geniigt hinfig, dajs
bies fiir einen ThHeil der lepteven mbglid) fei, fofern durd) diefen Theil ein
ober mehreve Beftimmungsitiice der gamgen Figur gefunden werden, burd
beven Benitbung die Aufgabe auf eine bereits befannte guvitcgefitht wird.

Durd) bdas Verhiltnis einer DHihe ju einer anliegenden Seite, ober bduvd) einen
Wintel an der Grundlinie ift die Geftalt eines Theildreiedes des gefuditen Dreieces
Deftimmt.

Durd) nadftchend durchgefiihrte Anfgaben foll die Wethode ndher er-
[Gutert werben.

1. Gin Dreied u conftruieven, wenn zwei Winfel ¢« und
und die Summe s der vom Scdheitel des dritten Winfels aus-
gehenden Hohe und einer anliegenden Seite gegeben jind.

Analyfis. Durd) die gegebenen Winfel ijt die Gejtalt bes gejudhten
Drefecles Deftimmt, 9. . jedes Deliebige, mit bdiefen Winfeln conftruierte
Dreted ift dem gefuchten hulich. Confjtvniert man nun zu eivem folden
dhulichen Hilfsdreiete die Summe feiner vom Sceitel des britten Winfels
auggehenden Hohe und einer anliegenden Seite, jo mujs dieje Summe fid) zu
der gegebenten verfalten, wie jede Seite des Hiljsdreiedes zu der homologen

Rig. 87. ©eite be3 gejuchten. Wan fann bdafer ivgend eine

@eite des lepteren al8 vierte Lropovtionale zuw drei

befamten Strecen, wnd dann aus ihr und den Winfeln

bag gejuchte Dreiect comjtruieren.

Conftruction. Man geidue eine belicbige
] Gtrede A'B’ (Fig. 87) und in ifren Eudpuniten
A’ und B die gegebenen Winfel ¢ und B, jo dajs
pag Dreied A'B'C entfteht. Dann 3iehe man in
diefem Dreiecde die Hohe CD’, verlingere fie um
D'F' = A’C und trage auf CF' die Strede CF
g'eich der gegebenen ©umme s anf.  Bieht man wun
A, ferner durd) I die FA || FYA’ und dburd) den
Puntt A dbie AB || A'B/, fo ijt ABC das verlangte Dreied.

Bemweis, Da AB|| A'B4 o ijt der Winkel BAC = B'A'C = «
ud ABC = A'‘B'C = 8. Gerter hat man CD : CD' = AC: A'C,
alfo aud) (CD - AC): (CD' 4 AC)=AC: A'C=CF : CF, folglich,
ba CD' 4+ AC=OF mp CF —=s ijt, (CD 4 AC): CF'=35:CF,
woraug CD | AC = s folgt.

Determination. Durd) bdie gegebenen Stiide ift das gefudte
Dreiect jtets, und gwav eindeutig Deftimmt.
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2. Gin Dreied ansd dem Vevhaltnijfe der Hdhe zu einerx
anfiegenden @eite (h:a), dbembiefer Seite gegeniiberliegenbden
Wintel (a) und der Summe der Hohe und der Grundlinie
(h+c = s) 3u conjtruieven (Fig. 87).

Analyiis. Durd) das qegebene Verhiltnig ijt die Geftalt des bdie
@eite BC = a und die Hohe CD = h enthaltenden vechtwintligen Theil-
breiedes BD C beftimmt und man evhilt fomit durd) Conjtruction eines
diefem Drveiecte dhulichen ben Winfel ABC = g bdes gefuchten Dreiectes.
Dann find von leptevem wei Winfel befaunt; man famn daher iieder ein
diefem dhnliches Dreiedt conftruieren und ed muis fich dann die Summe dex
$ohe und der Grundlinie des dhnlichen Dreiectes zu bev gegebenen bes ge-
judjten verfalten, oie trgend eine @eite des dbmlichen Dreiectes zu der homo-
logen ©eite des gejudhten.

€s ergibt ficdh hHievnac) folgende

Conjtruction. Wan zeidue zwet beliebige Strecten h' und a’, welde
s einander in dem gegebemen Verhiltnifje h: a jtehen, ervidjte auf einer
@trecfe CD’ = h' in D bie Novmale, befdyreibe um C mit dem Halbmefjer
a’ etnen Kreisbogen, weldher oie Novrmale in B! dmeidet, und ziche C B,
@odann lege man an B/D’ etwa in D’ einen Winkel B'D'E = « an, jiche
CA |ED/, verlingere CD’ und D'F = A'‘B’ und frage auf CI' bie
Strede CI gleid) der gegebenen ©Summe s anf.  Bieht man wmm F/AY
ferner durd) F bdie FA || FYA’ und durd) den Punft A die AB || A‘BY, fo
ift ABC das verlaugte Dreiect.

Beweis. Nad) der Conftruction ift BAC=B'AC=B'D'E =«
mecier e CIDEIC AN =— R D ER NS =S h P ——h

Gudlic) hat man (CD + AB) ; (CD* 4 A'B") = CA: CA'= CF: CF
oder . (CD 4 AB): (CD’ 4 A'B)=s:(CD’ 4+ A'BY),
folglih CD 4+ AB = s,

Determination. Jft h<<a umd e« = ABC < 180 fo ift bie
Lojung ftets, und zwar auf eine eingige Avt mbdglid).

3. Das Perithrnngsproblem des Apollonius.

§ 149. Anfaabe. Wenn eingelne Punite gerade Linien odex
Qreife, gujammen drei €lemente, gegeben find, eiven Kreis zu
conftruieven, welder durd die gegebenen Punite geht nuud die
gegebenen @evabdben ober Rreife bevithrt.

Diefes Problem umfajst folgende zehu Anjgaben:

1. Ginen Rreis zu conjtruieven, welder duvc) drei gegebene Pumtte gebt
(B, £ B,

Die Lifung bdiefer Aufgabe ift im § 76 enthalten. Sie fiihet auf einen eingigen
freis, fiegen aber bdie gegebemen Puntte in einer Gevabden, fo gibt es Feinen Rreis.

2. Ginen Sveis zu conjtvuieven, weldher duvc) zwei gegebene Puntte geht
und eine gegebene ®evade bevithrt (P, P’, L).
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Da P, P’ gegeben find, fo ijft aud) der Schmittpunit A
P ver durd) P P’ gelegten ®eraben und ber Gevavenr L Deftimmt,
Sit x die Qinge der von A aud anm den RKreis gezogenen Tan-
. gente, fo ift nad) § 186, 2 x* = AP.A P’ und nad) §. 146, 2
i _ ' exhiilt manx = A B. ZTriigt man nun A B von A aus nad) vects
(5t £ ynd Gufs auf L ab, fo erhilt man C und C' al8 dritten Peri-
pheviepuntt des gefuciten Sreifes umd dadurd) ift diefe Aufgabe auf die Aufgabe 1 Furitd=
gefithet, ©8 gewiigen zivei Rretfe, die dburd) P, P, C umd P, P?, C' beftimmt find.
Wie geftaltet fich die Ynflsfung, wenn P P’ || L oder P P’ | L ift?
3. Ginen SKrveis u confjtruieven, welder durd) zwet gegebene Puntte geht
und einen gegebenen Kreis bevithrt (P, P, K).

Qegt man durd) P, P’ einen Hilfsiveis, der ben gegebenen Kreis in Q, Q' jdjneidet,
und perliingert die Secanten PP’ und QQ’, bis fie fid) in A {dyneiden, fo ijt AQ.AQ'=
AP AP, DBejeidnet man die vorr A aud an den Kreis K gezogene Tangente mit A B, fo
ift nad) §. 136, 2 AB* = AQ.AQ’, aber aud) AB? = AP.AP, baber ift AB aud eine
Tangente an ben Kreis, welde durd) P, P’ geht und den Kreis K bevithet, BVeftimmt man
fomit ous AB? = A Q.A Q' AB unbd befdjreibt bamit aus A einen Rreis, jo jdjmeidet der
felbe ben gegebenen freis K in gwei Puntten C und C', welde mit P und P’ gwei Kreife
beftimmen. Der eine freis (P, P, C) beviihrt ben gegebenen Kreid von aufien, der andere
fveig (P, P!, O) aber pon tmnem.

4, Ginen Kveis zu conjtruieven, welder durd) einen gegebenen Punft
geht und zwei gegebene Gevade bevithet (P, L, LY.

Der Mittelpuntt eines Kreifes, weldjer jwei gegebene Gevade beviihrt, liegt in bdev
Symmetrale des von diefen Gevaden gebilbeten Winfels (g. Ort 3, b). Bieht man jur
Symmetvale von dem gegebenen Pumfte die Normale und verlingert diefe um ifre eigene
Linge, fo ift dev Endpunit derfelben ein gweiter Punft des gejudjten Kreifes. Die Aufgabe
ift jomit auf die Anufgabe 2 suviidgefiihrt und gibt, wie diefe, zvei Anfldfungen.

IBie geftaltet fid) die Anfldfung, wenn die jwei gegebenen Gevaden parallel find?

5, Ginen Kreid zu confteuieven, welder duvd) einen gegebenten Puntt geht

und eine gegebene Gevade und einen gegebenen Kreis berithet (P, L, K).
Fig. 89. M fjei ein Rreis, welder Durd) P gebt, die

Gerade in A und den Kreid8 K in B von aufien be-
vithet (§Fig. 89). Fdallt man von K die Normale KC
auf L und verldngert es bis D, fallt man ferner bie
Normale MA auf L, jo finb MA und KD im ent:
gegengefetstenr Sinne parvallel, dbaher mufs AD durd)
ben inmeren Afulichfeitspuntt (§. 142) gefen. Bieht
man nod)y BD', fo it ADBD'c«oDCA, baber
DD:DB=DA:DC odber DD'.DC = DB.DA.
Ateht man o) DP P/, jo it au) DB.DA=DP.DF,
fomit DD'.DC = DP.DP, woburd) ber Punft P’ beftimmt und die Anujgabe auf bdie
Aufgabe 2 vebuciert ift. — Filv einen Kreid M’, weldher durd) P geht, die Gerade L und
den §treis K von inmen Dbevithut, gibt cbenfo bdie Gevade, weldje burd) P und ben an L
nifeven Endpunft D' be8 Durdymefjerd D D' gesogen wirh, eimen weiten Veftimmungs-
punft P,

Man exhdlt im allgeneinen vier Kveife, von bdemen zwei den gegebenen Kreis von
aufien, swet von twnen bevithren,

-~
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6. Ginen Qreig zu conjtvnieren, welder durd) einen gegebenen Puntt geht

und gwei gegebene Kreife bevithrt (P, K, K).
R M fei ber Rvei8, welder durd) P
Fig. 90. geht unbd die beiden Kreife K, K' von auffen
it A und B Devithet. Bieht man bdie Cen=
trale KXK' und verbindet K und K mit M,
jo fdymeidet bie verldngevte A B ben Rveis
K in C, ben Rreis K' in D unbd bdie ver=
lingerte Cenfrale int duffeven AulichEeits-
puntt S. Da die Winfel KA C und K'DB
gleid) find, fo it KA||K'D, KC||K'B
und Wintel KEC = K'GB bafer ift
ABECoSGB und SG:SE = SB:SC ober SG:SB = SE:SC...I. Bejiiglid
pes Rreifes K ift SA:SF =SE:SC..II. Aus Tund II folgt SA: SF = SG:SB..IIIL
Legt man nun dburd) P und S eine Gevade, fo ift aud) SA:SP = SP':SB...IV. . Aus
HI wnd IV folgt mun SF.SG = SP.SP, wodburd) P’ Dejtimmt und die Aufgabe auf
bie Aujgabe 3 (P, P, K) guviicgefithrt ift.

e duveh den duferen fulidyteitspuntt der Geiden Kreje K uud K* der Punft P,
fo wirb durd) bdem [inneven S".'[IJuIEd)feiwplmft per Puntt P der Pevipherie des gefudjten
Kreifes beftimmt., ©8 ergeben {id) fonad) im allgemeinen vier Lbjungem.

7. Ginen Rreis zu conjtvuicven, welder dret gegebene Gevabe beviihrt
L, Lty LY.

Sm allgemeinen geniigen viev Kretfe (§. 86).

8, Ginen Kreis zu conjtvnieren, weldjer wei gegebene Gerade und einen
gegebenen Kreid bevithet (L, L!, K).

Der Kreis, welder mit dem gefudhten concentrifd) ift und duvdy den WMittelpuntt von
K geht, bevithet die Gervaden, weldje su L und L’ im Abftande r (Nadiug des gegebenen
Rreifes) pavallel gejogen mwevden. Diefen concentrijfen Kreis lehvt die Aufgabe 4 finbden.
Durd) die doppelte Lage der Pavallelenn auf beidben Seiten von L und L' ergeben ficdh im
allgenteinen adyt Lojungeir,

9. Ginen Rreis zu conftvuicren, weldher eine gegebene Gevade und zwei
gegebene Rreife beriifet (L, K, K.

Hat der Kreis K den Roadius r und K’ den Nading r' (r =>1r'), fo famn man einen
Srveis conftruieven, weldjer mit dem gefudyten comcentvifd) ift, dbuvd) den Wittelpunft des

Fig. 91, Stveifes K’ geht, dem jum SRreife K mit dem NRabdius
(r—r') concentrifc) gejogenen Dilféfreis bevithrt und
aud) bie ju L im Abjtande r* ervidjtete Pavallele tangievt
(Fig. 91), Dent Kreis, der mit dbem gefudhten comcentrijd)
ift, lehrt die Aufgabe 5 (P, L, K) finben unbd fiefert im
alfgemeinen vier BVeviihrungsfreife. — Befdyreibt man
den mit K concentrijdjen Hilfstveis anftatt mit dem Halb=
meffer r— ' mit dem Halbmefjer r -+ 1!, jo erhiilt man
anf dbuliche LWeije vier weitere Kreife, welde bder Auf=
= gabe genitgen,

10. Ginen Rreis zu conftruieven, weldyer drei gegebene Kreife beviihut
(Kr R 1y

Daben die Kreife K, K, K“ bdie Radien r, !, v und ift r >r, r'=1r" jo tann
man einen Kreid confivuieven, weldjer mit dbem gefudhten concentrifd) ift, duvd) den Wittel=
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puntt de8 Kueifes K“ geft unbd die beiden su I und K' it den Jtadien r—r”, ' — r
gejogenent concentrijden Hilfsfreife bevithut, fomit auf die Aufgabe 6 (P, K, K') fithrt und
pier ofungen lefert. Bejdjreibt man die Hilfstreife mit r + ' ' 4= 1 fo erhilt man
nod) vier weiteve Lojungen.

Bufof, Die nenere Geometrie lefevt fitr das Apollonijdge Tactions-

problem eine allgemeine Ldjung.

VIL Bibungsfase und bungsanfgaben.

§. 150. Lehrfike.

1. Die Hihen eines Drefecdes find ben Seiten, u denen fie wovmal find,
pevfefyet propovtioniect.

2. e awei Hohen eines Dreedes fdueiden einander fo, dafs das
Product aug den Abjdnitten dev einen dem Producte aus ven Abjdnitten der
anvern gleich ift.

3. Werben zwei Dreiecdte iiber derfelben Gvundlinie wund wvon gleidher
Piohe durdy eine der Grundlinie parallele Transverfale gejdnitten, fo find die
innerhalb der Dretecde liegenden Abjdmitte diefer Tvangverjale einander gleid).

4, Die Diagonalen eines Trapezes jdyneiden jid) gegenfeitig proporvtioniert.

5. it die Hypotenufe eines redtwintligen Dreiectes duvd) die Hibe
nad) ftetiger Proportion getheilt, fo ift eine der Ratheten gleid) dem thr nid)t
anliegenden Abjdynitte der Hypotenufe; und wmaefehrt (§. 132).

6. Jit eine Seite eines Dreieces nad) ftetiger Proportion getheilt und
sieht man durc) den Theilungspunft die Pavallele u einer yweiten Seite, fo
theilt dicfe Pavallele anch die dritte Seite nad) ftetiger Proportion.

7. Bieht man an zwei Kreife, welde fih von aufen bevithren, die tuneve
und eine dufiere gemeinjame Tangente, fo bilden bie drei Bevithrungspuutte
vie Gdpunfte eines rvedtwintligen Dreiedes (§§. 82 und 84).

§. 151. Conjtructionsanjgaben.

1. Den RKeeisumjang in 5, 10, 20, 40, .. gleihe Theile u theilen
(§. 141 und § 146, Aujg. H).

2. Die Pevipherie eines Kreifes in 15, 30, 60, .. gleide Theile u
theilen lp5 = g, — 1%)

3. Ju einen gegebenen Kveis ein Dveied s bejchyreiben, telches einem
gegebenen -Dretece hnlich ijt.

4, Durd) einen Punft zwijden den Schenteln eines Winteld eine von
diefen begrengte Gevabe o ju ziehen, dafsé fie in jenem Punfte nad) einem
gegebenen Verhiltnijfe m : n getheilt wird.

Mit Hilfe etner Parallelen,

b, Ein Biele au conjtvnieven, dag mit einem gegebenen Bielecte dhnlid)
ift und Ddeffen Seiten zn ben Seiten des gegebenen Bieledes ein beftimmtes
Verhaltnis m : n haben.

Modnil, Geometrie fiiv bie oberen Elafjen.
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6. Ginen taufendtheiligen Mapitab su conjtruieren.

Fig. 92. Man trage (Fig. 92) an
700 200 300 eine Gerabe AX 10 gleidje
N Fheile auf, erridjte in A, B
/’ unbd den folgenben Theihungs=
$ punften Novmale auf AX

=
o
>
=3
S
S
8
bl
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und ziehe juw AX 10 Pa-
rallele in gleidien Abftanbden.

Nun theile man fowohl die AB
A «B [ 0 Fi K L A i gegenitberftebende

Strede F 0 in 10 gleide Theile, ju bdeven Ieiditeren Beftimmung man in ivgend einer
Abtheilung eine Diagonale D 800 zieht, Endlid) ziehe man nod) Tvansverfalen durd) G
und 0, fowie burd) fe zwei folgende Theilungspunite ver AB und FO. Stellen die auf AX
anfgetvagenen 10 Gtreden biefes Transverfal:Mafiftabes 1000 gleiche Theile bor, jo enthilt
AB 100, BG 10, a1 1, b2 2 u. {. w. foldje Theile. Nimmt man bdie Linge der ganzen
Strede A X 3. B, fiiv ein Meter an, jo ftellt AB ein Decimeter, B G ein Centineter, a1
ein Millimeter bar.

Der Beweis berubt auf der Afniidfeit der Dreiede.

7. Gin vedhtwintliges Dreied zu conftvuieven, wenn ein jpiter Winkel
ud auferbem a) bie Summe der Hypotennfe und die Hohe anf diefelke,
b) die Sdwerlinie sur Hypotenufe gegeben iff.

Diefe und bdie folgenden Conjivuctionfanfgaben find nad) der Methode der dhnlichen
Figuven aufzuldfen,

8. Gin vedytwinfliges Treicf zu conjtruieren, wenn bdag Verhiltnis
beiber Ratheten und auferbem a) die Huypotenufe, b) bie Hohe auf die Hypo-
tenufe gegeben ijt.

9. Gin gleidhjchentliges Dreied ausd einem Winfel und der Summe der
Greundlinie und der Hohe zu conjtruierven.

10. Gin Dreied zu conjivuieren, wenn gegeben find: a) zwei Winkel
umd die Summe einer gegeniiberlieqenden eite und der Hohe auj diefelbe;
b) bag Verhiltnis zweier Seiten, der von ifnen eingejcdhlofjene Wintel und
bie Summe (Differenz) der dritten Seite und ber Hohe auf diefelbe; c) eine
@eite und hre Verhiltnifje 31 den andeven Seiten.

11, Gin Biered zu conftruieren, wenn eine Diagonale und bie vier
TWinfel, welde die andeve Diagonale mit den Seiten bildet, gegeben find.

12, Gin Dreied mit Hilfe von Theiloveieden zu conflvuieven, wenn die
Berhaltniffe dex Hohe zu den beiden anliegenden Seiten und auperdem a) die
oritte @eite; b) die Sdywerlinie gu ber dritten Seite gegeben find.

13. Gin Dreied zu conjlvuieven, wenn vag BVerhiltnis der Hohe
einer anliegenden @eite, der dicjer Seite gegenitberliegende Winfel und a) eine
der el anderen Seiten, b) die Summe dicjer Seiten gegeben find.

14, Gin Rechte aus dem Verhiltnifje einer Seite zur Diagonale und
aud der @umme der andern Seite und ber Diagonale i conjtrnieven.

I
|
|
[
[
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15. Gin Rechtect ausg dem Verhitltnifie giweier Seiten ju conftvuieven, wem
aufierdem a) die Diagonale, b) die Summe (Diffevens) ver Tiagonale und
einer eite gegeben ift.

16. Gin Pavallelogramm aus dem Verfilinife gheier Seiten und dem
von ifuen eingejdlofjenen Wintel su conftruieven, wenn aufierdem a) die Hibhe,
b) die Summe ber Diagonale und einer Seite, c) die Summe beidber Dia-
gonalen gegeben ift. '

§. 152, Rednungsaufgaben.

1. Gn einem vedhtwintligen Dreiece bezeichuen b und c die Ratheten,
a bie Hypotenufe; man berechne aus je zweien diejer Gxifen die dritte (§. 133).

2, Qn einem vedtwintligen Dreiece ift bie Hypotenufe und dag Bex-
Diltnis ber beiben Satheten gegeben; man beftimme die Katheten.

3. Mus einer Kathete und dem Verhiltnifje der Hypotenuje zur anbdern
Rathete die Hypotenufe und die zweite Kathete zu bevecynen.

4, €38 feien p und q die den Katheten b und ¢ anliegenden Abjdynitte
ber Hypotenufe a, in weldpe diefe duvd) die zugehivige Hikhe h getheilt wird;
a) aud b und p, b) aug p und q, ¢) aug p und h bie iibrigen Grdfen Fu
bevedhuen.

DX Su einem vedtwintligen Dreiece ift die Pypotenufe und a) bdie
©umme, b) die Diffevens bder beiden RKatheten gegeben; wie grof ift jede
Rathete?

Diefe und die ieiterhin mit einem Sterndjen * bejeidyneten Aufgaben twerben, da
fie auf quadratifche Gleidjungen mit zivei Unbefannternr ober auf eine gemijdite quadratijdje
Sleidung fithren, bhiev vorliufig u itbergehent umd exft fpiter bet der Wieberholung des
gefammten Ubingsftoffes bovzunehmen fein.

6. Su einem vechtwintligen Dreiede ift eine Kathete und a) bie Sunme,
b) bie Diffevens der Hybotenuje und der andern Kathete gegeben; man jude
die Hypotenufe und bdie zweite Kathete.

7. 3n einem gleichjeitigen Dreiede ift a bie Seite und h bie Hiohe;

~augd einer diefer Grofen die andere zu beftimmen.

8. Die Grundlinie eines gleidyicdhentligen Dreieces ijt a, der Schentel b,
die Pohe h; aus fe sweien diefer Grdfen bie dritte zu finden.

9. Ju einem Quadrate ift a die Seite und d die Diagonale; aus einer
diefer Grifen die andere zu beftimmen.

10.% Qn einem Quabdrate ift die Summe aus der Seite und der Dia-
gonale gegeben; man fudhe die Seite-und die Diagonale.

11. Bon einem Punfte, defjen Hirgefter Abjtand von einem Kreife a ift,
fei an diefen eine Tangente gezogen; wie guoff it dev Halbmefjer des Kreifes,
wenn die Tangente die Linge t hat?

12. Dag Auge eines Beobachters auf der Erdoberflidhe fieht auf der
felben fo tweit, al$ die Tangente angibt, weldhe vom Auge nad) der Erdfuge!
gesogen wird; wie grofp ijt die GefichtSweite w, oder twie lang ift bie

6*
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Tangente, wenn h die Hohe des Auges itber der Erdoberfliicdhe und r den Halb-
mefjer der Erde begeichnet ?
13. Wie weit exfteectt fid) die Fernficht von der Spibe cines 48 m Hohen
Thiemes? (r = 858474 g. Meilen, 1 g. Weile = 7420°44 m.)

Piervier ROTdmitt.
Flacheninhalt der geradlinigen ebenen Gebilde,

& 153. Um den Fladheninhalt eines chenen Gebildeg, d. i. die Grife
der von ihm begrenyten Flidhe, zu Deftimmen, unterfud)t man, wie wvielmal
eine al8 Einheit angenommene Fliche in dbem gegebenen Gebilde enthalten
ift. Al Fladheneinheit wivd die Flade eined Quadrates angenonmen,
oeffen @eite der Lingeneinbeit gleid) ift. Nimmt man 3. B. dag Meter als
Qingeneinbeit an, jo ift dag Quadrvatmeter (m?) die Fladeneinbeit.

Bwet begrente Flichen, weldhe gleichen Flacheninhalt bhaben, heifjen
flidyengleid.

L. Jladjengleidjfeif.

§ 154, Lehrfoh. Jebes fdhiefwintlige Parallelogramm ift
fladengleid) ecinem Redtede, weldhes mit ihm diefelbe Grund-
linte und gleiche Hohe Hat.

Fig. 98. Beweis. 3 fei ABCD (Fig. 93) ein jdief-
o T 7 ¢ vinfliges Parallelogramm.  Jieht man AE | AB und
BF | AB, fo hat bas Redhjted ABFE mit ABCD
diefelbe ®rundlinie und gleiche Hohe. Da mm A\ ADE
D BCFijt, jo ift au) ABFD +~ ADE = ABFD
+ BCF, b. i. ABFE — ABCD.

Folgefoh,  Pavallelogramue mit gleiden Svundlinien und gleidyen
Hiohen find flachengleic.

§. 1565, £ehrfok. €in Dreied ift die Halfte einesd Pavallelo:
gramms, weldes mit ihm gleidge Grvundlinie und gleide
Hihe hat.

Folat aus §. 54, a.

Folgefa, Drefede mit gleichen Gvundlinien und gleihen Hohen find
flachengleich.

§. 156. Lehrfab, Jebes Trapey ift fladengleicheinem Paral
lelogramme, dag mit ithm gleidje Hohe hat, und deffen Grund-
Tinie gleich ift Der halben Summe dev pavallelen @eiten des
Trapezes.

Der Beweis bevuht auf § 5T, 1.

A S5}
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§. 157, Lohtfoh. Jn jedem rvedtwintligen Dreiede ift das
Quabratitber ber Hypotenuje gleid) der Summe der Quabdrate
fiber den beidben Katheten.

Beweis, Gs jei das ABAC (Fig. 94) in A rechtwintlig; zu be:
weifert ift, dafs dag Quadrat BCDE iiber BC ber @uwmme aug den Quas
oraten ABRPG und ACHJ ditber AB und iiber AC gleid) ift, was wic
fo jdyreiben ywollen:

Sig, 94, BC? — AB! 4+ ACH

Fallt man von A auj BC bie
Jtormale AK wnd verlingert fie bis
L, jo find die Redhtede BL und CL
ben Quadraten AT wd AH gleid).

Denn ieht man A I und CF, o ift

(§. 1565); mun ift A ABE &2 BCF,
alfo aud) BL = AL,
Bieht man jerner A D und B H, o

ift ebenjo A ACD = Z, ABCH

— A% unb, 5a A ACDBCH
iie s o) Gl e—nAGH|
e &3 ijt jomit
BL 4+ CL = AF + ATI, cbet BC? = AB? 4 A Q2.

Die Nidytigleit diefes Sabes im avithmetijden Sinne ijt jon im §. 133
nadygewiefen mworbden.

§. 158, Bieht man von eiwem Punfte auf etne Gevade cine Novmale,
fo heit der Fufpuntt der Novmalen die Projjection des Punites auf
die Gevabe. Unter der Projection einer Strede auf eine Gevade verjteht
man die Strece zwijdjen den Projectionen ihrer Cudpunite auf diefe Gevade.
St in Fig. 95 AL | ED udb CD | ED, fo ift LD bie Projection
der Efrede AC auf ED; ebenfo ift, wenn CO I A B ijt, AO bie
Beojection ber Stvedte A C anf A B.

Lehrfike. 1. Dasd Quadrat diiber einer Dreiedsfeite, weldye
cinem Jpigen Wintel gegenitberliegt, ift gleid der ©umme der
Quadrate fiber dben heiden andeven Seiten, vermindert umbdas
boppelte Redyted aus der einen diefer Seiten und der Projecs
tion der andern auf diejelbe.

Beweis. Gs feten (Fig, 95) BCDE, ABFG, ACHJ bie iiber
den Seiten BC, AB, A C bes Dueiectes ABC, worin A ein jpiter Wintel
ijt, conjtenievten Quadrvate
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Bieht man 3u BC, AC, AB
bie MNormalen AK, BM, CO und
ver(ingert fie bis L, N, P, jo wixd
oaburd) jedes der Quadrate in wei
Nedhtede getheilt, die wiv durd) I, 1T,
I1I, I, IIY, 10T’ Degeichnen wollen.

Durd) dhnliche mitteljt Hilfs-
linien gefithrte Beweife, wie in §. 157,
findet man, bafs I=1', Il =1I
III =1III* ijt, wovaug fofort folgt:
BD = AF + AH — 2AP,
ST 2. Das3 Quabdrat diber
einer Dreiedsfeite, welde
einem jtumpien Winfelgegen-
iibevliegt,iftgleidhderSumme
dper Quabdrate fiber den beiden andbeven Seiten, vevmehet um
bag doppelte Redyted ans der einen bdiejer Seiten und ber
Projection der anbern aunf diejelbe.

Dev Beweis ift dem fritheven tn 1. dhnlid).

G P

II. Fladyenverhaltuiffe.

§. 159. Lehefike. 1. Die Fladeninhalte zweicr Redtede,

weldjegleidye Hohe haben, verhalten fidh wieihre Grundlinten.

&ig. 96. Beweis, ©sieien in den Nedt-

L S e s & efen ABCD und EFGH (Fig. 96)

et ’ bie Hihen AD und BH gleic) und

pie Grundlinien AB und EF com-
menfurabel.

Qit in diefem Falle AS ein ge-
meinjames NMaf der Gvundlinien, wnd zwar AB= m.AS und EF =
n.AS, fo hat man AB:EF = m:n. Theilt man die AB in m und bie
BT in n Theile, deren jedev gleiy A S ijt, und ervidtet in den Theilungs-
puntten auf die Grundlinien Senfrechte, fo wird dabdurd) das Redyted ABCD
it m und bag Nedted EFGH in n NRedtede zerlegt, Ddeven jedes mit
ASTD congeuent ijt; es ift daber

ABCD = m . ASTD unp EFGH = n.ASTD,
jomit ABCD:EFGH = m:n, und folglid
ABCD:EFGH — AB:EF.

@ind die Grundlinien AB und EF incommenfurabel, fo folgt aus
§. 115, dajs bie lepte Proportion aud) fiir diefen Fall Giltigteit Hat.

2, Die Fladeninhalte zweier Redytede, welde gleide
Grundlinien Haben, verhalten jid) wie ihrve Hohen

|
H 1 1
(st et i
e :
i o P !

48 o O ol 7
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Folgt aug 1., da man in dben Recjteden ABCD wnd EFGH aud) AD
wmd EH ald die Grundlinien, AB und EI alg bie Hiohen betvadhten famn.

Folgefie. a) Die Flidjeninfalte weier Pavallelogramme oder Dreiede
mit gleidyen Hohen verhalten fid) wie ihre Grunbdlinien.

b) Die Flicheninhalte gweier Pavallelogramme ober Dueiecte mit gleichen
Grundlinien vevhalten fichy wie ihre Hohen.

§. 160. Lelrfah. Die Fladeninhalte je gweier Redytede ver-
halten fichwie die Producte der WaFgahlen threr Grundlinien
und Hohen.

Beweis, Sind G und g die Mafzahlen der Grundlinien, H und h
bie Mafzahlen der Hohen zweier Rechtede R und r, fo fei R’ ein Redjted,
bejfen Grunbdlinie g und defjen Hihe H zur Magzahl hat. Dann ift (§. 159)

R:R =G:g,
R': r = H : h; baer durd) Multiplication
B i = U g e

Den obigen @ap pileat man (§. 133, Buf.) gewdhnli) fo ausyudriicten:

Die Fladeninhalte je zweier Redhytede verhalten jid) wie
die Producte threr Grundlinien nud Hodhen.

Folgefahe. a) Die Fladeninhalte je zweier Pavallelogramme ober
Dreiecte vexhalten fich wie die Producte ihrer Gvundlinien und Hohen.

b) Die Fladeninhalte zweier Quadvate verbalten fich wie die zweiten
Potenzen ihrer Seiten, :

§. 161. Lchrfob. Die Fladheninhalte zweier Dreiecde, welde
einen Winfel gemeinjam haben, verhalten jid)wiedie Producte
dev diefen Winfel einfd)liefenden Seiten.

Beweis. Die Dreiede ABC und DEC (Fig. 97) haben Wintel C
gemeinjam. Bieht man BD, jo ijt

Fig. 97. AABC:DBC=AC:CD mb
ADBC: DEC=DBC:CE,
dafer durd) Multiplication

AABC:DEC=AC.BC:CD.CE.

: Solgefah. Bwei Dreiece, weldje einen Winfel
4 B gemeinjam Haben, find flachengleid), wenn die Probducte
der Diefen Wintel einjd)liefenden Seiten gleid) find.

§. 162, Lehefay, Die Fladheninhalte weier dhnlider Drei
ede verhalten fid) wie die Quadrate ihrer homologen Seiten.

Beweis, €8 fei A ABC cv ABC' o BC=4a, AC=b,
BC'=a’, A'C'=D’. Dann hat man, da W. C = C’ ift, nad) § 161
: /N ABC L ABC =g . b alobi=(ara)(bubl

Nun ift nad) der Vovausfepung b: b’ =a:a’, daher drd) Sub-
fitution AABC s AR Gy a) (a1 8) =ut 182
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§ 163. fLehrfake. 1. Die Fladhgeninhalte zweier dhnlider
Polygone verhalten jid) wie die Quabdrvate ihrer homologen
Geiten.

Jolgt aus § 134, 2 und §. 162.

2, Die Fladeninhalte zweicr regulaver Vielede von
gleider Seitengalhl verhalten fid) wie dbie Quadvate der Halb-
meffer der diefen Bieleden ein- und umgefdriebenen Kveife

Folgt aug 1. mit Riidjidt aufj §. 134, 6.

II1. Beflimmung des Jladeninfaltes.
§ 164. Lehrfoh. Der Flideninhalt eines Nedytedes it
gleid) dem Producte aus der Grundlinie und der Hihe
Beweis, €8 fei B ein NRedhted, dag G zur Grumdlinie wnd H zur
Hihe hat, und M bdie Flacheneinheit, 0. i. ein Quadrat, Dbejlen Seite m bie
Qangeneinbeit ijt. Nad) §. 160 Hhat man
R G.H ¢ PHEWA -

Es bedeutet nun % oie Bahl, welde angibt, wie oft die Fladeneinfeit

M in tem gegebenen JNechtede enthalten ift; % und % aber {ind bdie Bahlen,

welche ongeben, wie oft bdie entfprechende Langeneinbeit m besitglich in der
Gurundlinie G und in der Hohe H jenes Redytectes enthalten ift,

Die Mapzahl fiiv den Fladeninhalt eines Redtectes ift aljo gleich dem
Producte der auf bdie entfprechende Langeneinbeit fic) beziehenden WMafizahlen
Der Grundlinie und der Hohe desjelben.

Diefer @ab wird Hivger in der obigen Form ausgebdriict.

Folgefah. Der Fladeninhalt eined Quadrates ift gleid
ber gweiten Potenz feiner Seite.

§. 165, Lehrfike, 1. Der Fladeninhalt eines jdhiefwintligen
Parallelogramms it gleid) dem Producte aus der Grundlinie
und der Hohe (§ 154 und 164).

2, Der Fladeninhalteines Dreiedes ift gleid) dem halben
Broducte aus der Grundlinie und der Hohe (§ 165 und 164).

3. Der Fladeninhalt eines Trapezes it a) gleid) bem Pro-
bucte aus der Halben Summe der Pavallelfeiten und der Hohe
(§ 156); oder b) gleid) dem Producte aus ver Mittellinie und
ber Hihe (§ 57, 1).

4. Dex Fladeninhalt eines vegularen Vieledes ift gleid
oem fHalben Producte aus dem Umfange desdfelben und dem
Abftande des Mittelpunites von einer Seite.

Beweis. €8 feien s, r und { Dezitglich die Wafzahlen einer Seite, der
vom WMittelpunfte gu einer Seite gezogenen Normalen und des Fladjeninhaltes
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g haltis

eines requltiven n-Gcdes. Bieht man vom Mittelpuntte zu allen Ecpuniten
Strecten, o witd daburd) das n-Cd (nad) §. 68, b) in n congriente Dreiece
sevlegt. Der Flicheninbalt eines folcdhen Dretectes ijt 5 baber
s.r _ ms.r
BT
wo ns bie Mafzahl des Umfanges des Bielectes ijt.

Bufa. Dex Sladeninhalt eines nunregelmifigen Bicledes
wirh beftimmt, indem man dasfelbe duvd) Diagonalen in Treiede erlegt, die
Sladheninhalte derfelben fucht und die erhaltenen Dreiedsfldchen abddiert.

IV. Confirnctions- und AWednungsanfgaben.

8 166. Berwandlung gevadliniger Gebilbe.

Gin ®ebilde verwandeln Deift, ein anderes dem gegebenen flachens
gleihes @cbilde conftruieven, das gewifjen Bedingungen geniigeleiftet.

1. Gin Dreied in ein gleidfdentliges guverwandeln, dasg
cine @eite des gegebenen Dreiedes sur Grundlinie hat.

Anuflifung mitteljt der geometrifchen Orter.

2. Gin Dreted mit Beibehaltungeiner Seiteineinanderes
3u verwanbdeln, dasd an diefer Seite einen gegebenen Winkel
a hat.

Trdgt man in ecinem Gudpunite der gemeinjamen eite den Wintel e
auj und ieht dann zu diefer Seite durd) ben gegenitberliegenden Ecfpuntt bie
Parallele, fo ijt der Scnittpuntt der Porvallelen und des zweiten Schentels
von « der gejudyte dritte Echypuntt.

3. CGin Dreied ABC (Fig. 98) unter Beibehaltung eines
Winteld A in ein anberes zu vevwanbdeln, das eine gegebene

ig. 98. Grunbdlinie ¢ hat.

¢ Dan trage ¢ auf A B big D auf, siehe CD,

. und zu ihr pavallel BE; vecbindet man D und E
burd) eine Strecte, o ift ADE bas verlangte Dreied.
N\, Det A ADE =ABC, ba beibe da8 A ABE

B D gemeinjam haben ud A BED = BEC jt.

4, Gin Dreied ABC (Fig. 98) unter Beibehaltung eines
Winteld A in ein anderesd zu verwandeln, dbas eine gegebene
Hihe h hat. e

Grridhtet man AF = h normal 3u°AB, 3ieht FE | AB, CD | EB
und verbinvet E und D durdy eine Strede, fo it AADE=ABC,

b, Gin Dreied ABC (Fig. 99) unter Beibehaltung eines
Wintels Ainein andevesguverwandeln, in weldem diediefem
Wintel gegenitberliegenbe Seite einer gegebenen Gevaden BD
pavallel ift.
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Fig. 99 Analyfis. Jjt AFE bdas gefudite Dretect, alfo
WD e BE (DB, o at juoy AB:AF — AD: AE.
}"'”\ Damit A ABC = AFE fei, mufs and) (nad

NS R G Sl A DA AP AT et AR

N AF=AE:AC fein. Man hat alfo AD:AE
;SB =ALE:AC, b i. AE {ft bie mittleve geometrifdje
4 Proportionale 3u AD wnd AC.

Gonftruction. Man fude 3u AD und AC bie mittlere geometrijdhe
Proyortionale AM (nad) §. 146, Aufg. 3, Aufl. 2), madje AL = AM und
siche EF || DB; AFE ijt bag verlangte Dreied.

6.CiuRedhted ABCD (Fig. 100)inein Quadratzuvermandeln.

Sig. 100, Man verlingere AB big E, jo dafs BE = BC
wird, bejdjreibe itber AE einen DHalbiveis, weldjer die
BC in F jdueidet. Das diber BF conftruierte Qua-
ovat BF G H ijt dem gegebenen NRedjtecte flachengleid.

Denn zieht manw AF und EF, fo ift AB: BF

/ =BF:BE (8 135) sher ‘AB: BE =B :BC,
4 BO HUZ gglid) BF? = AB.BC.

7. Gin Bieled ABCDE (Fig. 101) in ein anderes zu ver:
wandeln, weldes eine Seite weniger Hhat.

Fig. 101. Mean jdymeide durd) eine Diagonale CLE vou dem
qgegebenen Bielecte ein Dreied CD E ab, lege durd
D ju CE bie Pavallele DF, welde die verlingerte
@eite AE in F jdyneidet, und ziehe CF; damn it
bas Bieled ABCDE = Bieled ABCF, weil beide
aug gleichen Theilen beftehen.

Durd) Wiederholung biefer Conftruction Taun
jeves Bielet in ein DreieE veviwandelt werden.

8. €in Quabdrat zu conjtruieren, das gleid) ift a) der
@umme, b) der Differens zweier gegebener Quadrate.

. a) Man conftrniere ein vedhtwintliges Dreiect, dejfen Katheten gleidh find
dent @eiten dev beiden Quabrate; die Hypotenufe ijt die Seite des verlangten
Quadrates (§. 157),

b) Die Aujlofung bevuht ebenfalls auf §. 157,

9. €in Quabdrat zu conftruieven, weldes der Summe
dreier oder mehrerver Quadrate gleid ift

Mo veveinige nad) der Anfgabe 8. a) zuerft zwei Quabdrate mit
einander, dag gefundene mit dem dritten u. §. w.

§. 167. Theilung gevabliniger Gebilbe.

1. €in gegebenes Dreied durd) Gevade, welde vou cinem
Cdpunfte ausgehen, a) in gleide Theile, b) in Theile zu
thetlen, weldye in einem geqebenen Bevhaltuijie ftehen.

[
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Man theile die Gegenjeite a) in gleiche Theile, b) nach dem gegebenen
Berhiltniffe, und ziche von dem Ecdpunfte Strecten nac) den Theilungspuniten
(8 154, Folgef. oder §. 159, a).

2, Gin Dreied ABC durd) Gerade, welde von einem aunf
einer Seite AB liegenben Bunfte M ausggehen, in drei Theile
su theilen, welde fid) wiem:n:p verhalten.

Man theile dag Dreied (mad) 1) durd) die Geraden CD und CE nad)
bem gegebenen Verhiltuiffe und vevwoandle (nad) Aufg. 3 in §. 166) die Dretece
ADC und BE C in zwei Dreiece iitber den Srundlinien AM und BM.

3. Cin Dreied ABC (Fig. 102) durd) Gerade, welde einer
@eite BC pavallel find, in Theile zu theilen, welde in einem
gegebewen Verhdaltnifie m:n:p jtehen.

Fig. 102. Theilt man AC in den Punften d und e nad
bem Verhiltnifje m:n:p, o hHaben bdie Dreiece
ABd, dBe und e B C bie verlangte Guife. Man
verwandelt nun die Dreiede ABd und ABe mit
Beibehaltung des Wintels A (nad) § 166, Aufg. 5)
in bie Dreiecte A FD und A G E, in denen die Gegen=
. —\ feiten FD und G E der ©eite B CparaHeI finb; FD
4 F " B b GE find damn die gejuchten Theilungslinien.

Qft m =n = p, fo witd dag A\ ABC in gleiche Theile getheilt.

4, Gin Parvallelogramm durd) Gevade, welde einer Seite
pavallel find, a) in gleide Theile, b) nad) einem gegebenen
Berhaltnijfe gu theilen. ;

Die Aufldjung ecgibt fihg aus §. 154 oder § 159, a.

b, Gin Trapez durd gevade Linien, welde die beiden
Pavallelfeiten fdhneiden, a) in gleide Theile, b) nad) einem
gegebenen Berhaltniffe su theilen.

Die Auflofung ift jener der vorhergehenden Aujgabe analog.

b. €in Trapez durd) Gervade, weldhe den Pavalleljeiten
parallel find, in Theile su theilen!, welde in einem gegebenen
Berhaltnijje ftehen.

Durdy die BVerlangevung der nidhiparallelen Seiten bis 3u deven Sdniit-
punfte ift die vovjtehende Anjgabe auf die Aufgabe 3 zuviidgefithet.

§. 168. Rednunggaufjgaben.

1. 3n einem gleidhfeitigen Dreiede ijt 1) die Seite a, 2) die
Hohe b gegeben; wie qtofj ift ver Fladeninhalt £? )

1) f=2y8, 2) f=5 V3.

2, Gu einem gleidhfdhentligen Dreiede ijt a die Grundlinie, b

der @dpentfel ; man fudye den Fladeninhalt f.

fz--z Vivi—at,
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3. Ju einem Dretece find die drei Seiten gegeben; man bevechue die
ju einer @eite gehivige Hohe und den Flacdheninhalt.

Fig. 103, Gs fei in bem Dreiede ABC (Fig. 103) bie
g @eite BC=a, AC=Db, AB=c¢, die Hthe CD
/\ = h und die ©trede AD = x, ‘Jtad) S 1681 ift

4 . a? = b? -} ¢? — 2ex, daber Xéu—;e—a*
v/ Nun ift h?=Db* —x*= (b + x) (b — x), ober

(o L) = )

2bc+b’—l—c —31‘ 2l>c—b_’~c T B (b-l—c)’-—a a'—(b=—o)"
2(: 2¢ 2¢ ¢ 2¢ £

vaher h = 20V{b—|—-c-|—u)(b—|—c—-a) @+b—c)a—b+o)
Dviidt f den Flacdheninhalt des Drefectes A B Caus, fo ijt f= 9‘;)]—1; mithin

f=iViet+tbFrebtec—a)a—btc @tb—o).
@ept man nun den Umfang a -+ b + ¢ = 2s, o echilt man, wenn
von diefer Gleidhung folgeweife 2a, 2b, 2¢ jubtrabiert wird,
b+e—a=2(—a), a—bt+ec=2(6—h), at+b—c=2 (s—e),
folglid) ijt f=V s(s—a) (s—b) (s — c).
2. S einem Trapeze jind die vier Seiten gegeben; man bcwc{)ue die
Hihe und den Fladeninhalt,

gigs 104 G5 fei (3ig. 104) AB—a, CD =h, AD = cunb
D C BC=4d, die Hohe h und dev Flacheninfalt £ Bieht man
CE | DA, fo find in dem Dreiede BEC bdie Seiten
BE =a—b BC=d und CE =c¢, oaler (nad

A4 7 5 Aufg. 3) die zu BE gehivige Hihe
== é_(Tl—“b')_ . Vie+d+a—b)(e+d—a+b) a—b+ec—d) !‘a—b—c-«l—u)w.
Da nun h gugleid) die Hihe des Trapezes, und der Fladjeninhalt desjelben

f = 9+_l’ . h ift, fo folgt

s Z_B;_tbb) Vibtetd—a)atedd—b)(atd—b—c)at+e—b—ad).
V. Bbungsfabe und (bungsanfgaben.

§ 169. ibungsidpe.

1. Die Summe der drei Novmalen vou einem Punfte im Junern eines
gleidhfeitigen Dreicctes anj die Seiten ijt gleih) der Hiohe des Dreiectes.

2, Qebe dburd) den ©dnittpuntt ber Diagonalen eines Pavallelogramms
gezogene Gevade Halbiert dasfelbe.

3. Bieht man durd) die vier Eckpunite emeﬁ Bierectes Pavallele 3u den
Diagonalen, jo ift bag von ihmen gebildete Pavallelogramm doppelt jo grof
alg das Bieved.
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4, Bieht man in einem Paralelogramme durd) ivgend einen Puntt einer
Diagonale Pavallele su den Seitenr, fo find die vou der Diagonale nidt duvdy-
fhuittenen Parvallelogramme fladengleid) (§. 54, a).

. Bieht man von dex Mitte einev Dder nidh)t parallelen Seiten cines
Trapezes ©trecden 31 Den Gudpumften ber anbevn, o ift bag dadurd) be-
jtimmte Dreiect gleich ber Halfte des Trapeses.

6. Beweife mit Hilfe entfprechenver Conjtructionen, bdajs die folgenden
avithmetifhen Fovmeln and) im geometvijdhen Sinme ridtig find:

(a 4+ b)*=a*-+ 2ab 4 b?
(a — b)=a®*— 2ab 4 b?
(a 4+ b) (& — b) =a?— b2

7. Die @umme der Quabdrate iiber zwei Seiten eines Dreiedes ift
boppelt fo grof al8 die Summe aus dem Quabdrate {iber dev halben dritten
©eite und iiber der Ddiefer dvitten Seite zugehivigen Sdpwerlinie (§. 158, 1
und 2).

8. Die vierfadhe Summe bder Quadvate itber den Schwerlinien eines
Dreiectes it gleid) der dreifachen Summe der Quadrate ither den Seiten.

9. Jn jedem Pavallelogramme ift die Summe der Quadrvate itber den
pier Seiten gleid) ber Summe der Quabdrate itber den beiden Diagonalen.

10. Confteniert man iiber den @eiten eines vedhtwinfligen Dreiecdes als
homologen Seiten &huliche Bielecte, fo ijt das Bieled itber bev Hypotenuje
gleih der Summe der Bielecte {iber den Katheten (§. 163, 1 und § 1567).

11, Unter allen Drefecten von gleicher Grundlinie und gleichem Umfange
ift bas gleid)jdentlige das grdftmigliche (ein Wagimum).

©8 fei a dbie Grundblinte, s die Summe bev Deiben anbeven Seiten, und, wenn bdiefe

wngleidy finb, % + x bie grisfere, F; — x bdie fleineve Seite; dann iff bder Flideninbhalt

=+tV(Eta) s —a)@—=2x @af2x) =itV (B —a) @ —4x).

Se [leiner x ift, defto grfer ift f, und am grdfiten, wenn x = 0 wird, b, §. wenn
vag Dretect gleid)identlig ift.

12. Unter allen Dreiecten von gleicher Grvundlinie und gleihem Flachen-
inhalte ijt der Umfang des gleidhjdhentligen der fleinjtmbdgliche (em Mintmum).

Aus f =1 \/ (s"—a?) (a? — 4 x°) folgt 8 = \/— ihfxg e s

s unb daber aud) der Umfang u = a - s erhilt u[]o ben Meinften Wert, wennx = O
wird, b, 1. fitr das gleididhentlige Dreied,

13, Unter allen n-Gden vow gleihem Umfange hat dag vegulire den
guoften Flacdeninhalt.

Dad grifite n-Cd pon gegebenemn Umfange mujs gleidifeitig fein. Denn wiven
jet Seiten AB und B C ungleid), fo fbunte man bdas Bieled, obhme den Umfang zu
dindern, boduvd) vevgvifern, bdafé man ftatt de8 A A B C iiber der Grunbdlinie A C ein
gleidyfhenfiiges Dreiedt conflrniert, worin feder Scjentel § (AB 4 BOQ) ift (Sap 11).
Liifst fich aber das ungleichieitige Vieled ofhne Anbderung des Umfanges vergrbfern, fo ift es
nidit ba8 griftmiglide.
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14. Unter allen n-Gden von gleidgem Flacheninhalte hat das vegulive
oent fleinjten Umfang.

St p ein veguliives n=Gd von dem Umfange u, P ein nidit vegulived n-G¢ mit
bemjelben Fladeninhalte und dem Umfange U, ferner p’ ein vequliives n-Gd mit bdem
Umfange U, fo ift P << p’ (nad) 13), alfo ba p = P ift, aud) p << p’; dann mujs aber,
ba p oo p'ift, u << U fein,

§ 170. Conftructionsdaunfgaben.

1. Gin Dveiedd in cin gleid)jdentliges s verwandeln, von weldem
geaeben ift a) bie Grunblinie, b) ein Schentel.

2, Gin Dreied unter Beibehaltung eines Winfels in ein vedhtwintliges
su verwandeln (Aufg. 5 in §. 166).

3. Gin Dreied in cin vedhtwintliges su verandelnr, von weldem gegeben
ift a) eine Kathete, b) die Hypotenufe.

4. Gin gegebened Dreied in ein gleihfeitiqes su verwandeln (Aufg. 2
unb b in §. 166).

5, Gin Drveied in ein anbeves zu vevwandeln, a8 einem gegebenen
Dreiece abulid) ijt (Aufg. 5 in §. 166).

6. Gin Pavallelogramm in ein andered zu verwandeln, weldes a) einen
gegebenen Winkel, b) cine gegebene Geite, c) einen gegebenen Winfel und
eine gegebene @eite fat.

7. Gin Dreied durd) eine Gerade, weldje u einer Seite novmal ijt, 3u
Halbieven (Aufg. 1 in §. 167 und die obige Aufy. 2).

§ 171. Redhnungsaunjgaben.

1. Qn einem rechtwintligen Dreiecte find gegeben a) die Hypotenuje und
eine Kathete, b) eine Kathete und bdie zur Hypoteruje gehdrige Hohe; bevedhne
den Flacheninfalt.

2% Den Fladeninhalt eines redtwinfligen Dreiected zu  Dbeftimmen,
wenn gegeben Jind:

a) die Hypotenfe und die Summe dev beiden Katheten;

b) eine Rathete und die @untme der Hypotenufe und der anbdern Kathete,

3% Su eiem vechtwintligen Dreiece find der Flacheninhalt und die zur
Hypotenufe gehirige Hohe gegeben; beftimme die dret Seiten.

4% S einem vedhtwintligen Dreiede find bdie Hypotenufe und ber
Flacheninfhalt gegeben; bejtimme die beiden Katheten.

5* Aus bem Umfange und dem Fladjeninbalte eines vechiwintligen
Dreiecfes dejfen Seifen zu bevedynen.

6. Aus der Diagonale d (36 em) eines Quadvates den Fladpeninhalt £
3u beredhnen.

7. Aus einer Seite a (772 m) wnd der Diagonale d (12:5 m) cines
Rechtectes den Flacheninhalt £ zu beftimmen.



8% Yug bem Umfange und dem Fldcheninhalte des Rechtectes beffen
@eitent 31 bevechnen.

9. Wie qeof ift die Seite cines gleichfeitigen Dreiectes, defen Fladen-
inhalt 2 m? betrigt?

10.* Den Flldeninhalt eines gleidfeitigen Dreicced aus dev Summe
per Seite und der Hohe st beftimmen.

11. Aus der Grundlinie a (2:34 m) und bem Fladeninhalte £ (3 76 m?)
cines gleidyfchentligen Dreicctes den Schentel b zu bevechmen.

12.* Den Fladeninhalt eines gleidjdentligen Dreiectes zu bejtimmen,
wenn gegeben find:

a) die zur Grundlinie und zu einem Schentel gehorigen Hihen;

b) bie Grunbdlinie und die zu cinem Schentel gehivige Hibe;

¢) ber Umjang und die jur Grumdlinie gehirige Hihe.

13. Sn einem Dreiece find wei Seiten a, b und die jur dritten Eeite
gefbrige Hohe h gegeben; bevecne den Flacdeninhalt f.

14, Sn o einem Drveiede {ind wei Seiten a, b und die Sdpwerlinie m
bev dritten gegeben; berechne £

Berlingere im A ABC bdie Sdhwerlinie CD nm ihre eigene 2inge bis E unb jziele
AE; bann it AABC=AKEC, baher nad) § 168, 3

f=1V@a+b+2m)(b+2m—a)(a+f+2m—Db) (a--b—2m).

15, Gu einem Drelece find die drei Sdywerlinien m, m’, m*’, gegeben
bevedyne f.

Da (Fig. 86 mb § 61) AABC =3A0B ift, jo erhilt man nad) Aufg. 14

f=31VmFmFm") mFm"—m) m+m’—m) (m-+m —m").

16, Jm einem Dreiece find die dret Hohen h, h', h* gegeben; beftimme £

1
Vo+p +p) 0 +r"—p 0+ —9) o+ —p")
wenit shige s S L efest wird
h_pl 114—p111t|“p g &

17. Die Diagonalen eined Deltoids find D (45 em). und d (32 em).
Beftimme den Flacheninfalt.

18, Den Fladyeninbalt eines Nhombus zu bevedyren, wenn a) Dbeide
Diagonalen, b) die Seite und eine Diagonale gegeben find.

19. Weldye Beyiehung finvet zwijdhen den Seiten a, b uud dben Diago-
nalen D, d eines Parvallelogramms ftatt?

Unter Amwending von § 158, 1 und 2 erhilt man D? - d* = 2 (a* + b?).
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Finfter BbTdnift.
Mapbeftimmungen am Kreife,

I Beredmung der Fehuen- und Tangenfenvieledie.

§ 172. Das Sehuens und Tangentendreied.

Fig. 105. 1. @8 fei O (Fig. 105) ber Mittelpuntt, CD ein
Durdymefjer des dem Dretede A BC umgefdhyricbenen
Rveifes und CE | AB, fernee BC=4a, AC=b, AB=c¢,
CE=hud 0C=R. DaACBDOCEA, fo ift
CD:CA = CB:CE, odet 2R:b = a:h; mithin

9hR=ab, und 2¢hR = abe, oder
4fR =abe,

wenn f den Fladeninhalt des Dreiectes A BC begeidymet.
Mean bhat dabher

abe abe abe
f="% o == — e (§. 168, 3),

wo 28 = a -+ bt e ift.

Fite dag eingefdhricbene gleichieitige Dreiect ift a = b = e, daber

f:f‘:i, R=;é ls/guubaf—R\/B

2, B3 fei O (Fig. 106) der Mittelpuntt, 0D =0F =0E =r
ber Palbmefjer des dem Dveiecte ABC eingefdyricbenen Kreifes und f der
Flacheninhalt diefes Dreiedes. Man hat

f=ABOC-+ AOC + AOB, ober

: b
Fig. 106. f=F+3+F=50+b+to0
b Wen a + b 4 ¢ = 28 gefept wird, ift
L - f—rs, unb r — - pber
i DD :
0,-15 A1 0, s—a i §—0
/ ﬂ\, o \ (§. 168, 3).
(4 il das umgepd)uebene gleichieitige Dreicd,
defjen @eite a ijt, hat man
f:%—r,r:alﬁ/ unba.—-%=~r\/%

Bufah. it O, der Mittelpunft einesd dufeven Bevithrungsbreifes

(§. 86, Bujap) und O, G beffen Rabius, jo ijt
AR + BOLG-»— BOIC e _AE’,(:}l _.|_ Acol L BCOI s 021"1 L
bl'l ey ‘a“rl
2 g !
f=2b+te—a)=73.26—8)=r(s—a)mdr=

fomit

s—a
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Auf gleihe Weife finbdet umn bezitglic der Deiben andeven dufeven Be-
vithrungstreife r, —

_B’ = :
Daraus ergibt f[d) i +_ L = B_a—ttfiw — =
o f3 iﬂ Ay i ; ;

lmb T Ty rg = (s—a) (5—1)) (s—o) o vig = S S_ == _!"‘.l TD[TII': LY, Eole — fZ.

§. 193. Das ein- und das umg‘eic[;rief)ene Quabdrat.

Deifen s, und S, bdie Seiten des ein- und bes nmgefdjricbenen Quabdrates
md r e Halbmeffer des Kreifes, fo ijt

8, =1rV2, 8, = 2r; und*umgelehrt
g el
r="2ty2— 21

§174. Dasgein- und das umgejdriebene reguldve Sedsed.

St (Fig. 107) OA =1 der Dalbmeffer des Kreifes, AE = s, bie
Seite des cingejdyrichenen, HK — S; bdie Seite bes wmgefdyricbenen veguldren
Sedysectes und OL | HEK, jo hat man

iy = (5 L)

Serner ift HK; AE — OL; OG, alfo S, : 1 :r:\/ 8

oder
Se :r=r: V3, baher
2r 2:\/3
S == D
§. 195.% Die einem Kreife eingefdriebenen reguldren
Behit- und Fitnfede.
1. Nad § 141,1 ijt r:s;g=s,9: T—5;p), aljo 8%, J-r5,,=12
worvaus fid) exqibt
810 =g (V5—1).
2. Ferner ijt uacI) &, 141, 2

sh=sh, F =1 (6— zvr))-|-r2={; (10 —2V5) ; daber
2y

Vv
Bufal, Mit Niidfidht anf den il[uébr.u& =

r ben Halbmeffer bes bem reguliven is’szecfe pon ber Seitenlinge s; umgejdyriebenen, »
ben Halbmeffer des bdiefem Fiinfede eingefdjriebenen Kreifes und d die Diagonale des %imf:
ecfed begeichuet,

85 4 8 ';~ 8y
T f50+10\/5, r = 13\/454-10\/5, d=3 a+yo).

.).

(10— 2 \/ B erhilt man, wenn

2

§ 176. Aus der Seite sy eines einem gegebenen Kreife
etngejdhyriebenen veguliven Bieledes die Seite Su des bem-
Mo&nit, Geometrie fiix die oberen Clafjen. 7
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felben 8veife umgejdyviebenen vreguldvenBieledes vou gleidher
Seitengahl zu beftimmen,

St (Fig. 107) OA =1 der Halbmeffer des Kreifes und AB =5, die

Fig. 107. Seite des eingejdyriebenen reguliven n-Edes, o ijt, wenn
(o} ——  OE | AB, und bie Tangente durc) E von den $Halb-
7 mefjeen OA wd OB in C und D gefehuitten wird,

£

CD =85, bie Seite des umgejdriebenen vequltiven n-Eefes.
Da dban A CDO « ABO ijt, fo folgt
LGy CD:AB—=0L:OF, ober

SutSa=1: \/r2 = -Z“, dafher

S
£
=

B STl KIS
I = G 5
J/ \/1‘* ks

§ 177. Aus ber Seite sa eines einem gegebenen RKreife
eingefdyriebenen veguldven Bieledes die Seite s des bem:
felben Rreife eingefdhriebenen veguldren Vieledes von doyp-
pelter Geitengahl 3u bevednen.

Haben r und s, die ihnen im § 176 beigelegte Bedeutung und jieht
man (Fig. 107) OE | AB, jo ijt die Sehue AE — s, die Seite bes ein-
gefdyricbenen veguldven 2n-Gdes, Man hat mum nady §. 135, 1

2r:AE— AE: EF, ober, ba EF=OE'—OF:1'—\/1‘T— = iit
AT ¢ Sap = Son ! ( \/1 —-—ﬁ) daher Sgu*.ﬁ‘l i \/
b sg,lf\/Qr(r_.\/ g.ﬁ)

II. Weflimmung der Weripherie und des JFladeninfaltes eines Sreifes.

8. 178, Lehrfike. 1. Die Peripherie eines Kreifes liegt fitr
jebe Seitengahl des ihm ein- und des ihm umgejdriebenen
Vieledes gwifden den Umjangen diefer Bielede.

Beweis. Bieht man in einem Kreife, bemr ein Vieled eingefdyrieben
ift, von je swei aufeinander folgenden Ecdpuntten bdesfelben zu eimem Punkte
des von ibuen Degrengten Bogens Sehuen, jo exhilt man ein neues einge-
jdpviebenes Bieledd von boppelter Seitengahl, defjen Umfang gebfer ift als ber
Umfjang des fritheven (§. 34, 1). Fihet man auf diefe Avt mit ber Vermel)-
rung der ©eitengahl dev eingefdricbenen Biclece fort, jo wadyst mit der
&eitenangahl aud) der Umfang derfelben, ohne jedodh je mit der Peripherie
des Rueifes sujommenfallen zu founen, da alle BVieledsieiten als Sebhuen bes
RQreifes ftets innerhalbd desjelben liegen.
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Bieht moan an  einen RKreis, dem ein BVicled umgejdyrieben it
swifdhen je awel aufeinander folgenden @eiten desjelben eine Tangente, o
entteht ein nenes umgejchricbenes Bieled von doppelter Seitenzahl, bdefjen
Umfang fleiner ift als der Umfang des friiheven (§. 34, 1). Bei jo fortgefester
Bevntehrung der Seitengahl der umgejdyrichenen Bielecke nimmt der Umfang
derjelben fortwihrend ab; ev fann jedoch nie mit der Periphevie bes Kreifes
aufammenjallen, da alle Biclecsfeiten als Tangenten des Kreijes jtetd anperhalb
oesfelben legen.

2. Der Unterfdyied zwifden den Umfdngen des einem
Sveife ums und des ihm eingefdriebenen veguliren Bieledes
wivd bei fortgefest wadfender Seitenanzahl unendlid) tlein

Beweis., Sind CD und AB (Fig. 107) die Seiten, Un und un die
Umfdnge des einem Kveife unt- und des ihm eingefdvicbenen vegultiven n-Eces,
fo ijt nad) §. 134, 7
Up:uy = OFE : OF, baber {U“ — ) : Uy =(0E—OF):0E, uud

U, — Un = 5% .(0E — OF).

Mit dem Wadpfen von n mmmt wun Uy, folglid), dba OE conjtant ijt,
and) gf ab; OE — OF = ET ijt fleiner al8 die @eite AL bes veguliven
2n-Eces, diefe Seite aber nimmt unendlid) ab, wenn n ohune Eude zunimmt:
mithin nimmt and) Up— uy mit dem wad)fenden n unendlich ab.

§ 199. fLelpfife. 1. Die Flade eines Kreijes ift grofer als
diec Fladpe ivgend eines ihm eingejdriebenen, und fleiner als
pie Fladhe ivgend eines ihm nmgefdyriebenen Bieledes.

Denn die Flade des eingefdhriebenen BVicleckes ijt ein Theil der Kreis-
fltiche, und diefer wieder ein Theil der Flade des nmgejdyricbenen Bieleckes.

2. Der Unterjdyied gwijden den Fladeninbalten bes einem
Rrveife um- und des ihm eingejdhriehenen veguliven Bieledes
wirh bei fortgefest wadfender Seitenangahl unendlid) flein

Beweis, Sind CD und AB (Fig. 107) die Seiten, Fn und £, die
Flacdheninhalte des einem RKreife um= und des ihm eingefdyricbenen veguliven
n-Gdes, fo it (nach) §. 163, 2) Fy: fu = OE2: OF?, baher

Fa—fy) : Fn = (OD*’ O0F?): OE? und
Py By = =2 (0 B8« OFS,

OE’
Mit dem wadyfenden n nimmt nun Fyn, daher and) % ab, und
OE? —OF2=0A%?—0F*= AT? witd unendlich flein; aljo wird aud
ver Unterfdyied Fn — fu bei fortgefepter Bevmehrung dex @etteusaﬂ unendlid) flein.
§. 180. Jit einem RKreife ein regularves Vieled eingefdhrieben und ein
andeves umgefchrieben, jo folgt aus §. 178, 1 und 2, dajs fid) bei umendlich
7%
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wadpjender Seitengahl die Umijange befder Biclede, und zwar der Umfang
e eingejdhricbenen bei fortgefeptem Wadhjem, der Des umgejchricbenen bei
fortgefesitem Abnehmen, demfelben gemeinjamen Grenzwerte, ndmlid) der Pe-
riphevie bes Rreifes udhern. Die analoge Beziehung finbet nady §. 179, 1
wd 2, zwifden ven Fladeninhalten der ein- und umgejdriebenen veguldren
Bielecke und der Kreisflidye ftatt.

Hievauf bevuhen folgenbe Definitionen:

Die Linge der Perviphevie eines Kreifes ift der gemeinfame
Grengwert der Umfinge der dem RKreife ein= und umgejdyvicbenen vegulaven
Bielede mit wadjjender Seitenzahl; der Fladeninhalt des Kreifes {jt
oer gemeinfame Gvengwert der Fladeninhalte derjelben Vielece.

§. 181. fehrfok, Die Pervipherien zweier Kreife verhalten
fid) wie ihre Halbmefjer, oder wie ihre Durdmeijer.

Folgt unter Anwendung des Grenzbeqrifies aus §. 134, 7.

Folaefabe. a) Duiiden p und P die Periphevien zweier Kreife aus,
peren Halbuwejjer r und R, deren Durdymefjer d und D find, jo ift p: P
= 1r:R umd p:P=d:D. Ang der sweiten Proportion jolgt p:d=P:D,
0. . ba8 LVerhdaltuis der Pervipherie zum Durdmejfer ift in
allen Rreifen ein conjtantes. Diefes conftante Verhiltnis bezeichnet

man durd) die Babl x, fo dafs T- = - = = ijt.

b) Aus ben lehten Ausdriiden folgt: p=4dz oder p=2rax, b. b,
pie Peripherie eines Kreifes ift gleid) dem Producte aus dem
Durdymefjer uud der Jahl =

o) Gt r=1 it p=2x, alfp x =

o+ Die Jahl & fann demnad
and) al8 die MaBzahl der Halben Peripherie eines Kreifes,
deffen Halbmejfer = 1 ift, betvadytet werden.

§ 182, Bervednung der Fahl =

Nad) § 171, ¢ ijt 2z bie Mafizahl fiiv die gange Periphevie eines
Rreifes mit dem Halbmeffer r=1. Um diefe nibherungsdweife zu beftimmen,
bevedhuet man die Umjhnge bes ein= und des wmgejdhrichenen vegultven
n-=@ces fiir r=1 und fiir ein jo grofes n, dais der Wert, um weldjen bdie
beiden Umfjinge Ddifferieren, vernacdhldfjigt werden darf. Die Decimalen, in
“Denen die Umfdnge iibereinjtimmen, gelten dann aud) fitv die gejuchte Peripherie
bes freijes.

@3 joll 3. B. die Bahl & auf 4 Decimalftellen genau beftimmt werden.
Geht man Dbei der Bevedhnung, wie e8 am bequemiten ift, von dem eingefduie-
benen veguliven @edhSece aug, in weldhem die Seite s; = r = 1 und der
Umfang us = 6 ift, fo exhdlt man (§. 174) fiir dag umgejdyricbene Secdysect
bie @eite Sy = 1°1547005.. und den Umfang Uy == 6-928203.. Aus u,
und U, Dbevedyuet man nad) §§. 176 und 177 U, und u,,, ang diefen mwieder
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Upy mmd uy, . f. w., bi8 man auf U,y =6'283194,. und w,,,, =
6:283181.. fommt. Da fidh diefe Umftnge exft in der fituften Decimale von
cinander untevidjeiven, fo egibt fich anf 4 Decimalen genau 27z = 62832,
paber 7 — 31416,
Nad) demfelben Verfabren exhalt man auf 20 Decimalen genan
m=23'14159 26535 89793 23846.

Die Bafl & ift juerft von Avdjimedes beffimmt worden, welder 8% > o = 31%
fand.  Die erfte Zahl wird hinfig gebraudyt, wo es nidht auf grofe Genauigheit anfomut;
fie ift genaner al8 bev ebenfall8 oft gebraudyte NaherungSivert 314,

Ludolf von Ceulen beveduete # auf 85 Decimalfiellen; nach ihm wird 7 aud
ote Qubolffde Sahl genannt.

§. 183. £ehrfabe. 1. Die Fladeninhalte zweier Kreife vers
halten fid) wie die Quabdrate threr Halbmefjer.

2, Dev Fladeninhalt eines Kreifes ift gleid) dem Hhalben
Producte ausd der Peviphevie und dem Halbmejjer.

Die Ridytigheit dev beiden Sihe evqibt fich nady dem Svengbegriffe aus
SIR 63 R 65,0,

Folgefak, Dritdt r den Halbmefjer, p die Peviphevie und £ den Fladyen-
inbalt eines Rueifes aug, fo ift £=1p., oder, da p=2rx i,

e,
0. b der Fladeninhalt eines Rreifes ift gleidh dem Producte
aug bem Quabdrate des Halbmeffers und der Jahl .

Sufeb. Der Fladeninbhalt eines Kreisvinges ijt gleidh dem
Producte aus dev Summe dev beiden Kreisumfinge und der halben Bueite des
Riuges.

III. Veftimmung der Sreisbogen und Streisfectoren.

§. 184. Lelpfabe. 1. Ju demfelben Kreije verhalten fid) die
Rreisbogen wie die yugehbrigen Centriwintel.

Fig, 108, Beweis, E8 feien die Bogen AB und CD

B (Fig. 108) commenfurabel; AM fei by gemeinjomes

(’/\ 25 W Maf, und ywar AB=m.AM, CD =n.AM; fomit
5 AB:CD=m:n. 3Bicht man zu jedem Theilungs-
i punfte ber beiben Rveigbogen Palbmefier, fo ift aud)
( %W AOB—=m.AOM, 9 COD=n.A0M

(8. 78, 3), folglih W. AOB: W, COD —=m ; n;
und jomit
Bog. AB:Bog. CD=8W. AOB:®. COD.
Dafs diefe Proportion aud) damn ftattfinvet, wenn AB wnd CD in-
commenjurabel find, jolgt aug §. 115,
2. Bwei homologe Rreisbogen vevhalten fid) wie die zuge
horigen Peviphevien (Fig. 47).

S

——
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Beweis, Heifen P und p die Peviphevien zweier Rreife, deven Halb-
meffer OA und Oa find, und find AB und ab zwei Bogen, weldye in diefen
Rreifen 3u dem Centriwintel e gehoren, fo hat man (nad) 1) Bogen AB: P =
a: 360, und Bogen ab:p=a:360; daher Bogen AB: P = Bogen ab:p,
oder Bogen A B Bogen ab="P:p.

Solgefah. Bwei Homologe Kreisbogen verhalten jid) wie thre Halbmejjer
(. 181).

§. 185, Ldnge eines Kreigbogens.

1. 3it b die Qange eines Kreisbogens, der zu dem Centriwintel
o gehbet, und r der PHalbmeffer bes RKreifes, fo hat man nady §. 184, 1

BN dn AL e ]
b:2rz = a:360, daher b—r.lso.
2. §iiv r=1 ift b=77% Der Aushrud {7 gibt aljo die Linge

0e8 Bogens von ¢ Grad filr den Halbmeffer 1 an; wiv wollen
diefen Ansvrud fitvzer durd) arca bezeidynen.

3. s b=r.J5 =r.arca folgt: Die Linge eines Kreis

bogens it gletd) ber Linge des homologen Bogens fitr ben
Halbmejjer I multipliciert mit dem Halbmeffer des exvjteven.

4. Dag Lingenmaf eines BVogens filr den Halbmefjer 1 witd Hiufig
aud) als Maf ves zugehovigen Winteld felbjt angenommen und Hiernad) 27
filv den vollen Winfel, = filv den geftrecten, ;5 filr den vedpten Winfel, all-
gemein arca filv ben Winfel « gefept. Dies ift jebod), da Langen wud
Wintel al8 ungleidhartige Grofien tm eigentliden Sinne nidt durd) einander
gemeffen yoerden fommen, fjtet8 nur in dem Sinne ju verjtehen, dajs aus dex
Bogenlinge fitv ben Palbmeffer 1 ungiveidentis oud) auj die Anzahl Grade
des augehirigen Centrimintels gejdhloffen werben famn.

§. 186. Lehrfafe. 1. Jn demfjelben Rreife verhalten fid) die
Rreigfectorven wie die sugehvigen Centviwintel,

2. Bwei homologe Kreigfectoren verhalten fich wie die
Fladeninhalte dev gugehdrigen gangen Kreife.

Die Beweife jind analog den Beweifen zu § 184, 1 und 2.

Folgefaly. Bwei homologe Kreisfectoven verhalten fid) wie die Quabrate
ihrer Halbmefjer (§. 183, 1). ‘

§ 187. Lehrfoh. Der Flideninhalt eines Rreisgfectors it
gleid) dem bhalben Producte ausd dem im Langenmafe anusdges
dritdten Bogen und dem Halbmefjer.

Beweis, Begeidhnet £ den Flicheninhalt eines Kreisfectors, der fitr
ven Halbmefjer r dem Centrivvinfel « entjpricht, und b bdie Linge des u-
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geh‘drigen Bogens, fo hat man (nad) § 186, 1) f:r’w=a: 360, bdaher

f= "5, ober ba TEX = b ift (§. 185, 1),

br
f=2
2
Bufah. Der Fladeninhalt eines Kreisfegmentes ift, je nad-
dem dasjelbe fleiner ober grofer al8 ber Halbfreis ift, gleid) dev Diffeveny
oder Dev Summe aug der Fladye des sugehrigen Kreisfectors und dev Dretecs

fliche awijchen der Sebhne und ben beiden Halbmefjern.

IV. 3ibungsanfgaben.

§ 188. lbungsjate.

1. Die Diagonalen eines Sehnenvievedes verhalten fid) wic die Summen
der Probucte der in fhren Eudpuntten zufammenjtofenden Seiten.

Man beftimmt die Flacheninhalte der zwei Dreiede, in welde das Bieved durch die
eine Dingonale zerlegt wird, mit Riidfidt auf §. 172, 1, aus bden bdrei Seiten und dem
Halbmeffer ves wmgefdjriebenen freifes, dbann ebenfo die Fladheninhalte der beiben Dreiede,
in welde dag Bieved durd) die sweite Diagonale zerlegt wird, und felit die Summe bder
erfteven gqleid) der Summe ber lefiteven,

2. Befdyreibt man iiber den RKatheten eines in einen Halbfreis ein-
gejdrichenen vedptwintligen Dreiectes Halbfreife, jo ift die Summe dex dadurd)
qebildeten Monde (§. 92) gleidh) Dber Fladge bes rvedhtwinfligen Dreieces.
(Rehrfap Des Hippofrates.)

Der Flicheninhalt des Dreiectes und der beiden Ileinen Halb:

Big. 109, Yreife ift gleid) dem FlacheninBalte be?, grnf}eu fgn[b!reifeﬁ und ber
& i beiden PMonbde, jomit % -+ b—” -}— —}— 0% U Yok I, fortiit
[ g) ift wegen a? 4+ b? = c? aud --2 =14 IL
A ¢

3. Grridytet man itber den bdrei eiten cines vedhts
winfligen Dreiecdes als hHomologen Seiten dhulihe Figuven, jo ift die Figur
fiber ber Hypotenufe flachengleih mit den beiden Figuven iiber den Katheten.
(Algemeiner Pythagoriijdher Lehriab.)

Seien die iiber den Seiten a, b, ¢ (Fig. 109) ervidteten dhnlichen Figuven mit
A, B, C bezeidnet, fo ift nad) §. 163 ‘

A:B:0=a:b%:c?undb (A4 B): C = (a® 4 b?) : o?; wegen

; a? 4+ b? = c? ift fomit aud) A + B = C.

4, Der freis hat einen grofeven Flacheninhalt als ivgend ein Vicled
von gleidyem Umfange.

©8 fei p ber Flacheninbalt eined veguliven n-Gde§, dag mit einem RKveife vom
Satbmefjer v gleiden Umfang 21 7 fat. Bejdjreibt man in das Bieled einen Kreis, fo hat

diefer cinent Dalbmefjer ¢ << r, weil (nad) §. 178, 1) 2oz << 2rm ift. Selit man daher

¢ =1 — d, fo ift (nad) § 165, 4) p = an_LE,d =1z — dra. Der Fliden:

inhalt r27z ves RKveifes ift alfo gudfer al8 ber Fldacheninbalt p desd veguliiven n-Gdes, folglid
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nad) § 169, 13, umfonehr grofier afg dev Fldadeninfalt eines unvegelmifigen n-Gees von
gleidem Umfange.

5, Der Rreis hat einen fleineren Umfang als irgend ein Bielect von
gleichem Flacheninhalte.

8 feien k und u ber Fladjeninhalt und der Umfang eines Kveifes, p uud U bdex
Flidjeninhalt und dev Umfang ivgend eines Bieledes und k = p. I K der Flacheninfalt
eined Rreifed mit dem Umfange U, fo ift p << K (nad) 4), alfo aud) k << K, und, dba bder
fleineve Kreis den Fleineven Umfang hat, u << UL

8. 189. Rednungsaujgaben.

1. Ju einem Rreife ift r der Halbmefjer, p die Periphevie, £ dev Flachen-
inhalt; aus einer diefer Grdfen die beiden andeven zu bevedmen.

®egeben: a) r = 5°28 m; b) p = 17°75 m; c) £ = 4°0115 am?.

2. Die Linge cines Vogens von «® fiiv den Halbmefjer r ift b, der
Flacheninbalt bes zugehorigen Kreisfectors f; aus zweien diefer Grdfen die
betben anberen zu bevechnen.

3. Wie lang ift arc 1° arc 1‘, arc 1“9 (185, 2.)

4. Beftimme dag Gradmaf ¢° cines Kreisbogens, dejffen Linge dem
Halbmefjer gleich ijt.

o = 1100 = 57°29578°,

5. Beredme die Flade eines Kreisfeqments, defjen Halbmefjer = r und
deffen Sehne dem Halbmeffer gleich ift.

6. Der Flacheninhalt eines Kreidjegments, defjen Sehne a die Seite bes
bem Rveife eingejdjricbenen gleidyjeitigen Dreieces ijt, zu berechuen.

7. Aug dem Fladheninbalte £ und der Breite b eines Kreisvinges die
Halbmejjer der beiden Kreife zu bevechnen.

8. Der Durdymejjer eines RKreifes vom Halbmefjer r wird i dem Ver-
hiltnifle m:n getheilt und duveh den ThHeihmgspunit ein mit dem gegebenen
concentrifher Rreis bejdyrieben; wie grof ijt der Flacheninhalt des dadburd
gebildeten Kreisringes?

9. Wie grofy ift der Flacheninhalt eines Ningausidyuittes, defjen Bogen
05 m und 0°4 m zu Halbmefjern haben und zu einem Centriwinfel von
48° gehiven ?

10. Aus ben Seiten eines Sehuenvievecdes die beiden Diagonalen zu
bevechuen (§. 140 und §. 188, 1).

11, Ju einen Krveis mit dem Halbmeffer r it ein Redyted befdyrieben,
deffen eine @eite a ift; wie grof ijt fein Flidjeninhalt?

12 Der Halbmeffer eines Kreifes ift r; wie grof ijt der Fladheninhalt

13, Wie verhalten fich die Fladheninbalte weier gleidhjeitiger Drefecte,
wenn der dem einen umgefdyriebene Kreis flachengleid) ift dem Dem anbern
eingejdjriebenen ?
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14, Jn den Quadranten eines Kreifes vom Halbuefjer r wird ein Kreis
bejdyvicben, weldher die Schenfel mnd den Bogen des Quabdvanten beriiht;
bejtimme den Flacheninfalt eines britten Rreifes, deffen Halbmefjer dev Summe
aug den Halbmefjern des Quadranten und Hes ihm eingefdhricbenen Kreifes
gleid) ift (2r2ax).

15. Gin Redptedt Hat die Seite des einem Kreife vom Halbmefjer r
eingefcyriebenen gleihfeitigen Dreieces zur Grundlinie und die Seite des dem-
felben Rveife umgejdhriebenen vequltiven Sechsectes zur Hokhe; wie grop ift dex
Umfang eines Kreifes, weldyer mit diefem Rechtece flachengleidy ift? 2rV2a)

Anfang jur Blanimefrie.

TiTung won Confructionsanfpaben nad der Wefode
ey algebrailten Bnalylis.

1. Geometrifthe Confivnction algebraifdher Ausdriicke.

§. 190. Driidt man gegebene Strecten duvd) thre MaFzahlen ausg, fo
ethilt man aud) filv anbere Strectenr, die vom jemen auf eine vorgejdyriebene
Art abhingen, bejtimmte Babhlenansvviide. Sind 3. B. a und b die Maf-
sablen der SKatheten eines vedtvintligen Dreieces, fo ijt Va2 4 b2 ber Sahlen-
ausdruc fitv bie Hypotenufe. Umgetehrt fann ein Bahlenausdrud von bder
Foum Va® - b® wicder in feiner geometvijchen Bedentung Gergejtellt werden,
inbem man ihn alg die Pypotenufe eines vechtwintligen Drefectes conjtruiert,
veffen Ratheten a und b Lingeneinheiten enthalten.

Die Conftruction einer Strede, deven Mafzahl x durd) einen
algebraifdhen Ansdrud beftimmt ijt, [Efst fich anf einen dev nachjtehenden
Dauptjalle zuviictfiihren :

1. §jt x=a-+b zu conjtruieren, fo trigt man auf einer gegebenen
Geraden AB=—a und damnn in bderfelben Ridtung weiter BC=Dhb auf,
wovurd) die Summe a - b al8 eiue cingige Strede A C erfdjeint.

2. Um x=a-—b ju conjtvuieven, trigt man auf einer gegebenen
Gevaden von A aug in eiver beftimmten Ridhtung AB=a, und danu von
B aus in ber entgegengefepten Ridhjtung BC =D auf; die Strede AC ftellt
dann die Difjereny a — b bar.

Jit b>a, alfo x mnegativ, jo erfdeint AC von A aqug in einex
Ridtung, weldpe der urfpriinglid) angenommenen entgegengefept ift.
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3. Der Aushrud x =%’, entftanden aus der Proportion a:b—=c:x,

with al8 viecte Proportionale zu drei gegebenen Streden a, b, ¢ nad
§. 146, 1, conjteuiect.

e — 1’5 fithet zu dex Proportion a:b=Dhb:x, unbd bildet die dritte
jtetige Proportionale u a und b, Die Conftruction exfolgt nady §. 146, 2.

5. x = Vab, entftanden aug x*=ab, oder aus der Propovtion
a:x=x:b, ijt bie mittleve Broportionale zwijdhen den Streden a
und b und wicd alg jolde nad) § 146, 3, conjtvuiect.

6. x="VYa®+Db? witd als die Hypotenufe eines vedytwintligen Dueis
ecfes mit ben gegebenen Ratheten a und b conjteniert. Fiiv b=a exhilt man

x=—=aV2 als die Hypotenufe eines gleichichentligen rechtwintligen Dreiectes
mit der Kathete a.

7. x=Va? —Db? ift al8 bie Rathete cines recdhtwintligen Dreiectes, in
weldhem a die Hypotenufe und b die andere Kathete ift, zu conjtvnieven. Fitv

b= 3 efhiilt man x=J V3 als die Hihe cines gleidfeitigen Dreieces,
deffen Seite a ift.

§. 191. Beifpiele.
1. x=a—b+c Conftruicve m=a—>b, und baun x=m 4 ec.

; b
2, x="22°  Gonfteuiere m — 2, wnd damn x — 2°,
af d f
; d :
3 x— ~a~—r——b"ff“" . Gonfteniere m=-’?‘fb, = cfd, ud bann x =
m -} n,

4 x=2a—aV2 Cofteuiere m —ay2=V2a¥=Valia?
witd dantt x =2a — m.

B x= % (V5 —1) al8 Seite des ecinem RKreife vom Halbmejfer v
eingejdhriebenen veguliven Belnedes (8. 175, 1).
Conftenction: x= \/ 'r-’;j — == \/ | ( ;‘),_ 5
6. x=Va®+be. Conjtruiecre m = Vbe, und dann
x=Valfm

7. x=Va?4 b?—ec?fd2% Gonftenere zunichjt m =Va®> b2,
bamn n=Vm? —c?, und endlich x = Vn? 4 qd2

8. x=aV2 —y2=V2a®—a?y2, Goufteniere m—aVy2 n=—
Va.m, uud dann x =y m? —n
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2. Algebraifdye Lofung aeometrifdyer Confiructionsanfaaben,

§ 192. Qit die Qjung einer geometrijdhen Conftructionganfgabe von
bem Auffinden einer Strede abbinglg, fo famn dabei die Methobde ber
algebraifden Analyjis angewenbdet werden, weldhe davin befteht, dafs
man fitv die Mafzahl der zu beftimmenden Strece den entjprechenden alge-
braifdhen Yusdruct jucht und diefen jodann geometrijd) conftruiert.

Bu bdiefem Fwede mitfjen zunachit die Bedingungen der Aufgabe in bie
algebraifche Beicjenfprache itberfept werben; man britdt bie gejudite Strede
durd) x aus, wihlt die Beseihnungen fitr die ald befaunt u benittenden
Grdfien und leitet aus den Beziehungen zwifdhen x und den befanmnten Grofen
dued) Amwendung  entfprechender geometrijdher Lehriine eine Gleidung ab.
Durd) Anfldjung bdiefer Gleidung evhilt man fitv x einen algebraifdhen
Ausovuct, tweldher fodann wieder auf feine geometvijche Bebeutung Fuvitd-
ufithren, b i geometrifd) su conftruieven it

Der Beweis fite die Ridtigleit dev Anfldfung it jdhon in der Analyfis
enthalten. Die Detevmination lehut {ich an die geometrijhe Dentung bes
gefunbvenen Bahlenausdruces an.

nsdgefithete Beifpicle,

§. 193. Anfgabe. Cin gegebenes Redhted ABCD (Fig. 110)
in ein anderves von bem eine Seite gegeben ift, u verwandeln.
Algebraijde Analyfis. Die Anfgabe ift als geldst su betradhten,
enn bie Riinge Dber zweiten Seite des verlangten Redyteces gefunden ift.
Begeidet man daher diefe unbefannte Ringe dnd) x

Big. 110. unbd bie befannte Seite BE duvd) a, feit ferner in dem
R gegebenen Rechtecde AB=D und BC=ec, fo ijt, da
_ bie beiden Redhtece flchengleid fein follen,
@ Sﬁf"g G aie,
bR und, wenn man diefe Gleidhung auflost,
A be
v =

x ift alfo die viecte Proportionale z1u a, b und e.
Conftruction. Man madge BE=AB =b, jiche die Strece EC
und zu ihr bie Pavallele FG, welde die BC in G fducidet. Dann ijt
BE:BR=BC:BG, o¢r a:h=c¢:BG; djo 2=BG im0 BEHG
bag verlangte Rechted.

Determination. Die vorftehende Aufldjung ift jtetd und nur auf
eine vt mdglid).

§. 194. Aunfaabe, Cin Dreied ABC (Fig. 111) durvd) eimne
Gevade MN, weldje 3u einer Seite AB pavallel ift, in jwet
gleidye Thetle zu theilen.
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Analhfis, Hier handelt es fidh) nur um die Anuffindung des Punttes
M, durd) weldhen MN || AB gezogen werden joll, alfo um die Beftimmung
ber @trecfe CM, bie wir drd) x ausdriiken wollen. Sept man AC =a,
jo ift, ba A CMNCOCAB ift, (nad) §. 162) ACMN: CAB —x?: a2

CAB
—5— jetn, fo mufs aud

2
St g .
xt= o _»4 , baber
e — ; V2

\ fein; x ift alfo die Hypotenuje eines gleichichentligen
11 3 vedhtwintligen Dreectes mit der Kathete ;

Tis 111. @oll mun A CMN =

Conftruction. Man ervidhte im Halbievungspuntte D dber AC 3u
biefer die Movmale und trage auf ifr DE=D C auj; daun ift CE? = CD*

SN :
+DE*—= 2(%) ol C B — ; V2=x. Madht man dafer CM=CE
und zieht MN | AB, jo ijt ACMN=ABNM.

§ 195. RAufaabe. JIn ein gegebenes Dreied ABC (Fig. 112)
ein Quadrat eingujdreiben.

Analphfis. Bur Fejtlegung des verlangten Quadrates EFGH hanbelt
e8 fidh offenbar mur davum, in ber @eite AC ben Puntt E zu bejtimmen,
durd) welden die zu AB parallele @trede EF gejogen werden foll, damit
EF =EG werbe. Man febe aljo die unbefaunte Strede A E=x, ferner
AC=b, AB=c und bie Hohe CD =h.

Da AABCoOEFC ift, fo hat man
AB:CD=EF:CJ; aber EF:CJ =
EG:CJ=AE:CE, daher audy AB: CD
==ARE:CE, ober ¢c:h=x:(b—x), woraus

& o TS 1)(:7 tolat
n Sk x =y folgt.

x ift aljo bie vievte Proportionale zu
¢—+h, b und c.

Conftruction. Man verlingere AB um BK=CD, 3iche KC und
BE | KC; bam ift AK: AC=AB:AE, ober (c+h):b=c:AE,
alfo AE=x und EFHG basd verlangte Quabdrat.

Fig. 112

T e Vi

§ 196. Aufaabe. Cin gleid)jdentliges Dreied in ein gleid-
feitiges 3u vevwandeln.

Analpiis. s fei ABC (Fig. 113) ein gleidhichentliges Dreiect mit der
Grundlinie BC und vex Hihe AD; jerner fei EBC ein gleidfeitiges Dretect
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Fig. 118. itber ber @eite BC und HF G dag gefudhte gleidyfeitiqe
4 Dreted. Bur BVejtimmung diejes Dreiectes fommt e§ nux
davanf an, den Punft H zu finden. Sepen wir daber
\ DH=x, fenee AD=m undb DE=n, jo it
“ ABDE : FDH = n?: x? ober
ABDE:BDA —n?: x?
e8 ift aber aud :
ABDESIBIOIRT — i,
dafler n%: x? = n:m, wd folgli) x = Vmn. x ift alfo die mittleve Pro-
portionale zu m wud n.
Conftvuction. Man bejdjreibe itber AD einen Halblreis und ervidyte
EK | AD; bamt ift DK=VAD.DE=Vmn=—x, Madyt man daber
DH=DK und zieht HF | EB wud HG | EC, jo ift HF G a8 ver-
langte gletchfeitige Dreied.
§. 197.* Anfgabe. Gine gegebene Strede AB (Fig. 114) nad
ftetiger Proportion zu theilen.

Fig. 114. Analyjis. Jjit AB=a
die gegebene Strece und x der
grifere Abjdmitt dexfelben, fo ijt
(8. 141)

a:X—x; (a—x), oder
x?=—a?—ax und

*,

BB

]
Dev exfte diefer jwei Werte x — — & +\/a4-+ a® it pofitiv wnd
fleiner al8 a; ev beftimmt alfo einen zwifdyen A und B liegenden Theilungs:
punft E. Die Wurzelgridfe in diefem Ausdruce ift bie Hypotenuje eines

rechtwintligen Dreiedes mit den RKatheten —;— und a. Um x zu exhalten, mujs
man von jener Hypotenufe nod) eine Strede gleid) % abjdyneiven.
Coujtruction. Man erridte anf AB in B die Novmale CB = -,
siehe AC wund befdyveibe um C mit dem Halbmefjer CB = —;— einen RKreis,
weldher die AC in D fjdyneidet; dann ijt
‘ AD=AC—0D=\/Z a2 —

]

Nan madt mum A B — A ot
AB:AE=AE:BE
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Determination. Die Aufgabe hat eine einzige Lojung. Der weite

Wert x = — % —\, ‘{ —+a® ift negativ und abolut genommen grifer als
a, daber fiiv die obige Aufgabe nidyt vertwendbar.

Der negative Wert von x fithrt aber, wenn man bad Vovzeiden von x dnbdert, auf
bie jung einmer anbern verwandten Aufgabe. Denn x = #;- -+ \/ El:— -+ a? gelt aus

ber Proportion a: x = x t (a -~ x) hervor; bdiefe aber enthilt die algebraifche uflofung der
Yufgabe: Gine gegebene Strede a jo ju verldngern, dafs dbie Berlingerung
Die mittleve Proportionale jwijden der gegebenen und der verlingervten
Strede fei.

Ui biefen Wert von x ju conftruieven, darf man muw AE' = A D’ madjen; dann ift

2
AE' = AD'=CD' 4 AC = %—{- \f%—{—a’ = X, und baher

AB: AE' = AE': BE.

Hievaus evgibt fic), daj8 die beiden hier angefithrien Aufgaben durd) eine unbd bdiefelbe
geometvijje Conftruction geldst tevben; baf8 fid) fermer der Wert von x in ber pweiten
Aufgabe ummitteldar aus dem negativen Werte von x in der exjten Aufgabe, fitr bdeven
8fung er nidt braudbar twar, Berleiten [djst, wenn man nuv dag Vovjeidjen dndert. G3
enthiilt fomit die algebraifdje Aufldfung ber evjten Aujgabe audy jdhon jene dev jweiten in
fidh), fobald man ben negativen Wert von x auf der AB von A aug in der Ridtung gegen
E’ aufteiigt, wahrend der pofitive auf A B von A aus gegen E aufgetragen wird; fie liefert
alfo die nflbfungen der in folgender Weife allgemein gejtellten Aufgabe:

Auf einev unbegrengten Gevaben, welde durd weigegebene Punite
A und B geht, einen Puntt fo ju beftimnen, dbajs dejjen Abjtand von A bie

mittleve Provortionale jwifden feinem Abftande von Bunddergegebenen
Gtrede AB fei

Aus der Durdfithrung diefer Aufgabe ift erfihtlich, daje die negativen LWerte bazu
bienen, bie Vejdrinfung aufyubheben, bdie in eine Aufgabe gelegt rwurde, und dabdburd) bdiefe
in ihrer Allgemeinheit vollftindig ju lofen.

3. Albungsanfgaben,
§. 198. Gonftruiere folgende Ansbritcke:

—.b 9. AbE 5 gax A
1'X_a—b' 2. x= def * 3. x= S
4, Xzbg——i_E, h = ib__!_h_c. 6. x— b.‘+b¥—ﬂ2‘
a—b 2¢
7. x=Vab+4cd—ef 8 x=Val b o — 2abh.
% - a%q il
0. X:\ —a—?—:ﬁ_——;—d- 10. x:\/{ag—a\/ag-—bg}_

§ 199, Lbje mit Hilfe der algebraijchen Analyfis folgende Anujgaben :

1. @in Redhtet u conjtvuieven, wenn die Summe s Hweier Seiten und
ilve Diffeveny d gegeben find.

2. Die grifere Seite eines Redtedes fo u theilen, dajs bdie Diffeveny
dev Quadrate der Abjdynitte dem Flicheninhalte des Nechtectes gleid) wird.
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3. Mm jeden Gdpuntt cines gegebenen Dveieced einen Kveid fo gu be-
fchreiben, bajs jeber diefer Rveife die Detben anbeven von aufien beritlyet.

4, Uber einer eite eines Dreiectes ein Redhted u conftruieven, weldjes
vem Nedhtecte ans den beiden anderen Seiten flldhengleid) ift.

5. n einem Dreiece ju einer Seite eine Povallele au zichen, veldpe
einer gegebenen Strecte gleidy ift.

6. Sm einem gegebenen Dreiede ABC zu der Seite BC eine SBamIfeIe
MN fo su sichen, dafs ber eine obere Abjhnitt AM bem andern unteven
NC gleid) fei.

7. Bu einem gegebenen Rechtede ein Quadvat {o zu confjtruieven, dajs
die Umfange beider Figuven fich) zu einanber verhalten wie ihre Flacheninhalte.

8. Cine Strede a in gwei Theile fo zu theilen, dafs die Diffevens ber
Quabdrate beider Theile einem gegebenen Quadrvate m? gleid) wird.

9. Gin vedjtwinfliges Dreiet zu conftvuieren, wenn eine Kathete a und
die @umme s der Hypotenufe und der andern RKathete gegeben ift.

10. Gin Redytet aus einer Seite und der Summe der Diagonale und
ber anbern Seite 3u conftruieren.

11. Gin Redyted ab in ein Quabrat x* zu verwandeln.

12, Gin Parallelogramm, defjen Seiten a und b find, in einen Rhombus
au verpanbdeln, weldjer mit dem Pavallelogramme ecinen Winkel gemeinjam
hat (8. 161, Folgef.)

13. DBon einem aufierhalb eines Kveijes legenden Punfte eine Secante
fo gu siehen, dafs fie duvd) den Rreisumfang fHalbiert wird (§. 136, 2).

14, Ju einen gegebenen RKveis ein gleidhfeitiges Dreted zu befchreiben.

Qft x die Seite des eingefdjriebenen Dreieded und r der Halbmefjer ded RKreijes, fo
erhilt man

x = V3rt = V@ —r&

15, Gin gleid)jeitiges Dreiet mit der Seite a in ein Quadrat x* zu

vevmandel,

16. Gin Redyted xy aug ver Diagonale d und der Diffeveny m Fweier
@eiten 3u conftvuieven.

x=3}Ved —m + o y=3Ved—mi— -

17.% Eine gegebene ©elme a eined Kreifes fo zu verlingern, dafs die
bom Gndpunfte der Verlingerung an den Kreis gezogene Tangente bdie Liinge
b habe (§. 136, 2).

‘ = a r}z’i'—z
Berlingerung x = — ) -+ \/ o “=ihe,

18.% Gin Quadrat mit der Seite a in einen Rhombusd zu vermwanbdeln,
in weldhem die @umme der Diagonalen dem Umfange des Quadrvates gleidh ijt.
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@ind 2x nud 2y die Diogonalen desd Rhombus, fo exhilt man
pi="3 —:—\.'2 und y = a — —Z—Vz.
19.% Gin Ouadrat x? zu confteuieven, wenn die Suwmme s ber Seite
und ber Diagonale gegeben ift.
X = —38 + 8 \,“ 2
20.* Ein Redpted xy u conftenieven, wenn der Umfang u und der
Flacheninhalt a® gegeben ift.

o= Zi -?g-——-a*, uuby=—:—$ ;—l;
21.% Gin gleidyjdhentliges vedtwintliges Dveted zu conjtruieven, wenn
ver Umfang u gegeben ift.

X=u— % \/ 2, o x bie Kathete Dezeichuet.

u
— al

22%, Ein red)twinfliges Dreied zu conjtruieren, wenn die Summe s dev
beiden Ratheten und dbie Hihe h auf die Hypotenuje gegeben ijt.

Pan evhilt x = — h -+ Vs? - b7, wo x die Hypotenufe beeiduet.

23.* Cin rvedtwinfliges Dreied aus der Differety d ber Katheten und
der Hohe h auf die Hypotenufe zu conjtruieren.

24.% Ein redhtwintliges Dreied u conjtruieren, wenn die Summen a
wnd b der Hypotenuje und jeder Kathete gegeben find.

Begeidet man die Hypotenufe duvd) z, die RKatheten durd)y x und y, fe bdafs
xX=4a—zy=Db—azift jo hat man z* = (a — 2)? + (b — 2z)% wovaug z = a
-4 b — V2ab, daher x = V2ab — b und y = V2ab — a folgt.

20.% Ein vedhtwintliged Dreied zu confiruieren, wenn die Diffevenzen a
und b. der Hypotennfe und jeder Kathete gegeben find.

26.% Gun den Quadranten ecines Kveijes vom Halbumefjer r einen Kreis
su bejcdjreiben, weldjer die beiven @chenfel und den Bogen bves Tuadranten
beritht.

Heifit x der Abftand des Mittelpunftes bded gefuditen Kreifes vom Vogen bdes Dua-
branten, gezdflt auf der Halbievungslinie des rechten Winfels, fo it

x=—r~+rVe
Weld)e Deutung [Gfst fid) dem wmegativen Werte von x geben?



Bweiter Theil.
Sfereometfrie

Grfter RbIdnitt.
Gerade Linien nud Ghenen im RNawme,

§. 200. Bwet Gevade im Raume fonnen eine dreifadje Lage gegen
einander haben. Liegen fie in devfelben Cbene, fo find fie entweder pavallel,
oder fdhueiden fid) hinveichend verlingert in einem Puntte. Liegen jie nicht
in berfelben Gbene, fo fomnen fie webev pavallel fein, nod) ficd) jdneiden; bie
eine geht iiber oder neben bev amdern vorbei. Soldje Gevade nennt man jid)
freugenbe oder windjdiefe Gerade.

Folaefabe. a) Duvd) eiven Punft im Raume fann mit einer ges
gebenen ®evaben nur eine Parvallele gezogen werden (§. 23, Grundi.).

b) Wenn mehrere parallele Gerade diefelbe Gerade jdhneiden, jo Iliegen
Jie unter einander und mit diefer in einer Chene.

§ 201. Lchrfie. 1. Cine Gevade, welde nidyt in einer Ebene
liegt, fann biefe Ghene nur in cinem Puntte treffen.

Denn trife die Gevade bdle Ebene nod) in eimem jweiten Puntte, {o
mitjste fie gang in die Gbhene fallen (§ 8, Grundi.).

Dev Puntt, in weldem eine Gerade eine Ebene jdmeidet, heift der
Fufpuntt diefer Gevaden in der Ehene. :

2, Wenn jid) zwet Ebenen jdneiven, fo ijt ihre Sdnitt:
linie eine Gervabde.

Wiive vie Scnittlinie nicht gerade, o mitjste e8 in derfelben drei Punfte
geben, die nidyt in gevader Linie legen. Dann miifsten die drei Pumite in
beiben Gbenen liegen, und dafer diefe gegen die Vorausiepung eine eingige
Ebene bilben (8. 8).

L fage der Geraden gegen cine Ehene.

§. 202. GCine Gerabe ded Raumesd Tann gegen ecine Ehene in
eier dreifachen Lage gedad)t werden: entweder fillt die Gevade gamy in bdie
Cbene; ober ¢s {dneidet die Hinveidjend verlingerte ®evade die Gbene in

Modnil, Geometric fiiv die oberen Clafjen. 8
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etnem Punfte, fie ift gegen die Cbene geneigt; ober es trifit die unbegrenst
verlingerte ®erabe mit der beliebig erweitevten Gbene nie zufammen, bie
Gcrade ift mit ter Ebene parallel.

203. fehrfah. Jit eine Gevabde 3u zwei Geraden, welde
burd) ihren Fufpunft in einer Cbene gegogen werden, normal,
fo ift fie anud) 3u jeder andern durd) ihren FuBpuntt in diefer
Ghene gezogenen Gevaden normal

Fig. 115. Beweis, €3 feien (Fig. 115) OA wnd OB

H swei Gevade it der Gbene RS, und MO | OA,
e MO | OB; ferner fei OC eine bduitte in biefer

"\‘ S \\ Gberte durd) O willfiielich) gezogene Gevade. Man ver-

B ;\m \ e lingeve bie Gevade MO iiber ben Fufpuntt O, made
0___F7«,> bie Verlingerung ON = OM und ziehe AB, weldye
W—c e vic OC in C fdhneidet, ferner M A und NA; dann ijt
__,L/_L/ AMOANNOA, folgli) MA = NA., Bicht man

17 s MB mund NB, fo ift ebenjo A MOB X NOB,
NV baher MB=NDB. Daun ijt aber aud) A MAB OO

NAB, bafjer W. MAB=NAB. 3ieht man nod)
MC und NC, jo ijt aulp AMACNAC, baher MC=NC; folglich
OC | MN (§. 44, 1), odbert MO | OC.

§ 204. Jft eine Gerade zu jeder duvd) ihvent Fufpuutt in einer Ebene
gezogenernt ®evaden novmal, fo jagt manm, die evade uud die Ebene fjtehen
it einander novmal oder feufred)t; im entgegengefebten Falle jagt man,
bie Gerabe wnd die Ehene jtehen zu einanber jdhief.

Solaefal. Jit eine @evade guzweijid) jdhneidenden Gevaden
normal, Jo ift fie anudh zu der duvd) diefelben bejtimmten Chene
normal (§ 203).

§. 205. fehrfahe. 1. In einem Punfte einer Ebene fann zu
piefer nur eine Novmale evvichtet wevden.

Riefen jid) zwei Novmale evvidhten, fo wiven, wenn man durd) beive
eine Gbene legt, aus demfelben Punite auf einer Geraben in einer Ehene el
®erabe normal, was nidt mbglich ijt. (§. 25, 4.)

2, Bon einem Punfteauferhalbeiner Chene fanu zu diefer
nur eine Novmale gezogen werbden.

Qiefien fich zwei Novmale ziehen, fo miifsten diefe mit dev Berbindungs-
ftrecte ihrer Fufpuntte ein Dveied mit wei vechten Winfeln bilden.

§. 206. Lchrfal. Steht eine Gevade auf drei andeven Ge-
vaben in ihvem gemeinfamen ©dynittpuntte novmal, fo liegen
diefe in einer Ehene.
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Fig. 116. Beweis. €3 fei (Fig. 116) OM normal zu
pert Gevaden OA, OB und OC. Man lege durd) O A
ud OC die Ghene AOC. Withe OB nidht in biefer
©bene liegen, jo mitjste, wenn eine durch) OM und OB
gelegte Ghene bdie Gbene AOC in OD fjdmeidet, bev
Wintel MOD = R fein (§ 203). Nady der Annafme
ift aber audy MOB =R; es wire alffo MOD =
MOB, was ein Widerfprud ijt.

§. 207, Lehrfige. 1. Sind zwei Gevadezuciner Chenenormal,

fo find jie pavallel
Fig. 117. Beweis, E3 fei (Fig. 117) AB | Gbene RS
! ud CD | Gbene RS. Berbinbet man die Fufpunite
B und D ber beiden Novmalen, jo ift Winfel AB D
-+ CDB = 2R, mithin fiud ABund CD pavallel,
ba diefe Geradben aud) in einev Gbene lHegen. Um
\ lebteres nachpweifen, zieht man von einem beliebigen
& [y Punfte A bder AB bie Strede AD, ferner in bex
Cbhene RS die DE | BD, Madht man DE=AB und zieht AE und BE,
foit AABDOCBDE, aljo AD=BE; bamn it AADEQOEBA,
aljp . ADE=EBA=R. Da jonad) ED | AD und audh ED | BD
wd ED | CD ijt, {o liegt (nach § 206) CD mit AD und BD, jomit
audy mit AB in einer Gbene; dann ift aber CD || AB (§. 25, 1).

Bufa. Jn ber Eteveomctrie lautet bdie Definition filv zwei pavallele
Gevabe: Bwel Gevadbe find pavallel, wenn fjie in einer Gbene liegen und
beliebig velingert einamber nicht fjueiden. JFu der Planimetrie war es nidyt
nothwendig, bdie evfteve Vedingung angufithren, da dort eben muw geometrijde
©ebilde in einer Cbene betrachtet werden.

2, Jit von zweipavallelen Geradendiceine zu einer €hene
normal, jo ift e$ aud) die andeve.

BVeweis. €3 fei (Fig. 117) AB|| CD und AB | Gbene RS. Wire
CD nidt | RS, fo fei es C'D. Daun mitjste nach 1. in der dwed) AB
und D gelegten Gbene C'D || AB fein. Ju derjelben Cbene ift aber nad) bex
Bovausfepung CD || AB; alfo gibe ¢8 zu AB bdurd) denfelben Punft gwei
Parallele, was dem Grundjae in §& 23 wiberfpricht.

Solgefo.  AMe Noviralen von verjdhicbenen Puulten einer Geraden
auf eine Gbene liegen in einer einzigen Gbene, daher alle thre Fuppuntte in
elier und Dderjelben Gevaben.

§. 208. Bieht man von einem Punfte im Raume efne Novmale zu
ctier Ghene, fo Beift der Fuppuuit der Novmalen die Projection (Novmal-
projection) ded Punftes auf die Ebene, und bie Ebene feift bdie Pro-
jectionsebene.

8%
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Unter der Projection einer Linic anf eine Ebheue verfteht man
dicjenige Linie diejer Ehene, weldje die Projectionen jammtlicher Puntte jencr
Linie enthilt, Die Projection einer @trecde auf eine Ehene ijt daher die
@tredie zwifchen den Projectionen der Endpunfte der gegebenen Strvece.

Die Projection eines Punftes ober einer Gevaden, welde in der Pro-
jectiongebene liegen, ijt Der Punft ober bie Gevade felbjt, und die Projection
einer auf der Projectionsebene novmalen Gevaden ift ein Puntt.

Die Projection eined ebenen Gebildes auf eine Cbene ijt bas
®ebilde, welches von ben Projectionenw der Gvenglinien des gegebenen Gebilbes
Degrenzt toird.

§. 209, Lehrfal. Der Wintel einer Strede mit ihrver Pro-
jection anfeine bene ift bev fleinjte von allen Winfeln, welde
dieje ©Strede mit den durd) ihrven Fufpunit in der Ehene ge-
jogenen Gevaden bildet,

Fig. 118 Beweis. €3 fei (Fig. 118) BC | Gbene RS,

B alfo AC bdie Projection der Strecte AB auj bdie

Ehene RS.  Bieht man durd) A in der Gbene RS

i irgend eine anbeve Gerade AD, madit AD = AC

i 4 ZT/'C’/ wd 3ieht mody CD wumd BD, jo ift BC<<BD
D " (§ 35, 1). Ju den Dreicden BAC und BAD ijt
pann aud) Der Wintel BAC<TBAD (§. 43).

Der Winkel, weldpen eine Strecfe mit ihrver Projection auf eine Ebene
bildet, wird als Waf fitv die Neigung der Strede gegen bdie Chene an-
genommen und heit der Neiguungswintel derfelben.

§. 210. Lchrfoh. JFjt eine Strede zu einer in einer Ghene
[iegenden Gevaden novmal, jo ijt aud) die Brojection der Strede
au bevjelben @evaben normal,

Beweis. €8 fei (Fig. 117) AB | Gbene RS, daher BD bdie Pro-
jection dev AD auf RS; ferner fei AD normal zu der in dex Gbene RS
liegenden Geraden DE. Macht man DB = AB und zieht AE wnd BE,
foift A\EDASABE, alfo DA=BE; bann ijt cu ABDEXDBA,
alfo W, BDE=BDA =R, und fomit BD 1. DE.

Auj gleiche Weife evgibt fich auch die Umtehrung bdiefes @ageﬁ

§. 211. Lehrfol. Bieht man vou einem Puntte auBerhalbd
einer Gbenegubdiefereinenovmaleund mehreve{diefe Streden,

jo ift

1. die Normale die fiivzefte unter diefen Streden;
2. 3wei @dyiefe, welde gleidye Projectionen auf die Ebene
haben, find einander gleid); und

3. vongwei @dyiefen, weldye ungleidhe Projectionen anfdie
Gbene haben, ift dDiejenige Die griofeve, welde diegrifere Pro-
jection hat.



117

Der Beweis with, wenn man duvd) die Strecten Chenen legt, ahnlid)
wie tn §. 35 gefiihut.

Aus den Sipen 2 und 3 jolgen indivect aud) deven Umfehrungen.

Die Novmale vou einem Puufte auf cine Ebene gibt den Abjtand
diefes Punftes von der Ghene am.

Folefiihe, a) Die Fufpuntte aller gleihen Strecen, die bon einem
Punfte auferhald ciner Ghene 3u diefer gesogen werden, liegen in einer Kreis-
linte, woelche Den Fuppunft der Novmalen zum, Mittelpunite Hat,

b) Der geometrijde Ovt allee Punite, welche von bdrei gegebenen,
nidyt in geraber Linte liegenden Puntten des Naumes gleid) weit abitehen, ift
bie Novmale, die tm Mittelpuntte des durd) jene drei Punite gehenden Kueifes
anf bie Gbene desjelben evridhtet wird.

§ 212 Lehrfa. Bwet Gevade, deven jede einer dritten Ge-
vaden im Raunme pavallel ift, find and einander pavallel

DOenft man fid) eine Ebene, 3u welcher die dritte Gerade novmal fteht,
jo miiffen nad) & 207, 2 auc) bdie Deiden erjten Gevaden u biefer Ehene
wovmal ftehen, folglidh nad) § 207, 1 einander pavallel fein.

§ R13. Lehrfo. Bwei Winfel im Raume, deven Sdentel
baarweife parallel jind, find a) gleid), wenn beide Paarve dex
©dyentel in dbemfelben, oder Deide im entgegengefepten Sinne
Parvallelfind;dagegenb) Supplementwintel, wennzwei Sdentel
indemfelben, diebeibenandevenaberimentgegengejesten Sinne
parallel jinbd.

Beweis. a) G fei (Fig. 119) AC | A‘A” und BC || B'B.

Madpt man AC=A'C’ und BC=D'C", mund jzieht die Streden
AA/, BB, CC, AB und A'B’, jo ift AA’ gleidh und pavallel mit CC
(8. 54, 3), chenjo BB’ gleich) und pavallel mit CC’, mithin and)y A A’ gleich

Big. 119. und pavallel mit BB’ (§ 212); fjolglid) it and
B AB=A'B’ (§. 54, 3). Damn ift aber A\ ACB

A— HC’I ,'\.\,A‘ ™ A‘C‘BY, bafher Wintel ACB = A’C'B.,
e 'f | / Begen W. A'C'B'=A"C'B" ijt and) B,
ﬁ ! JJA }’ ACB = A“ CJ ]_gu.

ey b) Mad) a) it ACB=A'C'B’, abex
¢ A'C'B' 4+ A“C'B'= 2R, folglid) andpy ACB
AN B =2 R,

§. 214. Lehrfa. Bwei paxa[IeIc ®evade, weldye eine Ehene
fdyneiden, bilven mit diefer gleidye Neigungswintel.

Denn fie bilden mit den vou je cinem ihver Punfte auj die Ebene
gefillten Novmalen gleiche Wintel (8. 207, 1 und § 213).

§. 215. L£ehrfake. 1. Fit eine Gerade auferhalb einer Ehene
mit einer in diefer Ebene liegenden Gevaben pavallel, jo ijtjie
aud) mit der Ehene Jelbjt pavallel.
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Sig. 120. Beweis. €3 fei (Fig. 120) AB || CD.
v R S L Hitte AB mit bder Gbene RS einen Puntt
! oo 7 O gemeinfam, fo miiigte berfelbe, wemn
{LJ—--f'H"""_"‘:;-;j) man durd) AB und CD eine Ghene ABCD
C:/.____________.ﬁ[,)-»- """ i leat, ugleid) in bdiefer Gbene liegen; O
b e wdre aljo beiden Gbenen gemeinjam, . b.
3 er wive ein Puntt ihrer Sdnittlinie CD,

wag ber Vovausjepung widerfpridt.
2, §ft eine Gevade mit einer Ebene pavallel nud legt man
dpurd) bie Gevabde einezweite Ehene welde die evjte fdneidet, fo
ift die Gevade andy mitder Schunittlinie beider Chenen parallel.

Der Veweis wivd cbenfalls tndivect gefithrt.

11. Lage dex Chemen gegen einander.

§ 216. Bwei Chenen touncn gegen einander in einer dreifaden Lage
gedacht werden: entweder fallen die gwei Chenen gang zujammen; obev jdhneiven
fich die hinreihend evweitevten Ebenen in einer gevaben Linie, jie fiud gegen
einander geneigt; odev ¢$ trefjen Ddie beiben Ebenen, fo weit man fjie aund)
erweitern mag, nie zujammen, fie fiud pavallel

§ 217. Wenn fich zwei Chenen jdmeiden, fo heifit. die Grdfe der
Drehung, welde die eine Gbene um bdie gemeinfame Sdnittlinie madyen
mujg, um in die Qage ber andeven Cbene zu gelangen, dev Fladenwintel

Fig. 121. ober Reil der beiden Chenen; die gemeinjame @dnitt-

£ finie net man die Sdjeitellinie odber Rante

b - A > D und bie beiden Ghenen felbft S dhentelfladyen ober
i / M eiten bes Reiles.
§ a0 M Sn Fig. 121 jind AB bie Kante, AD und AF
1 / & die Seiten des von ben Cbenen AD und AF ge-
e | ¢ Dildeten Reiles D (AB) I,
I F (AB) H heift der Nebenfeil, H (AB) L
ber @djeitelfeil von D (AB) F.

§ 218. Guridtet man in ivgend einem Puhifte O (Fig. 121) der Kante
cines Reiles aufj biefelbe zwei Novaale OM wnd ON fo, bdafé die eine
Novnale in die eine, die zweite in die andere Sdyentelfliche fallt, fo Hat
per Winfel MON Ddiefelbe Grdfe, in welchem Puntte der Kante man aud
die Novmalen evvidhten mag, da je swei jolche Winfel pavallele Scdyentel haben.
Diefer conftante Wintel bheifit der Neigungswinfel der beiben Ehenen,
weldje den Keil bilben.

Leljefaky. Bugleiden Retlen gehovengleidhe Neigungsmwintel,
und umgefehrt. (Beweis durd) Decung.)

Man nimmt daher die Grife bes Neigungswinfels ber Seiten eined
Reiles als Maf file die Srofe des Keiles an.
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§ 219. Bwei Ghenen hHeifen 3 einander normal oder fenfredt,
wenn ihe Netquugswinfel ein vedpter ijt.

Lehefie, 1. it eine Gervade yu einer €bene novmal, fo ijt

§ig. 122. and) jede durd) die Gevadegelegte Ebene ju
der exjteren Ebene novmal

@38 fei (Fig. 122) AB 1 RS, fo mujs aud) die
Gbene ACD | RS fein. Bieht man in der Gbene
RS die BE | CB, fo ijt ABE ber Neigungswintel
der Gbenen ACD wund RS; allein ABE=R, ta
AB | RS; folglih ACD | RS,

2, @ind 3wei Gbenen zu einander novmal, und zieht man
in dev einen etne Novmale zu der ©Sduittlinie, fo ift dieje Nor-
male aud) 31 bev zweiten Ebene novmal

&3 jei ACD | RS aund AB | CD. Bieht man BE | CD, fo ift
ABE =R, weil ACD | RS; folglih) fteht AB auf CD und BE, wund
vaher aud) auj der Gbene RS novmal.

Folgefak. Sind vou dret fid) in einem Puntte jdhneidenden Gevaden je
awei au einander novmal, fo jind aud) je zwei dev durd) fie gelegten Ebenen
3t einander novmal. (Folgt aus 1.)

§. 220. fLehrfoh. Sind zwei {id) fdnei-
bende Gbenen zu einer dritten normal, jo ift
and) ihre ©dynittlinie zu der drittem Chene
normal.

Gs fei (Fig. 123) AC L RS und AD | RS.
Biehtman B E eBH amb  BE B S yoeeiib
(§ 219, 2) BE | AC, bafer aud) BE | AB;
fecner ijt BE | AD, daher aud) BF | AB; fjolglid)
AB | RS, .

Solgefah. ©ind von drei fic) fdyneidenden Ebenen je awei zu einanbder
novmal, o find aud) je zwei ihrer Sdmittlinien zu einander novmal.

§. 221, Rehrfiahe. 1. Bwei Gbhenen, zu denen diefelbe Gerade
normal ift, find einander pavallel

Witvden fich die beiden Ehenen fdymeiden, o mitjsten die Normale und
die Bevbindungsjtveden ihrer Fufpunlte mit irgend einem Punite der Sdnitt-
linie Deider Gbenen ein Dreied bilden, worin zwei vedyte Wintel vorfamen.

2. St etne ®evade yu einer von zwei pavallelen Chenen
normal, fo ift jie e8 aud) zu der andermn.

Wird ebenjalls iudivect bewiefen.

§ 222. Lebhrfibe. 1. ©ind zwei Chenenciner dritten pavallel,
fo find jie aud) untev einanber pavallel

Denn evvidptet man auf die dritte Gbene eine Novmale, fo mnjs diefe
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(§ 221, 2) aud) su den beiden evteven Ebemen normal fein, folglid) find
dicfe (§. 221, 1) einander pavallel.

2, Durd) einen Punitauferhalb einer Cbene fannnuveine
gu diejer pavallele €bene gelegt werden.

Folgt inbivect aus 1.

§. 223. Lehrfabe. 1. Werden gwei pavallele Ebenen voneiner
dritten gefdyuitten, fo jind die ©Sdynittlinien pavallel.

Beweis inbivect.

2. Parallele Streden gwifden pavallelen Ehenenjindein-
ander gleich). (Veweis folgt aus 1. und §. b4, 1.)

Folgefal, Ale Novmalen wifden zwei pavallelen Chenen jind gleid).

Die conjtante Linge einer folden Norvmalen gibt den Abjtand ber
beiben pavallelen Cbenen an.

§ 224. PLelfige. 1. Cine Gevade, welde zwei parvallele
Ebenen jdueidet, bildet mit diejen gleidhe Neigungswintel

Bieht man von einem Punfte der Geraden eine Novmale u der einen
Ghene, fo fteht diefelbe auc) zu der andern Gbene novmal. Legt man mm
ourc) die Novmale und die gegebene Gerade eine Ebene, jo bilden ifre paval-
lelen Sdhuittlinien in der Ebene mit der gegebenen Gevaden die Neigungswintel,
weldpe al8 Gegenmwintel gleid) find.

2. CGineChene, weldye gwei parallele Ebenen jdhneidet, bilbet
mit biefen gleiche Neigungswinfel.

Man 3iehe in der Jdyneidenden Ehene eine Gevade normal zu den pavals
lelen Sduittlinien und verfafre danun analog wie bei dem Veweife zu 1.

§. 225, fehrfol. BweiReile deven@eiten paarweifeparallel
find, jindeinander gleid), wennbeide Seitenpaarein demjelben
oder beide im entgegengejepten @inne pavallel jind.

WNean verlingere eine eite des einen Keiles, fo dajs fie eine Seite bes
andern Reiles {chneidet, und wende dann §. 224, 2 an.

Folgefol, Bwei gleidje Reile laffen {id), wenn man ihre Kanten pavallel
ftellt, immer in eine folhe Lage bringen, dafs beide Paave threr Seiten in
demjelben, oder beide im entgegengefepsten Sinne parvallel find.

§. 226. fLehrfoh, Die Chenen zweier
Winfel im Raume, deven Sdyentel pavallel
find, {ind einander pavallel.

E3 fei (Fig. 124) AB || A‘B’ und AC || A'CY,
Bieht man AA" | RS, ferner A"B" || A’B’ und
AUCH || A'CY fo it AA" notmal ju A“B" mnd
A“C, S ift (8. 212) A" B | AB md A C* || AC;
folglich ift anch) AA" normal ju AB und AC, mit
hin and) 3u PQ; folglid) ijt PQ || RS (§. 221, 1).

Fig. 124.




121
§ 227. Lehrfake. 1. Die Strahlen eines Strahlenbiifdels
im Nawme werden durd) je zwei pavallele Gbenen propor-
tionievt gefdhuitten.

@3 fei Gbene ABCD || abed (Fig. 125). Da SA
und SB in derfelben Gbene liegen, jo ift (§ 116) SA:
Sa=SB:Sb; ebenfo it SB:Sb=8C:Sc; folg-
I S I e =SB T Sb—8C e —"

2. Werben die Strahlen eines Strahlen-
Ditfdhels von zwei Chenen proportioniert ge
fdunitten, jo find dbie beiden Cbenen pavallel

AftBA I 8a =180 «8b == O Sai=s 0 it
(8 117) AB || ab, BC || be; daber find bie durd) bie
Winfel ABC und abe gelegten Gbheen ABCD und
abed parallel (§. 226). '

3. Werben dic Strahlen eines Strahlen-
bitfdels vou zwei pavallelen Ebenen gefdnit:
teu, fo fiubd bie von Dden entjpredhenden Ver-
Dindungsftreden der Sdhnittpunite begrengten
Gebilbe dhnlid.

it Gbene ABCD || abed, fo ift (nady 1) SA:
Sa—SB:Sb—SC:Sc= ..., baber (8. 117) AB|[ab, BC | be,
CD|ecd, ... Davoaus folgt (§. 118) AB:ab=SA:Sa, und BC:
be = SA : Sa, baher audy AB:ab = BC:be. Gbenjo folgt BC:be=
CD:cd, w.f.0. Ferner ift W A=a, W. B=Db, W.C=c¢, u. | w.;
fomit ABCD v abed.

IIL. Storperlide Cdien.

§. 228, Gchen von einem Punfte drei oder mehrere Strafhlen aus,
welde nidht in derfelben Gbene liegen, jo with durdh) bdie Fwijden je zwei
benadybarten ©trahlen liegenden Winfelflacdhen der unbegrenste Raum in Fwei
halbbegrengte Mume getheilt, welche man Edrperlidye oder Raumeden,
. auch blofp Ecen nennt.

Der Puntt, von weldem die " Strafhlen auggehen, heift der Sdeitel;
die Straflen felbft nenut man die Ranten; bie Winkel je zweier anfeinander
folgenber Kanten die Rantenmwintel odber Seiten und ihre Winfelflachen die
Seitenfladen; endid) die Neigungswintel je zweier benadbavter Seiten=
flachen die Flahenwintel, aud) blof Wintel der Gele.

Sm Folgenden foll unter eimer Gcde jtetd wuw eine joldhe vertanden
werben, deven Flachenwintel hohl find,
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Fig. 126 Qit (Fig. 126) S der Sdjeitel der Ecfe und find SA,

hy SB, SC beven Ranten, jo Degeichnet man die Gde durd)
SABC; die ©eiten begeichnet man entweber, wie die ebenen
Winkel, durd) ASB, ASC, BSC, oder aud) dme) (AB),
(AC), (BO). '

Gine Gce hat fo viele Seiten als Kanten. RNad) der
nzahl devfelben unterjheidet man dreis, vier-,. .-, njei
tige Gden, ober Dreifante, Vievfante, .., n Rante.

§. 229. Bieht man vou einem belicbigen Punfte i einer G auf jede
Geitenflache derfelben eine Novmale, jo bilden diefe Novmalen die Kanten einer
neuen Gce, weldje die Polavede der gegebenen heifit.

St (Fig. 127) S° ein Puntt im Junern der Ede SABC, und SA’
1 SBC, 8B’ SAC, 8'C’' ] SAB, fo ijt S'A'B'C‘ bie Polavede bder
Gde SABC.

Am bequemiten wird die Polavede conftruiert, indem man im Scheitel
ber gegebenen e anf deven Seitenflichen Novmale nad) den entgegengefepten
@eiten  Der Den @eitenfliichen  gegeniiberliegenden RKanten evvidytet; ioie
SAHBHOI’I.

Lehrfake. 1. Jede Ede ift Polaredezuihreveigenen Polavede.

Da S‘A’ | SBC, fo ijt aud) die Cbene S'A'CB’ | SBC (§. 219, 1);
ba ‘B | SAC, jo ijt audy die Gbene S'A'CB’ | SAC; fomit ift aud
bie Sdnittlinie SC bder Cbhemen SBC und SAC novmal zur Ehene
S‘A‘CB’ (8. 220). Gbenfo folgt, bajs bie Kamte SB 1 S'A’‘BC’ und
SA | S'B/ACY ijt.

2, Sind zwet Gden Polaveden zu ein-
anber, fo find die Seiten der einen Supple-
mente der Winfel dev anbern.

Der Seite BSC ber Ede SABC entfpridht der
Winkel an der Kante S'A’ ber Polavede S'ABC,
Das Mafp diefes Winfels it BA'C, da S'‘A’ nor-
mal zu dev Gbene SBC, baher aud) novmal 3u
A'C undb A'B ift. RNum find, dba SC | S‘A'CB
ud SB | S‘A‘BCY ijt, in bem Bierede SBA'C
bie W. SCA’ und SBA’ redite Winfel; baber ift
and) BSC - BA‘C — 2 R. Gbenjo folgt, dajs ASC
+ABC=2R und ASB4+ AC'B=2R ijt.

§ 230. Wenn man alle Kanten einer Ece iiber den Sceitel hinans
verlingert, fo Deift die Ece, weldje die Verlingerungen zu Kanten fHat, die
@dyeitelecte der erjteren.

Bwet Sdyeiteleden SABC und SA‘B‘C (Fig. 128) Dhaben nad) ber
Ordbnung paaviveife gleidje Seiten und gleihe Wintel; bdieje folgen jebod) in
den beiden Geen im entgegengefepten Sinne der Drebhung anfeinander.

Fig. 127.
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§ 231, Bwel Ecen Deifen congruent, wen fie jidh fo in einander
legen lafjen, bafs fid) alle ihre Kauten uud Seitenflichen decten. Sollen zwei
Gden jur Dedung gebracht werden Toumen, fo mitffen in denfelben nidt mue
alle Seiten und Winfel paavweife gleich fein, fondern bdiefe aud) in dem:
felben Ginne der Drehung aufeinander folgen.

Bwei Ecen, welde paavweife gleidhe Seiten und Winfel haben, in denen
aber diefe im entgegengefetten Sinne aufeinander folgen, tonmen 1. im
allgemeinen nidht gur Dectung gebradht werden; fie laffen fid) jedodh) 2. auf
entgegengefebten eiten einer Ebene in eine foldhe Lage bringen, dajs die
Stredegwifdenjezweientipredenden Puntften derbeiden Eden
gu jener Cbhene normal ift und duvd) fie halbiert wivd.

Beweis €3 feien die Sdpeiteleden SABC und SA'B'C’ (Fig. 128).

1. Legt man (Fig. 128, I) die Seite (A'CY) fo auj die i gleide
eite (AC), bajs SA‘ auf SA, SC’ auf SC fallt, o fommen die Kanten
SB’ und SB auf entgegengefepten Seiten dev Gbene SAC zu liegen; es
fann alfo auf biefe Avt eine Dechung nicht ftattfinden.

Legt man aber (Fig. 128, II) bdie gleidhen Seiten (A‘CY) und (AC)
fo aufeinander, dafs SA’ auf SC und SC’ auf SA fillt, fo fommen die
Santen SB‘ und SB gwar auj bdevfelben @eite der Ebene SAC, jedod
neben einanber gu liegen; e fonuen daher die Gcen audh in biefer Lage nidht
gur Dechung gebradht werben, wenn nidgt zufillig die Flachenwintel B/AS)C
ud A(CS)B, folglihy and) B(AS)C’ und A/(C'S)B’ einander gleidh find.

$ig. 128,

2. Man lege (Fig. 128, I) bdie Eden SABC und
SABC’ fo an einanber, dafs fie cine Seite (AC) =
(A'CY) gemeinfam Baben und fie felbjt auf entgegen-
gefeten Seiten bevfelben liegen. Macht man dann SB —
SB’ und zieht BA und B'A‘ normal zur Rante SA,
fu it A SAB O SABY, baher SA =SA’, b i A’ {ft mit A iventijh;
ferner ijt aud) AB = AB'. 8ieht man BB/, welche die gemeinfame Seiten-
flide SAC in O f{dneidet, fo ift, da SA | Gbene BAB’ ift, aud
SA | AO. Der Wintel BAO it alfo das Maf bes Flachenwintels B(AS)O
und der Wintel B'AO das Maff des Flachenwintels B/(AS)O, fomit .
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BAO=B'AO; man Jat damn A BAO &2 B'AO, folgliy BO = B‘O
md W. AOB=AOB/, b. i. BB' | AO. €8 ijt aber in dem gleid)-
jhentligen Dreiecte SBBY, bdeffen Grundlinie i O halbiert wivh, and
BB’ | SO, fomit BB’ | Gbene SAC. Die Strecfe BB’ gwijdhen den
Punften B und B’ fteht aljo zur Cbene SAC novmal und with durd) fie
halbiext.

Was von bden Puuften B und B’ bewiefen wourde, faun aud) von je
swei andeven entjprechenden Punften der beiven Eclen gegeigt werden.

Bwei jolhge Ecen Heifen jymmetrijd.

Bwei fymmetvijhe Scen i der hier angegebenen Lage ftehen, wenn man thre gemein:

fame Seitenflidie al8 eine ©piegelfldde annimmt, in berfelben Bejiehung gu einanbder, ie
ein Gegenftand unbd fein Spiegelbild.

Folgefike. a) Jede Ccte {jt ihrer Sceitelecte fymmetrifd.

b) Bwei Eden, welde einer dritten jymmetrijc) find, find unter ein-
ander congruent.

c) it von zwei congruenten Gcden bie eine etmer Ovitten Jhmmetrijd),
0 ift e8 aud) die anbere.

Eigenjdhajten ber Dreifante.

§. 232. Rebrfage. 1. Ju jedem Dreifante ift die Summe
aweier @eiten grifer als die dritte (Fig. 129).

Beweis. Jit (AC) die grifte Seite, fo iehe man in der Ehene ASC

Fig. 129, bie ®erabe SD fo, bajs ASD=ASDB with, made
S SD =SB und lege durch B und D eine Deliebige, die
f Santen SA ud SC in A und C jdneivende Ebene.
Dann it A ASDOOASB, aljo AD=AB. Da nun
BC>AC—AB e BC>AC — AD, b i
BC>CD ijt, fo ift in ben Dreieden SBC und SD C
Wintel BSC>DSC (§ 43); mithin ijt aud) ASB
+BSC>ASD 4+ DSC, ovber ASB4BSC>
ASC.

2, §n jedem Dreifante ift bie Summe aller Seiten fleiner
als 4R.

Bemweis Sdmeidet man die brei Kanten durd) eine beliebige Ehene in
pen Puntten A, B, C, jo find dieje die Sdyeitel dreier neuer Dreifaute. Be-
seichnet man die Wintel des Dreiedes ABC mit A, B, C, uud bie itbrigen
Rantemwintel der nent erhaltenen Dreifante mit A, A”, B/, B”, C/, C”, jo
ift nad 1 A+ A" +B 4+B"4C 4 C">A+B+C,
oder A+ A" 4+ DB+ B"4 C' 4 C">2R.

Nuwe ijt

ASB 4+ ASC 4+ BSCH+ A+ A"+ B 4 B" - C 4 C"=6R,
paber, wenn man von dicfer Gleidhmg bdie lepte Ungleichung fubtvabiext,
ASB 4 ASC + BSC < 4R.
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Bufah.  Auf gleiche Weife (a8t fid) audy der folgende allgemeine Sap
beweifen :

o jeber Gde ift die @umme aller Seiten fleiner als 4 R.

§. 233, fLehrfoh. Jn jedem Dreifante it die Summe aller
Winfel grofer als 2R und fleiner als 6R.

Beweis, Sind A, B, C bie Winkel eines Dreifants und a’, b’, ¢
vie entfprechenden Seiten feines Polavdreifants, fo ijt nad) §. 229, 2

A4 a'=2R, B=Db'=2R, C 4 ¢' = 2R, baher
A+ B4 C+ a4 b 4 ¢’ =6R; aber nad) § 232, 2 ijt
a’ + b’ + ¢ <<4R, folglih) A + B + C > 2R.

Auch folgt aus A+ B+ C fa' 4+ b 4 c¢'=6R, dafs A B
+ C < 6R fein mitffe.

§. 234. Lelyrfabe.

1. ®leidjen Winteln eines
Dreifants liegen gleidye
Seiten gegeniiber.

2. Dem grdifieren Winfel
eines Dreifants liegt eine
grifieve Seite gegenitber.

3. Gleiden Seiten einesd
Dreifants liegen gleide
Winfel gegenitber,

4. Der grifieren Seite
eines Dreifants Iliegt ein
groferer Wintel gegeniiber

Beweis zul, €5fei (Fig. 130) A(SC)B=B (SA)C.
Man ziehe von einem Punfte D in der Kante SB bdie
DG | ASC, DE | SC undo DF | SA und jiehe
feener GE und GIF; dann ijt (§. 210) GE | SC und
GF 1 SA, alfo find DEG wd DEFG bdie Winkel,
weldye nad) ber Vorvausfepung gleid) find. Die vedtwint:
ligen Dreiecte DGE und DGE find demnady conguruent,
paher DE = DF; jomit ift aud) A SED D SFD,
aljo Winfel' DSE = DAF, u. i. (DE) = (DF).
Beweis ju 2. €3 fei (Fig. 131) A(SC)B>B (SA) C. Man lege
oed) SC eine Gbene CSD jo, dafs fie mit ASC
einen Fladjenwintel Gilde, welder B (SA) C gleidy ift;
dann fat die dreijeitige Ede SACD gwei gleidhe Fliden-
winfel, alfo find nad) 1. and) die ihuen gegeniiberliegenven
@eiten (A D) und (CD) gleich). Nun ift in der dreifeitigen
Gde SBCD, (BD) - (CD) > (BC); folglid) ijt aud
(BD) + (AD) > (BC), ober (AB) > (BC).

Der Beweis su 3. wird indivect mit Juziehung
von 2. gefitlt.

Beweis g 4. indivect mit Zugiehung von 1. und 2.

§. 235. Lehrfabe iiber die Congrueng und die Shymmetrie der
Dreitante.

Fig. 180,

Fig. 131.
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1. Bwei Dreifante, in de-
nen zwei Seiten und dev vonu
ihnen eingejdhlofjene Wintel

Dreifante, in
benen zwei Winfel und die

swifdenifhnen [iegende Seite

l 2. Bwei

paarweife gleid)y find, find
congruent ober {ymmetrijd.
Beweis zu 1. €3 el (Fig. 132)
(AB) = (A‘BY), BC) = B'C") und
A (8B) C= A’ (8'B") C'. Man lege
dic beiven Dreifante fo in einander,
bajs die Sdeitel S* unbd S, dbie Kanten
S‘B’ und SB, und bie Seiten (A'B’)
und (AB) auf cinanber fallen; dann
mujs wegen dex Gleicdhheit der Flichen-
winfel aud) die Seitenfliche B*S‘C auf BSC, und weil bdie Seiten (B’ C’)
wd (BC) gleidh find, S'C* auf SC, und endlich audy) A’S'C’ auf ASC
faffen, da burd) swei fich fdmeidende Gevade nur eine Ebene miglid) ijt.
Folglich) decen fid) die beiden Dreifante.

Folgen die gleichen Bejtamditiice im entgegengefepten Sinne aufeinander,
jo it das eine Dreifant mit dem Scheiteldveifant ded andern congruent wnd
baher (§. 231 a und ¢) mit dem andevn fynumetrijd).

Beweis zu 2. Denft man fi) ju befden Dveifanten die Polavdreis
fante conjtriiert, jo miiffen in diefen (§. 229, 2) el Seiten nebft dem ein-
gefhlofjenen Wintel besiiglich gleid), folglid) nac) 1. fie felbjt congruent jein.
Damt find aber in denjelben alle entjprechenden Bejtandijtiice folgemweife gleidy
und e8 mujs daher (§ 229, 2) aud) in den gegebenen Dreifanten dasfelbe
per Fall fein; mithin find diefe congruent.

Der Beweis filr die Symmetrie, ywie bei 1.

3. Bwei Dreifante, in be 4, Bwei Dreifante, in des

paarwetfe gleid) find, find
congruent ober jymmetrijd.

Fig. 132,

nen 3wei Seiten und ber dev
einen Seite gegenitberliegen:
be Wintel paarweife gleid
und die dem andern Paarve
gleidjer Seiten gegeniiber-
liegenben Winfel nidt
SGupplemente jind, find cons
gruent oder fhmmetrifd.

Beweisqu 3. €8 jei (Fig. 132) (AB) =

nen zwei Winfel und die dbem
einen Winfel gegenitberlie
gende Seite paarweife gleid
und bie dem andern Paarve
gleider Winfel gegenitberlic
genden Seiten nidyt Supple-
mente jind, jiud congruent
obetr fymmetrifd.

(A'B), (AC) = (A"CY,

ASC)B=A‘(S'C) B’ md A(SB)C+ A’ (8'B") C' Z 2 R. Legt man
bie beiden Dreifante o in einander, dajs 8 auf S, S'C* auf SC und (A’ C)
anf (AC) fillt, fo wirh wegen der Gleidhheit der Flachemwwintel and) die
Seitenfliche C*S‘B’ auf CSB fallen. Dann mujs aber anc) die Kante S B
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aif SB fallen. Demn fiele ‘B’ nidht auf SB, foudern etwa auf Sb, fo
wive (nacy 1.) dag Dreifant SAbC O S‘A‘B (Y, baher A (Sb) C =
A’ (8'B) ¢ und (Ab) = (A‘B) = (AB), fomit (nad) §. 234, 3) audy
A (SB)b=A(Sb) B; da mm A(Sb)B 4+ A (Sb) C — 2R (als Reben-
feile), jo wive aud) A (SB) b 4 A‘(S‘B) C' = 2R ober A (SB) C 4
A‘(8'BY) C' = 2R, was der Vorausfepung widerfpricht. €8 miijfen demnad)
BB’ und SB anfeinanderfallen und daher die Dreifante congruent fein.

Der Beweis fite die Symmetrie, wie bei 1.

Beweis zu 4. mittelft der Polavdreifante, wic bei 2., mit Juziehung
bon 3,

5. Bmwei Dreifante, in de- 6. Bwei Dreifante, in de-
nen alle drei SGeiten paar- nen alle drei Winfel paarmweife
weife gleidy find, find con- gleid)y find, §ind congruent
gruent ober fymmetrifd. ober fymmeteifd.

Beweis zu b, E3 fei (Fig. 133)
(AB) = (A'BY), (AC) == (A‘C’) und
(BC) = (B‘C’). Madjt man SA=
SB—=8C—=98 A — 8B — &6
i und legt durd) bdie Punfte A, B, C, wud
——*—;\\C A B C" bie Gbenen ABC und A’

J B'CY; sieht feener SD | ABC, 8‘D!
1 A'B'C’ unb bejdyreibt um bdie
Dreiccte ABC und A‘B/C' Rreife, fo fallen deven Mittelpunite in die Fufp-
Punfte D, D! per Novmalen SD und 8D (§. 211, a). Da mun N\ ASB
O A'S‘BY, fo ift AB = A’B‘; ebenfo folgt AC = A‘C’ unp BC =
B C und jomit find die Dreiefe ABC mumd A'B‘C’ congruent; daber
miifjenn auch die nm diefelben Dbejdyriebenen RKreife gleid) fein, jolglid) der Halb-
mefjer AD = A’D’. Aug der Congrueny der rehtwintligen Drveiede AD S
ud A‘D'S’ folgt endli) DS = D’S".

Qegt man nun dag Dreifant S‘AB/CY fo in dag Dreifant SABC,
0ajs fich die Dreiede A'BC’ und ABC decten, fo werben audy die um fie
bejdyrichenen Rveife, folglich aud) thve Mittelpuntte D und D anfeinander
fallen; da ferner in D auf ABC nnr eine Novmale mdglich iit, fo fallt
D’S* in die Rihtung DS uud wegen DS = DS audh der Punkt S in S;
folglichy fallen auc)y die RKanten und Seitenfliichen dev Dreifonte anfeinanber.

Dev Beweis fiir bie Symmetrie, wie bei 1.

Beweis gu 6. mittelit der Polarbreifante, wie bei 2., mit Fugiehung
bon 5.

IV. Aufgaben.
§. 236. Conjtructionsanfgaben.
(Forberungsjab) Durd) vrei gegebene Punfte, weldpe nicht in
einer Gevaben liegen, cine Ghene u legen.
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2. Bon cinem gegebenen Punfte im Raume zu einer gegebenen Geraden
oie Novmale 3 zichen.

Man Tege durd) den Puntt und bdie Gevabe eine Ghene und falle in
devfelben von Dem gegebemen Punmfte bdie Novmale auf die gegebene Gerade.

3. Durd) einen gegebenen Puntt im Raume mit einer gegebenen Gevaden
oie Parallele zu ziehen.

Die Aufldjung ift dev fritheven analog.

4, Durd) einen gegebenen Puntt einer Gevaden zu bdiefer die normale
Gbene zu legen (§. 204, Folgef.).

5. Bon einem Punfte A auferhalb einer Ehene zu diefer die Normale
s aiehen (Fig. 117).

Man ziehe in der Gbene RS eine beliebige Gerade DE, fille in bder
ourd) A und DE gelegten Gbene von A anf DE bdie Novmale AD; in D
ervidpte man in der Gbene RS auf DE bdie Normale DB unbd ziehe davanf
in ber burd) ben Wintel BAD gelegten Gbene von A qus die Novmale AB;
diefe ift Dann normal zur Ghene R S.

Dennt DE fteht nac) der Conjtruction novmal auf der Gbene BAD,
dafer ift Gbene RS | ABD (& 219, 1), mithin ift auch) AB | Gbene RS
(8. 219, 2).

6. Anf eine Gbene RS (Fig. 117) in einem Punfte D bderfelben die
Jovmale 1 ervidyten,

Man falle von einem belichigen Puntte A auferhalb der Ehene RS auf
biefe die Normale AB (Aufg. 5), lege dburd) AB und D eine Ebene und
atehe in diefer durcd) D die DC || AB; DC ijt dann die gefudyte Novmale
(8. 207, 2).

7. Durd) eine gegebene Gerade in einer Gbene die zu diefer novmale
@bene zu legen (Aufg. 6 und §. 219, 1).

V. Fbungsfite und Jbungsanfgaben.

§ 237 Ubungsfipe

1. Die Projection einer jdiefen Strede auf einer Chene ift um fo
fletner, fe quofer ihr Neigungswintel it.

2. Jever Punft der Halbierungsebene eines Keiles hat von den Seiten
desfelben gleiche Abjtinoe.

4, LBerbindet man die Sdnittpuntte, in denen zwei pavallele Ehenen von
parallelen. Geradert gejchnittert werden, durd) entfprecdyende Strecen, o evhilt
man zwei congruente Bielece,

§ 238. Conjtructionsaufgaben.

1. Bon einem gegebenen Punfte einer Chene zu dicfer eine Gevade unter
einent gegebenen eiquugswintel zu ziehen.

DMan evvidhte in einem Dbeliebigen andern Punfte der Chene auf diefelbe die Nor=
wale, fege dbuvch diefe uud ven gegebenen Punlt eine Gbene und conftruiere in devfelben an
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vent gegebenen Punft den gegebenen Neigungstwintel fo, dafd der eine Sdientel in bder ge-
gebenen Gbene liegt; dev sweite Schentel ift bie verlangte |dhiefe Gerade.

2. Gine Gbene unter einem gegebenen Neigungdwintel gegen eine gegebene
Ghene a1 confjtruieven.

Dan ervidite auf eine Gevade A B der Ebene in einem beliebigen Punite C die Nor=
male in diefer Ebeme unb banm eine weite Normale anf die Ghene, lege durd) diefe beiden
Jtormalen eine Ebene unbd conjtenieve in derfelben an € ben gegebemen Neigungsiwintel fo,
a8 ber eine Sdjentel in bie gegebeme Gbene fdllt; bie durd) ven weiten Sdjenfel und die
Gevade AB gelegte Gbene ijt die verlangte Ehene.

3. Durd) einen Punit auferhald zweier fid) fchueidenden Ehenen eine
britte Ghene au legen, welde zu den beiden erfteven normal it (§. 219, 1).

4. Aus den bdrei Seiten eines Dreifants einen Winfel desfelben durd)
Conftruction in einer Gbene zu finden.

DBergl, Conftruction zu §. 234, 1.

H. Aug dben drei Winkeln eines Dreifantd eine Seite desfelben zu con-
Jruieven.

Die Conftruction ift mit Hilfe de8 Polarbreifantd nad) §& 229 auf bdie Anfg. 4
auviidaufii hren. .

Boeifer BOTdmitt.

Vou den Kovpern im allgemeinen.

I. Ebenflidyige Storper.

§. 239. Cin Kbrper, welder von lauter Ebenen begrenzt wird, heift
ein ebenfladhiger Rdrper ober ein Polypeder. Bur Begrenung eines
Polyeders find wenigftens viev Ghenen erforderlid). Die eingelnen Grenzs
ehenen feifien die Flacyen deg Polyeders umd bilden gufamuten deffen Ober:
flidye; die Sdmittlinien der Fladjen heifen die Kanten und die von den
Sladyen gebildeten Gcen die G cfen des Polyebers.

1. Die Pyramide.

§. 240. Wird cine Drei- oder melhrfeitige Ecde dhuvd) eine alle Kanten
dejelben treffende Ghene gefchuitten, fo Heift das dadurd) abgegrenste Polyeder
eine Phramide. Die Sdnittflache Beifit die Grundfladye, die anbeven
Grenzflddyen heifien die Seitenfladen, die Schnittlinien der lepteven mit
einander die Seitenfanten, und die mit der Grundfliche die Grund-
fanten bder Pyramide. Den gemeinjamen Sdnmittpunft bder Seitenfanten
nennt man ben ©dyeitel, undb ben Abjtand des Sdeitels von der Grund-
fliche die Hohe der Pyramibe.

Die Seitenflichen einer Pyramide find Dreiecte.

Modnit, eometrie filr die oberen Elafjen, 9
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Gine Gbene, welche durd) zwei nidht wnmittelbar aufeinander folgende
Ceitenfanten gelegt wivd, Heift ein Diagonaljdnitt der Pyrantibe.

Nach der Anzahl der Seiten der Gurundflddye theilt man die Pyramiden
i dreis, viev:- und mehrjeitige ein. Die dretfeitige Pyrvamive ift dag
etnfadyite Polyeder; fie wird von viev Duciecen begrenst und heifit daber aud)
bag Tetrvaeber.

Cine Pyvamide, in weldher alle Seitentanten gleidh jind, heift gervade,
jrde andere jdhief. Die Grundflache einer gevaden Pyrvamide ift ein Sehuen-
viclef, deffen Mittelpuntt der Fufpuntt der Hohe ift (§ 211, Folge]. a);
die Geitenfladyen jind gleid)jchentlige Dreiecte.

Gine gerade Pyramive, deven Grunovfladie ein vequldved Polygon {jt,
heptregelmafig oder vegular. Jhre Seitenflichen find congruente gleich-
jchentlige Dreiede; die Hihe eines jeden devfelben Heifit die Seitenhhe bder
veguldven Pyvamide.

§. 241. Lebrfibe. 1. Wird eine Pyramidbe durd eine zur
Grundflade pavallele Chene gejdynitten, jo ijt a) die Sdnitt:
fladye der @rundjlade dhnlid) undb) dieFladeninhalte beider
verhalten fic) wie die Quadrate ihrer Abjtinde vom Sdeitel

%iﬂ‘-g‘% Beweis. €3 fei (Fig. 134)abede | ABCDE.

a) Folgt unmittelbar aus § 227, 3.

b) §itSP | ABCDE, aljo cuttI) Splabede,
und legt man durdh A SP eine Ehene, weldye die beiden
Bielecte in den Gevaden ap und AP jdueidet, {o ift
ap [ AP, baber sy AB—=Sa; S A= 8piBE.
Runiftabede: ABCDE =—ab?: AB? (8. 163, 1),
B ‘5 folglidy aud) abede: ABCDE = Sp?: SP

Wird eine Pyvamide duvd) eine zur Grundflade pavallele Ebhene ge-
fdynitterr, o Beift ber zwijchen den beiben pavallelen Fladhen Legende Theil
der Pyvamide ein Pyramidenjtumypf, bder zwifden der Sdmittflade und
vem Sdjeitel liegende Theil aber die Erganzungspyramide ded Stumpfes.
Der Pyrvamidenjtumpf wird von gwei pavallelen und dhnlichen Bieleden als
Grunofladen und fo vielen Tvapezen ald8 Seitenflichen begrenzt, als jebes
oer BVielede Seiten hat. Der Abftand bder beiben Erundfladen Heifit die Hohe
ves Pyvamidenjtumyfes.

Qit bie Pyvamide eine gevade oder eine reguldre, fo ift e aud
per Pyrvamidenftumpf. Jn einem geraden Pyramidenftumpfe find alle Seiten-
trapege gleichchentlig, in einem vequliven zugleic) congruent. Ju dem leteren
heift die $Hiohe eines jeden Seitentrapezes bie @estent)ul;e oes  reguldven
Pyramidenjtumpies.

2, Werben zwet Pyramiden von gleider Grundfléde und
gleidjer Hohe in gleidhen Abjtdnden vom Sdyeitel durd) Chenen
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gefdynitten, welcdhe 31 Den Grundildaden pavallel fiud, fo find
die @dynittiladen fladengleid.

Es feien P uud P7 gwei Pyvamiven diber den Grundfladen g—g’ mit
den Pohen h=h!, fuud £ ihre Snittflichen in den Abftinden d = d’
vom €deitel. Dann it (nady 1) f:g=d?:h?, ud f:g'=d"?:h"* =
d?:h?; baher f:g =1:g" und, dba g =g’ ijt, aud) £ ="f" :

3. Jeder durd) den Sdheitel und die Grundfldde einer
Pyramive gefithrte ebene Sdnitt ift ein Dreied.

Folaefal.  Jebe vicljeitige Pyrvamide lajst jidh) durd) Diagonaljdnitte
in breifeitige Pyramiden von der Hohe der gangen Pyvamide zerlegen.

2. Das Prisma und das Prismatoid.

§. 242. Woerden bdrei ober melreve Ghenen, welde fid) in pavallelen
Gevaden fchueiden, durd) zwei pavallele Ehenen gejdnitten, jo heifit das da:
ourd) abgegrenste Polycber ein Prisma. Die zwei parallelen Schnittflichen
nennt man bie Grundjladen, bdie ithrigen Gvenifladen die Seitenfla-
den, die Schuittlinien dev lepteven mit einander die Seitenfanten, und
die mit den Grunbdflddien die Grundtanten des Prismas. Der Abjtand der

Fig. 135, beiden Grundildchen heifit die Hihe des Prismas.

Der Kirper ABCDEFGHIK (Fig. 135) it
ein Pridma, wenn AF || BG | CH || DI||EK, und die
Gbene ABCDE | FGHIK ijt.

Folgefake. 1. Die beiden Grundfldcden eincs
Prismag find congruente Bielecfe (§§. 223, 54 und 213).

2, Alle Seitenflichen des Prismas find Pavallelo-
grammnte.

3. Ulle Seitenfanten ded Prismas jind einander gleid.

Cine Gbene, welche durd) zwei nidyt unmittelbar aufeinander folgende
Seitenfanten gelegt wicd, Deifit ein Diagonaliduitt des Prismas,

§. 243. Yady der Anzahl dber Seitentanten unterfdeivet man drei-,
biers oder mefhrfeitige Prismen. Mit Ritdficht auf die Lage der Seiten-
fanten gegen die Grunbdfldchen beifit ein Prisma gerabde oder fdhief, je
nachdem die Seitenfanten auf den Grunbdfldden fentvedht oder jhief ftehen.

Cin Prisma, defjen GSrunditichen Pavalelogramme find, Heifit ein Pa-
rallelepiped. Gin gerades Pavallelepiped, deffen Grundjldachen Redjtecte find,
Deift ein vedhtwintliges Pavallelepiped. Ein vedhtwintliges Pavallelepiped,
defien Ranten gleich find, heifpt ein Cubus oder Witrfel; jede Raute heifit
aud) Seite de8 Cubug. Jedes Pavallelepiped wird von fedhs Parallelos
grammnent, ein rvedjtwintliges Pavallelepiped von fedhs Nedyteden, ein Cubus
von fed)s Quadraten begrenst.

o*
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§ 244, lnter der Diagonale eines Parallelepipeds verjteht man
die Werbindungsilvecte der Edjeitel zweier Eclen, twelde feine gemeinjame
Ecitenfliche haben. Ein Pavallelepiped hat vier Diagonalen.

Lehrfage. 1. Jn jedem Pavallelepiped jdyneiven fid) die
Diagonalen in bemfjelben Puntte und halbierven einanber.

o Beweis. Legt man deeh die Kanten

G000 ~ ABamd HG (Fig. 136) eine Chene, fo ift bie

7 Sdnittflide ABGH ein Parallelogramm

(8. 54, 3); es miljjen jich aljo in vemielben bdie

Dingonalen A G und B in einem Puntte O

falbieven (§. 56, 1). Gbenfo Idjst fich) De-

weifen, dajg fidg BH und CE, daun CE

umd DF, endlid) DF und AG in demfelben
Puntte O halbieven.

2. 9njevemvedytwintligen Parvallelepiped ift bagQuabdrat
ciner Diagonale gleid) der Summe dber Quabdbrate ber drei in
einer Gde gujammenitofenben Kanten (Fig. 136).

Es fei dag Pavallelepiped ABCDEFGH redtwintlig. Dann ijt

AG*=AC* 4 CG*=AB*+ BC* CG*®
= AB*} BC? -} BF2

§. R45. Lehrfife. 1. Wird ein Prisma durd) eine ur Grund-
fladye pavallele Gbene gejdnitten, fo ift die Sdnittflade mit
der Grundflade congruent.

2. Jeber Diagonaljdnitt eines vielfecitigen Prismas ijt
cin Parallelogranmm.

Beide Siipe beruben anf §. 223,

Folgelab,  Sedes vielfeitige Priema lafst fid) durd) Diagonalidynitte in
treifeitige Prismen von der Hihe des gamgen Prismas zevlegen.

§. 246. Gin Kovper, weldjer von wei beliebigen pavallelen Vielecen al8 Grumbd=
fladen, und im allgemeinen von Dreieden, welde mit je einer Grundflide eine Seite,
und mit ber andern einen Edpuntt gemeinfam fhaben, al8 Seitenfliden begrenst wird,
beifit ein Prismatoid (Fig. 187).

Fie. 187, Der Abftand bder beiden parallelen Grundilidhen ABCD und
I G bheiBt die Hiohe bes Prismatoids; bdie Sdnitilinien bder
Seitenfliden mit einanber und mit den Grundfldden Heiffen besitg-
lid) bie Seitenfanten ober die Grundlanten,

Sind jwei gegenitberliegende Seiten bder beiven Grundflicden
(wie AB und EF) pavallel, jo fallen zwei Seitendreiede (ABIF
utd AEF) in ein Txape; (ABFE), und, wenn bdie pavallelen
é’aeiten aud) gleid) find,, in ein Pavallelogramm jujammen. Unter
ven Seitenflidien eined Pridmatoidbs fmuen dabher aud) Trapeze oder
Parvallelogramnte vorfommnten.

Haben die beiden Grundilddien eines Prismatoidd gleid) viele
Seiten und find auferbem je zwei gegeniiberliegende Seiten pavallel,
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fo beifit bad Pridmatoid insbejondere ein Obelidf, und jwar nad) der Ball ber Seiten=
flichen ein drei:, vier= ober mehrieitiger. Dev dreifeitige Thelist ift entweder ein
breifeitiger Pyvamivenftumpf ober ein dreifeitiged Lrisma.

@in Pridmatoid, deffen eine Grundfliche fidh aunf eine Kante vebuciert, Beift ein
Sphenist (Reil).

Bufaly. Dag Prismatoid fafst in der Form bdes Obelisfen fitr Dejondeve Annalhmen
feiner Grundfldien alle bisher betvaditeten Kovperformen in fid). Sinbd bie gegeniiberliegen=
den Seiten der Grundffdchen eined Obelisfen nidht mur pavallel, jondern aud) gleid), fo wird
ver Dbelist ju einem Prisma; find die pavallelen Seiten proportioniert, fo ftellt er einen
Byramidenfiumpf vov; [dfst man enbdblid) die fleineve Gvundilddie immer mehr abnehurcn,
0ig fie in einem ‘Punft verfdwindet, fo geht der Obelisf in bdie Pyvamide iiber,

Fia. 188, §. 247, fehrfofy. Legt man duvd) die Mitte a
ciner Seitenlante AL bes Prismatoidbs (Fig. 158)
eine guden Grunbdflichen pavallele Sduittilade,
jo halbiert dicfelbe a) aud) alle iibrigen Seiteus
fanten unbd b) die Hifhe.

Gg fei Ea= Aa und abedefg || ABCD.

a) Da die Sdnittlinien ab, be, cd, ... der Chene
abedefg mit den Seitenfliden ju den Grunfanten A B
EF, BC, ... paralfel {ind, fo folgt aus8 Ea= Aa aud
Eb=Bb, Fe=Be, ...

b) Wird die Hihe EP-bes Pridmatoids von der Ehene
abedefg in p gejdunitten, fo ift ap |l AP, daler Ep:Pp
=FKa:Aa; aber Ea= Aa, baler aud) Ep="Pp.

Die Sdnittjlide abede fg Geifit der Mitteljdhnitt des Prismatoids,

3. Polyeder diberhanpt nnd die requliven insbefondere.

§. 248. Gin Polyeder, welches nur Hohle Flachemwintel hHat, Heifit
conveg. Nue von folhen Polyebern ift i vem Nadjolgenden die Nede.

Lehriale. 1. Jn jedem Polyeber ift die Anzahl W aller
Rantenwintel doppelt fo gvof als die Anzahl K aller Kanten.

Denn jedes Polyeder hat jo viele Wintel, als die Anzahl der Seiten
aller Flachen betvigt; bdiefe Angahl ijt aber doppelt jo grop als die Anzall
Ranten, da jede Kante in ywei anliegaven Fladen als Seite vorfommt; folglich

W

2, ¥u jedem Polyeber ift die dreifadye Anzahl E dex Ecden,
ebenjo die dreifadye Anzahl F der Fladen Hodjtens gleid) dex
voppelten Anzahl K ber Santen.

Denn an jeder Ece, cbenjo in jeder Flache, fommen mindeftens drci
Winfel vor; fomit ijt 3, und cbenfo 3 F entweder gleid) oder fleiner alg die
Angahl aller Wintel; diefe betrigt aber 2K (nad) 1), folglichy ijt

3E=2K o 3F < 2K,

§. 249. Lelrfake. 1. Fu jedem Polheder ift die Summe aller
Wintel an der Oberfladye qleich fovielmal 4 Redhten, als die
um 2 verminderte Angahl I der Eden angeigt,



Beweis., Projiciert man alle Fladen des Polveders auf eine Sheue,
weldhe su Feiner Kante novmal ift, fo ijt die Projection jeder Flide wieder
cin Polpgon von derfelben Seitenangahl und daher die Summe S aller Winfel
an der Oberflache des Polhebers gleid) der Summe der Bieledswinfel allcy
Projectionsfldchen. Fallen nun die Projectionen vou e -Ccken des Polyeders
auf ven Umfang der Projectionsfigur und die Projectionen vou e,=Ecden in
vag Juneve derfelben, jo geben die BVieledswintel aller Projectionsfladen zu-
fommen bdie bdoppelte Winfeljumme eines e -Ccdes und e, vofle Winkel;
folglich ift

S=2(@ —2).2R +e¢, . 4R=(c, + e, —2) . 4R,
oder, da ¢, 4+ e, = L {jt,
2 S=(E —2).4R.

2. Fn jebem Polyeder ift die Summe aller Wintel an dex
Oberflade aud) gieid) jovielmal 4 Redyten, als die Differeny
der Anzahl Kder Ranten und der Anzahl Fder Fladen angeigt.

Beweisd, it die Bahl ber Seiten der eingelnen Flachen ves Polyeders
n,, N,, Ng, ..., jo find die @Sunmen der Winkel in diefen Polygonen (n, — 2)
2R, (n, — 2).2R, (n;, — 2). 2R, .. daher die Summe aller Winfel auf
der Oberflicdhe des Polyeders S=(n; +n, +1n;, +..) . 2R —F . 4R.
S it n, +n, 10y .. = 2K, bda jede Kante zwei Polygoufeiten bildet;
dafher S=K .4R — F . 4R, obex

S— (K —F).4R.

§. 250. Lehrfal. Jn jedem Polyeder ift die Summe der An-
3ahl E ber Gden und der Anzahl F der Fladen um 2 grifer
als die Anzahl K der Ranten (Euler'jdher Sap).

Beweis., Nadh § 249 ijt die Winfeljumme an der Oberfladye
B==(E—2).4R und aud) S= (K — F).4R. Hievaus folgt E — 2
=K — F, obex

E4F=K-1i2

Die Gleidung E + F =K 4 2 fowie bdie in § 248 abgeleiteten
Mngleidpumgen 3E < 2K und 3F < 2K jind in Begiehung auf E und F
fymumetvijd), b 0. fie bleiben vidhtiy, wenn man in denjelben E und F mit
cinander vertaujdyt.

Folgefiilge, 1. Yus E4-F =K 4 2 folgt:

Hat ein Polyeder eine gerabe Anzahl Kanten, fo ijt die Anzahl der Eden und die dber
Bliden ugleid) gevabe ober ungevade; Bar bdogegen das Polyeder eine ungerade Anzah!

Ranten, fo mufg, wenn bie Sahl dex Ecden gevade oder ungerade ift, die Bahl ber Flachen
ungervade oder gerabe fein.

2, Gubtrahiert man von 2E + 2F = 2K - 4 die Ungleidjungen
3F — 2K ume 3E = 2K, jo erhilt man

2E=F+4um 2F < E + 4,
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Die boppelte Bahl aller {g?ﬁcdl;m} eined Polyeders ift alfo mindeftens um 4 grifer
: Cden
it =
al3 bdie Babhl ber \ Stiden S

3. €@ubtrahiert man von 8E+3F =8K 46 die Ungleidungen 3F — 2K und
B8E — 2K, fo ergibt fich
BEXK-+6 ubd 3F— KH6.
f Gden

Die dreifadie Zahl aller \ Fliidhen

alg die Ball aller Kantem.
4, Ju einem TPolyeder fann nid)t jede {%ﬁiii)e} mehy al8 fiinf Kanten Haben.

} eined Polyebers ift alfo mindeflens um 6 grifer

Denn wiivden in jeder Cce fedhd Kanten jufammenfiofen, jo wive, ba jede Kaute
su jwei Gden gehirt, 6E = 2K, aljo 3BE=K, wa8 nod) 3. nidt miglid) ift. Waren
alfe Fliadjen von fechs Kanten beqrenst, fo milféte, da jede Kante ju zwel anfiofienden Fladjen
gehirt, 6F = 2K, aljo 8F = K fein, was ebenfall8 dem Safse 8. wibderflveitet,

8. 251. Gin Polyeder, deffen Fladen congruente vegulive Bielecke find
und congruente Gcen bilven, heifit ein vegelmdBiges cber reguldves
Bolpeber.

Lehrfoh. €8 fann nidt mehr als fiinf reguldve Polyeder
geben.

Beweis, 8 feien die Flachen eines veguliven Polyeders Bielecte von m
Seitenr, beven je n eine Ece Dbilden, E fei die Angahl der Cden, F bdie
Bahl der Flachen und K die Bahl dev Kanten des Polyeders. Damu ift die
Gefammtzahl der Seiten aller Flachen 2K, da jede Kante alg Seite weier
sutfammenjtoenden Flachen vorfonumt; fie ift aber, ba in jeder CGde n Seiten
sufammenitofien, audh nE und, da jede Fldche m Seiten hat, aud) mF; s
iit mithin n E=2K und mF = 2K, ober
R TR

n m

Wi— ==

2K __

T

un {jt (nad) §. 250) B F =K + 2, dafer 25 + K -2,
und folglid) '

K 2mn

~ 2(m+n)—mn’
Damit K pofitiv werde, Tann man m und n nur folde Werte Dbeilegen,
fiiv welde 2 (m -+ n) >mn wirth. PHienad) ift die Bildung veguldre
Polyeber nur fiiv folgende Werte vou m und n miglid):

1. m=3 n=3 wnag K= 6, E= 4, F= 4;
i A o K—il2: B =8 i =6
>

R

DR T D=t i K —9asl == sl 3

A== R =3 i K =30, =320 Tr—1q2"

B e —— b K= SO 2 SRl ——

Die hicdurd) Deftimmten Rbrper DHeifen: 1. das veguldve Tctraeder,
2. bag vequlive Hexaeder (ber Cubus), 3. das vegulive Octaeder, 4. das
vequldve Dobefaeder und H. dad veguldve Jfojacder.

I
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Dasg Heracder und das Octacder haben gleidye Kantenzahl, die Jahl der
Ecen des einen ijt gleid) der Bahl der Fladhen des anderm, und die Seiten-
3ahl jeder Flache des eimen ijt gleidh) der KRantenzahl jeder Gcfe des andern.
Man nennt deshalb bdiefe awei vegulidven Polheder eimander zugeorduet.
Aug demfelben Grunbde find dag Dobdefacder und dag Jfofaeder eimander
sugeovbuet. Dag Tetvaeber ijt jich Telbjt zugeovdnet.

§. 252. Lehrfoh. Jedes vregulave Polyeder hat einen Punit,
ber a) von allen Seitenfldden, und b) vou allen Edpuntten
qleich weit abjtefht.

Beweis. a) €3 feien (Fig. 139) AEC, AEF,. .. Seitenflachen eines
veguldren Polyeders und H, J,... ihre Mittelpunfte. Bieht man aus 11
und J gu ber Mitte L ber Kante AE bie Stredfon HL und JL, fo jtehen

Fig. 139. diefe su AE normal, dafer ift HLJ ber
Neigungswinkel der Ehenen AEC unp AEF,
und es find diefe Gbenen zu Dder durd) den
Winfel HLJ gelegten Ehene normal (8. 219,1).
Werden daher auf AEC wnd AEF in I
und J Novmale evvidhtet, fo miiffen fie in
ber Gbene HLJ liegen (§. 219, 3) und fidh
in einem Puntte O jdyneiden. Bieht man mun
OL, fo it AOHLOOLJ, baher OH
= 0J; b b der Puwt O hat von den zwei Seitenflichen gleiche Abjtande.
*Wag von AEC und AEF gilt, gilt aud) von den itbrigen Seitenflichen.
Der Puntt O bat aljo von allen Seitenjladien des veguliven Polheders gleiche
Abftande.

b) Da ferner OH, OJ, OK,... zu ben Seitenflichen AEC, AEF,
BCG, ... novmal jind und durd) die WMittelpuntte H, J, K, ... derjelben
gehen, jo miiffen (nacd) § 211) alle djiefen Strecfen aug O mnad) den
Ecdpuniten dev Seitenflddyen gleide Linge haben. Dev Punft O hat aljo audy
von allen Ecpuntten des Polyeders gleiche Abitanbde.

Der Punft O Heifpt der Mittelpuntt des veguliven Polyeders.

Auf dem vorftehenden Lehrialie und der in § 251 nadygewicfenen dualen Juorbnung
ber reguliven Polyeder bevuben folgende Siike iiber die Umgeftaltung diefer Korper:

1. Wevben alle Fliden eines reguldven 2. Werben alle Ecen eines veguldren
Polyeders durd) ihre Mittelpuntte alsé Eden | Polyeders durd) ebene, ju ihren Kanten gleid):
erfetst, jo find diefe die Eden eined jugeovd= | geueigte Fliadjen exjetst, jo find diefe bie Fladyeu
netent veguldven Polyeders, eies gugeordbneten veguliven Polyeders.

1. Senmmfladige Storper.

§ 253. Rbrper, weldhe gang ober theilweife von frnmmen Flicden
begrenzt werden, fheifen frummiladyige Kovper.
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1. Der Kegel,

§. 254, Beweyt fid) eine Gerade, indem fie jtets durd) einen feften Puntt
anfiethald der Gbeme einer RKueislinie geht, ldngd diejer Rreislinie fort, bis
fie wieder in thre anfingliche Qage fommt, jo befdyreibt fie eine fruntme Fladye,
bie man eine founifdhe Flache nennt. Die gegebene Kveislinie Heifit die
Leitlinie, und der gegebene fefte Punft der Scheitel dér fonijden Flade.

Lehrfoh. Jeder zur Gbhene der Leitlinie pavallel gelegte
@ dnitt einer fonijden Flade ijt ein Kreis.

Beweis. €8 fei S (Fig. 140) der Scheitel und der Kreis AMDB bie
Leitlinde der fonijden Flidye, ferner Gbene amb | AMB. Bieht man vou S

s demt Mittelpuntte O der Leitlinie die Strece
Big. 140. SO, welde die Sdnittilade in o jdueidet, und
legt bued) SO und einen willfitelichen Punft m
ber Sdnittlinie eine Gbene, weldhe bdie fonifde
Flacge in der ®eraden SmM fdueidet, fo ijt
om || OM; daher hat man om: OM=50:50.
Gbenfo it oa:OA=S80:850, und folglid
om:OM=o0a:0A4A, woraug wegen OM=0A
aud) om =oa folgt. @3 find aljo alle Punfte im
Umfange des Sdnittes von o gleid) weit entjernt,
mithin ijt der Sdnitt ein Kreis.

§. 255. Wird ecine fonijde Flade durd) eine zur Ebene der Leit-
linte pavaflele Gbene gefhnitten, jo Heifit ber dadburd) abgegremzte Kbrper ein
Regel. Die chene Sdnittlache ijt eine Kveisflade (§. 254) und heifst die
Srundfladye, bdie fie begrenzende fonijde Fladhe wird der Mantel bes
Regels genannt. Die Stvede, welde den Sdpeitel und den Mittelpuntt bder
Srundfliche verbindet, heifit die Acdhfe, und jede Strede, in weldher der
Diantel vou einer durd) die Achie gelegten Chbene gejdyuitten wird, eine Seite
bes Regels. Den Abjtand des Sdeitels von dev Grundflicdhe des Kegels nennt
man bie Hohe bdesjelben.

Git die Adje zur Grundflidhe novmal, fo Heifit der Kegel ein gevaber,
foujt ein {dhiefer. Ginen gevaden Kegel fann man jic) durd) Drehung eines
redytwintligen Dreiecdfed um eine feiver Katheten al8 Acdhfe entjtanden denten.
S einem gevaden fegel jind alle Seiten gleid), wund die Achje ftellt zugleid)
bie Hihe vor. Ju einem dhiefen Kegel gibt es eine Fiivzefte und eine langjte
Seite; diejelben liegen in einer duvd) die AdDje und ihre Projection anj die
Grundfldde gehenden Ehene.

Gin gevader Regel, defjen Seite dem Durchmejjer dev Grundflidye gleid)
ijt, beifit gleichfeitia.

Geht durd) einen Umfang8puntt der Grundflddhe eines Kegeld eine Tangente ju diefer

unbd eine Seite, jo Hat die dbuvd) beibe Linien gelegte Ebene nuv die Seite mit der Kegel-
flidje gemeinfonr; fie Geifit etwe Veviihrungsebene des Kegels,
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§ 266. Lehrfale, 1. Wivd ein Kegel durd) eine zur Grund-
fladeparvallele Cbene gefdnitten, foifta) der Scdhnittein Kreis,
uno es verhalten fid) b) die Fladeninhalte ber Sdhnittflade
unbd ber Grundfladye wie die gweiten Potengen threr Abjtdande
vom ©djeitel des Kegels.

Beweis, €8 fei (Fig. 140) die Ebene amb || AMB.

a) Folgt aug § 264

b) 3it SP L AMB, alfo aud) Sp 1 amb, und legt man hurdy OS P
eine Cbene, weldye die beiden Kreife in OP und op jdyneidet, fo ift op || OP,
dafler a0: AO=80:80=S8p:8P. Run ijt amb: AMB — ao?;
AO?* (§ 183, 1), folglih and) amb: AMB=Sp?:SP2

Wird ein Kegel durd) eine gur Grundflidye parallele Ehene gefdynitten,
jo heift der awifdhen der Grundfldche und der Schnittflache liegende Theil des
Segels ein Regelftumpf, dev pwijden der Schmittflade und dem Scheitel
liegende Theil aber ber Erglngungstegel bes Stumpfes. Der Kegelftumpf
witd von gwei pavallelen ungleidhen Kreisflidyen als Grundfldcdhen und ber
gmwifdhen ihnen enthaltenen fonijhen Mantelflache beqrenzt. SJebe Stvecte, in
weldjer ber Nantel von einer durd) die Adhfe gehenven Ehene gefchuitten wird,
heifit Seite bes RKegeljtumpfes. Der Abjtand der beiden Srundflachen Beift
vie Hohe bes Kegelftumpfes.

Cin RKegeljtumpf ijt, wie der Kegel jelbft, gerabde oder fdhief.

2. Jever Adpjenidynitt eines Kegels ift ein Dreted.

Denn jede durd) die Adpje gelegte Ehene jdhneidet die Grundfliche in einem
Durchmeffer und die Mantelflade in zwei Strecten,

Jgn etnem gevaden Kegel jind alle Achfenjdmitte gleichichentlige, congruente
und ur Grundjlide normale Dreiece. Jn einem jdhiefen Kegel ift nur eines
ver Dreiede gleihjhentlig, und nur eines, und zwar dasjenige, weldes durd)
vie ‘Projection der Achfe auf die Grvundfldche geht, zu diefer lepteven normal;
diefe Deiden Dreiecte ftehen aufeinanver novmal.

3. Jevev Adhfenidynitt eines Kegelftumpfes ijt ein Trapes.

Denn jede durch die Adje gehende Chene jdyueidet die Grundflddyen in
swei parallelen Durdymefjern und bie Mantelfldde in zwel nidt parallelen
Streden.

o eclient gevaden, wie i einem jdjiefen RKegeljtumpfe gilt von den
Lrapezen alg Ad)jenjdynitten dasjelbe, was bei den Adyfenjdynitten des RKegels
von ben Dreiecten angefithrt wurde.

2. Der Cylinder.

§. 257, Bowegt fid) eine Gevabe, indem fie tetd einer feften, die Chene .
einer Rreislinie in ihrem Mittelpunfte jdneidenden Gevaden pavallel bleibt,
langs diefer RKreislinie fort, bis fie wicder in ihve anfingliche Lage fommt,
fo bejdyreibt fie eine frumme Fldde, die man eine cylindrijde Flade
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nemnt, Die gegebene Kreiglinie heift die Leitlinie, und die durd) ihren
Mittelpuntt gehende fefte Gerade die Acdhfe der eylindrifden Flade.

Lehrfal. Jeder zur Gbeme der Leitlinie parallel gelegte
Sdnitt einer cylindbrijden Flade ift cin Qreis, welder mit
der Qeitlinie gleidhen Halbmeffer hat.

Fig. 141. Beweis. G jei der Kreis ABM (Fig. 141) vie
Qeitlinie der cylindrijdhen Flache, und eine u diefem
freife pavallele Ghene A’ B M’ jdmeive bie Adje O O° in
0“. Legt man durd) O O’ unbd einen beliebigen Punkt M’
ber Sdynittlinie eine Cbene, welde die cylinbrijche Flade
in der ®eraden MM’ jdhmeidet, fo ijt OO’ | MM’ und
O'M || OM; babher it OO'M'M ein Parallelogramm
und folglihg O'M’ = OM. @3 ijt aljo der Abjtand eines
jeden Punttes der Sduittlinie von O dem Halbmeffer der Leitlinie gleid),
0. h. ber @dnitt 1§t cin mit dev Leitlinie congruenter Kreis.

§. 258. Wird eine cylindrifdhe Flache duvd) zwei zur Ehene ber Leit-
linie pavallele Ghenen gejdhnitten, o Heit der daburd) abgegrengte Kbrper ein
Cylinder. Die wei cbenen Scnittflachen find congruente Kreisflichen
(§. 257) und fHeifen die Grundfldchen; bdie fie begrenzende cylindrijde
Sliche nenut man den Mantel des Cylinders. Die Verbindungsitrecde dex
Mittelpuntte beider Kreife Heift die Achfe, und jebe Scnittlinie e Mantels
mit einer durd) bdie Achfe gelegten Gbene eine Seite bes Cylinders. Dev
Abftand ber beiden Grundfldcdhen wird die Hohe des Cylinders genanut.

Alle Seiten des Cylinders find pavallel und einander gleid.

Steht die Adhfe zu den Grundfldchen novmal, fo heift der Cylinder ein
gevabder, fonjt ein fhiefer. Ginen geraben Gylinber fanm man fid) aud)
durd) Drehung eines Nechtectes um eine Seite al8 Achie entjtanden - denfen.
St etnem gevaben Gylinber jtellt die Adyfe zugleich die Hihe vor.

Gin gevaber Gylinder, deffen Seite bem Durdymeffer der Gruudflade
gleid ijt, witd gleidhfeitig genannt.

®eht durd) einen Umfangspuntt der Grunbdflicdhe eines Eylinders eine Tangente u
diefer unb eine Seite, fo Dhat bdie burd) beide Linien gelegte Gbene muv die Seite mit bdev
Mantelflide gemeinfam; eine jolde Chene Deifit eine Beriihrungsebene des Eylinders,

§. 259, Lehrfafe. 1. Wivd ein Cylinder durd eine yur Grund-
fladye pavallele Ghene gefdynitten, fo ift der ©dnitt ein mit
ver Grunbfladhe congruenter Rreis.

Folgt aug §. 2567,

2. Jeber Adyfenfdynitt eines Cylinders ift ein Pavallelo-
gramu. ‘

Dennt in dem erhaltenen Bievede find die Scnittlinien der Ehene mit
ver Mautelfliche als Seiten des Eylinders pavallel und gleid).
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3n einem geraben Cylinder find alle Achjenjdnitte congruente Rechtecte
und ftehen zur Grumdfliche normal. Jm einem fdiefen Gylinder find bie
Achfenfcuitte ungleiche Pavallelogramme und jteht nur einer, und zwar der-
jenige, weldjer buvc) die Projection bev Adfe anf die Grundflache gelht, zuv
Grundflache normal.

3. Die Kuacl.

§. R60. Dreht fid) ein Halbfveis um jeinen Durdhmeffer fo weit Herun,
big er wieber in feine urfpriingliche Lage fommt, o bejdreibt derjelbe eine
frumme Flidye, weldie Rugelfladye genannt witd. Dev von der Kugelflide
begrenzte Sdvper heit Rugel

Jever Punft dev Kugelfliche ijt von dem Mittelpunfte des evzengenden
fveifes gleich) weit entfernt; Ddiefer Punft heifit davum audy der Mittel-
puntt der Rugel. Cine Strece, welche vom Mittelpuntte big sur Kugelfladye
gezogen wird, heift ein Halbmejjer; eine Strede, weldhe duvd) den Mittel-
puntt geht und gwei Puntte vder Kugeloberflache verbindet, ein Durdymefjer
der RQugel. Alle Halbmeffer einer Rugel jind eitnander gleich; ebenjo alle
Durdymefjer. Die Endpunite etnes Duvdymefjers wevben Gegenpuntte der
Kugelfldde genannt.

Solgefah, Der geometrijde Ovt aller Puntte im Rawme, weldye
vou ecinem gegebenen Puntte den Abjtand r haben, ijt die um diefen Puntt
mit bem Halbmefjer r bejdhriebene Kugelfliche.

§. 261. Lehrfal. Durd) vier Puntte A, B, C und D (Fig. 142),
weldye nidht in einer Gbhene liegen, ijt eine Kugel unzweidentig
bejtimmt,

Fig 142, Der geometrijhe Ort eines Punftes, der von A,

w B, C gleidh weit abiteht, ijt die im Mittelpuntte M
/ I \ peg durd) bie drei Punfte gehenden Kveifes auf diefen

lﬂ ervidhtete Movmale MN (§. 211, b). Jeder Punlt
e o biefer ovmalen ijt damn von allen Punften bex
v _\\‘g\ Peripherie jenes Kreifes gleid) weit entfernt. Legt man

paher duvd) MN und den vievien auferhalb der Rreis-
ebene legenden Punft D eine Cbene, weldje die Pevi-
pherie des Kreifes in P jdyueidet, und evcichtet in diejer lepteven Gbene auf bdie
Berbinbungsjtvede D P in ihrer Mitte R die Normale, welche die MN in O
trifit, jo ijt O nidyt vur von D und P gleid) weit entfernt (8. 46, 1), fondern
jteht aud) vow D und den dvei Puntten A, B, C, gleid) weit ab; O ijt o=
mit der WMittelpunit der durd) A, B, C, D gehenden Kugelflfiche.

Da es nur einen Punit O gibt, weldjer den obigen Bedinguugen ent-
pricht, fo fann es auch nuv eine eingige Kugelfliche geben, welde duvd) die
vier Punfte A, B, C, D gebt.
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Die Gerade mud die Kugel,

8. 262. Se nadhdem ber Centralabitand einer Gevaden, b. i v
Abftand vom Mittelpuntte einer Kugel, fleiner, cbenfo grofy, oder grdpev ijt
al$ deven Halbmeffer, jhneidet die Gevade die Kugel in zwei Puntten, oder
bevitfhrt fie diejelbe in einem Puntte, oder liegt fie gang auferhalb dber Kugel.

1. Sede gevabe Bevithrungslinie einer Kugel fteht novmal u dem Halb=
mefjer des Beriihrungspunites (§. 80).

2, Alle von einem Punfte aufierhalb einer Kugel an diefe gezogenen
Berithrungsitvecen find einander gleic) (§. 81).

Dic Ehene und die Kugel.

§ 2063. Der Centralabftand einer Ehene, 0. i ihr ALjtand vom
Mittelpuntte einer Kugel, it entweder fleiner ober ebenfo grof, ober gribfer
alg deven Halbmeffer. Jm erften Falle jhyneidet die Ghene die Kugel; im
weiten Falle bevithrt jie diejelbe in einem Puntte; tur dritten liegt fie gang
auferhald der Kugel.

Lehrfog, Jeber @duitt einer Kugel durd) eine Ghene ijt
ein Rreis.

Beweisd. €3 jei AMB (Fig. 143) ein ebener
Kugeljdnitt. Falt man vom Kugelmittelpuntte O eine
Yormale OP auf die @dnittiliche, zieht vou P nad
vem Umjange des Sdnittes bdie Dbeliebigen Stvecen
PA und PM, ferner nod) die Halbmefjer O A und
OM, fo find bie rvedtwinfligen Dreiede OPA und
OPM congruent, daher PA=PM. Daraus folgt,
pais alle Umfangspuntte des Schuittes von P gleichen
Abjtand Haben, dajs alfo ber Sdynitt ein Kreis iit.

Der Kreis AMB wird ein Rugelfveis genannt.

§. 264, Lchrfabe von den Kugelfreifen.

1. Die Strecde aus bdem Mittelpuntte der Kugel nad) bem WMittelpunite
eines Qugelfreifes ift novmal ur Gbene des lelteven.

2. Die Normale aud dem Mittelpuntte der Kugel anf die Ehene eines
Rugeltveifes geht durc) den Mittelpuntt des lepteren.

3. Die Gevade, welche im Mittelpuntte eines Kugelfreifes auf deffen
Cbene normal evvidytet wicd, geht duvd) den Wittelpuntt dev Kugel.

4, ®leichen RKugelfreifen entfprechen gleiche Centralabjtinde; und um-
gefelt,

5. Dem gedfeven Kugelfreife entjpricht ein fleinever Centralabitand; und
mgefehut.

Die Beweife diefer Sdpe ftimmen mit jenen fiiv die analogen Siige
bon ben Selhnen beg RKreifes in §§. 75 und 77 diberein.

Fin. 148,
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Dufiige. a) Unter alfen Sugelfreifen it der duvd) den Mittelpunft dev
Suqel gehende der guivhte. Er heifit deshalb anc) gevadezu ein grofier Kugel-
freid oder ein Hauptiveis. Der Palbmefjer eines Hauptireifes der Kugel
ift dem Kugelhalbmefjer gletch. ;

: b) Bwei Hauptfreife einer Kugel jdueiden fid) tmmer in eivem Duvd)-
meffev derfelben uud halbieven einanbder gegenfeitig.

c) Durd) je zwet Puulte der Kugelfladie, welde nidt Segenpuntte find,
ijt bie Qage eines Hauptfreifes der Kugel ungweidentig beftimmt. Der von
awel Puntten begrenzte Bogen eines Hauptfveifes qibt den fphavijden
Abftand biefer Punktte an.

d) Bon den beiden Endpuntten beé aur Gbene eines Kugelfreifes normalen
Sugelburdymefjers (8. 264, 3) hat jeder von allen Umfangspuntten des Kugel-
freijes gleidhe fphirijche Abjtinde. Diefe gwet Puntte heifen deshalb fpharijde
Mittelpuntte des Kugeltreifes.

Die Umfangspunite gleicher Kugelfreife Haben gleidhe fphavijce Abjtanbde
bou ihren entfpredhenden jphivijhen Mittelpuntten.

8. 265. Schrfiibe von denm Veviihrungsebenen ber fugel.

1. Die Cbene, twelde im Cndpuntte einex Kugelhalbmeffers su diefem movmal ift,
ift eine Veriihrungsebene der Kugel. (§. 80, 1.)

2. Der Halbmeffer einer Kugel nad) dem BevithrungsSpuntte fteht novmal anf bdex
Beriihrungsebene., (§. 80, 2.)

3. Die Normale qus dem Mittelpuntte einer Kugel auf die Berithrungsebene gelht
buvd) den Berithrungspuntt. (§. 80, 8.)

4, Die zur Bevithrungsebene einer Kugel im Berithrungspunfte erviditcte Novmale
geht durd) ben Mittelpuntt der Kugel. (§. 80, 4.)

§. 266. Die beiden Theile, tn weldhe die Kugel durd) die Ebene eines
SQugelfreifes getheilt wird, heifjen Kugelabfdynitte oder Kugeljegmente
und die dagugehirigen Theile der Kugelfliche Kugelmiten odber Calotten.
Die Kreisfliche ift die Gvundflache der beidben Kugelfegmente und der Kugel-
mitgen.  Der von der Miige und ihver Gvundflicdhe begrenzte Theil des zu
biefer novmalen Durdhmefjers der Rugel ijt die Hihe des RKugelfegmentes und
der Kugelmitpe.

Der wifdher den Ebenen zweier pavalleler Kugeltveife legende Theil ber
Kugel heifit eine Kugeljdidyte und der dagu gehvrige Theil der Kugelflache
eine Rugelzone. Dev Abjtand ber beiden RKreisflachen ift die Hhhe dex
Sugeljchichte und der Bome.

Dreht fid) ein Sector eines Hauptfreijes dev Kugel um einen feiner
Dalbmejjer, fo beifit ber dabdburd) bejdjriebene Korper ein fugelausjdnitt
oder Sugelfectorv. Derfelbe Dbejteht ang eiwem Kugelfegment und einem
Regel, dejjen @dyeitel der Rugelmittelpuntt und deffen Gvundfldche die Grund-
fliche des Rugelfeqments ift.
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§ 267. Gine Kugel Geift eivem Polyeder cingefdhrieben, wenn alle
rvenzflachen desfelben Bevithrungsebenen dev Kugel find, uud umgejdyrieben,
wenn alle Eclpuntte des Polheders in der Kugeljladye legen.

Sedem reguldven Polpeber famn eine Kugel ein- und nmgejdyrichen
werden. (Folgt ausg § 252.)

Sphirifde Wintel, phavifde Swei- nud Dreiede.

§ 268. Der Neigungswintel der Ehenen Fweier Hauptlveife einer Kugel
beifit der phavijdhe Wintel der beiven Kreife. Das Daf eines jphirijden

Fig. 144, Qintels CAD (Fig. 144) ijt der zwijchert den beiden
RQugeltreifen liegenbe, von jedem ihrer Sdynittpunite
unt 90° abjtehende Kreigbogen CD. Da nimlih CO
1L AO utd DO | AO ijt, jo ijt COD ber JNei-
quugewinfel der Gbemen der beiden grifiten Krveife
ACB und AD B, und der Bogen CD dag Niaf diefes
Wintels. Ein fpharifcher Wintel CA D ift gleid) dem
Winfel SAT der Tangenten, weldye duvd) eiren Scnitt-
punft der awet Kugelfreife an diefelben gezogen werden.

§ 269. Cin Theil der Kugelflacdhe, weldher von zwei grdften Halb-
freifen der Rugel begrenzt wird, wie 3 B. ACBDA (Fig. 144), heifit ein
ipharvifdhes Bweied.

Bu gleichen jphavijden Winteln devfelben Kugel gehiven gleiche jpharijde
Bweiece; und umgetehet.

Beweis duwvd) Dedung.

Fig. 145. §. 270. Gin Theil der Kugelflacde, welder von
brei Bogen gubpter Kugelfreife begrent whrd, heift
ein fpharijdes Dreied; wie ABC (Fig. 145).

Die Kreisbogen AB, AC und BC werden bdie
Seiten, und die fphavijdhen Wintel ACB, ABC
md BAC bie Winfel bed jphivijdhen Drveiectes ge-
nannt, Die Grdfe der Seiten wirh ftets tm BVogen-
mafie angegeben.

Die Seiten eines jeden fphavifdhen Dreiecdes find zugleid) bdie
Ceiten eines weiten fphavijdhen Dreiedes, mweldes das erjte zu bev ganzen
Sugeloberflache evgingt. Wenn iibrigens nicht ansdriictlich das Gegentheil
bemerft wird, fo ijt immer bdagjenige fphivijde Dreied zu vevjtehen, weldes
tleiner ift af8 bie Yalbe Kugelflice. Bu jedem fphirijchen Dreiede, das
tletner ift als die halbe Rugelfliche wnd deffen eine Seite gudfer ijt als 180,
gehiet ein zweites, weldhes mit jenem zwei Seiten gemeinjam hat und bejjen
dritte @eite bie Dritte Seite des erfteven zu 360° erghngt, fomit Eleiner als
1800 ijt. 8. B. bas Dreie¢ ABDEC hat die Seiten ABDE, EC und
CA, a3 Dreiet AEC fat die Seiten AE, EC und CA; ABDE und
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AL evgingen fid) gu 360° Die beiven Dreiede evgingen fidh) gegenfeitia s
oer falben Kugelflidye; maw nennt ein jedes dad jpharifche Nebeubdbreied
oes andern.  Da fid) aus dben Seiten und Winfeln eines fphavifden Dreieces
fogleid) andy die Seiten und Winfel feines Nebenbdreiectes beftimmen laffen,
fo follen bei ben folgenden Unterjudpungen muv foldhe fpharifhe Dreiecte vor-
ausggefept werden, in denen die Seiten eingeln fleiner als 130° find.

§ 271, @3 fei ABC (Fig. 146) ein jphirijdes Dreted, deffen jebe
@eite fleiner ift als 180° und O der Mittelpuntt der Kugel. Jieht man die
Halbmeffer AO, BO und CO, und legt durd) je zwei eine Gbene, jo ent-

jteht das Dreifant OA B C, defjen Seiten AOB, AOC,

ig. 146. und BOC bie Seiten AB, AC und BC bes fphirijdhen

| Drefeces ABC zum Nafe Haben, und defjen Fladyen-

winfel den Winfeln des fphivijden Dreiectes gleich find.

Es finden bafer zwijchen ben Seiten und Winfeln eines

fohavifdyen Dreiectes Dbiefelben Beziehungen Jtatt, wie
awifchen den Seiten und Winfeln eines Dreifants.

Wit Ritdjidht auf die §§. 232, 283 und 234
gelten demuad) and) fitr die jphirijden Dreiecte folgende
Sie:

1. Die@umme gweier Seiten ift qrofieralsdiebritte Seite,

2. Die Summe aller drei Seiten ift fleiner als 560,

3. Die Gumme allev drei Winkel ift grofer alg 180° und
fleiner als 5400,

4. ®letdyen Winteln liegen gleidhe Seiten gegeniiber,

b, Dem grifieren Wintel [iegt aud) eine grofere Seite
gegeniiber,

6. ®letdyen Seiten [iegen gleidhe Wintel gegeniiber.

7. Der griferen Seite liegt aud) ein grbfever Wintel
gegenitber.

Cin jpharijdes Dretet Dheifit gleidyjeitig, gleichjdyentlig ober
ungleid)feitig, je nadpem es drei oder ywei gleiche, oder lauter verjdyiebene
@eiten hat.

Cin {phdrijdes Dreie fann (nad) 3) swei ober aud) drei rechte Wintel
haben. @in fphirijhes Dretect, weldjes feinen vechten Wintel enthilt, heifit
fdiefmintlig; fommt davin ein vedyter Winfel vor, jo witd es ein red)t-
winfliges genannt.

§. 292. Bwei fphivijhe Dreiede, in denen alle Seiten und Winkel
paavmeife gleid) find, find congruent ober fymmetrifd), je nachdem bie
gleichen Bejtandjtiicte in demfelben oder im entgegengefepten Sinne aufein-
ander folgen (8. 231).
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Den fedhs Saen, welde in §. 235 Dbegitglid) der Congruteng und dev
@ymmetric er Dreifante bewiefen ywurden, entfpredhen analoge Sige beiiglid)
der Gongriteny und Symmetrie der jphirijden Dreiece.

8. 273. Gin jphirijhes Dreiect, deffen Ccen Gegenpuntte der Eden
eines andeven Dreieces find, heift das Gegendreied Dbes zweiten; 3 B.
A‘B'C (Fig. 147) ift das Gegendreied su ABC.

Biet fpharijde Gegendreiecte jind, jowie ywei ©djeiteleden (§. 231), im
allgemeinen fymmetrifdh, uud nur dann congruent, wenn fie gleichjchentlig find.

fehrfah. Bwei fphavifde Gegendreiede find fladengleid.

Beweis. Legt man (Fig. 147) durd) die drei

&ig. 147. Edpuntte eines jeden Dder 3wei Gegendreicde ABC
/J‘\ und A’ B’ C’ Rugelfreije, jo jind diefe einander gleid);
A pennt fie Jind gugleid) wm zwei congruente ebene Drei-

ecfe Defdhvieben, deven eiten als Sebuen zu ben Seitent

der Deiden jphirvijden Drefede gehdren. Damn find

! ‘ aber aud), twenn P und P’ die entjprechenden jphavis

/ jchen Mittelpunite der gwei gleichen Kugelfreife jind,

S ff bie fphirijchen Abftinde PA, PB, PC undb P'A’,

P'B, P'C’ einander gleid) (§. 264, d). Die Dreicde

PAB, PAC mb PBC, cbenio bie Dreiede P'A'B/, P‘A'C’ unb P'B C,

jind demuad) gleichjchentlig, und daler die evjtcven folgeweife mit den lepteven

congruent, ©omit find die Sununen diefer Dreiede, d. 1. die Dreiede ABC
umd A‘BC’ fladjengleid).

§. 274. Bejdyreibt man aus ven CEcpuniten eines jphivijden Dreiectes,

alg Polen, grifte RKreisbogen, jo heifit das daburd) entjtehende fphirijhe
i, 148. Dreiet ein Polardreied des exfteren.

St ABC (Fig. 148) ein ipharijhes Dreicd
und mad)t man AD=AE=BF =BG = CII
= CJ = 90°, f{o ift, wenn durd) die Punfte D und
E, Fuud G, H und J die guofiten Kreigbogen B C/,
T ; A'C’ und A' B’ hejdyricben wevden, A‘B/C bas Pola-
B \,Q_#:ﬁ_ L7 breicet ves fphivijchen Dreiectes ABC, und diefes wicder,

3 wie man leid)t fieht, das Polardveied vou A'B C,

Lehrfah. 1. Bwel fphavifde Dreiede, welde Polavdreiede
ju einander find, gehbren u zwei Dreifanten, welde zu ein:
anber Polarveden find.

Denn 3ieht man u den Ecfpunften der zwei fphivijden Dreiecte Kugel-
Balbmefjer, fo find diefe die Kamten ber beiden Dreifante, weldhe zu den zwei
iphavijcgen Dreicclen gehdren. Nun ijt jeder Halbmefjer des einen Dreicctes
wovmal gu gwei Halbmefjern des anbevn, weil die Seitew des cinen wm 90

Mo &uit, Geometrie fil die oberen Clafjen. 10
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von den Edpuntten des andexn abftehen, jomit ift e and) novmal zu ber durd
diefe Halbmefjer gelegten Ebhene; es ijt jonad) jede Kante des einen Dreifants
normal zu einer Seitenfliche des andern, d. i. die beiben Dreifante find Polav-
ecen zu einander (§. 229).

2. §n zweifphavijden Polardreieden jind die Seiten des
einen Supplemente der Winfel des andern.

Peifien A, B, C die Winfel und a, b, ¢ die gegenitberliegenden Seiten
in dem jphirijchen Dreiede AB C, ferner A, B!, C die Winfel und a’, b, ¢’
die Seiten in dem Polardbreiede A'B'CY, jo ift

a+A=2R, b-+B=2R, c¢c-+C=2R; unbd
alsiA 9B b4 B =—2R o -lL0—2R

Folgt aus § 229, 2, fann aber aud) unmittelbar aus Fig. 148 abge-
leitet werden.

Lage zweier Kugeln gegen einander,

§ 275. Bwei Kugeln, welde denfelben Mittelpuntt haben, heifen cone
centrifd. Bwei Kugeln, weldhe verjdyicdene Mittelpuntte haben, nenut man
excentrifd), und die BVevbindungsjtvede ihrer Wittelpuntte die Centrale
der beiden Rugeln.

L. Haben gwei Kugelflichen einen Punft der Centrale obder ihrer Ver-
langevung gemeinjam, fo bevithren fie fid) in diejem Punfte, und zwar
beziiglich von aufen ober vou innen.

2. Haben 3wei Kugelflachen melyreve Punfte gemeinfam, fo jdhneiden
fie i) in biejen Punften.

Lehrfa. Der Sdhnitt gweier Kugelfladen it ein Kreis.

Denn 3ieht man von zwei belichigen Sduittpuniten ber Kugelfldaden u
deven Centvale MNormale, jo fallen ihre Fufpunite in etnen Punlt ujammien,
und die Normalen jelbjt jind einander gleic).

Solgefihe. a) Die Centrvale gweier jid) bevithrender fugeln geht durdy
ven Berithrungspuntt.

b) Die durd) den Bevithrungspunft zweier Kugeln an die cine gelegte
Berithrungsebene ift zugleich eine Bevithrungsebene ver anderi.

c) Die Centvale zweier fidh) fdueidenden SKugeln ift zur Ebene bes
gemeinfomen Durchjchnittstreties im Mittelpuntte desjelben novmal.

8 276. Die gegenjeitige Lage gweier Kugeln hingt von der Grife
threr Centvale ¢ und ihrer Halbmefjer R uud r ab.

1. 3t e>1R +r, jo liegt die eine Rugel ganz auferhalb der anbern.

2. §jt e =R +r, jo becithren fic) die beiden Rugeln von aufien.

3. §ft R+r>c>R—r, jo {dneiden jich beide Kugeln.
. St e =R — 1, fo beriihren fid) beide ®ugeln won innen.

4
, Sit e~ R —r, jo liegt die eine RKugel ganz innerhalb dev audevn.

e &2

c2ep
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III. Aufgaben.

§. 277, Coujlvuctionsanjgaben.

1. (Forberungsfath.) Wm etnen gegebenen Punft mit einem gegebencn
Halbmejfer eine Kugel zu bejdhreiben.

2. Durd) einen gegebenen Punft eine Beriihrungsebene a) an einen
RKegel, b) an einen Cylinver, ¢) an eine Kugel zu legen.

3. Durd) eine Gerabe eine Bevithrungsebene an die Kugel zu legen.

& 278, Reduungsanjgaben.

1. 3 fei R der Palbmeffer ciner Kugel, r der Halbmeffer eines Knugel-
freifes und d der Abftand biefes Kreifes vom Kugelmittelpunite; man be-
ftimme jebe diefer Gubfien, wenn die beiden anbeven gegeben find.

2. Gine Kugel wirtd durd) eine Ehene gefdynitten, weldhe den Fu diefer
novmalen Durdymeffer 2R i vem Verhiltniffe m :n theilt; wie grof ift
der Halbmefjer r der Sdmittflacde?

3. Aug ver Kaute a eines rveguldven Polyeders die Halbmefjer r und
R der ihm ein- und der ihm umgejdyricbenen Kugel u bejtimmen.

Heifit o der Halbmeffer des einer Seitenfliche des Polyeders wmgefhricbenen Kreifed,
fo ift, wie man aus Fig. 139 unmittelbar erfieht, fiiv jedesd regulive Polyeder r* = R* — ¢

a) €8 fei um da8 Tetraedber ABCD (Fig. 149) cine
fugel bejdyrieben und DE | ABC, fo ift E ber Mittelpuntt bes
um ABC Dbejdyriebenen Kveifes; wird DE bis F verldangert, fo ijt DI
ein Sugelburdhmefier und bdie Mitte O der Mittelpuntt der Kugel
und daher aud) bes Tetvaeders. Jm redytwintligen A DAF ift nun
DF:AD=AD:DE, ober 2R:a=a:Va?— ¢’ us bdiefer

2
Proportion erhdlt man, bdba ¢ = %— (SR IS R= --2 Ve.
Ay A
AT folgt bann r = lé\ 6.

b) Bieht man beim Octaeder (Fig. 150) die Diagonale EF, fo ift biefe ein Durd)=
meffer der umgejchriebenen Kugel, fie fieht novmal auf ABCD, und ber Fufipunit O ift dev
Fig. 150, Mittelpuntt fowolhl der mmgefdjricbenen Kugel, al§ ded um bdas

T Ouadrat ABCD Defdjriebenen Kreifed. €8 ift baher (nad)

Aug r* = R?* — {12 =

§, 173) AO=R = -g\/g.

a2 2
fus r?= R*— ¢* = ;-— ’; folgt fermer r = EVG'
) Bieht man in Fig. 151, wo um ein Jfofaeder cine
fugel befdrichen ift, F G normal zu dem vegelmdfigen Fitnf:
ede ABCDE, fo ift G der DMittelpuntt deg um bdasfelbe be=
fdhriebenen freifes und FIL ein fugelburdymefjer. Jm redyt-
winfligen Dreiede FAH ift mm FH: AF = AF:FG, ober, ba

GA=-"2Vb0+10\5 (§ 175, 3uf.) ift, 2R:a=a: ‘Iah—“ﬁmq- 1 5)\
0 ViR i ) T Ay SN ST p
10%




Davaus folgt R = %VTO f2ya.

. 42 : a? AT

Ang r?=R*— o= T (104-2y/5) — ¥ folgt daun r = T".’.\” 42118/ 5.
d) Fiiv dag Heraeder ober den Witefel ift:

a a

R—g\/& und r=g-

e) Das Dobdefaeber ldfst ficdh, wie man aug Fig. 152 fieht, in einen Wiirfel

GHJEACEF wund fed)s deffen Seitenflichen auffilsende, abgefumpite dreifeitige Pridmen

serfegen, und zwav ift der Halbmeffer der dem TWitrfel umgeidjvichesen Kugel zugleid) dev

Halbmeffer der dem Dobdefaeder umgejdhrichenen Kugel. Dev erfieve Halbmeffer aber ift, da

bie Rante bdes Wiirfeld als Diagonale eines regelmifigen Fiinfedes = : 14 Vs
(8. 175, Buf.) ift, nad d) g[eid)z 1+Vs).Vs= % Vy3+\i15) = Z V18 6y 5.
e e l'asz_,"“‘, s ,."__i_l‘i. / e 17
s r*=R'—¢'= o (18 46\ 5) 0 G+ VE (§. 175, Buf.) folgt dawn

SN T TS T
Y 55 V 250 + 110 \/ 5.

4, Die Kante eines vequldven Polyeders aus dem Halbmejfer a) der
cingefcyrichenen, b) dber umgejchricbenen Kugel zu bevechnen (Umbehrung der
Aufg. 3).

IV. Jibungsfate und bungsaufgaben.

§. 279. Ubungsjape.

1, Die NMutten 3weier Paave gegeniiberliegender Kanten eines reguldren
Tetvaeders find die Gcfpuntte eines Parallelogramms, defjen Ehene dem bdritten
Kantenpaave pavallel ijt.

2, Die Verbindbungeftreden der Mitten dev drei Paave gegeniiberliegender
Ranten eines veguldven Tetvacbers f[dymeiden einanber in demfelben Punite
(Nbungsfa 1).
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3. Die Mitten der Kanten eines requliven Tetvaeders jind die Ecdpunite
eines reguldven Octaeders. ;

Bwei nicht parallele Berithrunggebenen einesd gevaden Eylinders
fchneiden fich in einer jur Adyfe pavallelen Geraden.

5. Qegt man durd) eine Geradbe zwei Beviihrungsebenen an die Kugel
und eine dritte Ghene durd) ben Mittelpuntt, fo wird der Neigungswinfel der
Deiden Beriifrungeebenen duvc) die dritte Ebene halbiert.

280. Gonftructiongaufgaben.
. Gin requldves Tetracder u conftenieven, wenn defjen Kante gegeben it
Giuen Wiivfel zu conftvnieren, wenn defjeni Kante gegeben ijt.

3. Die Darftellung aller @mnaf[(id)cn eines Kovpers in einer gufammten-

hangenden cbenen Figur Deifit das Nep des Korvpers. Conjtruiere dag Nep

=

b

a) eines Pridmas, g) eines rvegulaven Dodefacders,
b) einer Pyramide, h) eines veguliven Jtojacders,
¢) eines Pyrvamidenjtumpfies, 1) eines gevaven Eyliuders,

d) eines veguidven Tetracders, k) efnes gevaden Kegels,

e) eines Witrfels, 1) eineg geraden Kegelffumypfes

f) eines vegulaven Octaebers,
4, Um einen gegebenen Mittelpuntt eine Kugel zu befdhreiben, weldpe
a) cine Ebene, b) eine Kugel bevithut.
5. Mit einem gegebenen Halbmeffer eine Kugel zu bejdyreiben, mwelce
) cine Ghene, b) eine Kugel in einem gegebenen Puufte devfelben beriifyrt.

Drifter BOTdynitt.
(*ungutcua, Symmetric und Ahnlichfeit der Korper.
I Congrueny und Symumefrie der Stovper.

§. 281.  Bwei Kbvper, weldhe fo in einander gelegt werden fonuen, dafs
fid) alle ifre Grensflacien decen, heiffen congruent.

Bwei Kovper, welde auf entgegengefesten eiten einer Ebene in eine
joldje Rage gebracht werben forunen,~dafs die Bevbindungsijtvede je pweier ent-
jprechender Puntte derfelben zu diefer Ebene normal ijt und durd) fie Halbicvt
wird, bheifen fymmetcijd) (88, 69 wnd 217). Diefe Cbene feifpt bie
Shmmetralebene.

Gowolhl i congruenten ald in fymmetrijhen Kbrpern find je ivei ent-
jprecdjenve Strecten (Ranten, Hohen, Diagonalen, Halbmefjer, Achjen) gleid),
je awei entfprechende Fldchen congruent und je awei entfprechende RKeile qgleidy;
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bie entfprechenden Gcfen aber fiud nuv in congruenten Korpern congruent, in
Jymmetrijchen dagegen fymmetrifd).

Um 3u einem gegebenen Polyeder ein Jymmetrijches 3u conftruieven, darf
man mur zu einer Gce des gegebenen RKbrpers bdie Sdjeitelecte bLildenw und
bou biefer ausgehend einen zweiten Kbrper conftvuicven, weldher mit dem
gegebenen nad) der Orvdnung gleidhe Kanten, congruente Flachen wnd gleiche
Steile hat. Die Ecen bder beiden Kbrper und ebenfo die Kbvper felbjt find
dann fymumetrifd).

Folgefahe. a) Swei Kbrper, welche mit einem dritten jymmetrifdh find,
find unter einander congruent.

b) Jft von gwei congruenten Kdvpern der eine mit einem britten fym-
metrijd), jo ift es aud) ber andere.

§ 282, Lehrfah. Siud in zwei Pyramiden die Eden am
©dyeitel comgruent oder fymmetrifd) und drei entjprecjende
Geitenfanten paarweife gleid), fo jind aud) die Pyramiden be-
aliglid) congruent ober fymmetrijd.

Beweis. a) Bringt man im exften Falle die congruenten Ecen zur
Decung, o miifjen wegen der Gleichheit der drei entfpredjenden Seiten-
tanten die Gbenen der Guvundflachen, und [folglich die Grvundflachen felbjt
aufommeniallen.

b) Jm gweiten Falle bilbet man zu eimer der beiden fymmetrijchen
Eden, etwa an der exjten Pyrvamide, die Scheitelecte und conftruiert in diefer
eine Pyvamide, weldpe der exften fymmetrifd) ijt. Dicfelbe ift dann (nad) a)
ber gweiten Pyvamide congruent; folglic) ift ancy diefe zweite Pyvamide der
exften ymmetrifd).

§. 283. Lehrfaly. Sindin zwei Prismen zwei Edencongruent
oder fymmetrijd), ein Paar Grundifladen congruent und ein
Paar Seitentanten gleid), fo find and) diec Prismen beziiglidy
congruent oder fymmetrifd.

Beweis. a) Bringt man im erften Falle die congruenten Ccen Fur
Dectung, fo deden fid) aud) pwei congruente Grundfldchen und, wie leicht 3un
seigen ift, and) alle Seitenjldchen; dann miifjen aber auc) die beiden anderen
Grintfladen zujammeniallen.

b) @ind bie Ecen fymmetrijd), Jo wird der Beweis analog wie zu b)
in § 282 gefiibet.

Folgefak,  Bwei Pavallelepipede find congruent, wenn in denjelben 3wei
congruente Ecken paavweife gleide Kanten hHaben.

§. 284. 1. Bwei Kegel oder wei Eylinder find congruent, wenn ibhre
Grundflachen und ihre Achjen gleid) find und die Ad)fen mit den Grundflac)en
gleiche Meigungswintel bilven.

2. Bwet fugeln find congruent, wenn ihre Halbmefjer qleid) find.
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Die Beeife dicfer zwei Sipe durd) Dectung.
Bei ben RKegeln, Cylindern und Kugeln fallt die Symmetrie mit der
Congrueny ujamuten,

II. Afulidifeif der Storper.

§. 285, fohifihe. 1. Werden die Strahlen eines Strahlen-
bitfchels im Raume (Fig. 163) vom S dfeitel S aus inbden Puntten
Aunda, Bundb, Cunbde,.. proportioniert gefdnitten, fo jind
inben Kdrpern ABCDE.. unb abede.. die entfpredendendurd
je dbrei ©dynittpuntte gehenden Sdnittiladen einander dhnlid
unbd die von thnen gebilbeten Keile paarvweije gleid.

Fia. 153, Bemeis. G8 fei SA:Sa = SB:Sh =
' S8 e —"0k

Aus diejer Vorausjebung folgt unmittelbar A B ||
ab,AC|ac, BC| be,.. mb ABC || abe, ACD ||
acd,.. (§ 124 und § 227, 2). Damn ift aber aud)
(nad) §. 227,3) ABCovabe, ACD cVacd,...

Qiegen vier Punfte A, B, C, D in einer Chene,
jo legen auc) die entfprechenden Punfte a, b, ¢, d in
einer Ghene; beun abe | ABCD mbd acd | ABCD,
daher mitfjen abe wund aed in einer und derjelben
Gbene liegen. Damn ift and) ABCD o0 abed,
ABFEE cvabfe,.. (8. 134, 3),

Dajs ferner die entfprechenden Keile gleid) find,
evqibt jid) aus §. 225,

Diejelben Beztehungen finden audy fjtatt, wenn
bon je zwet entjprechenden Punften dex eine auf einem
Strahl de8 Strablenbitichels, dev anbere auf bejjen
Grginzung liegt, wie in den Kirpern ABCDE. .
wnd a’ b’ ¢’ d‘ e'..; mur find dann die entjprechenven
otreden 3wijden je swet Suittpuntten im entgegengefetten Sinne pavallel.

Bufife. a) Sind A, B, C, D Umfangspunite cines Rreifes, fo find es
aud) a, b, ¢, d. Der Beweis wird wie in dem Jujap su §. 124, 1 gefiihet.

b) Riegen die Punite A, B, C, D, E,.. anf der Obexrfliche einer Kugel,
fo liegen audy a, b, ¢, d, e,.. anj dev Oberfldche einer fungel. Der Veoeis
ift analog demjenigen im Hujah zu § 124, 1.

1. Umgefehrt: Bwei Kbrper, in bemen die entipredenden
Sdunittiladennad der Ordnungdhnlidunddieentipredenden
Seilepaarweife gleid) find, laffen fid) immer aujeinem Strahlen-
bitfdhel in eine jolde Qage Lringen, dafs thre entjpredenden
Puntteanf denjelben Stvahlen ober deven Evgdngungen liegen
und vom Sdeitel proportionievte Abftdnde haben (Fig. 153).
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Veweis. Die entfprechenden Strecen folgen in beiden RKbvpern entweder
in bemjelben oder im entgegengefesten Sinne aufeinander.

@fellt man tm evjten Falle die zwei Kocper jo gegen einanbder, bafs eine
Strede und gwei jid) in ihr jdueidende Sdmittflachen bes einen Kbrpers der
entjprechenden Strecte und den entjprechenden zwei Sdnittflachen des andern
Sorpers paaviveife in demfelben Sinne pavallel find, fo milffen wegen bder
Ahnlichfeit der Scmittfldchen und wegen der Gleidhheit der von ihmen gebil-
deten Reile aud) je zwei andeve entfprechende Strecten, fowie je et anbere
entfprechende Sduittilachen paavweife in demjelben Sinne pavallel fein.

Haben aber zwei Kbdvper bdie hier angegebene pavallele Lage gegen ein-
anber, fo miifjen jid) bie duvd je zwei entjprechende Puntte derfelben gezogenen
®eraben in eimem und demfelben Puntte S fdueiden. Der Beweis wird
ebenfo wie im §. 124, 2 gefithut, -

SA, 8B, SC, ... find bemuad) Strahlen eines Stvahlenbitjchels,
woraus dann (§. 227, 1) folgt:

SA:Sa=8B:Shb=8C:8¢c=—...

Jm gweiten Falle werden bdie Korper fo gelegt, dajs die entfprechenden
Strecen und die entfprechenden Scnittfliichen beider Kbrper paarieife tm ent-
gegengefepten Sinne parallel find. Dev weiteve Beweis bleibt fid) gleid.

§. 286. Bwei {bvper, weldye fid) anf einem Stvablenbiijdel in eine folde
Lage Dringen lafjen, bdajs ifhve entfprechenden Puntte auf denfelben Strahlen
ober beren Grvgdmgungen liegen und vom Sdeitel propovtionierte Abftinde
haben, Deigen dhulid), und in diefer Qage ugleid) peripectivijdy liegend.

e gwet entfprechende Punfte heifen homologe Puntte, ebenfo aud
je awei entjprechende Strecten, Flachen, Keile und Ecen homologe Streden,
Fladen, Keile und Gcken.

3 gwet perfpectivifc) liegenden dhnlichen Kbvpern find je swei homologe
©treden enteder in demfelben, oder im entgegengefesten Sinne pavallel.

Der Puntt, in weldjem i) in zwei perfpectivifc) liegenden ahulichen
SKbvpern die durd) je awet entjprechende Punfte gezogenen Gevaben jdymeiden,
beifit der M hulichfeitspuntt dev beiden Kbrper, und zwar ein Guferer
oder e innever, je nachdem bdie homologen Punttpaave auf berjelben ober
anj entgegengejepten Seiten diefes Punttes liegen.

Qit dag confjtante Verhiltnis bdev Abjtinde des Ahulichfeitspunties vou
gwei homologen Punften = 1, fo find die dhnlihen Kbvper zugleidh con-
gruent, wemt il dhulichfeitspuntt ein duferer, und fymmetrif d), wenn
ihr Abulichfeitspuntt ein inmerer ijt. Die Congruens und die @ymmetrie find
bemnad) muwe befondere Fille der Jhnlichteit.

Solgefahe. a) Ju gwei dhnlihen Kbvpern find die Homologen Strecten
proportioniert, die homologen Fladjen dbnlich und bdie homologen Keile gleich,
von bden homologen Eden aber entwoeder je zwei congruent, ober je zwei
fynmetvijc,
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b) St von gwet congritenten oder fymmetrifden Krpern der eine etnem
oritten ahulidh, jo it es auch der andeve.

§ 287. Lohefale. 1. Wird eine Pyrvamide durd) eime zur
Grundflade paralleleGbene gefdynitten, fo ijt die abgefdynittene
Byramide der gegebenen dhnlid.

Folgt unmittelbar aug §. 286.

2. Gind inzwei Pyvamiden dieCden amSdyeitel congruent
ober fymmetrifd) und drei homologe Seitenfanten paarmweife
proportioniert, fo find diec Pyramiden dhnlid) (Fig. 154).

Beweisd a) Sdneidel man tm exjten
Salle anf der Kante SA das Stiid Sa’=sa
ab, und legt durd) den Puutt a’ die Chene
a'b’e’d' || ABCD, fo find die Pyramiben
SAC und Sa‘c’ dbhnlid)y (nad) 1). Die
Pyramide Sa’c’ aber ift (§. 282) mit sac
congrient, daher find aud) die Pyvamiden
SAC und sac ahulid).

b) @ind die Ecfen am Sd)eitel jymume-
teifdy, fo conjtruiere man in ber Sdypeitel-
ecfe vout S eine Pyramide, weldhe mit SAC fymmeteijd) ijt. Diefelbe ijt dann
(nadh a) der Pyvamide sac dhnlid; fomit find aud) die Pyvamiden SAC
und sac dhnlid.

§ 288. Lchrfaf. e zwei dhnlide Polpeder laffen fid) in
eine gleidhe Anzahl Ghulider Pyramiden zerlegen.

Fig. 154

Fig. 155. Beweis. €3 feien (Fig. 155)
r i bie Polyeber ABE wund abe dhu-
\ i i) und zugleich aud) perjpectivijd

liegend. Denft man fid) dburd) ein
Paar homologer Punfte die Geradben
A a und B b, und von threm Sdnitt:
punfte S, welher der Ahnlichteits-
punft der beiden Polyeder ift, zu
einem  Punfte O im unern bes
Polyeders ABE einen Strahl SO gezogen, fo ift, wenn SO : So = SA:
Sa ijt, o bev homologe Puntt im Junern des Polyeders abe.

Legt man mum dwed) O und o und bHie Kanten beider Polyeder Ehenen,
fo werden dadurd) die Polyeder in Jo viele Pyramiden zerlegt, ald fie Grenze
fladyen haben. Diefe Pyvamiden aber find nac)y §. 285 paariweife dhnlid).

§. 289, 1. Bwei Kegel ober gwei Eylinder fiud dhnlid), wenn thre
Achien den Durdymefjern ihrer Grundfldchen proportioniert find und mit den
lepteven gleiche Meigungdwintel bilden.
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2. 3¢ gwei Rugeln fnd dhulich und zugleidy perfpectivijeh liegend.
Bwei fugeln haben einen dufeven und etnen inneven Ahnlichteits:
puntt, ebenfo dGufeve und inneve Ahulidteitsjtrahlen (§ 142).

Pievier RDTdmitf.
Grofienbeftimmung der Kdrper,

§ R90. Bei der Ausmefjung der Kbvper fommt die Vejtimmung bder
Oberfladye und des Cubifinhaltes oder Bolumens devfelben in Betvadyt.

Die Oberflidye eines Kbrpers erhalt man, indem man alle Greny:
fldcen Devedhnet unbd die exhaltenen Flacheninhalte derfelben addiert.

Um bag Volumen eines Kbrpers, b. i die Griffe des von feinen
Gremflachen eingejdylofjenen Raumes zu bejtimmen, unterjudt man, wie viel-
mal ein al8 Einheit angenommener Korper in dem gegebenen enthalten ijt.

Als Cinheit des Kirpermafes wird ein Cubus angenommen, deflen Kante dev
Lingeneinbeit gleid) ift, und der fiiv dag Dietermaf; bezitglih ein Cubitmeter (m?), ein
Gubitbecimeter (dm®),... beifit. 1 m® = 1000 dm® & 1000 ¢m® & 1000 mm?®
As Hohlimaf heifit dbas Cubifdecimeter Liter; 100 Liter = 1 Heltoliter.

Bwei Kovper, weldye gleihes Volumen Hhaben, heifien inhaltsgleid.

1. Ausmeffung ebenfladiiger Storper.
1. Das Prisma.

Lberflide eines Prismas,

§. 291. Die Oberflade o eines Prismas wivd exhalten, indem
man die Seitenfladjen al8 Pavallelogramme Dbeftimmt und zu der dadurd)
echaltenen @eitenoberfldade s den Ddoppelten Flacheninbalt b der Srund-
flache abbiert; alfo o =1s -} 2h.

Die Seitenoberflade eines gevaden Prismasd ijt einem
Redtede gleid), weldhes den Umfang der Grundjladie ur Srund-
linie und die Hohe ves Prismad ur Hohe hat.

Sufaltdgleidifeit der Pridmen.

§. 292. fLehrfah.  Jedes Pavallelepiped ift inhaltsgleid
cinem vedytwintligen Pavallelepiped, weldes mit ihm gleidye
Grundflache und gleide Hohe hat.

Beweis. 1. Bunddjt Lajst jid) jedes jdhiefe Pavallelepiped in ein inhalts-
gleiches gevades Parallelepiped iiber derjelben Grundilddhe und voun gleicher
Hohe verwandeln, Stehen in dem Pavallelepiped AG (Fig. 166) die gegen-
iibevliegenden @eitenfladpen AF wund DG auf der Grumdflache AC jdyief,
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fo ervidhte man auf diefer in den
Qanten AB unp CD novmale Gbe-
new und ermweitere die Deiden anderen
Seitenflachen DE und CF und die
pbere Grunbdfliche E G jo weit, dafs
fie mit jenen Ghenen dag Pavallel-
epiped AG’ begrengen, in weldem
swei Seitenflichen auj der Grund-
fliche novmal ftehen. Die beiven
Pavallelepipede find  inhaltsgleid);
benn die zwei dreifeitigen Prigmen
AEE'BFF‘ unp DHH/‘CGG’ jind conguuent (§. 283); nimmt man
baber abwedyfelnd bas eine und dag amdeve von dem prismatijden Korvper
ADH'EBCG'F weg, o mitfjen bie Rejte, d. i. die Parallelepipede A G
und A G gleicy fein. — Sind in dem gegebenen Parallelepiped AG aud
bie Seitenflichen DE und CF auf der Gvundflache AC jdyief, daher audy
in dem inhaltsgleichen Pavallelepipcd A G bie Seitenflichen DE’ md CI',
fo tonnen ebenjo diefe lepteven, ohue dag Volumen des Kbrpers zu dndern,
burd) die auf der Grundfliche normalen Seitenfladgen DK und CL exfepit

toerden, wodurd) man bag inhaltsgleiche gerade Parallelepiped A M erhilt.
2, Ferner [dist fid) jebes gevade Pavallelepiped AM (Fig. 157), defjen
Grundflade A C nidht vedhtwintlig ift, in ein rechtwintliges Parvallelepiped A Q
von gleidher Grundflache und derfelben Hohe verrandeln,

_a;;ig;;; indem man durd) die Kanten AK und BL Gbenen legt,

N 7\ weldje zur eitenfladhe A L novmal find, Die beiden
RN LBarallelepipede AM und AQ find inbaltsgleid), da die

‘ breifeitigen Prismen BCOLMQ und ADPKNR,
f weldpe diefelben nid)t gemeinjom Haben, congruent jind.
‘ Man fanu aljo jedes uicht rechtwintlige Pavallel-
epiped i ein inhaltsgleidies rechtwintliges Pavallelepiped
TS [,*0 von gleicher Grunvfladhe und derjelben Hihe vermwandeln.
i Folgefal.  Pavallelepipede mit gleichen Grund-
flachen und gleidhen Hihen find inhaltggleic).

§. 203, Lehrfal. Jedes Parvallelepiped wivd durd) ben Dia-
gonalfdunittingwei inhaltsgleidedreifeitigePrigmengetheilt.

Beweis. 1. Jit dag Pavallelepiped ein gerades, o folgt die Nidhtig-
feit des Saes aus §. 283,

2. 8 fei bag Parallelepiped A G (Fig. 158) ein fdytefes.

Legt man durd) die Punfte A und E zwei Ebenen, weldpe 3u ben Kanten
ves Parallelepipeds AG novmal find, jo it AKLMENOP ein gerades
PBarallelepiped, dag (nad) 1) durch den Diagonaljdynitt A KO L in gwei gleide
Prismen ALMEOP und AKLENO getheilt wird.
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Dian denfe fid) mu die vievfeitige Pyramide
EOGHP fo verjdoben, bajs ihre Seitenfliche
EOP bie mit ihr congruente @eitenfliche AL M
der vierfeitigen Pyramide ALCD DM bdect; dann
fallen aud) bdie zu biefen Scitenflachen novmalen
fanten OG wnd LC, PH und MD, folglid
anc) die itbrigen RKauten pufammen. Die Pyra-
miven EOGHP und ALCDM f{ind demnadh
congvuent; e mujs daher aud) EOGHP
+ ACDEOP = ALCDM - ACDEOP,
b, i Prisma ACDEGIH = ALMEOP jein. Gbenjo folgt, bajs das
Prima ABCEFG = AKLENO jt. Da nun die Prismen ALMEOP
wd AKLENO iufaltsgleid) find, jo jind e8 aud) die Prigmen ACDEG H
und ABCEFG.

Folgefohe. a) Jedes drifeitige Prisma ift gleid) einem vedhtwintligen
Paralfelepiped, weldpes mit thm gleiche Grundflache wnd gleidhe Hihe Hat.

b) Jebes vieljeitige Prisma ift gleid) einem rechtwintligen Parallelepiped,
weldes mit ihm gleidhe Grundflddyen und gleicdhe Hohe hat (§. 245, Folg.).

c¢) Prigmen mit gleiden Grundfldchen und gleichen Hohen find infhaltsgleid.

Volumverhaltnifje der Parvallclepivede,

§ 204 Lehrfok. Die Bolumina zweier vedtwiniliger Pa-
vallelepipede diber derfelben Grundfldadie verhalten fid) wie
ijre Hohen

Fig. 159. Beweis. €3 felen (Fig. 159) die Hihen AE und
N A AKX bder rvecditwintligen Pavallelepipede AG und AM com:
: z menjuvabel, AP da8 gemeinjame DMaf dexfelben wund
AE — m.AP, AK=n.AP, folglif AE: AK —
m:n, Zheilt man AK in n gleide Theile, von benen
AE m enthilt, und legt duvd) jeden Theilungspuntt eine
mit der Grundfldche pavallele Ebene, Jo ift auch Pavallel-
i ‘ epiped AG=m AQ. AM=n.AQ, daher AG: AM=

B m:n, und folgli AG: AM=AE:AK,

Sind die Hohen AE und AK tncommenfurabel, fo folgt ang §. 115,
vajs bie obige Proportion and) filr diefen Fall Giltigleit hat.

§. 295. Lehrfo. Die Boluminag zweier vedhtwiniliger Pa-
vallelepipede von gleidher Hohe vevhalten jid) wieifhre Grund-
jladyen.

Beweis. €3 feien P und p jwei vechtwintlige Pavallelepipede, und zvar

it P..A und B bdie Seiten der Grundfliche G, uud h die Hiohe

o A o S A A 5 (R T R
ferner feien in einem dritten vechhwinfligen Pavallelepiped
Pr..a und B bdie @eiten dber Grundflache, und h die Hibe.
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Sn ben Pavallelepipeden P und P fann man bas Redyted mit den
Seiten B umd h als die gemeinjame Grundflice betvadten; damm find A
und a ihve Hohen, und man hat nad) §. 294

P P\t
Ebenjo erhilt man Edp=—ab b
Durd) Deultiplication diefer Propovtionen ergibt jid
Pip=A:B:a.b
Allein A.B:a.b=G:g (§ 160); daher
Bip—Gioo

§. 296. Lchrfay. Die Volumina je gweier vedtwintliger
Bavallelepipede verhalten fid) wie die Producte aus den
Mafzahlen ithrer Grundfladen und Hohen.

Beweis, ©8 jeien G und g die Mafzahlen der Srundfliichen, H und
h bie Mafzahlen der Hohen weier vechtwintliger Pavallelepipede P und p;
ferner fei P’ ein rvechtwintliges Pavallelepiped, defjen Grundfliche die Diaf-
3ahl g und deffen Hohe die Mafizahl I hat. Dann ift

BB G eRe8 05
Béane—th Gy
bafer durd) Multiplication P : p = G.H:g.h.

Dicfer Sap witd gewdhnlich jo ausgedritckt:

Die Bolumina je weier vedtwiniliger Parvallelepipede
verhalten fidywiedie Producte ihrer Grundfldden und Hohen.

Wenn im Folgenden vou Producten ausg Fladen und Linien
die Mebe ift, fo find tmmer nur die MWafzahlen derfelben zu verftehen.

Bejtimmung ded BVolumensd der Priduren,

§ 297. Lchrfal. Das Dolumen einesd rvedtwintligen
Parvallelepipeds ijt gleich dem Producte aus der Grundilide
und ber Hohe.

Veweis. E8 fei P ein vedtwintliges Pavallelepiped, defjen Srund-
fliche G Ddie Seiten a und b hat, und dejfen Hohe ¢ ift; ferner fet w die
Einfeit des Kirpermapes, d. i. ein Cubus, defjen Grundfliche g die Einbeit
b8 FladhenmaBes und dejjen Hohe m bdie Einheit des Lingenmafies ift. Nad
§& 296 fHat man daumn

B o i 00

Ty BN e et
oo \1; bie Mafzahl fiiv dag Vohunen des Parallelepipeds, % die Mafizahl dex
Grundflide G, und 1; die Mafsafhl der Hote ¢ ift.
.\Gu_ a.b LT b ] 1’77:1. b (i
Da (nad) §. 160) @ om0 e ift, fo {jt audy w m m’ m’

o.f.bagBolumeneines vedtwintligen Pavallelepipeds ijt gleid)
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bem Producte aus drei ufammenjtofenden RKanten (Ringe,
Breite und Hibe).

§ 208. Lehrfol. Das Bolumen eines Cubus ift gleid) dex
britten Poteny einer Kante (8 297).

Begeidmen V und v die Volumina gweier Wiirfel, deven Kanten S und
s find, fo hat man V=252 und v==s?, bafjer V:v=S%;s?;

0. ). die Bolumina zweier Witrfel verhalten fidh wie die dbritten
Potenzen zmweier Kanten.

§. 299. Dasg Volumen eines jeden Prismas ift gleid) dem
Broducte ang der Grundflade und der Hohe.

Folgt aus §. 297 mit Buziehung bes § 293 a) und b).

2. Die Pyramide und das Prismatoid.

Oberjlide und BVolumen einer Pyramide.

§ 300. Um bie Oberflide o einer Pyramide zu exhalten, be-
vechnet man bie @eitenflidhen als Dreiece, ihre Sunume qibt die Seiten:
oberflache s; bazu abdiert man wod) den Fladheninhalt b der Grundfldadhe;
alfo o=1s - b,

1 Die Seitenvberjlade einer vegquldven Pyramide ift
einem Dreiede gletd), meldhes den Umfang der Grundfldde zury
Grunbdblinie und die Seitenhdhe der Pyramide gur Hohe Hhat.

2. Die Oberfladen zweier ahuliden Lyrvamiden (allgemein
gweier dhnlichen Polyeder) verhalten fid) wie die Quadrate ifrex
homologen Ranten.

Denn je zwei homologe Grundflachen find dhulid) (§ 286), fie ver-
halten fid) alfo wie die Quadrate ifrer Hhomologen Seiten; dasjelbe Verhiltuis
muj$ daher aud) gwijden den Summen allee Grenzflachen in Leiden Kbrpern
jtattfinden.

§. 301. fehrfop. Bwei Pyramiden, welde gleide Grund-
fladen und gleiche Hobhe haben, find inhaltsgleid (Fig. 160),

Beweis, ©3 felen die Guundfliden ABC und A'B’C’ ber Dbeiben

Ryramiden SABC und S‘A'BC/
Fig. 160. gleich) und in Dderfelben Ebene,
und die Sdeitel S und 8§ in
einer mit diefer pavallelen Gbhene
gelegen.  Theilt man in beiden
Pyramiven die Hohen in n gleide
Theile und legt durd) die Thei-
[ungspuntte zu den Grundfladen
pacalfele Ebenen, fo find je el
in gleidger Hohe gefithrte Scnitt-
flichen, wie DEF wd D' E I,
gleich (8. 241, 2).
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Conftrniert man nun zu jedem wijden zwei jolden Sdnitten liegenden
@titde der Pyramiden ein dufiered und ein inneves Prisma, deven erftes bdie
unteve, deven weites die obeve Grundflache des Pyvamidenjtiides zur Gvund-
flache hat, wie su ABCDEF bie Prismen ABCDRT undo ANPDEF,
fo find (§. 298, c) je zwei gleichliegende dufseve Prismen, unbd ebenfo je pwei .
gleidhliegenbe inneve Prismen gleid. G$ werden daher aud) die Summen aller
dufieven und ebenfo die Summen alfer tuneren Prismen in beiden Pyramiden
aleich fein. eifit mun A die erfte und J die lepteve Summe, P ber Fnbalt
bev Pyvamive SABC wud P’ ber Juhalt dev Pyramive S'A'BC/, fo ijt

A e A= Pl

Serner ift jedes dufere Prisma einer jeden Pyvamide gleid) dem nadyit:
unteven inneven Prisma, daher die Differeny A —J gleid) dem unterjten
dufeven Prisma ABCDRT, weldhes fid), da n beliebig grop angenommen
werden fanm, fleiner madyen [djst, als jede nod) fo Fleine conjtante Gudfe.

P und P’ fiud aljo Grengwerte derfelben verdnderlicdhen Gvdfen A und
J, die einanber beliebtq gendbevt werben fimmen, und mithin einander gleid).

§ 302. Lehrfak, Jedes dreifeitige Prisma fann in drei
tnhaltsgleidhe breifeitige Pyhramidben zevlegt werden (Fig. 161).

AL Beweis, Legt man durd) die Punfte A, B und C

Big- 161 008 dreifeitigen Prismas ABCDEF eine Ghene, fo gerfillt
baburd) dag Prisma in eine dreifeitige Pyramide EABC
und eine vievfeitige EA CEF D, Diefe leptere wird, wenn man
burch) die Punfte C, E uud D eine Ebene legt, wieder in wei
pretfeitige Pyrvamiven EACD und ECDTF getheilt. Das
gonge Prisma Dejteht demnad) aus dvei dretjeitigen Pyra
miven EACD, ECDF unb EABC, von denen die exfte
der ziveiten und bdiefe bev dritten inhaltdgleid) ijt (§. 301).

Folaefake. a) Jebe dreifeitige Pyvamide ift ber dritte Theil eines drei-
jeitigen Prismas von gleider Grundfldche und gleicher Hohe.

b) Geve vielfeitige Pyvamide ijt der dritte Theil eines Prismasd von
gleicher Grundilade wund gleider Hihe (§. 241, Folgefab).

§. 303. Lehrfak. Das Volumen einer Phramide ift gleid
dbem bdritten Theile des Productes aus der Grundfldde und
der Hihe.

Folgt aug § 302 a) und b) und §. 299,

§. 304, Lehrfoh. Die Bolumina gweier dhulidhen Pyramibden
verhalten fid) wie die drvitten Potenzen ihrer homologen
Ranten.

Beweis. 8 feien P und p zwei dhuliche Pyvamiden, G und g ibre
Grundfltichen, T und h ihre Hohen, und A und a zwei homologe Kanten.
Man hat P op== Gt a g
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Nun find die Grundfladhen G und g dhnlid) und die Hihen H und h
ywei homologen Kanten A und a propovtioniert, daler
(G A A2 ST Ll — AR
Multipliciert man diefe beiden Proportionen, fo ergibt fich
G.H:g.h= A®%:a% b folglid) aud
Pasp=—"Alial

Allgemein: Die Bolumina je zweier dhulicdhen Polyeder verhalten fid)
toie bie dritten Potengen ihrer homologen RKanten (§. 288).

§ 305. Lehrfoh. Cin fdyief abgefdynittenes dreifeitiges
Prigma ift gleid) ber Summe dreier Pyramiden, deven gemein-
fame Grundflade die Grundjléde dbesd Prismas ift und deven
Sdettel bie Cdpunite des {dhicfen Durdhjdnittes find (Fig. 162).

Fig. 162 Beweis, Legt man durd) die Punite A, E, C

77 eine Gbene, ferner durch C, E, D eine 3weite Gbene, fo
1 gerfalit das fdhief abaeidmittene Prisma ABCDEF in
oret Pyramiden EABC, EACD uo ECDF,

Die Pyramide EABC Hat ABC zur Guund-
flache und ihven Scheitel in E. Ferner ijt, wenn man
ourd) die Puntte B, C, D eine Cbene legt, nadh & 301
vie Pyramive EACD gleid) ber Pyramive BACD,
in welder man aud)y ABC als8 Grundflide und D als
@djeitel betvachten famn. €benfo ift, wenn man durd) die Punfte A, B, F
eine Gbene legt, bie Pyramidte ECDF gleid) der Pyramide BACEF, in
welder man ABC als Guundilacde und F als @dyeitel anfehen tann.

Oberflidie und Volumen eined Pyramidenjtumpfes,

§. 306. Die Oberflidie o eines Pyramidenjtumypies with
evhalten, indbem man bdie Summe s aller Seitenjlichen, weldhe Trapeze find,
bejtimmt und die beiden Gvundflichen B und b daju abbiext; alfo

o=s8-+B-4h

Die@eitenvberfladecines veguldrenPyramidenjtumypfes
ijt gleid) bem Producte aus dem Umfange bes mittleven Durdy
fdhnittes und der Seitenhihe.

Denn balbiert man eine Seitenfante uud legt durd) den Halbierungspuntt
eine mit ber Gvundjladie pavallele Sbene, o halbiert diefe aud) die itbrigen
Geitenfantenr und man evhilt al8 den mittleven Durdijduitt ein vegulives
Bieledt, Durd) Bugiehung des Bujapes zu § 165, 3, b) ergibt fid) dann
jogleid) bie Michtigleit des obigen Sapes.

§. 307. Lehrfah. Das Volumen einesd Pyramidenjtumpies
it gleid)y dem Bolumen dreier Pyramiden, weldye die beiben
Grundfladen und ihr geometrvijdhes Mittel ju Grundildaden
und die Hhhe bes Stumpfes zur Hodhe haben.
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Beweis. Crgingt man den Pyramidenjtumpi ABCDabcﬁd (Fig. 163)
ig. 163. sur gangen Pyramide, fo ijt das Bolumen desjelben
V= Pyr. SABCD — Pir. Sabed.

Bezeihnen B und b die Grundflichen, h die Hibe p P,

und x die nod)y unbefannte Hohe Sp, jo hat man
] bhx
Bogr. SABCD = 13@5"‘_’.9 PByr. Sabed = —’;}; daber

g @%}9 S e B 13;1 X (B—0)

o
s

Bur Bejtinmung von x hat man (§. 241, 1) die

Broportion:
B:b=(h+ x)%:x? ober VB:Vb=(h4x):x.
Taraus folgt szi};-\—: b\Tb und fomit
Bh hVb Bh RVEESE
="t —Y __B—b)=—+—F VB+VD
s s e

— B+ VBb4b). 4.

Rolumen eined Prismatoids,

§.308. Lehrfaf, Das Bolumen eines Prismatoids ift gleid) bem dbritten
Thetle dbes Producted ausd der SGumme ded avithmetifden Mittels der
beidben Grundfldaden und des doppelten Mittelfdnittes mit dev Hihe
(Fig. 164).

Sig. 161 Beweisd, E8 feten B und b bdie Grundildcdhen, h bdie

Hihe, M bder Mittelichnitt abedefg (§ 247) und V dag Vo=
{umen ded ‘Prismatoids.

Legt man durd) ivgend einen Punft O bed Mitteljdimittes
und durd) die Kanten des Prisnratoids Ehenen, fo zerfillt diefes
in Pyvamiden, von denen jwei die Grundflidhen des Prismatoids
st Grundflihen und bdeffenr halbe Hohe zur DHihe Haben, Der
Jubalt diefer gwei Pyramibden ift

2
B. :l S h & BElsbesh
)

6 PR

Die qibrigen Pyvamiden Haben ihren Sdjeite! in O und
st Grundflacdien bie Seitenflidyen des Prismatoids., Bon jeder
biefer Pyrvamibden, 3. B. von OABE, wird burd) dem Mittel=
jehuitt eine fletnere Pyvamide O abk abgejdnitten, die mit ifr
bent ©djeitel O und daber and) die Hobhe gemeinfam Hat; ihre Volumina verhalten fid) daher
wie bie Grundfiichen ABE und abl (§ 303); wegen AE = 2aE it ABE = 4abE
(8. 162), baber aud) Fyr, OABE = 40abE; nun ijt die Byr. 0abE, wenn man Oab

al8 Grundfliche und E als Sdeitel annimmt, gleid) Oab %, folglid)y Pyr. OABE =

h 5l i e
4.0ab. o Gbenfo erhiilt man Pyr, OBELF = 4.0be. u’l' jomit al8 Subalt aller
diefer Pyramiden
h h _h
5

4.(0ab+0bo+0cd+..) . g =4M. - =2M. .

MoTuil, Geometrie fiiv die oberen Clajjen. 11
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Bonl I
Mithin ift V = ( - )-|—2\I) ;

Bufaf, Die “Imvenbuug piefer Formel aui dad Prisma, bdie Pyramide und den
Byramidenfiumpf fithrt auf die befannten Sipe itber den JInhalt diefer fovper,

3. Requlive Polyeder.

. 309, 1. Die Oberflade eines veguldrven Polyeders wird
erI)aItcn, inbemt man eine Seitenfladhe als ein veguldves Bielet beftimmt und
den Flacheninhalt mit der Bafhl der Seitenflachen multipliciert.

2, Das Volumen einesd rvegularven Polyeders ijt gleid)
bem britten Theile des Productes aus der Oberjlade bes-
felben und dbem Halbmejjer der dem Polheder eingejdricbenen
fugel.

Der Beweis exgibt jid) ans §§. 252 und 303:

IL. Ausmeffung Remmmfladiger Storper.
1. Der Keael.
Oberfliadie und Bolwmen cinesd Seqels,
§, 310. Witd ver Guundfliche eines RKegels ein requlives Bieled ein-
- oder umgejdhricben und dasjelbe als Grundfldche ciner Pyramide angenomuen,
beven ©djeitel ber Sdeitel bes Regels ijt, jo heift bdiefe Pyvamide dem
Regel beziiglich) eingejdyrieben oder nmgeydrieben.

Die Seitenfanten der eingejdyricbenen Pyramide find Seiten, die Seiten-
flachen der nmgejchriebenen Pyramide find BVeriihrungéebenen des RKegels.

Lehrfahe, 1. Die Manteljlade eines geraben Kegels liegt
fitr jebe Seitenangahl Derihmein- und derihmumgejdriebenen
Pyranide zwifdhen den Seitenoberfladen diefer Pyramiven.

Beweis, Vejchreibt man in einen geraden Kegel fortgejest Pyramiden
bon immer grdBerer Seitenangahl, jo wichst, da mit der Seitenanzahl jowohl
vie Grundflade al8 die Seitenhdhe der Poramiden gunimmt, fortwibrend and
bie Seitenoberfldche derfelben (§. 300), obne jedod) bei diejem Wadyjen je mit
ber Mantelflache bes RKegels sujammenfallen Fu fonnen, bda die Seitenjladyen
der Pyrvamiven jtetd tnnerhalb ves Kegels liegen.

Bejdyreibt man wm einen gevaden Kegel jovtgefesit Pyramiden von immer
gebfecer Seitenanzall, jo nimmt die Seitenoberfliche derfelben fortwdhrend ab,
fann jedod) bei diefem Abnehmen ebenfalls nie mit der Wantelfldcdhe des Kegels
sujammenfallen, ba die Seitenflichen der Pyvamiden als BVerithrungsebenen
ves Regels jtets anfierhalb desfelben [iegen. :

2, Der Unterfdhied zwifden den Seitenoberfladen ber
etnem gevaden Regel um- und der ihm cingejdriebenen Phra-
mide wird Dei fortgefept wadyjender Seitenangahl nnendlid
fletn. :
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Beweis. Sind S, und su die Seitenoberflichen dev um- und ver eiu-
gefchriebenen n-feitigen Pyramide, U und u die Umfinge ihver Srundflicden,
H und h ifre @eitenhbhen, jo it

Sn — 1 UH mnd s, =1 uh, bafer
Sp—Sp=1 (UII—— uh) =21 (U — u) Ht+tLiH—hmu

Wachst nun n Df)ue Enbe, fo IIG[)EU,' i U—nu der Null (§. 118, 2);
ebenfo ndbert fid) h dem Gremgwerte H, daher H — b der Null; mithin
witd Sy — s, unendlidy flein, wenn n unendic) grof wird.

§ 311. Lehrfife. 1. Der Regelift grifer als ivgendeine ihm
eingejdriebene, undfleinevaldivgendeineihmumgejdyriebene
Pyramide.

Denn bdie eingefdhricbene Pyvamide ift ein Theil bdes RKegels und diejer
wieber ein Theil der umgejdyriebenen Pyramide.

2, Der Untevfdyied jwifden den Boluminadbevivgendeinem
fegel um- und devihmeingefchriebenen Pyramide wivd bei fort:
gejest madyfender Seitenangahl unendlid flein

Beweisd Simd V, und v, die BVolumina der um- und dev eins
gejdhriebenen n-feitigen Pyvamide, B und b ihre Grundflachen, und h ilve
gemeinfame $Hobe, jo ijt

Vo — vu =1 (B —b).h,

Mit dem Wadhfen von n nimmt mm B — b unendlidh) ab (§. 179, 2),
daber wird aud) Vi — vo unendlidy flein. '

8. 312. Die @dke in $§. 310 wund 311 fiihven auj folgende De-
finittonen:

Die MWanteloberfladye eines geradven Regels ift der gemeinfame
Grengwevt der Seitenoberflichen der dem Regel ein- und umgefdyriebenen
Pyvamiden mit wad)jender Seitenanzahl; das Volumen eines Kegels ift
ver genteinjame Grengiwert ver Volumina der dem Kegel ein- und umgejdhriebenen
Byramiden mit wad)fender Seitenanzahl.

§. 313. Lchrfaly. Die Manteloberflidye eines gevaben Kegels
it gleicdh) dem BHalben Producte aus dem Umfange der Grund-
fladhe unbd ber Seite.

Folgt aug §§. 312 und 300, 1.

Sit r der Halbmejfer der Grundiliche eines gevaden Kegels und s vefjen

Seite, fo ijt bie Manteloberflidhe m— 2rax . - ==rsx; mithin die Gefammt=
oberflide o =r*zx + rsx=(r + s) ra.
Fiir ven gleidhfeitigen Kegel hat man s = 2r, daher o = Jrx,
§ 314. Lehrfah. Das BVolumen eines Kegels ift gleid) dem
britten Theiledes Productesausgder Grundflddeundder Hohe.
Folgt nady dem Gvenzbegriffe aus §. 303.
11*



e
Jit r der Halbneffer dev Grundflddie und h die Hihe eines Kegels,

e

fo ijt bas Bolumen v =5

O-lg-

Qft der Regel ein gerader mud s bdie Seite, fo {ft h =V s* —1?,

2 P s A
baher v = = Vs —r2

Fitr den gleichieitigen Regel hat man s = 2r, folglidh) v = r;"’ V 3.

Bufal. Die BVolumina dbhnlicher Kegel verbalten fid) iwie die dritten
Potenzen der Halbmeffer ihrev Gvundfldcdhen. Denn bdie Hihen verhalten fid
wie die Halbmejjer der Grundfladen (§. 286, a).

Oberflidie und BVolwmen eined Kegeljtumpfes.

§. 315. fehrfaf. Die Manteloberflade cines gevaden Kegels
ftumpies ijt gleich) dem Producte aus dbem Umfange des mittleven
@duittiveifes und der Seite.

Folgt nad) dem Gvengbegrifie aus §. 306.

Sind R und r die Halbmejjer des gevaden Kegeljtumpfes und s befjen

@eite, o ift, da dev mittlere Sdhnittireis den Halbmeifer Eg’-r fat, bie Mantel-
pbarflidhe m = (R -+ r) z.s, und diec Gejammtoberfliche

o=|R?+ 1?2+ (R 4 1)s].z.

§. 316, Lehrfol. Das BVolumen cines Regelftumpies ijt gleid
bem Bolumen dreier Kegel, weldye die beiden Grundjladen und
ithr geometrifches Mittel zu Grundjladen und die Hohe des
Stumpies zur Hohe haben.

Folgt aug §. 307,

Bezeichuen R und r beaiiglich die Halbmejjer dev Dbeiden Srundfldchen
und h bie Hihe ves Kegelftumpfes, fo ijt das Volwmen

v=(R:x +r*zx + Rra). o
2. Der Cylinder.

§. 317. Wird der Grundfliche eines Cylinders ein regulives Bieled
eit- ober umgejchrieben und dasjelbe als Grundffiche eines Prismas an-
genommen, defjen Seiten pavallel und gleidh) jind der Adje des Eylinders, fo
Deifpt diejes Prisma dem Cylinder ein- oder umgefdhrieben.

Die Seitenfanten desd eingejdgricbenen Pridmas find Seiten, die Seiten=
flichen des umgejchricbenen Prismas {ind BVeviihrungsebenen ves Eylinbers.

Durd) analoge Schlujsiolgerungen, wie in § 310, 1 umd 2, evgeben
fich folgende zwei Lehridpe:

1, Die Mantelfliade eines gevaden €ylinders liegt fitr jede
Geitenanzahl des ihm ein- und des ihm umgefdhriebenen Pris-
masd zwifdhen den Seitenoberfladen diejer 33\:\issnlen.
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2, Der Unterfdyied zwifden den Seitenoberfladen des
etwem gevaben Cylinber um: und ves ihm eingefdriebenen
Prismas wivd bei fortgejest wadjender Seitenangahl unend
[ty fleinn

§. 318, 1. Der Cylinder ift grifer als ivrgend ein ihm ein-
gefdhriebenes, und tleiner als irgendein thm umgejdjriebenes
Prigma,

2, Der Uuterjdyied zwijden den Bolumina bdes einmem
Cylinder um-= uud des ihm eingefdricbenen Prismas wird
bei fortgefest wadjenbder Seitenanzahl unendlid) flein.

Beweife analog twie zu 1 und 2 in § 311,

§. 319. Auf den Siipen in §§. 317 und 318 Deruben folgende Crildrvungen:

Die Manteloberfladhe eines geraden Eylinders ijt der ge
meinfame Gvenzwert der Seitenoberflichen der dem Cylinder ein- und um-
gejdyviebenen Prismen mit wadpfender Seitengahl; dag Volumen eines
Cylinders ijt der gemeinjome Gvengwert der Volumina bder dem CEylinver
eins und umgejchriebenen Prismen mit wad)jender Seitenanzafhl.

§. 320. Lehrfal. Die Manteloberflade eines gevaden Cylin-
vers ijt gleich dem Producte ausgdem Umfange der Grundfladhe
und der Hiohe.

Folgt aus §§. 319 und 291,

Begeichnet r den Palbmejjer der Grundfldcdhe und h die Hdhe, o ijt bie
Manteloberfliche m = 2rh, daher die Gefammtoberflidye

0=2rw+ 2rha=2rx (r 4 h).

S gleichieitigen Cylinder ift h=2r, daher 0o =612,

§ 321. fLehrfol. Das Volumen eines Cylinders ift gleid
dem Producte aus der Grundjldade und der HPodhe.

Folgt aus §§. 319 uud 299,

Jit r der Halbmejfer der SGrundflddye eines Cylinders, jo ijt der Cubit-
tnbali v=—r’hx

Fiir den gleichfeitigen Cylinder hat man h=2r, dbaher v=2rx.

Bufah. Die Volumina dhnlider Cylinder verhalten jid) wie die dritten
Potengen der Halbmejjer ihrer Grundfladhen (§. 286, a).

3. Rotationsfladien und Rotationsksrper.

§. 822. Dreht jid) eine gerade, gebrodjene odev Trumme Linie ober eine
ebente Figur um eine fejte Gevade, fo befdhreibt wikhrend einer vellen Umbre-
hung jeder Punft devfelben eine Kreislinic, deven Cbene zu der fejten Geraden
normal ijit. Die fejte Gevade heifst die Rotationsad)fe oder Llof Adfe,
oie buvd) die Drehung der Linie bejdyviebene Flade bdie Notationsflide
diejer Linie, und der durd) die Drehung der ebenen Figur evzeugte Kbrper der
Rotatioustivper diejer Figur.
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§ 823, Die Rotationsflide einer Strede um eine aufer ihe
i bevjelben Gbene liegende Achie ift je nac) der Lage diefer Strece gegen die
Achfe bie Manteloberfliche eines gevadben Kegels, cines geraden RKegelftumpfes
oder eines geraden Cylinders, oder endlich, wenn die Stvede zur Achje normal
iit, die Fldde cines Kreijes oder Kreisringes.

Drebt fid) eine gebrodjene Linie wm eine aufer ihv in derfelben
Chente [iegende Achie, jo ift thre Rotationsflacie gleih der Summe der Rotas
tionsflachen alfer Strecfen, aus denen bdie gebrodhene Linie bejteht.

Lebhrfoh. Die Rotationsflade der Grunbdlinie eines gleid:
fdyentligen Dreiedes um eine in feinev Gbene durd ven
@deitel gehende Adhje ift gleid) dev Manteloberfladhe eines
gevabdben Cylinders, defjen Grundflade die Dreiedshbhe zum
Halbmefjer hat und defjen Hohe die Projection der Grund-
linte auf dbie Adfe ift (Fig. 165).

Beweis. Nad) der Lage der durd) den Scheitel O gehenden Achfe XY
gegen das Dreiedd A OB unteridheiden wiv drei Fille:

I €8 falle XY mit einem Sdenfel AO bdes Dreieces jufommen;
paun ift die Motationsflade der Gruntlinie AB, die wir dud F (AB)

Dezeichnen wollen, bie Diautelober-

flade eined gevaden Segels, jomit
x F (AB)F =B B AT e

BB | XY ijt. Bieht man OM
4 1 AB, jo it AABB'~cAON,
folgliy BB: AB' = OM: AM
ohet BB : AB' = OM: 22,
woraus BB'.AB=20M.AB’
i folgt; fomit Hat man

E (AB)=—2x0M.AB,

II. &3 liege die Adfe XY auperhald des Dretectes A OB, ohne jedodh
ber Grundlinie AB pavallel zut fein; dann bejdyreibt AB die Manteloberflice
eines gevaden Regelftumpfes. Bieht man OM | AB, ferner A AY, MM’ und
BB’ normal zu XY, fo ift F (AB)=2aMM‘'. AB. Bicht man nod)
AD | BB/, joijt AMOM'«wABD, bafher MM':OM=AD:AB,
umd MM'. AB = OM.AD = OM.A'B’; folglich

BRA Bi=2.x O M ALBL

III. St die Ahfe XY ber Grundlinie AB pavallel, fo bejdyreibt dicfe
wihrend der Notation bdie Mantcloberfliche eines geraden Eplinders, Bieht
maw OM | AB, ferner AA’ und BB’ novmal ju XY, fo ift

F (AB)=2x0M.AB,

8 321. Berbindet man den Mittelpuntt eines vequliven Bieleces mit

ben Gcpuntten durd) Strecten, fo entftehen lauter congruente Dreiecke; ein

B
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Dreied ober nrehreve nebeneinander legende Dreiece nennt man einen Ang-
fdhnitt des reguliven VBielecfes und den dagu gehvvigen Theil des Bieledts-
umfanges die Grundlinie des Ausjchmittes.

Nimmt man in einem requldrven Bielede eine burd) eimen Ecdpuntt und
buvc) den Mittelpunft gehende Gevade als NRotationsachie aw, fo find die
votievenden Seiten Grunbdlinien von gleidyjchentligen Drefecen, bdeven gemein-
jame Hihe der Palbmefjer des dem Vielede eingejdyriebenen Kreifes ift. Eine
Ausnahme fritt wine dann ein, wenn die Seitenzahl des BVieleces eine ungerade
ijt; in diefem Falle jteht eine voticrende Seite sur Adhje normal und bejdjreibt
baher eine Rreisfliche.

Aus dem Lebhrfase tn § 323 exgeben fich bemnach folgenve Sdpe:

1, Die Rotationsflade der Grundlinieeines Ausjdnittes
eines veguldven Bieledes um eine durd) den Mittelpuntt ves
Bieledes gehende Adpfe ift gleid) der Vianteloberfladhe eines
gevaben €ylinders, welder den dem BVielede cingejdriebenen
Qrets gur Grundflade und die Projection der Grundlinie auf
bie Adyfe zur Hohe hat.

2. Die Rotationsflide des halben Umfanges einesd requ
laven Bieledes von gevader Seitenanyahl um eine durd) zwei
entgegengefepte Cdpunite gehende Adyfe it gleid) der Mantel-
pherfladye eines geravenEylinders, weldyer den dem Bielede etns
gefdhriebenen Rreis zur Grundjldadeund dieAdhfezur Hohehat.

§ 325. Der Rotationstdrper einer gevadlinigen ebenen
Figur um eine aufer thr in derfelben Ebene liegende Acdhje ift aus gevaben
Regeln, RKegelftumpfen oder Cylindern, weldye entjpredjend duvc) Adbition ober
@ubtraction zu verbinden jind, zujammengefest.

Lehrfoly, Der Notationstfdrpereines gleididentligen Drei-
edes um eine in feiner Chene durd) den Sdyeitel gehende Adyfe
ift gleich) dem Volumen eines Kegels, dev die Notationsflade
ber @runbdliniejur Grundflade und die Dreicdshihe sur Hihe
hat (Fig. 165).

Beweis. Aud) hicr find wieder diefelben drei Falle wic in §. 323 3u
unteridyeiven.

I Falt die Adhfe XY mit einer Dretedsieite A O ujammen, jo ijt dex
von demt Dreiee A OB erzeugte Rotationstirper, den wiv durd) K (AOB)
beseichnen wollen, die Suntme weter Regel, daher K (AOB) = xBB* A B
4 32BB2.B'O=}aBB?.0A; aber BB'.OA=AB.OM, wmeil
jebes Ddiefer Puoducte den doppelten Flacheninhalt des Dreiedes AODB aus-
briidt; baher aud) K (AOB)==BB'. AB.;OM, ober, ba xBB’. AB
die von der Grvundlinic AB befchriebene Regelflache ift,

K (AOB)=F (AB).30M.
Diefer Beweis gilt fitv jedes Dreiet A OB, in weldhem A O > DB O ift.
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IL Qiegt bdie Adje auferhald des Dreicdes gegen AB convergievend,
fo verlingere man A DB big zur Vegequuug mit der Adie in C; dann ift
K(AOB)=K (BOC)— K (AOC)
=F (BC).30M—F (AC). LOM (Beweis I)
=F (AB).10M.

IIL Git XY || AB, jo ijt der von dem A AA’O Dejdjriebene Regel
1 bes von dem Necdhtecte AAODM Dejdhrichenen Cylinders, daher der vou
pem /AN AOM bejdjricbene Kovper 3 desjelben Cylinvers. Gbenjo folgt, dajs
der vou dem A BOM Dejdjriebene Kbrper § des von vem Rechtecte B B O D
befdhricbenen Cylinders ijt. Somit hat man

K (AOB) —3K (AA'B:B)= gz OM2. A'B;

Allein 22 OM . A’ B” ijt die von der Seite AB bejdjriebene Notations-
flache; daber K (AOB) =T (AB)u30M,

§. 326. 2Aus dem Lehriape in §. 325 ergeben fich mit Bezichung auf
§. 324 folgenbe Siipe:

1. Der NRotationsidrper eines Augidnittes eines requ:
[Gren Bieledes um eine durd) den Mittelpunit deg Bieledes
geheude Adyje ift gleid) dem BVolumen eines RKegels, der die
Rotationsjlade der Grundlinie ves Ausjdnittes zur Grund-
fladye uud den Halbmejjer des dem BVielede eingejdyriebenen
freifes zur Hihe hat.

2. Der Notationsforper eines veguldven Halbvieledes
bon gevader @eitenangahl um eine durd) gwet entgegengefephte
Cdpuntte gehendbe Acdfe ift gleid) dbem Volumen eines Kegels,
ber Die Notationsjladhe des halben Umjanges sur Grundildade
und dven Halbmejjer des eingejdriebenen Kreijes zur Hohe hat.

4. Dic Rugel,

Oberfladpe und Cubitinfalt ciner Sugel.

§ 327, Wird einem Halblveije ein vegulives Halbvieled ecin- oder
umgefdjricben und dasjelbe jommt dem DHalbfveife um bden Durchmefjer bes
lepteven gedreht, fo bejdjreibt der Halbfreis eine Kugel, ber halbe Umfang
ves Vielectes eine Notationsjlide und das fHalbe BVieled felbjt einen
Rotationgtdrper, welde der Kugel besiiglich eingefdhrieben oder um:
gefdhrichen Deifen.

Sede foldye Notationsfliche Hat mit der Kugelfldche mehrere Pavallel-
freife gemeinjam; alle iibrigen Punfte der -eingejdjricbenen Rotationsfliche
liegen innerhalb, alle iibrigen Puntte der umgejdyriebenen Rotationsfliche aufers
halb der Sugelflade.

Lehrfate. 1. Die Kugelflade liegt fitr jede Seitenangahl
ber totievenden Vielede gwifden der der Kugel ein- und der
the umgejdyriebenen Rotationsflade.
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Beweis. Vejdhreibt man tn und wm eine Kugel Rotationsfliden mit
fovtgefet wad)jender Seitenanzahl der rotierenden Bielecke, fo werden (§. 324, 2)
bie eingejdjriebenen Notationsfldcden immer gebfer, die umgejdyvicbenen immer
fleiner, ohue dajs jedod) die exfteven Dei ifrem Wad)jen, die lepteren Dbei ihrem
Ubnehmen je mit der Kugelfliche zujammeniallen tonnen, da die eingejdyviebene
Rotationsflicdye ftets innevhalb, bie umgefchrichene ftets auferhalb der Kugel-
flidye fHegt.

2, Der Unterjdyied zwijden den einer Kugel um- und ein:
gefdyriebenen Notationgfladen wivh bei fortgefet madyfender
SGeitenzahl dber votievenden Biclede unendlid) flein.

Beweis, Sind Fyn und £, die einer Kugel um- und eingejdyriebenen
Rotationsfliden zweier 2n-feitiger Bielee, r und o die Halbmejjer der den
legsteven eingefdyricbenen Qreife, 2R und 2r ihre E)%Dtatwuﬁadneu, fo hat man
nady §. 324, 2

Foo=2rx.2R und f,,=2px.2rx, baher
Fon—Ln=4ra (R — o).

Mit vem Wadhfen vou n nabert jic) jowohl R als o dem Grenzwerte r,
baber die Differeny B — o der Null; mithin wird, da 4151: conjtant i, aud
die Diffeveny Fyn — fon unendlid) f[cin, wenn n unendlid) grof wird.

§. 328, Lehrfake. 1. Die Rugel ift grifer als ivgend ein
ihr eingefcdhriebener, und fleiner ald ivgend ein ihr umges
fdyriebener Notationstbirper.

Denn der eingefdyricbene Rotationstbrper ift ein Theil der Kugel und
dicje mwieder ein Theil des umgejdyricbenen Notationstorpers.

2, Der Unter{died zwijden dben Cubifinlhalten des einer
Rugel umw= und des ihr eingejdriebenen Notationsgfirpers
wivd bei fortgefesst wadyfender Geitenangalhl dev votierenden
Vielede unendlid) fletw

Beweis uuter Beiziehung von §. 326, 2, analog wie zu §. 327, 2.

§ 329. Auf ven §8. 327 und 328 beruhen folgende Definitionen:

Die Oberflade einer Kugel ift der gemeinjame Grenzwert dev ihy
ein= und wmgejdriebenen Rotationsfliden mit wad)jender Seitenangalhl; bdas
BVolumen einer Kugel ift der gemeinfame Grengwert der Volumina der
felben Motationstbrper.

§. 330. Lohrfal. Die Oberfliche einer Kugel ijt gleid) der
Manteloberflade eines geraden Eylinders, der den grdften
Sugelfreis yur Grundfldde und dben Durdmefier zur Hihe hat.

Folgt nad) dem Grvenzbegriffe aus §. 329 und §. 324, 2.

it v die Mafzahl bes Kugelhalbmefjers, jo ijt die Oberflade

0= D = R
o b die Oberflade einer Kugel ijt gleid) dem vievfadyen
Fladeninhalte eincs groften Kugelfreijes.
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Bufaf, Die Oberiliden zweier Kugeln verhalten fid) wie
oie Quabdvate ihrer Halbmejfer.

Dennt 0:0=4R%z:4r2x—=R2:r2,

§. 331, Lehrfok. Das BVolumen einer Kugel ift gleid) dem
Bolumen eines Kegels, der bie Oberflidhe der Kugel zur
Grundfldde und den Halbmeffer sur Hofhe Hat.

Crgibt jid) aus § 329 und 326, 2

it v der Halbmefjer, o die Oberfliche und v dag Lolunten einer Kugel,

o it o=4r’x, daler v=4rin. A i,

r
858
Bufap. Die Bolumina zweier Sugeln vevhalten fidh) wie
die dritten Potengen ihrver Halbmejfer.
4
W
Sliadeninhalt eined {phavijden Bweicdes nnd eined jpharvijden Dreiedes.
§. 332. Lehrfoh. Dev Fladyeninbhalt eines jphavijden Bwei:
edes tjt gleid) vewm Producte aus dem Fladeninhalte eines
groften Rugelfreifes und der Vervhaltniszahl zwifden dem
jpharijdhen Winfel und 90°
Jit £ ver Flidjeninhalt eines jphivijdhen Bwelect:s, dejfen fphivijder
Wintel m® betrdgt, jo hat man f:4r’z=m": 360°, daher
. e —280
§. 333. @8 feien A, B, C die Wintel des fpharifhen Dreiecdes
ABC (Fig. 166), £ der Flacheninhalt desfelben und r der Kugelhalbmefjer.
Die jpharijdhen Dreiecte AB Cund B C D bilben
208 Bweied ACDBA, daher ift nad) §. 952

2 4 ; :
Demn 'V :v=—3—R3:r r3x—R3:rs

ABC +BCI): rix. -900’ cﬁenfg IT
ABC—%—ACE:H;:.?%E

b wegen DEC=ABF (§. 273)

ABC+DEC=r'z. o5
fomit dburd) Adbbition ;
2ABC+(ABC+BCD+ACE4 DEC)=riz. AE3FC o

2t 2riz=n1rixz, ﬁj—q—léotpé, und folglid)
A+B+C—180° _ rime
1800 = 1B0%/

wo e bie fjtets pojitive Differeny A+ B 4 C —180° bedeutet uubd dex
iphavifde Grcejs des Dreieces beift.

1809
Wivd bie conftante Grife —-Om = 57:29578° = 206265", b. i. bag Gradmaf

TPt

eines Rreisbogens, defjen Yiinge bdem Q_n[ﬁmenel gleid) ift (§. 189, 4), durc) ¢ beseidnet,
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fo nimmt bder obige Ausdhrud fiiv £ folgende Form ai; f:r?-%, 0. b der Fladen:

inhalt eines foharijden Dreiedes ift gleid dbem Quadrate des Kugelhalb-
meffers multipliciert mit dem Quotienten aus bem iphdarijden Greefie
und bem Gradmafie eines mitdem Halbmefjer ldngengleiden Rreidbogens.
Beifptel, [t A=159° 4 35, B=94° 28’ 104, C= 10284564
fo ift ‘e = 75" 82 85", e =271955"
log e” = 543 450
log ¢“ = 5'81 443
0:12 007 f = 1:31847 3%
Bufof. Die Flacge cines fyhivijdhen Dreieces gilt sugleich als Maf
fitr die ®rdfe des Dreifants, defen Kugeljdynitt es ift (§. 271).

Oberifade ciner Kugelmiife und ciner Kngelzone,

8. 334, Lelrfoh, Die Oberflade einer Kugelmitpe ijt gleid
per Manteloberfladhe eines gevaden Cylinders, der ben gripten
Sugelfreis sur@rundflache und dieHohe der Mithe ur Hdhe hat.

Folgt nad)y dem Grenzbegrifie aus §. 324, 1.

Sig. 167, Qit (Fig. 167) OA =r der Halbmefjer der
: Qugel und AP = h die Hihe der Kugelmithe ABB’,
/ e fo tit ble Flache diefer Miite
Ef '27 s o I\;ilf;)r:r.h....ﬂ.
- fiie b — i il
L/ o?=(2r —h) h (§. 135), dlfo
2rh =%+ h? und
M= (p®+h?) =...2).
Qit die Sehne AB =s gegeben, fo folgt
ausg 2)

D B e iR M T )

§. 335, Lelrfah. Die Obevflade einer Kugelzone ijt gleid
bevManteloberfliche cines geraden €ylinders, ber den griften
fugeltveis jur Grundiladeund dieHoheder Jone gurHihe hat.

Solgt aus §. 324, 1.

Heifit Z die Flache der zu dem BVogen BC (Fig. 167) gehdrigen Kugels
sone BCC'BY, fo ift filt OA=r mp PQ =a

i gl W e ety

Sind nebjt r die Halbmefjer der Grundjlichen BP = ud CQ = o’

geaebei, {0 bat man, o a=0P — OQ ift,

Z:.?l.rz(\’r:"n s

Bolunten eines Kugelfectors, eined Kugeljegmentes und einer fKugeljdjichte.
§. 336. Lehrfok. Das BVolumen eines Kugeliectors ift gleid
pem Volumen eines Kegels, der die Rugelmiipe des Sectors
aur Grundflade und den Halbmefjer der Kugel zur Hihe hat.



Folgt nad) vem Grengbeqriffe aus §. 326, 1.

Haben r und h die in § 334 angefithrten Bedeutungen, fo ijt das
Polumen v deg durd) die Notation des Kreisausidnittes A OB (Fig. 167)
evzeugten Sugeliectors

r sl
v=2rm.h.+-=212hz
ki 3

8. 337, Das BVolumen einesd Kugelfeqmentes ift, je nadjvem
biefes fletner odev gubfier al8 die DHalbfugel ift, gleid) der Differeny oder
Per ©umme der Volumina des entiprechenden Kugelfectors und eines Kegels,
befjen Grunbdfldche die Grunbdiliche des Segmentes, und deffen Hohe ver Abftand
bicjer Guundflache von dem Kugelmittelpuntte ijt.

Haben r, o, h die in § 334 angegebenen Bedentungen, fo Hat man
fiiv den Jubalt S bes zu dem Bogen ADB- (Fig. 167) gehbrigen Kugel-
jequientes A B B

S=2%r*ha— 310’ x—h) =,
ober, da ¢*=(2r—N) h ift,
S=gr*ha—3ih 2r—Lh) (@t —h) =z, oder

S=1h® (3r—h) =

8. 338. Das Volumen einer Kugeljdidte witd als die Diffe-
venz der BVolumina zweier Kugeljegmente Devechuet.
$aben r, h bie obigen Bedeutungen und ijt (Fig. 167) AQ ="', fo
iit dag Volumen s der u dem Vogen BC gehovigen Kugelfdyichte BCC B
=1 (b2 (Br—h)—h?*@Br—h)} =....1).
Sft r, daun bdie Hihe PQ =a der Shidite und bder Abjtand OQ = d gegeben, fo
geht ber Augdrud 1), da h'=1r—d und h=r—a—d ift, iiber in
s=1 {(@—ad)? @r+d) —@—a—d)?® Qr-a-d)}| 7 oder
s=4a {81*—3d>*—3ad—a?} 7....2)
Etnd die Halbmeffer BP = ¢ und CQ = ¢' der Deiden Gruudfladien und die Hilhe
PQ=a ber Sdjidyte geqeben, jo erhiilt man, da
912 —_ 112 A d!f
¢! =r?—a®—d*—2ad, bafer
¢4 % = 2r*—24° —2ad —a% und fomit
2 * 2
@hdke . g1.4q

=

ift, burd) Subftitution in 2)
s=1%al8(e®+e*+a?)—al} m ober

8

Die Fovmel 8) enthilt den Sap:

Gine Sugelididte ift gleid dem avithmetifden Mittel aug dbem ihv
ein= und umgejchviebenen Cylinder, vermehrt um die der Sdidte einge:
fdjviebenen Sugel
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111, 3(bungsanfgabern.

2. 339. Aufgaben itber die Meffung ebenfladiger Kbrper.

1. Qu einem Witrfel ift a die Kante, d die Diagonale, o die Vber-
flache, v das Bolumten; aus einer bdiefer Griffen bie iibrigen gu bevedymen.
Gegeben: 1) a= 1m 8 dm 3 cm; adi="0:7b5 m:

3) o = 10 em?; 4) v = 12326391 m®.

2. G cinem vedytwintligen Pavallelepiped mit quadvatijder
Grundflddie ift a (3°2 dm) eine Grundiante und o (52-48 dm?) bdie Ober-
flidhe; man bejtimme bas Volumen v.

3. Die Oberflache o und das BVolumen v cines rechtwintligen Parallel-
epipeds ang bdem BVerhiltniffe der drei Kanmten und aus ber ﬁ)iagoua[e einer
Seitenfladhe zu bevedynen.

@ind x, y, z die ungleiden Kanten, und ift x:y:z=m:n:p und d bie Diago=
nale der Seitenflicie, deven Seiten y und z find, fo exhilt man
Qirgnﬂjmpi—fipl A2 und v = WALEET .48

T Ep (a?+p?) Vn*+p?

4, s dbem Volunten v eines vedtwintligen Parvallelepipeds und dbem
Berhaltniffe m:n:p der drei Kanten bie Kanten u bevedmen.

4a. Aus der Summe der drei Kanten eines rvechtwintligen Pavallel-
epipedd x-Fy-tz=s und aud dem DBerhiltniffe x:y:z=m:n:p
die Oberflache und den Juhalt des Pavallelepipeds zu beredyen. Speciell s =
Tdedicmax iz — b 43

5, Die Hihe eines geraden Prismas ift h, die Bajis desfelben ein
requldves Sed)sed, bdefjen Seite a ijt; beftimme a) bdie Oberflide, b) das
BVolumen des Prismas.

Ha, Aug einer geraden prismatijdhen Sdule von $Holz, deren Grund-
fladge ein vegelmdfiges Sed)sedt ijt, witd das gribfite, gerade dreifeitige Prisma
qehauen; toie viel betrdgt der Abjall, wenn bdie Grundfante bes fedhsieitigen
Brismas 15 em und die Seitenfante 1 m betrigt?

6. Qu einem fechsfeitigen und einem vierfeitigen geraden Prisma mit
vequidven Grundfltidjen ijt die Hohe h (4:1 dm) und eine Seite dber Grund-
fladje a (2°1 dm); wie verhalten fid) a) die Oberfliden, b) bie BVolumina?

6 a. Die Oberflade und der Jubalt einer geraden prismatifdhen Siule,
boven Guundfladye ein vegelmafiges Achted ift, aus eimer Grvundfante a und
einer Seitentante s zu bevedhuen.

T. Jn einer gevaben Pyramide, deven Grundilidye ein gleichfeitiges
Dreted ift, ift a) a eine Grundfante und s eine Seitenfante; b) a eine Srund-
tante und h bie Hihe; bejtimme die Oberflide o und dag Volumen v.

8. Gine Pyrvamide mit der Hihe h und bem Volumen v hat zur
Grundflade ein gleidyjeitiges Dreiect; wie grofy ijt cine Grundfante?

(=
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8a. Die Oberfliche einer geraden Pyvamibe, deren Grundflade ein

gleidhfeitiges Dreied ijt, betrdgt o; wie grof ift eine Grundfante, wenn bdie
Hihe ver Pyramide dopyelt jo grofy wie eine Grundiante ijt?

9. Die Oberflache und den Jubalt einer gevaden Pyramide zu finden,
in welder die Hohe h, und a) bie Grundfliche ein vegulives Sed)ged mit
der Seite a ift, b). ein vequlives Achted mit ber Seite a ijt.

10. Die Grundfliche eciner Pyrvamide ift ein gleidjeitiges Drefet mit
ber Seite a; wie grof ift a) die Oberfldde, b) das BVolumen, twenn bdie
Seitenfanten auf einander normal ftehen?

11. Gn einem geraden Pyramidenjtumpfe ijt die Seitentante s,
bie Grundflacdhen find a) gleidhjeitige Dreiede, b) Quabdrate, ¢) rvegulire
Ged)secte mit den Seiten a, und a,; wie grof ijt die Oberfliche und das
Volumen ?

12, Eine Pyramide, deven Grundfliche b, und deven Hohe h ijt, wird
it dem Abjtande a vom &Sdjcitel duvd) eine mit der Grundflache pavallele
Ehente gejdynitten; bevedyue die Bolumina ber Deiben Theile der Pyramide.

13. Su weldyem Abjtande vom Sdheitel einer geraden Phramide muis
man eine mit dex Grundflade pavallele Ebene legen, damit jie a) die Seiten-
oberfliche, b) die Pyramide felbjt in dem Verhiltniffe m :n theile?

14. Gin Pridmatoid von der Hihe h hat ju Grundfliden jwei congruente gleidy:
feitige Dreiede, deven Seiten = a jedod) micht pavallel find; wie grofi ift fein Bolumen?

Der WMittelfdpitt ift ein regulives Sedysed.

15. Gin Sphenist Bhat jur Grundflidie cin Trape; mit den Pavallelfeiten a und b
und der Hohe k. Die hurd) a und b gehenden Seitenfliden fdhneiden fid) in einer Kante
von det Linge ¢ im Abftande h von der Grundflidie; die Deiben andeven Seitenflichen find
Dryeiede. Beftimme dag Bolumen v bdiefes Kdrpers.

v=+hk(a4+b-c)

16, Aus ber Kante a eined reguldren Polyeders a) die Oberfladye o,

b) bas Volumen v vesjelben zu beftimmen.

2
a) Der Infalt eines gleidyjeitigen Dreieces, deffen Seite a ift, ift = Z \/ 3; baber
fiie bag Tetv. o=2a? V/ 3, Oct, 0 =222V 3, Sfof. 0 =5a% V8.

Fitv das Heraeder ift o =6a’
Der Fladeninhalt eines veguldven Fiinfedes mit der Seite a ift (§. 175, Buf)

32 an = walrs TR / P
o0 Vs -+ 10V 5, folglid) ift fiir das Dobdetaeder o = 3 a’ Vos +10V 5.
b) Aus §. 809, 2, und 278, 8, ergibt fid) fiir das
3 3
Tetr, v = 2112. Ve, et v = ?.3_ Ve, Heraed, v = a?,

Sfof. v = 5%: 3+ Vo), Todek, v = 43 15+ 7 V/ B).

17. Die Oberflache und das BVolumen eined veguliren Polpeders aus
vem Halbmefjer a) der eingejdjricbenen, b) bder umgejdjricbenen RKugel u
beftimmen,
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8. 340. Aufgaben itber die Mejjung frummiladiger KRbrper.
1. Sm oeinem gevabdben Kegel ijt r der Halbmefer der Grumdiladhe,
h bie Diohe, s die Seite, m die Manteloberfladye, v dag Volumen:
man bejtimme a) h, s, m, wemn r, v gegeben fiud;

b) l‘-’ llf "’ " S' m n "

C) l‘f lnf \r-’ n 11’ s r "
Eegeben: 1) r= 4dm, 2) s= 8'ldm, ) h =132,
v = 7037167 dm?®; m = 8§9° 1873 dm*®; s =148 m.

2. Wie geftalten fidh die nfldjungen in 1. fiix s = 2r, d. i fiiv den
gleidhfeitigen Segel?

3. Der Umfang der Grunbdflddye eines geraden Kegels ijt p, der Adyjen-
jdhnitt desfelben ijt ein vechtwintliges Dreiect; wie grof ijt die Mantelober-
fliche ?

4. Su einem gevaden Regelftumypfe find R und r die Halbmefjer
der Grumdflachen und o die Oberfladye; bejtimme das Volumen v,

5, Wie grof ijt die Hihe h eines gevaden Kegelftumpies mit den Halb-
mefjern R und r, wenn die Manteloberfliche desjelben der Summe der Grund-
flidpen gleich ijt?

6. S weldhem Abjtande von ber Leineven Grunbdiliche eines geraden
Regeljtumpfes mujs eine mit i pavallele Chene gelegt werden, damit a) bdie
Sduittflicde - dev grofieren Grundfliche fei, b) damit der Schnitt den Kegels
ftumpf halbiere ?

7. Ginem gevaben Regel, defjen Halbmefjer r und deffen Hohe h ijt,
wird eine Pyrvamide mit quadratijher Svundflade a) eingejdyricben, b) um-
gefdhricben; wie grof ift die Oberflide der Pyramibe ?

8. Ginem Kegeljtumpfe mit der Hihe h und den Halbmefjern R und r
wird ein Pyramidenjtumpf mit quadratijhen Grundfliden eingefdricben ; wie
quofy ijt dag Volumen bdiejes Pyrvamibenftunpies?

9. 3 einem gevaden Eylinder ift r der Halbmefjer der Grundfldche,
h die Hihe, m die Manteloberfliche, v das BVolumen; beredhne aus je zweien
dicjer Grdfen bie betden anbdeven.

®egebent: 1) r = 1064 m, 2) r= 6'42dm, 8) m = 20 dm?,

h=2725m; m = 1518 dm?; v= 707356 dm".

10. BWie gejtalten ficdh die Anflofungen in 9. fiix h = 2r, b. 1. fiir den
gleidyfeitigen Gylinder?

11. Jn einem gevaden Gylinder, defjen Cubifinfalt v ift, verhilt fich
die Hihe zu dem Durchmejjer dev Grundflide wie m : n; wie grop ijt bdie
Dberfliche ?

12, Das Volumen einer Eylinderrdhre aus dben beiben Halbmefjern
R und r und der Hohe h zu Levedhnen.
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13 Aus dem Volumen v einer Cylindevedhre, dev Hihe h und dem
quoperen Halbmejjer R die Dide d zu finden.

14. Dag Ciment fitv 1 Litex = 1 dm?® bes Flitfiiafeitsmafes hat die
Form eines Cylinders, deffen Hohe das Doppelte des Duvdymejjers betvigt ;
wie grof jind bie Dimenjionen diejes Cimentes in Millimeter?

15, Dag Ciment fiiv ein Deciliter des Hohlmafes filv trodene Gegens
ftanbde hat die Fovm eines RKegelitumpfes, dejjen obever Duvchmefjer gleidy ijt
demt Durdymejjer eines inhaltsgleichen gleidhieitigen Eylinders und defjen untever
Durchmefjer 9/, des obeven betriigt; weldje Dimenfionen hat dasjelbe ?

16, Auf feder Grundflddie eines gevaden Cylinders vom Halbmejjer r
jteht ein RKegel, deffen Scheitel dev Mittelpuntt ber audern Grvumdfldcdhe ift;
Dejtimme  dent Umfang des Kreifes, in weldhem fid) die beiden Kegelmdntel
jdyneiven.

17. Ginem gevaben Gylinder mit dem Halbmejjer r und bder Hihe h
with ein Prisma mit quadratijher Grundflicde eingejdyricben; wie grof ijt
jcbe @eitenflide des Prismas?

18. Wie grof ift die Nianteloberfliche eines Cylinderg, der einem Wiivfel
port der Kante a 1) cingefdricben, 2) umgefdyrieben ijt?

19, Gin Dreied, defjen Seiten a, b uud ¢ jind, fann wm jebe derfelben
alg UAdhje gedreht werden; man juche die Relation pwifden den Volumina der
vaburd) entftandenen Rotationst drper A, B und C.

ELE — e —

20. Gin gleidjdentliges Trvapez, dejjen Hohe h und dejjen Pavalleljeiten
a und a -+ m find, votiert um die @eite a als Adje; Dbeftimme a) die Ro-
tationgfliche, b) ben Rotationstorper.

21. Gin Trapey votiert einmal um die grdfeve,  daum um bie Fleineve
jeiner Pavallcleiten ; die Jnbalte der dadburd) erzengten Notationsfdryer vers
Dalten jic) wie m :n, Wie verhalten fich die Dbeiben pavallelen Seiten zu
einander?

22, Bejtimme a) die Oberjliche, b) das Volumten eines Kivpers, weldper-

dwed) Notation eines rveguldven @echsectes von 8 cm Seitenlinge um eine
Winfelfymmetvale desfelben erzeuat wird. '
23. Die Seite eines veguldven Fiinfeced ijt a; wie groff ift a) die
Notationsfliche, b) der Notationstovper desfelben um eine Seitenjymumetvale?
(8. 175 Buf.)
24, S einer Rugel ift r dev Halbmejjer, o die Oberflicde, v dasd
Bolumen ; fude aus jeder diefer Grdfen die beiden andeven.

Gegeben: 1) r= 0°3589 m; 2) r=1m 1dm 5'8cm;
3) 0= 64"184 din*; 4) v =5"33774 dn®,

25. Den Palomefjer einer Kugel zu finden, weldje mit einem gegebenen
geraben a) Cylinder, b) Kegel, ¢) Kegeljtumpf 1. gleiche Oberfliche, 2. gleidhes
Bolumen fat.
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26. Aus einer metallenen Hohlfugel, deven duferer Durcdhmefjer 2v
(18 em), und deven Wanddide d (2cm) ijt, foll eine maffive Kugel gegojjen
werden; wie grof wivd der Durchmeffer derjelben ?

27. Der grofere Halbmefjer einer Hohlfugel fei r und dag Bolumen
ihrer @dgale k; wie dick ift die Sdale?

928, Wie gqrof it der Flacheninhalt eines fphivijdhen Bweiedes, Ddeffen
LWinkel 22°30° ift, wenn dev Halbmeffer der Kugel 1 m betrigt?

29. Man Derechne fitr den Kugelhalbmeffer = 1 m den Flicheninhalt
eines fphavijhen Dreiectes, dejjen Wintel find:

a) 125°, 87°, 82°; ) 96°34°47¢, T1°5'29", 63°19’ 3b";

b) 90°, 51°59/, 56°40'; d) 21°42/50", 142°18'53", 30°46' 24",

30. Das durdh die Notation bes Kreigabidynittes BCE (Fig. 167) um
pen Durcdhmefler AD exzengte ringfbrmige Sugelfegment A gu be
ftimmen, wenn bdie Sehne BC =6 und bdie Projection auf bie Acfe
PQ = a gegeben fjind,

Rl 6'21:
gt

31. Dag Auge eined Beobachters auf der Grdoberflidye itberfieht von
berfelben eine Galotte, welche begrenst wixd duvd) bie Kreislinie, welde bie
Bevithrungspuntte der vom Auge nad) dev Erde gezogenen Tangenten verbindet.
Wie guofy ift diefe Calotte, wenn h bdie Hiohe ded Auges iiber ber Erdober
fliche und r den DHalbmejjer der Erde begeichnet?

fa L
r4h"

32. Wie grof ijt die Flache der Grde, weldhe man in einer Hiohe von
13788 m iiberfieht? (r — 858°474 g. Meilen, 1 g. Meile — T420-44 m).

33. Cine Kugel mit dem Halbmefjer r witd durd) eine Ebene jo ge-
fchnitten, dajs fid) die Kugelmiipen wie m : n verhalten; wie grof jind bdie
Cubifinfhalte ber zugehdrvigen Rugeljegmiente?

2 .8 2 .3
8, =(m-3n). 547(::1?;—713“ und S, = (3m --n) ?;‘t:t-:TT“

34, Dag Segment einer RKugel vom Halbmejjer r hat ein doppelt fo
grofies Volumen als eine Kugel, weldye die Hihe ded Seqmentes zum Halb-
mejjer Hat; wie gvof ift bie Hohe?

35, Wie grof ift die Oberfliche ciner Kugel, weldye einem gevaden Kegel
mit dex Hohe h und bem Halbmefjer r eingefdyrieben ift?

36. Ju einem gleidyfeitigen Gylinder werden eine Kugel und ein geraber
Segel eingefhrieben; wie verhalten fich die Bolumina diefer drei Kirper?

37. Wm eine Kugel werden ein gleidhfeitiger Eylinder und ein gleidjeitiger
Regel Dejchrieben; wie verhalten fich a) die Oberfldchen, b) die Volumina
Diefer bdrei Rdvper?

Mo & nit, Geometrie jiiv die oberen Clajjen. 12
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38, Gine Kugel mit der Oberfliche o foll in einen infaltsgleidhen geraden
Cylinder verwandelt werden, deflen Manteloberfliche der Oberjliche der Kugel
gleic) ift; wie grof ift a) der Halbmefjer, b) die Hohe des Cylinvers?

39, Ginem gleidjeitigen Dreiede ift ein Kreis eingejdvieben; wie ver-
halt fich die Manteloberfliche des durd) Rotation des Dreieces um eine feiner
Dihen Dejdyricbenen Regels zu der Oberfliche der RKugel, weldhe bei diefer
Drehung durd) den Kreis erzeugt wird?

40, Um einen Wiicfel von der Kante a wird eine Kugel und um diefe
ein vegulives Tetvacder Defdjrichen; wie quof ift a) die Oberflice, b) das
Bolumen des Tetracders ?

41. Gine Sugel with duvd) eine Ghene gejdnitten, ielche ben bavauf
fenfrechten Durdymefjer 2R in dem BVerhiltniffe m: n theilt; anf der Edynitt=
flache ftehen zwet gevabde RKegel, deven Sdjeitel in der Kugeloberfliche lHegen.
Wie verhalt jich das BVolumen diefes Doppelfegels 3u dem Bolumen der Kugel?

42, Ginem gevaden Regel, deflen Grundfldde r zum Halbmejfer bhat,
und dejfen Seite s ijt, witd eine Kugel ecingejdjricben. Wie grof ijt a) der
Dalbmejjer ¢ bes Parallelfreifes, in weldem die Kugel von der Mantelfliche
bes Regels berithrt wird, b) da8 Volwmen v des duvc) diefen Kveis abge:
{hnittenen Kugeljegmentes ?

{-'='1" (Ss_—l) und v= ():; : QSS;TTY : f‘%}_:%

45, Die Oberflache eiver Kugel ift gleid) einer Bone, welde zu einer
Kugel vom Radiug r gehort und deven Hihe a ijt; man beftimme die Ober-
flache und das Volumen cines vegultven Octaeders, weldem die erjtere Kugel
eingejdyrieben {jt.

44, Gin vegulives ZTetraeder ift infaltsgleid) mit eiver Kugelididyte, die
su einer Kugel vom Halbmefjer r gehort und deren Grundjlichen von dem
Kugelmittelpuntte die Abjtande d und d‘ Haben; wie guof ijt a) die Ober-
fladye, b) der Jubalt einer Kugel, welde dem Tetraeder umgejdyrieben ijt?




Dritter Theil,
Crigonometrie.

§ 341. Um bdie gegenfeitige Abhangigkeit der Seiten und der Winkel
efnes Dreieces von einanber durd) Gleidyungen darftellen und mitteljt diefer
aug gegebenen Beftimmungsitiiden eines Dretectes die iibrigen Stiide desjelben
ourch) Redhnung finden zu fonnen, hat man als Stellvertreter vder Winkel die
Berhiltniszahlen gewifjer Streden, weldhe durd) die Winfel unzweidentig be-
ftimmt find, eingefithrt. Diefe Verhiltniszahlen nennt man Functionen der
Winfel oder goniometrijde, aud) trigonometrijde Functionen,
und bie Lehre vou den Gigenjhaften und gegenfeitigen Besiehungen derjelben
die Goniometrie,

Die Anwendung der Wintelfunctionen auj die Bevedynung der Dreiecte
Dildet den @egenjtand der Trigomometrie, und war Dder ebenen oder
ver fphévifden Trigonometrie, je nadpdem jie ficd) auj bie ebenen ober auf
dic fpharijhen Dreiecte bezieht.

Exfter BbTdmiit.
Goniometrie.

L. ErklGrung und Darfielung der Winkelfunctionen.

§. 342. Bieht man in ciner Gbhene durd) einen Punit O (Fig. 168)
atei 3u einander normale Gevabe A A’ und BB/, fo theilen dicje die unbe-
grenzte Ghene in vier congruente Theile, weldpe Quabdbranten bheifen. Dreht
fich bann in diejer Ghene von dev feften Gevaben O A aug ein Strahl OM
um den Punft O in einer bejtimmten Richtung, Hier nady linfs, jo duvdhliujt
er nad) und nad) alle Quadvanten bder Gbene, die nad) jemer Nidtung dex
Reihe nach ber exfte, zweite, dritte, vievte Quabrant heifen follen, und bildet
wibrend biefer Drehung mit dev Gevaden O A alle Wintel von 0° bis 360°

12%



130

Gin Winkel AODM,, defjen ein Schenfel OA ift wnd deffen aweiter
Sdyentel OM,, OM,,... im erften, sweiten,... Quadvanten liegt, wird ge-
wihnlich in abgekiivzter Ausdrudsweife ein Wintel im eviten, 3weiten,...

Quadranten genaunt.
Wirh i dem Winfel AODM, von einemt

Punfte M, des einen Scenfels zu dem andern
@djentel die Mormale M, P, gegogen, fo ift
OP, die Projection der Strede OM, auf
bie Gerade O A (§ 158); die Gerade O A
heift dann die Projectionsad)je und bas
vechtrointlige Dreiect M, P, O ein Projections-
breiect bes Winkels A OM,. Liegt ber Winfel tm
aweiten, dritten, vievten Quadvanten, jo liegt aud)
jein Projectionsdreied in demfelben Quadrantern.

Aieht man von verjdhiedenen Puntten des einen Schenteld Fu dem anbdern
Novmale, fo entftehen mehreve Projectionsdreiecte, bdiefe jind einander Ehnlid)
und daher find bie BVexhilinifie swifchen je swei Seiten bes einen Projections:
breiecies gleich ben Berhiltnifjen zwifchen den Homologen Seiten jedes anbern
Dreiedes.  Fiir jedben Winfel gibt e daher gwijden den Seiten feines Pro-
jectiongdreiecfes unzweibeutig Dbejtimmte Verhiltniffe, weldhe einzig nur von
der ©rbfe bes Winfels abhingen und deshalb Fuunctionen des Winkels
heifen.

§. 343. Die eingelnen BVerhiltnifje zwijhen den Seiten bes Projectionss
breieds eines Winfels Haben befonbere Namen. Jjt AOM = ¢ (Fig. 168)
ein Winfel in einem Dbeliebigen Quabdranten, fo heift in dem Projections=
dreiefe MP O
1. bas Berhiltnis der Normale ur Hypotenuje der Sinu s ves Winkels «,
= [

2. bas BVerhiltnis der Projection zur Hypotenuje dev Cofinus dicfes
Winfels, 'g";.)i" = €08 «;

3. bas Berhiltnig der Novmale zur Projection die Tangente des

BWinkels «, —1(\)-&—5— = fang o

4, pag Verhiltnis der Projection zur Novmale die Cotangente diefes
Wintels, "?IIIL’ = R

5. bag Verhiltnis bder Hypotenufe zur Projection bdie Secante des
Wintel oM
Wntels «, *0*13“

6. dbas Verhiltnis der Hippotenufe zur Novmale die Cojecante Ddiejes
i ON
Winfels, P = 90sec .

Die Ytamen bder Functiomen finden in den §§. 344 und 349 ibre Erfldvung.

MP
OM

= 86C 0;
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Aufgaben. 1. Gonftruiere einen Winfel von 60° und fein Projections-
breiect, mijs bie Seiten des lepten und beredhne aus diefen durd) Divijion alle
fedhs Functionen bdes Winfels.

2. Bejtimnte ebenjo die eingelnen Functionen fitr a) 30°, b) 45°, ¢) 750

3. Gegeben it sin ¢ =2; conftruiere mit Hilfe des Projectionsdreiectes
ben Winfel «. Jn weldyem Quadrvanten fann o legen?

4. Gonftruiere ebenfo den Winfel «, wenn gegeben ijt a) cos ¢ =1,
b) tang ¢ =35, ¢) cot ¢ =1, d) sec a =14, e) cosec a =73

§ 344. Darjtellung der Winfelfunctionen am Kreife.

Bieht man (Fig. 169) in einem Kreife, deffen Halbmefjer r ift, el
aut einandber mormale Durdhmefjer A A und BB/, fo zertheilen fie den Kreis
tn vier Quadranten und es bilvet ein Halbmefjer O M, weldjer fid) vou dem
feften Halbmefier O A ang um O in der RNichtung nad) linfs durd) alle vier
Quadranten dreht, nad) und nad) mit dem fejten Halbmeffer O A alle wm
ven Pauntt O mdglichen Wintel.

a) 3t AOM = a einer diefer Winkel, und zieht man vou dem Eud
puntte M des Deweglichen Halbmefjers O M auf den fejten Halbmefjer O A
oder auf defjen Berldngerung O A’ bie Normale M P, jo ift nad) §. 343

ig. 164. ML und e Cos d.

I B OM r OM T
) i \\{( C b) Grricytet man ferner in dem Gndpuntte
v 7 A bes fejten Halbmefers O A auf diefen die
/B 7, Novmale A C, weldye den verlangerten beweglichen
A 2 U\ E”A Halbmefjer OM in C jdyueidet, fo hat man,

bi/g ba A OACOOPM ijt,
2 d/ MEPL A0 LA 5
.BT//‘HI‘I- L A e tang o i
oM 00 "0e
Vi 0T oL e

¢) Grridjtet man endli) in B auf O B bdie Normale B D, tweldhe den
verlngerten Deweglichen Halbmeffer O M in D jdjneidet, fo bhat man, da
AOBD ocOMP O ift,
1(\)111), — g% e @ = cot ¢ wd I(\?I\IE = 8% = (g = cOsec .
Die Streden MP, OP, AC, OC, BD und O D, bderen Berhiltnijje
s bem Halbmeffer r bdes RKretjes bdie Winfelfunctionen beftimmen, beipen
goniometrifdhe Qinien, und zwar MP bdie Sinuslinie*), OP bie
Cofinusglinie, AC bdie Tangentenlinie*®), OC die Secantens
linie***), BD bie Cotangentenlinie und OD die Cofecantenlinie.
*) Sinus ift wahrfdeinlid) entffanden aus s. ins.: semissis inscriptae, Hilfte der
eingefdyriebenen Sefue, denn MP ijt die Hiilfte der Selhue des doppelten Centriwintels.
**) LWeil fie Tangente an ben Kreis ift.
wk) OBeil fie den Krei® jdyneidet,
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Da bdie Verhiltnifje diefer Linien gu dem Halbmeffer mur von der Gridfe
bes Winfels « abfhingen und fitr jeden beliebigen Halbmeffer diefelben Werte
habenr, fo fann man, ofue die Werte ber Winkeljunctionen ju dnbdevn, bdie
Qiimgeneinbeit felbjt als Halbuefjer des RKreijes anmehmen und jomit r = 1
feen. Dann gehen die obigen BVerhiltniffe in die jolgenden Ausdviide diber:

MP — sin ¢, A @ = tang a, B 1D'="cotc,

(OFE=—Scog o) ONC ——isecic O D = cosec «;
wo jedodh) unter MP, OP, AC, OC, BD und O D nidht die goniometrijdhen
Qinien, jondern ihre Mafzahlen zu verjtehen find.

Die Winfelfunctionen oumen daber als Mafizahlen der entjpredhenden
goniometvijhen Linden am Kreife fiiv den Halbmefjer = 1 aufgejafst werden.

8 345. Borzeiden der Winfelfunctionen.

S den Projectionsdreiecten M, P, O, M, P, O, My P; O umd M, P, O
(Fig. 168), weldhe Winteln verjdhichener Quadvanten entfprechen, liegt bie
Novmale bald itber, bald unter dev Projectionsad)je O A, und die Projection
bald vedhts, bald (infs vou dem Sdkitel O. Jur genauen Bejtimmung dev-
felben mujs daber diefer Gegenfah ihver Lage durd) die Borvzeiden bes
Pojitiver und Negativen ausgedriicft werdenr, wodburd) dann aud) vie Wintel-
functionen dex Gubdfe der Winfel entfprechende Borzeihen exhalten.

Man nimmt allgemein die Novmalen und Projectionen in derjenigen
Lage, weldpe fie fitr Winfel im exften Quadbranten haben, alfo die Novmalen
itber O A, und die Projectionen red)ts von O alg pofitiv an; bdie Nor-
malen unter OA und bdie Projectionen [infs von O miffen dann als
negativ angejehen werben.

Hiernady ijt die Novmale fitv Winfel im 1. und 2. Quadranten pofitiv,

' fir Winfel im 3. und 4. Quadranten negativ; die Projection fiiv Winkel im
1. b 4. Quadbranten pofitiv, fiiv Winfel im 2. und 3. Quadranten negativ.

Fiiv bie Vorzeidhen bder Wintelfunctionen evgeben fid) damn aus den
Gufldrungen im §. 343, ba die Hypotenuje immrer abjolut (pofitiv) angenommen
witd, folgende Beziehungen:

1, Der @inusg und die Cojecante haben gleihes Vorzeichen mit dex
Normale des Projectionsdreiedes; fjie fiud alfo filx Winfel tm 1. und 2.
Quabdranten pojitiv, tm 3. und 4. negativ.

2. Der Cojinus und die Secante hHaben gleidhed Bovgeihen mit
der Projection, und find demmady fitx Wintel tm L. und 4. Quabrvanten
pojitiv, im 2. und 3. negativ.

3. Die Tangente und die Cotangente find pojitiv, wenn die Nor-
male mnd die Projection gleide Borzeidyen, und negativ, wenn dieje vers
fdhietene Borzeidyen Hhaben, fomit fiiv Wintel im 1. und 3. Quadranten
pofitiv, im 2. und 4. negativ.
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Bu benfelben Grgebuifjen gelangt man and), wenn man bdie Winfel-
functionen als Mafzahlen der goniometrijhen Linten am Kreife (Fig, 169)
auffajst.

Die Sinng und die Tangentenlinie iiber dem feften Halbmefjer
OA find pofitiv, unter demfelben negativ.

Die Cofinng: und die Cotangentenlinie red)ts vom Mittel-
puntte O find pojitiv, [infs von demijelben negativ.

Die Secantens und die Cofecantenlinie find pojitiv, wenn jie
durd) Borwdartsverldngernng des bemeglidhen Halbneffers, und negativ,
wenn fie durd) Riidwartsverldngerung dedjelben erhalten werden.

§. 346. Bu-und Abnahme der Functionen bei dem Wad)jen
pes Wintels.

Imbert fich ber Winfel «, fo dudern fid) auch bie zugehvrigen gomio:
metrifdhen Linien, daher aud) ihre Mafizahlen, d. i, die Wintelfunctionen.

A Grife des Sinus wd des Cofinus (Fig. 169).

1. Qe tletner der Winkel «, befto fleiner ift aud) der Sinug, wilrend
fi der Gofinus obhne Gnbde der Ginbeit ndbert; fallen beive Scentel zu-
fammen, fo wird sin 0°==0, cos 0°= 4 1. Fiir fehr tleine Winfel it der
Unterfdhicd awifdhen dem Bogen und bem Sinug des Winfels um fo fleiner,
je meby fich dev Winfel der ull udbert, wobei jedod) der Sinug jtets leiner
bleibt al$ der Bogen.

2, Wichst « von 0° big 90°, fo nimmt sin « ju, anfangs rajder, dann
langfamer; cos « dagegen nimmt ab, anfangs langjamer, dann vajder; beide
find pofitiv. Fiiv e=90° fillt die Sinuslinie mit dem beweglichen Schentel
sujammen, und es ift dbaher sin 90°= 41, cos 90°=0.

3. Widhst « von 90° bis 180°, fo it ver Sinug pojitiv und abnehmend,
ber Cofinus dagegen negativ und dem abjoluten Werte nach) wad)jend. Wird
a=180% jo bat man sin 180°=0, cos 180°= — 1.

4, Wahrend « von 180° bis 270° zunimmt, ift sin ¢ negativ und
abjolut zunehmend, cos e audh negativ, aber abjolut abnehmend; und es wird
endlid) sin 270°=—1, cos 270°=0.

b, Wirh « > 270° aber << 360°, fo ift dex Sinug negativ und fjein
abjoluter Wert abuehmend, der Cojinus pofitiv und wadyjend. Fiir « = 360°
wetben Sinug und Cofinus wicder jo groff wie fiir « = 0° ndmlid
sin 360° =0, cos 360%°= - 1.

Sinus und Cojinus liegen demmacd) immer swijden den Grengen + 1
ud — 1.

B. ®rifie der Tangente und der Secante (Fig. 169).

1. Qe fletner bev Winfel, dejto fleiner with aud) die Tangente, wihrend
jih) die @ecante der Ginfeit nibert; fallen die beiden Sdhentel zujammen, fo
hat man tang 0°=0 und sec 0°= 4 1. Fernev: Je fleiner der Winfel,
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oejto Fletner witd and) der Unterichied zwijdhen dem Bogen und der Tangente
oes Winfels, wobei jedod) die Tangente jtets guifer bleibt alg der Bogen.

2. Wadyst ¢ von 0° bis 90° jo jind tang « und sec a pofitiv und
sunehmend. Fiir a=90° find Tangente und Secante unendlid) grof.

3. Nimmt « iiber 90° hinaus big 180° zu, jo werden Tangente und
Gecante negativ und bem abjoluten Werte nad) abmehmend. Erreidt « die
®rife 180°, fo wirtd tang 180°=0, sec 180°= — 1.

4. Wenn « von 180° big 270° wid)st, nehmen die abjoluten Werte dex
Tangente und Secante zu, und zwav ift die Tangente pojitiv, die Secante
negativ.  Fitr «==270° jind Tangenté und Secante unendlid) grop.

5. Widhst « dtber 270° bis 360° jo nehmen Tangente und Secante
abjolut ab, bie Tangente ijt negativ, die Secante pofitiv, und es wird endlid)
tang 360°=0, sec 360°=--1.

Die Tangente fann demmad) alle mdglidhen vecllen Werte Fwijdhen — oo
umd - oo, bie Secante alle Werte zwijdhen - 1 und - oo und Fwijchen — 1
und — oo exhalten.

C. ®rodfe der Cotangente und der Cojecante (Fig. 169).

1. Fiiv fehr fleine Winkel nehmen Cotangente und Cofecante ohne Eubde
s und werden beive fiir = 0° unendlid) grof.

2, Sm 1. Quabdranten nehuen Cotangente und Cojecante mit dem wad)-
fonben Winfel ab, Deide find pofitiv; cot 90°=10, cosec 90°= -1,

3. Qm 2. Quadbvanten wad)fen die abjoluten Werte der Cotangente und
Cofecante mit dem wachenven Wintel, big fie bei 180" unendlid) grof werden;
die Gotangente ijt negativ, die Cofecante pofitiv.

4. Gm 3. Quabdranten nehmen Cotangente und Cofecante mit dem wad
fenven Winfel abjolut ab, die Cotangente ijt pofitiv, bie Cofecante negativ;
cot 270°=0, cosec 270%==— 1,

5, Gm 4. Quabdranten jind Sotangente und Eojecante negativ und bdem
abjoluten Werte nac) wadyjend; fitv a==2360° werden Dbeide unendlid) grof.

Die Cotangente liegt alfo zwifdhen den Grenzen — oo und - oo, die
Cofecante gwifdhen + 1 und + co und wijden — 1 und — oo,

Jufife. a) Cine jede Function hat in Den vier eiuzelnen Quabranten
biev gleiche abfolute TWerte, von denen in BVesug anf die Lage zwei pojitiv
und zwei negativ jind, Wihrend durd) einen gegebenen Winfel feine Fumc-
tionen ungweideutig beftimmt jind, entfprechen jeder gegebenen ypofitiven und
ebenjo jeder gegebenen megativen Function zwei Wintel, welche in verfchicdenen
LQuabranten liegen.

b) Die oben abgeleiteten Grgebnifje lafjen fid) aud) anf Winkel ans-
dehnen, welche mehr alg eine volle Umbdrehung betragen; die allgemeine Form
jolcher Wintel ift n . 360° 4 « oder 2nx 4+« (§. 185, 4). €3 ijt offenbar,
vajs bie Winfelfunctionen von n.360° 4 e bdenfelben Functionen von «
gleid) find. LWerden bdie Winfel in diefer allgemeinen Vedentung anfgefajst,
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fo [djst bie Aufgabe, zu einer gegebemen Function den zugehbrvigen Wintel zu
finden, unzihlig viele Aufldjungen zu, da es, abgefehen von der im Buj. a)
hervorgehobenen Sweidentigleit, unzihli viele um ein Bielfaches von 360°
unterjdyiedene Winkel gibt, fitv weldhe die Function benjelben Wevt hat.

IT. Besichungen jwifden den Winkelfunctionen desfelben Winkels.

§ 347. Da nad) den Grffdrungen in § 343 bdie Cotangente, Dbie

@ecante und die Cofecante beziiglich die veciprofen Werte der Tangente, bes
@ofinug und ded Sinug find, fo er;tbt jid) zunadit

ot a— L e = c.or 2)  cosec a=-——-..

tang « cos a sin c
Ferner folgt (Fig. 168) aus jenen Definitionen:
MP  MP:0OM  sin o

1 e

SEfO

tang ¢ =G5 =3p:0M — cosw "
OP _ OP:OM _ ocosa,
cot & = rp = Np:0M — sma 00T ift
tang = ———.... 4) 6ot a——— 0 "H)
COS o sin «w

Sn dem Projectionsdreiece MP O ijt MP* 4 OP*= O M-~
Dividiert man diefe Gleihung folgeweife durd) OM?, OP? und MP*
und feft 3. B, sin a? der Kiivze wegen filr (sin «)?, fo exhilt man:

D\ 2
(OM) +(8§1‘ =1, ober sin ¢*+4-cos ¢*=1.... 6)

E\OEII’:) 4+ 1= (9—% 2, g fang g il —geciad. cx E )
1 +(MP) H_(l(\)fg 2, n L iCohid s ==ICOReC @t &Ll R E)
§. 348. it von den Functionen eines Wintels die eine befatmt fo lafjen
fid) aus ihv mittelft Der vorhergehenden Gleidungen aud) die iibrigen beftinmmen.
Sit 3 B. sin a gegeben, fo folgt aug der Gleichung 6)
cos a=—\1 — sin a?
Aug 4) und 5) exhilt man jodaun

i sin « = 3
tang o= = F——— und cot a =2 = s Wls gt
> cos ¢ Y1—sina sin o sin «
Die Gleidungen 2) wnd 3) geben endlid)
1 Sm @
BEC @ = —— === ud cosee a4 —=——r——.
COS VI Tt sin o

Aus dem vorftehend durchgefiihrten Beifpicle erficht man, dafs durd
eine Function eined Winfel8 die* itbrigen Functionen mit Ausnahme jener,
veven veciprofer Wert fie ift, gweideutig bejtimmt find.

Aunfaaben, 1. Die goniometvifdhen Functionen des Winfels « find
augzudriicten dburd) a) cos @, b) tang ¢, c) cot ¢, d) sec ¢, e) cosec «.

2. Die goniometrijchen Functionen find zu bevedinen, wenn a) sin ¢ = 13§,
b) cos a=+%, ¢) tang a=5, d) cot a =% e) sec a= 4},
f) cosec o =234 geqgeben find.
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TIL Vejichungen jwifden den Functionen von einander abifingiger
Winliel.
8. 349. Gomyplementwintel
Awei Complementwintel (§ 16) thunen allgemein durd) a und
90° — e ausgedritctt werden.
@3 fei (Fig. 170) OA=1, AOM=g¢, daler BOM =90° — .
Aug der Figur evgeben fid) unmittelbar folgende Bezichungen:

sin (900 — @) = cos «, cos (90° — @) =sin a; |
tang (90° — a) =cot ¢, cot (90° — ) =tang «; : st el
sec (90° — @) = cosec «, cosec (90— ¢) =sec a. |

&ig. 170. S diejen Fovmeln finden die Namen cos,

cot, cosec al$ Abfitvungen von complementi
sinus, c. tangens, c. secans ifve Grffdvung.
Cos, cot, cosec heifen aud) Cofunctionen.

Die Gleichungen 9 jagen: die Functionen
eines Winfels find gleidh den Cofunctionen bes
complementiven Winfels.

Bufal. Da die Secante und Cofecante in denm Togarithmijden Beredjnungen nidt
angetvenbdet werben, o wollen wiv ung in den nadjfolgenden Entwidhingen auf den Sinug,
@pfinug, dte Tangente und Eotangente bejdyrinten.

8 350. Bwei Winfel, deven Differens 90° betvigt.

Die allgenteine Form gweier jolder Winfel ift « und 90° + e

it (Fig. 169) OA =1, AOM, —a wd M, M, | M, M,, fo ijt

AOM, =90°} a. Man Hat damn, 2a AM;P,O A OP, M, ift,
gin, (909 a) =M P, — 0P, —cos
cos (90°+a)=—O0P,=—DM, P, = —sin «.
Nimmt man « gleidh) dem jtumpjen Winfel AODM,; an, fo ift AO M,
=90° 4+ ¢, uud wegen A M, P, O AOP, M,
sin (90°4a)=—M;P,=— 0P, =cos q,
cos (90°+ ¢)=—OP; =— M, P, =—sin «a.
Set man endlid) AOM; =g, bdahor AOM,=90°+ ¢« fo Dat
man, dba A M, P, 022 A OFP; M, ift,
gin (90°4+a)=—M,P,=— OP; =cos ¢,
cos (90°+a)=0P; = — M, P; = —sin «

Es ijt daber allgemein fitv jeden Winfel «
sin (90° 4+ a)=cos ¢ |
cos (90°+@)=—sin a [ °°

Davaus folgt aud)

tang (90° 4 @) = — cot « und cot (Y00 4 «) = — tang a.

. 10).
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§ 351. Supplementwiniel

Bet @ﬁpp[emeutmin’c‘e[ (8 16) werden allgentein durd) e und
180° — ¢ begeichnet.

€8 jei (Fig. 170) OA=1, AOM=g¢, bafjr A’OM = 130" —a.

Dann ift sin (180° — a) =M P, cos (180°—a)=—OP,
sin Vg = ME cos ¢ = O P; folylid)
sin (180° — ) =sin ¢, cos (180° — @) = — cos ¢; |
und dafer ' § el 11),
tang (180° — o) = —tang &, cot (180°—q)==—cot . |

Die Functionen eined Wintels find gleich . denfelben Functionen ves
fupplementiven Wintels, jedod) mit entgegengefesten Vorzeidhen, mit Ansnahme
ve3 @inus, ber dasfelbe Bovzeidhen behilt.

Sufal, Sommen in einer Rehnung nur hohle Wintel in Vetradit, fo entfprid)t dem
Gofinns, bder Tangente obder der Cotangente ein einjiger Winfel, und jwar ein fpitier
ober fein ftumpfer Supplementivinfel, je nadjpem bie Function pofitiv oder negativ ift;
bagegen twird dburd) ben Sinus, welder in diefem Falle tmmer pofitiv ift, ein Wintel nidt
einbeutig befimmt, da ju demfelben Sinus zwei Winfel, ein jpiter uud ein fhumpier
gehiven.

§. 852.  Aufqaben. v

1. sin 30° =1 (§& 49, T); a) wie grof find bdie anbdern Functioncen
diefes Wintels, b) wie grof find bie Functionen ded Winfels 60°, 120°, 150°?

2, Die Seite eines cinem Kreife mit dem Nadiug 1 eingejdjriebenen
Bebuedes it 1 (V5 —1) (§ 175), daher ift sin 18° =1 (VB — 1); wie
qrofy find bie Functionen der Winfel 18°, 72° 108°, 162°? (3 Decimalen
genait.)

3. Die Seite ecines cinem Kreife mit dem Radiug 1 eingejdyricbenen
Fiinfedes ift 1 V10 — 2V 5 (§. 175), daber ijt sin 36° =1V10—2V/5;
wie grof find Ddie Functionen der Winfel 369, 54°, 126°, 144°? (3 Dec.
genait.)

§. 303, MNegative Wintel,

Werben die Winfel, weldhe (Fig. 171) durd) die Drehung bes Dbewegs
lidhen Echentels von A gegen M (nad) lints) entftehen, alg pofitiv betradtet,
fo miijjen bdie Winfel, welde durch die Drehung des beweglidien Sdjentels
nad) der entgegengefesten Nichtung vou A nad) M entjtefen,
als negativ .angefehen werden (§. 13).

it daher der Winfel AOM = A OM und feit man
AOM =g, fo ift AOM'=— a. Nimmt man OM =
OM‘ =1 an, und jieht von M und M’ ju O A Normale,
jo mitffen bie daburc) entjtefenden Dreicce congruent fein
und bdaher jene beiden Normalen in demfelben Puntte P
sujammentreffen. Da nun

Fig. 171
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MP = sin ¢, M'P = — sin (— «), und
O P = cos «, = cos (— «a) ift, {o jolgt
sin (— a) = —sin @, cos (—a)= cos a|
vafer - L2y
tang (— a) = — tang ¢, cot (— ¢) =— cot « J

Die Functionen negativer Winkel find gleich) venjelben Functionen der
pofitiven Wintel, dod) mit entgegengefessten Vorzeidhen, mit Ausnahme des
Gojinug, der dasfelbe BVorzeidhen behilt.

LV. Sunctionen jufamnengefeffer Winkel.

§ 354, @umme zweier Wintel,

3t (Fig. 172) W AOB=4¢, BOC=24, foift AOC=a+ 8.
Bieht man mun BD | OA, CE | OB umnd CF | OA, fo find BDO,
CEO und CFO bdie Projectionsdreiecte der Winkel «, 8 und a 4 8. Ferner

Fia. 172, iit, wem man EG | OA und EH | CF sieht, EG=HPF,
EH=—=GTF und der Wintel 12 CH, bdejjen Projectionsdreiect
EHC ift, glei) dem BWintel « (5. 26, 2). Man f)c:t aljo

CF__EG+CH__EG

3 by EG
B (e -8) =Es T e =o¢+ oo
: S oL dy_Or_06-WH_ 06 EH
0 F @ D4 [ T oy o
Nun ut
* E E cu :
gg:gg.gd——sm o Ccos [3’, %.O—E_cosasmﬁ,
0G__0G OE : EH B R o o T
0C=0E-0c— °08 & cos 8, 60 —Ch'6t sin ¢ sin @,
dafer

sin (¢ 4 B) = sin « cos § -+ cos e sin B... 13)
cos (@ 4 f) = cos @ cos B — sin «sin B... 14).

DHier wirben ¢ und B, und felbjt die Summe « 4 8 al8 fpie Winfel
vovauggefept. Jjt die Gumme « -4 B ber fpiten Winfel « und B quifer als
90°, wie in Figur 173, jo Dbleibt die Be-
weisfithrung mit allen ihren Folgevungen bdie-
felbe iwie oben, mit alleiniger Ausnahme bder
Borzeichen, in weldyen wihrend der Entwid-
[ung eine BVerjdyiedenheit eintritt, die fid) aber
in  den  Gubrefultaten twicder behebt. Die
4 obigen Fovmeln gelten alfo fitr alfe fpigen
Winfel ¢ und £.
Gelten nun bdie Formeln 13) und 14) fiir ivgend wei Winkel « und B,
fo gelten fie aud) nod), wenn einer derfelben um 90° vevguifert wird, wenn
3 B. ain ¢ = 90° 4 « itbergeht. Dem

Kig. 178.
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sin (¢ 4 ) = sin (90° 4+ « + B) = cos (e 4 B) (§. 350),
cos (a' + B) = cos (90° 4 ¢ + B) = —sin (a + B);

fomit sin (¢' + B8) = cos ¢ cos B — sin @ sin 3,
cos (a' 4 B) = — sin ¢ cos § — cos « sin B.
Nun it cos ¢ = sin (90° 4 «) (§. 350) = sin ¢,
sin @ = — cos (90° 4+ ) = — cos «‘; daher

sin (¢’ 4 B) =-sin &' cos § - cos a’ sin B,
cos (' - 8) = cos &' cos B — sin &’ sin B.

Hievaus folgt aber, bajs die Formeln 13) und 14) allgemein giltiy find.
Denn da fie fitv die Summe je zweier fpiger Winfel gelten, fo gelten fie and),
wenn einer diefer Winfel um 90° widst, alfo gelten fie aud) fiir jede wiebers
holte Vevgriferung des einen oder des andern Winfels um 90°; folglich find
fie allgemein fitv bie Summe zweier beliebiger Wintel giltig.

Da tang (¢ 1- ) = sin (ef) _ sin « cos @ - cos « sin g ift, fo

cos («-p)  cos « cos f— sin « sin g
erhalt man, wenn man den Bahler und den Nenner ves lepteven Bruches durd)
cos ¢ cos 2 dividiert,
tang (¢ 4+ B) =
Ebenjo findet man

t o cot f— 1
cot (a+3)=%“fjr—’;—wf ........ 16).

§ 355. Doppelte und halbe Winfel
1. @ept man in den Fovmeln 13) big 16) g = ¢, jo erhdlt man

tang o« - tang @ 15)
1—tang etangpg " "7

sin 2¢ = 2 sin @ cos «...17) cos 2a = cos o — gin ¢?..18),
2 tang « : cot a® —1
Qa="—"2—...... { 2a=— S
tang 2a Fanga? 19) cot 2¢ S ooty Aaes 20),

aig welchen Gleichungen fich die Functionen des doppelten Wintels finden
lafjen, wemn jene des einfachen Wintels befannt {ind.

@etit man in den Formeln 17) und 18) itberall e ftatt 2¢, daher %
jtatt &, fo vevwanbdeln fid) diefelben in die folgenben:

8in o' = 2 sin ":}' cos —éu. O] cos o« = (cos B ) (sm )
Da 1= (cos ;) -+ (sm —;2-)‘ nad) 6), und
cos o = (cos z—)z — (sin —;—)2 ijt,
fo fiubet man, wenn diefe beiden Gleidjungen abddiert und jubtvaliert werden,
2 gl
1+ cosag=2 (cos ;) ) 1 —cosa=2 (5111—2—) L24)

bafjer cos 5 = \,/ 1tome . .25) sin 3 = \/ S LT 9).
Aus diejen beiden Ausdriiden jolgt fernem durd) Divifion:
1—cosa i o« /14 cos « ;
t'mg ‘)'m—\/l_i_cnsm.........al‘) 2— \1‘_——0‘3;; ..... ‘...).8).



Mittelit dex Formeln 25) big 23) faun man die Functionen des halben
Winfels beftimmen, wenn der Cofinusg des ganzen Winfels befannt ijt.

§. 8356, Differenz zmweier Winfel

Cifte=(@—8+ B

Wendet man auf bdieje Summe die Gleidhungen 13) wid 14) an, jo
erhalt man

sin ¢ = sin (¢ — 8) cos @ - cos (¢ —— @) sin 3,
cos @ = cos (¢ — ) cos f — sin (¢ — f3) sin B.

Qust man dicje 3wei Gleidhungen auf, tndem man in denjelben sin (¢ — 3)
ud cos (¢ — @) alg die DHeiden Unbefannten betvacdjtet, jo ergibt fid), da
cos 3% sin g2 =1 ift,

sin (¢ — B) = sin @ cos § — cos asin B....29)

cos (@ — ) = cos @ cos # -} sin asin 2....30),
weldhe Sovmeln, o wie jene in 13) und 14), aus denen fie abgeleitet wivden,
allgemein giltig find,

Die Gleichungen 29) und 30) finnen auch in gleider Weife, wie die Gleidungen
13) und 14) in §. 855, jelbftdndig entwidelt twerden.

Aug den Fovmeln 29) und 30) erhilt man bdann, wie tn §. 355,

5 tang &« — tang £ S

Ly e %
e ; 1 -} tang « tang @ 31)
b (6 — f) et S nk T o to s oy

cot B — cot «

§. 357. Da sin2nmw=sino’=0, cos 2nzx=cos 0’ =1 umd

sip @n 4 1) x=sinx =0, cos Bn—+ 1) @ =cos ¥ = — 1 ijt,
fo folgt aug ben Fovmelnw 13, 14, 29, 30
gin) (207w =& o) — == 8in @, sin [(2n + 1) @ == ¢] = = sin ¢,
GOS8 (2mim == o) = = e0R cos [(2n + 1) & == ] = — cos «;

fomit and

tang (2nw -t o) = £ 1ang ¢, tang [(2n -+ 1) & == ¢] = == tang ¢,

cot (2nm - ) = -+ cot g, cot [@n+ 1)z 4 o] = - cot a
Die goniometrijchen Functionen find daber periodifd), und Fwar ift die

Periobicitdt besitglich Sinug wd Cofinus an 2z, besiiglich Tangente und

Cotangente aber an z gebunbden.

§. 358. @ummen unbd Diffeveny der Winfelfunctionen.

Aus ben Formeln 13), 14), 29) und 30) erhilt man durd) Addition
umd Subtraction

sin (¢ 4+ B) +sin (a—pB)= 2 sin @ cosp,
sin (¢ + ) —sin (¢ — B) = 2 cos asin B,
cos (& - B) -+ cos (¢ — B) = 2 cos « cos f3,
cos (¢ 4 B) — cos (¢ — B) = — 2 sin a sin B,

pder, menm man
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ad-8=¢q, bafer a= 3} (p + ),

¢c— B =1, B=1%(p—w) ekt
sing sinp= 2s 5((;«—{—1;,:0{% ¥ (p—).:..35)
sing —sinyp = 2cos} (p + ) sin} (@ —)....34)
COS (p — cos P = 2 sg(gp—}-w cos § (g — )....3D)
cosgp—cosw=—  2sin} (p -+ y) sin}(p—p)....36).

Aug 33) biz 36) folgt durdh iDivi[:‘on

sing f-siny tancr ((p—l- ) 37)

Sing —siny  tangiiptw "C7 .

sinpdsiny Y 2y

ws“_{_éosu;wtang o ] >3)

sin ¢ = sin ¢ Pk e a0

(‘(;q'—__?)s—w — — cot % ([ -4 ?‘{ e R ,).)/

cos«p—i-cosw__ _.E“ ,l'm-}—lp) 40)

cos o — cos ¥

tang & (9 — v)

V. Berednung ver Winkelfunctionen.

8. 359. Die bisher entwictelten Fovmeln onnen zundd)jt dazu ver-
wenbet werdenr, um die goniometvifhen Functionen der verjdhiedbenen Winkel
ju bevecdynen, Da bdie Functionen aller Winfel auf jene der fpisen suriidgefithrt
werden founen, fo Honbelt es fidh blop um die Bejtimmung der Functionen
fitr die fpigen Wintel; nad) §. 349 veidht e8 fogar hin, wenn die Functionen
der Winfel big 45° bevechnet werden.

Wir wollen nun in dem Folgenden die Rechuung andeuten, durd) welde
oie Functionen der Winfel von 0° big 45° gefunden werden fomnen.

Da fitr jeden jolden Winfel « die Linge des Bogens, der fitr den Halb-
meffer = 1 biefem Winfel entjpricht, jtets zwijden dem Sinug und der Tan-
gente desjelben liegen mufs, jo ijt

arc o <_ tang «

o arc ¢ > sin «,

Aus der erften Ungleidhung folgt arc @ cos «
arc ¢ V1 —sina® << sin ¢ wund, bda umjomehr
arc ¢ V1 — arc ¢? < sin a. Siir o << 45° ift nun 1 — are ¢? < 1, dafer
I —are a® <<V'71_—arce? alfo nummefr arc ¢ (1 — are ¢?) << sin ¢,
oder are ¢ — are a® < sin ¢, und jomit

arc ¢ — sin ¢ << arc o,

Die Differens awifchen dem BVogen und dem Sinug bes Winkels ijt
alfo fiiv alle Winfel unter 45° fletner alg bie britte Potenz des Bogens.

Fitr ¢ = 1/ ijt arc 1° = 0-000 290 8882, jolglid)

ane il o %in 1/ << 0-000 290 88823,

aber 0-000 290 8882% << -,

aljp ijt auf 10 Decimalen genan
sin 1/ = 0°000 290 8832.

<Z sin ¢, Dber

arc ¢ = sin o ijt,

B
bafher umfomehr are 1 — sin 1" <T 555 5

—
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Wird davaus cos 1/ =V 1 — (sin 1°)? bejtimmt, jo geben dann die
Fovmeln 17), 18), 13) und 14) den Sinug und Cojinus fiiv 2, 4, 8,...,
den @mu§ und Coftnug filr 1° 4 2/ =3/, fiiv 2 I 8/’ = b/, fiix 2 - B
= 7153 bl ais -Diejen oteber fliv. 6!) 104, 14!, 9, 9lb% 21 an f. . bis
60! ober 1° Aus sin 1° und cos 1° findet man auf gleidhe Weife die Sinuug
und Cofinug aller Winkel bis 45°

Bur Beftimmung der Sinus und Cofinug joldher Bogen, welde blof
@ecunden enthalten, Tann man umjomehr fiiv den Sinus den Bogen felbjt

jepen. Da arc 1" = ml ift, fo ecqibt fich
sin 1“ = 0:000 004 8481. ..

Ferner iit
RIS — P iR Y —— Sesint SRR =S R R

Daraus laffen fidh fofort aud) die Cofinug fiiv die eingelnen Secunden
bejtimuten.

Hat man nun die Sinug und Cojinusd der Winfel von 0° big 45° ges
funden, jo fnnen bavaus mitteljt der Formeln 4) und 5) aud) die Tangenten
und Cotangenten bevedjuet twerden.

§. 360. Da bdie Winfeljunctionen im allgemeinen irvationale Bahlen
jind, fo werden fie wm fo genauer beftimmt fein, duvd) fe mehr Decimaljtellen
man fie ausdriit; aber in demfelben Grade wird dann aud) dag Multipli
cieven und Dividieren durc) diefe Functionen erjdywert. Um diefem 1belftande
su begegnen, bedient man ficdh in Den trigonometrijhen Redmungen der Logas
vithmen, zu weldem Gnde die Brigg'idhen Logavithmen der Functionen fitv die
eingelnen Winkel bejtimmt und in den Logavithmentafeln gehorig zu-
jammengeftellt wurden.

Mit Hilfe jolcher Tafeln findet man duvd) ein gang einfadjes BVerfahren,
weldes aus den denfelben vovangejdjidten Ginleitungen zu erfehen ift, 3u
jebemt Winfel den Logarithmus dev zugehovigen Functionen, und umgefelrt zu
bem Qogarithnmus einer Function ben zugehdrigen Winkel®).

VI. Goniometrifdie Gleidungen.

§. 361. Wm eine ®leidhung zwijhen mehreren von demijelben unbefannten
Winfel abhingigen Functionen aufzuldfen, formt man biefelbe nad) den gonio-
metvifhen Grundformeln fo um, dajs fie nur eine eingige Winteljunction
enthalt, und bejtimmt danm aus der fo transformievten Gleidhung dieje als
bie Unbefannte betvadytete Fuuction, Will man zu dem gefundenen Wevte dev
Function Den Winfel felbft erhalten, jo barf nur mit Hilfe der Logavithmen:

*) Eine ausfiifrlide Belehrung itber die Einvichtung und bden Gebraud) foldher Tafeln
fibet man in ber Ginleitung zu den von PModnif Herausgegebenen fiinfftelligen
Qogavithmentafeln jum Sdulgebrande Wien, bei Gerold, 1877,



_ 198
tafeln 3u der Function der Qogavithmus bderfelben, und zu diefem bev ents
fprechende Winfel gejud)t werden.

Beifpiele. 1. 2 cos x = cot x.

T cos X 3 3 __COSX )
@ubjtituiert man cot x = el exgibt fidh 2 cos x = =, dafer
cos X (2 = s—ii—x— =0, sinx=1 cosx=0,

woburd) der Winfel x beftimmt ift.

us sin x = 0°5 folgt log sin x = 9°69897 — 10, und ieraus x = 30° @i?é
ift jedod) midjt der eimgige TWert von x. Da (§. 846, a) in den vier Duabdranten nnd]_ et
sweiter Winfel vorfommt, weldjer bdenjelben Sinus 4 fat, ndmlid) der @ypp[ementtymft[
pont 80°, fo ift x = 150° ein jweiter Wert von x. TLWird aber ber Vegriff des Winfeld
aud) anf Wintel, weldje grifer als 360° find, und auf negative Winfel ausgebehnt, fo Dat
man (§, 857) al8 alfgenteine Léfungen x = 80° o= n.860° umd x = 150.0 i ni, 360?;
wo n = 0 ober gleid) einev beliebigen gamgen Babl ift. X fann bellnnad; bei diefem eriveiz
tetten Begriffe des Winfels unzihlig viele Werte haben; gewdhnlid befdyrintt man {id)
jebodj auf jeme jwei Werte, weldhe in den vier erfen Duadvanten Ilegen. Gbenfo ergeben
fih aus cos x = 0 bdie Lofungen x = 90°, 270°

2. asin (@ + x) = b cos (B + x).

Man exhalt
asin ¢cosx } acos asinx =— beos fcosx — bsin 8sinx, oder

sin x (a cos @ 4 b sin #) = cos x (b cos § — a sin ), Ddaher

s b cos £ — a sin o«
S 7 acosw—+bsing”

5. asinx + b cos x =c.

Sept man cos x = VI — sin x?, fo ergibt fich
asin x4+ bV1—sinx®=c¢ ober bVI —sinx? — ¢ — a sin x,
und durc) Quadrieven beider Theile
ac==bVal+ 1t —¢?

At ihA

Pan erhilt fiiv sinx jwei Werte, von denen jedod) nur einer der gegebenen Gleidhung
entjpridjt, ba man dasfelle Rejultat aud) aug der Gleidhung a sin x — b cos x = ¢ ges
winnt, €8 mujs dann nod) unterfucit werdem, weldjer der beiben LWerte ber eimen und
weldjer ber andern Gleidung zufommt.

Cinfadyer gejtaltet fich die Anfldjung und Einfithrung eines Hilfs-
winfels, Bringt man die gegebene Gleihung auf die Form

c

. b
smx—l—-;cosx:;—

sin X =

wnd beftimmt einen Hiliswintel @ jo, bajs tang ¢ = — ift, fo ergibt fidy

a

. (1] . . (V]
sin x -} tang ¢ cos x=— oder sin X cos ¢ -+ €OS X 8in ¢ = —— €0S @,
«

folglidy sin (x + g) = — cos ¢.
Aus diejer Gleichung fann, da ¢ bejtimmt ijt, der Wert von x 4 ¢,

und alfo anch der Wert von x berechuet werben.
Mo &nil, Geometrie fiiv die oberen Clafjen. 13
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4. @8 feien zwei Gleichungen gegeben:

sinx? - cosy’—a umd cosx* —smy =—nDh.
Wird in der zweiten Gleidung cos x* == 1 — sin x? und sin y* = 1

— cos y? fubjtitutert, jo echilt man
— sin x® -} cos y2 = h. :
Aus diefer und ber erften der gegebenen Gleihungen ergibt fid) bann
2sinx?=a—Db und 2cosy*=a b, folglid

sinx=V3i(@—Db) ud cosy=V}(a+bh).
hax y=—g: snx —8in 'y — n.
€s it sinx —siny=2cos 3} (x+y)sin{ (x —y)

=2 cos } fsin § (x —y), alfo
2cos } #sin } (x —F) =n, mud

sin (x —y)= ﬂo:T'J'
Aug diefer Gleidjung fann man § (x — y) finden und exhilt dann
aug 3 (x-Fy)=4 L und }(x — y) die Werte vou x und y.

VII. Zibungsanfgaben.
§ 362. 1. Bevedhne aus sin 30° = } bie Functionen bdes Wintels
von 15°%
2. Beftimme aud sin 30° und sin 18 ben sin von 12°, 489, 429, 78°,
3. Bejtimme aug sin 36° und sin 30° den sin von 6°, 84°, 669, 21°
4, Driide durc) Functionen von fpigen Winfeln aus:
a) sin 125° b) sin 200°, c) sin 430°, dN et 5
e) cos 139 f) cos 2889, g) cos DH38°, h) cos 110°38‘42";
1) tang 91°, I) tang 199°, 1) tang 620°, m) tang159% 9£304;
n) cot 163°, o) cot. 3157, p) cot T26°, q) cot 128°41‘55".
5. Bevedhue die iibrigen Functionen bes Winfels a, wenn gegeben ijt:

a) 8in’ 4 — ———" b) cos a = —— ;
Vi4+-m?’ m

¢) tanga = ——: d) cot ¢ = LRI A
Vi+an’ m

6. Bermwandle

a) cos & + Z.T:I: in efnen Ausdruc, der mur sin « enthilt,
b) sina cos e — %’—;P';i s s PRI o] I D1
c) 1 —cosa®cota® (tanga*—1) . o Stang s e
d) S — tang a? (cot ¢ — 1) = LT GO
Beweife dle Nidhtigleit folgender Fovmeln:
T et S O i

e
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: 14 tang a =0 A coteF 1
9. tang (45° 4 a) = —lif_—ta—nga 10. cot(43° = o) = —— 5
sin 2 « B2 o
e 12 e &
: cos 2 a 1 — tang «* cos 2 @ cot e — 1
1), T RO 14’1—00520:— T
__sin(e=d=p) __sin(f«)
15. tang e == tang B = _ = =" 16. cot & == cot f =——~== 2
“tang e tang f
17 Wﬁ == tang (4 tang ‘8.
18, sin 32‘— =+ cos o= V1 = sin a.
19. sin (B +y— a) +sin (e+ y—B) 4 sin (¢4 B—y) — sin (e +6+7)
— 4 sin a sin § sin 7.
20, o8 (8- 7—a) + cos (a+y—B) 4 cos (a--B—7) + cos (a+-A+7)
=4 cos ¢t cos ff cos 7.
sin 2% sin M—D_a
21, sina+sin2¢+sindat..+sinne= 5
sin
2
cos nr:f sin e J';nﬁ
22, cosa +cos2 e+t cosd ..+ cosna= — =
sin —
2

Die Formeln 21, und 22, ergeben fid) aus ben Fovmeln 36) und 34) in § 358,

indem man ftatt ¢ und v bejiighd) m « - E’; und m e - %

fetst, dbann fitr m nad) und

nad) 0, 1, 2,...n—1 jubftituiert und bdie exhaltenen Gleidjungen addiert.
Beweife ferner filv ¢ 4 g + y = 180°:
23. sin & -+ sin @ 4 sin y = 4 cos % o8 % cos g
24, cos ; -+ cos g -+ cos % = 4 cos “_i_ﬁ cos ai_? cos ﬂi_y.
20. tang o+ tang B - tang y = tang o tang S t‘tng ¥.
26. cot 5 -+ cot - + cot - = cot - cot —@ cot =

Wie evgeben fich bie ?Iusbrd(‘fe 24. und 26. aus 23. unb 25, burd) die @ubfﬁtution?

@udye aus ben Logavithmentafeln folgende Logarithmen:

2. log sin' 8817 28 log sin 170 81R)F
29, log sin 51°58’ 33"" 30. log sin  0°48‘37"
31. log tang 1°25'40" 32, log tang 69°27 39"
33. log tang 23°23‘ 23" 34. log tang 89°19° 31"
30, log cos HT°48’ 36. log cos 39° 9'47"
S logieons BOLEYETUH 38. log cos 101° 2/12"
89, lop cot #* TP B 40. log cot 8° 8/bH4"
41. log cot 0°40' 29" 42. log cot 153°29‘ 8"

1555
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@udje zu folgenden Logarithmen bdie entjprechenden Winfel:

43. log sin x= 9°'49654—10 44. logsin y= 9:79358 —10
45. logsin z= 8-74100—10 46. log sin A= 9:99836—10
47. log tang « = 10-13264—10  48. log tang 8-=10'64570—10
49. log tang y = 8-95629—10 50. log tang B= 8:47380—10
51. log cos C= 8-49033—10 52. log cos x= 9:17973—10
53. log cos y= 9-97706—10 5H4. log cos z= 8°12544—10
55. log cot «-=11-44266—10 506. log cot B=10-21671—10
57. log cot 7= 8:90328—10 58. log cot A=12-44033—10

Lbfe folgende goniometrijde Gleichungen auf:

BE.2iein = — tang x. 608 fin' = — bl cot x!
GiESRInE — oS < 62. tang x — cot x = a.
63. 2 (tang x -+ cot x) = 5. 64. 2 tang y - 3 cot y = 5.

65. sin (p — x) = cos (p + x).  66. sin (¢ — x) = cos (B + x).
67. sinx }-tangx=1-4cosx. 68, cot x — cos x =1 — gin x.

69. a sin x>+ b cos x*=c. 70. (cos x — sin x)? = sin 2 x.
T1. a(l +cosx)=Dbecos 3= 72 a(l—cor2x)=Dhsin2x.
73. a (cos y -+ cot y) = b (1 4 sin y).
74. a sin x* 4 b sin x cos x -+ ¢ cos x* = (.
TH8sin X — asm'y, 76. sin X 4 sin y = a,
tang x = b tang y. cos X+ cosy = h.
M. x+y=uq¢, B x4+y=q
cos X |- cos y = m, tang x — tang y — n.
19—ty — 1207 80. x +y=g¢,
gin x sin y—0:5. a tang x = b tang y.

Bweiter RbOTdmift,
Ebene Trigonometric

L Auflofung der ebenen Dreiedie.

§. 363. Gin Dreted aufldien Geiht, aus den BVeftimmungsitiicien
eines Dreieces die itbrigen Bejtanditiide durd) Rechnung finden.

Dabei fommt es vov allemt davauf an, ausg den Cigenjdajten des Drei-
eces Gleichungen abguleiten, welde die Begichungen zwijden den Seiten und
den Functionen ber Wintel enthalten; durd) Aufldjung diefer Gleidhungen, in
benten forwohl die bejtimmenden al8 die zu fucjenden Beftanditiide des Drei-
ecfes vorfommen, findet man dann bdie gejuchten Grdfien.
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1. Redptwinklige Dreiedie.

Trigonometrijdje Lehriige iiber dad reditwintlige Dreied.
§. 364. Bur Aufdjung eines vediwinfligen Dreieces miifjen wei von
einanber unabhingige Beftimmungsitiice gegeben fein.
©8 fei bas Dieied BAC (Fig. 174) bei A vedht-

Big. 174. winflig. Wi wollen hier und im Folgenden die Hypo-
temtje BC durd) a, bie Ratheten AC und AB durd)
s a b und ¢, und bdie diejen gegeniiberliegenden Winfel durdh
B und y bezeichnen.
4 = B Aug den Grilarungen in §. 343 folgt unmittelbar:
1. b — i e G

. D). jebe Rathete ift gleic) dem Producte aus der Hypotenufe
und dbem Sinusbes diefer Rathete gegeniiberliegenden Winktels.
2. b= a cos'y, ¢c=4a cos §;

. b. jede Rathete ijt gleich) dem Producte aus der Hypotenufe

und bem Cojinnus bes diefer Kathete anliegenden Winfels.

3. b = ¢ tang B, c=—bEtan s
0. ) jebe Rathete ift gleid) dbem Probducte aus der anbdern
Rathete und der Tangente des dber crjteven Kathete gegeniiber-
liegenden Winfels.

4, bi=— ¢ cot 7, e = lbicet g
0. . jede Rathete ift gleid) bem Producte aus der andbern Ka-
thete und dev Cotangente des der erjteven Kathete anliegenden
Wintels.

Bu diefen trigonometrijden Lehriagen tritt nod) der Pythagordijde
Lehrjah a® =b? 4 c?, welder den Bujammenhang zwijden den drei Seiten
augdriict.

Auflofuugsfalle.

§. 365, L Gegeben die beiden Katheten b und c.

Aug b = ¢ tang B = ¢ cot y folgt tang B = cot y ::% und fite

die Hypotennfe hat man a = éiT:lJ'E ober a =V p?T I ¢,
€8 fei 3. B. b = 325, ¢ = 418. Man hat

st hi==i2Eble 18Es. log b = 2-51 188
log ¢ =262 118 log sin g =978 803—10.
log tang f = 9:89 070—10 log a = 2-72 385
8 — 37 bl 154" ind a = 52948,

y =520 8 6",
II. egeben die Hypotenufe a und eine Kathete b.

sin 3=cosy:%, und c=m%ﬁ ober ¢ =V (a 4 b) (a — b).
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III. @egeben eine Kathete b und ein i’BtuEeI 3 3B, 8.
s

SERA G [V g s
7 90 gic TEaE L smﬁ

IV. ®egeben die Dypotenufe a und ein Wintel, 3. B. 8.
=909 —igSibi=— a gin" B, Fc'—atecos g
§. 366. Beredhnung des Flideninhaltes eines vedhtwint-
ligen Dreiedes.
Fiiv den Flacdeninhalt £ eines rvedytwintligen Dreiectes evgeben fich mit
Riidficht auf die im § 365 angefithrten vier Flle folgende Ausdriice:

= h:‘_ LIS (@a+Db) (a—Db)= 2ta]:1~rrﬂ -'?: sin 28,

. 2. Gleidfchenklige Dreiecke,
§. 367. Bur Bejtimmung cines gleid)jchentligen Dreieces ABC (Fig.
175) miifjen zwei von einander unabhingige Stiide gegeben fein.

(g, 175) Da durd) die zur Grundlinie B C gezogene
) Hihe AD dag gleid)jchentlige Dreied in zwei
‘f congruente recdhtwinflige Dreiece gerfiillt, jo fann
5 2 jebe Aufgabe iiber bdag gleidhidhentlige Dreied
h auf die Aufldfung eines vechtwintligen Dreiectes
B a suriidgefithet werden.
B ey v it a die Grundlinie, b der Sdenfel,

« der Wintel am Sdpeitel, 8 dev Winfel an der Grundlinie und £ Dder
Slicheninhalt des gleichjchentligen Dreiectes ABC, fo evgeben fic) aug dem
vedhtwintligen Dreiede AD B folgende Aufldjungsgleichungen:

>+ =190, a=2b sin - = 2b cos B,

i I/(b—_i__i)(b—%w= -Z- tang # =Db sin B,
G T

3. Dreiccke diberhonpt.
Trigonontetrijde Lehrfite uud Formeln.
§. 368. 3n jebem Dreiede verhalten jid) die Seiten wiedie
@Ginugderdiefen Seitengegeniiberliegenden Winfel (Sinus-Sa).
Bieht man CD | AB (Fig. 176), fo ijt in den

&ig. 176. rechtwintligen Dreieen BDC und ADC
CD=BC.sin B und CD = AC sin A;
dafer BC.sin B= AC.sin A,

oder, wenn man hier und in dem Folgenden BC = a,
AC =Db, AB=c fept und die diefen Seiten gegen-
itberliegenden Winfel durd) &, B, y ausdritct,

a sin # =—Db sin @, oder




a:b=sina:sinf.)

Gbenfo erhilt man a:c=sina:siny (... 1)

b:ec=sing:sin 7. |

S diejen Ansdritden dudert fidh) nidts, wenn einer der Winkel, 3. B. ¢,
ein jumpfer ijt, jo dajs die Normale CD die Verlingerung von B A trifjt;
man exhilt damn a:b=sin (180° — @) : sin g =sin a: sin 8. Der
Sinug-Sap [dfst fid) aud) in der Weife 'éi'::};'z'si:: ﬁ-:-s].—fl; angdricen
und fagt, dajs bas BVerhiltnis swifden einer Seite und dem Sinug ihres
Gegenintels fiiv dasfelbe Dreied eine conjtante Grdfe ijt.

Bezeichnet man in Fig. 106 den Winfel CAB mit «, fo ijt aud
CDB = ¢, dafjer BC = CD sin ¢, tdexa=2R . sin & und ﬁa“ — 2R, Da
e a und ¢ and) im Dreied ABC den gleidhen Wert haben, fo ift aud) fiiv
diefes Drefect m%; =2R, b. . die Conjtante bes Dreiectes ift gleich dem
Durchmefier des umgefdyricbenen Kreifes.

8 369. Jn jevem Dreiede ift Das Quadrat dereinen Seite
gleid) ber Summe der Quabdbrateder beidenanderen Seiten, ver-
mindert um das Ddoppelte Product ausd diejen beiden Seiten
und dem Cojinus des von ihnen eingefdhlofjenen Wintels (Co-
jinus-at).

Bieht man (Fig. 176) CD | AB, fo ijt

a? = CD? 4+ BD:
Nun ift CD="> sine, BD =AB — AD =c¢ — b cos «; dafer
a? = b?sin a® 4+ ¢ — 2 be cos & 4+ b? cos a?,
ober, ba b? (sin a® | cos @) = b? iit,
a?—=—"D02+ c®*— 2bc.cosa. |

Gbenfo erhilt man b*=a® 4 c? — 2ac.cosp. 1. . .II)

c?=a®+ b?*—2ab.cosy.

Falt die Normale CD  auferhald des Dreiectes, jo ift baun CD =
b sin (180° — &) und BD —=c¢ b cos (180° — &), woraus fid) dasfelbe
Rejultat wie oben ergibt. Die Gleidjungen II) gelten demnad) allgemein.

Bufa. Der hier bewiefene Lelrfap fann aud) unmittelbar aug §. 1568
abgeleitet werden. Nad) den bdort angefithrten zwei Sigen ijt a® = b* 4 e -
T 2c¢. AD, je nachdem e fpits odex ftumpf ijt; nun ift beitglid) A D = b cos «
oder AD =D cos (180° — a); folglid) in beiben fFdllen

a*—=Db?+ ¢*— 2be.cosa

Der Coftmus=Sats wird nad) dem bevithmien franzdiijden Staatdmanne und Mathe=
matifer Carnot (17568—1823) aud) der Cavuotide Lehrfat genannt.

§. 870. Aus den voranjtehenden Gleichungen II) laffen jich die widytigen
sur logavithmijchen Beredhmung geeigneten Halbwinfelfunctionen ableiten. Aus
ber erften ®leichung folgt
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b% . ey |
B o , baher

2be
= - 9he—P—dlpit L wi il @l (a—b-{-c)
1—cosa= 2he = 9be 9hc
S e o abd e of —at i el a B (b e ) (b-—l—c—a)
opfite = 2be . SO 2be

jomit, da nady §. 356, Formel 24) und 23)
o 2 " o
1—cosa=—2 (sin 'r) ud 1 4 cos a=2 (005-2—)2
sin 5 — \/ (atb—o 4)b:_b+c) ;

cos 5 = \/ (b+c+i)b(:+c—-a)

. 168, 3, der Riirze wegen a + b 4 ¢ = 2s, fo folgt

([,

@ept man, wie tn

|
RO R o

AT 1L,

und daber e \ S

fihnliche Formeln exhilt man audh fitv die Functionen von
g
£

§ 371. Mollweidefde Gleidungen.

Aus ber zweiten und dritten Gleidung in I) § 368 folgt
a+b__ sinefsing _ 2sind(x—+fF)cosd(«—p)

BE I sin i 2sindycosdy
oder, da & (¢4 B) =90° — 47, aljp sin § (« + B) = cos } 7 iit,
a—}—b=cos§{u-—ﬁ) l

Ve
und 5

’

c sing

Ebenjo erhalt man Al LY

a—b___si_n_éLa—ﬂ) l

c costy
Driide diefe Formeln mit Worten aus!

8, 372. Mg a:b — sin a:sin B exgibt fih aucdh

(a 4+ b) : (a — b) = (sin « 4 sin 3) : (sin @ — sin 8), oder
(a-}Db):(a—Db)=2sin} (a4 F) cos § (e— ) : 9s1n%(a——‘8)cosn(a—|—ﬁ)
und, wenn man das britte und vievte Glied durd) 2 cos § (« + B) cos & (¢ — )
bividiert, (a + b): (a — b) =tang § (@ 4 8) : tang } (¢ — B)...V)

Diefer Sap fithrt den Namen Tangenten-Sap und fagt:

Die Summe jweter Seiten cines Dreiedes verhdlt jid zur
Diffeveng derfelben, wie die Tangente dev halben Summe der
Gegenwinfel ur Tangenteder halben Differvens diefer Winfel

Der Tangenten=Sats fann aud) durd) Divifion aus den Formeln IV abgeleitet werber.




Anflifunasfalle.
8 373. L ®egeben eine Seite a und gwei Winkel g und 7.

Man evhalt erjtlidy den dritten Winfel « = 180° — (8 + 7).
Ferner folgen aug b:a=—sin f:sin o und c:a=siny:sine die

i asinf sy
Gleichungen b= = wmd ¢ = sl

8. B, a="T88, B=5p"43'18", y="T2012'35". Man  exhill

i— D20 S

bﬁasl:uf‘ ; c:a?;iri_;:.
S1n o sin o
log a = 289 653 log a = 289 653
log sin 8 = 9-91 714 — 10 log sin y = 9°97 872 — 10
2-81367 ~ 2:87525
log sin e = 9°89 694 — 10 log sin @ = 9°89 694 — 10
logh = 291673 log ¢ = 2-97 831
b — 82b"52. ¢ — UB1EYE

§. 374, I, ®@egeben wei Seitena und bund der von ihnen
eingejd)lofiene Wintel 5. ;
Aus der in §. 372 abqueiteteu Gleidpung
tang § (¢ — B) = —;—b tang § (¢ 4 8) = —_i_—g cot 5y
exhilt man 3 (@ — B). Danun hat man, da o - B = 180° — y befaunt {jt,
§ ek fHdlo— B =t §la4-8) <} (e — Bl =4
Die Seite ¢ findet man aus ¢ = f‘;’f;“—:, ober vortheilhajter nad) § 871
(at+b)sindy

(a—Db)cos iy

ang ¢ = cosi(@—p) Hncr 0 == sind(e—pg) "
Gafer l D a == d8 SShI=—S3T 5 & i ——h 3 L 3REa (1Y ﬂ)?cm bat
a-+b=1123 :
i e SR G o tang § (¢ — f) = COtﬁ?’
Iy =31%47'45" log (a — b) = 2 57 171
1 (¢ F §) = 539197 15" log cot 3 7 — 10°20 766 — 10
3 (e — B) = 28°10'b4" 12-77 937 — 10
o = 36°23" 9" log (a + b) = 3:05 038
8 = 30° 1214 log tang & (¢ — @) = 9-72 899 — 10

3 (@« — §) = 28°10'54".
Bur BVevedpung von ¢ nadh) den Wiollweide’jdhen Gleidhungen hat man
log (a -+ b)=3-05038  oder  log (a — b) = 257 171

log sin 2. = 9-72 172 — 10 log cos 7 =992 938 —10

12T 70215 ~= 10 12-50 109 — 10

log cos } (¢ —f)=9-94520 — 10 logsin } (¢ — ) =967 419 —10
log ¢ = 2-82 690 log ¢ = 2-82 690

o —= 61 27L
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Die 1lbeveinftinmung beider Werte ift eine Probe fitv die Richtigheit
ver Nedhnung.

Sufiike. a) Jeder dev Winfel « und 2 (Gj8t fid) and) einzeln oaus a, b und 7 un=
mittelbar bevedynen.

Aug a:b =sin «:sin Berhilt man b sin « = a sin 2, ober

b sin « =a sin (¢4 y) =a sin « cos y +a cos « sin y, dafher
b tang « = a tang e« cos y +a sin y, und folglidy
asiny

b—acosy
Die Rechuung nach diefer Fovmel ift logarithmifch untevbrodjen; bie Unterbrediung
© faun jedoch duvd) WAnweudung eined Hilfdwinfels bejeitigt werden.

tang o« =

Wird fiir y << 90° ein Hilfswinkel ¢ jo beftinumt, dafs %:/— = $in o? ift, fo er=
e S amsImiy
hilt man tang e = L

Fitr ¥ = 90° wihlt man einen folden Hilfswintel v, dajs — id SRS tang y*

b
a sin ¥ cos u”
reR.
b) Auch bie dritte Seite ¢ Taun aus a, b und y unabhingig von den
Winfeln ¢ und B bevehnet werden. €3 ift

of=a’+f bi—2abcony—a’ 4 b?—Fab(l—2sin} 7y (§ 365, 24)
= (a — b)? 1+ 4ab sin } b)2. [] e 4aqu,/- ].

ift; dann hat man tang o« =

b)*

Wird mun ein Hiliswinkel @ fo beftimmt, dajs ‘lib—smb;f — tang ¢°
B b ] ey :
i, o hat man et — --c-ds-;g—, dafer ¢ = E—m—.

§. 375, IIl. ®egeben zwei Seiten a und b, wo a>b, und
Dev der griferen Seite gegenitberliegende Wintfel a.

Aus a:b = sin «:sin B erhilt man sin g = b-s:] =

Da B durd) den Sinug Fu bejtimmen ijt, fo fann dafiiv im allgemeinen
entroeder der zu diefem Sinug gehvrige jpise Winfel oder aud) defjen ftumpier
Supplementwintel genommen werden (§. 351, Buj.); diefe Bweidentigfeit fallt
jedoch hier weg, da man weiff, dajs a>>b, aljo aud) «> 2 ift, und fomit B
fpig fein mujs, welden Wert aud) « haben mag.
Aug a und A exhalt man dam y = 180° — (a + B).

Die Seite ¢ findet man ans der Gleidpung ¢ — =227,

8. B. filv a = 1238, b =519, ¢ = 78017/ 20" exgibt fich

0 —24Y140107, 7 — TTY 264307 “ferner o = 1234 2,
Jit hier nebjt a = 1238 und b = 519 der der fleineven Seite gegen-
itberliegende Winfel B = 24°14“ 10" gegeben, fo erhilt man aus der Glei-

dung sin ¢ = Varsrmﬁ ba « fpith oder ftumpf fein faum,
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entiweder ¢ = 78° 17/ 20" oder « = 101° 42 40", folglid)
»=—"7%2830" , j= 54° 3'10%

Aus ver Gleidhung ¢ — SI0L exgibt fi) dann entweder ¢ = 12342
oder ¢ = 1023°5. — Die Aufgabe [Gfst aljo ziwei Anfldjungen zu.

§. 876. IV. ®egeben alle drei @eiten a, b und c.

Aur Bejtimmung der Winfel dienen die Formeln III) in §. 370.

St der gefuchte halbe Winfel fehr nabe an 0%, fo [dfst fic) derfelbe
mitteljt ber Fovmel fitv den Gofinus nidht mit gehbriger Schinfe beftimmen,
ba fih die Cofinus nahe an 0° liegender Wintel nur fehr wenig dndern. Das-
jelbe gilt bezitglich der Fovmel fiiv ben Sinus, wenn bder halbe Winfel febhr
nahe an 90° liegt. Am zwedmipigiten ijt es, in allen Fallen die Fovmel filv
die Tangenten anguwenden.

©3 fei 3 B. a=12330"1, b = 4122, ¢ — 3713.

Wendet man die Fovmel filv die Tangenten an, jo hat man

3 =— 330, i . ,’(s—l_u (s—e)
b— 4122 g~ \ g
c= 371'3 log (s — b) =216 017
a+b+ec=1113'6 log (s —c) =226 834
S—n56 8 4-42 851
8 —a=— 9267 log s = 274 570)
s — b= 1446 log (s — &) = 2-35 545/
s —c= 185'H 19-32 736—20

log tang 5 a = 9°66 368—10
3 a = 249 44' 55"
o= 492 200RG
Aug den Fovmeln fiiv tang } 8 und tang 4 7 exhilt man ebenfo
Bi— Tl Ce IS Ty Sy R A (DB
Bufa. @ehr bequem geftalten {id) die Rechnungen, wenn in diefem
Aufldjungsfalle alle drei Winfel zu beftimmen find, durd) Cinfithrung des
Halbmefjers r des bem Drefede eingejdhriebenen Kreifes.

Dar :-\/..(.s,—a) (S'T b) 8—¢) (8. 172, 2) ft, o hat man:

tang L a = ;E;, tang § § = ;‘E'{;- tang gy = ic'
3. 8. a=1011 log (s — &) = 237 840
=150 ) log (s — b) = ‘) 46 835
c—" 533 log (s — ¢) = 2-85 552
28 — DB00 i [0
s — 1950 log s = 3:09 691
s —a= 239 log r? = 460 536
s —hb=—= 294 log r = 2-30 268

s —ec= 117
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log tang = 9°02 428—10
log tang = 9-83 433—10
log tang § y =944 716—10

|l

400 1°48", baber « = 80° 3’ 36";
= 34° 19‘ 40, . B =68°3920";
= 15 38/ 321 e it i Uy

c
8
7
(14
8
7
nung bes Fladeninhaltes eines fdhiefwint:

2l
2
§
1
4
1
)
T
L]
§ 377. Vervedn
ligen Dreiedes.

Qit h die zur Seite a gehorige Hike, jo ift h = b sin 7, daher

L -ab— SINEFT L)

0. h. der Fladyeninhalt eines ®1€tECfE§ ift gleid)y dem hHalben
Broducte aus zwei Seften und dbem Sinus des von ihnen ein-
gejdloffenen Wintels.

Nad) diefem Sae fann man fiiv den zweiten Anjldjungsfall den Fladen=
tnhalt aus ven gegebenen Stitden unmittelbar bevedymen; in den itbrigen Fillen
miiffer zuerjt bie nicht gegebenen @tilde der obigen Formel gejudht werben.

Filr den vievten Fall liefert jchon die Planimetrie (§. 168, 3) eine zur
unmittelbaven Bevednung brandhbave Fovmel, bdie andy trigonometvijd) abge-

leitet werben foun. €8 ift

ab o ab 5
f—- 7#~.?5111-.}ycos.}7,

dafher mit Nitdjidht auf 'me Sormeln IIT) in & 370
fe=Vals —a) (s — D) (B—6) 2%

Qjt in diefem Falle jur Bejtimmung der Winfel der Halbmefjer r bes
vem Dreiede eingefdyrichenen RKveifes beniit worden (§. 376, Buf.), jo hat
man zur Bevedhung des Flacdjeninhaltes (§. 172, 2) die einfachere Formel

F— RO

4. Ubmmgsanfaaben.
§. 378, Bablenbeifpicle sur Berechmmg redhtwinkliger Dreiede:
‘a b (v i3 : 7 £
233 105 208 26°47 6 63" 12¢564% - 10920
397 228 B2hE S5 I3 ASEE H L TR b EHhESES T () 5()
505 336 SIS A E30 RS AS U T 26 S SH 3856
56-5.- 89:6 403 44°29'53" 45°30' 7' 797-94
S {040 D -088 L S8e 171 L 83% kR 2L EERG AL BRI U3 3026
FEadhGisl = 3968 = 1+ 6828 ¢ F362 36 37! BB URSL D3l w12 3168H
7. Su einem vedhtwintligen Drefede ift die Hypotenuje a und ein fpiger
Winkel B gegeben; bejtimme die ur Hypotenufe gehbrvige Hihe h und bdie
onrd) biefelbe gebildeten, den Ratheten b und c anliegenden ALjdhnitte p und
q der Hopotenufe.

o P o
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Cin redtwintliges Dreied aufzuldien, wenn gegeben ijt:

S. p und h; 9. p und b;

10. p und 3, 11. h und 8.

12. b + ¢ =5 und F; 18. b—c=d und §;

14, a4+ b=s und 8; 15. a—b=d und 3;

16, a+b 4 c¢=2s und 8; 17. £ und B.

8. 379. Beifpicle jur Beredhnung gleidhfdhenkliger Dreiede:

a b h o4 g i

i 88 125 117 A1 0N BERGUNSR0 0 DS DT 5148
2 240 241 209 BOOHBIBONE BOLT 8114 25080
3, 672 505 S RIOHE AL AR UL RIS D61
4, ]2 2:0D 290 990 .6/ 40027 20748
B, 4-5 2-3995 .0:8338 - 139°20/ 20020/ 1-876

6. Qu einem gleichjchentligen Dreiecte ift die Summe der Grundlinie
und der auf thr ftehenden Hohe doppelt fo grop als der Sdhenfel; bevedue
feine Wintel.

§. 380. Brifpicie zur Bevechmung fehicfwinkliger Dretece.
a b e o B8 ¥ -
il il 3 120 7037°40" 61°55'40" 110°26740" 900
1Y 145 166, 46°23'50" 61°h5i40"  [1°40/30 8190
388 389 195 52107521 H A5 ()0 D90 A BN 36666
. D69 281 630 S Eh AR Sl IS H LSS (00D N SR 540
s 33001 41242 87L:3 4992945010 71949424 580477981 = S HE18S
. 1547 17:-39 22-88 42°30/44" 49925°49" 88" 327" 134-43
L s2ite T dE2TH3 A0 20h6h 88 24 Al S0 TS 30N T 2° 321001 0- 03601
3, 1°2344 1-4303 0:9332 58°32/51" 81°17“36" 10% 933" 0:56932
Sn vem Dreiede ABC (Fig. 176) fei CD=h, BD=p, AD=q.
Man [bje dag Dreied auf, wenn gegeben ift:

=1 G Ot s W o =~

(0.]

9. a, b unb h; 10. b, h und p;

11. p, q und h; 12. h, @ und B;

18. a +~b=s5 h und 8; 14. a—b=4d, h und .
15. a4+ b =s, c unb y; 16. a—b=d, ¢ und 7;
17. a 4+ b =s, c und a — 3; 18. a—b=4d, ¢c unb «a— 8.

Sn 15, und 17. verlingeve ACam CD = BC und bevedjue dag Hilfsoreied ABD.
Qn 16. und 18. trage von BC bdie CD = AC ab und beniifie da8 Hilfsdreied ACD.

19. a +b=3s, ¢ und B; 20, a—b=4d, o md g;

2. a-++b=s, yund a—g8; 22, a—b=d, y und a—8.

23, Aug etner Seite a und ben Winfeln «, B, y eines Dreiedes bdie
31 ber @cite a gehivige Hohe h und ben Fladeninbalt £ zu bevechnen.

T a sin @ sin P a”siuﬂsiny_
ginie, s 2 sin «
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24. Die Seiten cines Dreiectes zu berechnen, wenn der Flacheninhalt £
und die Wintel e, B, ¥ gegeben find.
25. Ans bem Umfange 2s und den Winfeln ¢, £, y eines Dreiectes
bie @eiten und den Flacheninhalt zu bevedynen.
Durd) Anwendung §. 868 und §. 862, 28 erhilt nan
_ _s.sinfo _ssm}ﬁ L WeantE
cos § Beos }y cos § o cos & 7 " cosjacosip’
f=g®.tang § e« tang § ftang .

IL. Anwending dex ebenen Trigonometrie,
1. Aufgaben auns der Planimetric,

§ 881. Ju einem Kreife (Fig. 177) fei der Halbmefjer O A =r, die
@ehme AB =, der zugehirige Centvimintel A OB = «; ferner jei 4 der
Fladeninhalt des Dreiedes AOB, F bder Fladeninhalt bes RKreisfectors
AOB und f der Flicheninhalt des Kreisjeqments ABQA.

¥, 177, 1. ®egeben r und s; ju juden a

. 8
s1n oL = —--,
4 ar

2. Gegeben r und a; 3u judens 4, F
£,

si— = Hin )
2

i o

: A = ]2 Sin C.'., I.“ e ?. i.gdu (§. ]HT),
e LR
— f — = —{—— — 8  é
f=F—4 5 \180° — Sit &-
3. @egeben s und a; 3u fuden r, 4, F und £
D I o e B e s AR TS o
1_23i11§ct’ A—‘ico‘:éa' k 8sin 4 a? © 180°°
b et e il \
f=F 4= 4 12sn}e?’ 180"’ P a]"

§ 382, Die Secite eines regullrven n-Edes fei s, Ddex
Fladeninhalt £ dev Halbmefjer des eingejdyriebenen Kreifes
rund der Halbmefjer des umgefdricbenen Kreifes R; aus n
und einer diefer Grdfen die itbrigen zu beftimmen,

S dem vedytwintligen Dretece AP O (Fig. 177) ijt
AP—=2 AOP—="%"" OP—r up OA—R. Man Hat daher

180° 180° 180°.

8 AL T St bl MO 1 . — ot
i tang R sin — = R cos =
_ns? 18 021 0" S e R B O
il —2- i cot e nr? tang - i BT e

§ 383. Aug den Winteln o £, y eines Dreicdes und dem
Halbmejfer R des ihm umgefdyriebenen Kreifes die Seiten zu
beredynen.



Sl i
Nady §. 368 it
a—2Rsing, b=2Rsing8 c¢=2Rsiny.

§ 384. Aus den Winfeln o B, 7 eines Drefedes und dem
Palbmeffer r bes ihm eingefdhricbenen Kreifes die Seiten zu
bevedhnen. ;

it (Fia. 106) OD = OE = OF = r ber Halbmefjer e dem
Dreiecte ABC eingefdyriebenen Rreifes, jo ift

BE=rcot}p, EC=rcot}y; daber

sl o Taindlfshy) o o ooske
a=r(cot} g4 cotly) = sinipsindy  sinipfsindy’
Ehenjo erhilt man
= rcos kg et reosiy
sindasindy ’ sindasind g *

§. 385, 1. Den Fladeninhaltf eines Parallelogramms zu
finben, wenn zwei Seitena, bund dervon ihuen eingefdlojjene
Winfel a« gegeben find.

Man erhilt £ = ab sin a.

2. Den Fladeninhalt f einesd Bievedesd zubeftimmen, wenn
peffen Diagonalen p und q und ihr Wintel ¢ gegeben find.

Bejtimmt man die Fladeninhalte der viev Dreiecle, in welde dag Vier-
ef durd) die Deiden Diagonalen zerlegt wird, nad) §. 377, 1) und addiet
diejelben, jo evgibt fid)

f= "2—‘1 sin g,

2. Aufaaben ans der prokiifden Geometrie.

§. 386. Die Hihe h eines Gegenftandes ADB (eines Thurmes)
zu beftimmen.

1. BWenn man zu dem Fuppunite A mefjen fann,

PMan meffe von ecinem Punfte C qus die Strede CA = a, und in C
ven Hihenwinfel ACB = «; dann ift h = a tang «.

2, Wenn man nidt zu dem Fufpunfte A mefjen fann.

Man neffe in einer durdh) B gehenden BVerticalebene die Strede CD = a
alg Standlinie und in ihren Cndpuniten bdie Hohenwinfel ACB = ¢ und

LA 5 __sLs_inasiné’
ANDIB =— g S nommi b hE— ey

§. 387. Dic Cutfernung zweier Punfte A und B (Fig. 178)
auf bem Felde u beftimmen, wenn fid diefelbe wegen eines




Fig. 178, bggmiid)cn befindliden Hinderniffes
nidt unmittelbar meffen [afst.
%e H[ﬁi?iﬂ Q Man meffe von einem Hritten Punfte C
Ly L aus die Streden CB=a und CA =1, jowie
% ven Winfel ACB =y. Daun ijt
\\\ ,"/ Sl j. b),
i / .
6 o tang ¢ = QLIEQ‘E%&—I) ijt.

§. 388. Die Cntfernung gweier Puntte A und B (Fig. 179)
auf dem Felde su beftimmen, wenn man
nur 3u etnem derfelben fommen fann

ﬁ,. PMan wihle einen dritten Standpuntt C,
/B von dem man zu einem der beiden Punfte A
over B fin meffen famn, und meffe die Strecke
BC = a, fowie die Winfel B=4 und C = .
Dann exqibt fid) nad) §. 373

Fig. 179,

Wi a sin y
AB= 3111({)’-|-y 5

§ 389, Die Cntfernung zweier Punite A und B (Fig. 180)
anj dem Felde zu beftimmen, wenn man zu feinem derjelben
fommen fann.

Nean wihle wei Standpuntte C und D, mefje die Standlinie CD = a
und in ihren Endbpuniten die Wintel ACB=¢, BCD =4, ADC=1y

b ADB = d., Daun hat man

Fig. 180.
; asin (e +4)
im A ACD..AD = S50 R0 — b (5. 373),
- . a_sg g
w ABOD..BD = 282 — ¢ (§. 873),

, AABD. AB——b—T—c— 8. 374, Buj.b),

2sintd Vbe

too tang @ = s

ijt.

§. 390. Beim Tracieven einer Cifenbabhn mwurden bdie
Gevaden AC und BC (Fig. 181) ausgeftedt und ihr Winfel ACB
= a gemeffen; es foll der bie beiden Geraden Dberviifrende
Rreisbogen vom Halbmejfer r ausgejtedt werden,



Bur Feftlequng der Bevithrungspunite T und T

hat man
C— G =1 et

Bur Bejtimmung der Mitte M des Kreisbogens
braud)t man, wenn MP L CT ijt, nur die Streden
PT und MP 3u fennen; man hat mun, da MOT =
900 — g ift,
PT:I—‘COS%(C, MP=O0OT—OD=r —rsinja

BWill man zwifdhen M und T aud) mehrere Hwi-
jchenpuntte des RKreisbogens MT erhalten, o denft
man fid) denjelben in n gleiche Theile Tm, mm’,. . getheilt, deren jeder dem
BWintel p = 111— MO =— % (90° — 1) entfpricht; dann ergibt jid), twenn
mp, m‘p’,..3 CT novmal find, zur Bejtimmung der Punfte m, m’,..

Pl —=rsm g mp— 71— L Cosf:
p'E=r3sin 28, m'p'=r—rcos2B; i m

S 391. Die Hihe einer Wolte aus deren Bilde in dem
@piegel eines Teidjes zu beftimmen.

ig. 182, Gin Beobachter A (Fig. 182) befindet fid) in
4 ber Hohe AB = h itber dem Spiegel eines benad:
‘ bavten Feidges D; er vifiert nad) einem markievten
PBunfte C einer Wolfe und mijst dben Winfel CAH = 3,
bent diefe Bifierlinie mit der durd) fein Auge gehenden
Hovizoutalen A bilbet. Die Wolfe piegelt fich im
Teidhe, der BVeobadyter fieht thr Bild in dber Ridhtung
AD und mifst den Winfel HAD = «, ben bdie

T4 Ridtung sum Bilde mit dev Horizontalen einfdlicft.
R o Bu fuden ift die Hihe CE = x der Wolfe itber dem
el AR Ve Teidynivean aus h, «, B.
Z B

us A CED ift x = CD .sinCDE, unbd
ba nady dem Spiegelungsgefese W. CDE = AD B = « ijt, hat man x =
CD.,sin a.

Die Linge CD exqgibt fidh aus dem Dreiede CAD; es ijt
CD;AD =gsin CAD :8in ACD =3sin (a + B8):sin (¢« — p);

bafer CD = AD., sin (¢ +£)

<3 sin (¢ —g) "
Gudlidy ift aus AADB bie Linge AD = . Folglich ift
S o )
e iy

§.892. Aus drei ihrer Lage nad) auf dem Felde gegebenen
Buntten A, B, C bie Lage eines vievten Punttes D zu bejtim:
men, wenn man nur dic Winfel mejjen faun, welde die von D

Mo¥nil, Geometrie fiiv bie oberen Claffen 14
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an dbiebrei Punite gezogenen Bijierlinien bilden. (Bothenotjde
Aujgabe oder Problem bes Ritdwavtseinfdneidens beim Mejstifcy.)
€38 fei dag Dreiedt ABC (Fig. 183) gegeben, und
Fig. 183, goat BC=a, AC=1D, W. ACB=C. DMan mefje

1 in dem Dder Lage nad) zu beftimmenden Punfte D die
M\ BWinfel BDC =« 1tid ADC = 3.
A Yiseee F & 3 -

B ~=Np Sept man CBD =xund CAD =y, foijtx +y
= 360" — (¢ 4 8 + C), fomit befannt. Da a:CD —
sin ¢ :sinx und b: CD = sin B : sin y ift, fo folgt

sinx _ bsina
e hale,
ny asin g
/) fondrsss Gl __ bsine—asing _ cote—1
smx-{-smy T bsme-asng cot o417
: 1 &
wenn der Winfel ¢ fo Dbejtimmt wird, dajs cot ¢ = EJ_:EB ift; ober

t
e ooy = ot (451 ) (5. 358, 57 b §. 362, 10); fulgl

tang 1 (x — y) = tang 1 (x 4 y) cot (45° -+ ¢).
Mg 1 (x + y) umd 3 (x — y) erhilt man x und y. Dann ift
DB —2 sm (e +x) DA_bsm (A+Y¥) Dozasinx __ bsiny

sin « ' i IS S T
LWie geftaltet fich die Auflbjung, wenn D innerhalb des Dreiedes A B C, oder in ber
Strede AB liegt?
g 393. Die Cutfernung OM = d (Fig. 184) dbes Mondes M
Fig. 184, von dem Crdmittelpuntte O (bie
geocentrifche Entfernung des Monbes) zu
beftimmen. (Pavallad)jen=Aujgabe.)
€3 feien OZ und OZ’ die Bextical-
linten zweier Beobadjtungsorte S (Stod-
holm) und C (Gap) unter demfelben Me-
vidtan; ift A ein Punft des Aquators,
fo it AS="Db bie geographijhe Breite
pon S, ebenfo AC = b’ jene von C,
Bwei Beobadhter, der eine in S, der anbere in C, Deobachten in demfelben
Augenblide die Jenithdijtany des Niondes, d, i. die Winfel ZSM = z wnd
Z'CM =z s z, z, b, b* und dem Halbmefjer r der Crde ift die Cut:
fermung d zu bejtinmen.
Aus dem Bievede MS O C ijt x - y gegeben, denn
(x 4+ y) + (180° — 2) + (b - b*) - (180° — z) = 360°,
baher x +y=(z+2z) — (b 4+ b)...1).
UM jeben ter Winfel x - y eingeln zu Deftimmen, hat man
a3 AMOS..r:d=sinx:sin (180° — z),
aus AMO C..r:d=siny:sin (180° — z),
mithin sin x : sin y = sin z : sin z’, 1nd hierans




St
(sin x - sin ¥) : (sin x — sin y) = (sin z + sin 2’) : (sin z — sin z°),
oder mit RNiidficht auf §. 358, Fownt. 37)

o — s Z—7%
tang L;fy_ : tang _3_21 — ta,‘ng Z_}Q_Z & tang ""2—‘. 5 .2).

Aus 1) und 2) exhilt man x -+ y und x — y und daraus x und y.
Dann jolgt aug A\ MOS ober A MOC

rsin z . rEing!
3= N ober d = ——siny .
i -1, b4 b' =93°15 27", z=233°20' 24", z'=61°13'33"
exhilt man d = 62-46.

3. Anfgaben aus der Stereometric,

8§ 394, Gegeben ift eine Strede S im NRaume und ihr
Netgungswintel « gegen eine Ehene MN; man beftimme bie
Brojection s der Strede auf die Coene.

s fei AB=S (Fig. 185) bdie gegebene Strecfe, Aa | MN und
Bb | MN, alfo ab = s bie Projection der Strede auf MN. Bicht man
in ber Gbene ABab bdie AB'[ab, fo ift Ab'=ab ud BAD' = ¢;
aber Ab/= AB cos a; dafher s =S cos «.

§. 395. ®egeben ift ein Dreied D und fein Neigungs-
winfel a gegen eine Gbene MN; man beftimme die Projection
d bes Dreiedes anf die Ebene. d =D cos «,

Beweis, Dag Dreied D fei ABC (Fig. 185). Man faun immer
durd) einen Edpuntt A desfelben eine mit MN pavallele Gbene M‘N’ legen,
welde dag Dreied ABC in AD jdneidet. Dann ijt die Projection Ab’e’
oes Dreiedfes ABC auf bie Gbene M'N’ offenbar congruent mit der Pro-
jection abe besfelben auf die Gbene MN. Die AD theilt fowohl bdas
Drefedd ABC in die Dreiede ADB und ADC, al8 aud) defjen Brojection
Abe it die Dreiecte ADD! und ADe’,

Bieht man BB’ | AD und verbindet B’ mit b, fo ift BB'b = ¢,
bafer B'b' =BDB‘cos «. un it AADB= }AD.BB' uno AADD
=3} AD . B'b =3 AD.BB'cos ¢ = A AD B.cos «. Gbenfo exhitlt man

Fio. 185, AADc'=AADC. cos ¢; fomit it d =
; AADb 4 AADce'=(AADB 4 ADQ).
cos ¢ = D cos .
w5 896, Gegeben tif ein Bieled P
und fein Neigqungswintel e gegen eine
Ebene MN; man beftimme die Projecs
tion p dves BVieledes auf die Chene.
p=E coae.

Folat aus §. 395, wenn dag Bieled durd)

Diagonalen in Dreiece zecleat witd.

14*
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§ 397 Jun einer dreifeitigen Pyramide jind die Fladen-
inhalte £, f,, f; dreier Grenzfladen nebft den vou ihnen gebil
deten Neigungswinfeln a, ¢, «; gegeben; man beftimme den
Fladeninhalt £, der vievten Grenzflade.

Da jede Flache der bdretjeitigen Pyramive gleid) ift der Summe bder
Projection der itbrigen brei Flichen auf diejelbe, jo hat manm, wenn 8, 8.,
By die Neigungswintel der Fladen f;, f,, f; mit der Flache £, begeichnen,

f, = f, cos a, + f; cos ¢, |+ f, cos 3,
f, = £, cos a; | f; cos &, - £, cos B,,
fp =1 cos oy -1, eosiey |- 1, cos fy,
f, =1, cos B, + £, cos B, + £, cos @;.

Multiplicieet man diefe Gleihungen der Reibe nady mit £, £, £, f,

und fubtrahiert daun die Summe der erften drei von der vievten, jo folgt
fi—f2 1142 -3 — 2f £ cos ay — 21, £; cos o, — 2f, £, cos a;.

Driide dieje Begiehung in Worten aus!

§. 398, Den Juhaltveines Parallelepipeds zu beredyuen,
deffen Grunbfladye bejtimmt ift und vefjen Seitentante ¢ mit
ber Grundjlade den Neigungswinfel ¢ bilbdet.

St die Grundflidye ein Nedted mit ben Seiten a und b, fo findet man
v —abe sin g,

St bagegen bie Grundflade ein jdhiefes Pavallelogramnt, Ddefjen Seiten
a und b den Winfel y einjdliefen, fo hat man

v =abhe sin 7 sin ¢.

§. 399. Bu Dbeftimmen it (§§. 334 und 335, Fig. 167) a) eine
Qugelmiige M, wenn r und der Centriwinfel AOB = « gegeben jind; b)
eine Rugelzone Z, wennt r und die Winfel AOB=c¢ md AOC = &
gegeben jind.

a) M=2r*x (1 — cos ), b) Z = 2r? z (cos & — cos '),

4. Anfgaben aus der mathematifchen Geographie.
8 400. 1. Den Meridianbogen b der Erbe, Den man von
einer Hohe h itbevjehen fann, zu bejtimmen, wenn der Halb-
meffer der als Kugel betradteten Croe r ift.

iiv bas Gradmaf des Bogens « exhilt man cos w= -

Aug « wird dann nad) § 185 die Bogenlinge b beftimmt.

2. Den Palbmefjer o eines Pavallelfreifes der Crde aus
ber geographifden Breite @ 3u beftimmen, weun der Halb-
meffer der Groe r ift.

0 =— T COB

§. 401. Das Nep einer fteveographijden Aquatorial-Pro-
jection bev Grdfugel zu eutwerfen. (Fig. 186 jtellt einen Quadranten
bes Projectionsuches bar.)



Fig. 186, Bei diefer Brojectiondart pro-
D jiciert man die Parallel= und die
Mievidiantreife aus einent Punite
O bes Jlquators auf diejenige
Nievidianebene, welde mit der
burdy O gehenden Berithrungs-
ebene der Grdfugel pavallel ijt.
Die Projectionen des Aquators
und des dburd) O gehenden M-
ridiang find @tvecten, die Pro-
jectionen allex itbrigen Parallel=
und Mevidiantreife jind wieder
q > i . Sreife, und gwar fdneiden fich
F 0 C . F Ddiefe unter denfjelben Winteln,
wie die projiciecten Kreije. Die
Mittelpuntte der eingelnen Projectionstreife [liegen auf den Verlingerungen
ber ON und der QO. A8 Bejtimmungsjtiice decfelben erhilt man:

a) fiiv bie Projection AB eines Pavallelfreifes von ber geographijden
Breite @, went ON=0Q =r gefet wirdb und BD eine Tangente des
Sreifes NBQ ijt, wegen BDO=B0OQ=y¢,

Halbmeffer DA =D DB =1 cot ¢,

sin

b) fiix die Projection NC eines Meridians von der Linge 2 in Bezug

anf den burd) O gehenben Weridian, wenn NE eine Tangente des Kreifes
NC undb NF | NE ift, wegen NFO=O0ONE=,

Halbmefjr FC=FN=—-

sin 4’

c r 2
Abjtand OC = 7 — oot A=r tang .

5. lbungsaufgaben.

8. 402. Aus der Planimetrie

1. Qu einem Nedytede ift die Diagonale d und der Winkel ¢, welden
fie mit einer @eite Dildet, gegeben; berechne die Seiten und den Flacheninbalt,

1a, Wie grof ift bie Flade eines Nedytedes, von dem die Difjeren
aweter zufommenjtofenber @eiten 40 em ijt und der Winfel bder beiven
Diagonalen 36°20" betviigt ?

f=11631 cm?.

2. Aus den Seiten a und b eines Rechtected die Winfel zu beftimmen,
weldje die @Seiten mit einer Diagouale bilven.

3. Aus ben Diagonalen d unbd d’ eined Rhombus die Wintel desfelben
aut bevednen,
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3a, Die Seite eines Nhombus ift a =25 com, ein fpiger Wintel des-
felben «=238°0'2"; wie geof ijt der Nabdiug eines RKreifes, welder mit
diefemn Nhombus gleihen Juhalt Hat? :

A
L= V7 sin a.

4, Aus einer Diagonale d eines Pavallelogramms und den Winfeln ¢
und p, welde diefelbe an ihrem einen Endpunfte mit den Seiten bildet, bdie
Seiten zu bevechnen.

5. Gn einem Pavallelogramm find die Diagonalen d und d’ nebft dem
pon ibnen eingefdhloffenen Wintel y gegeben; bejtimme bdie Seiten und bdie
Winfel des Parallelogramms.

ba, Die Seiten eines Parallelogramms find zu beredmen, wenn bdie
beiden Diagonalen d=284'5 em, d, =364 em und ber Fladpeninhalt
f=14280 cm?® gegeben find.

: 2f
SInEe e,
dd,

6. us ben Deiden pavallelen Seiten a und b und dem Flideninhalte £
eines gleichfchentligen Trapezes bie Wintel desjelben zu beredmen.

6 a, Gin gleidhidhentliges Trapez hat bdie pavallelen Seiten a =94 m,
b =68 m und den jpien Winfel «=65°543"; wie grof ijt der Jubalt?

(a+Db) (a—Dh)

f= 1

tang e,

7. Die @eiten und bie Winfel eines gleidjchentligen Trapezes aus einer
Diagonale d und den Winteln o und p, weldhe jie an thvem einen Eudpunite
mit den @eiten bilbet, su bevedyren.

Ta. Bon einem gleidjdentligen Trapeze find die Sdenfel c=8 m
und der Nadiug des umgejdyriebenen Kreifes r=10 m gegeben; die Fldde
foll ben fiinften Theil der umgejdyriebenen Kreisfliche betvagen; wie grof find
bie @eiten und Wintel diefes Trapezes?

a=18706.m, b=56"95 m, a=40%53'15".

8. Aus den beiven pavallelen Seiten a und b eined Trapezes und den
der Seite a anliegenden Winfeln ¢ und g die nidt pavallelen Seiten ju
bevecyuen.

8a. Cin trapeziovmiges Feld hat dle pavallelen Seiten a =425 m,
b=2325 m und eine nicht pavallele Seite ¢ =200 m; welden Juhalt hat
diefes Trapes, wenn eine Diagonale 375 m betrigt?

f=G6176 m™

9. Qu einem Trapeze find die grdfere Pavalleljeite a, die ifr anliegenbden
Winfel ¢ und £ und die mit ihr den Winfel « einjdliefende Seite ¢
geagebert; wie grofy ift der Fladyeninhalt des Trapezes?
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9a., Wie grof ift dev Jubalt einer trapesiormigen TWieje, twemn bdie
beiben pavallelen Seiten a = 318m, b =216m lang find und dic ber
langeven @eite anliegenden Winfel a = 63° 45 und y = 58° 40° betvagen ?

(@4 b) 2 — 1) sin a sin 7

2sin (e -4 7) i

10. Den Flacheninhalt cines zwijdhen zwei pavallelen Sehnen eines
Rreifes liegenden Stiices zut beftimmen, wenn die Abftdnde d, d’ ber @elnen
vom Kreigmittelpuntte und dev Halbmefjer r gegeben find.

11. Gine Secante und eine Tangente desfelben RKreifes jdmeiden fid)
unter einem Winfel vor 60°, bder dupere Abjdmitt der Secante ift gleid) 1
der inmere gleih) 3; wie grof ijt der Halbmefjer des Kreifes?

11a, S einem Kveife fchueiden fich zwei Durdymefjer unter einem
Wintel von 30°; verbinbet man thre Endpuntte, jo ift die eine Verbindbungs-
febne wm 409 m linger alg bdie anbeve; wie grof ift der Halbmefjer des

RKreijes ?

289°2 m.

12, Weldjen Wintkel bilden die dufeven gemeinjamen Tangenten zweicr
Rreife, deven Halbmefjer r und r* find, und deven Centrale gleid) ¢ ijt?

13. Drei Kreife mit ten PHalbmeffern R, r uud o bevithren Jich) von
aufen; bejtinume die Wintel, weldje die drei Centralen miteinander bilden.

14, Den Fliacheninhalt £ eines Dreieces zu bevedhnen, wemn nebft den
Winfeln o« = 65° 287 14", § = 42°30' 4" pesfelben a) der Halburefler R =
200 mm des ihm umgejdhricbenen, b) der Halbmejfer r = 150 mm des ihm
eingefdyricbenen Rreifes gegeben ift.

a) f = 2R? sin & sin @ sin 7; b) f=1r%cot}«cotdpcotiy.

15. Die Winfel &, B, y eines Dreiecdes und der Halbmefjer R des ihm
umgejdyriebenen RKreifes fiud gegeben; man beftimme bden Halbmefjer r des
diefem Dreiedte eingefdyriebenen Kreifes.

r=4Rsinfasindfsingy.

16, S einem ©Schuenvievede A B CD (Fig. 78) find die Seiten AB = a,
BC=b, CD=-¢, DA =d gegeben; man beftimme bdie vier Winfel «, 3,
v, d, die in bElfCIIJCIt %Reif)enfolge an ven Puntten A, B, C, D liegen.

tang - - \/ %::f)} (‘; ‘1?, 088 == a4 b oni-d it

17, Gu einent Gehuenvierecte }mb geqeben 3iwel gegeniiberlicgenve &eitent
a und ¢, ein Winfel « uno der Halbmefjer B des umgejdyrichenen RKreifes;
bevechne die Deiden anderen Seiten.

18, Jn einem Scehnenvievece find bdie beiden Diagonalen m uub n, dex
von ihuen eingejdhlofjene Winfel y und der Halbmefjer r des Kreifes gegeben;
bejtimme die Winfel und die Seiten des Sehuenvicreces.

19. Aus 3wei anftofienden Seiten a wd b eines Tangentenvievedes,
pem von ifmen eingejchlojjenen Winfel & und dem Halbmefjer r des Kreifes
die Wintel und die Seiten des Vierecfes zu bevecdhnen.
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Sahlenbrifpicle sur Bevechnung requliver Vieledke,
n ] r R f

PO T B L 2read e 17099 PReBIOIER T a 66y
AT R B

1 2

1-8107 1-9598 10-964,
22, 10 =596 2-4 20B285 18-715.
23. % 0F83165° 159563 2 129202,

24, 24 0:39261 2-2503 2-2697 16.

25, Gin requldres Bwiljed ijt jladengleid) mit einem veguliven Sedys-
ece, defjen Seite s = 4 ijt; wie grof ift ber Halbmefjer bes dem veguldren
Bwblfece eingejdyricbenen Kreifes?

26. (Das Parvallelogramm der Krdafte) E3 feien p und q 3wei
SQvifte, weldhe auf einen Punft unter dem Winfel ¢ wicfen und mit der
Ridhtung der Rejultierenden r die Winfel ¢ und £ bilden. Wenn von diejen
fehs rdfen drei gegeben find, und zwar:

Dp 49  3)p g 5 p 1, 9; 0108

2) P ¢ @ 4) p, v, 8; 6) p, & B; 8) p q 1;
in jedem Falle die drei iibvigen Grdfen zu bejtimmen.

27. Wie hod) ijt ber Stand der Sonne, wenn ein 24 m fHhoher Gegen-
ftand in der PHorizontalebene einen @djatten von T2m Linge wirft?

28, Wie grof ift der wabhre Duvchymefjer des Mondes, wenn fein jdhein-
baver mittlever Halbmejjer 15 31°69" und feine mittlere Entfermuing von
der Grde 51805 geogr. Meilen belviigt? x

29, Wie grof ift der fdheinbare Durchmefjer der Venus bei einer Ent-
fermung d = 5127000 geogr. Meilen von dem Beobadhter auf der Erde, yenn
der waljre Durdymefjer a = 1680 geogr. Meeilen betrigt?

30, Damit ein Gegenjtand in der normalen Sehweite vou 25 em fidtbar
fet, mujg fein Sehmwintel mindejtens 40" betragen; twie grof mujs daler der
Durdymefjer eines jihtbaven Gegenftanves mindejtens fein?

31. Unter weldhem Wintel ¢ fieht ein Wanu, dejen Auge 1+6m iiber
pem Boden cvhaben ijt, einem Thurm von 65m Hihe in der Entjernung
bon 85 m?

§. 403. Unug ver Stereometric.

1. Die Grundjliche eines Prismas ijt ein Dveied, weldes die Wintel
«, 8, vy hat und einem RKveife vom Halbmefjer R eingefchricben ijt, die Seiten-
fauten besfelben find gleidh s und gegen die Grundfliche unter dem Wintel ¢
geneigts wie grof ijt das Volumen des Prismas?

v = 25 R*sin @ sin g sin ¥ sin ¢.

2, Gegeben ijt ber Cubifinbhalt v einer gevaben Pyrvamide mit qua-
oratijher Grundfldche und der Neigungswintel ¢ der Seitenfante gegen die
Grundflacdye; bejtimme a) die Grundilide, b) die Seitentante.
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2a, Von einer dreifeitigen Pyvamide ijt jede Seitenfante 40 em lang,
von ber Grundilidge find zwei Seiten 23 e und 12 cm und der von ihuen
eingefchlofiene Winfel T4 52¢ 42 gegeben; twie grof ift der Jubalt diefer
Pyramide ?

v = 1695°6 cm®.

3. Qn eincr veguldven n-feitigen Pyramibe ift a die Grundfante, s die
Ceitenfante; wie grof ijt a) die Oberfliiche, b) bag Bolumen?

3a. Von einer vegelmipigen zehnfeitigen Pyramide find bie Seiten-
fanten s = 132 em lang und gegen die Bafis unter dem Winfel ¢ = 35° 15
qeneigt; toie guof ift der Jubalt diefer Pyramide?

v =4 5 sin 2 & cos « sin 36°.

4, Die Oberfldche und das Bolwmen einer veguliven n=feitigen Pyramide,
deven Guvundfante a und deren Hihe der doppelte Halbmeffer bded um die
Grundflache befdricbenen RKreifes ift, su beredhuen.

5, Dag Volumen einer vequlirven Pyramide, bdie zur Grundfldide ein
n-G¢ mit der Seite a Hat, ift v; wie groB ift Der Neigungswinkel einer
Geitenfante gegen die Grundfliche?

6. S einem veguldven Pyramidenf tumpfe ijt die grdfere Grundflidhe
ein %{d)tecf mit der Seite a, die Projection einer Seitenfante auf die grdfpeve
Grundfladie p und ber zugehirvige Neigungswintel «; berechne a) die Ober-
flache, b) das Volumen des Stumpfes.

7. BWie grop ijt a) die Oberflide, b) dag Wolumen eines gevaden
Regels, deffen Seite s mit der Svundfliche den Neigqungswintel ¢ bilbet?

Ta, Der Juhalt eines geraben Kegels fei V und die Seitenlinien des
Regels feien unter dem Winfel « qegen bie Bafis geneigt; wie grof ijt bie
Mantelflade?

\/ s;ﬁ"o'i cos c"

8. Die SJEanteIobcrf[ad,)c und dag Volumen eines gevaben Kegels aus
dem Palbmejfer r ber Grundfldche und dem Winfel « am Sdcitel eines
Achjenjdynittes zu berechnen.

9. Gun einem fdyiefen Regel ijt die Achfe a gegen die Grundflache, deven
Halbmefjer r ijt, unter dem Winfel « geneigt; wie grof ift bie Hohe, die
grbfite und die fleinfte Seite des Kegels?

10, Qn einem fdhiefen RKegel ift « der FHeinfte Neigungdwintel einer
Seite mit der Guundfliche, h die Hihe und p die Projection der Achfe auf
bie Grundjldche; zu bevedhnen ijt das Volumen.

10 a. Wie grofy ift der Jnbalt eines jdhiefen RKegels, wenn die fleinjte
Seitenlinte b vesjelben 15 dm Dbetriigt und gegen bie Grundjliche unter
o = T4° 36, bdie grbfite Seitenlinie aber unter § = 36°48‘ geneigt ijt und
bie $Hihe zwifden der gropten und Heinjten Seitenlinie liegt?

b®x sin « sin 3*

o sin 2°
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11. Dag Volumen eines gevaden Kegelftumpies aug der Seite s,
threm Neigungdwinfel « gegen die grdfere Grundfliche und der Mantels
oberfliche m zu bevedynen.

e 71'L_s sin e . L?;_, -+ ; cos u"‘].

11 a. Bon einem gevaden, abgejtuten Kegel mit dev Seitenlinge 1 m
ijt bie Mantelfliche gleid) ber grofien Grvundflddie und der Neigungswintel
ciner ©eitenlinie gegen bdie Grundflache 60°; wie grop Jind die Nabien wnd
pie Mantelflache?

Re—rl 07, pk = 20T, m = 9°071 m’.

12, 3un cinenmt geraden Regeljtumpfe jind R und r die Halbmefjer dex
@run‘sﬂad)en ud v das Volumen; wie groff ift a) der Neigungswintel «
ver @eite gegen die grofere Grundjliche, b) die Seite s, e) die Mantelober-
fliche m bes @tumpfeé?

tang B = Bisn m= @ (R? —1%)
7 (R —r9)’ cos ' ecosa

12a, Wie grop ijt der Jnbalt eines geraben RKegeljtupes, wenn die
Mantelflicdhe 194°35 cm?, die Seite T-9cm und der Neigungswinfel bder
lepteven gegen die Grundfldde 84°28‘ 30" betrigt?

v = 879°9 cm®.

13. Ju einem {chiefen Eylinder ijt die Ad)je a gegen die Grundfldche,
veven Halbmefjer r ijt, unter dem Winfel « geneigt; bevedme a) den Flicheu-
inhalt Des zur Grundflide normalen Adjenjdnittes, b) das BVolumen bdes
Cylinders.

14, Wie grofy ijt a) die Notatiousflidhe, b) der Notationstdvper eines
vequldren Bwilfedes mit ber Seite a um eine dasfelbe halbievende Diagonale
alg Adyfe?

15. Gin Duciedt, in weldjem zwei Seiten a und b den Wintel y ein-
fhliefen, dveht Jidh wm bdie Ddritte nid)t gegebene @eite; wie groff ijt das
Lolumen deg NRotationstirpers?

15 a. Gin Dreie mit der Seite b = H dm und den Dbeiden anliegenden
Winfeln « = H4°36/, y = T4° 54’ votiert um b alg Adhje; wie grof ijt die

Oberflidye uud der Jubalt des Rotationstorperd? :
WD il d . y+a y—o i E”’E (sinas_iny i
T SILSRIN g SIS et Oe e S e ey )

16. Die Oberflade einer Kugel ift o, ecine Calotte derjelben m; be-
ftimme Den Gewviwinfel « des Bogens, durvd) bdefjen Umbdrehung die Calotte
exzeugt wird.

17, us dem Volumen v eines Kugelfectors und bdem Winfel « des
%Id;]'euid)nittes ben Halbmefjer r dex Kugel zu finden.

18, G einer Sugel, deven BVolumen v ijt, wird ein gevader Kegel be-
jchrichen, dejfen Wintel am Scheitel des Achjenjchnitted « ijt; wie guofy ijt
vas BVolumen des RKegels?
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18a. Giner Kugel vou O =50 dm?* Oberflidje oll ein gerader Kegel
eingefdyrichen werden, weldyer an der Spite den Winfel a= 34°18'36" hat;
wie grof ift der Jubalt des Kegels?

2n o }2
v = .,?Tﬁﬁ(sin o COS 9 ) ¥

19. Die Adhje a eines jchicfen Kegeld bilbet mit der Grundiliche, deren
Halbmefjer v ift, den Neigungswintel «; wie grof ijt der Halbmefjer der um
den Kegel bejdhrichenen RKugel?

20. Gin RKreisjector, dejfen Centriwinfel « und defjen Halbmefjer r
iit, dveht fich nm den gur Sehme feines Bogens parallelen Durchmeffer; wie
grop ift a) die Oberflide o, b) bag BVolumen v deg Notationstirpers?

: _ o o 41‘371,' S (13
r):Ql“':r(E sin 2—+cos 2), Y= e S,

21, ®egeben find der Halbmefjer R und r der gudfeven und dev e
neren ®rundfliche eines gevaden Kegelftumpfes und der Neigungswintel « der
Seite mit der groferen Grunbdflache de8 Stumpfes; beftimme bdie Hihe einer
Rugelmitte, weldhe dev Manteloberfliche des Kegeljtumpfes gleid) ift und zu
einer Rugel gehirt, weldpe die Hihe des Stumypfes zum Halbmefjer Hat.

22, Wie hod) mufs ein Berg mindejtens fein, damit man feine Spibe
vom Meeve ausd nod) in einer Eutfernung von 100 Kilometer jehen fann?

23. Wie grof ift bie Flache der Erbe, bie man iu einer Hihe von 75 m
iibexfieht ?

24, Wie viel geogr. Meilen Hhat der Parvallelfreis von Wien in der
geogr. Breite von 48°12735"2 (Halbmefjer ber Erde = 858-4T74 geogr.
Meilen.)

25, Bei welcher geogr. Breite Dbetrdgt ein Grad des Parallelfreifes
8:623 geogr. Meilen?

26. Bwei Orvte der Crde legen auf bem gten Grvade ndrdlidher Breite
und Haben eine ditliche Linge von bezitglidh 2 und 2’5 wie weit find diejelben
lings ihres Pavallelfveifes von einanbder entfernt?

@ =47°58 1=42°15/, ) =38187, r= 858474

27, Bwei Orte haben gleidje geogr. Breite ¢ (43°12/35"), ihre
Mittage diffevieven um m (10) Minuten; wie geoff ijt ihr Abjtand Iings des
Pavallelfreifes ?

28, Bwei Orte von gleidher geogr. Vreite ¢ (74°4°) find lings des
PBavallelfreifes ¢ (442) Meilen vou einander entfernt; wie viele Grade betrigt
ver Unterfchicd ihrer geogr. Lingen?

29, Bejtimme die Hihe und die Oberflache a) der heifen Bone, b) ber
gemifigten Bone, ¢) ber falten Bowe der Erde, wenn man den Erdhalbmefjer
r— 858-474 geogr. Meilen und ¢ = 23°28° als ben Ubjtand bes Polax-
freifes vom Pole, wie aud) als den Abjtand Hes Wenbdefreifes vom Hquator
annimmt,
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Driffer AOTdmift.
Ephdrifdhe Trigonomcetric.
L Auflofung ver [pharifden Dreiede.
1. Redptwinklige fpharifdye Dreiecke,

§. 404, Gin jphivijches Dreied Tann einen, zwel oder auc) orei vechte
Wintel enthalten. Sind alle dvei Winkel eines |pharijhen Dretectes vedhte, fo
jind die drei Seiten Quadrvanten; fommen zwei vechte Winkel vor, jo ftehen
denjelben ebenfalld Quadvanten gegenitber unbd bdie dritte Seite mnis ebenfo
viele Grade enthalten wie der dritte Winfel. Diefe Deiden Fille geben alfo
au feiner Aufgabe Anlafs, und es brauchen hier mur jolde fpharijde Dreiecte
betvadjtet 3u werben, welche Bloff einen vedhten Winfel enthalten.

Trigonometrijdje Lefhriite iber Das reditwintlige {phivijde Dreied.

§. 405. @8 feit ABC (Fig. 187) ein bei A vedhtwinfliges Jpharijches
Drefect, und O ber Mittelpuntt der ugehovigen Kugel; b uud e feien bdie
Ratheten, B und C die ihuen gegeniiberliegenden Winfel und a die Hypotenufe.

@ept man gundd)jt alle drei Seiten und die Winfel B und C Eleiner
alé 90° poraus, zieht CD | OA, CE | OB, und verhindet D mit E,
fo ijt (§. 219,2) CD | Gbene AOB; DE ijt dann bie Projection der CE
anf AOB, und dbaher | OB (§ 210); mithin ift Winfel CDE = B.

Fig. 187. 1. Man hat mm

OE=0C0C.cos a,

OB —0'D . cosic— 00 “cos bicos c:
daher OC . cos a=0C. cos b cos ¢, mithin

cos &=cos b cos ¢...1);

0. 0. bex Cofinusder Hypotennufe ijt gleid
Dem Producte aus den Cofinus derbheiden
fKatheten.

2. Ferner it CD=0C.sin b,

CD=CE.sn B=0C.sin asin B;
mithin OC.sin b=0C . sin a sin B, und folglid
sin b = sin a sin B. %,

Gbenfo exhilt man sin ¢ = sin a sin C; } A
b, 0. ber Ginug einer Kathete it gleich bem Probducte aus dem
Sinusg der Hypotenufe und dem Sinus bes biefer Kathete
gegeniibevliegenden Winfels.

3. €3 ift aud
DE—CE.cos B=0C: sin a cos B,

DE—=OD .sinc=0C.cos bhsine=0C.cos b sin asin C (nad) 2);
mithin OC . sin a cos B=0C . cos b sin a sin C, folglic)




cos B =cos b sin C, l___3),
und analog cos C=rcosc sin B; | §
b B der Cofinus eines jdhiefen Winfels ift gleid) bem Producte
ans bem Cofinus ber gegenitberliegenden Seite und dem Sinus
bes andern jdiefen Winfels.
4. Man hat ferner
CD = OD.tang b,
CD = CE.sin B= OE.tang a sin B= OD.cos ¢ tang a sin B
== O D.tang a cos C (nad) 3);
daher OD.tang b = OD.tang a cos C, pdex
tang b = tang a cos C, l
und analog tang ¢ = tang a cos B;
0. h. die Tangente einer Kathete 1it gleid) dem Producte aus
ber Tangente der Hypotenuje und vem Cofjinus des diefer
Rathete anliegenden jdhiefen Winfels.
5. dud ift CD = OD.tang b,
CD = DE.tang B= OD.sin ¢ tang B;
folgliy OD.tang b= OD.sin ¢ tang B, oder
tang b = sin ¢ tang B,
und analog tang ¢ — sin b tang C;

?

. by
?

0. . bie Tangente einer Kathete ift gleidh) dem Producte aus
bem Sinusg ver andbern Kathete und dber Tangente des der er-
fteven Kathete gegenitberliegenden Wintels.
6. Aug 1) und 3) echalt man endlich
_cosB cosC
sin C * sin B’
costa=——iwcot Brcol Ol 6);
0. h. der Cojinus der Hypotennuje ift gleich dem Producte ans
ven Cotangenten der beidben jdiefen Wintfel.
@epit man jtatt der Katheten b und ¢ deven Complemente b’ und ¢,
jo exhilt man aus bden vorjtehenden jechs Fovmeln

C0S a = cos b cos ¢ = oder

cos a = sin b’ sin ¢ cos a = sin b’ sin ¢’
cos b’=sin a sin B cos b’=sin a sin B
cos B = sin b’ sin C & cos B — smabisintC

2
cot ¢ = cos b'.tang C cos b’ = cot ¢’ cot C
cos a — cot B cot C cos a — cot.B.cot €
Rafst man den vedten [infel fort, fo fjind die fiiuf andern Umfangs-

jtitcte des Dreieces:

a
cot ¢’ = tang a.cos B ’ e cos B = cot a.cot ¢’

B C

unb die Formeln B jagen:
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l\.l

Der Cofinus eines Stitdes ijt gleidh) dem Producte aus den Sinug dex
beiben gegeniiberliegenben ©titcke, oder ijt gleid) vem Producte aus den ECo-
tangenten dev beiden anliegenden @tiie; bod) find jtatt der Ratheten deven
Complemente zu fepen. (Neper'jcher Sap vom rechtwintligen Dreiede.)

Bufiige. 1. Die Cntwidhmg der vorbevgehenden Gleidjungen beruht
auf der Bovausfepung, dafs a, b, ¢, fowie B, C eingeln fleiner als 90° find.
Trifft diefe BVovansfegung nicht eim, fo darf man nur die Figur in entfpre
chender Weife dndevn und damn das gleiche Verfahren, wie vorhin, anwenden;
man echilt mit Beviickichtigung der Bovzeidhen in jebem Falle bdiejelben
®leidhungen wie frither. Diefe haben demmnad) allgemeine Giltigleit.

2. Qft in einem jpharijchen Dreiece eine Seite = 90° fo ijt bas Polar-
breiect ein rechtivintliges; folglich fommen aud) hiev die vovhergehenven Glei-
dungen nad) gehdriger Umdnderung angewendet werden.

Solgefa. Jn der Gleidhung cos B = cos b sin C (in 3) ijt sin C
immer pofitiv: alfo miifjen cos B umd cos b ftets gleiche Borzeichen Haben.

S3it daber b f‘_—'QO", und folglidh cos b ’ 0, jo mujs aud) cos B > 0, fo-
mit B = —90° fein. Umgefehrt: iﬁeunB = 90° ijt, fo mufs audy b= — 90° fein.

lnﬂnﬁmgﬁfnue.
§. 406. I ®egeben die beiben Ratheten b und c.
M8 cos a = sin b* sin ¢/, cos ¢’ = cot b’ cot B, cos b/ = cotc
cot C folgt
tangb

tang ¢
cos a=—cosb cose, tang B = == e

tang © = v
©3 fei 3. B, b =27° 28’ 36" und ¢ = )1“ 12¢ 8", Man Hat
log cos b= 9:94 502
100 cosic— 9°79 697
log cos a=9"74 499

ai—= 06 15ia1E

log tang b = 9-71 604 log tang ¢ = 10°09 476
leotrin ¢ — 980" 14 log sin b= 9.66 406
log tang B = 9-82 430 log tang C = 10-43 070
B = 33°42'49" C = 69938/ b4",

II. Geqgeben die Hypotennje a und eine Kathete h.
Aus cos a = sin b’ sin ¢/, cos b’ = sin a sin B, cos C =cot a

cot b’ folgt
cos a sin b tang b

cos ¢ = —= sin B=-——, cos C=_—""—,
cos b sin a/ tang a

Obwofl zu sin B im allgemeinen zwei Winfel gehoven, ein fpiber und
ein ftumpfer, fo fallt dod) k)ier jeder Breifel weg, dba B = 90° angenmumen

werben mujs, je naddem b = 90° gegeben ijt. /3 B‘%;\

IHHE""

e
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II. ®egeben eine Kathete b und ihv gegeniiberliegender
Wintel B.

Aus cos b’ = sin a sin B, cos ¢/ = cot b’ cot B, cos B = sin b’
sin C folgt

: sin b . tang b . cos B
510 a = SN ¢ — —= sin C:__ =t

sin B’ tang B’ cos b’
oder au$ cos a — sin b’ sin ¢/, cos C = cot a cot b’ folgt

08 | tang b
GOR'C — 222—3’, cos C = o

Wenn a gefunden wurde, jo fnnen davansd mittelft der Gleidungen filr
cos ¢ unb cos C die Werte fitr ¢ und C ungweidentig bejtimmt werben;
allein zur Bejtimmung von a fennt man nur den Sinud von &, bdaher lifst
diefe Aufgabe zwei Lbjungen zu.

IV, ®egeben cine Rathete b und ihr anliegender Wintel C.

us cos C = cot a cot b’, cos b’ = cot C cot ¢, cos B = sin b’
sin C folgt
tang b . : S e S T
tang a :._Hsg_c_’ tang ¢ = sin b tang C, cos B = cos b sin C.

V. ®egeben die Hypotenufeaundein anliegender Winfel B.
Aug cos b =sin asin B, cos B=cota cot ¢/, cosa cot B cot C folgt
sin b = sin a sin B, tang ¢ = tang a cos B, cot C = cos a tang B.

Hier ijt b durd) sin b eindeutig bejtimmt, da man b = 90° annehmen
mufs, je nadhbem B = 90° ijt.

VI. ®egeben die Deiben jchiefen Winfel B und C.

Aus cos a=cot B cot C, cos B =sin b’ sin C, cos C = sin ¢
sin B folgt

cos B s C
cos a = cot B cot C, cos b = eon g =t U

sin C’ sin B*

2. Sdyiefwinklige fphirifde Dreiccke.
Trigonometrijdje Lefriite uud Foruely diber das jdicfwintlige jphirijde Dreied.

§. 407, €8 jei ABC (Hig. 188) ein fdjiefrointliges fphavijdhes Dreiect,

a, b, ¢ feien feine dret @eiten, A, B, C die ifnen gegeniiberliegenden Wintel.

Fig. 188. Biebt man durd) C einen gudften Kreisbogen
CD_LAB, und begeichnet die Bogen AD, BD und
CD besiiglich durch m, n amd p, fo ijt (§. 405, B)
in den vechtwinfligen Dreieden BDC umd ADC

cos p' = sin a sin B, und

cos p'=sin b sin A; dafer

sin a sin B=sin b sin A, pder

sin a:sin b =sin A :sin B;
0. B in jedbem jphavijden Dreiede verhalten jid) die Sinug
gweier Seiten wie die Sinug ifhrer Gegenwintel (Sius-Sah).

B




Unalog von i
gin a sin B=sin b sin A

echalt man 1

sin 4 sin C—3sm ¢ sin A, [
singbfsins Cf—sinfc s B
Die Gleidungen I) find aud) dann giltig, wenn der normal gelegte
grifite Sreisbogen aufierhalb des Dreiectes ABC fillt; man exhalt dann nad)
bent obigen Borgange sin (180°—A), sin (180°—B) oder sin (180° —C),
weldpe jedod) begitglich mit sin A, sin B ober sin C gleid) find.
8. 408. 1. Sm vedjtwinfligen Dreiede BD C (Fig. 188) ijt
cos a = sin p’ sin n’ = cos p cos n = cos p cos (¢ — m), oder
COs & = COS P COS ¢ ¢0S M - cos p sin ¢ sin m.
9um ijt cos p cos m == cos b, und wegen

cos A = cot b cot m’ tang m = cos A tang b,

o cos b
bafer cos p sin m = ———

.sin m = cos b tang m == cos b tang b cos A

= sin b cos A,
Mit diefen Werten erhilt man fitr cos a:
cos a=cos b cos ¢ 4 sin b sin ¢ cos A.l
Analog exhilt man
cos b = cos a cos ¢ -} sin a sin ¢ cos B,
cosc=cosa cos b4 sina sinb cos C;
0.5 in jedbem fphiavifden Dreiede ift der Cofinus einer Seite
gleid) dem Probucte aus den Cofinusg der beidven anberen
Seiten, vermehrt um das Product aus den Sinug diefer Seiten
und dem Gofinusg des von ihnen eingejdlojjenen Wintels.
(Cojinus-Sap fiir eine Seite.)
2. Qm redytwintligen Dreiede AD C it
cos A = cos p sin x = cos p sin (C —y), oder
cos A = cos p sin C cos y — cos p cos C sin y.
Stun ijt cos p sin y = cos B (§. 405, 3), und daber
85 (§. 405, G)

Sl B

cospcosy::‘%—g.cosy=cosBcoty=cosB.

=—gin B cos a,
Damit erhilt man fiie cos A:

cos A= —cos B cos C —sin B sin C coa'a,,l

Ebenjo findet man 10 b):
cos B= — cos A cos C 4-sin A sin C cos b, |*™° ;
cos C = — cos A cos B - sin A sin B cos c;

b. h. in jebem jpharifden Dreiecde ijt der Cojinusg eines Win
fels gleich dem mnegativem Broducte aug den Cofinus dev
Deiben anveven Winfel, vermehrt um das Broduct aus den
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Sinus bdiefer Wintel und dem Cofinug dev von ihuen einge
fdhlojfenen @eite. (Cofinus-©at fitr einen Winfel.)

Die Gleihungen Ila) und ILb) find allgemein giltig, da man Die-
felben Ausdriide auch dann cxhilt, wemt der durd) einen Sdyeitel des Drei:

efes ABC aif die Gegenfeite novmal gelegte Bogen auferhalb diejes Drei-
eces fallt.

8 409. 1. Um aug den ®leidungen Ila) logarithmijd) bequeme For-
meln abjuleiten, hat man zundd)jt aus der exjten Gleichung:

s a—cos beos ¢
cos A = (ﬂw————, baf)er

sin b sin ¢
sinbsine-}-cosbeose—ecosa  cos(b—e)—cosa
1 —cos A= + - = - :
sin b sin ¢ sin b sin ¢
sinb sin ¢—cos b cosc—-cosa cosa—cos(b-c
1+ cos A= ; ’ s e ; ! 9r ),
gin b sin ¢ sin b sin ¢

ober mit Ritdfidht auf §. 356, Fovm. 24) und 23), und §. 358, Fovm 36)
( ) sin } a.—}—b—-c)amé(a—b+c}
2

sin b sin ¢
A sm&(a—*—b—y—c)sm;(b—l-c—a)
sin b sin ¢
et man mun a-+b +e=2s, fo erhilt man bdie Halbwintfel
fage:

e \/sm (s — b) sin (s — c)’
sin b sin ¢
668 _ﬁ{ __\ [sins sin (s —a) a) I a)
2 sin b sin ¢ %

Daraus folgt tang % e \/sm (s —b) sin (s — o)

sin 8 sin (s —a)
Auf gleide Weife findet man auch die Functionen fi‘u'% 1d %
2, Wenvet man denfelben Entwidlungsgang auf die Werte fiiv cos a,

cos b und cos ¢ aus ben Gleiungen I b) am, fo echalt man, twenn
A4 B+ C =28 gefet wird, die Halbfeitenfape:

Ein :‘ e — cos Scos(S— A)
2 sin B sin C &
e a2 cos (S — B) cos (S — C)
R 2 \/ sin B sin C 4 111 b)'

tang VL \/:cos S cos (S — A)
/ cos (S — B) cos (S—C)

Auf gleiche Weife findet man aud) die Functionen file % uid %
§. 410. Gaup'fde Gleidhungen.
@ubjtituiert man in der Gleidung
sin § (A - B) = sin -f} cos 13 —{—cos% sin ks
; A Y B :
bie Werte von sin 7, cos 5, cos %, sin g aug III a), jo hat man

Mocenil, Geometrie file die oberen Clajjen. 15
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sin 1 (A Py J' sin (s —b)sin (s—o) \/sin s sin (s — b)
£ ( + ) sin a sin b sin a sin ¢
\/sin ssin (s —a) \/fsin(s—a)sm(s—-q)

sin b sin ¢ sin a sin ¢

. sin(s—b) —I—sm(s—a) \/sm s sin (s — ¢)
sin ¢ sin a sin b
2sin}ccosd(a—b cosd(a—Db
o Eag 4 ).cos£C=—=L—).cos(‘,C,
2sinfccosdc = cosic 2

daher
sin } (A -+ B)cos § ¢c=cos § (a —b)cos} C.
Gbenjo exgibt fid) l
sin (A -—B)sinjc=sin}(a—b)cos}C, | IV).
cos 3 (A + B)cos f c=cos } (a -+ b)sin § C,
cos } (A — B)sin } ¢ = sin § (a 4 b) sin } C.
Sdyreibt man bdieje Gleidjungen in der Form gleider Duotienten

sm}(A—JrB) 0053 (a— D)
cosy C cosie '/

fo gefen aus einer derjelben alle itbrigen hevvor, wenn man auf bder einen Seite bdie ge=
{djriebenenr Vorgeidhen und auf der anbdern Seite bdie FunctionSzeiden sin unbd cos ver:
tanjdyt.

Solgefah. Da in der Gleidung
cos 3} (A -+ B)cos fe=cos } (a+ b)sin } C
cos } ¢ und sin § C imuter pofitiv find, fo mitjlen cos § (A —|- B) und
cos } (a-b) ftets gleihe Borzeihen Haben. Jit daher a 4 = 180‘J

alfo cos § (a 4+ D) z 0, jo mujs audhy cos 3 (A 4 B) ?_;_ 0, fomit
AR é 180° fein. Nmgefehrt: Jjt A + B ; 1800, fo ijt beziiglich anch
a4 b = 180"

§. 411, Neper'ide Analogien (Gleidungen).

1. Dividiert man die vierte der Gaufjden Gleidungen in IV) durd)
dbie Dritte, dann die zweite duvd) die erjte, jo exgibt fidh

A A—B
tang § (& 4+ b) = —:3:§%A+B; .fang § ¢ l s
tang ¥ (a — b) = Epgl B tang‘ol-“ :
o sin§ (A4 B) e

2, Dividiert man ferner die erfte der Gaufjdhen Gleichungen durd) die
dritte und bdie zweite duvd) die vievte, jo evhilt man

o __ cost(a—Dh) ~
tang § (A + B) = Coiagyy - oot 4 O Vb)
- sing{a—h) q :
tang } (A — B) == G cot § C ]




Aunflofungsfalle.

§.412. 1. Gegeben 3iwei Seitena und b und der von ifhuen
eingefdylojfene Wintel C.

Die Winkel A und B exgeben fich aus den Neper’jhen Gleichungen Vb).

Die dritte Seite ¢ fann dann am vortheilhajtejten durd) Aniwendung einer
ver Ganf'jdhen Sleichungen in IV) bevedhnet werden.

Sit 3. B. a = 97°30°20%, b = 55°1210", C = 39°58', jo hat man
L (a4 b)=176°21'15", 1 (a — b)=21°9'5", 125 = 19959,

log cos 3 (a — b) = 9:96971 log sin 3 (a — b) = 955731
log cot § C — 10+43933 log cot 1 C — 10-43933
2040904 19-99 664

log cos L (a -+ b)= 9-37276 log sindl (a4 b)= 9-98757
log tang 1 (A B) =11'03628  log tang § (A — B) = 10-00907

% (A + B) = 84°44/40" % (A — B) = 45°3553"

daber AT—B0P0 858 B =—"g00 57
Bur Beredhnung vou c aug den Gleidhungen in IV) hat man 3. B.
cos 1 ¢ = g‘f'j‘((:*};)} .cos £ C, ober sin ] ¢ = % .cos 1 C umd

exhilt nad) beiben Fovmeln ¢ = H6°40°16".

Durd) bie Anwendung mehrever Gauf’{dher Gleichungen erhilt man eine
Probe fitr die Nidhtigleit der Rechnung.

Bufah, Die Seite ¢ farm aud) unabhingig von A und B unmittelbar
aug den gegebenen Stitcken bejtimmt yoerden ; man bedient fich dagu der Gleidhung
bes @pjtems 1L a)

c0s ¢ = €0 a cos b - sin a sin b cos C,
weldje jedoch) burd) Einfithrung eines Hilfswintels logarithmifd) brandibar zu
maden ift. €38 ift
cos ¢ == cos a (cos b - sin b tang a cos C).

Wird nun ein Hilfswinkel w jo beftimmt, dajs tang w = tang a cos C

ift, fo hat man dann
cos ¢ = cos a (cos b - sin b tang w)

co8s a . . .
== = (coy b cos w + sin b sin w); jomit
___cosa cos (b—w)

Cos C —
cOos W

§ 413. IL ®egeben ywei Wintel A und B und die von
ihnen eingefdlojfene Seite c,

Die Werte fitr die Seiten a und b evgeben fid) aus den Neper'jchen
Gleichungen Va) und den Winfel C finbet man dbann mittelft der Gauf'jchen
Gleichungen.

Bufo, Der Winfel C fann aud) unmittelbar aus den gegebenen Stiiden mitteljt
ver Gleidung des Syftems Il b)

15*
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cos C = — cos A cos B4 sin A sin B cos ¢
= c¢os A (— cos B+ sin B tang A cos c)
bered)net wevbden, wenn man einen Hilfswinfel w jo beftimmt, daf8 cot w = tang A cos ¢

with. Dann hat man

A
cos C = cos A (— cos B+ sin B cot w) = :o; (— cos B sin w - sin B cos w),
baber G e 1B A sin (B—w)
Es sin W -

§. 414. III. Gegeben zwei Seiten a und b und ein gegen-
iiberliegenber Wintel A.

Fite den Wintel B findet man aus dem Syjtem I)
sinat s
Hicx fann B im allgemeinen fpit ober jtumpf fein und bdie Aufgabe
lajst swei Aufldjungen zu; nur unter bejondeven Bovausjepungen faun das
Dreied ein eindentig bejtimmtes fein.
€8 jei erftlich A = 90°, Fiir a -} b ; 180° ijt dbann aud
A-+B = 180°, babher besiiglich B = 90° Die Aufgabe ift einbentig.

3 fei ferner A <<90°, Fitr a + b= 180° mujs audh) A -+ B = 180°,
fomit B > 90° fein; bdie Aufgabe lajst dbann nur eine %[ufﬁifunq . Fiie
a - b << 180° aber, und jomit A - B <C 180°, tann B = 90° feint, 1nd
e8 qibt zwei Dreiece, wenn nidht der ftumpfe Winfel B fo geofp ift, bais
A -} B = 180° wdve, wag immer eintvitt, wenn b = a ijt; in diefem Falle
darf B uur fpip genommen werden.

Qit endlidh) A >90°, jo hat man fiiv a + b = 180° andy A 4 B =< 180°,
und fomit B<<90°; dag8 Dreied ift aljo eindentiy bejtimmt. Wenn dagegen
a - b > 180° und daher auch A 4 B> 180° ijt, fo fann B = 90° fein;
bie Aujgabe ift alfo zweidentiy, ansgenommen, wenn der jpige Winfel B fo
tlein ift, daj8 A 4 B = 180° wive, was fiix b = a eintritt, in tweldem
Falle dann By fhumpf fein famn.

Dag Drcied hat aljo zwet Aujldjungen, wenn

A <<90° a 4+ b<<180" und a<<h, ober
A>90°% a -+ b>180° mudb a>b ijt.
it B Dbeftinumt, jo exhdlt man fitv ¢ und C aug Va wd Vb

sin B —

At )

tang } ¢ = :iz i EA am B)" .tang 1 (a 4 b),
b)

tlc— :Eggaﬁr—h tang 1 (A -+ B).

E8 Jei 7. B, a= b7Y38, b —"31%120 A— 1042 25" 30",
tan exhilt zuerjt B = 306°26‘ 25",
Da hicr A> 909 a - b<T180° jomit andy A -+ B < 180° ijt, fo
njs B <900 fein.  Ferner hat man
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a4+ b= 88°50"

a— b= 26°26
A+ B= 140”51’""”
A— B= 67°59'h
logsin § (A4 B)= 9-97 417
log tang § (a — b) = 9-37 080
19-34 497
log sin § (A— B)= 9-74 747

log tang } ¢ = 9:59 750
1 c = 21°35'40"
c— 43011620

3 (a 4 b) = 44925
3 (a — b) = 13°13
1 (A+ B) = 70°25'575"

i (A — B)=33%59/32 5"
logsin } (a -+ b)= 9°-84 502
log tang § (A — B)= 982 886

19-67 388

logsin 3 (a — b)= 9-35 914
log cot } C = 10-31 474

3 C = 25°50" 54"

C = 51°41'48",

§. 415. IV. Gegeben zwei Winfel A und B und eine gegen-
iiberliegende Seite a.
sin a sin B
sin A
Fiir ¢ und C geben die Neper’jdhen Gleichungen V a) und V b)
sin 4 (A 4 B)

il die Seite b hat man sin b =

tang 1 ¢ = R .tang % (a — b),
b)
cot § C= :EI f ((: j )) tang 3 (A — B).

Da b aug sin b zu beftimmen ijt, jo Dietet diefe Aufgabe mur in
Dejonbeven fFiillen eine eingige Aufléjung. Durd) dhulide Folgerungen, wie in
§. 414, fann man Jid) itberzengen, dajs zweideutige Fille eintveten, wenn

a<<9°¢% A4 B<C180° und A << B, obex
a>90% A 4 B > 180° undb A > B ijt.

§. 416. V. ®egeben alle drei Seiten a, b und c.

Bur Bejtimmung der Winfel bedient man fid) der Halbwintelfipe.

8. B. a="50954'32", b = 37°47'18", ¢ = T4°51b0",

2 — DAL AT log sin (s — b) = 9-84 171

bi— 30 2 log sin (s —¢) = 9:08 072

ci— 405150 18-92 243
a4 b4 c=163°33"40" log sin s = 9-99 552)
s = 81°46'50" log sin (s — a) = 9°:71 022

s —a= 50°52/18" 19-21 669

8 — b= 43°59'32" log tang } A = 9-60 835
g c =R G0 Hb A — DA EhEP0!

A = 44°10'40"
Gbhenfo finbet man B = 33°22/45" b C = 119°55'6",
Bufah. Sind alle drei Wintel zu berednen, fo ift e8 am vortheil-
Daftejten, uevit
\/sin (s — a) sin (8 — b) sin (8 — c¢)

sin 8

= tang r
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31t Dejtimmen; dann ijt

A = tangr
3 o —
e 2 - sin (s —a)'

tang r tang r
e e TR L LTI ey S Pl
~ sin (s —b) g 2 sin (s —e)’

§. 417, VL. Gegeben alle bret Wintel A, B uud C

Die gejuchten Stitce evgeben fich aus den Halbeitenjipen.

Bufoh. ©ind alle drei Seiten zu beftimmen, jo wenbdet man ar be-
quemijten die Subjtitution

tang

\ — cos (S — A) cos ('S:—_ﬁ')Tm_('S_—-—Cj g
cos S
an und vedyet nac)y den Foruteln
e cot B o b 249,400k, R 7 cot R
2 cos (S—A) 2 cos (S—B)' 2 cos (S — Q)

3. Beftimmung des Fladeninhaltes cines fpharifdyen Dreieckes.

§. 418. Gind vou einem fphirijhen Dreiece der Rugelhalbmefjer r und
oie bret Winfel A, B, C gegeben, fo ift der Flacdheninhalt (§. 333)

A4 B4 C—180°

180° :
wo A -+ B 4 C — 180° = e ben {phirijhen Greefs ausdriict,

Sind nun drei andeve Stitde alg die drei Winfel gegeben, fo laffen fid)
aug denfelben die drei Winfel, alfo aud) der fphivijde Creefs wund dev Flachen-
infalt, bevechnen. Man faun zwar auch in diefen Fallen bejonbdere Ausbritcte
fitv den fphavijdhen Creefs entwideln; diefelben haben aber zumeijt eine minder
gwedmiBige Form. Wir befdyanfen und daher mur auf die folgenden zwei
Fille, fitv welche jid) ebenjo einfache als elegante Fovmeln ergeben.

§ 419. Den fpharvijden Crcejseines vedhtwintligen fphari-
jhen Dreiedes aus defjen 3wei Ratheten bundec u beftimmen.
@8 ift e= B - C — 90°, baher
cos & = cos (— e) = cos {90° — (B + C)} = sin (B 4 C)
= sin B cos C <4 cos B sin C
w s ain b tang b tang ¢ sin ¢ 5
R tra-r_fg_a+ tang a’sin a (8. 405, 2 und 4)
__ (sin b*cos ¢ —}—sm c®cos b) cos a
VY sin a*.cos b cos ¢
fa sin b* co; i—(}};:x:}c cos b 8. 405, 1), ober
(cos b—hcfcz)s (]312-0—();30221) cos ¢) s 405’ 1)’ fomit
cos b-+cos ¢
14 cos b cos ¢
Dann exhilt man

== r3r,

cos e —

CO8 © =

1 —cose—= e, g uno




1 b) (1
s ot ﬁfcog (14 cos O forglich it

71'-—c_o_s_'5_\f,f—1—cos b (1 — ecos ¢
\ 1-+cose I-J—cnqto' 1-cos ¢

, ober

tfmgg——tang— tang ° (8. 356, 27).

§. 420. Denfphavifden Creefseines jdiefwintligen fphi-
tifden Dreiedes aus bdeffen drei Seiten a, b unv ¢ gu be
ftimmen.

Es ijt e=— A 4 B— (180°— C), daber
le=1} {1 (A4 B) — (90°— § C)), folglid) nady §. 358, 38)
sing (A-B)—sin(90°—40C) _ sind (A+B)—cos}C
cos § (A4 B)+cos (90°— 4C) = cos (A4 B)+siniC
=[coi§(a—b)—coséc].cnsé(‘: 8. 410)

[cosd(a+Db)+fcosdc].sindC

__sini(atc—b)sin(b4c—a)

rusl(a—f—b—l—c}cosl(a—l—b )
@ept man a+b4c=2s, fo Tant mit Ritdficht auj §. 409, 1
sin 4 (s — b)sin & (s — a) \/ sin s sin (s c)

cos s cos & (s—e¢) gin (s —a) sin (s —

tang 1 e =

cot § C.

tang 1 e = 1 Doer

tang } e — Vtang § stang § (s — a) tang § (s —b) tang 3 (s—c)
Diefer Augoruc heipt die ["Hulierjde Formel

4, Ybungsanfanben.
§ 4’1 Beifpicle jur Beredhuung redptwinkliger jpharvijcher Dretece.

1. ‘a=— 54220¢, b= 862 c=43"3231",
A== O ) T A B (il (G e e e
2 0EP S 321 N — DTV 6E S T e =63 1H AT
A=) Bi= 124051 G =681 205 =l
A ——eh loy— BNELL o R
Ae=—"90", B =48R0 ATLOL S0 = e e 40“ £—=10-01322%
4 e == 870180131 ibi—  6hYdbiE3! e =830 8”,
Ar—n B— 655665/ €C=1383%48/11"; f—1:042612
Bivg — 800 61 bt Srlh==ag V) e — 8 Y4B h()E
A— 00 B=—330 356 —= 8845505 Lt (25560
Beweife, dafs fitv jedes fphirijche Dreiect folgende @Iuc[)ungen ftatt
finben:

6. sin b cos A=—cos a sin ¢—sin a cos ¢ cos B.

7. sin B cos a=rcos A sin C+4sin A cos C cos b.

Yus ben Syftemen Ila) und 1Ib), indem in der erften Gleidjung fiiv cos b, be-
siiglich fite cos B, ber Wert ausd der jweiten Gleidung gefelit wird,

8. cot a sin b=rcot A sin C 4 cos C cos b.

9, cot A sin B=cot a sin ¢ — cos ¢ cos B,
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Aus 7. und 6, indem fiiv sin B und sin b bezitglich) die Werte .;sinf&”i:, b
s1n
sin a sin B ;
und e gefest twerben,

10, tangi (a4b) __ tangi(A+B)
tang & (a — b) tang i (A — B)”
Aus ben Neper’jden Gleidjungen in V a).
Beifpicle zur BVevedymung [ohiefwinkliger phavijder Dreiecte.
5 o —S e A D — 3 Ul e D e =— B (NS [
A— b55°52/43" B= 88°12'20", C= 59° 4/25"; £f=—0-403312,
12— 00 0a ST —— SR C35 34 L e i— B0
A=10b" 532" B—"13'38'28" 'C= 65°31'34" s f—1:121h7%,
13. a— bA2E" b=123°43/, ¢ — I3 2 e ()
A= 21°917'22", B—158"14418" €= 25017 35" : £—104333r2
e =—MhE L4 4508 =1 20 Lbs T ¢ — S G8 M o) &
Sl Tals A GRS L B B T L
15, 8a =631 403095 Sl =1 085224 e — 12528 B4
A—I6U0 2B s ——E6 S0 A4 BE =120 BHIR R U — 8 B
1165 a— 109239211 b=t 0421 8 e — =69 050)1
A =146°58'20", B= 24'54'47", C= 32°54/28"; f =104327r2,

II. Anwendung oex [pharifden Trigonometrie.

1. Aufqaben aus der Stereometric.

§ 422. Die in §§. 405, dbamn 407—411 entwicelten Begzichungen
aijden den Seiten und Winfeln eines jphavijdyen Dreiectes enthalten (§. 271)
augletd) aud) die Begiehungen awijden bden Seiten (Rantemwinteln) und den
Winteln (Flachenwinteln) etnes Dretfants.

Ginen im Raume gemejjenen Wintel anf den Horizont zu
vebucieven.

Fig. 189. €3 fei AOB=w (Fig. 189) ein im Raume
gemeffener Wintel, O A’ und OB’ feien bdie Projec-
tionen fjetner @djenfel auj bie Povizontalebene HR,
AOA' =« und BOB'= g bie Neiqungswinfel der-
felben gegen den $Hovigont; zu fudpen ift der Wintel
A'OB'=x, ben bdie Deiden Projectionen in Dder
I Horizontalebene bilben,

Die Gbenen der Neigungswinfel AOA‘ und
BOB’ fdueiden fid) evweitert in der Gevaden OC, weldhe zur Horizontal
ebene normal it (§. 220). Bejdreibt man nun in dem Dreifante O ABC
um O eine Rugel, deven Oberjliche die Kanten bes Dreitantsd in den Puntten
M, N und P {dmncidet, fo exhilt mon das fpharifdhe Dreiet MNP, in




weldjem die drei Seiten MN =w, MP=90°—¢, NP =090°— 8 befanut
find, und der Winfel P ven gejudhten Wintel x darjtellt.
Nach §. 409, 1 etbﬁft man bemnad;

\/cns s cos (s—w)’

cos a cos f
went ¢ - f - w=2s gem;.t mird.

§. 423. Gin reguldves Polyeder wird von p m-feitigen Bielecken,
pon denen je m in einer Gce ufammenjtofen und deren Seite a ijt, ein:
gefclofjen; man fuche (§. 2562 und Fig. 139)

a) den Halben Neigungswintel JLO = E; sweier in efner Kante yujanimens
jtofiender Seitenjlidyen ;

b) den Halbmefjer OJ =r der dem Polpeder eingejchricbenen Kugel;

¢) ben Palbmefjer O A =R bder dem Polyeder umgejdyricbenen Kugel;

d) die Oberfliche O; und

e) das BVolumen V des Polyeders.
Aus der dreifeitigen Cce O J LA erhilt man,

0 0
wenn %?—:(p und -!Bgzw gefest witd,

Cos AOL—% ud cos JOL =222,

sin ¢’
daber ift sin ;— =cos JOL =2Y
sin ¢
a N N
r = - cot g tang R:—tangtptang g
r_mpa cot ¢, V—l\pa cot ¢ tangﬁ

8. 424, Qlué den brei Ranten a, b, ¢ eines jdicfwintligen Bavallel-
epipedd und den Winkeln y, B, «, welde jene RKanten wmit einanbder bildex,
bag BVolumen V des Parallelepipeds zu bejtimmen.

Nimmt manw a und b alg zwei Grundfanten an uud begeichnet den
Neigungdwinfel der Seitenfante ¢ gegen die Grundjlide durd) w, fo erhilt

man gunddjt
V=abcsinysinw,

Wird nun zu dem Dreifante, weldes die Kanten a, b, ¢ bilben, ein
fphariihes Dreted conjtvuiert, fo find e, B, 7 deflen Seiten; der Neigungs-
winfel w erjdeint in Ddiefem Dreiece als ber auj bdie Seite y durd) den
' gegenitbecliegenden @deitel novmal gelegte Bogen. Unter Bevitdfidhtigung dev
§8. 407 und 409, 1 findet man dafer, wenn der vou den Drefectsjeiten o und y
eingefchlofjene Wintel durd) B begeidhnet und e 4B +y=20 gefett wird,

i ! z 3 it B B
smw=sma5mB=23masm—z—cos—Q—

- sii 3 Vsin ¢ sin (6 — &) sin (6 — @) sin (6 — 7);

fomit ift V—=2abec Vsin ¢ sin (6 — ¢) sin (6 — R) sin (6 — 7).
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2. Anfaaben aus dev wathematifdyen Geographic und fphivifdjen Aftronomie,

§ 425. 1. Aus ven geographijden Breiten zweier Orte
derGrdoberflache und devenSdngenunteridhiede dben fpharijden
Abjtand dervjelben gu beftimmen. (Die Crde witd als Kugel ange-
noten.)

©ind M und N (Fig. 190) die beiden Orte, jo ift ifr Abjland M N
ein Bogen eines guiften RKugelfreijes. €8 fei P der Pol md AQ dex

Fig. 190, Nouator; dann find Mm und Nn die Breiten
viefer Orte, und deven Lingemunterfhied mn
gleicd) dem Winfel MP N,

@efit man Mm=—¢q, Nn—=§, mn=12,
fo find tuw dem jpharijdhen Dreiecte MNP zwei
@eiten MP=90°—¢a undb NP=90°— ¢
fammt dem eingeichloffenen Winfel MPN = 2
gegeben, und man fat (nadh §. 412, Buj.)

cos W !

wozn der Piljswinfel w aug tang w = cot « cos 2 bevedmet wird.

Man fud)t dabher Fuerjt w, daraus den Bogen MN, und vermanbdelt
diefen in geographijhe Meilen, deven 15 anf einen Srvad gehen.

2, Aug bem fphavifden Abftande zweier Orte aujder Grde
und ihren geographifden Breiten den Untevfdhied ihrer Lingen
ju beredynen.

Haben «, # und 1 die Beveutung wie i 1. und witd bdie Entfernung
MN im Bogenmafe durd) J ausgedritct, o exhdlt man (nach §. 409, 1)

e 08 (6 4 «) cos (64 B)
R \/ sin ¢ sin (6 —d) '
wo 26— 180° — (« -+ B) 1+ 4 ijt.

§ 426. G fei S (Fig. 191) ivgend ecin Geftivn, Z der Pol des Hovi-
sontes HTR obder Das Benith, P der Pol des Aquators AVQ oder der
nordlidye Weltpol, L der Pol der Efliptif EV C; ferner HZR der Meridian
ves Ortes der Erde, deflen Benith Z ift. Fieht man durd) S und durdy die

Fig. 191. Pole Z, P, L bie griften Kreife ZSD, PSF,

LS G, welhe jomit folgeweife zu HR, AQ,
EC normal find, o ijt
SD=h bie Hihe ves Geftirns,
RD=RZD =w bas Azimuth,
SZ=90"—h =z die Benithdijtans;
SE=d bdie Declination,
VF =« de NRectajeenjion,

" QF=QPF =5 per Stundenwintel,




SP=90°— d=1p bdie Polbijtany in Bezug auf ber Aquator;

SG =g bie Breite, VG =2 die Linge, SL=90°—8
die Polbiftans des Geftirns in Bezug auf die CEliptit.

Ferner ift V der Friihlingspunit, HP = ¢ die Polhdhe (ugleid) geo-
graphijhe Bueite) des Ortes ber Crde, deffen Jenith Z ijt, und der Wintel
QVC ober der Bogen LP =¢ bie Sdhiefe der EHliptit.

§. 427. 1. Gs feien die Rectafcenfion eund die Declination
d eines Geftirns nebjt der ©dyiefe der CEliptif & gegeben; man
judje die Qénge 2 und die Breite 4.

Su dem Dreiede LPS (Fig. 192) find gwei Seiten LP = ¢ (§. 426)
ud PS=90°— d nebft dem eingejdhlofjenen Wintel P = 90°}- « gegeben,
und der Winfel L = 90° — 2 nebjt ber Seite LS = 90° — 8 3u fuchen.
Aus §. 412, Bujf., folgt nun, wenn man dovt

=900 —"d, A==190°—72,

Fig. 192, b=z¢,
P e=90"—8 C=090"4ca febt,
i ; sin d cos (e n
sin g = cos £1+ )’
o tang n = cot d sin a ift.
- o7 \¢ Bur Bejtimmung vonw 2 hat man daun
cos 1 =282 g
cos

2. Wenn 2, f undb & gegeben {ind, ¢ und d zu beftimmen.
Die Aufldjung it analog wie bei 1.

§. 428. 1. Die Hdhe h und dasg Azimuth w eines Gejtirns
find nebjt dexr Polhdhe ¢ des Ortes gegeben; man jude die
Declination 6 und den Stundenwinfel s.

Sun dem Drvetedfe ZP S (Fig. 193) find zwei Seiten ZS = 90° — h
ud ZP =90 — ¢ jammt bdem eingefhloffenen Winfel Z — 180° — w
befannt, und der Winfel P = s nebjt der Seite PS = 90° — d zu fuchen.

" ©ept man mit Rildjidht auj §. 412, Bujab,
Fig. 193. a=—090"—h, A=s,
b= 90° — ¢,
¢=90°—d, C=180°— w,
fo exhalt man zur Bervedung von d die Gleichung

. sinh sin (¢ —m
cos m

o tang m = cot h cos w ift.
Der Stundemwvinfel ergibt fich) dbann ausg
sin wcosh
cos d'

Sings =
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2. Wenn d, s und ¢ gegeben find, h und w zu bevednen
Die Aufldfung ijt devjenigen in 1. analog.
3. Weun J, h und o gegeben find s und w 3u finden.
Nad) §. 409, 1 exqibt fid)
tang S _\sm $456° — & (h + ¢ — )} sin {45° — & (h 4 ¢ — J)}
sin {45° + % (h+ J 4 @)} sin {45° —%(J—l—tp—h}
ot = \/-SrlL{‘LD — 3t (h+Jd—q)} sin {45° —§ (& + ¢ —h)}
2 sin {45° + 3 (h+d+ )} sin {45° —F (h+o —a)}
4, Wenn h, w und s gegeben find, d und ¢ zu beftimmen.
Mit Ridfidht auf § 414 exhalt man

cos h sin w
cos d —=———— und
sin s

tang (45" m) — ig: i (::r_'_ s) .tang § (b — d).

8. 429. Die Beit des Auj- unud ves Unterganges eines Ge-
ftitng zu bejtimmen.

Das pharijhe Dreiet ZPS (Fig. 193) gibt (§. 408, ILa)

sin h = sin d sin @ + cos J cos ¢ cos s,

Fite den Auj- ober Untergang ves Gejtivns ijt nun h = 0, daher
() = sin d sin @ -} cos d cos @ cos s,
woraus cos s — — tang d tang ¢, oder
cos (180° — 8) = tang d tang ¢

folgt, worin s den @tundemwinfel des auf- oder untergehenden Sternes, d. i,
die Beit ausbriickt, welde zwijdhen der Culmination und dem Auf- ober Unter-
gange desfelben enthalten ijt und der halbe Tagbogen ves Gejtivns heift.

3. B. BWie grof {jt fiir Wien der fHalbe Tagbogen der @ome am
13. Mai, wo ihre Declination d = 18°25’ betrigt?

File Bien ift die Lolhdhe ¢ = 48°12/35". Man exhalt daher

1500 — g =—68°7°39" b s'= 11126221
Bur Vevmandlung diefes Bogens in Jeit hat man die Proportion
3600 : 111°52/21" = 24 ©tunven : x Stunden,
woraus < = 1= 2729 folgt.

Fiix die Sonne it s, in Beit ansgedvitcdt, zugleich) die Sonnengeit ihres
Untevganges und 24" — s jene des Uujganges. Am 13. Mai geht alfo in
Wien die Sonne um T227/29" abends unter und um 16" 32/31", b. i. um
4R 32¢37" morgens auf.

Fiiv andeve Gejtivne mujs man, wenn die Sounengeit der Culmination
befaunt ift, von ifr s in Beit jubtvafieven, um die Sonnengeit des Aufganges,
und u ihr s in Beit abdieven, um die Sonnengeit ves Unterganges zu bevedmen.

Bufal. Der halbe Tagbogen bder Somne boppelt genommen gibt die
Lageslange.
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Da in den Sonntenwenden die Declination - d der Soune gleid) der
Sdjiefe der Gfliptit & = 23°27/ 30" {jt, fo wird duvdh
cos (180° —s) = - tang ¢ tang ¢
ble Dauner des langften und Litvzejten Tages beftimmt.

3. {ibnugsanfoaben.

8§ 430. 1. Bejtimme «) sin —§-, B) cos N fiir das reguldre a) Tetraeder,
b) Octacder, ¢) Dodefacder, d) Jfojacder, wenn N den Neigungdwinkel zieier
Seitenflichen bezeihuet (§. 423 und §. 362, 1—-3).

s e Ve Ve \fﬁ_—t__\;i d \’3—},\*‘1
iy smTeLhu[t niai a)—a, b) 37 c) / o ) T

1 1 1 2
» cos N ” D) ?r b) i '3': c) == '21 d) Ts‘-

2, Gin Adfenidmitt eines Cylinders, defjen Ad)je a gegen bdie Grund-
flache mit bem Radiug r unter dem Winfel « gencigt ijt, Jdneivet die Grund-
flage in eciner Strede, welde mit der Projection der Adjje den Winfel £
bildet; wie guofy ift der Flacdheninhalt ves Achfenfchnittes?

3. Aus drei in einer Gde zufammenitofenden Kanten a, b, ¢ und den
von ihuen gebilbeten Winteln «, B, 7 einesd dreifeitigen Prismas dejfen Volumnten
ju finden (§. 424).

4. Aus drei in einer e zujammenjtofenden Kanten a, b, ¢ einer drei-
feitigen Pyramide und den vou ihuen gebilbeten Winkeln «, 8, y dag Bolumen v
ber Poramide Fu finden.

Nus §. 424 und bder vorhergehenden Aufgabe ergibt fid) fitv 2 6 = a4-p-4-»
v = % abe Vsin ¢ sin (6—«) sin (6—p) sin (6 — 7).

5, Dag Volumen v einer dreifeitigen Pyrvamide aus den in einer Ecle
sufammenijtofienden Kanten a, b, ¢ und den der Reibe nad) an diefen legenden
Qeilen A, B, C zu Dbevedhuen.

Aug dem NRefultate der vorhergehenden Aufgabe 4 erhilt man unter Beiziehung der
Formeln ILa) und IIIh) in § 409 und I) in §. 407

2abe
W e cos S cos (S—A) cos (S—DB) cos (S—C),

wo 28 = A-B+C ift.

6. Die geographijce Breite von Wien ift 48° 12’ 35, die von Rom
41953 54", bie geographifde Réinge von Wien ift 34°2' 49", die vou Rom
3009/30"; wie grofi ift der fphivifhe Abjtand beidber Stdbvte ?

7. Die fpharifche Cntfermung zwijchen Wien und Pavis {jt 139-67
geographijdhe Meilen, bdie geogr. Breite von Wien ijt 48°12° 35", bie von
Paris 48950 13" ; wie viel betrigt die Diffevens der Uhren an beiden Ovten?

8. Die geogr. Breite und Linge bdreier Orte auf der Erde und dex
Halbmefjer ber lepteven find gegeben; bevedue bdie Seiten, die Winfel und
ven Fladyeninfalt des dburd) jene Orte beftimmten fobiviihen Dreiectes.
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9. Die Leinge eines Sternes ijt 62°52 38", die Breite 1940 39",
bie Schiefe der Gffiptif 23°27, 30"; wie grof find die Rectafcenfion wnd die
Declination diefes Sternes ?

10. Bejtimme ausg der Declination 21°58' 15" eines Sternes, feinem
Gtundemwinfel 15° 3842 und der Polhdhe H0°5° 18" die Hihe und bHas
Wimuth vesfelben.

11. Wie hod) fteht die Sonne am 15. Aprl um 11 Nhr vormittags
fiber dem $Horizonte vou Gvaz, defjen Polhdhe 47°4‘ 20" {jt, wenn die De-
clination an diejem Tage 9° 50’ betragt ?

12, Um welde Tagesseit hatte die Soune am 20. Mai, wo bHie Decli-
nation 20°4' war, in Wien, defjen Polhdhe 48° 12 25" ijt, eine Hihe vou
3893012

13. Die geographijdje Breite vou Prag betvigt 5H0°5' 18", die vou
Triejt 45°38/37"; bevedhne die Daner des lingjten Tages fiir jeden biefer
Orte (8. 429, Bujap).

14, Weldye geogr. Breite hat ein Ovt, defjen lingjter Tag 18 Stunden
danert?

15. Wie viele Breitegrade mujs ein Ort mindejtens haben, damit fiix
denjelben die Daner des langjten Tages 24 Stunden evveidhe?



Vievter Theil.
Analptifdie Geomefrie.

8. 431. Ot analptifde Geometrie hat die Unterfudjung der Raum-
gebilde mit $ilfe der Redmung (Analyfis) sum Gegenjtande.

S der porliegenden Abhandlung befdranten wir uns auf die analytifdpe
Geometrie der Ehene.

I. Der Punkt.

Nedtwinilige Coordinaten.

§. 432. Um ein Raumgebilde analytifd) zu Deftimmen, wird dasfelbe
anf gewifje fejtliegende Qinien und Punite, welhe man ein Coordinaten:
fyjtem nenut, besogen. Dasg ecinfachjte und am meijten im Gebraudje jtehende
@oorbinatenjyftem ijt dag redytwinflige.

Man  zieht (Fig. 194) zwei fefte, zu einander novmale Gerade XX
und Y Y, welde jid) im Punfte O fdhneiden.

&ig. 194. Diefe Gevaven bheiffen Coordinaten-
Bl te adfen, und zwar XX’ die Abjciffenade,
o | YY' bie Ocbinatenadyfe; ihr Sdnittpuntt
I @ O beift der Anjangspunit ober Urjprung
= S der Coordinaten.
& ‘P g Sl €8 fei nun M ein Punft in der burd)
M ; Sl XX ud YY' gelegten Gbene. Bieht man
i von demfelben zu X X’ bdie Novmale MP und
st YY' die Novmale MQ, fo jind durd) die Lage des Punttes M aud) feine
Abftinbe MP und MQ von bden Goordinatenad)jen unzweidentig beftimmt.
Sind umgefelyrt die Abjtande MP und MQ gegeben, fjo it durd) diejelben
aud) die Lage des Punfted M bejtimmt; man darf nur in P eine Novmale
st XX und in Q eine Novmale ju Y Y ziehen, ihr Durchichnitt ift der

Puntt M.
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Die Abjtande MQ und MP feifen die Coordinaten des Punites M,
und zwar der Abjtand MQ ober der ihm gleiche Abjdhnitt OP bie Abfcifie
und der Abjtand MP die Ordinate. Die Abjcifje wivd gewdhulich durd) x,
die Ordinate durd) y begeichnet, wenn ver Puntt als ein beliebiger gelten foll.
Hat ein bejtimmter Punft M bdie Coordinaten OP=a und MP =,
jo duiict man dies analytijd) durd) die Gleichungen
X v
aus, weldje deghalb die Gleichungen des Puntftes M heifen.

Derfelbe Puntt wird anf diefe Weife immer durd) diefelben wei Gleidyungen
audgedeiictt, und diefelben wei Gleichungen bejtimmen tmmer denjelben Puntt.
Der Puntt M ift demnad) der geometrijhe Neprifentant der Gleichungen
x=a, y=D>b, und biefe jind der analvtijhe Reprdjentaunt des Punites M.

Ginen Punft M, Ddejfen Coordinaten a umd b find, pflegt man and
furzweg durd) (a, b) zu begeichnen.

§. 433. Die beiden Coordinatenadyjen theilen die Gbene in vier Qua-
branten. Wm mm anguzeigen, in weldhem Quadvanten ein beftimmter Punkt
liegt, werben die Coorbinaten auj den entgegengejebten Seiten jever Adje duvd)
die Borzeichen - ober — unterjdhicden. Man betvadytet gewdhulich die Abjcifjen
in der Ridhtung nacd) redhts von ber Ordinatenad)fe als pojitiv, die Ab=
jeiffen in der Richtung nad) [ints ald negativ; ebenjo die Ordbinaten in
ber Richtung nach oben von der Abfcijjenachje als pojitiv, bdie Ordinaten
in der Ridptung nad) unten als negativ,

Unter diefer Borvausjepung hat man, wenn (Fig. 194) OP = OP’
—aud 0Q =0Q'=b gefet wird,

file Do Puntt M ... = =-Fa F=—-Lbh:

1 " " VLA X:.—-ary:_&_b;
" " " B’_[‘l e X—;_ary:_ ;
1 " " B’I,“ e X = + a, y e e b.

Fite die Punfte, weldhe in der Abfciffenadhie liegen, ift dbie Ordinate Null;
fiiv bie Puntte, weldpe in der Ordinatenadhfe liegen, ijt die Abjeifje Null, Fite
ben Anfangspunit O, welder jowohl in der Ordinatens als in der Abjciffen=
adhje liegt, ift x =0 und y = 0.

8. 434, Abjtand zweier Punite weldedurdihre Conrdinaten
gegeben find.

Fig. 195. &b (Fig. 195) OP, =x, und M; P, =y, bie

lY @oordinaten des Punttes M, OP, = x, und M; P, =y,

a, die Goordinaten bdes Pumftes M,, fo ift, wenn man

‘ 2 I MR, || OX j3ieht, in dem vedhtwintligen A M, R, M,
B o M, M,? — M, R,? + M, R,?;

oder wemn der Abjtand M, M, = d gejest wird,
R = ) (s =)
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Umgefehrt wicd die Forderung, dajs ein Punft (x, y) vou dem Puntte

(a, b) den Abjtand d habe, durd) die Gleihung ausgedriictt:
(x —a)? 4 (y —b)? = d=

Fitv den Abjtand eines Punftes (x,, y,) von dem Anjangspunite (0, 0)
ver Coordinaten evgibt fid)

d? = X12 + ylz'

§ 435, Bedbingung, unter welder drei Punfte in einerx
Gevabden liegen.

1. @8 felen (Ftg. 195) die Puntte M, = (x,, y,), M, = (x,, 7,)
ud My = (x,, y,) gegeben. Riegen biefe drei Punite in einer Gevaden, jo
mitfien, wenn M, R, || OX ijt, die Drefecte M, R, M, und M, Ry M, dfnlid)
fein; man hat daber

M, R M, R R BT X —X

Ns Ri = M: R:’ ok _y:a—_}’x T 'xsi_ixi-;
0. b dbie Ordinatendifferengen je zweier Punfte miiffen den
entjpredhenden Abfcijfendifferenzen proportioniert jein

2. UmgePehet: Findet fite drei Punfte M, = (x,, y,), M, = (x, ,)
und M; = (x5, y,) die Bedingungsgleidung

JasrNye ST e K O 1)
85 V1 X — X
jtatt, fo miiffen diefelben in einer Geraden liegen.

€s fdmeide die durd) M, und M, gezogene ®evade die zur Abjcifien-
adyje Normale, weldpe x, zur Abjciffe hat, in ivgend einem Puntte M, deffen
Ordinate y jei, jo bajs M,, M, und M in einer Geraden liegen; bann ift nad) 1)

ol AR ! e SRR 2)
D 2 Xy — X,

Aus 1) und 2) folgt aber y =y, b. B die Puntte (X5, ¥) und
(X3, ¥s) mitfjen gufammenfaflen, odex M mufs mit M, entijd) fein.

§. 436. Aus den Coovbdinaten jmweier Punite M, = (=, ¥)
unbdb My = (x", y") die CGoordinaten des Punttes M, abzuleiten,
ver ihrve Berbindbungsjtvede M, M, in einem gegebenen Ber-
Haltnifie m:n theilt (Fig. 195).

@ind x, y bdie gefuchten Coordinaten Hes Punttes M, fo ift

m:n=MM:M,M; =P, P,:P,P,, ober
m:n=(X—x9:(x" — x), woraus fic) ergibt

DX’ - mx’
T il
Chenfo exbilt man
A Dy Ty
YieT
gitr den Halbierungspuntt der Strede M, M, ift m = n, baher
E o AR ¥ = s
274 (O

Moénit, Geometrie fiiv die oberen Glafion, 16



§. 437, Fladeninhalt eines Dreiedes, deffen Edpunite
burd) thre Coorbinaten gegeben find.
Fig. 196. Heifpt £ der Fladpeninhalt des Dretedes ABC
i (§ig. 196), jo hat man
4 f— AA'C'C - CCBB — AABB.
B Begieht man mun diefes Drveied auj bdag vedts
4 wintlige Comdinatenfyjtem X OY, und ijt
A BT X A=, y1) B=( 72)» C=(x; 7))

fo ift AACC = M‘ﬂé{‘_\—g%)’ COBB — (y_yﬂg)_g(u)’

0

AADB — Wty Ba=X) .y paper

2
f:}_lJ}'Q_yﬂ)-}-x‘_’ (¥s—¥1) T Xs (1 — )
5 ;
Bufdhe. 1. Auf gleiche Weife fann and) dev Fldcheninhalt jedes belie-
bigen Bielectes durd) die Coordinaten feiner Ecfpuntte bejtimmt werden,
2. Riegen die Punfte A, B und C in einer Geraden, jo ift f==0, daber
- O et 2O G e B S e il = S et ) S AR
toraus man diejelbe Vedingungsaleidhung
SV Bt
; Byl o N ;
ethalt, die in §. 435 auf einem andern Wege gefunden wurde.

Sdjicfwintlige Coordinaten.

§. 438. Stehen die beiden Achfen XX und Y Y nidht novmal, jondern
jdhief auf einander, o beifit das8 Coordinatenipjtem {dhiefwintlig. Die
jhiefwintligen Coordinaten eines Punttes M jind dann die MaBzahlen
der ©trecen, welde vou M zu den beiden Achfen mit denjelben parallel
gesogen werden. Jn bem Nachjolgenden follen nur redhtwintlige Pavallel-
Goordinaten in Vetvad)t gezogen werden.

Polar-Coordinaten,

§. 439. Mandymal ijt aud) bas Bolar-Coordinateniyjtem im
®ebraudpe. Bei diefem nimmt man einen fejten Puntt O (Fig. 197) an,

Fig. 197. weldjer der Pol genannt wird, und von demjelben aus

u einen feften @trafhl O Z, weldjer die Polavadyfe heifit.

M : Die Qage eines Punttes M it mm vollfonumen be-

timmt, wenn der Abjtand M O bdiejes Punttes vom Pole
he v fes P

und der Winfel MO Z, den MO mit der Polavachie bilbet,
befannt fnd.  Der Abjtand MO Dheifit der Rabinsvector, er witd immer
im abjoluten Sinne genommen und allgemein durd) r begeicdhuet. Der Winfel
MOZ = ¢ wird entwebder ven 0° b8 360°, oder von 0° big = 180° gesablt.
Die Guifen r und ¢ heiffen die Polar-Coordinaten des Punftes M.
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Transformation der Coordinaten.

§. 440. Hiufig tritt bet analytijdhen Unterjudjungen dad Bediirfnis ein,
bie Goorbinaten eines Punftes in eimem bejtimmten Achjenyjteme durd) die
Goordinaten biefes Punftes in Bejug auf ein neues Achjenfyitem, defjen Lage
gegen dag fritheve gegeben ijt, ausudriicfen. Diefe Anufgabe nenmt man die
Transformation der Coordinaten,

Fitv die Jwede bdiejes Budyes wird es geniigen, bden Ubergang von
einem vedhtwintligen Coordinatenfyfteme zu einem andern vechtwintligen zu
exbrtern.

1. Die newen Achien feien mit den alten dirvect pavallel.

Fig. 198. Sind (Fig. 198) OX, OY bdie Ad)jen des ur-
o : foviinglichen, O'X’, O'Y’ die Achfen bes neuen vedyt-
M winfligen @yjtems, und die Coovdinaten eines Punttes

| . M in Begug auf dag alte Shjtem OP=x, MP =y,

o'—P X’ in Begug auf das neue Shjtem O'P'=x', MP'=y';

L1+ find feemer OD=m, O'D=n bdie Coordinaten bes
oo 2 newent nfangspunttes O’ in BVejug auf dad alte
Syjtem, fo hat man OP=0D 4 DP wud PM=PP' |} P'M
oder X i~ XL gy M Sl

m nd n werden thy BVovzeidjen dudern, je nadppem O in einem Ddex
bier Quadbvanten legt. Vet etner pavallelen Veridjicbung der Achien ijt jeve
nrfpritugliche Coovdinate gleid) der algebraijdien Summe ans der entjpredhen-
bei nenen Coordinate und der entfprechenven Coordinate deg meuen Mrfprungs.

2. Die newen Adjen feien gegen die alten um ben Winfel e gedreht
(Fig. 199).

Dann ijt

OP=0Q—PQ=0Q — P'R= 0P cost — MP sin «

PM=PR4+BM=QP'4+ RM=OP’ sin ¢« + MP’ cos g,

fomit x—x'cos.a— y' sinal 9)
y=x'sin a4y cose |
Fig. 199. 3. Die neuen Achjen jeien gegen die alten

um den Winfel « gedveht und der neme Ur-
fprung habe beitglid) bes alten die Coordinaten

, W ound n.
s Nady 1 und 2 ift damn
[ Xx=m -+ x' cos ¢ — y' sin & | o

5
a8

(7] P a y:n—f—x’sillaﬂ—y'cosaj'”o).

§ 441, NRechtwinflige Coordinaten in Polar-Coprdinaten
31 verwandeln.
Wir Dejdpranten unsd hiev auj den einfadjten Fall, weun der Pol O
16%
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(Fig. 200) mit dem Urfprunge, und die Polavadje OX mit der Abjcifjen:
adyje des vedhtwintligen @yjtems ujammenjdllt.
€s feien fiix Dem Punft M, x=O0P, y=MP bdie redhtwintligen
Coorbinaten, ferner r = ODM bder Rabdiusvector und ¢ = MO X bder Wintel
vesfelben mit der Polavachie.

ig. 200. Aus dem vechtwintligen Dreiecte MP O ergibt fid)
T o x =1 cos ¢, | d
. cee 4),
/_/ y = rsin g;
(2 ferner
0 7 X x? 4 y?=—r2

Bufal. Begeidmen & und  die Winfel des Iladiusvectors OM mit
ben pojitiven Achien Der x und der y, von 0° big 180° gezdhlt, fo {ijt
x=rcos & unb y=r cos.
@ubjtituiert man diefe Werte in x* - y? =r?, jo ergibt {id)
cos §2 4 cos p* = 1.

Aujgaben.
8. 442. 1. Beftimme die Lage der Punite, deven Eoordinaten fiud:
Al x— 3 el ol — iy — 3 el — il = — 4;
d)x=—2, y=1s0)x=0  y=2; fHix=—38, y=0

2, Gonjtruiere bag Dreied ABC, in weldjem der Edpunft A — (—2, 0),
B-=(2, —3) md C=(4, 4 ijt.

3. Bejtimme ben Abjtand der Punfte a) (7, 10) wmd (=5, H),
b) (6, —B) und (—2, 1), ¢) (12, —12) umd (—9, 8).

4. Driide durch eine Gleichung aus, dafs der Punft (x, y) von den
Bunften (5, 4) und (3, 2) gleidyweit abjteht.

5. Beftimme  den Puntt, weldher von den Punften (3, 4), @, —3)
und (—2, 3) gleichweit abfteht, und gib diefen Abjtand an.

6. Bwei Cdpunite eines Dreiedes find (4, —2) wnd (3, 2), der britte
liegt tm Urfprunige; beftimme a) die Linge jeder Seite, b) die Coorbinaten
bes Dalbievungspunttes jeder Seite, und c) den Flddeninhalt des Dreiedes.

IL Gleidungen swifden jwei Variablen uud ifre geometrifden Srfer.

§. 443. ®rdfen, deven man wihrend einer Rechnung oder Entwidlung
einen beftimmten unverinberlichen Wert beilegt, heifen conftant, im Gegens
fate su den verdnbeviidyen ober variablen Grbfen, welde jeden belie
Digen, ihver Natur angemefjenen Wert annelmen Thmuen.

Die Beziehungen zwifdyen variablen und conftanten Grifen werden durd
Gleihungen ausgeduvitdt; 3 B. y = 2x - 3. Bedeutet hier x eine
variable @vdfe, fo ijt, da der Wert von 2x + 3 mit x fid) dnbert, aud) y
variabel; weil jedod) zu jedem fpeciellen Terte von x aus y = 2x + 3 ein
Deftimmter Wert vou y fich ergibt, fo exfdheint y al8 abhingig von x. Man
untericheidet daher unabhangig und abhangig Baviable; bdie erfteven
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find jee, Demen man jeben beliebigen mit ifver Natur vertrliglichen Wert
beilegen fanm, die legteven folche, Deven Werte durd) jeme der unabhingig
LBarviablen bejtimmt twerden.

Um ausgudvitden, dajs eine Baviable y von eincr andern x abhingig
fei, fagt man, y jei eine Function von x und begeichuet died durd) das
@ymbol y =1 (x).

8. 444. Gine Gleichung 3wifden zwei Bariablen x und y hat unzdhlig
piele Anufldjungen; werden filv x nad) und nad) veridhicdene fpecielle Wevte
gefest, o exhilt man zu jebem Werte von x aug der Gleidung aud) fitv y
einen odber mehreve zugehbrige Werte, Betvadtet man nun jedes Paar
sujammengehdrender Werte von x und y als Coordinaten eines Punttes M
i Bezug auf ein beftimmtes Achienjyjtem und conjtvuiert hiernad) den Puntt,
fo exjcheint jede Anflbfung der Gleichung geometrijd) durd) einen Punkt davgejtellt.

Se wentger von einander verfdjicden man die aufeinander folgenden
Werte von x annimmt, defto ndbher aneinander rviiden aud) die duvd) bie
Goordinaten beftimmten Punfte. Durdhlauft x alle veellen mnegativen und
pofitiven Werte vou — O big 4 O, o bejdreibt dev vaviable Punlt M eine
bejtimmte Qinte, welde die Gigenjdhoft Hat, dajs die Coordinaten jedes ifrer
Punfte der gegebenen Gleihung geniigen. Diefe Linie feifst beshalb dev geo-
metrifde Ort der Gleidhung,

Su ber Ansjithrung werden fo viele Punfte der Linie beftimmt, als
nothig find, um bie Linte volftandig davzujtellen.

Bum beffeven BVerjtandniffe migen jolgende Beifpiele dienen.

1. @3 jei die ®leichung des erften Grabes

y=2x—1
st conftruieven, . i. thr geometvijher Ovt zu beftinumen.

Die Abfcijjenadie fei XX (Fig. 201) und O der Anfangspunft bder
Goordinaten.

T S D W et S G
T e e

Zvigt man .auj der Abjcijfenachie die po:
jitiven Werte von x von O aug big P, P, PY,...
und die megativen won O bis Q,Q,Q", .. auj,
evvidhtet in  Diefen Punften RNovmale und trigt
auf denjelben bdie entfprechenden Werte von y,
und gwav die pojitiven nad) oben, bdie negativen
nad) unten auj, fo liegen bdie Eudpunfte M, M,
M*,.. N, N‘, N“.. in ber finie, weldje durd
vie Oleidung y =2x — 1 analptijd) beftimmt
iit. Da bdie Ordinatendifferenzen den Abjciffen-
oiffevenzen proportioniert {ind, fo ijt bie Linie
nad) § 435, 2 gevabe.

Fia. 201,
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Um ben Pauntt B gu evhalten, in weldem diefe Gevade die Ordinaten-
ad)fe jchueidet, erwdge mam, 2ajg fiiv bdiefen Punft x =0 ijt; dann witd
y=2x —1=—1, aljo ijt OB = — 1. Fiir den Puntt C, in welchem
die ®erade die Abjciffenadhie jdueivet, mujs y =0, alfo 2x — 1 = 0 fein,
woraus fid) x = } ergibt; aljo ijt OC = L.

Gonjtruieve ebenjo die Gleidhung y = — 2x.

Weldher geometrifthe Ovt entfpridyt folgenden Gleichungen:

ajiy— b). = =10, el —tl): d) x'—"0?

Qever Gleichung bes evjten Grades entfpridht eine gevave Linte.

2. Man conftruieve die quadratifdhe Sleidning
x? ;- y?=0, oher y =+ V9 —x2

File x =0, il 24 R — 2, —3
b A= mh e e dfe g e AT s S 0

Fig. 202. Werden je zwei zujammengehorige Werte

5 bor x und y al8 Coordinaten eines Punites

N"’ﬁfﬁ’\ M in Begug auf dag Syjtent, deffen Abjcifjenadhie

/ i ?{X‘ (Fig. 202) und 'be]"fen' ?Infaugﬁpuuft' 0}

= 0(\%“:_5_.‘; P L~ ift, angenommen, jo evgibt fid), Dbafs u jeder

‘ : Abjcijffe amwet gleidhe entgegengefeste Ordinaten,
N % und Ddajs ebenfo zu jeder Ordinate zwei gleide
Vi) entgegengejebte Abjcifjen gehoven. Die Dber obigen
®leidung entfprechende Linie Dbefteht bdemnad) aus
vier ufammenhangenden Theilenm, weldye in Beziehung anf die Coordinaten=
adhfen fymmetriic) liegen.

Fir x=—10 ift y = 3; nimmt man bafjer OB —= '3 Wi

OD = — 3 an, fo jind B und D bie Punfte, in denen die Orbinatenachie
von der Linie gefdnitten with. Bu y = 0 gehrt x = == 3; nimmt man
baher OA = -+ 3 und OC = — 3 an, fo find ebenjo A und C die Sdnitt-

punfte der Linie mit der Abjcijjenadie.

Jitr alle pofitiven und negativen Werte von x, weldye grifer als 3 find,
gibt e8 feine Orbinaten, da fiir x >3 y imagindr witd; ebenjo fann and
y nidht qrdfer al8 3 jein. Die frumme Linie ijt alfo eine begrenzte.

3. @3 fei zu coujtvuiecen die quadrvatifdhe Gleidhung

x? —y?=9, ober y=+ Vx?—0.
wiley =238, =4 St e (G SIS
with y=0, S e e S ST A

Fitr alle Werte von x, welde gijden — 3 und + 3 liegen, wird y tma-
gindy wnd exhilt man dabher (Fig. 203) feine Punfte der Linie, Fiir x =3
with y==0; Ddie Rinie jdmeidet aljo die Abjciffenachfe in den Abjtinden
OA=-13 und OB=—3. Da ferner zu gleichen pojitiven und negativen
Abjciffen gleidhe Orbdinaten gehoven, fo folgt, dafé die Linie ausg zwei



ig. 208. getvennten jten yufammengefept ijt,
/" welde auf beiden Seiten ber Orbis
Vi natenadyfe fymumetrifc) liegen.
M,;’i | Seder  pofitiven, fowic jeder
{4 negativen  Abfeifje entfprechen zwei
et gleiche  entgegengefepte Ordinaten,
o il _Ef{_ —yund zwar nchmen mit den wade
b fenden Abfcifien and) die Ovdinaten
i ohue Gnbe gu. Hievans ergibt fid,
L | bajé jeder Ajt der Linie aug zwei
i Theilen bejteht, weldhe fid) oberhalb
\ wnd unterhalb der Abjciffenadyje jyme-
metrifd) ing Unendlide erjtecen.
Gonftruiere nod) die quabdratijchen Gleichungen:
Ayl =6x— c) y2 =4x, e) 4x* -+ 9y? =36,
b)y = x* 4+3x—2, d) xy=10, f) 4x?* — 9y?= 36.
Aus den voranjtehenden Aufgaben ift exfichtlidh, 0ajs die geometrijden
Orter quabdratifdher Gleidhungen an Gejtalt fehr verjdyieden fein fonnen.
4. 8 foll mod) die tramgcendente Gleichung y = sinx conjtruiert
werden (Fig. 204).

m p 57 3 2
wiir==—10, g, T, %, 2, %,.. —-——7;—, —z, — L;,— A
it p==0, 1 0 =l rlie o= st O

Hig. 204,
v

el B

R e e o

K

Den Abfciffen x =0, ==, 4= 2x, == 3x,.. entjpricht die Orbinate

y=0; bie 3u y=-sinx gehrvige Linie jdneidet alfo bdie Abjcifjenadie

joroofl in bem Anfangspunfte alg in den Abjtinden =, 27, 3x,.. redts wnd
linfs vom nfangspuntte.

BoiEE== (R iG— % ﬁt't"b die Ordinaten pofitiv und jtetig wad)jend;

filr x = % evveicht die Orbdinate dem gridften Wert 1; von da an mnehmen
pie Ordinaten in derfelben Weife ab big x ==, wo y = 0 wirtd und aljo
die Rinie die Abfcijjenadyfe {chneivet. Ein gang gleiher Theil bder Linie liegt
sivifdyen x == und x =2z aquf der unteren eite bder Abjciffenadyfe.
Unaloge Beziehungen finden aud) fitv negative Werte von x ftatt.



Die frumme Linie, weldye die Gleidung y = sin x geometrifdh davjtellt,
befteht alfo aus unendlich vielen gleichen Theilen, weldje abwedyfelnd oberhalb
und unterhalb der Abjcifienadhje liegen.

§. 445. ©owie fid) jede Gleichung awifdhen x und y geometrijd) durd
eine Linie darjtellen [djst, fo fann aud) umgefehrt jebe Linie, in weldjer ein
bejtimmtes Bildungsgejess vorherridht, durd) eine Gleichung ausgedritckt werben.
Nimmt man ndmlid) in der Linde einen vaviablen Punft M an, jo mujs
awijden den Coordinaten desjelben eine bejtimmte Relation jtattfinden, die fid
ang fvgend einer djavafterijtijden Cigenjdhaft der Linie ergibt und die daber
fiiv alle fagen de8 variablen Punftes unverdnbdert fortbefteht. Wird bdiefe
elation gwifden x wnd y dbuvd) eine Gleidjung ausgedriictt, jo heift diejelbe
die @leidhung der Lindte.

Cine Gleichung zwijden zwei Varviablen ijt demnad) der analytifde
Reprdfentant fiiv eine gegebene Linie, jowie wmgefehrt die Linie der geo-
metrifdye Reprafentant fiiv eine gegebene Gleidhung ift. Auf diefer Wedfel-
beziehung bernht das Wejen der analytifden Geometrie. Sie hat die
Aufgabe, aus ivgend einer befannten darvatterijtijhen Cigenjdaft einer gegebenen
Linie die Gleidyung abjuleiten, welde durd) die Coordinaten jedes Punftes in
der Rinte erfitllt wird, und anbdevereits and einer gegebenen Gleichung zwijdhen
pwet Vaviablen dag bdurc) fie davgeftellte geometvifhe Gebilde zu ermitteln;
ingbejondeve aud), durd) Mobdification und Combination der Fu beftimmten
Linten gehorvigen Gleihungen und veven geometrijhe Dentung die Eigenjdhajten
diefer Linten zu entwideln.

gn dem Nadyjolgenden folfen nacd) der Ordbuung die einelnen Linien,
die fid) durdh) Gleichungen des exjten und des zweiten Grades ausdriicten lafjen
analytijch) unterjud)t werden.

III. Die gerade Linie.
§. 446. Allgemeine Gleidung einer Geraden.
€s fei AB (Fig. 205) die gegebene Gerabde; ifrve Lage fei geometrijdy
bejtimmt burc) den Winfel BAX = «, ben fie mit dex pofitiven Richtung
ver Abfcifjenachje bildet, und duvch) das von ihv abgefdnittene Stiid OB = b
der Ordinatenadhije.
Jit M ein beliebiger Punft der AB und jinb x = 0P, y = MP
feine @oordinaten, fo hat man, wenn BR || O X gezogen wird,
Fig. 205, y=MP = MR + RP.
Jun 1t
MR = BR.tang MBR = x tang o, und

7
) RE:-— b;i babes
y=xtanga -+ b,
B & pder, yenn man tang a = a fet,
XI /[ (7] .I' 7 X
o

y=ax -4 b.
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Diefe Gleidpung findet wifdhen den Coovdinaten x und y eines jeden
Punftes der Gevaden A B ftatt, fie ijt daher die Gleidjung ber Geraden.

Da a und b jede beliebige veelle Sahl bedenten fomuen, fo ijt die Glei-
dung y = ax 4 b der analytijhe Ausdrud fitr alle miglichen geraden Linien.
Fiie eine bejtimmte Gevade haben and) a und b gang beftimmte, conftante
Wevte, wihrend x und y vaviabel find, d. i filv jeden andern Puntt diefer
Gevaden andeve Werte aunehmen. Die Grife a — tang « heift, da fie blof
bon der Richtung der Geraden gegen die Abjcifjenadhie abhingt, die Rid)tungs-
conftante.

8§ 447. Disgcuffion der Gleidung y =ax + b.

1. Da die Gleidung y. = ax - b 3wei Conjtanten a und b hat, die jo
lange unbejtimmt bleiben, alg nidyt von einer beftimmten Gevaben bdie HRebe
ift, fo folgt, Dafs zur vollfommenen Beftimmung einer Sevaden zwet Be-
bingungen erfordeclid) find.

2. Die Ridtungsconjtante a ift pofitiv ober negativ, je nachdem bder
Winfel a, welden die Gerade mit der pojitiven Abjcifjenadyje bildet, fpif oder
ftumpf ift. Die Conjtante b ift pofitiv oder negativ, je nadhdem die Gerabde
die Orbinatenad)je oberhalb ober unterfalb ber Abjcijjenadyie jdhmeidet.

Man fann daber fhon ausd den Vorzeidhen der Conjtanten erfeben, auf
welder Seite die Coordinatenad)jen von der Geraden gefdnitten werben.

3. Filr den Sdnittpuntt A der Geraden AB (Fig. 205) mit ber Ab-

fcifjenadhie ift y = 0; dann folgt aus der obigen Gleidhung x = — —2. Fitr den
Scnittpuntt B der Geraben mit der Orbinatenad)fe ijt x = o, baher y = b.
Sept man — l; — ¢, halinta— — -g, fo  unimmt bdie Gleidiung
y = ax -+ b folgende Form an:
X Wi en
e

in weldjer die Nenner von x und y bdie Abjdynitte bedeuten, welde die Gerabde
auj der Abfeifjen= und auf der Lrdinatenachfe vom Urfprunge an beftimmt.
4, Nimmt man b =10 an, o erhilt man x —=ax al§ Gleidung
einer durd) denUAnjangspuntt der Coordinaten gehenden Gevaden.
Diefe Gleichung enthdlt nur nod) eine Conjtante, da die eine Bedingung ber
®eraben jchon dadurd) angegeben ift, bajs fie duvd) den Anfangspuntt geht.
5. @oll bie Gerade, weldje durd) den Coorbinatenanfangspuntt geht, und
deven ®leidung y == ax ijt, mit der Abfcifjenachfe sufammenfallen, jo mujs
man den Winfel «, und fomit and) a, gleid) Null fepen; man exhilt alfo
y=0 al8 Gleidung der Abjcifjenadie. Y
Bertanjdht man die Abjciffenachje mit der Orvdinatenadhje, fo exgibt fidh
dant x =0 alg Gleidung der Ordinatenadie.
6. @oll die Gerade 3 der Adhfe der x, wund zwar in dem Abjtande b
parallel fein, fo mujé man i der Gleidung y = ax + b den Winfel «,



aljo aud) a, gleid) Null fepen, woduvch) man y = b als Gleidung etner zu
ver Abfeiffenadyfe indem Abftande b pavallelen Geraden ehilt.
Bertaufeht man die Ad)fen der x und der y, fo ergibt i) chenjo x = e
als Gleidyung einer zu der Ordinatenadje in dbem Abjtande ¢
parallelen Geraben.
§ 448. Der geometrijde Ovt einer Gleidhung des exjten
®radves gwifden zwei Varviablen ijt eine Gevade.

Beweis, Sede Gleidhung des evften Grades zwijdhen zwei Variablen
Ax+ By 4+ C = 0 [afét jidh auf die Form y = ax + b bringen.
Betvachtet man nun die Gleidung y =ax 4 b al8 den analptifchen Aus-
oruc filv eine Binie, fndem man x und y alg die Coordinaten ihrer Punkte,
a und b aber al8 conjtante Grdfen anficht, jo hat man fitr ivgend dret Puntte
diejer Linie, beven Coordinaten x,, y,, X,;, ¥, Wnd x;, y, find,

Y. =ax, + b, Ya =2axX; + b, Ys = ax; + b.

Subtrahiert man die exfte Gleihung vou jeber der lepteven, fo exhilt man

Yo — ¥, —alx, —x) b ¥y, — ¥y —a (% — %),
baber

B KT L P S

i e bl X3 — X"
Die dvet Puntte liegen demnad) (§. 435, 2) in einer Geraden, . 1. dex
geometrijdje Ovt der Gleidhung y = ax -+ b ijt eine Gerabde.

§ 449. Confjtruction einev Gevaden, deven Gleidung ge-
geben ijt.

Man bejtimme zwei Punfte, durd) welde die Gerade gehen foll, indem
man aug der Gleidhung zwei Paare zujammengehiviger Werte von x und y
jucht und diefe conftrmiert. Fm allgemeinen ift e am bequemiten, die Scmitt-
punfte der Geraben mit den beiden Wchfen zu beftimmen, inbem man in der
Gleihung einmal y = 0, und dann x == 0 feft.

§ 450. Gleidung einer Gevaden, welde durd) einen ges
gebenen Punit (x,, y,) geht.

Die verlangte Gleichung hat die Fovm

y=ax -+ b..:.1),

wobei a und b ber- Bedingung der Aufgabe gemidf 3t beftimnen find.

Damit die Gevave durd) den Puntt (x,, y,) gehe, miijfen deffen Coor-
dinaten der Gleidyung 1) geniige leiften; e muis alfo

Vi — 3% = b= .32
fein. Diefe Gleidyung enthdlt aufer den befanuten Bahlen x, uud y, nod) die
Unbefannten a und b und fann daju verivendet werben, bdie eine Unbefannte
ourc) die andere augzuvritden. Man erhilt b =y, — ax, und damit geht
bie Gleidhung 1) iiber in
Y=—ax | ¥ —ax; ober F—yi=2ax—x5)...3).
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Diefe Gleidung 3), weldhe man aud) durd) die Subtraction der Glei-
dung 2) von 1) exhiilt, Hat noch eine unbejtimmte Conjtante a, iwie es fein
mufs, da durd) einen Puntt 1nzafhlig viele Gerade gezogen werden fonnen. Jit
aber bie Aujgabe gejtellt, die Gleidung einer Gevaden zu findben, weldye durd)
ben Punft (x,, y,) qeht und die X-Achfe unter einem Dbeftimmien Wintel
fdhneidet, fo fat a in 1) und 2) und dabher and) in 3) einen bejtimmien Wert
ober e gibt nuv eine Gevade, weldje diefen Bedingungen genitgt.

§. 451. ®leidyung einer Gervaden, welde durd) zmwet gege-
bene Punlte (x,, y,) uud (%, yo) geht.

Die verlangte Gleichung hat die Fovm

y=ax-+|b...1},
wo a und b nod) unbejtimmt jind.

Damit die Gerade durd) die zwei Puntte gehe, miiffen deven Coordinaten
ber ®leichung 1) genitgen, es mitjjen fomit die Bedingungsdgleichungen

Yi=a% +b...2) mb y,=ax, }b...3) Deftehen.

Yus 2) und 3) fonnen mun a und b Dejtinumt und ihve Werte in 1)
eingefept erden, wobdurd) die unbefannten Conjtanten a und b in 1) durd)
die Coordinaten der gegebenen Puufte ausgedviidt find.

Dasfelbe evveid)t man oud), wenn man die Gleiduug 2) von 1) und
dann von 3) fubtrahiert

F—Yi—a (x—x)..4) Yo — Y1 =2 (%X, —%,)...D)
und nun a aug 4) wnd 5) eliminiert. Mian exhilt jo als die gejudte Gleidyung

Gt e T EnEe B

8, 452. Norvmalform der Gleidung einer Geraden.

€3 fei die Qage einer Gevaden AB (Fig. 206) geometvifd Deftimmt
durd) die &dange der Normalen ON=p vom Coordinatenanfangspuntte auf
die Gevade und durd) die Winfel XON=¢ mud YON =17, welde bdicfe
Jtovmale mit den pofitiven Coordinatenadyjen bilbet.

Die allgemeine Form der Gleichung diefer Gevaden ift

Yy=ax-+4b, odber y —ax—b=0.

ig. 206. Werden alle Glicder bdicfer Gleihung mit
| o cos « multipliciert, jo exhilt man
Yl M~ y cos ¢ —x sin a—b cosa=0,
BV oher, ba @ —7 =& — 909, folglidy
p — sin e =rcos § (§ 350),
A Pt cos @ ==cos7 1d b cos a=7p ift,
S 0. P Xs xcos §4y cos p—p=0,

Diefelbe Gleichung exhilt man auf analege Weife andh fiir jede andere
Qage der AB; nur miifjen in den Fillen, wo cos « und b entgegengejeste
Borzeidjen haben, die Glieber in der allgemeinen Fovm bder Gleihung nidyt
mit cos «, joudern mit — cos « multipliciert werben.
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Die Gleidung x cos § 4y cosy— p=0 heifit die Normalform

ver Gleidhung einer gevaden Linie. Sie hat drei Conjtanten cos &,

cos  und p, welde fich jedoch auf 3wei vedbucieten, dba cos §2 -+ cos p*=1

(§. 441, Buf.), und jomit durd) cos & aud) fdon cos 7 Deftimmt ift. Die

Winfel § und # werden von 0° big 180° geydhlt, die Linge p whd unter
allen Umiténden al8 pojitiv angenommen.

Bufak. Aus dev allyemeinen Fovm der Gleichung einer Gevaden evhilt

man ihre Novmalform, wenn man alle Glicder der exjteven mit
1 1

Vittmge Vifte
multipliciert. €8 ijt demnad) fiiv alle Werte von x und y

== og ai—

X CO8 § + .Y CcOoS ?] i p — y:ax_h

\.sz_———, fD]nlt:

- 1 b
P el e DT
wobet bag Bovzeiden der Quadratwurzel V 1 + a? mit dem Borzeidyen von
b itbeveinftimmend genommen werben mujs.
§. 453. Abftand eines gegebenen Punftes von ciner gege-
benen Geraden.
1. €8 fei (Fig. 207) M = (x', y) ber gegebene BPunft und x cos & +
y cos 7 — p==0 bdie in der Novmalform gegebene Gleichung der Gevaden A B.
Da p = ON alg pojitiv angunefmen ijt, jo mujs die Novmale P=»MQ
bon dem Punfte M auj bdie Gerade AB pojitiv ober mnegativ genommen
§ig 207. werben, je nachdem M aund der Coordinaten-
Y[ anfangspunft O auf derfelben ober auf entgegen-
|@/ g Gejebten @eiten der A B liegen. Nehmen iix
BY \M hier den erjten Fall, alfo P pofitiv an.
Biehen wiv durd) M die A‘B' || AB, fo
fallt die zu A‘B’ Normale ON‘=7p' in bdie

cos § =

N ON und bilbet baher mit den Coorbinatenachien
£ i{’ ebenfall$ die Winfel & und 7; die Gleihung der
7 T T S PR
FAREY ek x cos§+ycos pg—p' =0

Da der Punft M = (x', y') in bdiefer Gevaden liegt, o ift
x‘ cos § + y' cos  — p’ =0, daher
p'=x'cos § 4 y' cos 7.
Jtun ift MQ = ON — ON, odex P = p — p’; folglid)
P=p-—x'cos £ —y' cos 7, oder
P= —(x'cos §+ y' cos  — p).
Da man zu demfelben Rejultate auc) fitr jede andere Lage des Punites
M gelangt, fo evgibt fid) der Sap:
Dev erjte Theil der im der Normalform qegebenen Glet:




dung einer Gevaden, negativ genomuen, britcft den Abftand
pes Punftes (x, y) von diefer Gevaden aus,

2. Sit vie Gleidhung der Gevaden AB in ber allgemeinen Fovm y =
ax - b gegeben, o hat man, da nad) §. 452, Bujap

x cos §ycosyp—p= Yfl_:’:a_vll ift,
y'—ax'—b
Sy

§ 454. Polargleidhung einer Gevaden.

Um die Gleidyung der Gevaden A B (Fig. 208) fite vie Polar-Coordi-
naten gu erhalten, nehmen iwiv der Ginfachheit halber den Urfprung O ber
rechtivintligen Coordinaten als Pol und die Abfciffenadyfe O X als Polavadyje
an; fite den Punft M it ot x = OM, p'=— MO X, “Sitanun QN = p

Fig. 208. per Abjtand des Poles von ber Geraden AB
¥ und der Winfel BCX = ¢, fo erhilt man
B aug dem rvedhtwinfligen Dreiede MN O

OM=— -9 _ operda NMO = ¢ — «ift,

N sin NMO’
’ {;’/\/ % X P

X 0 r=— -
i sin (¢ — «)
¥ als Polargleidhung der Geraden A B.

Diefe Gleiung erhilt man and) aus y —a x4 b, indem man
(§. 441) y =1 sin @ und x ==1r cos ¢ fept und beadhtet, daj$ a = tang
o und b cos = p ift.

Bwei Gerabde.
§. 455. ©dnittpunft zweier Gevaden.
€8 feien y = ax 4 b...1),

Fig. 270 Y= a'x-=ha - 2)

¥Y) 5 oie Gleihungen der beiden Geraden AB
' // und A‘B’ (Fig. 209); man judye die Coor=

/‘(/M vinaten ihres @Sdmittpunttes M.
= Fitr alle Punfte der Geraden AB ift
M y=ax - b; fiir alle Puntte der Geraden
y— LG /chIO e A'B" ift y —a'x -+ b’; Ti'{t: oen 'iBunft,
o A/ Y|' . der in den Deiben Gevaden liegt, filr Dden

“@dnittpuntt M, mujs daher y=ax-b
und gugleid) aud) y = a’x + b’ gelten. Dem Punfte M werben daber jene
Coordinaten x und y zufommen, bdurcd) weldje beiden Gleichungen zugleid)
geniige geleiftet wird; biefe Werte ergeben fidh) aber durd) nfldfung jener
®leichungen; man exhilt
b —Db’ gib—ab/

X — -
a'—a’ a'—a
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§ 456. Gegenfeitige Sage zweier Gevabden.

1. @ind (Fig 209) die Gleidyingen der Geraden AB und A'B’, weldye
mit der Abfcifjenachje die Winfel « und « bilden,

y=ax—+bud y=a'x-| b

o alfo a = tang ¢, a’= tang «' {jt, fo Bhat man zur Bejtimmung Hes
Winfels AMA' = v, den die beiden Gevaden einjdhliefsen,
_tang e —tang o’
1--tang « tang e
Der Wintel AMB' ift ber Nebenwinfel von v, baber

a—a'

tang AMB' = — tang v = — A
2, ©ind bie beiden Geraden AB und A‘B’ einander pavallel, ijt
alfo ¢ = ¢/, o ijt aud) a = a’,
@ind die Geraden AB und A'B’ zu einander normal, ijt alfo

a—a'

D o P i A
=——- Dpoer tang v TR

tang v = tang (¢ — &) =

a=90° 4 ¢, fo ijt tang ¢ = — cot &' (§. 350), fomit &a = — ;
Die Gleidjung a = a’ driidt aljo bdie Bedingung der pavallelen,
oie Gleidung a = — ;1—, bie Bedingung der normalen Lage der zwei

Geraden aus.

§ 457, Gleidhung der Halbievungslinie eines Wintels,
veffen ©djenfel durd) ihre Gleihungen gegeben jinbd.

1. €8 feien die in ber Novmalform gegebenen Gleihungen der Schentel
eines Winfels x cos § -y cosy, —p; =0 und x cos &, 4y cos 7, — p, =0,
weldhe Gleichungen wiv der Kiivze Hhalber durd) Lie Symbole

AT — O DA S
angbritden mwollen,

a) Liegt ber Coordinatenanfangspuntt in bdem gegebenen Winfel felbit
oder in einem @deitelwinfel, fo find bie Abfidude eines beliebigen Punuftes
(x, y) ber Winfelhalbierungslinie von den Schenteln (nad) §. 453) im erften
Falle — A, und — A,;, im gweiten + A, und 4 A,. Da nun diefe Ab-
ftinde (nad) §. 46, 2) gleich jein miifjen, fo ijt in beiden Fallen A, = A,,
und fomit die Gleidhung der Halbievungslinie

A — A, =0

b) Liegt der Coorbinatenanjongspuntt i eivem bder Nebemwinfel des
gegebenen Winfels, jo haben bdie Abjthnde eines jeden Punftes (x, y) ber
BWintelhalbievenden von Dben beiden Schenfeln entgegengefeste Borzeichen; fie
find alfo entweder — A, und + A,, ober 4 A, und — A,, und man hat,
da biefe Abjtande gleich fein miifjen, in jebem Falle A, = — A,; mithin
ift hier die Gleidhung der Wintelhalbievungslinie

A A, =0,

2, Gind die Gleidhungen der Schentel eines Winfels in der allgemeinen
gorm y =a; x -+ b, und y =a, x + b, gegeben, {o evgibt fich aus 1.
mit Riidjicht auf §. 452, Bujap
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A7)

Yo S e e
‘ VT NN
als ®leidung der Halbierungslinie des Wintels, in weldjem ver Coordinaten-
anfangpuntt liegt, und

LT.S,'E;TL 3____2"&: =0

Vita? V1-+fa
als ®leichung der Halbierungslinie feines Nebemwinfels.
§. 458. Bedbingung, unter welder {id drei Gerade in

dpemfelben Punfte jdhneiden.

€3 feien G, = 0, G, = 0, G; = 0 die Gleidjungen dreier Gevaven,
wo G =0 bag @ymbol fiir die Gleidjung einer Gevaden in dev allgemeinen
Form ober in der Normalform ift.

Multipliciert man die gegebenen drei Gleichungen folgeweife mit 2,, 25,
25, und laffen fi) diefe conjtanten Factoven fo Dejtimmen, dajé 23 Gy =
2, G, + 2, G, eine identifdye Gleidhung wird, jo fdneiden jid
die drei ®eraden in demfelben Punfte.

Denn fept man die befondeven Werte fiix x und y, welde den Glei-
dungen G, = 0 und G, = 0 genitgen und daber threm Sdnittpunite an-
gehoren, in die ibentijdhe Glethung 2, Gy = 2, Gy + 2, Gy, o verjhwindet
ber zweite Theil, alfo muis aud) der exfte Theil 2, Gy = 0, und, da iy eine
conftante Bahl ift, aud) Gy = 0 werben. Diefe Defonderen Werte fiir x und
v befriebigen fomit aflle brei gegebenen ®leichungen, o. . die brei Geraden
fdhueiden einander in einem gegebenen Pumfte.

Sn ber Anwendung tritt am hiufigiten bie folgende, fiiv 2, = 1, =
2, = 1 fidy exgebende Form der obigen identijhen Gleihung anf:

St — G -G

@ie enthilt den Gah: Wenn von den Gletdungen dreier Ge-
raben die eine gleid) ijt der Summe dbev beiden anberven, fo
fdneiden i) die dret Gevaden in demfelben Puntte.

§. 459. Bur Amwendung der vorvanjtehenden Lehren follen hier bie ana=
Ihtifchen Wemweije einiger Lehridpe vom geradlinigen Dreiede folgen:

1. Die Halbierungslinien der dret inneven Wintel eines
Dreiedes {dhuneiden einander in demijelben Puntte (§. 48, 2).

©ind die Gleichungen der Seiten eines Dreieces in der Novmalform

A =0, A, =0, g =
fo find, wenn man den Coordinatenanfangspuntt inmerhalb des Dreieces an-
nimmt, nad) §. 457 bie Gleihungen der Winfelhalbierungslinien
A — A =0, A — A, =0, A, — A, =0,

Da nun bdie erfte diejer Gleidyungen gleich ijt der Summe der beiden
anderen, jo folgt nad)y §. 4568, bajs fid) die brei Halbierungslinien in dem-
felben Puntte jdyneiven.

=0
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2, Die Halbievungslinien eines inneven Wintels und
ber jwei ihm unidht anliegenden Aupenwinfel cines Dreiedes
juneiben einanber in demfelben Puntte.

Nad) §. 457 erhilt man die drei Gleichungen

A, — A =0, A — 0, == —1(

Die britte Gleihung ift die Summe der beiden anbderen; aljo jdmeiden
jidy die drei Winfelhalbievungslinien in demfelben Punite.

3. Die Palbievungslinien der drei Anfenwinfel eines
Dreiecdes fdueiden die gegeniiberliegenden Seiten in dret
Puntten, welde in devfelben Geraden ltegen.

Nimmt man wieder den Urfprung der Coordinaten innerhalb des Drei-
cfes an, fo fiud bie Gleihungen der Palbierungslinien der jenen Seiten
gegeniiberliegenden Aupermwintel

A, + A, =0, A + A, =0, A A =0

Die Goordinaten des Scuittpunites bder Winfelhalbievenden A, -
A, = 0 mit der gegenitbecliegenben @eite A; = O miijien bdiefe beiden ©lei-
dyungen jugleid) befricdigen; fie mitfjen daber aud) der Gleidung A, + A, -
A, = 0 geniige leiften, b. §. ber Sdnittpuntt liegt in der Gevaden, deven
Gleidung A, + A, 4+ A; =0 ijt.

Gbenfo folgt, bajs aud) der Scnittpuntt der Winfelhalbievenden A, -
A, = 0 mit der @eite A, = 0, und der Schnittpuntt der Winkelhalbierenden
A, + A, = 0 mit der Seite Ay = O in dex Gevaden, deven Sleichung
A, + A, + A, =0 ift, alfjo mit dem fritheven Schnittpuntte in derjelben
Gevabenr liegen.

4, Die ©dwerlinien eines Dretedes dhneiden einander
in bemjelben Punfte (§ 61).

 Wiblen wic in dem Dreiede ABC (Fig. 210) bder (Eutiacf)fjctt halber
ben (E‘prunftA als Goorbinatenanfangdpunit und die Seite AB als Abjcifjen-
adije. Daun haben wiv sur analytifden Bejtimmung die drei Edpuntte

= (0, 0), B = (x,, 0), C = (x4, ¥s).

@ind M, N, P die Palbicvungspunite dev hen Ccpuuften A, B, C

gegeniiberliegenben @eiten des Dueiedes, jo ijt

2+x 3 ar . [ Zs 3 > ___ [ Xs
u—(y) ¥=(3%) *=(39)
Fitv die Schwerlinien AM, BN, CP erhalten wiv daher nad) §. 451
folgemweije die Gleichungen:
Js
A SR 5 £y :}77 ! e e -
y=4F5 I3 x—x) ¥= x_g(x—};;).

" 2__ 2 __2 el \) xa e

'-<
=
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Fig. 210. weldhe fid) aud) jo ausdriiden laffen:
X + %) 7 —7:x=0,
(g — 2%,) Y — VoXx -+ XY —0,
(@xy — 3) ¥ — 27, % + X7, = 0.
Da nun bie dritte Gleidyung gleidy ijt der
@umme der beiden andeven, fo fchneiden fid) die
burd) diefe Gleidungen davgejteliten Schwerlinien
X in demfelben Puntte,

Aufgaben,

§. 460. 1. @Sudje die Gleichung einer Gevaden, welde a) vou der Or=
binatenadyje das Stitd — 2 abjdmeidet und mit bev Abjcifjenad)je einen Winfel
pon 45° bildet; b) von der Abjcifjenachfe dag Stitd — 3 wund von dev Or=
dinatenadhje bag Stitf 2 abjdyneivet.

2, Gonjtruieve eine Gerade, deven Gleidhung ift:

a) y=53x 45, b) y=—2x 43, ey — 2%

3. Gegeben find bie Punfte:

a) (1, — 1) md (— 2, 2), b) (2, T) und (— 1, 1);
c) (—3%, 3) und (3, 0), d) (0, —2) und (— %, — 3)3
juche die ®leichung der Geraden, weldhe durch diefe Punfte geht.

4, Bejtimme den Abjtand a) bdes Punftes (2, 3) vou ber Geraben
4y =3x 4 12, b) des Punttes (7, 4) von der Geraden 15y = — 8x — 30,

5. Die Chpunfte eines Dreieces jind (— 2, 2), 4, 2) und (1, 6);
bejtimmie a) die Gleihungen ber Seiten, b) die Hihen bes Dreiectes.

6. @udje die Coordinaten bes Sdhnittpunftes, fomwie den Winfel der
beiven Ghevaden:

) y=—3x+Hmdy=— 2x — 4;
b) 3y=2x 49 und 4y =x + 3.
7. Die Gleidjungen ber Seiten etnes Dreiedes jind y = —x — 3,
Ty=—2x — 6 ud 3y = 2x — 14; fudje a) die Coordinaten der Ec-

puntte, b) den Flacheninhalt des Dreieces.

8. Beftimme bdie Gleichung einer Geraden, welde duvd) den Punft
(4, — 1) und den Sdnittpuntt der beiben Geraden y =2x — 4 mnd
y=—x—>5 geht.

9. Gudye die Gleichung einer Geraden, weldje duvd) den Punft (x,, y,)
geht und zu der Gevaden y = ax -+ b a) pavallel, b) normal ijt.

10. Bejtimme die Gleihung einer Geraden, weldpe duvc) den Punft
(— 4, 3) geht und zu dev Geraden Hy — 2x — 4 pavallel ift.

11, Die Gleichung einer evaden zu finden, die durch dem Pumft
(— 2, 4) geht und zu der Gevabeu, weldje bdie Puntte (2, — 3) und (3, 1)
verbindet, pavallel ift.

Moénit, Geometrie fiiv dbie obeven Clafjen. 17
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12. Gudje die Gleichung einer Gevaden, welde duvd) den Pamtt (1, 4)
aeht unb zu ber Geraden 2y = —x 42 nm'mnI ift.”

13. Su dem @dmittpunite dex Ucmben

— uub —y=1

it zu der lebteven Gevaden eine Normale gegogcn weldes ijt 1I1e Gleidhung ?

14, Die Cndpunite einer Strede jind (1, — 2) und (3, — 4); beftimme
oie Gleichung ihrer Synumetrale.

15, Die Gleidungen der Scentel eines Winfels find a) 3y 4+ 4dx =2
ud 4y =3x — 5, b) 10y —24x=1 undo 6y — 8x=2>5; fudje bie
®feichung der Winfelhalbicrenden.

Beweife analptifd) folgende Lehridse:

16. Die Halbierungslinien eines Winfels und feines Nebenmwinfels find
3 einamder novmal (§. 457, 2).

17. Die Palbicvungslinien zweier fumever Wintel und des dritten
Ausenwintels eines Dreiectes fdmeiden bie gegenitberliegenden Seiten in brei
PBuniten, weldhe in derjelben Gevaden liegen.

18, Die brei Hohen eines Dueiedes (§. 60) jdyueiden einanber in dems
felben Punite.

19. Die bdrei Seitenjymmetralen eines Dreiedes (§. 43, 1) {dyueiden
einander i demfelben Punite.

1V. Die Streislinie.

§ 461, Allgemeine Gleihung des Kreijes.

S der Kreislinie find alle Puntte von dem Mittelpuntte gleich weit
entfernt. Um die Gleichung bes Kreifes zu erhalten, darf man nur dieje dhavat-
tevijtijhe Gigenjchajt desjelben in die analytifche Seichenfpradhe iibertragen.

Sind (Fig. 211) OP=x, MP ==y bdie Coordinaten beg Punites M
eincr Sreislinie, deren Halbmefjer CM = r ijt, feaner OD = p, CD =q

Fig. 211. bie Coorbinaten bes Mittelpunttes C, jo ijt, wenn man
CR||OX jzicht,
CR2 4 MR? = CM?,

Man echalt dbaher, ba CR=x—p, MR=y —q
ift und der Abftaud CM filr alle Punite der SKreislinie
=1 fein mujg, als allgemeine Gleidhung des Kreijes

(x—p2+(y—qi=r2%..1)

Diefe Gleidjung enthilt dvei conftante Grifen p, q und r, was anzeigt, dafs
aur vollfommenen BVeftimmung dev Lage mmd der Grofe eined RKreifes bdrei Bebingungen
exforbexfich) find, Dan fann diefe drei Conftanten beliebig Gndern, jo bebentet die Gleichung

intnter ieder einenr SKreis, wenn and) deffen Lage und Grdfie cine andere wird; der Ehaz
ratter bev frummen Linie wivd durd) die Anderung ver Conftanten nidht gedindert,

Bufal. Die Gleiduug 1) fann man aud) jo darftellen:
E—pP+F—9F—r'=0:..2),
Diefe Form heift die Normalform der Gleidhungeines Kreifes;
fie witd oft ber Riirze Halber durd) dag Symbol K= O ausgebdriict.




Da (x — p)t + (y — q)* dag Quadrat der Entfernung des Puuttes
M = (x, y) vom Wittelpunfte des Kreifes bedentet, fo ift (x — p)* +
(y — q)? — 12 b. i die Differens awifcben dem Quabdrate diefer Cutfermung
wd bem Quadvate des Halbmefjers, die Potens des Punited M in Bejug
auf den Kreis (§. 188). Man fanmn daber fagen:

Der erfte Theil K der in der Normaljorm K=0 gegebencu
®leidgnng eines Kreifes driidt die Potens des Punites (x, y)
in Beztehung auf diefen Kreis aus.

8. 462. i bejoudere Lagen der Covrdinatenadhfen nimmt die Gleidung
Des Rreifes eine nodh einjacdere Gejtalt am.

1. Qiegt Dex Mittelpuntt des Krcifes in der pofitiven Abjcifjen-Halbadie
fm S’([)]taube p=—1, 1o gehi bie @ﬂt‘ld}llllq 1) itber in

X2y —0rx...8).

Dicfe Gleichung Heipt die Cd)mtelglndrnng beg Rveijes.

2. Qicgt der Mittelpuntt des RKreifes im Urfprunge der Coordinaten,
fo ift p=10, ¢ =0, und man erhilt aug 1) vie Gleidyung

x4 - liyei—pE AN

Diefe Gleidhuug heift die Wittelpunitsgleidhung bes Kreifes.

Die Gleidungen 8) und 4) enthalten eine einzige Conjtante, was gany natiivlid) i,
da pon ben bdrei im allgemeinen ndthigen Bebingungen wei Dereits duvd) bdie Vovaus-
fetsungen, unter welden jene Gleidjungen ftattfinben, ausgejproden fiud.

§ 463. Digcuffion ber Gleidhung x* 4 y* =r?

Bur viumlidgen Deutuny der Gleidpung ded Kreifes wibhlen wir bie
Mittelpunttsgleichung als die eiufad)ite

1. Mg y = = V2 8 = -k \/72 57 folgt, bdafs jebem
Werte von x (y), filv weldyen ubmlaupt y (x) einen veellen TWert hat, zwei
gleiche, aber entgegengefepte Werte von y (x) entjpredjen; die Kreislinie wird
alfo von der Abjcijffenadyje (Ordinatenadje) in zwei jymmetrijhe Theile getheilt.

2. Filr die Sdmittpuntte des RKreifes mit der Abjcifjenadyje ift y = 0,
dafer x = 1. Fiiv die Scnitipuntte bes Kreifes mit der Ordinatenadie
ift x = 0, daher y = = r. Die Kreiglinie jdueidet alfo jorwoh!l bie Abfcifjen-
als bie Ordinatenadhie in et Punften, weldhe anj entgegengefepten Seiten
vom Urjprunge den Abftand v Haben.

3, Fitr x > r with y imagindr, fiix y > r witd x imagindr; bder
guifte Wert, den man fiir x oder y fepen fann, ijt alfo der Halbmeffer r.

§. 464. Polavgleidhung des Kreijes.

G8 fei (Fig. 212) C ber Mittelpunft cined Kreijes, CM —a bdefjen
Hatbmefjer, ferner O der Pol des Polar-Coordinatenipjtems, O C = o dex
Radiugvector des Mittelpunttes und COZ = « der Wintel, den OC mit dex
Polavadyje OZ bildet. Fft nun M ivgend ein Punft der Kreislinie, alfo

’ 17*
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Fig. 212 r==0M fein Rabiusvector und ¢ =MOZ bder Winfel
desielben mit ber Polavad)fe, fo exhilt man aus dem Dreiece

o HE CMO

\/ CM?— OM? 1+ 0C* —20M.0C. cos COM

/ ober a’=r1r?-+ p* — 2r o cos (& — ¢), tworaus

ohe o

‘ r=g cos (a —g) = Val — o? sin (¢ — ¢)2
2 als allgemeine Polargleidhung des Kueifes folgt.

Fitr o = 0 exhilt diefe Gleidung die Form r = a.

§. 465, BVedingungen fiir den Sdnitt und die Beviihrung zweier
fKreije.

€3 feien O unb o bie Mittelpunlte gweier Kreife, B und r ihre Halbuiefler und
Oo = c ihre Centvale. Man faun unbefdabet der Wllgemeinbeit ver Unterjucdiung O al8
pen  Coovdinatenanfongspunft und Oo als bdie Abjciffenadie annehmen; bdanm find die
Gleichungen ber beiden §Kveife

¥+ yP=R* und (x—ec)? -y =r2

Um bdie Coorbimaten der deww beiden SKreislinien gemeinfomen Punfte ju erhaften,
with man aug ifren Gleidungen x und y beftimmen. Subtvahiert man u diefem Eubde
die pweite Gleichung vou der eviten, jo erhilt man

L o  f
A z ¢ R 1
x!—(x—ec)!=R*—r* ober 2ex—c*=R*—1? bafjer x=-""1— x

2¢
Subftituiert man dicfen Wert in die exfte Gleidung, fo ergibt fid)
y=% o VISR — (@ F R =17,
oder, da
4c?R2— (! - R*—12)* = (2eR+c*+ R? —1?) (2¢R — 2 — R? 412
= {e+R)*—1% . {r*— (¢ —R)}
= (¢e4+RHr) (ec+R—r) (r+c—R) (r —c+R) it

y=z= "glg Vie+R+r1) (e4+R—1x) (c—R+r1) (R+r—c).

Hievaus folgt, dafd fid) fitv y im allgemeinen jwet Werte ergeben, welde, je nad=
peit bas Prodbuct unter dem Wurzelzeichen pofitiv, Null, oder negativ ift, veell und vers
fihieben, veell und gleid), obder imagindr find, daf8 dbemuad) die Deiden Kreife entweder 3wei
Bunite, oder einen eingigen, ober feinen Punft gemeinfom haben. Weldjer vou diefen Fillen
ftattfindet, hingt, dba man inmer B> r annehmen fann und bdann bie Factoven ¢ 4 R+ r
und ¢ -~ R — r wejentlich pofitiv find, von der Befdafienbeit dev Factoren ¢ — R 4 r
und B4 r— ¢ ab.

1. Haben die Factoren ¢ — R~ r und R 4 r — ¢ gleide Bovzeiden, fo fomuen
fie mur pofitiv fein, weil nidt jugleih e <R —r und ¢ >R+ r jein famn. SQn
diefern Falle, wo alfo R —r<le<R-}r ijt, hat y jwei veelle und entgegengefetite
TWerle; die beiden SKreife jhneiden fid) in Fwei Punftew, welde gleidie, aber entgegengejepte
Ordinaten und diejelbe Abjciffe haben.

2. 3ft einer der Factoren R 4=r—c und ¢ — R - r Null, aljo entweder

c=R-4r odert c=R—r,
fo witd y = 0; bdie beiden Kreife Haben nur einen gemeinjomen Punft, b, 1. fie bevithren
fich, unbd zwav tm exflen Falle vou anfen, im zweiten vou inuel.

3. Haben bdie Factoven R—-+r—ec und ¢ — R -+ r verjdjicdene Voveidhen, ijt
aljo gleidhzeitig

entweder ¢ >~ R 4 r, folglid) aud) e >R — 1,
oder ¢ < R —r, folglich auch e<<R 41,
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fo wird y imaginiv; bdie 3wet Kreife Haben feinem Punft miteinanber gemeinjam, e liegt
ber eine Rreis im erften Falle ganz auferhalb, im Fweiten gan innerhalb de8 ziveiten
Kreifes.

Die analytifde Unterfudung fithrt hievnad) auf die fdhon aus §. 93 befannten Sige
itber bie Lage 3tweier RKreife.

§ 466. ®leichung der Potenzlinie zweier Kreife.

@8 feten allgemein die Gleichungen gwefer freije

(x—p)*+(y—q)—ri=0 umd
(X —Pp;)* + (y —qy)*—1i =0 oder
K, =0 imvy K; =0.
Durd)y Subtraction diefer Gleichungen evhilt man die Sleidung
K, —K,=0, ober
2x (pa— )+ 27 (@ — )+ pi+ ¢t —ri— (pi+ @ —1r) =0, aljo
bie ©leidntg einer gevaven Linie.

Um die nihere Bejdafienheit diefer Geraben fenmen zu levnen, beadte
man, bajs K, und K, die Potenzen des Punites (x, y) in Beziehung auf
bie amwei gegebenen RKueife bebenten (§. 461, Buja). Die Gleidung K, —K,
=0, ober K, =K, britdt demnach) aus, dajs jeder Punft der durd) fie dar-
gejtellten Gevaden in Beziehung anj die beiven Kreife gleidhe Potenzen Hat,
baj3 aljo diefe Gevade die Potenzlinie (§ 139) dev zwei Kreife ift.

@ind K,=0 und K,—0 bdie in der Normalform gegebes
nen Gletdhungen gweier Kreife, fo ift K, — K, =0 die Gleidhung
ihrer Potenzlinte

Lehrfa. Die Potenglinien dreier Kreife fdueiden einander
in bemfelben Puntte.

Beweis. G8 feien K, =0, K, =0, K, =0 die Gleichungen dreiex
RKreife in threr Novmalform ; dann find die Gleidungen der Lotenzlinien von
je awei Sreijen

K, —K,=0, K, — K, =0, K, — K, =0,

Da mun die erjte der lepteren drei Gleichungen gleid) ijt der Swmme
der Deiden anbderen, fo fdyneiden fich die buvd) diefe Gleichungen bdargeftellten
®evaven, d. 1. die drei Potenzlinien in demfelben Punfte (§. 458). ‘

Dev gemeinjame Sdnittpuntt dev drei Potenzlinien dreier RKveije beifit
bas Potenzcentrum diejer Kreife.

Aufgaben.

8. 467. 1. Die Gleidung eines Kreijes {jt
a) x*-y?=06x -+ 8y 24, bjfxa=Eva—ti=x
c) 36x*+36y2 4 36x+ 144y 489 =0;

bejtimme die Coovdinaten des Mittelpunttes und den Halbmejfer.
2. Conftruiere einen Rreis, deflen Gleichung ijt:
a) x? -+ y*— 6y =16, b) 2x2 4 2y? — x=0,
c) 4x? 4 4y? —4x -+ 16y = 19.
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3. Die Gleidung eines Kreifes iit duec) die Proportion x:y = (y—06)
1 (8 — x) gegeben ; conftvuiere den Rreis.

4, Die ®leidungen zweier Kreije jind x* 4+ y* —6x — 10y +30=0
wd x2 4 y24-2x —4y=4; jude a) die Gleihuny threr Centvale, b) den
Abjtand bes Coorbinatenanfangspunttes vou der Centrale.

h. Die Gleichung eines Kreifes zu finden, welder durd) den dnfeven
ud den inneven Hhulichieitspuntt gweier gegebener Kreije geht wud den Abjtand
beider Jhnlichfeitspuntte sum Durchmefjer hat (§. 142).

6. Die Gleichung fiir den -geometrijchen Ort der Sdjeitel aller Dreicce
ju finden, weldpe diejelbe Grundlinic a Haben und in denen a) die Suntme
ver Quadrate der beiden anberen Seiten gleich a® ijt, b) die beiven andeven
Seiten in dem conjtanten Verhiltnis m ¢ n ftefon.

Dian nehme bdie Grundlinie alé Abfciffenadfe und einen Eudpuntt bderfelben afs
Soordinatenanfongspuntt an.

7. Gin Kveis, defjen Wittelpuntt (p, q) ift, beviihrt die Serade y =
ax - b; weldes ift die Gleidpung des Kreifes?

Der Halbmeffer ift g!cid)' dent Abftaude des Mittelpunttes von der Gervaden,

8. €8 jolf mit dem Palbmefjer r = 13 ein Kreis bejdhricben erbden,
weldhen die Gerade Hx - 12y =124 im Punfte, deffen Abfciffe x, — 8 ift,
beviihrt s weldhes ijt die Gleichung diefes Kreijes?

9. Gudpe die Gleidung cines Kreifes, weldjer duvd) den Puntt (6, 8)
qeht umd die Gevade 4x 43y -+ 1 =10 im Puutte, dejjen Abfciffe x, = —1
ijt, Deviifut.

10. Die Gleichungen der Seiten eines Dreieces jind 12x—5y +- 13=0,
3x +4y +26=0 und 15x — 8y 4 14 =0; bejtimme die Gleichung
pes diefem Dreiccte eingefdyrichenen Kreijes.

11, Die Gleidhung eines Kreifes zu finden, weldher durch die drei Puntte
4, — 2), (—1, 3) und (— 5, — 1) geht.

12. Die Gleichung eines Kreijes zu finben, weldher durdh die zwei Punite
(— 2, 0) md (2, 0) geht und die Gevade 3x —4y -6 =0 Deviihrt.

13. Die Gleichuug eines Kreifes zu finden, weldher durch die ywei Puntte
(0, 0) wud (2, 0) geht und den RKreis (x — H)2 4 (y — 3)* =16 von
aufien beviihrt.

Die Centrale der Geiden Rreife ift gleid) der Sunune ifrer Halbmefer.

14, Weldyes it bdie Gleihung bder Potenzlinie bder beiven - Kreife
(x+22 4 (—3)? =256 wd (x— 1?4 (y +2)=16?

15, Bejtimme das Potenjcentvum  fiiv die Kreije (x — 3)* +y*=>H

(x+44+F4+D2=9 md (x—12+4+(F—2)°="1
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Y. Die ¢lipfe.

§. 468. Gine Linie ber Chene von folder Bejdyajfenteit, dafs die Summe
er Abjtanbde fedes ihrer Punite von zwei gegebenen Puntten conjtant ijt, hrifit
eine Ellipje.

SGind A und B ( Fig. 213) die zwei gegebenen Puutte, und ift 2a die
conjtante Suntnte der Abjtinbde eines jeden Puuftes der Ellipfe von jenen jwei
Puntten, fo ift M ein Puntt der Ellipfe, wenn AM 4 BM = 2a ift.

Die awei gegebenen Punfte A wnd B heifen die Brennpuntte der
Gltipfe, die vou ihuen zu einem Puutte D der Ellipje gezogenen Strecen A M
und BM die eitftrafhlen diefes Lunites.

§ 469. Beftimmung der Leitjtrahlen der Ellipfe.

@3 feien (Fig. 213) A uud B die Brennpuntte, die Witte O ilres 2Ub-
ftandes fei zugleich ver Anjangspunit ver Coordinaten und OB X die Abfcifjen-
adhfe. it wmme DL ein beliebiger Puntt der Ellipfe, alfo AM 4+ BM = 2a,
ud jind x=0P, y=MP bie Coordinaten diefes Punttes, jo exhdlt man

i aug den vedhtwinfligen Dreiecen APM  und
Bl A1 BPM, went OA = OB = e gefetit wird,
e AM? = y? + (x -+ e)?,
BM? = y? 4 (x — e)? baber
AM? — BM2—=—4ex, ogher
T j)X (AM 4 BM).(AM — BM) = 4ex; aber
‘ AM 4 BM = 2a, dafer

AN B N 2—22 b

F AM =a 4 e—fuub BM—=a— —01\'.

§. 470. Gletung der Ellipje. :
Aug dem A APM (Fig. 213) folgt MP2= AM?*— AP? pdex

.}'2:(3"i‘e;)z*"‘(K‘%“e)zf—&”—{—%‘;—xﬂ—ee

L g
2 % 2 xe baber

(az o ez) x? - azylz = a?(a — eﬂ).

Da unter allen Umijtinben AM + BM > AB, aljo 2a~>2e chex
a>>e ijt, jo muis die Diffeveny a*— e’ imuer yofitiv jein. Sept man doher
a? — e? =Dh? o exqibt jich

bixk 1 azy:a:aﬂbz
alg die Gleidung der Cllipfe. Diejelbe [djst fich anch fo davftellen:
X" 2
T = ie = 1.
§ 471, Discuffion der Gleidung b2x2 4 a2y?=a?h2,
1. Rost man diefe Gleidhung nad) y und dann nady) x auf, jo exhilt man

-::&2—(32-—-

i e 8 e
=g Val--x% md x =+ 3 Vb? — 33
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woraus Hevvorgeht, dajs su jedem Werte von x, fiiv welden y reell ausfallt,
wei gleidje entgegengefeste Wevte bon y, und ebenfo zu jebem Werte von y,
filr weldjen x veefl wird, wei gleiche entgegengejeste Werte von x gelhpren.
Die Cllipje liegt alfo gegen beide Coovdinatenad)jen fymmetrijh. Der UAn-
fangspunft O der Goordinaten Heifit deshalb ber Mittelpuntt und
bix? | a%y? = a%h? bie Mittelpunttsgleihung der Glipfe.

2. §iiv y =0 exhilt man x===a, und filr x=0, y=-=2Db. Die
Ellipje jdhueidet aljo die Abjciffenachfe in den Abjtinden 4 a und — a, und
die Ordinatenadyfe in den Abjtanden - b und -— b vom Anfangspuntte,

3. Dev grifte Wert, den x annehmen fann, it a, der grifte Wert
von y it b; filr x>a wird y, filr y>b wirtd x imagindr. Bieht man
paber ur Ordinatenadhje in den Abjtiuden +a und —a, und zur Ab-
feijjenachfe in ben Abjtdnden b und —b pavallele Gevade, welde ein
Jechtect bilben, o wird die gange Gllipje innerhalb diefes Redtedes enthalten
fein. Daraug folgt, dajs die Cllipje eine gejhlojfene fvumme Linde ift.

4, Begeichuet man den Abjtand OM eines Dbelicbigen Punftes M ber
@llipfe vom Wiittelpuntte O mit d, fo iit

B = VT = W a —xf o2 = | AR

Tt x=-ka erhilt man den guiften Wert d=Va? = + a =
0D =0C; fiirt x=0 exhdlt man den fleinjten Wert d =Vb2= - b =
OE=O0F. Unter allen durd) den Mittelpuntt gezogenen Sehuen ijt daher
CD bdie gripte, EF bie fleinjte. Dan nennt deshalb CD = 2a die grope,
EF=2b bie fleine Ad)je der Cllipfe; die Puntte C und D Heiffen bdie
@dyeitel derjelben.

Auch folgt davaus: Die Summe der Leitjtvahlen eines jeden
PBunftes der Ellipfe ijt gleid) dev grofen Adfe.

b, Ang a®> — e® = b? exgibt fidh

AO=0B =e¢=—Va?—b?
weldhe Grife die Iineaze Greentricitat der Cllipje heift. Das Verhiltnis

2= \aa nennt man die numerifde Creentvicitdt.
a

6. Je fleiner bdie Gyreentricitat it, dejto weniger ift a vou b unters
jchieden, defto mehr ndhert fich die Cllipfe dem Kreife; fiix e=0 wirba=D>b
und die Gleidhung der Ellipje geht in die des RKveifes iiber. Der Kreis faun
vemnad) alg eine Glfipfe betradytet werden, deven Ereemtvicitdt Null ift.

7. Filr x —e ="V a? — b2 erhilt man yﬁ—kb—. Die’ durcd) einen
Brenupunkt aur grofen Acdhje normal gezogene Sehne RS heipt der Lara-
meter bel Gllipfe. €3 ift fomit, wemn man Ddiefen durd) 2p begeichnet,

P= — 0. b. der halbe Pavameter ift die dritte jtetige Propors
tiona[e 3u der halben grofen und der Halben fleinen Adfe.
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§ 472. Bejdreibt maniiber der grofen Ad)je einer Cllipfe
als Durdymejjer einen Kreis, jo vevhalten fid) die derfelben
Abfcifje entipredyenden Ordinaten
B per Gllipje und des RKreifes mwie die
: halbe tleine zur Halben grofen Adfe.
Getst man (Fig. 214) OP=x, MP =y

B s, NP =90 4t

el

_JN

A 75

/If

/

(}J’

y2ipd=Db?:a% mid y:n=>h:a.

8 473. Der Fladheninhalt einer Cllipfe it gleid dem
Producte aus den beiden Halbadjen und der Fahl

Bieht man (Fig. 214) duvd) beliebig viele Punfte M, M,.. der Ellipje
Orbinaten, deven Verldngerungen den iiber der groen Adfe CD bejdhriebenen
Rreis in den Punbten N, N¢,.. treffen, ferner parallel zur gvoffen Ad)je die
Strecen MR, M'RY,.., NS, N‘S’,.., jo verhalten fid) je wei entjprechende
Rechtede MPP'R und NPP'S wie bra. Jn demfelben Berhiltuis jtehen
bann aud) die Summen aller diefer Redjtecte. Nimmt man nun die Puntte
M, M/,.. unenbdlidh) nalfe an, fo mifjen fi) aud) die Grenzwerte, denen fid)
jene Summen ohne Ende ndbern, d. i. die Flachen der Ellipje und des Kreifes,
wic b:a verhalten. Der Fldcheninhalt bes Kreifes ift am; heifit £ der
Flacheninhalt der Cllipfe, fo hat man f:a’xr=Db:a; folglid ijt f=abumx.

§ 474, @deitelgleidung der Gllipfe.

Nimmt man jtatt des Meittelpunfted O (Fig. 213) ben Scheitel C als
Anfangspuntt der Coordinaten an und behlt bdie grofie Adfe CD als Ab-
fciffenachfe, jo Dbleiben fitv bas nene Coordinatenfyjtem bdie fritheven Coordinaten
unverdnbdert, wihrend die Abjcifjen fitv das frithere Shjtem den um die Halbe
grofe Adhfe a verminderten Abfcifjen des meuen gleidh find. Um daher bdie
®leidhung der Clipje fiiv das neue Shitent, . i. ihre Sdyeitelgleidhung,
au echalten, darf man nuwr in der Mittelpunitsgleidhung = durd) x — a
evfepen.  Man exhilt dadurd)

b? (x — a)? 4 aly?=a?bh?, ober y2= be  (2ax — xY),

alfo, wemn ); = p gefest witd, y2=L (2ax — x?), ober

y?=dpx — T
47. Polavgleihung der Ellipfe
Nimmt man (Fig. 213) den einen Bremnpunft B einer Ellipfe als Pol
und die Gerabe BD, weldje duvd) den bdiefem Brennpunkte zundchjtlieqenden
@deitel D geht, al8 Polavadie an, fo ijt fiiv ivgend einen Puntt M der
Ellipfe der Madinsvector r = BM und ber Wintel ¢ = MBD.
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Damn {ft r==a — °= (§. 469) wd x==e 1 cos p; daher

a? —e? b?
re— B T8  phpp pE=m ——————

g I a 5 2
S efyodone a(l -+ V-ai cos tp)

2
Beadhtet man nod), dajs ]:L' = p und : & (§. 471) ijt, fo evgibt
fidh als Polavgleihung fiir die Ellipe

wo & << 1 ift.
Aujgabert.

8 476. 1. Beliebig viele Puntte einev Ellipje zu Lejtinumen, wenn bie

3 g it
guofe Achfe und die BVrenupunfte gegeben find.

Dan nehme in der qrofien Adfe swijchen den Brennpunften beliebig viele Punite
an, beven jeder die grofie Acdhie in jwei Abjdjuitte theilt, uud befdjveibe mit bem einen A=
jdinitte af¢ Halbmejjer umt den einen, mit dem aweiten Abjduitte 1unt dben anbdern Brenn=
punft Kreigbogen; die Scnittpuntte vevielben find Puunfte dev Clfipie.

2. Beliebig vicle Punkte einer Gllipje zu bejtimmen, wenn Dbeide ltd)]en
gegeben find,

3. Veftimme die Gleichung einer Cllipje, in welder die guofe Adie
— 8 und ein Puntt=(2, 1) ijt. :

4, Fite weldyen Punft der Ellipje b2x? + a’y2=a?b? find Abjcijje
wd Ovdinate gleidg? BWie [afst jid) der Punft durd) Conftruction finden?

5. Weldyes ijt die Sdjeitelgleichung einer Ellipfe, dbeven fleine Adie 2y
und deven Pavameter 2p ijt?

6. Die Goovdinaten deg Wittelpunttes ecimer Ellipje find m und n, bie
Achien HemcIIJen 2a und 2b; weldes ift die Gleichung der Cllipfe, wenn ibe
Achenr den Coordinatenad)jen pavallel lanfen?

7. Die Gletdyung einer Ellipje ift 9x*4-16y* 4-36x — 96y +36=0
bejtimme a) die Coordinaten des Wittelpunttes, b) die Achien.

8. Die Gllipfe b2x?J-a2y?=a2b?® ijt flaidengleid) mit der Ober-
flache eines gevaven Regeljtumpies, defjen Gvundjlachen die Dalbmejjer a und
b faben; wie grof ijt die Hibhe des Kegeljtumpfes?

9. Die fleine Adhje efner Cllipje ijt 2b; wie qrof mujs bvie grofie
Achfe fein, damit die Ellipfe flachengleich fei mit dex Manteloberfliche eines
gleidjcitigen Regels, weldjer die halbe grofe Adhje der Ellipfe zur Hibe hat?

YI. Die Sypexbel,
477, Gine Rinie der Gbene vou folder Bejdhaffenteit, dajs die Difjes

el bu Ajtinde jedes ihrer Punfte von zwei gegebenen Puuften conjtant
ijt, heipt eine Hyperbel.
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Sind A und B (Fig. 215) die gegebenen Punfte, und ijt 2a die cou-
jtante Diffeveny der Abjtinde eines jeden Punftes dev Hypevbel von jenen
swei Punften, o it M ein Punlt der Hyperbel, wemn AM-—BM — 24 ijf

Die beiden gegebenen Punfte A
Fia. 215. und B heifen die Brenupunite
i ber  Dyperbel, die Otveden AM
und BM bie Leitjtrahlen bdeg
Punttes M.
LR §. 498. Bejtimmung der
Qeitftrahien der Hyperbel

\\
s
A
Nimmt man (Fig. 215) die Mitte
O bHes Abjtandes A B beider Brenn-

S oi
7l
3

punfte al8 Anfangspuntt der Coor-

dinaten und OBX alg Ubjcifjenachie an, fo erhilt man, wenn OA = OB
= e gefept wird, fitv einen beliebigen Puukt M der Hypevbel analog, wie fiir
pie Gllipfe in § 469,

AM="°> 4 a wi) BM= —e: =5

§ 479. Gleichung der Hyperbel
Aus dem Dreiecte APM (Fig. 215) erhilt man anf gleihe Weife, wie
filr bie Glipje in §. 470,
(a2 —e?) x2l-a’yi—a? (a2 —&".
Wihrend jedod) die Diffexeny a® — e? fitr die Ellipfe pojitiv war, mujs
fie hier negativ angenontmen werden; deun AM —BM <A B, alfo 2a < 2e

oder a << e, fomit aud) a? << e®. ©ept man daher a® — e = — b?, fo
exgibt fich al8 die gejuchte Gleidhung ber Hypevbel
= bEX‘Z + a'.!yﬁ Al aﬂb:?, chl‘ bﬂxz A a2y2 o 3..2])2.
Diefe Gleichung (aist fid) and) jo davjtellen:
x2 }3 Toe
S S

Die Gleichung der Huperbel untevjdheivet jid) von jener der Ellipje muw
dadburd), dafs ftatt b2 der lepteren in dev exjteren — b? vorfommt.

8. 480. Discujfion der Gleidung b*x? —a’y?=a®b2

1. Diefe Gleidhung gibt

y = ): Vxi—aZ anh x=-+ % V7 b=

©p Iange'x<a ift, fallt y imaginge aus; fite jolde Abjciijen qibt es
alfo feinen Punft der Hyperbel. Ju jeder Abjcifje x> a gehoven zwei gleiche
wnd entgegengejette Werte von y; ebenjo exhdlt man filv jeden Wert von y
et gleiche und entgegengefetste Abfciffen. Die Hyperbel bejteht aljo aus et
getrennten, 3u beiben Seiten ber Ordinatenadyje fymmetrijd) legenden Iitew;
jeder bicfer Hjte wird burd) bdie Abfcifjenacdhfe in zwei fymmetrijhe Theile
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getheilt. Der Anjangspuntt O bder Coorbinaten Heift deshalb dex WMittels
puntt, und daher die Gleichung b2x®* — aly?—=a®b® die Mittelpunits-
gleichung der Hyperbel.

2. Da x und y jeven nod) jo geofien Wert amehmen fonunen, jo jolgt,
bajs fich bie jte Dev Hyperbel in.@ llncnbﬁde anédehuen.

3. Firt y=0 wirh x= ; die Hyperbel fdyneidet alfo die Abjcifjen-
adhfe in zwei Punften D und C beten Abjtand 2a betrigt. Die Strece
CD = 2a heifgt die crvite oder Hauptadfe der Hyperbel; C und D nennt
man die Sdeitel derfelben.

Daraug folgt: Die Diffevensg der Leitftrahlen eines jeden
Punttes der Hyperbel ijt gleid) der Hauptadie

4, Fiiv x =0 with y=-=bV—1; die Hyperbel fchueidet alfo die
Orbinatenadyje nidyt in veellen Punften. Wegen der widytigen Bezichung dex
Qinge b aur Hyperbel trdgt man jedod) auf die Ordinatenad)je die Strecen
OE—=0F =D auf und nennt analog, wie bei bder Ellipje, die Strede
EF —2b and) eine Adhje, und zwar die Nebenadyje der Hypevbel.

5. Yus a?—e?=—Db? pher e?=a% -} b? folgt
OA=0B=e=Val4 bt b
Die Grifie e Geifit die [ineare, die Grdfe - = &= V_az;i;bi bio

numerifde Cyreentricitit.

6. Fitx=—e=Va’®l b? witd y=-+ -}:-. And) in der Hyperbel
wird bdie durch) den BVremmpunit zur exften Adhje normal gezogene Sehue ber
ﬂ,mmmetu genanut. €3 {jt daber, wenn man denjelben mit 2p bezeichnet,
p—— 0. h. der halbe Parameter ift die britte ftetige Pro-
.pm.twua[e i der Halben Haupt: und der halben Nebenadfe.

7. Fiir a=">b with bie Hyverbel eine gleid)jeitige genaunt; ilre
Gleidhung ift x? — y?=a’

8. Berbinvet wman mit der Gleidung der Hyverbel die Gleichung y = a’'x
einer dued) O (Fig. 216) gehenden Gevaden MM, jo exhdalt man fitv die

Fig. 216. Sdynittpunfte der beiden Linien:
-+ ab L Tst=n e b

e — o e
\..‘ b.’_a.'alz Vbﬂ___a‘zafu
wobei Das obeve Beiden dem Puntte

M, das unteve dem Punfte DB’ ent

\ iprid)r. Aus diefen Werten folgt, dajs

cin ©dmnitt einer foldjen Gevaden mit

per Hyperbel mur miglich ift, wenn

al = atad nhprial < %iit; wird a‘>%, fo fallen die Werte von x
ud y imaginde aus.
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9. Bejonbers merhnitrdig find jene zwei Geraben, fiiv weldpe a’ = = —2—,
aljo b?=a%a’? ijt. Um Ddicfe Geraden su conjtruicven, ervidhte man in D
auf OX eine Novmale, trage auf ihr DG =DG' =D auf uud 3iehe bdie
Gevaden G OH’ und GO H; man fHat fiic biefe in dev That

tang GOD :%, und tang HOD = — _;L.
Betradytet man nun eine diejer Gevaben, 3. B. H'G, fo ift, wenn

b?

OFP—=x, MP =y, NP =y gefetit wixd, y'= -:— E Mo yi—=cy X

ferner, ba M ein Puntt dec Hupecbel {ft, y? = 2y (x? — a?); vaher
b2

Ve

- Weun x gebfer witd, nehmen aud) y und y* zu; mit dem Wadhen
pon y* -+ y nimmt aber, da b? conjtant ijt, die Diffevens y' — y = MN
ab; Dbiefelbe witd daher unendlich flein, wenn x unendlic) wichst, d. h. die
Hypexbel uihert fich immer mehr und mehr der Geraven H'G, ofue jic zu
crreichen, Dasfelbe gilt von der Geraben H G

Gine ®erade, weldyer fidhy eine feumme Linde immer mehr ndhert, obne
jebod) mit thy je sufammengutveffen, nennt man eine Afymptote der frummen
Qinte. Die Hyperbel hat zwet Afymptoten, deren Gleidhyungen find:

b b
y:—}—z. x und y=—+.%
§ 481. @djeitelgleidyung der Hyperbel.
Man erhilt, analog wie fite bie Clipje (§. 474),
e = %,

§. 482. Polarvgleidung der Hypevbel.

Nimmt man (Fig. 215) den Brenupunft B als Pol und BD al8 Polar-
adhfe an, fo ijt fiix icgend einen Punft M bder Hyperbel r= BM und
@ — MBD.

Aug r = —‘"’f— —a (§ 478) und x = e — r cos ¢ ergibt fich daun,
analog wie fiiv dbie Cllipfe §. 475, aud) filv die Hypevbel die Polargleidung

A R
14 scosg’

yrs__ yﬂ. — bﬁ’ Uber yf L y g

1

o jebod) e > 1 ijt. :
Die vorftehende Polavgleidung gilt fity ben Aft der Hyperbel, in weldem bder als
Pol gewihlte Brenupunft B liegt. Fitv den andern Aft der Hyperbel evhilt man aus
—p
l1—acosg*

r=—2% L4 und —x=rcos ¢ —e die Polargleihung r =
a

Aufgaben.
§. 483. 1. Belicbig viele Puntte ciner Hypevbel zu beftimmen, wenn
die Dauptachje und die beiden Breunpunite gegeben find.



Dian nehme in der Verlangerung ber Haubtadije itber die Brennpuntie hinaus be-
{iebig biefe PBunfte an, befdhreibe mit bemr Abftande eines jedenw vom bem einen Sdjeitel um
dert einen Brennpunit und mit dem Abjtande desfelben Punftes von bem jweiten Sdjeitel
um den anbdern Brennpuutt Kveisbogen, welde fid) fdjuetden; die Scmittpuntte find Punite
ber Hyperbel.

2. Gin Punft (x, y) einer Hypechel und die Hauptadje 2 a find ges
geben; welches it die Gleidjung dev Hypevbel ?

3. Fiir weldhen Punft der Hyperbel bx* — a’y? = a®b? {jt die Or-
binate gleich dev Abfeiffe? (Wann ijt bie Lbjung mdglid)?)

4, Die Normale vom Bremupunite einer Hyperbel auj die Afymiptote
ijt gleid) der Halben Nebenadyie.

VIL Die ZPParabel.
§. 484. Gine Qinie der Cbene von jolder Bejd)affenbeit, dajs jeber ihrer
Puutte vou einem gegebenen Pumfte uud von einer gegebenen Gevaden dens
felben Abjtand Bat, Deifpt eine Parabel.

Fig. 217, Sjt C (Fig. 217) ver gegebene Punit und A B bdie
4 ! gegebene Gevade, ferner MQ | AB, fo ift M ein Punit
. M ber Parabel, wenn MC = MQ ijt.
B _;’ Der gegebene Punit C heift der Brennpuntt,
200 o % bie gegebene Gevade AB bie Leitlinie der Pavabel
\[ [P 7 b CM ber Qeitftrahl des Punftes M.
s §. 485, Beftimmung eines Leitjtrahls der
[~ Parabel.
B Man 3iehe (Fig. 217) CD | AB und nehme bdie

Mitte O der Novmalen CD alg Anjangspuntt der Coordinaten wnd O CX
als Abjciffenachfe an. Jft nunm M ein belicbiger Punft der Pavabel, aljo
CM=MQ wo MQ 1| AB, und fino x = OP, y = MP bdiec Eoordinaten
von M, fo ergibt fid), wenn OC = OD = L gefept wird,
CM=MQ=DP=0P-+ 0D, aljo
CM=x+ %.
§ 486. ®leidung der Pavabel
Aus vem rechtwintligen Dreiede MPC (Fig. 217) erhdlt man
2 2
MP2— CM? — CP2 sher y°>= (x - %) - (x — E) , woraus
Y =2px
alg die gefuchte Gleihuug der Parvabel folgt.
8. 487. Discuffion der Gleidhmg y? =2 p x.
1. Aus diefer Gleihung ergibt jid) y — ==V 2px. Bu jedem pojitiven
Rerte von x gehbren awei gleidhe, aber entgegengefepte Orbinaten; bdie Pa-
vabel Ddefmt fid) aljo au beiden Seiten bev Abjciffenachfe OX in 3wei
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congruenten Njten aus, und zwar ing Unendliche, da x unbd y jede belichige
Gubfe evreichen fonunen. Die Gevade OX fheifyt die Adpfe ver Favabel.

2. Fiir x =0 witd and) y =0; der Wrfprung O der Coordinaten ijt
aljo ein Puntt der Pavabel, er heifit der Sdheitel, und daher die Gleichung
yi=2px die ©deitelgleichung der Parabel,

3. e ein negatives x wird y imagindr; negativen Abfeiffen entjprechen
daber feine Puntte der Pavabel.

4, Setmanx=L=0C, jo with y=CE=CF=4p; baler

9

it EF —2p. Die Grdfe 2p jtellt alfo die duvc) den Brenupuntt normal anf
bie Uchie gezogene Sehne EF dav; fie heifit der Parvameter der Parabel.

5. g y*=2px folgt 2p:y=y:x, b. b die Ordinate.eines
jeden Punttes bder Parvabel ift die mittlere Proportionale
awifden bem Parameter und der Abjcifje des Punttes.

6. ind x' und x" bdie Abjcifjen, y* wnd y* die gugehirvigen Ordinaten
sweier Punfte einer Pavabel, deven Povameter 2p ift, fo hat man

yh—=20px/ umb y"2=2p="; bahe
Wiy Gzt

b. 0. in Der Parabel verhalten fid) dieQuadrate der Ordinaten
imie die zugehdrigen Abjcijfen. 1

Jufage. 1. Lafst man in der Sdeitelgleidyung yﬂf_—2px:3—"p7rciner
Gllipfe ober Hyperbel a ofue Eude zunehmen, wihrend p ungedndert bleibt,

s Rt X : b .
was bei gehbviger Annahme von b vevmige der Gleidpmg -~ =p tmmer

mbglich 1ift, fo wird filv a=oco der Quoticnt%zﬁd} obne Enbe der Null,

und die Gleidhung der Ellipfe oder der Hyperbel ohne Ende fener dev Parvabel
y?=2px nihern. Die Pavabel fann demnad) alg eine Ellipje oder als eine
Hyperbel angefehen werden, deven grofie ober erjte Adhje unendlid) grofy ijt.

2. Alle bigher betvachteten frummen Linien lafjen fich) duvd) die gemein-
fame Sdpeitelgleichung

y'=2px+qx*

darjtellen, i welcher p fiir den Kreis ven Halbmefjer, filv bdie itbrigen frwmmnien
Linten den halben Pavameter bedeutet, und q fiir den Kreid = — 1, fiir die

Ellipje = — E—: "'"‘z:' alfo negativ wund abjolut << 1, fitv die Hyperbel

*—*:-1; — L’:, alfo pofitiv und filv die Parabel = 0 ijt.

§ 488, Der Flideninhalt des zwifden zwet zufammens
gehbrigen Coordinaten ecingejdlojfenen Pavabeljtitdes iijt
gleidy 2, des Productes aus viejen Coordbinaten.

€8 fei OM (Fig. 218) cin pavabolijder Bogen. Jicht man durd) beliebig
biele Puntte M, M/, M. .. Novmale auf die Abjcifjenadhie OX wnd auf
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bie Ordinatenadfe OY, o ijt, wem OP=x, MP=y, OP'=x/,
M'P'=y’... gefest wird,

mfd}tﬂf PR:(K_X‘)}T:_. j(yfij_g‘uj’

SP ) 2
¥ s 4. Redted QS =x (y —y*); dabex
FR. :
glﬂsz Y yjpyk)l-
ot M I; o Se naber man die Puntte dev Pavabel annimmt,
vefto mehr ndbern jid) aud) bie Coordinaten derfelben,
/ bejto nefr nihert fich dann dag Verhiltnis der Nedyt-
efe PR und QS dem Grenzwerte

0 PT P P
S R e

Demielbenn Grengwerte 2 ndbert fid) wunter bdiefer Vorausfebung aud

bag Verhaltnis swijden fe zwei folgenden entjprechenven Nedptecfen P'RY und

Q'S’, u. §. w., daher aud) vas Verhiltnis zwijden der Summe der Redhtece

PRP'R .. und der @umme der Recdhtede QS+ Q'S+ .... Der

Grengwert bdiefes lepten Verhdltnifjes ift aber zugleid) das Verhiltnis der

Fliche OMP zu ber Jlacge OMQ; fomit it das Verhiltnis O o)

OMQ

Hieraus folgt

20MQ=O0MP, daher 30MQ=O0MP 4+ OMQ=xy; aljo
OMQ=1%xy, und OMP=3xy.

§ 489. Polargleidhung dver Pavabel

Nimmt man (Fig. 217) den Brennpunft C ald den Pol und die CO
a8 die Polaradhje an, fo ijt filv den Punft M ber Parabel der Nabdiusvector
r=CM unb p=MCO.

P

Nach §. 485 it r=x+ %; daher wegen X ==

e s A

- — 1 cos ¢ aud)

r=7p—rcos ¢, worausg jid
P

e

T 14cose

als Polargleidhung der Pavabel evgibt.

Bufa. Alle bigher DLetvadjteten frummen Linien laffen {id) durd) bdie
gemeinjame Polargleichung
ST SR
" 14ecose
darftellen, in weldper p fiir den Kreis den Halbmefjer, fiiv die iibrigen frirmmen
Qinien den DHalben Parvameter bLebeutet, und & fitv den RKreis = 0, filr die
Gllipfe << 1, fitv die Hyperbel > 1, und fitr die Pavabel = 1 ift.

r

Aufgaben.

§. 490. 1. Beliebig viele Punfte einer Pavabel zu bejtimmen, wenn
per Brennpunit und bie Leitlinie gegeben find.
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Man beftimme juerft ben Sceitel und die Achfe; dann nehme man in dev Adhfe
beliebig viele Pumfte au, siehe bduvd) biefelben Tovmale auf die Adjje und befdyreibe mit
vem Abftanbde jebes Punftes von der Qeitlinie al8 Halbmeffer um den Vrennpunft Kreis=
bogen, welde die entfprecjende Jtormale jdjmeiden: bdie Schunittpuntte find Punfte ber
Parabel,

Fig. 219. 2. Wenn der Pavameter gegeben ift,
T beliebig viele Puntte der Pavabel zu be-
ftimmen.
Die Aufldjung bernht auf §. 487, 5.
s fei AB (Fig. 219) der Pavameter, A der
Sdeitel und AX die Achje der Pavabel. Man
——Y nehue Deliebige Abjciffen AP, AP, ... an und
£ bejchreibe iiber BP, BP/ .... al8 Durdmnrefjer
RKreife, welde bie in A auf AB ervidtete Nor=
male in benw Punften B und S, R’ und 8'...
i fdpetbert, Bieht man nun duvdh bdiefe Puntte La-
N valfele jur Adje, jo werden diefe die in P, P'L.
auf die Adhfe evvichteternr Novmalen in den Punften
M amd N, M’ und N'... fdjueiben; diefe find dbamn Punite der Pavabel.

3. Die Gleichung einer Parabel jei y? = 2x; wie grof it der Fliden-
infhalt des von bem Pavameter begrenzten Pavabeljtiicdes?

4, Dev Pavameter einer Pavabel, deven Adfe mit der Abjcijjenadie
pavallel lauft, ijt gleid) 2p, die Coordinaten bes Scheitels find m und n;
weldjes ijt die Gleidung der Parabel ?

b, Die Oleidung einer Pavabel ift x¥— 4y — 6x=23; Dbeftimme
a) bie Coordinaten des Sdjeitels, b) den Pavameter.

6. Gin Korper, weldher die Hohe h iiber dem Horizonte hat, evhilt duvch
cine Rraft eine gleidhformige Bewegung in Hovizontaler Ridhtung mit der Ge-
{dhwinbigfeit ¢ (in 1 Beitfecunde) und vevmibge der Sdwerfraft eine verticale
Bewegung mit der Befd)leunigung g. a) Weldje Linte duvdhldujt ec? b) Nad
weldher Beit, und ¢) in welder Horizontalen Entfernung vom Anfangspunite
langt ev in der Horizontalebene an? (Der Wiberftand ber Sujt bleibt unbeadtet.)

VIII. @angenfen und Wormalen der Krummen Jinien,

§ 491. Die Gerabe und die frummen Linien,

Berbindet man die Gleichungen zweier Linien, jo find die fid) ergebenden
Werte von x und y die Eoordinaten Dev den beiden Linien gemeinjamen Punfte.

Jjt eine dev beiden Linien eine Gevade und die andere ein Kreis, eine
Gllipje, Hyperbel ober Pavabel, jo erhilt man fiiv x und y im allgemeinen
awet Paare von gujammengehivigen Werten. Sind diefe Werte veell und ver-
fchieden, fo haben bdie beiden LQinien zwei gemeinfame Punfte, d. i. die Gevabde
fdneidet die frumme Linie in ywei Pumtten. Fallen die beiden Werte in
einen eingigen gufammtenr, jo haben die zwei Linfen mur einen gemeinjamen

Mocnif, Geonetrie fiiv die obeven Elaffen. 18
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PBuntt, 9. 1. die Gerade beriihrt die frumme Rinie in jenem Punfte. Sind
enbdlich) bie Werte von x und y imagindr, fo Hhaben die beiden Rinien feinen
gemeinfamen Buntt.

ugnahmen fommen in befondeven Fillen Det der Hyperbel und bei ber
Pavabel vor.

1. Berbindet man mit der Gleidhung der Hyperbel b2 x?

bie Gleidung einer zu ciner Afymptote pavallelen Geraden y =—E— x4

azyz —a2h?

oder y = — 72 x -~ ¢, jo exhilt man Dejitglic
e aiboir oy oy b
By =5 ooer
—..a0b o) e el
T Iblait R

Sebe mit einer Afymyptote eimer Hyperbel pavallele
Gerade jdyneidet die Pyperbel in einem eingigen Puntte.

9. Verbindet man mit der Gleihung der Parvabel y? = 2px bie
Gleihung einer gur Achie pavallelen Geraben y = ¢, jo ergibt jid)

(4
X::VQ"P, y:-——c-

Sede gur AdGfe einer Parabel pavallele Gervade Jdhyneidet
alfo die Parvabel in einem eingigen Puuntte.

8 492. Allgemeiner Begriff ber Tangente,

Gs jei AR (Fig. 220) ivgend eine frumme Rinie und M’ ber Punit,

in weldem fie von der Gevaden TT bevithet yoerden foll. DMan benfe fid)

Fig. 220, dpurd) Ddiefen Beviihrungspunft M’ und durd)

einen Dbenad)barten Punft M zuerjt eine e-

cante S8’ gezogen und dieje danm um M’ jo

gedreht, dafé M bem M’ immer ndber viidt;

bamt witd i) ancd)y die Secante S’ ber Tan-

gente T'TY fmmer mehr ndbern und endlid) mit

ihr zufammenfallen, wenn M" auf den Beriih-
vunggpunit M’ zu liegen fommt.

Man fann daher die Taungente ciner frummen Linie ald eine Se-
cante devfelben betradhten, weldpe durd) die Drehung um den einen Schnitt:
punft in cine foldge Qage gebradht wurde, dajs der zweite Scmittpuntt mit
oem erjten 3ujammenfallt. :

Gine im Bevithrungspunite M’ auf der Tangente novmale Gevadbe M’ N
Beifit eine Normale der frummen Linte.

Bei der Beriihrung einer frummen Linie mit einer Sevaden find nad)-
jtehenbe vier Grvdfen vou Widitigleit:

1, Die Tangente M'T, b, i. die Qinge der Veriihrungslinie vom
Berithrungspuntte b8 jum Sdmittpuntte mit der Abjcifjenadyie;

T e
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2. die @ubtangente P'T, d. i. bie Projection der Tangente auf die
Abjcijfenadhie;;

3, die Mormale M'N, D. i. bie Ldnge der Novmallinie gwijdhen dem
Beriihrungspuntte wnd der Abjcifjenacje; und

4, bie @ubnormale P'N, b. & bie Projection der Novmale auf die
Abfciffenadyie.

Bon diefen vier BVeriihrungsgudfen find die Tangente und die Novmale
wefentlich pofitiv. Die Subtangente und die Subnormale dagegen find pofitiv
ober negativ, je nachbem fie von der Ordinate aus nad) der pojitiven oder
negativen Abfeiffenrichtung Liegen; fie werden in jedem Falle beftimmt durd
bie Differeny x — x!, in weldjer x die Abfcifie des Scmittpunttes ver Tan-
qente, beziehungsweife dev Novmale, mit der Abjcifjenadje, und x’ bie Abjcifje
bes Berithrungspunttes bezeichuet.

1. Ellipfe nud Kreis,

8. 493. O®leidungen der Tangente und der Normale.
Sind x/, y* und x“, y” die Coordinaten zweier benadybarter Puntte
M ound M“ (Fig. 221) einer Cllipfe, deven Sleidung b?x? 4 a?y? —=a?b?
Fig. 221. ift, jo hat man fiiv die durd) M’ und M" gehenbe
s @ecante S S’ die Gleidhung
e y'r: zh:}};!' (x_xr),
wobei gugleid) die Beftimmungsgleidhungen
D22 - a2y — ah?, bIx"? 4 aty"® = a%h?
ftattfinden, durch deven Subtraction man
be (x"2 —x%) a2 (2 — 3 =0,
ober b? (x +x) (x' —x) 422 (¥ +y) F'—3)=0
und daher e e e (x“‘l'")

¥—x G 1Y)
evhialt. @ubjtituiert man diefen Wert in ble obige ®leidhung der Secante S,
fo nimmt diefelbe folgende Form an:
; St e
Vgl o AT e
1. Falt nun der Punft MY mit M’ zujammen, fo fommt die Secante
SS‘ in die Lage der Tangente TTY; fept man alfo in der lepten Gleichung
x'=x', y' =y’ {o ethdlt man Tm die %anqente TT* bie Gleidung

y—y——km& x)..
weldhe man aund) fo darftellen fann:
b2xx’'+4 a’yy'=a?b2
3 diefer leteven Form [4§st fich die Gleidyung der Tangente unmittelbar
aug jener ber Gllipje b®xx +a’yy=—a?b? leid)t ableiten, indem man bie
Ladvate xx wnd yy durd) die Producte xx’ und yy’ evfept.

18%*
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2, Fitv die im Punfte M’ anf die Tangente ervidtete Novmale NN/
evqibt fidh (§. 456, 2) bie Gleichung
y—3y ——zi (x—x9...2).
Bufal. Fitr b=a geht die Ellipje in eiven Kreis itber. Fitv den Rreis
ijt baber
a) bie Gleidjung der Tangente
y —y‘:—;;—: (x—=x'), oder xx/ | yy'=al?;
b) die Gleichung der Novmale
y—y'=—§ (x — x'), oder y:i—:x,
woraus folgt, dbajs jede Normale bes Kreifes durd) den Mittelpuntt geht.
§. 494. RBdnge der vier Beviihrungsgrifen.
1. et man in ber ®leidung der Tangente y =0, fo erhilt man
X‘—":-?;— als bie Abfcifje des Punttes T (Fig. 221); folglidy ift

aﬂ s x'!

x'

@ubtangente PP T=x —x'=—

Diefer Ausdruct zeigt, dajs die Subtangente von der fleinen Adfe 2b
unabhingig ijt, dajs alle Ellipfen, jomit aud) der RKveis, weldhe itber derfelben
grofen Achie befdyrieben werden, fitv gleiche ilbicmen aud) diejelbe Subtan-
gente Haben.

2. Filr die Tangente M'T exhdlt man:

M/T? = M'P2 4 P12 — ya - (&2 -2 y ( e 34 =),
dafer Tangente M' T = - y -Vbix3 |- aty3,

3. @ept man in ber @5[&1&)11119 beL Normale y =0, fo exgibt fid) fiix

e Puntt N der Abfeiffe x == :1’ . x'; baraus folgt
Subnovmale PN=x —x'=— baz 3

4, Bur Bejimmung der Novmale M'N hat man

MNe = M'P'2 4 PN — ya L B2 DR Ralyl, e
Normale M’N:Wijwi—w,

Bufok. Fiir b=a, b i filv den Rueis ijt

X

a) bie Gubtangente — - =—; ) bie Zangente:%‘—;

c) die Subnormale = — x’; d) die Normale=r.

§. 495. Jebe Tangente der Ellipje bildet mit den Leits
jtrahlen des Berviihrungspunites gleidhe Wintel.
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@8 feien (Fig. 222) AM und BM bie Leitftrahlen des Punttes M —
(x', 7% einer Gllipfe, deven Mittelpuntt O ijt.

Die Gleidung der dburd) M an die Cllipfe gezogenen Tangente ijt
bxx' + ayy' = a’b®% us ifr
ergibt i) fiiv y = 0 al$ die Ab-
jciffe bes Sdmittpunttes der Tan-
gente mit der grofien Adhje x = ; 2

Qit nun AME ein 2Aufenwintel
bes Dreiectes ABM, MT bdie Hal-
bierungslinie diejes Winkels und T
ihr Sdnittpuntt mit der grofien Adie,
fo ijt nad) §. 120, 2

ATy BT —AM BM

oder mit Niidjidt auf § 469
- ex’ ex’
(OT —e): (OT —I—G):p_(a— e )

woraus aud) TO = i—a, folgt.

Der Puntt, in welchem bdie duwvd) M gezogene Tangente die grofe Achje
fchneidet, ijt alfo identifh mit dem Punfte T; b. i. die Tangente im Punite
M ijt die Palbievungslinie MT bdeg Winfels AME,

Da mun EMT = BMV unb nad) der Bovausfepung AMT = EMT
ift, fo ift auch AMT = BMYV.

Diefer Sabs erflivt folgende Erfdeimungen, welde auf dem NRejlexionsgejetie bevuhen.
Bon einer elliptijden Spiegelflddie werden die von einem Vrennpuntte auffallenden Lidyts,
Wiarnte= oder Sdalftvahlen fo veflectiert, bajs fie fidh im andern Brennpunite vereinigen.
Grregt man in einem elliptijd) geformten Gefiife, worin fid) eine Fliijfigleit befindet, in dem
einen Brennpunfte eine Wellenbetvegung, jo treffen bdie veflectierten Wellen im andern
Brenupunite jufammen,

2. fjyperbel.

§. 496. Tangenten und Novmalen der Hyperbel

Die Gleidungen der Tangente und der Novmale, fowie die Lingen der
Langente, Subtangente, Novmale und Subnormale lafjen fid) hier in analoger
Weife wie bei der Ellipfe (§8. 493 und 494) entwideln; jie founen aber aud
aug den dort gewonnenen Nefultaten fofort evbhalten toerdem, wenn man in
benfelben b? mit — b2 vertanjdt. =

§ 497. Jebe Tangente der Hyperbel bildet mit den Leit
jtrahlen des Bevithrungspunttes gleide Winfel

Der Beweis wird unter Begiehung auf § 120, 1 analog wie zu
§. 495 gefiihrt.

Auf biefen Safy guiindet fich bdie optijdhe Grfdfjeimung, dafs von eimem Bhyperbolijd
geidliffenen Hofljpiegel Lichtftvahlen, die von eimem Brenmmpunite ausgehen, fo vejlectiert
werberw, al8 ob fie vom anbern Vreunpunite Hertimen.
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3. Parabel.

§. 498. Gleidungen der Tangente und der Normale.

Die Gleidhung der Secante, weldhe durc) die Punfte (x', y9) uwud (x“, y')
bev Pavabel y* =2 px gebt, it

Yo v 3:.."; 5};7 (x —x)

Wegent 72 =2 px’ und y"* =2 px" iji:
iy
S
Durd) Subjtitution evgibt jid) daher als Gleidung der Secante

— ’:__:?p,___ i
Ve y,.ﬂ,,(x %9,

1. Qajst man nun den Punkt (x“, y") mit (x, y) zujammenjallen,
jo with y* =y, und man exhalt als Gleihung der Tangeute
y—y‘:?p,— e =il
x -+ x'

)’“2 —y?=2p (x" —x uo

ober ¥y =2p—5—
2. File die zu diefer Tangente gehvrige Normale folgt ansg 1)
y—yrt—ud (x x4, .59

p
§ 499. Qdnge der vier Beriihrungsgrdfen.
1, Aus dev Gleihung der Tangente ervgibt fid) fitr den Punit T (Fig.

223), indem man .y = 0 fept, x = — x’; baber ijt
Fig. 223, Subtangente PT =x — x' = — 2x’,
T Sn ber Parvabel ift die Subtane
/5 gente eined Punttes (dem abjoluten LWerte
R nad)) dev doppelten Abjciffe desjelben
gleid).
2. Fitv die Tangente M T hat man

\ MU= NP2 P — ol s — s
e B i e e ol s = e g i
Tangente MT = Vox* (p 4 2x).
3. Gett man in der Gleidhung der Normale y = 0, fo exhilt man file
den Puntt N die Abjciffe x = x’ -+ p; daber ift
@ubnormale PN = x — x' = p.
Sn ber Pavabel ift die Subnormale conjtant und gleid
pem halben Parvameter.
4, Fitr bie Novmale MN erhilt man
MN2=MP? } PN2=y? 4 p?=2px' + p? alfo
Novmale MN = Vp(p 4 2x9.
Bufa. Der Bevithrungspuntt und die Fupuntte dev Tan
gente und der Normale in der Ad)fe find von dem Brennpuntte
ver Pavabel gleid weit entfernt.

Denn wegen FP =3/ — 2 it MF=TF=NF=x'1 {.
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8. 500. Die Tangeute ciner Parvabel bildet mit dem Leit-
jftrafle des Berithrungspunitesd und mitder dbuvd diefen Puntt
zut Ad)je parallelen Gevaden gleidje Wintel.

Da nady § 499, Buf., vag A FMT (Fig. 223) gleidjdentlig ift, jo
ift der W. FMT = FTM; nun ift aud) W. RMT = FTM; baher FMT
— RV

Yuf diejem Sape berufht bie Amwendung parabolijdier Hoblfpiegel. Fallen ndmlid)
Qidytz, Wirnte= und Salljtrahlen parallel jur Adje auf den Spiegel auf, fo veveinigen fie
fich nach der NReflerion im Brennpunfte. Umgefehrt: Die vom Brennpunfte ousgehenden
Strahlen werden von bem Spiegel pavallel jur Adyfe veflectiert.

Aujgaben.

8. 501. Rreis.

1. Wie viele Puntte hat die Gerade

a) vy =—x-2, b) 4x 4 3y = 50, c) 3y =x -+ 40
mit einem $Kretfe, deffen Gleichung x* + y* = 100 ift, gemeinjam?

2. Der Kreis 4x? - 4y = 25 wird vou der Geraden 2y =14x — 25
gefchnitten; Deftimme a) die Coordinaten der beiben @dnittpunite, b) die Linge
ber diefe Punfte verbindenden Sehue, c) denw zu ihr gehorenden Centriwinkel.

3. An den Kreis (x — p)? 4+ (y — @) =r? wirh im Punite (', y’)
eine Tangente gezogen; weldjes ift die Gleichung derfelben?

4, An den Kreis x? 4 y? = 25 find in den Punften (— 4, 3) und
(— 3, 4) Tangenten gelegt; beftimme a) die Gleichungen dev beiden Tangenten,
b) den von ihuen eingefd)lofjenen Winfel.

5. An den Kreis x? - y? = r? folfen von einem auferhald desfelben
liegenben Puntte (m, n) Tangenten gezogen werben; beftimme a) die Coordinaten
ber Veriihrungspuntte, b) die Gleidpmg der Bevithrungsiehne.

Die Gleidung der Tongente ift xx’ |- yy' = r*...1). Da die Tangente duvd) ben
Puntt (m, n) gehen foll, fo mufd8 mx' -+ ny'=r*.. 2), und weil der Beriihrungepuntt
(x, y) dem SRreife angehint, aud) x4 y* = ... 8) fein. Aus 2) wnd 8) find nun
x! und y* s beftinumen und bann bdie Werte in 1) einzufeten.

6. Die Gevade 2x + y = 10 {dneidet den Kreis x? 4 y* =25 in
gwei Punften; durd) diefe Sdmittpuntte werden Tangenten an den Kreis
gelegt.  Jm weldyem Punktte Jdhueiven jich die beiden Tangenten ?

7. Die Gleidung der Polave des Punltes (m, n) in Vezug auf den
Rreis x* -+ y? = r® ju finden (8. 143).

mx-4ny=r".

8. Die Gerabe y = ax b witd als Polave besitglic) bdes Kreifes

x* | y* = r? betrachtet; Deftimme bdie Goovdinaten des ugehovigen Poles,
arat s
T T

9. An den freis x? - y? = 100 ift eine Tangente u gichen, welde

mit der Geraden y = —3;- ~+ 15 parallel ijt; wie lautet ihre Gleidyung?
8x 25
= T i 5"
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10. Wie lang ijt die den beiden RKreijen x* - y*=4, (x — 1) +
y*=4 gemeinjame Sehne?

11, Wie lautet die Potenglinie der Kreife

E+pit+y =1 E—Dp)P+ 3=

12, Wie lauten die Potenzlinien der Kveife
x2fyl—4, (x—324 (7 —22=38 (x+1?F(y4+2?=:
und wie die Coordinaten des Potenjcentrums?

8. 502. Gllipfe.

1. Die Gleidhung einer Cllipfe ift 9x* -} 16y? = 144, die Gleidhung
einter Geraden

8) y=3x+5 B y=x4+5 o y=2x—09;
wie viele Punfte hat die Ellivje mit jeder diefer Geraden gemeinjam?

2, Durd) einen Puutt M der Elfipfe an biefe eine Tangente zu 3iehen.

Auflofung 1. Berlingert man (Fig. 222) den Leitftvahl BM iiber M hinaus, fo
parf man, um die Lage ber Tangente MN ju erhalten, (nacdh §. 495) nur den Winfel AME
Dalbieren, Dian macyt daher ME = MA und bejdjreibt um E und A mit demfelben Halb=

meffer Kreisbogen, welde fid) in N jdneiden; bdie dure
Fig. 224, N unbd M gezogene Gevade N M it bie verfangte Tangente.

Huflofung 2. Nad) §. 494, Bujass, tndem wman
(Fig. 224) itber der grofien Adife CD einen Rreis be-
fdjreibt, die Ordinate MP big N verlingert, durd) N
etrie Tangente N'T an den Kreid conftvniert und T M zieht.

S o T 7 3. Mus einem Punite N (Fig. 222) aufper-
halb ber Ellipje an biefe eine Tangente gu ziehen.

Hier fommt e8 mit Nildficht auj die 1. Aufldjung der Aufgabe 2 offenbar mur davauf
an, einen Punft B ju finden, bev von N ebenfo weit abjteht, alg der eine Brennpunft A,
und deffen Eutfernung von dem anberen Brennpunfte B dev grofien Acife gleid) ift. Diefen
“Punft findet man aber in dem Durd)idinitte der um N mit dem DHalbmefjer N A, mnd
1m B mit dem Halbnwejfer C D bejdyriebenen Kreisbogen. Bieht man die Geradbe BB, welde
die Cllipjfe in D jdmneidet, fo ift M der Veviihrungspunft und NM bie gefudite Tangente.

Da jene ywei BVogen aud) nod) einen jweiten Sdnittpuntt E' geben, o mwivd bdurd
die Gerade E'B nod) ein jiweiter Beriihrungspunft M’ beftimmt, woraus folgt, bdafs von
pemt Punfte N swet Tangenten N DM und NM’ an die Cllipfe gezogen werden finner.

4. Weldjes ift die Gleichung der Tangente an die Ellipfe x* + 25y =25
im Puntte (— 3, §)?

5. dn die Gllipje 4x* 4 25y = 100 werden duvd) den Puntt (4, &)
eine Tangente und eine Novmale gezogen; wie grof ijt a) die Subtangente,
b) bie Tangente, ¢) die Subnormale, d) die Normale?

6. Wie verhalten fid) die Abjdmitte, in weldje die Abjciffe eines Runktes
ber Cllipfe durd) die Novmale diefes Punftes getheilt wirh ?

6 a, Wie lauten die Gleidpmgen ber Tangenten, twelde vom Punfte
(3, 8) an die Cllipfe 9x2 4 16y* = 144 gezogen werden fonnen? (Die Auj-
[Bjung jt analog jemer ber Anufg. 5 im §. 501.)

; 6 b. Wie lauten die Gleidjungen der Tangenten an die Ellipfe 9x2 4
25y* = 225, weldje mit ber Gevaden 5y + 4x = a pavallel find?
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7. Un die Gllipfe x2 + 4y = 100 werden durc) die Punfte (5, 3)
ud (6, — 4) Tangenten gezogen; beftimme a) bie Coordinaten thres Sdnitt-
punttes, b) den von thnen gebildeten Wintel.

8. Die Linge der Senfrechten vom Mittelpuntte einer Elipje auf bdie
burd) en Punft (x/, y*) berfelben gegogene Tangente au Dbeftimmen.

9. Dag Product aus der Novmale eined Punttes der Ellipfe und dex
@enfrechten vom Mittelpuntte auf die Tangente desfelben Punttes it conftant
und gleid) dem Quadrate dev Halben fleinen Achfe.

10. Die Linge der Senfrechten vou einem Brennpuntte einer Cllipfe auf
bie durd) ben Puntt (x/, y*) devjelben gesogene Tangente 3u finden.

11. Das Prodbuct aus den Senfrechten von bden Brennpuniten einer
Gllipfe auj eine Tangente derfelben ijt conjtant und gleid) dem Quabdrate dev
Halben fleinen Adhfe.

12. Die Coorbinaten bes Fubpunttes der Senfrechten von einem Vrenn-
puntte einer Gllipfe auf die duvd) den Punit (x', y) derfelben gezogene Tan-
gente zu beftimmen.

13, Der Abjtand deg Fufpuntied bder von einem Bremnpunfte einer
Gllipje auf eine Tangente gezogenen Senfrechten vom Mittelpuntte der Ellipfe
ijt gleich der Halben grofen Adhfe.

14. Unter welchem Winfel {dhneiden jid) dbie beiven Curven x2 | y? = 4,
3y* byt = 1bH?2

§. 503. Hyperbel

1. Die Gleidung einer Hyperbel ijt 4x? — 9y? = 36; wie viele
Puntte hat die Gevabe

B)y=55+2 b y=2x—8 o 6y=5x—9
mit der Hyperbel gemeinfam ?

2. Durd) einen Puntt der Hyperbel an dicfe eine Tangente zu ziehen.

Die Anfléfung ift analog ber Aufldjung 1 ju §. 502, Aufg. 2.

2 a. An die Hyperbel Ix* — 16y2 = 144 ijt im Puntte (3}, 4) die
Tangente 3u 3iehen und deren Gleihung anzugeben.

3. Bon einem auferhalb der Hypevbel Iliegenden Punfte an diejelbe eine
Zangente 3u ziehen.

Wird analog wie Anufg. 3 in § 502 aufgeldst.

3 a. Wie lauten die Gleidhungen der beiden Tangenten, welde vom
Punfte (8, ZL) an die Hyperbel Ix¥'— 16y2 = 144 gezogen werden Finnen ?

4. Der zwijden bden Afpmyptoten [iegende Theil eimer Tangente Dder
Hoperbel wird im Beviihrungspuntte halbiext.

5. Qunerhalb weldjes Winfels liegen die Deiden jte der Hyperhel

4%2 — Qy? =362
6. Unter welchem Wintel fdueiden fid) die beiden Curven

x? 4 y2=2060§ 9x?— 16y?= 1447



§. 504. Parabel

1. Die Gleidhung einer Pavabel it y* = dx; wie viele Punfte Hat
bie Gerade

a) 4y = bx + 4, b) y=2x—1, ¢) y=—3x-1-2
mit der Parabel gemeinjam?

2. Durdy einen Punft M der Pavabel an diefe eine Tangente zu ziehen.

ig. 225. Auflofung 1. Durd) Halbievung bdes Winfels FMQ

(Fig. 225) nad) §. 500, indem man umt F und Q mit dbem=
felben Halbmeffer Kreisbogen beidyreibt, welde fid) in N fdhneiden,
und damn die NM jzieht.

Auflofung 2. Mit Riidfidt auf §. 499, I, Man madje
(Fig. 223) OT = OP und jiehe T M.

Nuflofung 3. Nad § 499, Bufas. Dean bejdyreibe
(Fig. 223) um den Brennpunft F mit dem Leitjtrabhle F M als
Halbmeffer einen Kreisbogew, welder die verlingerte Achfe in T
fdhmeidet, und giehe T DL

2 a. Wie lautet die Gleidung der Tangente, welde tm Punite (2, 3)
an die Pavabel mit dem Pavameter 41 gezogen wird?

3. Aus einem Puutte N (Fig. 225) auferhalb der Pavabel an diefe eine
Tangente zu ziehen.

Mit Begiehung auf die 1. Anflsiung der Aufgabe 2 handelt es fid) hier nur darvum,
dert Puntt Q u beftimmmen, bduvd) welden die mit dev Adyfe pavallele Gevade QDM gejogen
werden mujs, damit fie den BVeviihrungspunft M treffe. Der Punft Q Yiegt num in bev
Leitlinie und ift von N ebenfo tweit entfernt, al8 der Puntt F. Um daher von N eine
FTangente an die Pavabel zu ziehen, befdjreibt man um N mit dem Halbmefjfer N F einen
Kreis, welder die Leitlinie in Q fdyneidet, zieht QM || OX und fodbann die Gerade N DL

Da jemer RKreis die Leitlinie aud) nod) in einem jweiten Punfte Q' fhueidet, fo
erhalt man, wenn Q'M' || OX gegogen wird, einen jweiten Verviihrungspunft M’ und es ijt
aud) NM’ eine Tangente der Parvabel.

4. Die Gleidhung einer Parvabel et y* = 16x; fucdhe die Gleihung der=
fenigen Tangente der Pavabel, weldhe zu der Gevaden y = x — 3 pavallel it

5, M eine Pavabel, deven Gleidhung y* = 4x ijt, felen durd) zwei
ifrer Puntte, deven Ordinaten 2 und — 4 find, Tangenten gezogen; bejtimmte
a) den ©dmittpunit der beiden Tangenten, b) ben wvoit ihnen gebildbeten Wintel,
c) ben Flacheninhalt bes von bden Tangenten und der Bevithrungsiehune be-
grenzten Dreiectes.

6. Die @enfredhte vom Brennpuntte einer Parabel auj eine Tangente
berfelben ift bie mittleve Proportionale zwijden demt entjprechenden Leitjtrahl
und dem vierten Theile bes Pavameters.

7. Unter welchem Wintel jchueiden jich die beiden Curven

=2 0X gt foyt=—87

8. Wie lauten bdie Gleidhungen der Tangenten, welde in den Sdnitt-
punften an die beiben Curven 4x2— 9y?=36 und y* = lx gesogen
werden funen, und unter weldem Wintel [dueiden fidh diefe Tangenten?
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IX. Alfgemeine nferfudung der Jinien jweifen Grades.

8. 505. Der Gradb etner Gleidhung wijdgen ben Coordinaten fitv ein
bejtimmtes Pavallelfyjtem wivd durd) die Tvansformation derfelben fitr cint
anberes Pavallelfyftent nidhgt gedndert. Denn ijt die urfpriinglidhe Gleichung
aoifden x und y vom mten Grade, o ift erjtlich vou jelbjt tlar, dajd nad
ben im § 440 angegebenen Subititutionen bie newe tvansjovrmierte Gleichung
fein ®lied enthalten tonne, i weldem die Summe der Potengerponenten vou
x b y grofer alé m wive. Die Transformation fann aber den Grad dev
®leidhung andy nicht erniedrigen, weil man duvd) Riid-Transformation der
neuen ®leidhung fite das frithere Syjtem nothivendig die wrjpringlidye Gleicdyung
wieber erhalten mujs, und daher, wenn die erjte Transformation den Grad
per ®leichung hevabgeminbert fitte, die zweite Ritd-Transformation ihn wieder
evhdhen mitfste, was jedod) nac) dem Obigen nidt mibglidy it

Da biernad) der Grad der Gleichung einer Linie von der Lage des
Parallel-Covrbinatenfyjtems unabhingiy ijt und eingiy duvd) den Ehavakter
ber Qinie Deftimmt wird, fo pflegt man die Linien nacd) dem Grvade ihrev ents
fprechenven Gleichungen eingutheilen. Die gerade Linie ift eine Linie des
erften Grades, und zwav die eingige Linie diefes Grabes; der Kveis, bdie
Cllipfe, Hyperbel und Pavabel gehiven zu den Linden des zweiten Grades.
Diefe lepteren follen mun hier gang allgemein unterjudyt werden.

§. 506. Discujjion ver allgemeinen Gletdhung zweiten
®raves

Ax?+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0...1)
swifden den Covrdinaten x, y eines Punftes der Ebene, wo A,
B, C,...F reelle @oefficienten bedeuten.

Um die geomelrijche Bedentung diefer Gleichung, in welder man unbe-
fhabet der Allgemeinfeit der Unterjuchung ein vedhtwintliges Coordbinateniyftem
porausfepient fann, femen 3u lernen, witd man bdiefelbe durd) Transformievrung
ver Coordinaten auf eine einjochere Fovm zu bringen juchen, indem man
Uejprung und Adhjencichting ves neuen Syjtems fo wahlt, dajs gewijje Glicder
der transformievten Gleichung verjdpwinven.

Lransformiert man undd)ft die Coordinaten fo, dajd der Urfprung
unverdudert bleibt und die newe Abfeifjenachje mit der fritheven den Winfel «
bilbet, jo mujs man (§. 440) jtatt x und y beziiglich

X cos @ — y sin & und x sin « -~ ¥ cos «
feen. Man echilt daduvd) eine neuwe Gleidhung
Mx?+ Oxy + Ny*+ Qx + Ry +F=0,...2,

in weldyer
M = A cos ¢* 4~ B sin & cos ¢ 4 C sin &?,
O=—2(A — C)sin & cos ¢ + B (cos ¢ — sin a?),
N = A sin ¢® — B sin « cos & + C cos a?,
Q=D cos ¢ + B sin ¢, = — D sin ¢ + E cos a

it und F Den friiheven Wevt beibehilt.
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Um nun ang diefer frangjovmierten Gleidung xy wegzujdhaffen, mufs
man dem wod) unbeftimmten Winfel « einen foldhen Wert Dbeilegen, Hais

0= —2 (A — C)sin e cos @« + B (cos a® — sin a?) = 0, ober was Has-
felbe 1jt, daj8 — (A -— C) sin 2& + B cos 2« = 0 werde; man mujs alfo
tang?a:AEC...Iﬁ)

feben. Da die Tangente cines Wintels jeden veellen Wert vou — O bis
-+ QO annehnen Tann, fo 1§jst fid) ¢ immer fo bejtimmen, dajs der Gleichung
3) genitge gejchieht. Dabdurd) geht die Gleichung 2) diber in
Mx?+ Ny*+ Qx + Ry + F=0...4).
Bur Bejtinmung vouw M und N erqibt fidh aus den obigen Ausdriicten
KB SN A
M —N=(A—Ccos2a-} Bsin 2a.
Pt e sin S s B g e SR e
V1 + tang 2c? V(A — C)p+4- B2
T TN --.__i_;.s_; bafer
V1i+tang2«® V(A —C) + B
M—_N=xV@A_Cy?JB:
Davaus folgt
{ -+ AR I Ty a0 A - OV T VA — (02 2
I\_IZ.A+C)_\/2(A CHER IR U ) +\9( L bt e

Cosi2 0 —

&

und MN:iACér;BE:# 32_44A9-...6).

Die weiteven Transformationen hingen von der Bejdhajfenheit bder
Goefftcientenn M und N, oder mit RNiidficht auf die Gleihung 6) von der Bes
idaffenheit des Ausbrudes B2 — 4 A C ab.  Ju diefer Bezichung find drei
Hauptfdlle zu unterjdeiden.

I. G fet B> — 4 A C negativn.

Transformiert man die Gleidung 4), um die Glieder x und y weg-
pujdaffen, mit Beibehaltung der Achienvidhtung fite einen newen Urfprung
(m, n), inbem wan ftatt x wnd y die Werte x +m und y -+ n fub-
ftituiert, jo erqibt fid) die Gleichung

Mx? -+ Ny? + 2Mm -+ Q) x4 2Nn 4 R) y +
(Mm? 4 Nn?+ Qm + Rn -+ F) — 0.

Damit die Coefficienten vou x und y verjdhwinden, wihlt man die nod
unbejtimmten Grdfen m und n jo, bajs 2Mm 4 Q = 0 und 2Nn -+ R =0
werde.  DHievaus erhilt man 5

mi—— o wmh n=—x

und daber alg fvansformierte Gleidyung
Mzt Nyt —38.. .7,
o S =— (Mm? -+ Nn®-+ Qm -+ Rn + F) ijt.
Dicje Transformation ift hier immer miglidh, da M und N unter der
obigen BVovausfepung B — 4 A C << 0 im Hinblid auf bdie Gleiung 6)
beide von Null verfdhichen fein mitfjen.
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S ber Gleidung 7) fann das exfte Glied M jtets als pofitiv angenommen

fwerden; dann mufs wegen MN = e 04 it aud)y N pojitiv fein.

Gs fommt nod) bie Bejdyaffenbeit von S in Betvadt.

1. §ft S pofitiv, fo erhdlt man aus ber Gleidung Mx* - Ny*=3§

Mo Ny, umfic =2t §=P% +E=1
odexr . bix2Jatyl=—albl ... 8)
weldje Gleidyung einer GLLipfe mit den Halbachfen a und b entjpridt (§. 470).

Wenn in diefem Falle M =N ijt, fo witb aud) a=Db, und man
erhilt x? - y2=—a?, nimlid) die Gleidung des Rveijes. Filv den Kreis
mujs daher nad) den Gleidhungen 5)

VIA—C)*+B2=0, b. . A=C und B=0 fein,

2. §ft S=0, fo exqibt fid) Mx* + Ny*=0, welde Gleidpung nur
fiit x=0 und y =0 bejriedigt werden fann; fie gehrt aljo dem Anfangs-
punfte der neuen Coordinaten felbjt am.

3. Qit S negativ, fo fann dev Gleidhung Mx* 4 Ny? =31, deren erjter Theil
i pojitive Glieder enthalt, durd) feine veellen Werte von x und y geniige geleijtet
werben ; die Gleichung hat daher fiir ein negatives S feine geometvijche Bedentung.

Wenn alfo B2 —4 A C negativ ift, fo entjpricht die Gleichung 1) einer
Gllipfe, weldye nod) fitx fpecielle Fiille den Kreis odev einen Punfit als Vavie
taten davbiefet.

II. &3 fei B*—4AC pojitiv.

Da aud) hier M und N von 0 verjdhieden fein mitffen, jo ijt die in L
angegebene Trangformation der Coordinaten ausfiihrbar und fann baber bie
Gleidyung 1) and) in diefem Falle auf die Form

Mx? + Nyi‘ =8
4 g : : B*—4AC e :
gebracht werden.  Jun haben hier, da MN = — o tiegatin gt M und

N entgegengejepte Bovzeichen. Nimmt man daher M als pojitiv an, jo ijt N
negativ; wir fepen vafitc — N, wo nun N’ pojitiv ift.
1. 3t S pofitiv, fo folgt aug ber @Ietd}ung Mx? —N'y*=S§
My Novo g ynp fiie f—~a3 —r—rﬁbl LI LIS G
S S ' a’ b?
b?x?.— aly’ —-a”bz. EBLh)
deven geometrifcher Ort eine Hypevbel ijt (§ 479).
2. 3ft S=0, o jolgt aus der Gleidhung Mx? — N'y?=0
y=-=4Xx / lb\}:-r
weldje ®leidung ein Syjtem zweier im Urfprunge fid) jdhneidender Gerabden
(al3 Bavietdt der Hyperbel) darftellt,
3. Jit endli) S negativ, ndmlich gleiy — S*, fo ift damn
Ve MzE—i50
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Die Gleidung lajst fid) durch) Bevtanjdhung dev Adjfen auf die evite
Fovm suviickiithren und jtellt daber eine Hyperbel dar, in weldher die Abjcifjen-
ad)fe mit der fritheren Nebenadje zujammenfallt.

IIL. @3 fei B2 —4AC gleid) Null

Su diefem Falle ijt vermbdge ber Gleichung 6) entweder M =0 obex
N =0; -beive Cocfficienten M und N fonnen mit Ritcjiht auf § 505 nidyt
sugleidy Null fein. €8 fei 3 B. M=0; daunt fann die in I angegebene

—5% feinen bejtimmten endlichen Wert hat, nidht
ausgefithet wevden; dbagegen aber erjdjeint die exte transformievte Gleidyung 4)
nnter der einfacheren Form

Ny’4+Qx~+ Ry +F=0...10).

Um biefe ®leichung nod) cinfadper darzujtellen, nimmt man einten neuen
Wejprung (r, s) an und fept ftatt x und y Dbejiiglid) x +r und y -+ s,
wodurd) man erhalt:

Ny*4+Qx-+(@2Ns+R)x+ Ns*+Qr-++Rs -+ F)=0.

Man wahlt daun r und s fo, dafs der Coefficient von y unbd dad vou
x md y freie Glied verfdwinden, dajs aljo 2Ns +-R=0 und Ns? 4
Qr—+4 Rs +F =0 with, was fiir die Wexrte

o e

Zrangformation, weil m =

R —4NT
2N 4NQ
ftattfindet. Dicfe Transjormation fann jedod) nur daun vorgenommen werben,
wenn Q nidyt gleich Null ift.  Wiv unterfcheiden daher zwei Falle.

1. Q {ijt vou Null verjdhieben. Daun [dfst jich die Gleidhung 10) anf
die einfadjere Ny? + Qx =0 transfovmieren, woraus

y?=Px....11),

bag ift die Gleihung einer Parabel (§ 486), hHervorgeht.

2. Q=0, die frilher angegebene Trangformation ldjst fid) nidt an-
mwenben; die Gleidung 10) nimmt nun die Form an:

Ny*4+Ry+F=0....12),
—R+ VR —4NF
2N

mit der Abfcifjenadyje pavalleler Gevaden ansdriict.

Bu denjelben Grgebuifjen gelangt man aud), wemn man N=0 an-
nimmt; nue mufs dann die Abjeiffenachie mit der Ordinatenad)je vertanjdht werben.

Aus allen diefen Unterfuchungen geht Hervor, dajs die Gleicdhung 1) mit
Ausnahme ded zulest angejithrten Falles durd) eine yweimalige Transformation
immer auf eine dev Deidben @leichungen

Mx?4 Ny?=3=8 und vhe— b

gebradyt werden fan, und eine Ellipfe, Hyperbel oder Pavabel mit Einjdhluis
ihrer Vavietdten davjtellt, je nadydem B2 — 4 A C negativ, pofitiv oder gleid)
ull ijt.

B — —

woraug y = jolgt, weldhe Gleichung ein Syjtem weier
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Der Chavatter der dargeftellten Linte Hingt demmad) eingig von der Be-
jdhaffenbeit des Ausbructes B2 — 4 AC ab, weldher deshalb dad dyarvatte
viftifche Binom der Gleidung 1) genannt wird.

§ 507. Den geometvijhen Ovt afller Puntte zu findem, devenm Ab:
ftinde vou eimem gegebenmen Punfte und bon einev gegebenen Geraden in
eimem conflanten BVevhdaltniffe ¢ ju einander ftehen.

Man nehme (Fig. 226) die gegebee Gevade RRY die Leitlinie, vorliufig af8

Fig. 226, Orvbinatenadje eines redhhwinfligen Coordinatenfyftems am,

R Y] befjen Abjeiffenadyje OX ben gegebenen Puntt A, den Brenn-
0 puntt, in fih enthdlt.

G 7 Gind OP—=MQ—=x unb MP=y bie Goovdinaten

eines ber verlamgten Punfte M, fo Jat man, wenn OA=d

gefetst wird,

0 il T AM:MQ=c¢, ober AM=cx, und aud
\ AM=VAP FNP=V{E—a 7% baber
ex=V{&E—dEFy-
R 7 = Darausd folgt
i' (1—¢?) x*+y?—2dx+d*=0...1).

Dev gejudyte geomelrijche Ort ift demuad) cine Linte bed jiweiten ®rades, und war
tvie fdon aus §. 506 hervorgeht, eine EIllipje, Hyperbel oder Pavabel, je nadbem
bag davafterijtifhe Binom B> —4 A C =4 (¢* — 1) negativ, pofitiv odber Jull ift, b. 1. je
nadydem die Vevhiltniszahl ¢ tleiner als 1, grifer als8 1 oder gleid) 1 ift

m bdie Bedeutung der Gleidung 1) aud) uwabhingig von den Unterfucdhungen bdes
&, 508 nadjzuiveifenn, wird man bdiefelbe junddyit auf eine einfacheve Geftalt bringen, inbent
man bden Urfprung in der Abjcifjenadijfe um die Strede m verjdjiebt, d. i x+m flatt x
fetst, wo m nod) unbefiimumt ift. Dabdburd) evhilt man

A—eY) 22 +y*+2 im(l—c’)—d} x+ {m*(1—0c%)—2dm+ a4 =0...2).

Man wdble dann m o, dajd8 m? (1 — ¢) —2dm--ad* = 0 werde, was fiir m

fiiv ¢ =1 nidit braudbar ift,

=-—1~~_F'1_»; ftattfindet. Da aber der eine Wert m =

fo mehme man m =

1—e¢
an, fitv welden Wert man aus der Gleidung 2) erhilt:
(1—ect)x?4-y2—2edx=0,
ober, enn ¢d = p gefefit wird,
(1—c* x24y*—2px=0...3).
1. Jfte =1, jo jette man 1 —c* = -E-; bann exgibt fid) aus 3)

2 i
P =2pX = —...d)

a
b, h. die Sdeitelgleidjung einer Ellipfe.
Aus der obigen Subftitution folgt

et
Lt=ic

] IR 1
32:1——2:1 h—l”;z%:e‘, baber ¢ = &;
b. B. das conjtante Verhiiltnis ¢ ift die numerijde Creentricitit e felbit.
bh? d
Feuer i =2_2 = :
sevier ift d = = und m T

Die Leitlinie RR' begteht fich auf den Brennpuntt A; in berfelbent Besiehung freht
gu dent gweiterr Vrennpunfte B der Clfipfe eine gweite Leitlinie S5, welde mit dev erften
pavallel ift und von dem jugeordieten DBrennpuntte B auf der entgegengefelsten Seite den=

felben Abftaud d = } fat.
£
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LWenn ¢ =0, alfo —:—: 1 wird, fo geht bie Gleidung 4) iiber in y* = 2px —x?,
0. 1. in die Sdjeitelgleidung bes freijes.
2. 3ft e>1, fo fee man 1 —¢® = — %; man ethdlt badurd) aus bder Glei-
g 3) z
5 X7
y‘:2px+%—....5),
b. i, die Sdeitelgleichung einer Hypevbel,
LWie ei dev Ellipje, ift aud) hiev
i e P
c=yg, tu-aé, = 14,—5'
Aud) die Hyperbel hat jivei Bremupuntte und zwei Leitlinien.
3. Jft endlidh e =1, jo ergibt i) aus ver Gleidjung 3)
=Pt
. i. bie Sdjeitelgleidung einer Parabel.

Qn diefemn Falle ift m = ,g,,’ 0. h. ber meme Urfprung, weldjer bder Sdjeitel bex
Pavabel ift, fillt in die Ditte des Abftanded ded Vrennpunties von bder Leitlinie.

§ 508. Gutjtehung der Linien zweiten Grabes aus dem
@dynitte eines Kegels durd) eine Ebhene.

s fei SAB (Fig. 227) ein gur Grundfldde normaler Achfenjdnitt
cines Kegels. Legt man durd) einen belicbigen Puntt C der einen Seite S A

ig. 227.

cine su SAB novmale Gbene, weldje die Cbene SAB in der Gevaden CX
und die Kegelfliiche in ber Linte CM fdmeivet, fo find bdrei Hauptfalle mbglidy:
entioeder jdmeidet die Gevade CX audy die andeve Seite SB jelbjt in D (I);
over fie fdneidet nidyt die Seite SB felbjt, aber ihre BVerlingernng itber S
hinaus in D (II); ober fie ift der jweiten Seite SB pavallel (III).
Um odie @dmittlinie CM bder Regelfliche und der duvch C gelegten
Gbene in jebem diefer drei Fille su beftimmen, lege man durd) einen beliebigen
Puntt M derfelben die Gbene MKL parallel jur Suundfliche des Kegels.
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Da MKL auf SAB normal fjteht, fo ijt aud) die Sduittlinie MP Her
Gbenen MCX und MEL sur Gbene SAB novmal (§ 220), bdaber aud
novmal 3 CX wnd KL. @8 ijt daber, ba MKL cin Rveis ijt,
NP2 =— 1P 1 PS5 30)
Bicht man CE||AB, madt CF = CE unbd 3icht aud) FG || BA,
fo hat man in I und II
KP:FG=CP:CF wdp LP:CE=PD:CD, baher
FG.CP (I.PD e
R — _gi‘_ md LP=—p5=; folglid
NG CRPD
MP2 = =mts
Nimmt man mm CX alg die Abjciffenadyfe an, fept CP=x, MP =1y,
fetner CD =2a und FG =2p, fo erhdlt man in I, wo PD = 2a — x ijt,

a__ 2p.x.(2a—x) px*
e 2a £ gty 1),

umd in I, wo PD = 2a 4 x it
yi= %ﬂ, ober yi=2px 4+ p:j. B

Die Shnittlinie der Kegelflliche mit der Chene ijt alfo im cxjten Falle
cine Ellipfe, im zweiten cine Hyperbel

it im exften Falle die Sdynittebene pavallel zur Grunbdflide, fo fallen
die. Stredfen CD, EF mnd FG gufammen; e8 wird aljo 2a = 2p und die
Gleidung y* = 2px — I’sz geht diber in y? = 2px — x?, weldje Gleichung
cinem Kreife angehort.

gu I endlid) exhalt man jiix KP, wie oben, den Wert KP =
—-P—G( ITQL, wogegen LP = E C = CF ijt; folglid) it MP?—=FG.CR, ober

e pr o)

Sm britten Falle ift alfo die Scduittlinie eine Parabel.

Wegen der hier nadygewiefenen Cntjtehung der Gllipfe, Hyperbel und
Bavabel aus dem Sdnitte eined Kegels durd) eine Ehene werden diefe Linden
gewdfulid) Degelfdynittslinien genannt.

oper . ¥ =2px —

Aunfgaben.

§. 509. ©ude durd) die entfprechende Transformation der Eoordinaten
nie geometrifdhe Bebeutung folgender Gleichungen:

1. x24y2—2x+42y—1=0.

2. 9% + 16y — 6x + 16y + 1 =0.-

3. x? —y*—4x — 4y —4=0.

4, 8x%2 — y? | 48x = ().

h.2x? 4 4xy —yi=0.

6. xy +x++y=1.

7. 4% — 12xy + 9y? — 132x — T2y - 144 — 0,

Mo énit, Geometrie fiiv die obeven Elajjen, 19
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8. 5x? 4+ 6xy +5y? —8x V2 —8yV2 =10
9, 9x? + 24xy + 1652 — 90x + by -+ 25 — 0.

10. 3x? 4+ 26xy V3 — 23y® -+ 48x V3 — 48y — 0. :

11. Bejtimme die Gleidhung fitr den geometrijhen Ovt der Mittelpuntte
aller Rreife, weldhe durd) einen gegebenen Puntt gehenw und eine gegebene
Gevade beriifyren.

Bei der Lojung diefer und der folgenden Aufgaben Letradite man in der Gleiduug
ver verlangten Kreife (x —p)® - (y — q)® =a* die Mittelpunttscoordinaten p und q als
variabel, Teite ang den Vebdingungen der Anufgabe eine Gleihung jwifdhen p und g ab und
fude die geometrijde Bedeutung diefer Gleidjung.

12, Bejtimme die Gleichung fitv den geometrijdyen Ot der Mittelpuntte
aller Sreife, weldje durc) einen gegebenen Punft gehenw uud einen gegeberen
SQreis berithren, wenn der gegebene Punft a) der WMittelpunit des gegebenen
Rreifes, b) ein andever tunerhalb des Krveifes liegendber Puntt ift, <) wemn
ev aufjechalb des RKreijes liegt.

13. Beftimme die Gleihung fiiv den geometrifdhen Ovt der Mittelpuntie
aller Rveife, welde eine gegebene Gevade und einen gegebenen Kreis bevithren,
wennt die Gevade a) duvd) den Mittelpunft des gegebenen Kreifes geht, b)

- tenn fie auferhalb des RKveifes liegt.

14. Beftimme die Gleihung fitv den geometrijdhen Ort dex WMittelpuntte
aller Kreife, weldhe zwei gegebene Kreife, und zwar beide von innen oder beive
von aufen bevithren, wenn a) die Deiden RKretfe fid) jdhueiden, b) wenn bdev
eine tnnerhalb e andern liegt, jedoch mit ihm nidt concentrijdy ift.

15. Bejtimme dic Gleicdhung fitv den geometrijdhen Ot der Spiben aller
Dretede, weldhe dicfelbe Grundlinie Haben und bei denen a) die Summe, b)
die Differeny der beiden Sdjeiteljeiten cine conjtante Srdge ift.
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