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Poglavje 1

MnozZice 1n Stevila

1.1 Matematic¢na logika

Izjava (oznake: I, A, Ay, ...) je trditev, za katero velja:
e je bodisi pravilna bodisi nepravilna (ni tretje moznosti),

e ni hkrati pravilna in nepravilna.

Logicna vrednost izjave je podatek o tem, ali je izjava pravilna ali nepravilna.
e 1 (ali p ali t) za pravilno izjavo

e 0 (ali n ali f) za nepravilno izjavo

Izjavne povezave:

1. Ekvivalenca izjav A in B (oznaka: A < B, beremo: A natanko takrat,
ko B ali A, ¢e in samo ¢e B) je pravilna, ¢e sta obe izjavi A in B hkrati
bodisi pravilni bodisi nepravilni. Sicer je nepravilna.

2. Negacija izjave A (oznaka: A ali ~A, beremo: ne A) je pravilna natanko
takrat, ko je izjava A nepravilna.

3. Konjunkcija izjav A in B (oznaka: A A B, beremo: A in B) je pravilna
natanko takrat, ko sta pravilni obe izjavi A in B.

5



4. Disjunkcija izjav A in B (oznaka: AV B, beremo: A ali B) je pravilna
natanko takrat, ko je pravilna vsaj ena od izjav A ali B.

5. Implikacija izjav A in B (oznaka: A = B, beremo: ¢e A, potem B ali iz
A sledi B) je nepravilna natanko takrat, ko je izjava A pravilna in izjava
B nepravilna.

Velja:
e A A

e ANA& A
AVA& A

AN(BVC)< (ANB)V(ANC)
AV(BAC)& (AVB)A(AVO)

e (AVB)& AAB

(ANB) < AV B

Kvantifikatoryi:
1. univerzalni V, beremo: za vsak

2. eksisten¢ni d, beremo: obstaja



1.2 Mnozice

MmnoZica je zbirka objektov (elementov mnozice), ki imajo dolo¢eno (skupno)
lastnost.

Oznake:

e A, B,... oznake za mnozice (velike ¢rke)

e © € A beremo: x pripada A ali A vsabuje x ali x je element mnozice A
x ¢ A beremo: z ne pripada A

e U univerzalna mnozica - vsebuje vse elemente, ki jih obravnavamo

e {} ali ) prazna mnozica

Podajanje mnoZic:
e 7 naStevanjem elementov, ki so v mnozici, na primer A = {a, b, 1}

e s predpisom, ki mu elementi mnozice ustrezajo, na primer A = {x € U;z
ustreza pogoju P}

PodmmnoZzica, enakost mnoZic:

e ACB A jepodmnozica mnozice B
Vsak element mnozice A je tudi element mnozice B.

Ve:x € A=z €B

e AC B A jeprava podmnozica mnozice B
Velja A C B in obstaja element mnozice B, ki ni element mnozice A.

ACB in Jr:xeBAx¢A

e A=B mnozici A in B sta enaki
Mnozici imata iste elemente oziroma velja hkrati A C B in B C A.

Potencéna mnoZica mnozice A (oznaka P(A)) je mnozica, katere elementi
so vse podmnozice mnozice A.



Operacije z mnoZicami:

—_

. unija: AUB={zeU;z € Aaliz e B}

2. presek: ANB={xeU;x € Ainz € B}
3. razlika: A—-B={zxe€U;z € Ainz ¢ B}
4. komplement: A® = {z € U;x ¢ A}

5. kartezi¢ni produkt: A x B = {(x,y);x € A, y € B}

Lastnosti operaciy:

e AUB=BUA
ANB=BnNA

e AUBNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)

e (AUB) = AN B¢
(AN B)¢Y = A°U B¢

e AX(BNC)=(AxB)N(Ax ()
Ax (BUC)=(AxB)U((AxC)

Stevilske mnoZice:

1. N={1,2,3,...} mnozica naravnih Stevil
Je zaprta za seStevanje in mnozenje.

2. Z2={...,-2,-1,0,1,2,...} mnozica celih stevil
Je zaprta za seStevanje, odstevanje in mnozenje.

3. Q = {§;a,b € Z} mnozica racionalnih $tevil — tevil, ki jih lahko za-
pisemo kot ulomek
Je zaprta za seStevanje, odstevanje, mnozenje in deljenje z nenicelnim
Stevilom.

4. R mnozica realnih stevil — Stevil, ki jih lahko zapiSemo kot neskonc¢no
decimalno Stevilo
Je zaprta za seStevanje, odStevanje, mnozenje, deljenje z nenicelnim
Stevilom in korenjenje pozitivnih stevil.
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5. C = {a + ib;a,b € R} mnozica kompleksnih stevil — stevil, ki jih lahko
zapisemo kot urejeni par realnih stevil
Je zaprta za seStevanje, odStevanje, mnozenje, deljenje z nenicelnim
Stevilom in korenjenje.

Velja: NCZ CQCRcCC



1.3 Naravna Stevila

Naravna Stevila lahko uredimo ,,po vrsti, z njimi Stejemo.
e Obstaja prvo naravno Stevilo — Stevilo 1.

e Vsako naravno Stevilo n ima naslednika n + 1.

Princip matematicéne indukcije: Radi bi dokazali, da neka lastnost (last-
nost P) velja za vsa naravna Stevila.

1. Preverimo, da lastnost velja za $tevilo 1 (velja P(1)).
2. Predpostavimo, da lastnost velja za neko naravno stevilo n (velja P(n)).

3. Dokazemo, da iz veljavnosti za naravno stevilo n sledi veljavnost za n+1
(velja P(n) = velja P(n+ 1)).

Potem ta lastnost velja za vsa naravna Stevila.

Zapis vsote:

° Zi:?i=1+2+3+---+n:%

1=

i ZZi?ai:al+a2+a3+"'+an
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1.4 Realna Stevila

1.4.1 Lastnosti realnih Stevil

Upodobitev realnih stevil:

Narisemo premico.

Na premici izberemo dve razli¢ni tocki: toc¢ko 0 in tocko 1. (Navadno
izberemo tocko 1 desno od tocke 0.)

Potem velja: vsakemu realnemu stevilu pripada natanko dolo¢ena tocka
na premici in obratno.

Stevila, ki lezijo na isti strani Stevila 0 kot Stevilo 1, so pozitivna Stevila
(oznaka RT).

Stevila, ki lezijo na drugi strani Stevila 0 kot Stevilo 1, so negativna
stevila (oznaka R™).

Opomba: Stevilo 0 ni ne pozitivno ne negativno.

Urejenost realnih Stevil:

Relacija neenakosti ali ureditve a < b:

a < b< b—a nenegativno Stevilo

a < b < b— a pozitivno stevilo
a > b < a — b nenegativno Stevilo

a > b < a — b pozitivno stevilo

Lastnosti relacije a < b:

1.

2.

a,beR=a<balib<a

a<a
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3. a<binb<a=a=0»b

4. a<binb<c=a<c

5. a<b=>a+c<b+c, VceR
6. a<binc>0= ac<bc
7.a<binc< 0= ac>bc

Opomba: Lastnosti 5, 6 in 7 uporabljamo pri reSevanju neenach.

Gostost racionalnih Stevil: Racionalna $tevila so povsod gosta: med dvema
poljubnima razli¢nima racionalnima Steviloma lezi vsaj Se eno racionalno Stevilo.

Omejenost podmnoZic realnih stewvil:

1. Mnozica A C R je

e navzgor omejena, e obstaja stevilo M € R, da velja z < M za vse

x € A,
e navzdol omejena, ¢e obstaja Stevilo m € R, da velja x > m za vse
x € A
2. e Vsako stevilo M, za katerega velja x < M za vse x € A, je zgornja

meja mnozice A.

e Vsako Stevilo m, za katerega velja x > m za vse x € A, je spodnja
meja mnozice A.

3. e Natan¢na zgornja meja mnoZice A ali supremum mnozice A (oznaka
sup{A}) je najmanjsa zgornja meja mnoZice A.
Drugace: M = sup{A} in M’ je zgornja meja mnozice A = M < M’

e Natan¢na spodnja meja mnozice A ali infimum mnoZice A (oznaka
inf{A}) je najvecja spodnja meja mnozice A.
Drugace: m = inf{A} in m’ je spodnja meja mnozice A = m' < m

4. e Cesup{A} € A, potem ga imenujemo maksimum mnozice A (ozna-
ka max{A}).

e Ceinf{A} € A, potem ga imenujemo minimum mnozice A (oznaka

min{A}).
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Polnost mnoZice realnih Stevil:

e Vsaka navzgor omejena mnozica realnih Stevil ima natancéno zgornjo
mejo.

e Vsaka navzdol omejena mnozica realnih Stevil ima natanc¢no spodnjo
mejo.

Intervali:
e [a,b] = {z € R;a < x < b} zaprt interval

e (a,b) ={r € Rya < x < b} odprt interval
(

a,b] = {x € R;a < x < b} polodprt interval

[a,b) = {x € R;a < z < b} polodprt interval

e (a,00) = {z € R;a < x} odprt navzgor neomejen interval

[a,00) = {z € R;a < x} zaprt navzgor neomejen interval
00,b) = {z € R;z < b} odprt navzdol neomejen interval

(—

o (—o0,b] = {z € R;z < b} zaprt navzdol neomejen interval
(—
(

a—¢€a+e), €>0 eokolica stevila a

Absolutna vrednost realnega Stevila:

laf = a; a>0
| —a; a<0.

Stevilo |a| predstavlja oddaljenost stevila a od izhodis¢a 0, Stevilo |a — b| pred-

stavlja oddaljenost stevila a od Stevila b, torej razdaljo med Steviloma a in
b.

Lastnost: absolutne vrednosti:
L. Ja| >0, Ja]=0=a=0

2. | —a| = |a
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3. —la] <a < a
4. |abl = [al|b]

5. la+0b] < |a| + |b]

1.4.2 Potenca, koren, logaritem

Potenca: nnmeN, qgeQ, reR

e potenca z naravnim eksponentom

a€R:
a"=g-a---q
—

n
imenovanje: a osnova, n eksponent, a” potenca

e potenca s celim eksponentom

a€R—-{0}:
-n 1

imenovanje: a radikand, n korenski eksponent, {/a n-ti koren

e potenca z racionalnim eksponentom

a>0:
aq:aﬁ = (a%)n = (an>% —= W7 ée q: %

e potenca z realnim eksponentom

a>0:
T ~ pes ~
a ~al, Cer=q
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Pravila za rac¢unanje s potencamsi: a,b >0, r,seR
1. a"a®* =a"**

2. U =g

Logaritem:
e Najveljaa®=b, a>0,a#1, z€R.
e Potem

1. b je potenca a
2. a je koren b
3. z je logaritem b pri osnovi a: x = log, b
— a = 10, Briggsov logaritem, oznaka log b

— a = e, Napierjev (naravni) logaritem, oznaka Inb

Pravila za rac¢unanje z logaritma:
1. log,(zy) = log, x + log, y

2. log,(3) = log, z —log, y

4. log, (/) = T log, x

(
(

3. log,(2") = rlog, x
(

5. log,(x) = @ log, x

Opomba: Pogoj za veljavnost posameznega pravila je obstoj vseh v njem
nastopajocih logaritmov.
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1.5 Kompleksna Stevila

Definicija: Imaginarna enota ¢ je kvadratni koren iz Stevila —1: ¢ = v/—1.

Velja:
e i, —i sta resitvi enacbe 22 +1 =0

o i’=—-13=—ii*=1,"=1,...

Definiciga: Kompleksno Stevilo je Stevilo oblike z = a + ib, kjer sta a in b
realni Stevili.

e a —realni del kompleksnega Stevila z, oznaka Re(z) = a
e b — imaginarni del kompleksnega Stevila z, oznaka Im(z) = b

Torej: C = {a+1ib; a,be R}
Oznake: z,u,v,w, ...

Geometrijska upodobitev kompleksnih Stevil:
Kompleksno stevilo z = a + ib upodobimo v ravnini (kompleksna ravnina) kot
tocko s koordinatama a (realna os) in b (imaginarna os).

Racunanjge s kompleksnimi Stevili:
Naj bosta dani kompleksni stevili 2 = a + b in w = ¢ + ud.

1. sestevanje, odstevanje: z = w = (a £ ¢) +i(b+ d)
2. mnozenje: z - w = (ac — bd) + i(bc + ad)
Kompleksna $tevila mnozimo kot dvoclenike.

s ia. 2z _ atibc—id _ (actbd)+i(bc—ad)
3. deljenje: = = S0 = S

Definicija: Konjugirana vrednost kompleksnega Stevila z = a + ib je kom-
pleksno stevilo zZ = a — ib.
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Lastnosti konjugiranja:

1.

Y|

=z

N
w
-
g

I

I
H_
g

w
w
S
Il
IS
g

i
—~
g |
N~—
I

Definicija:

ISR

Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z = a + ib je

|z| = V2zZ = Va2 + 2.

Stevilo || je razdalja med Stevilom z in izhodis¢em — Stevilom 0.
Stevilo |z — w| je razdalja med $teviloma z in w.

Lastnosti absolutne vrednosti:

1
e
5 |3 -
4. Re(2)
5

2] >0, Jz]=0=2=0

-zt wl < 2]+ Jwl

Polarni zapis kompleksnega Stevila: Kompleksno Stevilo z = a + ib (po-
dano s koordinatama a in b) predstavimo v kompleksni ravnini s podatkoma:

e r — oddaljenostjo stevila z od izhodis¢a (r = |z|),

e ¢ — kotom med pozitivnim delom realne osi in poltrakom iz izhodisca,
na katerem lezi Stevilo z (oznaka ¢ = arg(z)).

Povezava med zapisoma:

1. Kompleksno Stevilo z naj bo podano z absolutno vrednostjo r in kotom
. Potem:

e Re(z) =a=rcosy
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e Im(z) =b=rsingp

o 2z =r(cosp+isiny)
2. Kompleksno stevilo z naj bo podano s koordinatama z = a + ib. Potem:

o r=|z| =Va®+ b

( arctgl; zaa>01in b > 0 (prvi kvadrant)
5 zaa=0inb>0

o p= arctg% +7;  zaa <0 (drugi in tretji kvadrant)
8. zaa=0inb <0

| arctg? 4+ 2m;  zaa>0in b <0 (Cetrti kvadrant)

MnozZenje v polarnem zapisu:
Naj bosta dani kompleksni stevili z = |z|(cos @ + isina) in w = |w|(cos B +
isin f3).

o 2w = |z||w|(cos(a + B) +i(sin(a + 3))

o 2" = |z|"(cos(na) + isin(na))

o 2= |%'((303(04 — ) + i(sin(a — B))

MnozZenje Stevila z s Stevilom (cos ¢ + isin @) predstavlja rotacijo Stevila z za
kot ¢ okoli izhodisca.

Resevanje enacbe 2" = w:
e Stevilo w zapiSemo v polarni obliki: w = |w|(cos ¢ + isin ).

e 1 reSitev enacbe ima obliko

2k 2k
2 = n/,w,(cosuﬂsmu), k=0,1,...,n—1.
n n
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Poglavje 2

Matrike 1n sistemi linearnih enacb

2.1 Matrike

Definiciga:

e Matrika velikosti m x n (ali m x n matrika) je tabela Stevil (Clenov
matrike) z m vrsticami in n stolpci

11 Q12 - Qin

Q21 A2 -+ d2p
A=

Am1 Am2 -~ Omp

Krajse (¢e ¢lenov ne izpisujemo): A = [a;;] ali A = [a;;]mxn
e Vrstica je matrika velikosti 1 x n

[a'17a27”' y An -

e Stolpec je matrika velikosti m x 1



e Nicelna matrika (oznaka 0) je matrika, katere ¢leni so vsi enaki 0

0= .. : :[O]mxn
0 0 - 0

e Kvadratna matrika je matrika z enakim Stevilom vrstic in stolpcev m = n.

e Diagonalna matrika je kvadratna matrika z nicelnimi ¢leni izven glavne
diagonale

d 0 -+ 0
0 dyo -+ 0
0 0 - d,

e Enotska matrika (oznaka I ali I,) je diagonalna matrika z enicami na
glavni diagonali

10 - 0

01 - 0
I = )

00 - 1

e Gornjetrikotna matrika je kvadratna matrika z ni¢lami pod glavno dia-
gonalo

11 a2 Q1n
0 ax Q2n,

A= ]
0 0 Ann

e Spodnjetrikotna matrika je kvadratna matrika z niclami nad glavno dia-
gonalo.

e Matriki A in B sta enaki, Ce sta iste velikosti in imata iste ¢lene.
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Racunske operacije z matrikama:

1. Transponiranje: Transponirano matriko matrike A (oznaka A”) dobimo
tako, da j-ta vrstica matrike A postane j-ti stolpec matrike A”. Ce je
A m x n matrika, potem je AT n x m matrika. V primeru kvadratne
matrike je transponiranje zrcaljenje preko glavne diagonale. (Diagonalni

¢leni ostanejo.)

2. Produkt stevila in matrike: Naj bo A = [a;j]mxn in o € R. Potem je

aanq aa12 cee aQ1n

aa921 aao9 s Aoy
aA = [a]mxn = . .

Ay Qo OQmn

(Vsak ¢len matrike mnozimo z «.)

3. Vsota in razlika matrik: Naj bo A = [aij]mxn I B = [bijlmxn (A in B

morata biti iste velikosti). Potem je
A + B = [aij + bij]an-

(Sestejemo (odstejemo) istolezne ¢lene.)

by
by
4. Skalarni produkt vrstice A = [a1,as, - ,a,] in stolpca B = .
bn
Stevilo

A-B:albl+a2b2+---anbn.

(Vrstica A in stolpec B morata imeti isto Stevilo ¢lenov.)

je

5. Mnozenje matrik: Matriki A = [aij]mxn in B = [bij]nx, lahko zmnozimo
(A - B, v tem vrstnem redu), ¢e ima A toliko stolpcev kot ima B vrstic.
Produkt C' = A - B (ali AB) je matrika velikosti m x p. (Produkt ima
toliko vrstic kot matrika A in toliko stolpcev kot matrika B.) Clen na

Vv v

seCiScu i-te vrstice in j-tega stolpca v produktu naj bo ¢;;. Velja: ¢;; je

skalarni produkt i-te vrstice matrike A in j-tega stolpca matrike B.

Definicyya:

e Kvadratna matrika A je simetri¢na, ¢e velja A = A7,
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e Kvadratna matrika A je poSevno simetri¢na, ¢e velja A = —AT.

Velja: Vsako kvadratno matriko A lahko zapiSemo kot vsoto simetri¢ne (Ag)
in poSevno simetri¢ne (Ap) matrike: A = Ag + Ap, kjer sta Ag = # i

mn
_ A-AT
AP = 5 -

Opombe:
e V splosnem AB # BA, tudi ¢e oba produkta obstajata.
e Lahko se zgodi, da A # 0 in A% = 0.

e Pri matrikah v sploSnem ne velja pravilo krajSsanja: ¢e AB = AC, ni
nujno B = C.

Lastnosti racunskih operacij:

e A+ B=B+A
AB # BA (v splosnem)

(A+B)+C=A+(B+0C)
(AB)C = A(BC)

A(B+C)=AB+ AC
(A+ B)C = AC+ BC

(A7) = A

(A+ B)' = A"+ BT
(AB)T = BT AT

o Al =1A=A

Pri kvadratnih matrikah je enotska matrika enota za mnozenje.

Definicija: Inverzna matrika (obratna matrika) matrike A (oznaka A™1) je
taksna matrika, za katero velja AA™! = A71A = 1.
Opomba: inverzno matriko imajo lahko samo kvadratne matrike.
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2.2 Determinante

Definicyya:

e Determinanta 2 x 2 matrike A = [ ZH 312 1 (oznaka det A ali det(A))
21 (22

je Stevilo

11 Q12
det A = = 110929 — Q12097 .
21 Q22

11 Q12 A13
e Determinanta 3 x 3 matrike A = | as1 a9 ao3 | je Stevilo

a31 Aazz G33

@11 a2 13
det A — _ Q22 (23 21 (23 21 G22 |
e = | Q21 G22 Q23 | = G131 —a12 +ai3 =
32 A33 31 A33 a31 a3z
a31 dzz G33

= 11022033 + Q12023031 + A13021032 — A31022013 — A32023011 — A33021012.
o Oznake:
— A(4, j) podmatrika matrike A z odstranjenima i-to vrstico in j-tim
stolpcem
— D,;; = det A(1, j) poddeterminanta

— S temi oznakami je determinanta 3 x 3 matrike enaka det A =
a11D11 — a12D12 + a1z Dss.

@11 Q12 - Aip
e Determinanta n x n matrike A = a?l a:22 o a?n je stevilo
Ap1 Qp2 " Qpp
ay; Qi - Aip
det A = a:21 a:m - a?n = a1 D11—araDiatarzDiz—- - +(—1)"" a1, Dy,
Qp1 Qp2 " Qpn

To je razvoj determinante po prvi vrstici.
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Velja:

e Determinanto lahko razvijemo po katerikoli vrstici (na primer i-ti)

det A = (—1)i+1ai1Dﬂ + (—1)i+2ai2Di2 4+ 4 (—1)”"amDm
ali stolpcu (na primer j-tem)
det A = (=1)"*ay; Dy + (=1)*Pag; Doj + - - + (=1)"Pa; Dy

Opomba: Izberemo tisto vrstico oziroma stolpec, kjer je najvec nicel.

e Determinanta trikotne matrike je enaka produktu diagonalnih ¢lenov.

e det AT = det A

Lastnostt determinante:

1.

Ce v matriki zamenjamo dve vrstici (stolpca), determinanta spremeni
predznak.

. Ce sta v matriki dve vrstici (stolpca) enaki, je determinanta enaka 0.

Ce v matriki eno vrstico (stolpec) mnozimo s Stevilom «, pridobi deter-
minanta faktor .

. det(ad) = a" det A

Ce je ena vrstica matrike (na primer i-ta) zapisana kot vsota, potem
velja

ait +bin @iz +bip o0 Qi by | = an a2 o G |F| b b o b

Enako velja za stolpce.

Ce neki vrstici pristejemo poljuben veckratnik druge vrstice, se determi-
nanta ne spremeni. Enako velja za stolpce.

. det(AB) = det Adet B
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Izrek: Naj bo A kvadratna n x n matrika. Obratna matrika A~! obstaja
natanko takrat ko je det A # 0. Dana je s formulo

Dy ~Diy Dig - (=)D, T
IR —Day Dy — Do o (=1)*"Day
~ det A : : : :
(=)D, (=1)"2D,y (—=1)"™D,3 --- D,

kjer so D;; (n — 1) x (n — 1) poddeterminante.

Definicija: Kvadratna matrika A je regularna ali obrnljiva, ¢e obstaja A~
Sicer je singularna.

Velja:
° (AT)—I _ (A—I)T
e (AB)"! = B~1A"!

Matriéne enacbe: Naj bosta dani obrnljiva n X n matrika A in matrika B.
Iz danih enacb izracunamo neznano matriko X:

e AX=B=X=A"'B
Da je naloga resljiva, mora imeti matrika B n vrstic. Velikost matrike
X je enaka velikosti matrike B.

e XA=B= X=BA"!
Da je naloga resljiva, mora imeti matrika B n stolpcev. Velikost matrike
X je enaka velikosti matrike B.
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2.3 Sistemi linearnih enac¢b

2.3.1 Gaussova eliminacijska metoda

e Sistem m linearnih enacb z n neznankami z1, xo, ..., x,:
anTi + apts + -+ apr, = b
a21%1 + Q999 + -+ + A9y, b2

Am1T1 + Q2o + - - + Qpp®y, = bm
e V matri¢ni obliki: Ax = b, kjer je
@11 A2 -t Qip
Q21 Q22 -+ Q2p . . .
A= ] ] ] matrika koeficientov sistema,
m1 Am2 - Omn

velikosti m x n,

T = . stolpec n neznank in

|~
I

stolpec m desnih strani sistema.

Resiti sistem: pomeni poiskati vse n-terice stevil (z1, zo, . . .

danim m enacbam.
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1. Ce je A kvadratna matrika m = n in det A # 0, potem

z=A""b.
n-terica Stevil oziroma stolpec x je natanko dolocen.

2. Ce gornje ni izpolnjeno (A ni kvadratna ali det A = 0), ima sistem lahko

e cno (natanko doloceno) resitev (dolocen sistem),
e nobene resitve (protisloven sistem),

e neskoné¢no resitev (nedolocen sistem).

[s¢emo metodo za reSevanje sistemov enacb, ki je
e bolj ekonomi¢na od ra¢unanja obratne matrike (v prvem primeru),

e splosnejsa — resitev dobimo tudi v drugem primeru.

FEkvivalentna sistema linearnih enacb imata bodisi iste reSitve bodisi sta
oba neresljiva. V postopku reSevanja sistema poiS¢emo danemu sistemu ¢im
preprostejsi ekvivalentni sistem, to je trikotni sistem. Matrika (ne nujno
kvadratna) takSnega sistema ima nicle pod glavno diagonalo. Z naslednjimi
operacijami dobimo ekvivalentni sistem:

e zamenjava vrstnega reda enacb,
e mnoZenje (deljenje) neke enacbe sistema z nenicelnim Stevilom,

e priStevanje ene enacbe drugi.

Gaussova eliminacijska metoda je formalizacija gornjega postopka.
e Oznake:

— A matrika (koeficientov) sistema

— R = [A|b] raz8irjena matrika sistema
e Gaussova eliminacija vsebuje (po potrebi):

— zamenjavo vrstic matrike R,

— mnozenje posamezne vrstice matrike R z nenicelnim Stevilom,
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— pristevanje veckratnika ene vrstice matrike R drugi — tako, da ima
dobljena matrika pod glavno diagonalo nicle.

Dobljena ,trikotna“ matrika je razsirjena matrika iskanega ekvivalentnega sis-
tema.

2.3.2 Resljivost sistemov

Rang matrike A (oznaka rang A) je maksimalno Stevilo nenicelnih vrstic, ki
jih dobimo z Gaussovo eliminacijsko metodo.
Ce je A m x n matrika, je rang A < min{m,n}.

Izrek: Naj bo Ax = b sistem m enaCb z n neznankami. Nadalje naj bo
R = [A]b] razSirjena matrika tega sistema. Potem velja:

1. sistem Az = b je resljiv < rang A = rang R

2. sistem Ax = b je enoli¢no resljiv < rang A = rang R = n

3. rang A = rang R = r < n < sistem Az = b ima neskon¢no resitev
Pri tem lahko (n — ) neznank lahko poljubno izberemo, r = rang A nez-
nank je z njimi natanko dolo¢enih; resitev sistema je (n—r) parametri¢na.

Homogent sistem je sistem z nic¢elno desno stranjo Az = 0. Za homogeni
sistem vedno velja rang A = rang R, torej je homogeni sistem vedno resljiv.
Eno resitev x = 0 uganemo, imenujemo jo nic¢elna ali trivialna resitev. Velja:

1. rang A = n ( = Stevilo neznank) < resitev je ena sama (nicelna)

2. rang A < n < sistem ima neskonéno resitev, je netrivialno resljiv
Opomba: Ce ima homogeni sistem netrivialno resitev, ima neskon¢no
resitev.

Kvadratni homogeni sistem (sistem Az = 0 s kvadratno n x n matriko)
ima

1. natanko eno resitev (ni¢elno) < rang A =n < det A # 0

2. neskoné¢no resitev < rang A <n < det A =10
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Poglavje 3

Vektorji

3.1 Definicija

Kartezicéni koordinatni sistem v prostoru:

e Je pravokoten. Tvorijo ga 3 medsebojno pravokotne premice (koordi-
natne osi x, y, z), ki se sekajo v (eni) tocki — koordinatnem izhodiscu.

e Je pozitivno orientiran. Na vsaki od koordinatnih osi izberemo (glede na
koordinatno izhodis¢e) pozitivni in negativni del. Ce pozitivni del osi x
zavrtimo po krajsi poti do pozitivnega dela osi y, kaze pozitivni del osi
z v smeri desnega vijaka.

Podajanje tock v prostoru:

e Poljubno tocko T prostora podamo s tremi Stevili — projekcijami tocke
na koordinatne osi: T'(z,y, z).

e Oznaka za prostor: R® = {(x,y, 2);x,y, 2 € R}
Definicija: Vektor je usmerjena daljica. Podan je z zacetno tocko A(ay, aq, as)
— -
in kon¢no toc¢ko B(by, b, b3); oznaka AB ali krajse @, b, . . ..

e Dolzina vektorja ali absolutna vrednost vektorja (oznaka \A—B>\) je enaka
razdalji med tockama A in B.
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e Smer vektorja je dolocena z zacetno tocko A in koné¢no tocko B.

e Dva vektorja sta enaka, ¢e imata isto dolzino in isto smer.

Koordinate vektorja: 1z znanih koordinat zacetne in konc¢ne tocke dobimo
koordinate vektorja tako, da odstejemo istolezne koordinate — od koordinat
konc¢ne tocke B(by, by, b3) odstejemo koordinate zacetne tocke A(aq, as, as)

—
AB = (bl — al,bQ — a9, bg — Clg).
Dva vektorja sta enaka, ¢e imata enake istolezne koordinate.

DolzZina vektorja d = (a1, as,a3):

o |d| = /a2 + a3 + d?

e Enotski vektor je vektor dolzine 1.

Krajevni vektor tocke T (oznaka r7) je vektor od koordinatnega izhodiica
0(0,0,0) do koncne tocke T'(x,y, 2).

o 117 = (z,9,2)

e Zmacilnost: koordinate krajevnega vektorja r7 so enake koordinatam
tocke T

Enotski vektorji na kooordinatnih oseh:
e 7=(1,0,0), 7=1(0,1,0), k=(0,0,1)

e Komponente vektorja @ = (ay, as, as) vzdolz koordinatnih osi:

—

a1, @27, a3k
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3.2

Racunanje z vektorji

3.2.1 Sestevanje vektorjev

Definicija:

Vektor b prenesemo v kon¢no toc¢ko vektorja @. Vektor, ki sega od zacetne
tocke vektorja a do koncne tocke vektorja b imenujemo vsota vektorjev
a in b, oznaka a + b.

Drug nacin: vsota a + b je diagonala paralelograma (dolo¢enega z vek-

-,

torjema @ in b), ki poteka iz skupne zacetne tocke.
Koordinate vsote: @ -+ b = (a1 + by, as + by, az + b3)

Vektor ni¢: 0 = (0,0,0)
Opomba: Vektor 0 nima definirane smeri oziroma ima poljubno smer.

Vektorju @ nasprotni vektor: —d = (—ay, —ag, —a3)
Nasprotni vektor —a@ ima isto dolzino kot vektor @ in nasprotno smer.
Velja: @+ (—a) = 0.

Odstevanje vektorjev: @ — b= @ + (—b)
Geometrijsko: vektorja @ in b nariSemo iz skupne zacetne tocke; razlika
a — b lezi na tretji stranici trikotnika, pus¢ica kaze proti a.

3.2.2 Mnozenje vektorja s skalarjem, linearna kombinacija

vektorjev

Definicija: Produkt vektorja @ = (a1, as,a3) s skalarjem (Stevilom) o € R je

ad = (aay, aag, aag).
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Velja:
o |ad| = [ald]
e Smer:

— a > 0= din ad imata isto smer

— a < 0 = din ad imata nasprotno smer

Definiciga:
e Vektorja a in b sta kolinearna, ¢e sta vzporedna:

l;:cw?, a € R.

—

e Vektorji (trije) d@, b in ¢ so koplanarni, ¢e leZijo v isti ravnini:
¢=ad+pb, a,B€eR.
e Vektorji ay, as, ..., d, so linearno neodvisni, ¢e velja:
Q@+ iyt =0= a1 =ay="-=aq, = 0.

Sicer so linearno odvisni.

o Izraz
0@y + ey + -+ oy,
je linearna kombinacija vektorjev ai, a3, ..., dp.
Velja:

1. Ce sta vektorja @ in b nekolinearna, potem sta linearno neodvisna (to je
ad+pb=0=a=[=0).

2. Ce so vektorji a, bin ¢ nekoplanarni, potem so linearno neodvisni (to je
ad+pb+vw=0=a=0=~=0).

3. Dva vektorja na premici sta linearno odvisna.

4. Trije vektorji v ravnini so linearno odvisni.
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5. Stirje vektorji v prostoru so linearno odvisni.

6. Vektorji a, bin @ naj bodo nekoplanarni (linearno neodvisni). Tedaj
lahko poljuben vektor d zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev da,
bin C.

3.2.3 Skalarni produkt vektorjev

Definicija: Skalarni produkt (oznaka: @ - b, beremo: a skalarno b) vektorjev
a= (al, as, (l3) inb= (bl, bg, bg) je

a- g: a1b1 + CLQbQ + a3b3.
Istolezne koordinate zmnozimo in sestejemo, rezultat je Stevilo.

Lastnosti skalarnega produkta:

1.da-b=b-a

5.G-b= \6|]l;| cos ¢, kjer je ¢ kot med vektorjema @ in b

Opomba: To lastnost lahko vzamemo za definicijo skalarnega produkta
v trirazseznem prostoru.

ST
S

6. Formula za izra¢un kota ¢ med vektorjema @ in b: cos Y=

=

=

7. Vektorja @ in b sta pravokotna natanko takrat, ko je a - b=0.
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3.2.4 Vektorski produkt vektorjev

Definicija: Vektorski produkt vektorjev @ = (ay, az, asz) in b= (b1, b2, b3) je
vektor @ x b (beremo: a vektorsko b), za katerega velja:

e Vektor a x l;je pravokoten na vektorja @ in b.

e Dolzina |@ x b| = |@||b| sin ¢, kjer je ¢ kot med vektorjema @ in b.
To je ploscina paralelograma s stranicama a in b.

e Ced po krajsi poti zavrtimo do g, potem ima vektor @ x b smer desnega
vijaka.
Lastnost: vektorskega produkta:

l.dxb=—-bxa

3. (ad@) x b=a x (ab) = a(a@ x b)

4. Vektorja d in b sta kolinearna natanko takrat ko je a x b=0.
Posebej: @ x a@ = 0.

5. dx g: (CLng - agbz);—i‘ (a3b1 - albg)j+ ((Zlbg - CLle)E ali

ﬁ

T T T
axb=|a ay as
by by bs

Uporaba vektorskega produkta:
e za racunanje plos¢ine paralelograma ali trikotnika,

e za konstrukcijo pravokotnice na dana vektorja.
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3.2.5 Mesani produkt vektorjev

Definicija: Mesani produkt vektorjev @ = (aq, az, as), b — (b1, b, bs) in & =
(c1,co,c3) je Stevilo

=,

(@b,6) = (@xDb) &

ali

ay a2 as
(@b,&)=| by by bs
1 Cy C3

—

e (d,b,¢) >0 = vektorji @, b in ¢ so desno (ali pozitivno) orientirani

e (d,b,¢) <0 = vektorji @, b in € so levo (ali negativno) orientirani

Lastnosti mesanega produkta:

-

1. (@,b,) = (¢,@,b) = (b,¢,@) = —(b,d@,0) = —(,b,a) = —(a@,c,b)
2. |(d, b, )| je prostornina paralelepipeda, dolo¢enega z vektorji @, bin €.

3. (a, b, ¢) = 0 & vektorji a, b in ¢ so koplanarni

Uporaba mesanega produkta: za raCunanje prostornine paralelepipeda,
prizme ali tetraedra.
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3.3 Premica in ravnina v prostoru

Rawvnina v prostoru je dolocena bodisi

1. s totko A(aq,as,as) na ravnini in njeno pravokotnico (normalo) 77 =
(nl,ng,ng) bodisi

2. s tremi tockami A, B in C na ravnini. V tem primeru izra¢unamo pra-
vokotnico 7 = AB x AC.

Kako preverimo, ali dana tocka T' s krajevnim vektorjem 7 = (x,y, z) lezi na
ravnini?

< —
e Ce tocka T lezi v ravnini, lezi v ravnini vektor AT = 7" — 1.

PR =4 . — . =4 —
e Vektor v ravnini AT je pravokoten na normalo 72, velja AT -7 = 0.

Enacba ravnine skozi tocko A(ay,as, az), pravokotne na i = (ny, ng, ns):
e (7—1r4) -1 =0 je vektorska enac¢ba ravnine.

e Vstavimo koordinate in dobimo splosno obliko enacbe ravnine:
nix + ngy +ngz = d, kjer je d = rj - 1 = aing + asng + agns.

e Ce je |7l| = 1, govorimo o normirani ena¢bi ravnine.

Premica v prostoru je dolocena bodisi
1. s tocko A(aq,as,as) na premici in njeno smerjo § = (s, S2, s3) bodisi

2. 7z dvema tockama A in B na premici (v tem primeru izra¢unamo smer
§=rp —ry) bodisi

3. kot presek dveh nevzporednih ravnin.

Enacba premice skozi tocko A(aq, as, az) in smernim vektorjem § = (sy, so, $3):

e Tocka T s krajevnim vektorjem 7 = (z,y, z) naj lezi na premici. Potem
velja 7= 13 +t5 za nek t € R. Od tod vektorska oblika enacbe premice:

r=1ry+ts, teR.
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e Vstavimo koordinate in dobimo parametri¢no obliko ena¢be premice (z,y, z) =
(a1, a9,a3) + t(s1, s2,83), t € R oziroma

r = a;+1tsy

= as +1ts9
z = as—+tsz, teR.

e Ce sy -89+ 53 # 0, iz vsake od gornjih enacb izra¢unamo parameter t,
izenac¢imo in dobimo kanonsko obliko ena¢be premice

r — aq Yy — as Z — as

S1 S92 S3

~

Ce (na primer) s; = 0, zapiSemo

Y — as Z — as
T = aq, = .
52 53

Presek ravnin: Presek dveh ravnin izracunamo tako, da reSimo sistem enacb,
ki ga sestavljata enacbi ravnin v splosni obliki. ReSitev sistema je:
1. prazna (ne obstaja), ¢e sta dani ravnini vzporedni (sistem je protisloven),

2. enoparametri¢na, predstavlja premico (v parametri¢ni obliki), ki je pre-
sek danih ravnin,

3. dvoparametri¢na, predstavlja isto ravnino kot dani ravnini.

Presek premice in ravnine: x,y in z iz parametri¢ne oblike enacbe premice
vstavimo v enac¢bo dane ravnine v splosni obliki, dobimo ena¢bo za parameter
t. Resitev:

1. ne obstaja, Ce sta premica in ravnina vzporedni,

2. je Stevilo, na primer ty, ki ga vstavimo v parametricno obliko enacbe
premice in dobimo koordinate presecisca,

3. je vsako realno stevilo. V tem primeru premica lezi v ravnini.
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Poglavje 4

Zaporedja in vrste

4.1 Preslikave

Definicija: Preslikava (upodobitev, funkcija) iz mnozice A v mnozico B je
predpis (pravilo, postopek), ki vsakemu elementu mnozice A priredi natanko
dolo¢en (en sam) element mnozice B.

Oznake:
e f.g,h,a,...oznake za preslikavo
e f:A— B
frar— f(a)
Imenovangje:
e A definicijsko obmocje, domena
e B kodomena
e ¢ original

e f(a) slika, funkcijska vrednost

Zaloga vrednosti preslikave f je mnozica vseh slik
Zs ={f(a);a € A}.
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Zaloga vrednosti je podmnozica kodomene (Zy C B).

Graf preslikave f je mnozica vseh parov (a, f(a)):

Gy ={(a, f(a);a € A}.

Graf preslikave je podmnozica kartezi¢nega produkta domene in kodomene
(G CAxZ; CAxB).

Definiciga:

e Preslikava f : A — B je surjektivna (na), ¢e je zaloga vrednosti enaka
kodomeni (Z; = B).
Drugace: Vbe B Ja€ A: f(a)=B

e Preslikava f : A — B je injektivna, ¢e imata razlicna originala razli¢ni

sliki: aq 7é a9y = f(CLl) 7é f(a,g).

Drugace: f(a1) = f(a2) = a1 = as

e Preslikava F': A — B je bijektivna, ¢e je surjektivna in injektivna.

Identi¢na preslikava (oznake id, I,14) je preslikava
Iy:A— A

a —— Q.

Kompozitum preslikav f: A — B in g : B — C je preslikava
gof:A—C
a+— g(f(a)).

Opomba: Ujemati se morata kodomena preslikave f in domena preslikave g.

Posebni primer: Za preslikavi f : A — B in g : B — A lahko definiramo
kompozituma
go f A — A7

fog: B— B.
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Inverzna preslikava preslikave f : A — B je takSna preslikava g : B — A,
da velja
gof=14 in fog=Ig.

Izrek: Preslikava f : A — B naj bo bijektivna. Tedaj obstaja (ena sama)
inverzna preslikava preslikave f (oznaka f~').
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4.2 Zaporedja

Definicija: Realno zaporedje je preslikava (funkcija) iz naravnih stevil v
mnozico realnih stevil.
a:N—R

a:nr— a(n)

Oznake:
e a,b,... oznake za preslikavo (funkcijski predpis)
e a; =a(l),as = a(2),...,a, = a(n),... ¢leni zaporedja (slike oz. funkci-

jske vrednosti zaporedja)

o {a,}, {an}2,, {an}nen, {an;n € N} oznake za zaporedje

Opomba: Zaporedje je lahko tudi kon¢no.

a: NCN-—R, N konc¢na

Podajanje zaporedij:
e 7z nastevanjem clenov (¢e koncéno): {a,as,...,a,}
e 7 nastevanjem prvih nekaj ¢lenov: {ay,as,as, ...}
e s podajanjem funkcijskega predpisa (s splo$nim ¢lenom): a,, = a(n)
e rekurzivno: s podajanjem pravila, kako izracunati n-ti ¢len iz predhodnih
(znanih)
Graf zaporedja {a, }> ;:

Go ={(n,a,);n € N}
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Podzaporedje danega zaporedja {a,} ;:

Ajqy Qg y Aijgy v v vy {11,227...}QN

Omejenost:

e Zaporedje je (navzgor /navzdol) omejeno, ¢e je omejena (navzgor /navzdol)
mnozica funkcijskih vrednosti zaporedja {ay, as, as, ...} C R.

e Zgornja/spodnja meja zaporedja je zgornja/spodnja meja mnozice
{(11, as, as, . . } CR.

e Natan¢na zgornja/spodnja meja zaporedja je natan¢na zgornja/spodnja
meja mnozice {aq,as, as, ...} C R (oznaka sup{a,} / inf{a,}).

o Ce zaporedje nima zgornje/spodnje meje, je navzgor/navzdol neomejeno.

Monotonost:
e Zaporedje je narascajoce, ¢e a,41 > Gy, VN.
e Zaporedje je strogo narasc¢ajoce, ¢e a,y1 > a,, Vn.
e Zaporedje je padajoce, ¢e a1 < a,, Vn.
e Zaporedje je strogo padajoce, ¢e a,i1 < a,, Vn.
e Zaporedje je monotono, ¢e je bodisi narasc¢ajoce bodisi padajoce.

e Zaporedje je alternirajoce, ¢e sta poljubna zaporedna c¢lena zaporedja
razlicnega predznaka (a,.1 - a, < 0, Vn). Alternirajoce zaporedje ni
monotono.

Kako preverimo, ali je dano zaporedje {a,} monotono?
e [zracunamo razliko zaporednih ¢lenov zaporedja d,, = a,11 — ay,.

o Ce je ta razlika konstantnega znaka (to je neodvisnega od n), je zaporedje
monotono. In sicer:

— narascajoce, ¢e d, > 0,

— padajoce, ¢e d,, < 0.
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Stekalisée zaporedja: Stevilo S € R je stekalisce zaporedja {an}2,, Cejev
vsaki e-okolici §tevila .S neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja. Tedaj je neenacba
la, — S| < e (e >0) izpolnjena za neskon¢no mnogo indeksov (originalov pri
preslikavi a) n.

Limita zaporedja:

e Stevilo A € R je limita zaporedja (oznaka A = lim,, ., a,), ¢e so v vsaki
e-okolici Stevila A vsi ¢leni zaporedja, razen kon¢no mnogo. Tedaj je
neenacba |a, — S| < € (e > 0) izpolnjena za vse indekse n od nekega
napre;j.

e Drugace: Stevilo A € R je limita zaporedja {an}22,, ¢e za vsako poz-
itivno Stevilo € obstaja naravno Stevilo N(e), da velja: n > N(e) =
la, — Al <.

e Zaporedje, ki ima limito je konvergentno.

Velja:

e Limita zaporedja je tudi stekalis¢e zaporedja. Obrat ne velja: ni vsako
stekalisc¢e tudi limita zaporedja.

e Konvergentno zaporedje je omejeno.

e Zaporedje je konvergentno natanko takrat, ko je omejeno in ima eno
samo stekalisce.

e Monotono in omejeno zaporedje je konvergantno.

Meje monotonih zaporedij:
e Za omejeno narasSc¢ajoce zaporedje velja:

— sup{a,} = lim, . a,
— inf{a,} =

e Za omejeno padajoce zaporedje velja:
— sup{an} = o

— inf{a,} = lim, .« a,
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Limate nekaterih zaporedij:
e lim, . % =0

cknk—i-mcl n—4co

e racionalno zaporedje a, = G- =

0; k<l
lim a, =3 g k=1
(g) o005 k>1
e cksponentno zaporedje a,, = a”
0; Ja] <1
. 1; a=1
lim a, =
n—oo oo; a>1

ne obstaja; a < —1

e a,=(1+2%)

lim a, = e
n—oo

e a, = /n
lim a, =1
n—oo

Racunanje z zaporedi:
o {a,} £ {bn} = {a, £ b,}
o {an} - {bn} = {an-bu}
o {a,}/{bs} = {an/bn}, bn #0,n

Naj bo lim,, .. a, = A in lim,,_.. b, = B. Potem velja
e lim, .(a,+tb,) =A+B
e lim, .(ayb,) = AB

o lim, . (a,/b,)=A/B, b,#0,B#0
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Aritmeticno zaporedje:

e Definicija: a; = a, a,y1 = a, + d, d konstanta

aitan

e Vsota prvih n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja: S, = =

n

Geometrijsko zaporedje:
e Definicija: a; = a, a,11 = a, - ¢, ¢ konstanta

e Vsota prvih n ¢lenov geometrijskega zaporedja: S,, = aqun%ll, teq#1
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4.3 Vrste

Definicija:
e Vrsta je formalna vsota zaporedja
a;+as+as+---

ali
E ;.
i=1

n

e n-ta delna vsota zaporedja je S, = > /_ a;, = a1+ as+ - + a,.

e Vrsta a; +as+as+--- je konvergentna, kadar obstaja limita delnih vsot
zaporedja lim,, ., S,. Tedaj je njena vsota

a; +as +asg+---= lim S,.
Geometrijska vrsta:
e Naj bo ay,as,... geometrijsko zaporedje s koli¢nikom q.

n

1—q
_q *

e n-ta delna vsota geometrijskega zaporedja je S,, = a;

e Geometrijska vrsta a; +as+ag+- -+ je konvergentna, ¢e je |¢| < 1. Njena

vsota je
1

1—g¢q

CL1+CL2+G3+“':CL1

Velja:

e Ce je vrsta Y2, a; konvergentna, potem velja lim,, .., a,, = 0.
Obrat ne velja.

e Najza vrsti Y .~ a;in D .o, b; velja: 0 < b; < a;, za vsak i € N.

— Ce je .2, a; konvergentna, potem je Y .-, b; konvergentna.

— Ceje > o2, b divergentna, potem je Y :°, a; divergentna.
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Poglavje 5

Funkcije

5.1 Funkcije ene realne spremenljivke

Definicija:

e Funkcija f je predpis, ki vsakemu Stevilu z iz definicijskega obmocja
(oznaka D ali Dy) priredi natanko doloCeno Stevilo, ki ga imenujemo
funkcijska vrednost (oznaka f(x) ali y).

e Zaloga vrednosti funkcije f (oznaka Z ali Z;, R, Ry) je mnozica vseh
funkcijskih vrednosti.

e Graf funkcije (oznaka G ali G¢) je mnozica vseh parov (z, f(z)), ¢e x €
Dy.

Oznake:
f:DCR—R

fra— f(x)
Zp={f(zx);x € Dy}
Gy ={(z, f(z));z € Dy} € Dy x Zy

Sode in lihe funkcije: Definicijsko obmocje naj bo simetri¢no glede na ko-
ordinatno izhodisce (na primer D = (—a,a) ali D = R).
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e Funkcija f je soda, ¢e velja f(—x) = f(x).
Graf sode funkcije je simetricen glede na os y.

e Funkcija f je liha, ¢e velja f(—z) = —f(z).
Graf lihe funkcije je simetri¢en glede na koordinatno izhodisce.

Periodi¢nost: Stevilo T je perioda funkcije f, ¢e velja fla+T) = f(x).
Najmanjsi pozitivni periodi re¢emo osnovna perioda.

Monotonost funkcij: Naj x1,22 € (a,b) C Dy. Funkcija f je na intervalu
(a,b)

e nara3Cajoca, ¢e velja: x1 < xo = f(x1) < f(z2),

e strogo narascajoca, e velja: x1 < xo = f(x1) < f(x2),
e padajoca, ¢e velja: 1 < x9 = f(x1) > f(z2),

e strogo padajoca, ¢e velja: z1 < x9 = f(x1) > f(x2),

e monotona, ¢e je bodisi narasc¢ajoca bodisi padajoca.

Sestavljena funkcija ali kompozitum: Kompozitum funkcij f in g (oznaka:
go f, beremo: g kompozitum f) je taksna funkcija h, za katero velja funkcijski

predpis h(z) = g(f(x)).
Inverzna funkcija:

e Funkcija g je inverzna funkcija funkcije f, ¢e velja f(g(z)) = x in

9(f(x)) = x.
e Oznaka funkciji f inverzne funkcije: f~!
e Grafa funkcij f in f~! sta simetri¢na glede na premico y = .

e Da izra¢unamo inverzno funkcijo funkcije f, resimo enacbo f(y) = z.

Definicija:

e Funkcija f je injektivna, Ce velja: z1 # 2o = f(21) # f(22)(21, 22 € Dy).
Drugace zapisan pogoj: f(z1) = f(z2) = z1 = 29
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e Funkcija f : R — R je surjektivna, ¢e za vsak y € R lahko najdemo
tak © € Dy, da velja y = f(z).

e Funkcija f: D — Z (D, Z C R) je surjektivna, ¢e za vsak y € Z lahko
najdemo tak z € D, da velja y = f(z).

e Funkcija f je bijektivna, Ce je injektivna in surjektivna.

Velja: Inverzno funkcijo imajo samo bijektivne funkcije.
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5.2 Limita

Lahko se zgodi, da funkcija f
e ni definirana v neki toc¢ki z = a,

e je definirana v neki okolici tocke a — to je: je definirana, ¢e z € (a—¢, a+e)
in r # a.

Definicija: Funkcija f ima v tocki x = a limito A, ¢e za vsak pozitiven e
obstaja pozitiven 9, da velja

|z —a|l <d=|f(x) — Al <e.

Oznaka:

lim f(z) = A

r—a

Definicija:

e Desna limita funkcije f v tocki z = a: lim,_, .+ f(2)
(x se priblizuje Stevilu a z desne strani)

Enakovredni zapisi: lim, .+ f(z), limg, f(z), limy_er0f(2)

e Leva limita funkcije f v tocki z = a: lim, .- f(x)
(x se priblizuje stevilu a z leve strani)

Enakovredni zapisi: lim, ., f(z), limg, f(z), lim, .0 f(2)

Funkcija ima limito, ¢e sta desna in leva limita enaki.

Pravila za racunange limit: Funkciji f in g naj imata limito. Potem velja:

1. lim,o(C - f(x)) = C - lim,—, f(z), C konstanta
2. lim, o (f(x) £ g(x)) = lim, ., f(z) £ lim, ., g(x)
fz)-g

)+ 9(x)) = limgq f(2) - limyq g(2)

: M _ limg—q f(x)
4. lim,_,, 0@ = T g(a)

3. limy o
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Pravila veljajo, ¢e (na desni) ne dobimo nedolo¢enega izraza.

Limita funkcije v neskoncénosti:

lim f(z), lim f(x)

Tr—0Q0 Tr——00
Ce gre x proti co ali —oo, nastanejo tri moznosti:
L. lim, o f(x) = 00

2. lim, .o f(zx)=A

Premica y = A je desna vodoravna asimptota funkcije f.

lim, . f(z)=A
Premica y = A je leva vodoravna asimptota funkcije f.

3. lim, ., f(z) ne obstaja
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5.3 Zveznost funkcij

Definicija: Funkcija f je zvezna v tocki a, ¢e je limita funkcije enaka funkci-
jski vrednosti:

lim f(2) = f(a).

r—a

To pomena:
e Funkcija je v toc¢ki a definirana.
e Limita funkcije v tocki a obstaja.

e Obe vrednosti sta enaki.

Drugace: Majhna sprememba z-a pomeni majhno spremembo funkcijske
vrednosti:

Ve>0 39>0: |z—a|l<d=|f(z)— fla)] <e

Graf zvezne funkcije je nepretrgana krivulja.
Definicija: Ce velja
o lim, ..+ f(z) = f(a), je funkcija f zvezna z desne strani,

e lim, .- f(z) = f(a), je funkcija f zvezna z leve strani.

Funkcija je v tocki a zvezna, ¢e je v tej tocki zvezna z leve in desne.

Definicija: Funkcija f je zvezna na odprtem intervalu (a,b), ¢e je zvezna v
vsaki tocki tega intervala.

Funkcija f je zvezna na zaprtem intervalu [a,b], Ce je zvezna na odprtem
intervalu (a, b) ter ¢e je zvezna z desne strani v tocki a in zvezna z leve strani
v tocki b.

Lastnosti zveznih funkciy na zaprtem intervalu: Funkcija f naj bo
zvezna na zaprtem intervalu [a,b]. Nadalje naj bo m = inf,cy f(z) in

M = sup,ejo ) f(2).
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nosti (f(a)f(b) < 0), potem v neki tocki znotraj intervala zavzame vred-
nost ni¢ (Izg € (a,b) : f(zo) = 0).

. Funkcija f zavzame minimalno in maksimalno vrednost (3x,, € (a,b) :

f(xm) =min 3zp € (a,b) : f(zy) = M).

. Zvezna funkcija ima na kon¢énem intervalu vedno konéno vrednost (med
minimalno in maksimalno).

. Funkcija f zavzame vse vrednosti med m in M (Vy € [m,M] 3z, €

[a,b] : f(z,) =y).
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5.4 Elementarne funkcije

Osnovne elementarne funkcije:

1.

2.

Poten¢na funkcija f(z) =2", neR
Eksponentna funkcija f(z) =a®, a >0

Logaritemska funkcija f(x) =log,z, a>0,a #1

. Kotne funkcije

f(z) =sinz, f(xr)=-cosz, f(x)=tanz, f(x)=cotzx

Krozne funkcije (inverzne kotne funkcije)

f(z) = arcsinz, f(x) = arccosz, f(x)=arctanx

Med elementarne funkcije spadajo vse funkcije, ki jih dobimo z osnovnimi ele-
mentarnimi funkcijami in operacijami:
seStevanje, odstevanje, mnozenje, deljenje, racunanje kompozituma in racu-

nanje inverzne funkcije.

Posebej:

1. Polinomi p(z) = a,2"™ + ap 12" ' + -+ +ayxr +ag, ag,ai,...,a, €R

2. Racionalne funkcije f(x) = ) ) in ¢ sta polinoma

q(z)’
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