MATEMATIKA

lgre s kartami - trojke
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- Igre s kartami so Ze od nekdaj priljubljene, pa
naj jih igramo v druzbi ali sami s seboj na racu-
nalniku. Tokrat si bomo podrobneje ogledali igro,
ki jo bomo imenovali TROJKE, v tujini je znana
kot The Game of Set. Njen nastanek sega v leto
1974. Geneticarka Marsha Falco je raziskovala, za-
kaj nekateri organizmi zbolijo za doloceno bole-
znijo. Ker je imela veliko podatkov, jih je Zelela
prikazati tako, da bi lahko hitro ugotovila, kaj ima-
jo organizmi skupnega. Ustvarila je slikovne sim-
bole, ki so ji pomagali prepoznavati znacilnosti. Ko
je o odkritjih govorila s sodelavci, je kartice s sim-
boli razporejala po tabli. Kmalu so sodelavci (in
domaci) ugotovili, da bi iz teh kartic lahko nastala
zanimiva igra. Tako je prvo razlicico objavila leta
1991. Sledile so izboljSave in igra je postala pri-
ljubljena. Gospa Falco je prejela Stevilne prestizne
nagrade. Igra je avtorsko zascitena [1].

Priprava na matemati¢no obravnavo lastnosti kart

Na zacetku se najprej spomnimo, kako seStevamo in
odsStevamo cela Stevila. ZapiSimo samo tiste tri la-

SLIKA 1.
Igralne karte in igralne kocke

stnosti, ki jih bomo kasneje uporabili. Za seStevanje
veljajo lastnosti:
= a+b=>b+a, a+0=a, a+ (—a)=0.
Prvi zapis pomeni, da je seStevanje komutativno (ni
vazen vrstni red), drugi, da je 0 nevtralni element
(Ce Stevilu priStejemo 0, je vsota enaka prejSnjemu
Stevilu), in tretji, da je (—a) nasprotni element od a
(Ce seStejemo element in njegov nasprotni element,
je vsota enaka nevtralnemu elementu, v naSem pri-
meru 0).

Cela Stevila predstavimo na Stevilski premici. Tudi
seStevanje celih Stevil lahko predstavimo na Stevilski
premici. PriSteti Stevilu a Stevilo b > 0 pomeni, da
gremo od tocke, ki predstavlja Stevilo a, za b enot
v desno. OdSteti pa pomeni, da gremo od a za b
enot v levo. Namesto vseh celih Stevil nas zanimajo
le tista cela Stevila, ki so ostanki po deljenju s Ste-
vilom 3. MnoZico ostankov po deljenju s Stevilom 3
zapiSemo kot Z3 = {0, 1,2}. NaSa mnoZzica ima torej
le tri elemente. Tudi to mnoZico lahko predstavimo
graficno tako, da Stevilsko premico navijemo na kro-
Znico. Stevila 0, 1, in 2 so predstavljena s tremi toc-
kami na kroznici. In kako ra¢unamo v mnozici Z3?
PrisSteti 1 (ali 2) pomeni pomakniti se za eno mesto
(za dve mesti) v pozitivni smeri (nasprotni smeri uri-
nega kazalca). OdSteti 1 (odSteti 2) pa pomeni poma-
kniti se za eno (dve) mesti v smeri urinega kazalca.

SLIKA 2.
SeStevanje in odStevanje v mnozici ostankov Z3
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ZapiSimo Se tablico seStevanja v mnoZici Z3: bomo gibali v mnoZici ostankov po deljenju s Stevi-
lom 3, z 0. Tudi ostalim lastnostim na enak nacin
priredimo Stevila iz mnozice Z3. Vsako karto torej

+ 0 : 1 2 i s RV
: opiSemo s Stirimi Stevili. Ta Stiri Stevila lahko pome-
S0 0 : L 2 nijo koordinate tocke v §tirirazseZznem prostoru oz.
1 1 i 2 i 0 krajevni vektor (vektor od koordinatnega izhodiSca

......... do izbrane tocke A(X1,X2,X3,X4)). Zapi§emo ga kot
: : a; = (x1,x2,x3,x4). Oznake x; po vrsti pomenijo
Stevilo, barvo, polnilo, obliko.
SeStevanje ostankov po deljenju s Stevilom 3 v ma- Oglejmo si primer:
tematicni obliki zapiSemo takole:

= 1+1=2mod3), 1+2=0(mod3),
2 +2=1(mod?3). (1)

Vsota Stevil 1 + 2 = 3, ostanek po deljenju s Stevilom ‘

3 je 0. Vsota Stevil 2 + 2 = 4, ko 4 delimo s 3, je
ostanek 1.

Kako pa izraCunamo nasprotna Stevila? Za na-
sprotna Stevila velja m + (—m) = 0 (mod3). Ker je
v nasem primeru 1 + 2 = 0 (mod 3), sta si 1 in 2 na-
sprotni Stevili. Torej velja:

LUy

SLIKA 3.
Simboli na karticah

= —1=2(mod3), -2=1(mod3). (2)

Matematiki poznajo razlicne mnozice, v katere Za karte na sliki 3 velja: a@; = (1,2,0,0), d» =
vpeljejo matematicne operacije, za katere se sprva  (2,0,2,1) in ds = (0,1,1,2).
zdi, da nimajo prakticnega pomena, a se kasneje iz-
kaze, da nam pri nekaterih predstavitvah pridejo Trojko predstavljalo tri karte, na katerih so si sim-
prav. Tudi nasa mnozica ostankov nam bo v nadalje- boli po vsaki od lastnosti bodisi enaki bodisi povsem
vanju skrajsSala zapise in pomagala pri ugotavljanju razlicni
povezav med kartami.

Predstavitev kart <>

Igra ima 81 med seboj razlicnih kart (obstaja tudi
razli¢ica s kockami, glej sliko 1). Vsaka karta ima
Stiri lastnosti:

= Stevilo: 1, 2, 3 (oznake 1, 2, 0),

= barvo: zelena (1), vijoli¢na (2), rdeca (0),
= polnilo: prazen (1), ¢rtast (2) ali poln (0), SLIKA 4.

= obliko: oval (1), piSkot (2), karo (0).

Izbrali smo tri karte.

Vsaki lastnosti smo priredili tri Stevilske vrednosti
0, 1 ali 2, da bomo lahko kasneje lastnosti zapiso-

vali v matemati¢ni obliki. Ce ima karta npr. en sam Na sliki 4 so tri izbrane karte: a; = (2,1,1,0),
simbol, to ozna¢imo z 1; ¢e ima dva simbola, z 2; da» = (1,0,2,1) in d3 = (0,2,0,2). Da bodo razlike
Ce ima tri simbole, pa v skladu z dogovorom, da se vidnejSe, jih zapiSimo v tabelo: %
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% stevilo : barva : polnilo | oblika
2 11 0

....... 1021

....... ; 202

Vse karte imajo razlicno Stevilo elementov, prav
tako so razli¢nih barv, polnil in oblik (v vsakem stol-
pcu so vedno vse tri moZnosti: 0, 1 in 2). Te tri karte
torej predstavljajo trojko.

Izberimo nove tri karte (slika 5).

<@ CD
. o,

SLIKA 5.
Stevilo simbolov na kartah je enako.

Z vektorji jih zapiSemo takole: d; = (2,2,0,0),
a»=(2,0,2,1)inds = (2,1,1,2). Zapis v tabeli:

stevilo : barva : polnilo : oblika
2 2 1 0 10

....... 2021

....... 2112

Na vseh treh kartah je enako Stevilo simbolov, po
vseh drugih lastnostih pa se razlikujejo. Torej pred-
stavljajo trojko.

Poglejmo si Se karte na sliki 6.

@ || o0 o o
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SLIKA6.

Leve tri karte ne predstavljajo trojke, desne tri pa so trojka.

Leve tri liarte na sliki 6 za11i§emo z vektorji: by =
(0,0,0,1), b, = (2,0,0,2) in b3 = (1,0,0,2), v tabeli
pa takole:

stevilo : barva : polnilo : oblika
0 0 : 0 1

....... 2002

....... T R

Stevila v prvem stolpcu so vsa razli¢na, v drugem
in tretjem stolpcu so enaka (vsi simboli so rdeci in
polni), v zadnjem stolpcu sta dve Stevilki enaki, ena
pa je drugacna. Torej to ni trojka.

Desne tri karte pa so trojka.

ZapiSimo pravilo trojk natanc¢neje

a) Ce sta si dve karti po neki lastnosti enaki, mora
imeti tudi tretja karta to lastnost enako prejSnjima
dvema.

b) Ce sta si dve karti po neki lastnosti razli¢ni, mora
imeti tudi tretja karta to lastnost drugacno od
prejSnjih dveh.

Oznacimo prvo karto v trojki z d;, drugo z d» in
tretjo z ds. Potem lahko karte v sploSnem zapiSemo
kot vektorje

" dy = (X1,X2,X3,X4), a2 = (¥1,Y2,¥3,Y4),

as = (z1,22,23,24).

Karte predstavljajo trojko o takrat, ko za indekse i =
1,2,3,4 velja bodisi x; = y; = z; bodisi {x;, yi, zi} =
{0,1,2}. Prvi zapis pomeni, da se karte v dolo¢eni
lastnosti ujemajo, drugi pa, da so si po doloceni la-
stnosti razli¢ne.

Ker smo vse lastnosti oznacevali s Stevili, lahko
preverimo, kdaj tri karte predstavljajo trojko tudi
racunsko. SeStejemo Stevila, ki dolocajo lastnost i:
xi + yi + z;. KakSne so lahko vsote teh Stevil?

= 0+1+2=3,
0+0+0=0, 1+1+1=3, 2+2+2=06,
0+0+1=1, 1+14+0=2, 2+2+0=4,
0+0+2=2, 1+14+2=4, 2+2+1=5.

V prvi vrstici je zapisan primer, ko imajo karte raz-
licno izbrano lastnost, v drugi pa, ko imajo karte

PRESEK 42 (2014/2015) 1




enako izbrano lastnost. Vse te vsote so deljive s tri,
ostanek je 0. V tretji in Cetrti vrstici pa imata po dve
karti enako lastnost, tretja karta pa se po tej lastno-
sti razlikuje. Vsote niso deljive s 3. Nimamo trojk.

Trojke torej dobimo natanko takrat, kadar je vso-
ta Stevil, ki dolocajo i-to lastnost treh kart, deljiva s
tri. V matematic¢ni obliki to zapiSemo takole: x; +
Yit+2zi = 0 (mod 3).

Pri zapisu z vektorji karte predstavljajo trojko, ce
je vsota vektorjev nicelni vektor, torej e zanje velja:
di+dy+ds = (0,0,0,0). Pri tem seveda uposStevamo
pravila za seStevanje v Z3.

Za karte, ki so na sliki 4 levo, velja: @, =(2,1,1,0),
d» = (1,0,2,1) in ds = (0,2,0,2),

" d,+dx+adz=(2,1,1,0) + (1,0,2,1) + (0,2,0,2)
=(0,0,0,0).
Ce torej prvima dvema kartama priredimo vektorja
d; in d», je tretja karta natanko doloc¢ena z vektor-
jem: d3 = —d; — d». Torej v naSem primeru:
- _dl:_(2,11110):(1!2,2,0),
a _(1’0’2,1) :(2’0’1,2)’
—d) —dy
(1,2,2,0) + (2,0,1,2) = (0,2,0,2).

|
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To pa je ravno tretja karta.
Kako pogoste so trojke?

Koliko moznosti imamo, da izberemo karto tako, da
dobimo trojko (slika 7)?

i

O =

<> dw || < || -
<> dw || < || -

SLIKA 7.
Karti smo dopolnili do trojke.

Ker se na sliki 7 karti ujemata v barvi in Stevilu,
mora imeti tretja karta dva elementa, elementi mo-
rajo biti vijoli¢ni, polnilo mora biti drugacno, na vo-
ljo je torej le polni znak, ki mora biti drugacen tudi
po obliki, torej oval. Torej smo imeli le eno moZnost,
da karto dopolnimo do trojke.
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SLIKA 8.
Karti smo dopolnili do trojke.

Na sliki 8 se prvi dve karti razlikujeta po vseh §ti-
rih lastnostih, torej se mora tudi tretja po vseh la-
stnostih razlikovati od prvih dveh, ce Zelimo dobiti
trojko. Taka karta je ena sama.

Ker ima vsaka lastnost le tri mozne vrednosti, je
z dvema kartama tretja natanko dolocena. Po izboru
dveh kart ostane Se 79 kart. Torej je moZnost, da
izvleCemo pravo karto, % (temu recemo, da je ver-

jetnost za izbiro prave karte enaka 71—9) ali priblizno
1,3 %. Pravzaprav malo, kajne?

Vsaka dvojica kart, ki nastopa v trojki, se ujema
v najve¢ treh lastnosti (v nobeni, v eni, v dveh ali v
treh lastnostih). Ce bi se namre¢ dvojici ujemali v
vseh Stirih lastnostih, bi bili enaki.

Koliko razli¢nih trojk lahko sestavimo iz 81-ih (med
seboj razlicnih) kart?

Ko izberemo prvo karto (81 moZnosti), imamo za iz-
bor druge karte Se 80 moZnosti. Kakor koli izbe-
remo dve razlicni karti, ju le ena karta dopolnjuje
do trojke. Poljubni dve karti imata namre¢ doloc¢eno
lastnost bodisi enako bodisi razlicno. V prvem pri-
meru mora tudi tretja karta imeti to lastnost enako, v
drugem primeru pa tudi vemo, kaksSna je tretja karta.
Vemo, da lahko drugo karto izberemo poljubno, tre-
tja pa je s prvima dvema natanc¢no dolocena, kar

sledi tudi iz enacbe d3 = —d; — d@». Vseh moznosti
je torej
= n; =81-80-1=06480. (3)

Pri tem smo upoStevali tudi vrstni red kart. Pri iska-
nju trojk pa vrstni red ni pomemben. To pa pomeni,
da moramo Se preveriti, koliko teh trojk je enakih.

 www.dmfasl o
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%

Permutacije mnoZzice z n elementi

Tri karte a, b in ¢ lahko razporedimo v zaporedje
treh kart na ve¢ nacinov. Taki razporeditvi re¢emo
permutacija mnozice s tremi elementi. Stevilo teh
permutacij je P3 = 3! = 6 (ali sploSno: P, = n! =
1-2-3---m,kar beremo kot n fakulteta). ZapiSimo
teh Sest nacinov:

= (a,b,c),
(b,c,a),

(a,c,b),
(c,a,b),

(b,a,c),
(c,b,a).

Vseh razli¢nih trojk iz 81 kart je torej Sestkrat manj
kot vseh zaporedij (permutacij) treh kart:
6480

ni
=—=—=1 . 4
6 6 080 4)

Vseh razlicnih trojk je 1080.

V koliko trojkah pa nastopa dolo¢ena karta?

Izberemo eno karto, ostane jih Se 80. Ker ostali dve
karti nastopata v paru, je torej Se 40 moZnosti. Vsa-
ka karta nastopa v 40-ih trojkah.

Kako igramo igro?

Delilec premesSa karte in na mizo v pravokotnik di-
menzij 3 X 4 zlozi 12 kart s slikami navzgor. Igralec,
ki najprej vidi trojko, vzklikne »trojkax, in pobere tri
karte. Ce se ostali igralci strinjajo, da je res nasel
trojko, dobi eno tocko. Delilec na mizo doda k osta-
lim kartam nove tri karte iz kupa nerazdeljenih kart.
Na mizi je torej zopet 12 kart. Trojke je potrebno
pobrati takoj po klicu »trojka«, (v nekaj sekundah).
Dokler igralec ne pobere kart, drugi igralci ne smejo
napovedovati trojk.

Ce se je igralec zmotil, torej ¢e nima trojke, mora
karte vrniti na kup. Igralci zopet iS¢ejo trojke med
prvotnimi 12-timi kartami. Ce nih¢e ne najde trojke,
delilec doda nove tri karte (zdaj je na mizi 15 kart).
Ce nekdo od igralcev najde trojko, pobere tri karte, ki
predstavljajo trojko, in dobi tocko. Novih kart se na
mizo v tem primeru ne dodaja. Igralci zopet izbirajo
trojke izmed 12-ih kart, ki so ostale na mizi. Ce ne
najdejo trojke, potem delilec doda nove tri karte. Ce
Se vedno ne najdejo trojke, doda delilec Se tri nove
karte.

Igra je koncana, ko je vseh 81 kart razdeljenih in
na mizi ni nobene trojke vec.

Nov igro zacne nov delilec. Ko so vsi igralci Ze bili
delilci, se tocke seStejejo. Igralec z najvec tockami je
zmagovalec.

Ali se lahko zgodi, da je na mizi vec kot 15 kart in ni
trojke?

Seveda. IzkaZe se, da je lahko na mizi najve¢ 20 kart
brez trojk. Eden od primerov je na sliki 9.

2
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SLIKA 9.
20 kart, ni trojk.

Igro lahko igrate tudi na spletu, obstajajo tudi pro-
sto dostopne verzije igre. Preprosto vtipkajte The set
card game. Obstajajo tudi druge razlicice pravil igre.

Karte lahko predstavimo tudi s stolpci, kot na sliki
10. Na os x nanaSamo lastnosti, na os y pa ustrezno
vrednost za to lastnost 0, 1 ali 2.
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Barvni sudoku

C3 G 0 I 1 I AR
- V 8 x 8 kvadratkov moras vpisati zacetna naravna
1 —— = —-—q Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem

stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh 8 Stevil.

——
[ 4 -

Stev. barva poln. oblika lastnosti

SLIKA 10.
Predstavitev lastnosti s stolpci.

Kartam lahko damo tudi drugacne interpretacije.
Karte lahko predstavljajo npr. Stiri izbrane lastno-
sti, ki jih ima vsak matematik v vecji ali manjs$i meri
(merjene s tristopenjsko lestvico 2-1-0), npr.: racun-
ska spretnost, sposobnost logi¢nega sklepanja, spo-
sobnost reSevanja problemov, domiSljija. Katera je
tedaj »vaSa« karta, ¢e se sami realno ocenite po tej
lestvici?

Sami poskusite najti kartam Se kakSne druge in-
terpretacije!

V razmislek: Ali lahko namesto trojk izbiramo ce-
tverke (peterke, n-terke)? Koliko lastnosti bi morale
imeti v teh primerih ustrezne karte?
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