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Predgovor

V tej zbirki je zbrano nekaj gradiv iz predmeta Matematika 3, ki ga poslusajo Studentje
magistrskega Studijskega programa Geodezija in geoinformatika na Fakulteti za grad-
benistvo in geodezijo Univerze v Ljubljani. Temelji na izvedbah tega predmeta v aka-
demskih letih 2021/22 in 2022/23. Razdeljena je na dva dela.

V prvem delu so zbrane rac¢unske naloge. Tiste, ki so bile reSene v okviru vaj, praviloma
vsebujejo tudi resitve, preostale, ki so namenjene samostojnemu delu, pa imajo odgovore.
Svoja gradiva so mi prijazno odstopili kolegi, ki so izvajali vaje v preteklih izvedbah:
Ganna Kudryavtseva, Marjeta Skapin Rugelj in ostali.

Drugi del sestavljajo primeri reSenih kolokvijev in izpitov.

Martin Jesenko






Del 1

Zapiski vaj






Poglavje 1

Linearni (vektorski) prostori in
podprostori

Prostor R”

Osnovni primer linearnih prostorov ze poznamo. Gre za prostor n-teric realnih stevil R",
pri Cemer sta operaciji seStevanja in mnozenja s skalarjem definirani po koordinatah.

1. Naj bodo a; = (1,2,3), as = (2,3,4) in a3 = (—1,0, 1). Izracunajte linearni kombi-
naciji 5a; — a2 in a; — as + as.

Resitev:

V prostoru R? je sestevanje in mnozenje s skalarjem definirano po koordinatah. Tako

je
Sa; — sas = 5(1,2,3) — 5(2,3,4)
(5,10,15) — (1, 2,2)
= (4,%,13)
in

CL1-CZ2+CL3 = (172a3)_(27374)+(_1a071)
— (~2,-1,0).

2. Za vsako od naslednjih podmnozic R? preverite, ali je linearen prostor:

(a) A= {(z1,22,23) ER3: 2, >0, 23 >0, 3 > 0}.
(b) B={(1,u,v):u,v € R}.
(c) C={(x1,29,23) : x1 =3 — 2,29 = t, x5 = 4t,t € R}.
(d) D ={(=2t,t,4¢t):t € R}.
) E={(

{ )
{ )ERS: (z; — 1)* + 23+ 23 = 1}.

(e

T1,T2,T3

9
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Resitev:

Podmnozica v poljubnem linearnem prostoru je linearen prostor, ce je linearen pod-
prostor.

(a) A ni linearen prostor, saj ni zaprta za mnozenje s skalarjem. Tako je (1,1,1) €
A, vendar (—2)-(1,1,1) = (—2,-2,-2) ¢ A.

(b) B ni linearen prostor, saj ne vsebuje nicelnega vektorja (0,0, 0).

(¢) C ni linearen prostor, saj ne vsebuje nicelnega vektorja. Ne obstaja namreé¢
tak t € R, da je (3 —2t,t,4t) = (0,0,0). Za zadnji dve koordinati bi moral biti
t =0, toda potem 3 # 0.

(d) D je linearen prostor. Gre za premico skozi izhodisée s smernim vektorjem
(—=2,1,4). Vzemimo poljubna elementa t;(—2,1,4),t3(—2,1,4) € D in po-
ljubna a, 5 € R. Potem je tudi

« tl(—2, 1,4) + 6 tg(—2, 1,4) = (O./tl + /Btg)(—Q, 1,4) eD.

(e) E ni linearen prostor, saj ni zaprta za sestevanje. (1,1,0) in (1,0,1) sta ele-
menta B, njuna vsota (2,1,1) pa ne.

3. Pokazite, da mnozica vektorjev v R", ki so resitve sistema linearnih enacbh, tvori
podprostor v R™ natanko takrat, ko je sistem enacb homogen.

Resitev:
Oznac¢imo z R mnozico resitev (zi,...,x,) € R" sistema linearnih enacb
a1, + ...+ a1, = b1
a1+ ...+ aspx, = bQ
A1 T1+ oo+ Ty, = by,

Najprej predpostavimo, da je R podprostor:

Ker vsak podprostor vsebuje ni¢elni vektor, je (0,...,0) € R. Ce vstavimo ta vektor
v sistem, iz tega sledi by = ... =1b,, = 0.
Obratno, predpostavimo sedaj by = ... =1b,, = 0:

Vzemimo poljubni resitvi (z1,...,2,), (y1,...,y,) € R in poljubna «, 5 € R. Po-
kazati moramo, da je potem tudi a(xq,...,z,) + B(y1, ..., yn) € R. Ker je za vsak
1=1,...,m
;1T + ...+ Ainly = 0 in a;1Y1 + ...+ AinlYn = 0,

velja tudi

ai(axy + By1) + ... + apm(ax, + By,)

= apary +anfyr + ...+ ainox, + aimnPyn

= a(an®i + ...+ @nn) + Blanys + ... + @inYn)

= a-0+3-0

= O7
torej dejansko a(xy,...,x,) + By, ..., yn) € R.
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4. Dolocite parameter a tako, da bo vektor (—1,a + 2, —2,a® + a + 1) linearna kombi-
nacija (1,0,2,4), (3,1,1,2) in (5,1,5,3).

Odgovor: a = —2

5. Dolocite parameter a tako, da bo vektor (7, —2,a) linearna kombinacija vektorjev
(2,3,5), (3,7,8) in (1,—6,1).
Odgovor: a =15

6. Dolocite (z utemeljitvijo), ali so naslednje podmnozice linearni podprostori v danih
prostorih:

(a) A={(z,y,z,u) e R*: 2?2 + ¢ + 2* + u=1} CRY,
(b) B={(z,y) e R?: 2 =y} C R?
(c) C={(z,y,2) eR®: 2 <0, yz =0} CR3,
(d) D={(z,y,2) ER3: 2 +22=0, 3v — by + 2z =0} C R
Odgovor: ne, da, ne, da
7. Katere od naslednjih podmnoZic prostora R® so linearni podprostori v R>?
(a) A = {(z1, 72,73, 74,75) ER®: 2y € Z},
( ) - {(x17x27x37x47x5) ER5 T2 _O}
(C) C= {(Il,x2,$3,x4,I5) € R? : 3r1 — 229 = 0}
( ) D = {($1,$2,$3,I4,1’5) eR’: T1+ Ty = 1}
(e) &= {(x1, 10,73, 04,75) ER® : 1y =3 =25 in 29 =4}
Odgovor: ne, da, da, ne, da
8. Ugotovite, ali so naslednje podmnozice linearni podprostori danih prostorov:
(a) A={(z,y) e R?: 2?2 + ¢y* =1} C R?,
(b) B={(z,y,2,u) ER*: 2 = 2,y = u} C R,
(c) C={(nr,y,2) eR®:x0—y—2=0,20 -3y =0,2x+y + 42 =0} CR3,
(d) D={(z,y) e R*: x>0} CR?
() E={(z.y,2) eR*:y =0} C R’

Odgovor: ne, da, da, ne, da

Prostori matrik

Vse matrike dolo¢enih dimenzij tudi tvorijo linearen prostor. Za dana m,n € N bomo
mnozico vseh realnih matrik z m vrsticami in n stolpci oznacevali z

@11 A2 - Qi

G21 Q22 -+ Q2p

Man(R) = Rmxn = X X A : aij eR

Am1 Am2 - Omn
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Operaciji sestevanja in mnozenja s skalarjem sta definirani po elementih. Gre torej za
zelo podoben primer kot je R", le da imajo koordinate dva indeksa. V prvi nalogi bomo
najprej preverili vse aksiome.

9. Naj bosta m,n € N. Pokazite, da je mnozica vseh realnih matrik z m vrsticami in n
stolpci My, (R) s seStevanjem in mnozenjem s skalarjem po koordinatah linearen
prostor.

Resitev:

Pri sestevanju dveh m x n-matrik in mnozenju takih matrik s skalarjem je rezultat
spet m X n-matrika, torej sta operaciji dobro definirani.

Sedaj moramo preveriti, da operaciji izpolnjujeta zahtevane aksiome. Za vsoto mora
veljati:

(a) A+ B=B+ Azavse A, B € M;,x,(R) (komutativnost).

(b) (A+B)+C=A+(B+C)zavse A, B,C € M,x,(R) (asociativnost).

(c) Obstaja 0 € M,,«x,(R) (nevtralni element), tako da je A 4+ 0 = A za vse
A € Mysn(R).

(d) Za vsak A € M,«n(R) obstaja —A € M,,»,(R) (nasprotni element), tako da
je A+ (—A)=0.

Nadalje mora za vse A, B € M,,«,(R) in vse A, u € R veljati se

(e) 1A= A,

(f) M(A+ B) = A+ \B,
)

)

(8) A+ p)A=AA+ pA4,
(h) A(pA) = (An)A.
Oznacimo
ail aio . ain bll b12 ce bln
P e R
a’l”.l’Ll a7:n2 . a7;1n bml bm2 ce bmn

Sestevanje matrik je komutativno, saj sta matriki

[a11 a2 - A1n b11 bz - bin
az1 aga - A2n ba1 bap - bay,
A+B=
| Gm1 Am2 °°°  Omn b1 bm2 - bmn
[ a1 +bir a2 +bi2 - ain +bin
az1 +ba1  age +bae - ag, +boy,
| Am1 + bml Am?2 + bm2 e Amn + bmn
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in
(D11 bi2 bin ail Q12 G1n
bar  baa - ban az1 Q22 a2n
B+A=| . ) |+
_bml bm2 bmn Am1 Am2 Amn
[ b1+ a1 bz + a2 bin + an
bo1 + a1 bao + a2 bay, + azn
_bml + am1 bm2 + Am?2 bmn + Amn
enaki.
Podobno dokazemo asociativnost sestevanja.
Nevtralni element za seStevanje je nicelna matrika
00 --- 0
00 - 0
Omxn = . R
00 --- 0
saj ocitno velja A+ 0 = A.
Nasprotni element poljubne matrike je
ai; a2 a1n —ai;  —ai2 —a1n
az1 a2 az2n —ag1  —a22 —azn
—A=—. . =
Am1 Am2 Amn —Qam1 —Qam2 —Amn
Ocitno je
a1 a2 a1n l-ai1 1-ap2 1-ai,
as1  a22 a2n 1-az1 1-ao 1-as,
1 . A = ]. . . =
Am1 Am?2 Amn 1- Am1 1- Am2 1- Amn

Veljata tudi obe obliki distributivnosti, saj sta enaki tako matriki

a11 ai2 Q1n
a21 a2 A2n

MNA+B) =A[ | T T+

Am1  Am2 Amn

ai1 + b1y
a21 + ba1

a12 + b1z
a22 + b2

am1 + bml Am?2 + bm2

B )\(a11 + bn) )\((112 + blg)
Aag1 + b21) Aagz + b22)

_/\(aml + bml) )\(am2 + bm2)

[ Aai1 +Abir Aaiz + Abia
Aagr 4+ Ab21 Aaga + Abag

_)\aml + )\bml )\amQ + )\bm2

bll b12
b21 b22

bm2

G1p + bln
G2pn + b2n

an 1

/\(am + bln)
/\(CLZn + an)

/\(a'mn + bmn)

A1, + b1y,
>\a2n + >\b2n

)\amn + )\bmn

bln
b2n

bmn
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n

air a1 a1n bir bz - bin
azi Q22 - a2n ba1 bag - ban,
M+ AB=\| . ) .
Am1 Am2 Amn bml bm2 bmn
[Aair  Aaig Aaip Abi1 Abio Abip
Aag21 Aag Aazp Abai Aba Abap,
_)\aml Aam2 )\amn )\bml /\bm2 )\bmn
[ Aai1 + Ab11 Aais + Abio Aaiy + Abiy,
Aag1 + Aba1 Aagz + Abag Aagy, + Abay,
- : : : )
_)\aml + )\bml )\amZ + )\bm2 )\amn + )\bmn
kot tudi matriki
a11 a2 -+ Qln
a1 Qg2 -+ Q2n
A+u)A=A+p)]| .
Am1 Am2 Amn
[(A+pann (A + paie (A +p)ain
A+ wazr (A4 p)ase (A + p)azy
—()‘ + ,u)aml ()‘ + M)am2 </\ + /’L)amn
[ Aai1 + pai Aaiz + paiz Aa1p + pain
Aoy + pazr Aoz + pag A2, + [a2n
[ A@m1 + f1Gm1 AGm2 + pam2 Almn + Plmn
in
a11 a12 A1n ai1 a12 A1n
a1 Q22 a2n a1 Q22 a2n
M+ pA =X ) +u
Am1 Am2 Amn Am1 Am2 Amn
[Aai1 Aais A1y pain page Hain
Aazy Aazo Aaoy, Ha21 Haz2 Hagn
| A@m1 Aame Ay HaAm1  HAm2 HGmn
[ Aai1 + pain Aaiz + pas Aain + pain
Aagy + pagzy  Aaga + pass Az + pag,
[ AGm1 + fam1  AGma + pam2 Al + Plmn
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Velja se A(uA) = (M)A, kar sledi iz

apl @iz - Qin
/\(,UA) )\ " azy Q2 - d2n
am1 Am2 -~ Gmn
pair  parz - faAip Aparr  Apaiz - Auain
| paa paze oo paze | Apagr  Apagy o+ Auagy
Maﬁ /Ja'm2 e ua;m Auéml Auémz e Auémn
in
aip a2 -+ Aip (/\M)an (/\M)am T (/\M)aln
()\M)A _ ()\lu) a:gl a:22 e a?n _ ()\u.)agl ()\u.)agg e (Au?agn
Gmi Gz (Aujaml (Aujamz e (Aujamn

Tako smo preverili vse aksiome, kar pomeni, da je M,,x,(R) dejansko linearen pro-
stor.

10. Pokazite, da je mnozica vseh zgornjetrikotnih 2 x 2 matrik

(3 ees

s seStevanjem in mnozenjem s skalarjem po koordinatah linearen prostor.
Resitev:

Ker je ta mnozica vsebovana v Msys(R), zadostuje, da preverimo, da je zaprta za
sestevanje in mnozenje s skalarjem. Dejansko velja, da je vsota dveh zgornjetrikotnih

spet taka, saj je
aq bl + a9 b2 ! + as b1 + b2
0 ¢ 0 cof 0 c1+cal’

prav tako pa zmozek s skalarjem, saj velja
N bl |Aa Ab
0 ¢ |0 X’
11. Katere od naslednjih mnozic matrik tvorijo podprostor v prostoru Ms.3(R)?

(a) Mnozica vseh simetri¢nih matrik.

(b) Mnozica vseh posevno simetricnih matrik. (Matrika A je poSevno simetricna,
ceje AT = —A)

(¢) Mnozica vseh obrnljivih matrik.

(d) Mnozica vseh neobrnljivih matrik.

(e) Mnozica vseh matrik s sledjo 0. (Sled matrike je vsota njenih diagonalnih
elementov).
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Resitev:

(a) Naj bosta

a1l aiz Az b1 b2 b13
A= a1z ax @23 in B=|ba by b23
@13 ag23 (33 biz bz bss

poljubni simetri¢ni matrik. Potem je simetri¢na tudi njuna vsota

ayp +bi1 aip+bia ajz+bis
A+ B = |aia+bia asa+ by a3+ bas
a3 + b1z ags + beg  ass + bss

in za vsak A € R tudi

Aair Aarz Aags
ANA = )\alg )\agg )\a23
Aaiz  Aagz  Aags
Simetri¢ne matrike torej sestavljajo podprostor.
(b) Naj bosta

0 a12 a13 0 b12 b13
A= —ai2 0 923 in B= _bl2 0 b23
—ai3 —az 0 —biz —bo3 0

poljubni poSevno simetri¢ni matrik. Potem je taka tudi njuna vsota

0 a2 + b2 a3+ bis
A + B = —<(Z12 + b12> 0 923 + ()23
—(a13 +b13) —(ags + ba3) 0

in za vsak A € R tudi

0 /\alg )\&13
M = | =Aarz 0 Aag3
—)\Cllg —)\(123 0
Posevno simetricne matrike torej tudi sestavljajo podprostor.
(c) Nicelna matrika ni obrnljiva, tako da ne gre za podprostor.

(d) Matriki

100 0 00
0 00 in 010
0 00 0 01
nista obrnljivi, njuna vsota
100 0 00 1 00
00 0l+1]|0 1 0f=1]010
0 00 0 01 0 01

pa je. Mnozica neobrnljivi matriki tako ni podprostor.
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(e) Poljubna matrika s sledjo 0 ima obliko

11 A12 a13
Q12 A22 23
Q13 A2z —dai1 — A22

Hitro vidimo, da ima tako obliko tudi vsota takih matrik ter produkt s skalar-
jem. Zato matrike s sledjo 0 tvorijo podprostor.

Prostori funkcij

Tretji standarden primer linearnih prostorov so prostori funkcij na dani mnozici.

Naj bo M poljubna mnozica in F(M) = {f : M — R} mnozica vseh funkcij iz M v R.
Na F(M) definiramo sestevanje in mnozenje s skalarjem po tockah. To pomeni, da je za
poljubni f,g: M — R in poljuben A € R vsota f + g : M — R definirana s predpisom

(f +9)(x) = fz) + g(x),

produkt A\f : M — R pa z
(Af)(x) = Af ().

Mnozico vseh polinomov z realnimi koeficienti stopnje kvec¢jemu n bomo oznacevali z
Pn(R).
12. Pokazite, da je F(M) linearen prostor.
Resitev:
Ker za vsak © € M velja
(f +9)(x) = f(x) + g(z) = g(x) + f(z) = (g + [)(z)
in
((f +9) +h)(x) = (f + 9)(x) + h(z) = f(z) + g(z) + h(z) = (f + (9 + h)) (2)
je sestevanje funkcij komutativno in asociativno.

Nevtralni element za seStevanje je ni¢elna funkcija 0, saj je za vsak x € M

(f +0)(z) = f(x) +0 = [f(z).

Nasprotni element je funkcija — f, definirana kot (—f)(z) = —f(z). Dejansko je
potem za vsak x € M

(f + (=) = flz) + (=f(z)) =0,
in sledi f 4+ (—f) = 0.
Ocitno je 1 - f = f, saj je za vsak x € M
(1-f)(x) =1 f(z) = f().
Za poljubni funkciji f,g: M — R in skalarja A\, 4 € R velja Se
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e M f+9g)=Af+\g, sajjezavsak v € M

(A +9) (@) = Af + 9)(@) = A(f(2) + g(2)) = Af(z) + Ag(x)
(Af +Ag)(x) = (Af)(2) + (Ag)(x) = Af(x) + Ag(z),
o (N+pu)f =X+ puf,saj velja za vsak x € M
(A +wf) (@) = A+ p) flz) = Af(x) + pf(2)
(Af +pf)(@) = (Af)(@) + (uf)(@) = Af(2) + pf(z)
o in \(uf)= (An)f, kar sledi iz
(Mph)) (@) = Apf) () = Muf ()
(M) f) (@) = ) f(2) = Muf ().
13. Ali so naslednje podmnozice v F(R) podprostori?

(a) Funkcija f je soda, ¢e velja f(—2) = f(z) za vsak z € R. Ce sta f in g sodi
funkciji in «, 8 € R, potem je af 4+ Bg tudi soda, saj za vsak = € R velja

(af + Bg)(—z) = af(—z) + Bg(—z) = af(z) + Bg(x) = (af + Bg) ().

Torej gre za podprostor.

(b) Mnozica vseh funkcij, ki niso niti sode niti lihe, ni podprostor, ker ne vsebuje
nicelne funkcije. Le-ta je namrec soda in liha.

(¢) Tudi ta mnozica ne vsebuje nicelne funkcije, ki ima neskoncéno nicel.
(d) Funkeiji f(z) = (x — 1)? in g(z) = (z + 1)? imata natanko eno niclo. Njuna
vsota

(f+9)(@)=(@—-172+(@+1)*=@*—22+1)+ (2*+22+1) = 222 +2

pa je povsod pozitivna, torej nima nobene nic¢le. Ta mnozica torej ni podpro-
stor.
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(e) Naj za p,q € P3(R) velja p(1) = ¢(1) = 0 in naj bosta a, 3 € R poljubna.
Potem je tudi ap + g € P3(R) in

(ap+ Bq)(1) = ap(1) + Bg(1) = 0.

Taki polinomi torej tvorijo podprostor.

(f) Ta mnozica ne vsebuje nicelne funkcije, torej ni podprostor.

14. Ali so naslednje podmnozice v V = F(R) podprostori?

(d) Mnozica vseh polinomov p € P3(R), za katere velja p'(1) = p'(2) = 0.

Odgovor: da, ne, ne, da

Linearna neodvisnost, baza, podprostori

Mnozica vektorjev {v,...,v,} je linearno neodvisna (ali drugace vy, ..., v, so linearno
neodvisni), ¢e iz

>\1U1—|—...+/\n7)n20 sledi )\1::)\n:0

V nasprotnem primeru je linearno odvisna.
Mnozica vektorjev je zagotovo linearno odvisna, ¢e je eden od njih nicelni vektor.

Dva nenicelna vektorja u in v sta linearno odvisna natanko tedaj, ko sta vzporedna, torej
ko obstaja tak A # 0, da velja v = \u.

15. Ali so naslednji vektorji v prostoru R? linearno neodvisni?

(a) (1,2,3) in (1,2,4).

(b) (1,2,3) in (2,4,6)

(¢) (2,-3,1), (3,—1,5) in (1, —4,3).

(d) (2,-3,1), (3,-1,5), (1,—4,3) in (2,3, 7).
(e) (5,4,3), (3,3,2) in (8,1, 3).
Resitev:

(a) Vektorja nista vzporedna, saj ne obstaja tak A # 0, da je (1,2,4) = A(1,2, 3).
(Enakost prvih koordinat dd A = 1, a potem ne velja enakost v tretji koordi-
nati.) Torej sta dana vektorja linearno neodvisna.

(b) (1,2,3) in (2,4, 6) sta linearno odvisna, saj je (2,4,6) = 2(1,2, 3).
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(¢) Nastavimo «(2,—3,1)+ (3, —1,5) +~(1,—4,3) = (0,0,0), kar nam da sistem

®: 2043+ =
@: =3a—-p—4y =
®: a+d+3y =

o O O

Sledi

©®-2-0: =76-5y = 0

@+3-®: 148+5y = 0
Iz vsote teh dveh enacb sledi f = 0 in nato tudi v = a = 0. Torej so dani
vektorji linearno neodvisni.

(d) Vemo, da je dim R® = 3. Zato nobena mnoZica, ki ima ve¢ kot tri elemente, ne
more biti linearno neodvisna.

(e) Iz a(5,4,3) + 5(3,3,2) +v(8,1,3) = (0,0, 0) dobimo sistem

ba+38+8y = 0
da+38+v = 0
3a+268+3y = 0

Resimo ta sistem z Gauflovo metodo eliminacije. Najprej odstejemo drugo
vrstico od prve, v drugem koraku pa odstejemo od druge vrstivce Stirikratnik
prve, od tretje pa trikratnik prve:

5 3 8|0 1 0710 10 710
4 3 110~ |43 1|0(~]0 3 —=27|0
3 2 3|0 32 3|0 0 2 —181|0
Nato delimo zadnji dve vrstici s 3 0z. 2 in na koncu odstejemo drugo vrstico
od tretje:
1 0 71]0 1 0 71]0
-~ (01 -9(0|~[01 =90
01 =90 00 00

Kot vidimo, obstaja nenicelna resitev. Izberemo lahko npr. v =1, 8 = 9 in
a = —7. Dejansko je

—7(5,4,3) +9(3,3,2) + 1(8,1,3) = (0,0, 0).
Ti trije vektorji so linearno odvisni.

16. Naj bodo a, b, ¢ in d linearno neodvisni vektorji. Kaj lahko poveste o linearni
(ne)odvisnosti vektorjev:

(a) ay=a+2c+d,by=2a—b+c, ¢ =a+c+d;
(b) ag=a+2c+d, by =2a—b+c,co=—a+b+c+d.

Odgovor: linearno neodvisni, linearno odvisni
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17. Katere od spodnjih urejenih mnoZic vektorjev so urejene baze prostora R*?

(a ((0,0,0,0),(1,0,0,1),(1,1,0,0),(0,0,1,1)),
(b ((1,1,1,1),(1,0,0,0),(0,0,0,1),(2,2,2,2)),
((1,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)),

( ((1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(1,1,1,1)),

((1,1,0,1),(1,-1,1,1),(2,2,1,2),(0,1,0,0)).

(c
d

(e

Pri pritrdilnem odgovoru zapisite se vektor u = (1,2, 3,4) v teh bazah.

) A
) B
) C
) D
) &

Resitev:

(a) Ce mnozica vsebuje nicelni element, ne more biti linearno neodvisna. Torej je
A linearno odvisna in zagotovo ni baza.

(b) Opazimo, da je (2,2,2,2) = 2(1,1,1,1). Ze ta dva vektorja sta torej linearno
odvisna, torej je tudi B linearno odvisna in ni baza.

(c) Vse baze linearnega prostora imajo toliko elementov, kolikor je njegova dimen-

zija. Ker je dim R* = 4, tudi mnozica C ni baza. Je pa sicer linearno neodvisna.
Kar ji manjka do baze je torej, da ne razpenja celega prostora.

(d) Najprej preverimo, ¢e je D linearno neodvisna. Iz
«(1,0,0,1) + £(0,1,0,1) +~(0,0,1,1) + 6(1,1,1,1) = (0,0,0,0)

sledi
a+d =

@®:

@ : B+0 =
O y+o =
@: a+pB+y+0 = 0

Iz ®,@in®sledia =4 =~ =—5. Ce to vstavimo v @, dobimo § = 0 in
posledicno a = = v = 0. Mnozica D je torej linearno neodvisna. Ker ima
njena linearna ogrinjaca dimenzijo 4 in lezi v Stirirazseznem prostoru, je kar
cel prostor. Mnozica D je zato baza.

o O O

Zelimo Se izraziti u z elementi D. Is¢emo take a, 3,7, € R, da bo
w=(1,2,3,4) = a(1,0,0,1) + 3(0,1,0,1) + v(0,0,1,1) + 5(1,1,1,1)

ali po koordinatah

@ : a+d6 = 1
Q: B+0 = 2
®: y+0 = 3
@: a+B8+y+0 = 4

Podobno kot zgoraj lahko izrazimo iz @, @ in ®
a=1—-6, p=2-90, v=3-90

in vstavimo v @, ter tako dobimo 6 — 2§ = 4. Sledi d =1, a =0, f§ =1 in
v = 2. Dejansko je

(1,2,3,4) = (0,1,0,1) +2(0,0,1,1) + (1,1,1,1).
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(e) Spet preverimo, ali je € linearno neodvisna. 1z

a(1,1,0,1) + B(1,-1,1,1) +v(2,2,1,2) 4+ 6(0,1,0,0) = (0,0,0,0)

sledi
a+pB+2y =
a—B+2y+90
B+
at+tfB+2y =0

Spet izvedemo GauBovo metodo. Najprej prvo vrstico odstejemo od druge in
cetrte:

I
oo o

_ O = =
el
DN = DN DN
o O = O
o O OO
2
o OO
O = N =
O = O N
o O = O
o O OO

Ze zdaj je jasno, da reSitev ni enolicna, saj imamo le Se tri nenic¢elne vrstice
za Stiri neznanke. Zamenjamo Se srednji vrstici in potem tretji priStejemo
dvakratnik druge:

1 12 0]/0 1120]/0
0 1 10]0 01 10/0
1o 2010|7002 1]0
0 0000 00000

Obstajajo nenicelne resitve, kar pomeni, da so vektorji linearno odvisni in € ni
baza. Vzamemo npr. lahko 6 = =2, v =1, = —1in a = —1. Res je

—(1,1,0,1) = (1,-1,1,1) + (2,2,1,2) — 2(0,1,0,0) = (0,0,0,0).

18. V prostoru R* so podani vektorji

a; =

(1,0,0,—1), az = (2,1,1,0), as = (1,1,1,1), as = (1,2,3,4), a5 = (0,1,2,3).

Poiscite bazo in dimenzijo prostora L£{ay, as, as, ay, as}.

Resitev:

Imamo pet vektorjev v stirirazseznem prostoru. Prav zagotovo so torej linearno
odvisni.

Ena moznost je, da dodajamo vektorje po vrsti in vsaki¢ ugotavljamo, ali je vecja
mnozica Se linearno neodvisna:

En sam nenicelen vektor je vedno linearno neodvisen, tako da je prva ogrnjaca
L{a}.

Dva nenicelna vektorja sta linearno neodvisna, ¢e nista vzporedna. Zato je
L{ay,as} 2 L{ar}.

Ker je ag = as — ay € L{ay, a2}, je L{a1,as,a3} = L{ay,as}.

Vektorji ay, as, as so linearno neodvisni. To se najhitreje vidi iz enacb za drugo
in tretjo koordinato. Zato je L{a,as,as} 2 L{a,as}.
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19.

o Zaradi as = ay — a3 € L{ay,as, a4} je L{ay,as,a4,a5} = L{ay, as,a4}.

Torej je L{ay,as,as3,aq,a5} = L{ay,as,a4}. Ker so aq,as,ay linearno neodvisni,
sestavljajo bazo za svojo ogrinjaco in dim £{ay, as, as, a4, as} = 3.

Druga moznost je, da zapisemo vektorje kot vrstice v matriko. Ce v tej matriki
menjamo vrstice, jih mnozimo z nenic¢elnim skalarjem ali jim pristevamo poljubne
veckratnike drugih vrstic, vrstice nove matrike razpenjajo isti podprostor kot vrstice
prvotne.

Ce izvedemo kar Gauflovo metodo eliminacije, so nenicelne vrstice zagotovo linearno
neodvisne, tako da dobimo eno mozno bazo.

V prvem koraku odstejemo primerne veckratnike prve vrstice od ostalih, tako da
dobimo v prvem stolpcu nicle pod diagonalo. V drugem koraku to storimo Se z
drugo vrstico:

100 -1 100 -1 1 00 -1
211 0 011 2 011 2
111 1|~]01 1 2|~1(000O0 O
1 23 4 023 5 001 1
012 3 012 3 001 1

Nato zamenjamo tretjo in peto vrstico in na koncu Se odstejemo tretjo vrstico od
cetrte:

2
OO OO
oo o~ O
O = = O
O = =N
2
OO OO -
o OO O = O
OO = = O
O O =N

Dobili smo tri nenicelne vrstice. Dimenzija L£{ay, as, a3, ay,as} je torej enaka tri,
ena mozna baza pa je

((1,0,0,-1),(0,1,1,2),(0,0,1,1)).

Pokazite, da je
U = {(z1, T2, 73, 74, 75) € R : 15 = 0}
podprostor v R? ter dolo¢ite njegovo dimenzijo in eno bazo.
Resitev:
U je mnozica resitev homogene linearne enacbe x5 = 0. Iz naloge 1] sledi, da je
podprostor. Vsak element U lahko zapisemo kot

(21,0, 25, 24, T5) = 21(1,0,0,0,0) + 23(0,0,1,0,0) + 24(0,0,0,1,0) + 25(0,0,0,0, 1).

Mnozica {(1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)} je o¢itno linearno ne-
odvisna in razpenja U. Zato je (ena) baza podprostora U in dim U = 4.



24 Zapiski vaj
20. Pokazite, da je
V= {(1‘1,1’2,1‘3,1'4,1'5) € R5 . 31‘1 — 2&72 = 0, T3+ Ty = 0, I3 — 21’5 = O}
podprostor v R? ter dolo¢ite njegovo dimenzijo in eno bazo.
Odgovor: dimV = 2, baza ((2,3,0,0,0),(0,0,2,-2,1))
21. Ugotovite, pri katerih vrednostih parametrov a,b € R je mnozica
U={(r,y,2) ER®: v —ay=0b, v —az=b}
linearen podprostor v R3. V teh primerih poiséite §e bazo za U in dolo¢ite njegovo
dimenzijo. Ali je dimenzija prostora U odvisna od parametrov a in b?
Resitev:
V nalogi 13 smo dokazali, da resitve sistema linearnih enacb sestavljajo linearen
podprostor natanko tedaj, ko je le-ta homogen. Torej je U podprostor v R? natanko
tedaj, ko je b = 0. Tedaj je
r—ay=0=x—az
oziroma
r=ay =az.
Ce je a = 0, dobimo zgolj pogoj © = 0. Zato je dimU = 2 in ena baza je
((0,1,0),(0,0,1)).
Ce je a # 0, so reditve natanko vektorji (at,t,t) za vsak t € R. Torej dimU = 1 in
ena baza je ((a,1,1)).
22. Pokazite, da vektorja v; = (1,1,2,3) in vo = (2,1, 0, 1) ne razpenjata istega podpro-

stora v R* kot vektorji u; = (5,3,2,5), ups = (—=1,0,2,3) in ug = (—4,3,4,8). Ali je
kateri od teh dveh podprostorov vsebovan v drugem?

Resitev:

Ce imamo v nekem linearnem prostoru vektorje vy, ..., v, in uq,..., u,,, potem velja

Loy, .. 00} CL{uy, .. up} <= v1,...,0, € L{ug, ..., up}.

Oznac¢imo V = L{vy, v} in W = L{uy, us, u3}. Ker vektorja vy in vy nista vzporedna,
je dim'V = 2. Pois¢imo tudi za U dimenzijo in (preprosto) bazo.

Najprej zamenjamo prvi dve vrstici. Nato od druge in tretje odstejemo primerne
veckratnike prve. Nazadnje odstejemo Se drugo vrstico od tretje:

5 3 2 5 -1 0 2 3 -1 0 2 3 -1 0 2 3
-1 0 2 3f{~|5 3 2 5({~]0 3 12 20~(0 3 12 20
-4 3 4 8 -4 3 4 8 0 3 -4 —4 0 0 —-16 —24

Dobili smo tri linearno neodvisne vrstice, kar pomeni, da je dimU = 3 (in da
SO w1, U, ug linearno neodvisni). Ker dimenziji nista enaki, ogrinjaci zagotovo ne
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23.

24.

moreta biti enaki. Lahko je kvec¢jemu V C U. Za lazje racunanje pois¢imo Se
preprostejso bazo za U.

Tretjo vrstico delimo z —8, nato pa jo odstejemo od prve, njen Sestkratnik pa od
druge vrstice. Za konec spremenimo predznak prve vrstice:

-1 0 2 3 -1 0 2 3 -1 0 0 0 1000
0o 3 12 20~ |0 3 12 20~ (0 3 0 2|~ |0 3 0 2
0 0 —16 —24 0 0 2 3 0 0 2 3 00 23

Torej sestavljajo vektorji
wy; = (1,0,0,0), wy=(0,3,0,2), ws=(0,0,2,3)

bazo U.

Ali je torej V = L{vy,vo} C L{uy,ug,us} = L{wy, wq, w3} = U? Po zgornjem je to
natanko tedaj, ko vy, v € U.

Lezi v; € U? Potem obstajajo «, 8,7 € R, tako da je v = aw; + Sws+~yws, oziroma
(1,1,2,3) = «(1,0,0,0) + £(0,3,0,2) + (0,0, 2, 3).
Iz primerjave koordinat dobimo

=
= 3ﬁ
= 284 3y

W N = =

Iz druge in tretje enacbe sledi § = % in v = 1, toda potem ni izpolnjena zadnja
enacba. Taki «, 3,7 ne obstajajo, torej v; &€ U. Sledi L{vy,vo} & L{uq,us, us}.

Ali vektorja u; = (1,1,0,0) in uy = (1,0, 1,1) razpenjata isti podprostor v R* kot
vektorja vy = (2,—-1,3,3) in vy = (0,1, -1, —1)7

Odgovor: da

Pokazite, da so funkcije f,g,h : R — R (kot elementi prostora F(R)) linearno
neodvisne, pri cemer so

(a) f(t) =e*, g(t) =t*in h(t) =t,
(b) f(t) =1, g(t) =sint in h(
(c) f(t) =1, g(t) =sint in h(

Resitev:

t) = cost,

t) = sin’t.

Razis¢imo, kdaj je linearna kombinacija treh funkcij enaka 0 (torej nicelni funkeiji):
af + Bg+~vyh = 0.

Funkciji sta enaki, ¢e je njuna vrednost v vsaki tocki enaka, torej mora za vsak
t € R veljati

af(t) + fg(t) +~yh(t) = 0.
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(a) V tem primeru torej za vsak t € R velja
ae® + Bt + 4t = 0.

To je pa oc¢itno mozno le za o = f = v = 0. Konkretno lahko to vidimo, ce
najprej vstavimo ¢ = 0. Potem iz

a0+ B-0°+~7-0=0
sledi @ = 0. Ce vstavimo §e ¢t = 1 in t = —1, dobimo
B0 4 1=0=F (<1747 (-1)

iz Cesar sledi Se § = v = 0. Te tri funkcije so torej linearno neodvisne.

(b) Sedaj za vsak t € R velja
a-1+4 fBsint+vycost = 0.
Ce vstavimo ¢t = 0, dobimo a +v = 0, za t = +7 paa® f =0. Spet je to
mozno lezaa = =v=0.

(c) Nazadnje se
o-1+ Bsint 4+ ysin®t = 0.

Pri t = 0 dobimo a = 0. Spet lahko nato vstavimo ¢ = 47 in dobimo Se

p=~v=0.

25. Zapisite polinom p(t) = t* + 4t — 3 kot linearno kombinacijo polinomov q(t) =

t2—2t+5,r(t)=2t*—3t in s(t) =t+ 3.
Resitev:

Poiskati moramo realna stevila «, 3, vy, tako da velja
p(t) = aq(t) + Br(t) + vs(t)
za vsak t € R. Torej mora veljati
2+ 4t —3=a(t® — 2t +5) + B(2t* — 3t) +y(t + 3)

oziroma
244t — 3 = (a+28)t* + (—2a — 38 + )t + (5o + 37).

Ujemati se morajo vsi koeficienti polinomov na levi in desni. Tako dobimo sistem
enach

®: 1 = a+2p

@: 4 = 2a-30+~

®: =3 = ba+3y

Iz @ lahko izrazimo § = 1’7"‘, iz @ pay= % Potem sledi iz @ @ = —3 in zato
B =2in v = 4. Torej je
p = —3q + 2r +4s.
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26.

27.

28.

V prostoru P3(R) polinomov najveé tretje stopnje sta podani mnozici
S ={ ¢ =+ -1}, Sy={ -1,t+1,1> -1},

Ce je mnozica linearno neodvisna, ji dodajte tak polinom, da postane linearno od-
visna. Ce pa je mnozica linearno odvisna, ji odvzemite tak polinom, da postane
linearno neodvisna.

Resitev:
Hitro se vidi, da je S; linearno odvisna, saj je vsota njenega drugega in tretjega
elementa dvakratnik prvega, ali drugace
=285+ (£ =)+ (£ + %) = 0.
Mnozica S; \ {t* + t?} pa je linearno neodvisna. Ce v
at’ + Bt — %) +y(t* —1) =0
primerjamo koeficienta pri 2, dobimo 8 = 0, ¢e pa konstantna, pa v = 0. Potem

mora biti tudi o« = 0.

MnoZica Ss je linearno neodvisna, saj primerjava koeficientov pri ¢, 2, £ pokaze, da
iz
at? =) +BEt+1)+v -1)=0

sledi @ = 3 = v = 0. Dodamo lahko npr. vsoto prvih dveh 2 + ¢.

Katere od naslednjih mnozic polinomov iz prostora Ps(R) so linearno neodvisne?
(a) {17t7t2 - 1}7
(b) {t?+1,t —2,t+ 3},

(c) {2t* 4+ ¢,t* + 3,t},

(d) {262 +¢t+ 1,3t +t —5,t + 13}.

Ce je mnozica linearno odvisna, izrazite en njen element kot linearno kombinacijo
ostalih.

Odgovor: (a, b, ¢) linearno neodvisne, (d) linearno odvisna in p3 = 3p; — 2py
V prostoru P4(R) je podana mnozica
V={pePuR):p(1)=p(2) =0}

Pokazite, da je V podprostor ter poiscite njegovo bazo in dimenzijo.
Resitev:

Naj bodo p,q € Vin A, u € R poljubni. Potem velja

(Ap +pg) (1) = Ap'(1) + g’ (1) =0 in (Ap+pq)'(2) = \p'(2) + puq'(2) = 0,

torej je tudi Ap + ug € V. Sledi, da je V podprostor.
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Dolo¢imo sedaj, kako za poljuben polinom
p(t) = ag + ait + ast® + ast® + ayt*

iz koeficientov prepoznamo, ali je element V.

Odvod je enak
P (t) = ay + 2ast + 3ast?® + dayt?,

tako da sta pogoja

0=p'(1) =a; +2as + 3as +4ay, in 0=p'(2) =a; +4ay + 12a3 + 32a4.

Torej morajo koeficienti ay, . . ., a4 resiti
012 3 4]0 012 3 4|0
01 4 12 320 00 2 9 280

Sledi, da sta ay = « in ag = 8 poljubna. Potem dobimo

a9 = %(-9&3 — 28&4) = —g — o

" a1 = —2a9 — 3az — 4ay = 65 + 24a.
Koeficient ay = 7 je tudi poljuben. Poljuben p € 'V je torej oblike
p(t) = v+ (68+24a)t + (=58 — 1a)t* + Bt* + at*
= a(t' — 14* + 24t) + B(t> — 2> 4+ 6t) + 7.
Polinomi

gi(t) =t' =147 + 248, go(t) = > = 2> +6t, g5(t) =1

so linearno neodvisni in razpenjajo V, torej sestavljajo bazo. Posledi¢no je dim'V =
3.

29. V prostoru P4(R) je podana mnozica

V={pePsyR):p(x—1)=p(z) za vsak = € R}.

Pokazite, da je V podprostor ter poiscite njegovo bazo in dimenzijo.
Odgovor: dimV = 1, baza (1)

Presek in vsota podprostorov

Ce sta U in V podprostora linearnega prostora X, potem sta linearna podprostora tudi
njun presek U NV in njuna vsota U + V, pri cemer je slednja definirana kot

U+V={ut+v:uelveV}

Velja dimenzijska formula

dimU + dimV = dim(UNV) + dim(U + V).
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30.

31.

32.

V prostoru R? sta dana podprostora

={(0,a,b) : a,b € R},
T=2L{(1,2,0),(3,1,2)}.

Poiscite baze in dimenzije podprostorov 8, T, 8N T in § + T.
Resitev:

Vektorja (0,1,0) in (0,0, 1) nista vzporedna, torej sta linearno neodvisna, in razpe-
njata 8. Torej je (ena) baza 8§ mnozica ((0,1,0),(0,0,1)) in dim8 = 2. Podobno je
dimenzija T enaka 2, ena baza pa ((1, 2,0), (3,1, 2))

Vektorji iz 8NT so natanko tiste linearne kombinacije a(1,2,0)+ (3, 1,2), ki imajo v
prvi koordinati 0, torej mora veljati a+35 = 0. Poljuben element SNT je posledi¢no
oblike —34(1,2,0) + 5(3,1,2) = (0, —5,2), kar pomeni, da je ((0,—5,2)) baza za

enodimenzionalen podprostor § N 7.

Ker velja dim(8 + T) = dim 8 + dim T — dim(8 N T) = 3, je $ + T = R? in lahko za
bazo vzamemo kar standardno bazo R?, torej ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

V prostoru R* sta dana podprostora:

§=£,{(1,2,0,1),(1,1,1,0)},
T=2,{(1,0,1,0),(1,3,0,1)}.

Poiséite baze in dimenzije podprostorov 8, T, 8N T in § + 7.
Odgovor:

e dimd = dim 7 = 2, za bazi lahko vzamemo kar vektorja, ki ju razpenjata,
e dim(8SNT) =1, ena baza je ((2,3,1,1)),
e dim(8 + T) = 3, baza je npr. ((1,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,1, —1))

V prostoru P3(R) sta dana podprostora:

8:L{1+x+x2+x3,2+3m+x2,1—x—l—xz—:vg},
(J':L{l—x—x2+x3,1—x,3—x+x2—l—x3}.

Poiscite baze in dimenzije podprostorov 8, T, 8N T in § + 7.
Resitev:

Najprej si oglejmo prvo mnozico. Naj bo
al+z+22+2)+ 82+ 3 +2)) +y(1—a+2° —2°) =0
oziroma

(=92 + (a+B+7)r* + (a+38—7)x+ (a+28+7) = 0.
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Primerjava koeficientov polinomov na levi in desni nam da sistem enacb

@ : a—y = 0
@: a+pf+y =0
®@: a+38—v =0
@: a+284+v = 0

Iz ® sledi & = . Ce to vstavimo v ®, dobimo 8 = 0. Posledi¢no iz @ sledi se
a=v=0. Polinomi 1 +z+2*+2% 2+ 3z +2? in 1 —z + 2% — 2 so tako linearno
neodvisni in tvorijo bazo za &, ki ima torej dimenzijo 3.

Na podoben naéin vidimo, daso 1 —z — 22+ 2%, 1 — 2 in 3 — 2 + 2% + 22 linearno
neodvisni in tako baza za 7.

Vzemimo poljuben polinom p € S NT. Ker lezi v obeh podprostorih, ga je mogoce
zapisati kot linearno kombinacijo obeh baz. Torej obstajajo «, 8,v, A, B,C € R,
tako da

a(l+z+2°+2°) +B(2+3x +2°) +y(1 —x + 2° — 2°)
= Al-o—-2"+2*)+B(l—2)+CB —x+2°+2%).

p()

Torej mora veljati

(a+26+v—A-B-3C)+ (a+38—~v+A+B+C)z+
+(a@+B+7+A-0C)r* +(a—y—A-C)z* =0.

Ce primerjamo koeficiente, dobimo sistem

a+20+~yv—A-B-3C = 0
a+38—y+A+B+ C =0
a+ B+v+A - C =0
Q@ —v—A - C =0

oziroma v matri¢ni obliki

2 1 -1 -1 -3
3 —1 1 1 1
1 1 1 0 —1
0 -1 —1 0 —1

—_ = = =

0
0
0
0

Ce zadnjo vrstico prestavimo na prvo mesto in jo odstejemo od vseh ostalih, dobimo

10 -1 -1 0 —1]0 10 -1 -1 0 —1]0
12 1 -1 -1 =3/0 02 2 0 -1 —2]0
113 -1 1 1 1jo]7 o3 0o 2 1 2|0
11 1 1 0 —-1/0 01 2 2 0 0}0

Zdaj zamenjamo drugo in cetrto vrstico in nato odstejemo ustrezne veckratnike
druge od tretje in Cetrte vrstice

10 -1 -1 0 —1]0 10 -1 -1 0 —1]0
01 2 2 0 0l0 01 2 2 0 0}]0
103 0o 2 1 2(0]7]00 -6 -4 1 2|0
02 2 0 -1 —2/0 00 -2 —4 -1 —21/0
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Na koncu Se zamenjamo zadnji dve vrstici in odstejemo trikratnik tretje od cetrte

10 -1 -1 0 —1]0 10 -1 -1 0 —1]0
01 2 2 0 o0l0 01 2 2 0 0}0
“1o0 -2 -4 -1 =2/0| 700 -2 —4 -1 —2/0
00 -6 —4 1 2|0 00 0 8 4 8|0

Torej sta B in C poljubna, za A pa mora veljati 84 + 4B 4+ 8C' = 0, oziroma
A= —%B — (. Zato je poljuben vektor iz preseka oblike

p(r) = Al—2—2°+2°)+B(l—2)+CB -2+ 2°+2°)
(—iB-C)1—z—2*+2*)+B(1—2)+C(3 -z +2° + 2%
= B( - lotl® 1)+ C2 420

Ker sta B in C' poljubna, je
SNT =L{l —x+a2*—2°1+2°}.

Ta dva polinoma nista vzporedna, torej tvorita bazo za & N 7.

Po dimenzijski formuli je
dim(8 +7) =dim8 + dimT —dim(8NT) =3+3 -2 =4.

Ker je dimP3(R) =4, je § + T = P3(R). Za bazo lahko vzamemo standardno bazo
(1,z,27% 2%).

33. V prostoru R* sta dana podprostora:
8§ =£{(1,2,0,1),(1,1,1,0),(0,1,—-1,1)},
T=£{(1,0,1,0),(1,3,0,1),(0,3,—1,1)}.
Poiscite baze in dimenzije prostorov 8,7, SNT in & + T.
Odgovor:

e dimd = dimT = 2, za bazo lahko v obeh primerih vzamemo dva izmed nave-
denih vektorjev.

e SN T je enodimenzionalen podprostor, ki ga razpenja (2,3, 1,1).
e Ena baza za 8+ T je ((1,0,1,0),(0,1,0,0), (0,0, —1,1)).

34. V prostoru R* sta dana podprostora:

U={(a,b,c,d):b+c+d=0},

V={(a,b,c,d) :a+b=01in ¢ = 2d}.
Poiscite baze in dimenzije prostorov U, V, UNV in U + V.
Odgovor:

e dimU = 3, za bazo lahko vzamemo ((1,0,0,0), (0,1,0,-1),(0,0,1,—1)).
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e dimV = 2, ena baza je ((1,—1,0,0),(0,0,2,1)).
e dim(8 N T) = 1, razpenja ga vektor (3, —3,2,1).

e dim(8 + T) = 4, torej lahko vzamemo standardno bazo.
35. V prostoru P3(R) sta dana podprostora
U={pePs:p(1)=0} in V={pePs:p(2) =0}
Doloé¢ite baze in dimenzije podprostorov U, V, UNV in U + V.
Odgovor:

o dimU = dimV = 3, mozni bazi sta (t—1,¢*—¢,t3—t?) in (t—2,¢*—2t,t>—21?).
e dim(UNV) =2, baza je na primer (t* — 3¢ + 2t,1? — 3¢ + 2).
e U+ V = P3(R), torej lahko vzamemo standardno bazo.



Poglavje 2

Linearne preslikave

Preslikava A : X — Y med linearnima prostoroma X in Y je linearna, ¢e velja
Alu+v)=Au+Av in A(lu) = Mu

za vse u,v € X in vse X € R.
Nicelni prostor (jedro) preslikave A je

NA)=kerA={reX: Az =0} CX.
Slika (zaloga vrednosti) preslikave A je
RA)=imA={Az:2e€X} CVY.
Obe mnozici sta podprostora v ustreznem prostoru. Velja dimenzijska formula
dimN(A) + dim R(A) = dim X.
1. Ugotovite, katere izmed spodnjih preslikav so linearne.
(a) A:R3 = R3 A(x,y,2) = (v,y,x + 2).
(b) B:R* - R? B(x,y) = (x+ 1,y + 1).
Resitev:

a) Vzemimo poljubna vektorja v; = (z1,vy1,21) in va = (22, Ya, 22) iz R? in po-
(a) polj ] UL, , Y2, p
ljubna skalarja A;, Ay € R. Potem je

A(/\ﬂfl + )\202) = A(/\l(xla Y1, 21) + /\2@2, Y2, 22))
= A(/\lﬂfl + Aa2, Aiy1 + Aaya, 121 + /\222)
= ()\1931 + Ao, A1y1 + Aoz, M1 + Aaa + Arz1 + /\22’2)

n
MAvE + AoAve = MA(z1, Y1, 21) + A A(22, Yo, 22)

= M(z1,y1, 21 + 21) + Aa(22, Y2, T2 + 22)
= (>\1I1 + AaZa, My1 + Aayz, AMixr + Aawz + Az + )\222),

33
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torej
‘A()\ﬂ}l + )\21)2) = )\1./41]1 + )\2./4?]2.

Preslikava A je torej linearna.

(b) Preslikava B ni linearna, saj vsaka linearna preslikava preslika nicelni element
v nic¢elnega, tu pa je B(0,0) = (1,1).

2. Naj bo F : R* — R3 preslikava, definirana s predpisom
Fx,y,z,w)=(r—y+z+w,x+2z—w,x+y+ 32— 3w).
(a) Pokazite, da je preslikava F linearna.
(b)
(c)
)

(d) Ali je preslikava F bijektivna?

Zapisite matriko preslikave F v standardnih bazah.

Poiscite bazi in dimenziji nicelnega prostora in zaloge vrednosti preslikave J.

Resitev:

(a) To spet preverimo kot v nalogi 2]
(b) Stolpci matrike so slike baznih vektorjev. Ker je

F(1,0,0,0) = (1,1,1),
F(0,1,0,0) (=1,0,1),
F(0,0,1,0) = (1,2,3),
F(0,0,0,1) = (1,—1,-3),
je
1 -11 1
[Flss= |1 0 2 —1
1 1 3 -3

(c) Zalogo vrednosti razpenjajo slike baznih elementov, torej je
R(F) = L{(1,1,1),(—1,0,1),(1,2,3),(1,-1,-3)}.
Prva dva vektorja nista vzporedna, torej sta linearno neodvisna. Ker je
(1,2,3) =2(1,1,1) + (-1,0,1) in (1,-1,-3)=—(1,1,1) —2(—1,0,1),

ima zaloga vrednosti dimenzijo 2 in ((1, 1,1),(—1,0, 1)) je njena baza.

Tako smo tudi Ze ugotovili, da preslikava F ni surjektivna, saj je R(F) € R3.
Iz dim R* = dim N(F) + dim R(F) sledi, da ima nicelni prostor dimenzijo 2. Iz
tega sledi, da F tudi ni injektivna, saj {(0,0,0)} # N(F). Najti moramo bazo
prostora resitev

Fz,y,z,w)=(x—y+z+wzr+22—wx+y+3z—3w)=(0,0,0).
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7 Gaulovo metodo eliminacije dobimo

1 -1 1 110 1 -1 1 110 1 -1 1 110
1 0 2 -1{0|~]0 1 1 -2|0|~]0 1 1 =210
1 1 3 -3|0 0 2 2 —410 0 0 0 010

Ker sta z in w poljubna, lahko izberemo za bazo npr. ((1, 2,0,1),(-2,-1,1, ()))

(d) Linearna preslikava med prostoroma razliénih dimenzij v splosnem ne more biti
bijektivna. Videli smo, da J ni ne injektivna ne surjektivna.

3. Linearna preslikava F : R?* — R? je dana s predpisom F(z,y,2) = (z + y,y,z — 2).
Pokazite, da je bijektivna, in poiScite njen inverz. Poiscite tudi kak vektor v, za
kateri velja F(v) = (1,2, —1).

Resitev:

Ker sta dimenziji startnega in ciljnega prostora enaki, je za bijektivnost dovolj, ce
pokazemo injektivnost. Doloc¢imo torej nicelni prostor.

Ce je F(z,y,2) = (x +y,y,x — 2) = (0,0,0), sledi iz druge koordinate y = 0, nato
iz prve z = 0 in na koncu iz tretje se z = 0. Torej je N(F) = {(0,0,0)}, kar pomeni,
da je F res injektivna.

Za inverz nastavimo
F(z,y,2) = (r+y,y,x — z) = (a,b, )

in izrazimo x,y, z z a, b, c. Spet najprej iz druge koordinate dobimo y = b, iz prve
x = a — b in nazadnje Se z = a — b — c. Torej je

F*a,b,c) = (a—b,ba—b—c).
Vektor v je enoliéno dolocen, in sicer je

v=9"1,2-1)=(-1,2,0).

4. Linearna preslikava J : R?® — R? je podana s predpisom
F(z,y,2) = (22 + 2,z — 4y, 3z).

Pokazite, da je bijektivna, in poiScite njen inverz. Poiscite tudi tak vektor v, za
katerega velja F(v) = (1,2, 3).

Odgovor: F'(z,y,2) = (£, e mE 22y F(1,-1,-1) = (1,2,3).

5. Naj bo a = (ay,as,a3) € R® dan nenicelen vektor. Preslikavi A,B : R — R3
definiramo s predpisoma:

Arx=(r-a)a in Br=uzxxa.

(a) Preverite, da sta dani preslikavi linearni. Ali sta bijektivni?

(b) Zapisite matriki preslikav A in B v standardni bazi prostora R3.
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(¢) Za a = (1,0,2) dolocite nicelni prostor in zalogo vrednosti preslikav A in B.
Resitev:

(a) Linearnost sledi iz lastnosti skalarnega in vektorskega produkta. Preslikavi
nista bijektivni. Vse slike preslikave A imajo smer vektorja a, torej je R(A) =
L{a} enodimenzionalen. Po drugi strani je pa B(a) = a x a = 0, torej je
L{a} CN(B).

(b) Stolpci matrike so slike baznih vektorjev. Ker je
A(1,0,0) = ay(a,as,a3),
A(0,1,0) = ay(ay,as,as),
A(0,0,1) = as(ay,as,as),

je
CL% ajas ajas
[Alss = |aiaa a2 agas
ajaz asaz a3
Nadalje iz
3(1,0,0) = (O,—ag,ag),
3(0,1,0) = (a3,0,—a1),
B<07071) - (_a27a170)
sledi
0 as —as
[B]SS: —as 0 aq
a9 —Qaq 0
(¢) Za a=(1,0,2) imamo
1 0 2 0 2 0
[A]ss— 0 00 in [3]352 —2 0 1
2 0 4 0 -1 0
Tako so
N(A) = £{(-2,0,1),(0,1,0)} in R(A)=L{(1,0,2)},
ter

N(B) = £L£{(1,0,2)} in R(B)=L{(-2,0,1),(0,1,0)}.
6. Preslikava A : R? — R3 je podana s predpisom
Azr = (z-a)a+z X a— 2z,
pri cemer je a = (ay,az,az) € R® dan nenicelen vektor.

(a) Preverite, da je A linearna preslikava in zapiSite njeno matriko v standardni
bazi R3.
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(b) Za a = (1,0, 1) dolocite nicelni prostor in zalogo vrednosti preslikave A.

a§72 ajas+asz ajaz—as
Odgovor: Matrika v standardni bazi je [A]ss = | aia2—as a3-2 azas+a1 |, podpro-
aiaz+agz azaz—ai ang

stora pa N(‘A> = L{(la 07 1)}’ :R(‘A> = L{(_]w _]-7 1)7 (17 _27 _1)}
7. Linearni preslikavi A, B : R? — R3 sta podani s predpisoma

‘A(x17 X, x3) - (xl + ) + xs, 07 O)?
B(x17 T2, .fL'g) = (‘T27 T3, .I'1>.
(a) Zapisite matriki preslikav A in B v standardni bazi.

(b) Poiscite nicelni prostor in zalogo vrednosti preslikav A in B in ugotovite, ali
sta injektivni, surjektivni, bijektivni.

(c¢) Dolocite matrike (v standardni bazi) in predpise preslikav AoB, BoA in A+ B.
(d) Naj bo €= (A + B) o A. Dolocite matriko preslikave C ter R(C) in N(C).
(e) Obstajata taka vektorja z,y € R3, da je Cz = (2,0,2) in Cy = (—1,0,1)?

Resitev:

(a) Stolpce matrike dobimo kot slike baznih vektorjev. Tako je

1
0 in [B]ss =
0

—_ o O
o O =
o = O

(b) Iz matrik razberemo

N(A) = £{(—1,0,1),(=1,1,0)} in R(A) = £{(1,0,0)}

ter
N(B) ={(0,0,0)} in R(B)=R>
A ni ne surjektivna ne injektivna, B pa je bijektivna.

(¢) Po definiciji je

(Ao B) (w1, 2, 23) = A(B(21, 22, 73))

= A(xy, x3,71)

= (x1 + 22 + x3,0,0)
(BoA)(wy1, 29, 73) = B(A(xl,mz,xg))

= B(xy + x2 + x3,0,0)

= (0,0, 21 + xo + x3)
(A + B) (21, 22, 23) = A(11, 2, 13) + B(71, T2, 73)

= (21 + 22+ x3,0,0) + (w2, z3, 1)

= (LCl + 2:62 + I3, T3, :cl)
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Torej je
111 000 1 21
[.AO‘B]SS =10 0 0}, [BOA}SS =0 0 O in [A+B]ss =10 0 1
0 00 1 11 1 00

Druga pot do teh rezutatov je, da upostevamo

AoB]=[A][B], [BoA]=[BJA] in [A+B]=I[A]+[B].

(d) Dobimo
1 11
Clss= [0 0 0
1 11
in

N(€) = £{(~1,0,1),(~1,1,0)}, R(€) = L{(1,0,1)}.

(e) Naloga nas sprasuje, ali sta (2,0,2) in (—1,0,1) v sliki preslikave C. Zgora]
smo ugotovili, da so v sliki natanko veckratniki vektorja (1,0,1). Torej tak x
obstaja (npr. €(2,0,0) = (2,0,2)), tak y pa ne.

8. Naj bo

AMM@%MM®,MM—BHX

(a) Preverite, da je preslikava A linearna ter dolocite njeno matriko v standardni
bazi prostora Mayo(R).

(b) Dolo¢ite dimenziji in bazi ni¢elnega prostora ter zaloge vrednosti preslikave A.

(=] Sleog
NO—O

Odgovor: [Alss = [ } CR(A) = £{[38], 1841}, N(A) = £ {[ 4 8], [3 4]

9. Preslikavi A, B : Myyxs(R) — R sta podani s predpisoma
A(X) =sled(X) in B(X)=detX,
kjer je sled(X) sled matrike X in det X determinanta matrike X.

(a) Za vsako od preslikav A in B dolocite, ali je injektivna, surjektivna, bijektivna.

(b) Za vsako od preslikav A in B ugotovite, ali je linearna. V primeru, ko je
preslikava linearna, pois¢ite bazo in dimenzijo njenega nicelnega prostora in
zapisite njeno matriko v standardnih bazah.

Resitev:

(a) Preslikava A ni injektivna, saj je
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je pa surjektivna, saj za vsak a € R obstaja neka matrika, katere slike je o, na

primer
a 0
(5 o) =

Podobno B ni injektivna, velja denimo

(B )2 1) -

in je surjektivna, saj je za vsak a € R

>l 3]) =

(b) Preslikava A je linearna, ¢esar ni tezko preveriti po definiciji. Preslikava B pa
ni linearna, saj je na primer

22l ) =2 () ezl 1))

Doloc¢imo torej N(A). Vemo, da je nicelni prostor trirazsezen, saj je dimenzija
zaloge vrednosti 1, zacetni prostor My.o(R) pa je sStirirazsezen. Potrebujemo
torej tri linearno neodvisne matrike iz nicelnega prostora. Ker velja

A( “ bD:O <~ a+d=0,
c d

(b 20 o] o))

Alss=1[1 0 0 1].

je ena mozna baza

Matrika preslikave pa je

10. V prostoru R? imejmo bazo B = ((17 1), (-1, 1)) in standardno bazo S.
(a) Zapisite prehodno matriko Pgg iz baze B v standardno bazo in prehodno ma-
triko PSB-
(b) Dolocite koordinate vektorja a = (4,3) v bazi B.
Naj bo A : R? — R? linearna preslikava, za katero vemo, da je A(1,1) = (1, —2) in
A(—1,1) = (2,3).
(c) Zapisite matriko [A]gg preslikave A glede na bazo B in standardno bazo S.
(d) Dolocite matriko [A]sg preslikave A v standardni bazi.
(e) Koliko je A(—1,5)7 Dolocite splosen predpis A(zx,y).
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Resitev:

Prehodna matrika med dvema bazama, na primer E in E’, je matrika identi¢ne
preslikave v teh dveh bazah, torej

Pgr = [id]gr-

To pomeni, da so v i-tem stolpcu te matrike koeficienti i-tega baznega vektorja iz E
pri razvoju v bazi E'. Zapisi vektorjev in matrik v razlicnih bazah so zato povezani
takole:

[U]E’ = Ppr/ [U]E in [-A]E’F’ = Py [A]EFPE'E-

(a) V prehodni matriki med B in standardno bazo S so stolpci elementi baze B,
razviti v standarsni bazi:
1 -1
Ppg = :

1 1
Nadalje velja

_ 1 1
PSB:(PBS)1:%|:_1 1:|

(b) Po zgornji formuli je

o= [ -3

(c¢) Glede na to, da sta podani ravno sliki elementov baze B v standardni bazi, je

s = | Ly 3.

(d) Ker ze poznamo [A]gs, lahko uporabimo formulo za spremembo baz ter dobimo

Alss = Ulasin = | 1y 3 [ 21

1
2
(e) Splosen predpis takoj dobimo iz [A]ss, saj je

Az, y)]s = [Alss(z,y)ls = [_

OO |

Torej je A(x,y) = %(By —z,y —bzx)in A(—1,5) = (8,5).

11. Preslikava A : P3(R) — P3(R) je podana s predpisom (Ap)(x) = p(z + 1) — p(z).

(a) Pokazite, da je preslikava A linearna.

(b) Poiscite bazo nicelnega prostora in zaloge vrednosti preslikave A. Ali je presli-
kava A injektivna ali surjektivna?

(c) Poiscite matriko preslikave A v standardni bazi S = (1,z,z?% 23) prostora
P3(R).
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(d) Poiscite prehodno matriko Pgs iz baze B = (2%, 2% — z, 2,z + 1) v standardno
bazo prostora P3(R).

(e) Polinom p(z) = x* — 222+ x — 1 zapisite kot linearno kombinacijo polinomov iz
baze B. Nalogo resite na dva nacina: z uporabo prehodne matrike in direktno.

(f) Poiscite matriko [A]gp preslikave A v bazi B.

Resitev:

Linearnost sledi iz definicije operacij v prostoru polinomov. Za poljubna p, ¢ € P3(R)
in A\, u € R velja

Ap +pg)(z) = (Ap+pg)(z+1) — (Ap + pg) ()
= (Ap(z+1) + pg(z +1)) = (Ap(z) + pq(x))
= Ap(z +1) = p(x) + ple(z + 1) — ()
= MI(p)(z) + pA(g)(x).

Zaradi jasnosti pisimo bazne elemente kot p;(x) = 27, j = 0,1, 2, 3. Naprej pois¢imo
matriko preslikave v standardni bazi. Iz

Apo)(x) = polz +1) —po(x) =1 —1 =0,
Ap)(z) =pi(z+1) —pi(x) =(z+1) —z =1,
A(p2)(x) = p2(x + 1) — po(x) = (z + 1)2 — =2 +1
Aps)(z) = ps(z +1) —ps(z) = (z + 1) —2® =322 + 32 + 1
sledi
0111
00 2 3
Alss= 1y o o 3
0000
Za dolocitev nicelnega prostora uporabimo to matriko, saj velja

Ap=0 < [Apls = [A]ss[p]s = [0]s.

Matrika je ze v stopnicasti obliki, tako da razberemo

[Alsslpls = [0]s <= [pls = za neki o € R.

[N elNolol

Torej je N(A) = L£{1} (in konstanta 1 je baza tega enorazseznega podprostora). Med
drugim to pomeni, da preslikava ni injektivna in, ker slika med enako razseznima
prostoroma, tudi ne surjektivna.

Podobno lahko iz matrike razberemo tudi zalogo vrednosti. Zalogo vrednosti raz-
penjajo stolpci in zato je

R(A) = Po(R).

Baza je na primer (1, xz,2?).
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Za prehodno matriko iz baze B v standardno bazo moramo zapisati ustrezne koefi-
ciente v stolpce, torej

0 0 01
0 -1 1 1
Fes=11 0 00
0 1 00
S pomocjo te matrike dobimo
0 0 1 0f [—1 -2
0 0 01 1 1
_ _ -1 _ _
[pls = Psslpls = (PBs) "[pls = 110 1] =21 = | 3
1 000 1 -1
Torej je
px)=(-2)- 22 +1-(@* —2)+3 -2+ (1) - (z+1).
(Ce odpravimo oklepaje, vidimo, da smo dobili prave koeficiente. Direktno bi te
koeficiente dobili, ¢e bi zapisali p kot poljubno linearno kombinacijo elementov baze
B in bi primerjali koeficiente.)
Nazadnje je Se
[AlpB = PsB[AlssPrs =
0O 01 0ff01 1T 10 0 01 03 0 O
10 00 1f]0 0 2 3]0 -1 1 1f |00 0 O
/-1 10 1[0 0 0 3|1 0O OO |1 3 -1 —1
1 00 0]]00O0O0O]|0 1T 00O 10 1 1
12. Linearna preslikava F : R?> — R3 je podana s predpisom

F(z,y,2) = (r+ 2y — 32,20 +y + 2,5z — y + z2).
Podana je tudi baza B = ((1,0,—1),(0,1,0), (0, —1,1)) prostora R?.

a) Poiscite matriko preslikave F v standardni bazi R3.

(c

(d) Poiscite matriko preslikave F v bazi B.

(a)

(b) Poiscite prehodni matriki Psg in Pgs.
) Izrac¢unajte koordinate vektorja (3,4,5) v bazi B.
)

1 2 -3 0 100 3
51 %i|7PBS_|:—01(1]_11i|7[(3’4’5)]]3:|:182i|7

13. Linearna preslikava A : R*? — R? je podana s predpisom A(x,y) = (2z —y, 2z — y).

(a) Zapisite matriko A preslikave A v standardni bazi.
(b) Diagonalizirajte matriko A.
(c) Izracunajte f(A), kjer je f(z) = 2 + 2° — 32* + 23 + 1, in e’
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Odgovor: A= [27] = [13][68] [ 2 3'], £(A) = [§9], ! = [522 2=¢]
14. Linearna preslikava F : R? — R? je podana s predpisom
F(x,y,2) = (2 +3y — z,-3v+ 5y — 2, =3z + 3y + 2).

(a) ZapiSite matriko F' = [F]sg preslikave F v standardni bazi S prostora R3.
(b) Diagonalizirajte matriko F.
(c) Izracunajte f(F), kjer je f(x) = —2® + 2% — x, in eF".

Resitev:

(a) Za matriko preslikave kot v prejsnjih nalogah izracunamo slike baznih elemen-
tov in dobimo

-1 3 -1
Flss= [-3 5 -1
-3 3 1

(b) Najprej potrebujemo lastne vrednosti, ki so ni¢le karakteristicnega polinoma

~1-Xx 3 —1
xrN) =] =3 5-X —1|=4-8X+5X2-X=(1-)N(2-)N2~
-3 3 1-2)

Za lastno vrednost A = 1 izberemo na primer lastni vektor (1,1,1), za A = 2
pa (ker je dvojna nicla) (1,1,0) in (1,0, —3). Tako je baza iz lastnih vektorjev
B = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,-3)) in velja

11 1]7[too0][3 -3 1
F=[Flss=Pps[FlgsPss= |11 0] |0 2 0| |-3 4 -1
10 =3/]002[|1 -1 0

Tako smo diagonalizirali matriko F, t. j. zapisali smo jo kot ' = PDP~!, kjer
je D diagonalna in P obrnljiva matrika.

(¢c) Ce je F = PDP~', za vsak n € N velja F" = PD"P~'. Tako je
f(F)=—-F°+F> - F=P(-D° 4+ D?—- D)P™".

Potence diagonalne matrike dobimo tako, da ustrezno potenciramo diagonalne
elemente. Zato je

1 0 0 ¥ 0 0 100
-DP+D*-D=—10 2° 0|+]|0 22 0|—1]0 2 0
0 0 2° 0 0 23 00 2

-1 0 0

=10 —-26 0



44 Zapiski vaj

n
49 =75 25
f(F)= |75 —101 25
7 =75 -1
Nadalje je
e 0 0
eP=10 e 0
0 0 €2
n

3e —2e? —3e+3e% e—e?
el = PePP! 3¢ —3e2 —3e+4e? e—e?
3e — 3e? —3e+ 3¢e? e

15. Dana je matrika A = [2 4

2 4 . )
} . Izra¢unajte matriko e?.

6 6
Odgovor: e = 1 [ 2l 2t ]

3 | —14€8 142¢8

16. Linearna preslikava A : P3(R) — P3(R) je podana s predpisom

(Ap)(x) = p(2x —1).

Poiscite lastne vrednosti in lastne vektorje preslikave A.

Odgovor: Lastne vrednosti so 1,2,4, 8, pripadajoci lastni vektorji pa npr. 1,z —
17 (ZE - 1)27 ('I - 1)3



Poglavje 3

Evklidski prostori

Evklidski prostori so linearni prostori, na katerih je definiran Se skalarni produkt. Potem
lahko govorimo o pravokotnosti, kotih, normi (dolzini), pravokotni projekciji...

Ce je A poljubna podmnozica evklidskega prostora X, je njen ortogonalni komplement
definiran kot
At ={r e X:2 L azavsak a € A}.

Ortogonalni komplement poljubne mnozice je podprostor.
Ce je V podprostor X, potem je

V+VE=X in VNVt ={0}.
Iz dimenzijske formule sledi

dimV + dim V*+ = dim X.

Ce je {91, ..., gm} ortonormirana baza podprostora V, potem za poljuben vektor z € X
dobimo njegovo pravokotno projekcijo na 'V po formuli

m

projy r = Z(% 9i)9i»

i=1
njegovo oddaljenost od V pa kot
d(x,V) = [lx — projy x|

1. V prostoru R* je dan podprostor W = £{(1,1,1,1),(1,2,4,5)}. Dolocite ortogo-
nalni komplement W+ podprostora 'W.

Resitev:
V splosnem velja
v L L{v,...,un} <= v Ly zavsaki=1,... m.

Poljuben vektor v = (z,y,z,w) je torej pravokoten na W natanko tedaj, ko je
pravokoten na (1,1,1,1) in (1,2,4,5), ali drugace, ko izpolnjuje

r+y+z+w = 0
r+2y+4z+5w = 0

45
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Gauflova metoda eliminacije se konca ze po enem koraku:
{1 11 10}N{1 11 10}
124 5|0 01 3 4]0
z in w sta poljubna, medtem ko sta
y=-32—4w in r=—-y—z—w=2z+3w.
Elementi W+ so torej oblike
(22 + 3w, —3z — 4w, z,w) = z(2,-3,1,0) + w(3,—4,0,1).

Posledi¢no eno bazo za W+ sestavljata (2,—3,1,0) in (3,—4,0,1). Dimenzija W+
je enaka 2, kar sledi tudi iz dimenzijske formule

dimR* = 4 = dim W + dim W+ = 2 + dim W+.

. V prostoru R? sta dana vektorja a; = (1,—2,2,—-3) in ay = (2, —3,2,4). Poiscite

vektorja as in a4, tako da vektorji a,, as, as, a4 tvorijo ortogonalno bazo prostora R*.
Resitev:
Najprej opazimo, da je res (aj,as) = 0. Poljuben vektor v = (x,y, z,w), ki je
pravokoten na a; in as, zadosca enachbama
rT—2y+22—-3w = 0
20 — 3y + 224+ 4w =

S pomocjo GauBlove metode eliminacije dobimo:

1 -2 2 =-31]0 1 -2 2 =3|0
2 =3 2 410 0 1 =2 10|00 |°

Ker sta z in w poljubna, izberemo na primer z = 1 in w = 0. Potem sledi z = y = 2.

Torej az = (2,2,1,0). Zadnji vektor mora biti pa pravokoten Se na as, torej mora

dodatno veljati se
20 +2y+2=0.

Poiskati moramo eno nenicelno resitev sistema

r—=2y+2z2—-3w = 0
20 — 3y + 2z + 4w =

20+ 2y+z =
Tokrat dobimo
1 -2 2 =30 1 -2 2 =310 1 -2 2 =30
2 -32 4/0|~|(0 1 -2 100/0|~]0 1 =2 100
2 21 010 0 6 -3 6|0 0 0 9 —=54|0
Izberemo w = 1. Potem sledi z = 6, y = 2 in nazadnje x = —5. Tako smo dobili Se

Ay = (—57 2, 6, 1)
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3. Dolocite ortonormirano bazo ravnine x + 2y — z = 0 v prostoru R3.

Odgovor: (\%(1, 0,1), \/Lg(—l, 1,1))

4. Dolocite ortonormirano bazo podprostora v R*, napetega na vektorje v; = (1,1, 1, 1),

ve = (1,2,4,5) in vz = (—2,1,3,2).
Resitev:
Uporabimo Gram-Schmidtov postopek. Ker je
lor||> = (v, v) =1+1+14+1=4,

je

U1 1
g1 = = _(1717171)'
[
Nadalje iz
(va, 1) = ((1,2,4,5),2(1,1,1,1)) =6
dobimo
§2 = U2 — <U27gl>gl = (172747 5) —6- %(17 ]-7 ]-7 1) = (_27 _]-7 172)
Sledi
SN2 o=\ _ : _§Q_L__
21l = (G2, 92) =4+1+14+4=10 in gy = G = m( 2,-1,1,2).

Nazadnje izracunamo Se

(vs, 1) = ((—2,1,3,2),5(1,1,1,1)) =2
<US792> = <(_27 1,3, 2)7 %(_27 -1,1, 2)> = \/E

[en]

in
g3 = v3 — (3,91)g1 — (v3, 92) 92
=(-2,1,3,2) -2 %(1, 1,1,1) — V10 - \/%*0(_2’ -1,1,2)
=(-1,1,1,-1)
in dobimo zadnji bazni vektor

§3 1
g3 = =7 = _(_]—7 ]-7 17 _1)
1G5l *

Ortonormirana baza je torej (3(1,1,1,1), %0(—2, —-1,1,2),4(-1,1,1,-1)).

5. Poiscite ortonormirani bazi prostora Po(R) glede na skalarna produkta

1

(a) (p,q) = t[ p(z)g(z) dz,

) (p.0) = 3 p(k)alk)

k=0

in izrazite v njiju polinom p(z) = 2.
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Resitev:

Baza prostora Po(R) je na primer standardna baza (po, p1, p2), pri ¢emer je p;(z) =
2.

Po Gram-Schmidtovem postopku je najprej

1
Ipoll2 = (po. po) = / Ldr =1,
0
n
_ Po _
[[poll
V naslednjem koraku imamo

9o Po, oziroma go(x) = 1.

1
<P1>go>=/ vdv=75 in gi=p—(p1,00)90 =P1— 3 Go-
0

Sledi X
H§1H2=/O (x— 12 dr=1

n

glzugiuzmm—%-ga) ali gi(x) = 2V3( — 3).

Za zadnji bazni element potrebujemo

1 1
(P2, 90) = /0 v dr=3 in (p0) = /0 2v/32% (v — 3) do = */75.
Potem je

G> = P2 — (P2, 90)90 — (P2, 1)g1 = P2 — 3P0 — %52 - 2V3(p1 — - go) = P> — p1 + $po

in
1 1
H§2H2:/0(x2—x—|—%)2dx:/o(x4—2x3+§x2—%x+%) dr = 155

Tako dobimo Se
2

Ortonormirana baza je torej (1,2v/3(z — 3),6V5(z* — 2 + 3)).

Zelimo Se izraziti polinom p(z) = 2? v tej bazi. Koeficienti pri razvoju po ortonor-
mirani bazi so kar skalarni produkti z baznimi elementi, torej konkretno

p=(p,90)90 + (P, 91)91 + (D, 92)g2-
Ker je p = po, opazimo, da smo

(Paygo) =% in (pa,qn) =2
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izracunali ze zgoraj. Zadnji koeficient je

V5

1
<p2;92>:/ $2-6\/3(:L‘2—x+%) dr = —.
0 30

Druga moznost je, da direktno nastavimo
PP=a-1+8-2V3(z -1 +7-6V5a* -2+ 1)

in doloéimo a,,7 € R. Ker samo zadnji bazni element vsebuje x?, mora biti

7—6\[ ‘[ Potem sledi ge 8 = xl/gz‘/?gina:%.

Podobno doblmo pri drugem skalarnem produktu ortonormirano bazo

(%, L~ 2), = (a® —da + 2)) .

6. V prostoru R?* poiséite pravokotno projekcijo toctke A(4,—1,—3,4) na podprostor
L£{(1,1,1,1),(1,2,2,—-1),(1,0,0,3)} in razdaljo od tocke A do tega podprostora.

Resitev:

Najprej uporabimo Gram-Schmidtov postopek, da dobimo ortonormirano bazo pod-
prostora V = £{(1,1,1,1),(1,2,2,-1),(1,0,0,3)}. Kot v nalogi 4 je
1

—=2(1,1,1,1).

g1 =
vl

Nadaljujemo z
(v2, 1) = ((1,2,2,-1), 5(1,1,1,1)) = 2
in
g2 = vy — (2, g1)g1 = (1,2,2,—1) — 2+ %(1, 1,1,1) = (0,1,1,-2).
Tako dobimo

SR | %
1ol = (G2, 2) =0+ 1+14+4=6 in gQ:MZ%(o,l,l,_g)'

Nazadnje izracunamo Se
(v3, 91) = ((1,0,0,3), %( ,1,1)) =2
(v3,92) = ((1,0,0,3), 55(0,1,1,-2)) = —v/6
in
g3 = vz — (v3,91)g1 — (U3, 2) 92

=(1,0,0,3) —2- 1(1,1,1,1) — (=V6) - 25(0,1,1,-2)
= (0,0,0,0).

Ce dobimo nicelni vektor, to pomeni, da prvotna mnozica vektorjev ni bila linearno
neodvisna, konkretno vz € L{vy,vs}.
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1

Ortonormirana baza V je torej (%(1, 1,1,1), \/6(0’ 1,1, —2)).
4

Sedaj lahko projiciramo krajevni vektor r = (4, —1,—3,4) tocke A na podprostor

V:

projy = (r, g1)g1 + (7, 92) 92
= <<47 _17 _37 4)7 %(17 17 17 1)>%<17 17 17 1)+

+((4,-1,-3,4), 55(0,1,1,-2))=(0, 1,1, -2)

1 —12 1
=2 5(171, 1, ].) + V6 76(0717 17_2)
= (17 17 ]-a ]-) - 2(07 ]" ]‘7 _2)
—(1,-1,-1,5).

Razdalja do tega podprostora pa je dolzina

(r.¥) = [Ir = projyrl| = (4 =1,=3,4) = (1,~1,=1,5)| =
— 1(3,0,-2,~1)| =0 10141 1=VId.

. V prostoru R* sta dani tocka A(2,1,—3,4) in ravnina

—ZL‘1—|—$3:0

X 2$1—$2—2$3+$4:O.

Poiséite pravokotno projekcijo krajevnega vektorja tocke A na ravnino ¥ in razdaljo
od tocke A do ravnine .

Odgovor: (—1,5,—1,5), d = /17

2

. V prostoru F([—m, 7]) je dan skalarni produkt

(f.9) = %/_ﬂ f(x)g(x) d.

Poiscite funkcijo v € V = L{1,sinz, cosz,sin2x,cos 2z}, ki na intervalu [—, 7]
najbolje aproksimira funkcijo f ter doloc¢ite razdaljo od f do 'V, ce je

(a) fz) ==

(b) f(z) =sin®z.

Resitev:

Z Gram-Schmidtovim postopkom dobimo iz {1, sin x, cos z, sin 2x, cos 2z} ortonor-
mirano bazo (\%, sin z, cos z, sin 2z, cos 233). Funkcijo f najbolje aproksimira njena
pravokotna projekcija na V.

(a) Z upostevanjem lihosti dobimo brez racunanja za k = 0, 1,2

/ x - cos(kx) dz = 0.

—Tr
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Velja tudi

U
—T —T

/ r-sinz dr = [~z cosz|” —|—/ cosx dr =27
in podobno
T ] 1 ™ 1 T
x - sin2x dr = —Ex cos 2x + 5 cos2x dr = —m.

Torej je (projy f)(x) = (f,sinx)sinz + (f,sin2z)sin2x = 2sinz — sin2z.
Razdalja med f in V pa je dolocena z

T

|.f — projy f|I* = %/ (z — 2sinz + sin 2z)* do = 27° — 5.

Tako je d(f,V) = /2m? — 5.

(b) V tem primeru je edini nenicelni skalarni produkt tisti s sin, in sicer velja

s ™ 37T
/sin?’x-sinxda::/ sin4xd:vzz.

—Tr —Tr

Torej (projy f)(z) = (f,sinz) sinz = 3 sinz. Posledicno je

™ 1/2 1
d(f,V)=||f—projvf||=(% [ (it~ 3inay dx) L

—T

9. V prostoru P3(R) je dan skalarni produkt

(p,q) = /0 p(x)q(x) de.

Poiscite polinom druge stopnje, ki na intervalu [0, 1] najbolje aproksimira polinom
r(z) =3 — 1.
Resitev:
V nalogi 3] (a) smo ugotovili, da je eno ortonormirano bazo P5(R) sestavljajo funk-
cije

g(z)=1, g ()= 2\/§(x — %) in gox) = 6\/§(x2 —x+ %)

Z upostevanjem

L 3
/0(1' —1)-1de = ~1

/1(953—1)-2\/5(90—%) aw = 23
/1(x3—1)-6\/5(x2—x+%) dx
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dobimo )
: 3 33 1
Projo,m) f = ;<fa 9i)9i = 9 + o0 N + EQQ
oziroma 5 5 19
. _ 9.2
(projp,w) f)(r) = 3% T T T 5y
10. Podprostor V prostora R* je dolocen s sistemom enach:
2$1+ZE2+3ZL‘3—ZE4 = 0
3LU1 + 2%2 — 2.1’4 =0
3x1+x9+4x3—x4 = 0.
Poiscite sistem enacb, ki doloca ortogonalni komplement V.
Resitev:
Najprej doloc¢imo podprostor V, in sicer z GauBlovo metodo. Na zacetku odstejemo
prvo vrstico od tretje in ju zatem zamenjamo:

2 1 3 —-1]0 2 1 3 —1]0 1 01 010

320 —=2|/0[~]320 -2/0|~320 —=2[0]|~...

3 1 4 —11]0 101 010 213 —1]0
Nadaljujemo z odstevanjem veckratnikov prve vrstice od druge in tretje, zamenjavo
slednjih dveh in ustreznim odstevanjem:

10 1 010 10 1 010 10 1 010
.~102 -3 2|0 ~]01 1 —-1{0f~]0 1 1 =110
01 1 =110 0 2 =3 =210 00 =5 010
Sledi 79 = 4 in 11 = 23 = 0. Torej je V = £{(0,1,0,1)}, zato je V*+ podprostor
vseh vektorjev, ki ustrezajo zo + x4 = 0.
Matricéni prostori
11. Dana je matrika

1 2
A= |1 -1
3 0

N = O
N O N

1
1
3
Poiscite baze in dimenzije osnovnih prostorov matrike A, torej prostorov N(A),
N(AT), €(4), B(AT).

Resitev:

Vsako matriko lahko razumemo tudi kot linearno preslikavo. Dani matriki A tako
ustreza linearna preslikava R> — R3, z — Az. Velja naslednje

CAT) =N(A)*, NAT)=C(A)* in dim@(AT) = dim C(A).
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Za nicelni prostor A dobimo

1 2 02 10 1 2 0 2 1]0 1 2 0 2 1|0

1 -1101{0f~]0 -31-20{0]~]0-31-220/0

3 0 2 2 30 0 -6 2 —4 010 0 0 0 0 0]0
Torej so x5 = o, x4 = [ in x3 = 7 poljubni. Potem je x5 = —%5 + %7 in r; =

—a — 23 — 2v. Tako je dimN(A) = 3 in ena baza je

17 [-2] [-2
0 —2 1
of,lof,]3
0 3 0
1 0 0

Iz tega sledi, da je dim €(AT) = 2. Za bazo lahko vzamemo

1 1 1 0
2 -1 2 -3
o, 1 ali pa of, 1
2 0 2 -2
1 1 1 0

Iz dimenzijske formule

5 =dimN(A) + dim C(A)
sledi dim C(A) = 2. Ker sta ze prva dva stolpca A linearno neodvisna, lahko za
bazo C(A) vzamemo kar njiju (ali pa poljuben drug par stolpcev razen prvega in
zadnjega).
Iz N(AT) = C(A)* sledi dimN(AT) = 1. Potrebujemo torej en vektor, ki je pravo-
koten na [1,1,3]" in [2,—1,0]", npr. [1,2,—1]T.

12. Dana je matrika

3 1 8
-1 -2 6
A= 4 1 13
7T 3 14

Poiscite baze in dimenzije prostorov N(A), N(AT), C(A), C(AT).
Odgovor:

Metoda najmanjsSih kvadratov

Dana je matrika A € R™*", m > n, polnega ranga (rang A = n) in vektor b € R™. Ce je
m > n, skoraj zagotovo ne obstaja resitev sistema

Az =b.
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Zato is¢emo vektor x, ki minimizira

m

2
|Az — b2 =3 ((Aa:) b) .
i=1
Tak vektor je resitev normalnega sistema
AT Az = AT,

ki pa je enoli¢no resljiv.

13. Dana je tabela vrednosti meritev funkcije f :

Pois¢ite parabolo y = a + bx + cz?, ki se najbolje prilega tem tockam.
Resitev:

Ce bi obstajala parabola, ki bi res §la skozi te tocke, bi njeni koeficienti resili sistem

= a+b-(=1)+c-(~1)

—_
—

4
T = a+b-0+c-0°
1 = a+b-1+c-1?
B = a+b-2+c¢-2
ali drugace
1 -1 1 B
100 Y] _ |}
11 1 B
¢ i
1 2 4 T
Pripadajo¢ normalni sistem je
— u
1 1 11 1 01 (1) a L 11 1] 4%
-1 0 1 2 111 bl=|-10 1 2| ¢
4
1 01 4 1 o 4] L€ 1 01 4 %
oziroma
4 2 6| |a 8
2 6 8| |bl=1|4
6 8 18| |c 16
Resitev tega sistema je a =1, b = —1 in ¢ = 1, torej se parabola

pr) =2 —z+1
najbolj prilega danim tockam.

14. Poiscite linearno funkcijo y = kx 4+ n, ki najbolje aproksimira tabelo

|01 2 3 4
yi|2 436 8

Odgovor: y = %x +

(S Ne}
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QR-razcep
Ce ima matrika A € R™ " m > n, poln rang, potem obstaja QR-razcep:
_011 a2 aln- -Q11 q12 (I1n-
az1 Q22 az2n q21  q22 ... (Qon
. . . T T2 Tin
22 T2n
A pum— pu— QR pr— y
Tnn
_aml Am2 ... amn_ _le dm2 .- an_

pri ¢emer je Q € R™" ortonormirana, t. j. Q'Q = I, R € R™™" pa zgornjetrikotna in
obrnljiva.
Resevanje normalnega sistema

AT Az = ATb
preko QR-razcepa je numeriéno stabilnejse. Ce je A = QR, je ATA = R'Rin AT =
RTQTb. Tako je

ATAz =A"b <= R'Re=R'Q"b < Rz =Q'b.

15. Zapisite QR-razcep za matriki

2 2 1 011
A= 1 =21 in B=|11 2
-2 1 1 0 0 3

Resitev:

Najprej A: Uporabimo Gram-Schmidtov postopek na njenih stolpcih. Ker je

[o1]* = (o1, 1) =22 + 12 + 1+ (=2)* =9,

je
U1 1 2
Pl "3
! —2
Torej je
% * 3 * %
Q=13 x x in R= |0 % x
—§ * 0 *= =
Nadalje iz
2 1 2 9
(va, 91) = < -2 '3 1 > =0 dobimo gy =wvy — (vo,q1)q1 = |—2
1 -2 1
Sledi
g _1]°
||g2||2 = <§27§2> - 22 + (_2)2 + ].2 — 9 ln 92 = ~—2 _ — —2
G2l 3

1
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Zdaj poznamo ze
2 2
3 3 3 0
Q=|3 —32 x| in R=|0 3 «
2 1
—3 3 0 0 =
Nazadnje izracunamo Se
1 1 2 1 1 2 1
(v, 91) = ( |1],5 |1 =~ in (v3,02) = ( |1 '3 —2 =3
1 -2 1 1
in
. 1 1 1 2 11 2 1 o
g3 = vz — (v3,91)91 — (v3,92)92 = |1 33 1 ~3°3 —2 :§ 10
1 -2 1 10
Ker je
1511 = (s, gs) = 57 (5% + 10° + 10°) = 228 = 2},
dobimo zadnji za bazni vektor
Js3 1 1 0 1 1
HQSH 3 10 )
Torej je
2 201 30 %
Q:§1—22inR:03§
-2 1 2 00 2
Na podoben nacin dobimo
010 11 2
B=]1200 011
0 01 0 0 3
16. Zapisite QR-razcep matrike
1 0 -1
1 0 =3
A= 0 1 1
0 -1 1

Resitev:

Uporabimo Gram-Schmidtov postopek na stolpcih matrike A. Ker je

o] = (01, 01) = 12 + 1% + 0% + 0% = 2,
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je
1 % * ok
U1 1 |1 Ly % V2 ox ox
g = = — . Torej Q= |Vv2 in R=1]10 % x
Hle 2 (0 0 *x =* 0
0 * %
0 x *
Nadalje iz
0 1 0
0 1 |1 } . 0
(vg,g1> = < 1 ’E 0 > =0 dobimo gy =1wvy — (U2791>91 = 1
—1 0 -1
Sledi
0
. . . g2 1 0
Gl = (G2, o) = 02+ 02+ 12+ (—=1)2 =2 in gp= -2 =
g2l V2 | 1
-1

Tako smo dolocili tudi druga stolpca

L 0 =«
\f 0 % V2 0«
Q= VOi 4 | I R=[0 V2«
\/51 0 0 =
0 2 *
Nazadnje izracunamo Se
-1 1 -1 0
wead={ |l s o] )= m e ={ |55V ])=
3,91 1 ) 5 0 \/§ 35 92 1 7\/§ 1
1 0 1 -1
in
-1 1 0 1
s = vs — (U3, 1) g — (v >_—3+i.i1_0_—1
gs = U3 3, 91)91 392/92 = | 4 NG 5 10 ol = | 1
1 0 0 1
Zadnji bazni vektor je
1
p g3 _1]-1
Polal 2|t
1
Tako je
V2 0 1 4
2 0 ——%
Q—1 vz o0l in R= \(/)— V2 (\)/§
S210 V2ol E 0 O 2
0 —v2 1
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17. Poiscite vektor x = [x1, 29, 23] ", ki po metodi najmanjsih kvadratov najbolje ustreza

danemu sistemu

T1 — T3
Ty —3x3 = 6
Tot+x3 = —1
—To+w3 = 2

Normalni sistem resite preko QR-razcepa.
Resitev:

Is¢emo torej z, ki bo dal najboljsi priblizek za Az = b, pri Cemer sta

1 0 -1 4
1 0 -3| . 6
A=lo 1 1| M=
0 -1 1 2

QR-razcep matrike A smo dolocili v nalogi 3[16, namrec

V2 0 1 4
1v2 o —1| . V2 0 —3
Q =~ in R=0 V2 0
210 V2 00 5
0 —V2

7 je torej resitev sistema Rz = Q'b. Ker je

V2 V2 0 4 10v/2

1 6
Qb=510 0 V2 —V2| ||| =5 |-3v2],
1 -1 1 1 9 -1
moramo resiti sistem
4 10
V2 0 VAR ER T%
0 V2 0 T2| = | =4
0 0 2 T3 —%
Torej
21‘3 = —% = XT3 = —%L
2@ = —\% = X9 = —%
\/51’1 %zg = \1/—% = I = %
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Linearne diferencialne enacbe

Homogene enacbe s konstantnimi koeficienti

Resitve homogene linearne enache s konstantnimi koeficienti
Y™ an 1y 4 ay +agy =0

sestavljajo n-razsezen linearen prostor. Njegovo bazo dobimo tako, da poiscemo nicle
pripadajocega karakteristicnega polinoma

AN a, N o N+ag=0.
Ce je A € R r-kratna nicla karakteristicnega polinoma, imamo linearno neodvisne resitve
Az Az r—le)\z

e, xe™, ..,

Ce je A = o + Bi € R konjugiran par r-kratnih nicel karakteristicnega polinoma, imamo
linearno neodvisne resitve

e®® cos fr, e*®sinfr, xe®®cosfr, resinfxr, ..., x te™cosfPBx, " e sin f.
Na tak nacin dobimo n linearno neodvisnih resitev dane enacbe.
1. Resite zacetni problem
y' =4y +4y=0, y(0)=1, ¢(0) =4
Resitev:
Karakteristicni polinom je

p(A) = A7 —4r+4=(\—2)>

Resitve homogene linearne diferencialne enacbe 2. reda sestavljajo dvorazsezen vek-
torski prostor. Baza je (e**, ze?*). Poljubna resitev je tako oblike

y(r) = Ae** + Bxe™.

29
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Da bosta izpolnjena zacetna pogoja, mora veljati najprej
1=y(0)=A4e**+ B-0= A.

Ker je
Y (z) = 24e** + B(e*" + 2xe*),

drugi pogoj pomeni
4 =y'(0) = 24e*° + B(e*® + 0) = 2A + B.
Torej je A=11in B = 2 ter

y(z) = e* + 2we*”.
2. Resite homogeni linearni diferencialni enacbi 2. reda s konstantnimi koeficienti:

(a) " +y — 6y =0;
(b) v — 6y + 13y =0, y(0) =2, y'(0) =8.

Odgovor:

(a) y(r) = Ae 3 + Be*, A,B€R
(b) y(z) = 2€3 cos 2z + €3* sin 2z

3. Poiscite splosni resitvi diferencialnih enach:

(a) ¥ —Ty" + 11y — 5y = 0;
(b) y® + 18y" + 81y’ = 0.

Resitev:
(a) Karakteristicni polinom je
p(A) = A* = 7TA* + 11\ — 5.
Ena nicla je 1. Tako dobimo
N2+ =5=A=1)(A =6X+5) = (A= 1)*(\—=5).
Torej je sploSna resitev
y(z) = Ae® + Bxe® + Ce®, A B,C €R.

(b) Karakteristi¢ni polinom je

p(A) = N+ 18\ + 81\
= AA'+18)\* +81)
= AN +9)?
= MM+ 302\ - 30)2
Torej
y(x) = A+ Bcos3z + Crcos3x + Dsin3x + Cxsin3z, A,B,C,D,E € R.
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4. Resite naslednje diferencialne enacbe:

(a) ¥ +2y" —y — 2y =0.
(b) y™W —y”" +2y = 0.
(c) y® —y=0.

Odgovor:

(a) y(r) = Ae ™ + Be* + Ce ™, A, B,C €R
(b) y(x) = A+ Be ™ +¢e*(Ccosxz+ Dsinz), A, B,C,DeR
(¢) y(x) = Ae* + Be™® + Ccosx + Dsinz, A, B,C,DeR

Nehomogene enacbe s konstantnimi koeficienti
Splosna resitev nehomogene linearne enacbe s konstantnimi koeficienti
Yt a1y L ay +agy = f(2)

je oblike y = yy + yp, pri cemer je yy splosna resitev pripadajoce homogene enacbe (ko
je f(z) = 0), yp pa je neka (partikularna) resitev dane enacbe. Ce ima f posebno obliko,
imamo za partikularno resitev nastavek.

o Ce je
f(x) =e*P(x),
kjer je P polinom stopnje v in a poljubno realno stevilo (lahko tudi 0), je nastavek

yp(r) = 27" Q(x),

kjer je ) polinom stopnje v z neznanimi koeficienti in je p stopnja nicle a karakte-
risticnega polinoma. (Ce a ni nicla, je torej p = 0.)

o Ce je
f(z) = e*(Pi(x) cos(bx) + Pa(x)sin(bx)),
kjer sta P, in P, polinoma stopnje v 0z. 5, je nastavek

yp(z) = 2" (Q1(x) cos(bx) + Qo(z) sin(bx)),

kjer sta ()1 in ()2 polinoma stopnje max{ni,ns} z neznanimi koeficienti in je p
stopnja nicle a + ib karakteristicnega polinoma.

e Ce yp; resi enacho z desno stranjo f; in yps tako, ki ima na desni fo, potem ayypy +
iy po resi enacbo z desno stranjo aq fi + aw fa.
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5. Resite naslednje diferencialne enacbe:

(a) v =2y +y = (3+z)e**, y(0)=2, y(0)=4.
(b) y" 4+ 9y = cos 2z.
(c) yV'+y=sinx — 2e".

Resitev:
(a) Najprej pois¢emo nicle karakteristicnega polinoma
0=MN-22+1=(\-1)2

Ker je 1 dvojna nicla, ima homogena enacba splosno resitev
yu(z) = Ae” + Bze®.

Za partikularno resitev uporabimo nastavek
yp(z) = (az + b)e*.

[zrac¢unamo oba odvoda

Yp(z) = ae®® + (ax +b)-2e* = (2ax + a + 2b)e*™
yh(z) = 2ae** + (2ax + a + 2b) - 2e** = 4(azx + a + b)e*®

in ju vstavimo v enacbo:

V'=2' +y = (3+x)e™
4(az + a +b)e* — 2(2ax + a + 2b)e* + (ax + b)e** = (34 x)e*”
(ax +2a+b)e** = (3+x)e*

Torej mora biti @ = 1 in 2a + b = 3, oziroma b = 1. Posledi¢no je splosna
reSitev enaka

y(z) = yp(r) + yu(z) = (v + 1)e** + Ae” + Bre”.
Za upostevanje zacetnega pogoja potrebujemo Se odvod:
y'(z) = (22 + 3)e* + Ae” + B(z + 1)e".

Veljati mora
2=y(0)=1+A
in
4=19(0)=3+A+B.

Torej je A =11in B = 0. Iskana resitev je

y(z) = (x4 1)e** + €.
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(b)

V tem primeru dobimo za karakteristi¢ni polinom
0=A+9.
Nicli sta 0 4 37, zato ima homogena enacba splosno resitev
yr () = Acos 3z + Bsin 3z.
Za partikularno resitev uporabimo nastavek
yp(x) = acos 2z + bsin 2z.

Potrebujemo drugi odvod

yp(x) = —4acos 2z — 4bsin 2z.

Iz

y'+9y = cos2z

—4acos2x — 4bsin 2z + 9(a cos 2z + bsin2x) = cos2x

Sacos2x + 5bsin2z = cos 2z

sledi a = % in b = 0. Torej je splosna resitev
1
y(x) =yp(z) + yu(z) = £ 08 21 + Acos3z + Bsin3xr, A,BeR.

Iz

0=X+1

sledi A = 0 £ 4. Homogena enacbha ima splosno resitev
yu(x) = Acosz + Bsinx.

Ker je enacba linearna, lahko vzamemo nastavek za vsak clen posebej. Parti-
kularna resitev bo potem linearna kombinacija obeh. Najprej za sin x:

yp1(z) = z(acosz + bsinx).
Odvoda sta
Ypi(z) = (acosz + bsinz) + z(—asinz + beos x).
in
yp(x) = (—asinz + beosx) + (—asinz + beosx) + x(—acosx — bsinx).
Iz

y'+y = sinz
2(—asinz + bcosz) + x(—acosx — bsinx) + z(acosx + bsinz) = sinz

2(—asinx +bcosz) = sinx
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1

5 in b= 0. Torej je

dobimo a = —

yp1(x) = —3xcos .

Nastavek za e™* je
ypa(x) = ae™".

n
Ypo(2) = ae™
Iz
yl/ + y — e*l’
ae T +aet = e °*

sledi a = % Partikularna resitev je

yp(x) = yp1(x) — 2ype(z) = —%x cosr —e ",

tako da je splosna resitev

y(z) =yp(z) + yu(z) = —tzcosz — e + Acosz + Bsinz,

6. Resite sledece zacetne probleme:

Odgovor
(a) y(x) = (1+ 20 + % )e>
(b) y(z) =2e* —e ® +2cosx —sinx
(c) ylx) =1+e"*+22
(d) y(z) =3sinz + 22 —x—1
(e) y(x) =3cosz + 2sinz — xcosx

7. Poiséite vse reSitve diferencialnih enacb
(a) y" —y' = sin3z.
(b) y(4) 4 y/// . 3y// . 5y/ . 2y — 629[: —e T
(c) y™ 4+ 2" +y = e® cosx.
Odgovor:
(a) y(x) = A+ Be” + Ce ™+ g5 cos3z, A, B,C eR

A, B eR.
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(b) y(z) = (A+ Bz + Ca® + 2)e ™ + (D + £)e**, A, B,C,D€R
(c) y(z) = (=% + A+ Bx)cosz + (% + C + Dz)sinz, A, B,C,DeR

8. Poiscite nastavke za partikularne resitve naslednjih linearnih diferencialnih enach:

(a) v — 5y + 6y = (2% + 1)e® + ze*®
(b) " — 2y + by = we® cos 2x — x*e” sin 2x
(c) ¥" =3y =x+cosx

Resitev:

(a) Karakteristicni polinom enacbe 3" — 5y’ + 6y = 0 je
p(N) =2 =BA+6=(A—3)(\—2).
Ker 1 ni nicla karakteristicnega polinoma, je nastavek za prvi ¢len
yp1(r) = (az® + bx + c)e”.
2 je enostavna nicla karakteristicnega polinoma, torej
ypa(w) = w(az + B)e*.

Torej
yp(r) = (ax® + bz + c)e” + z(ax + [B)e*".

(b) Karakteristi¢ni polinom enacbe y” — 2y’ + 5y = 0 je
p(A) = A% — 2\ + 5.

Njegovi nicli sta

—(=2)+£/(-2)2—-4-1-5 2+./-16
2.1 B 2

=14 2.

Mg =

Koeficient pri eksponentni funkciji na desni je v obeh ¢lenih ravno tako 1+ 2.
Ker gre za enostavni nicli in je vecCja stopnja polinomov na desni enaka 2,
iS¢emo partikularno resitev z nastavkom

yp(z) = ze”[(az® + bx + ¢) cos 2z + (az”® + Bz + 7) sin 2z].

(¢) Tukaj dobimo nastavek

yp(r) = x(ax +b) + ccosx + dsinx.



66 Zapiski vaj

Enacbe prvega reda z nekonstantnimi koeficienti

Od linearnih enacb z nekonstantnimi koeficienti se bomo spomnili le metode za enache
prvega reda

a(z)y + b(z)y = f(z).
Najprej resimo pripadajoco homogeno enacbo

a(z)y’ + b(x)y =0,
ki ima loc¢ljivi spermenljivki. Njena splosna resitev ima obliko
yu(z) = Cu(x),
kjer je C' poljubna konstanta. Partikularno resitev dobimo z variacijo konstante, to je, z
nastavkom
Splosna resitev je y = yg + yp.
9. Resite linearne diferencialne enacbe

(a) 2%y =22y —3, y(-1) =1
(b) (1 +2%)y' = (1 +a?)y + 2% y(1) =1,
(c) v =32y +2° + 2%, y(0) =1

Resitev:

(a) Pripadajoc¢a homogena enacba je

a?y = 2wy,
ki ima loc¢ljivi spremenljivki. Njena splosna resitev je
y = %
/ i dy = / % dx
lny = InC+2Inz
yu(z) = O2?

Resitev nehomogene enacbe dobimo z variacijo konstante. PiSemo
yp(z) = C(x)z? intako yp(z) = C'(x)2* +20(x)x
in vstavimo v enacbo. Tako dobimo
2 (C'(z)2* + 20 (z)x) = 22C(x)x* — 3.
Sledi C'(z) = —2. Ena moznost je C(z) = 2. Tako smo dobili
y(x) = yg(x) +yp(z) = Ca® + e 2?2 =Cx? + =,

Veljati mora
l=y(-1)=C-1.
Zato je
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(b) Pripadajoca homogena enacba

r(1+2%)y = (1+2%)y

1ma resitev

yu(z) = Cx.

Z nastavkom yp(z) = C(z)z dobimo C'(x) = {5 oziroma C(x) = arctan z.

Tako je
y(x) = yu(x) + yp(x) = Cx + v arctan z.

Upostevamo Se zacetni pogoj
T =y() = C +arctan 1

in dobimo C' = 0 ter
y(x) = rarctan z.

Spet najprej reSimo homogeno enacho

y' = 32% in dobimo yy(z) = Ce®’.

Nastavek yp(z) = C(z)e*” nam dé C'(z) = (25 + 22)e™*".

spremenljivke in per partesom dobimo
Clz) = —i(a° + e~

Splosna resitev je

Iz

dolo¢imo se \
C=2 in y(z)=2" —3(2+2°).

10. Poiscite splosne resitve naslednjih diferencialnih enach:

(a)
(b)

xy +y=Inx+1,

Yy —ytanx = cos .

Odgovor:

(a) y(z) =lnz+ <, CeR
(b) y(l’) — C+2x+sin23ﬁ’ CeR

4cosx

7, uvedbo nove
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Poglavje 5

Sistemi linearnih diferencialnih
enacb

Homogen sistem linearnih diferencialnih enacb prvega reda s konstantnimi koeficienti ima
obliko
V'(t) = Av(t),

kjer je v : R — R™ iskana vektorska funkcija, A € M, «,(R) pa dana matrika koeficientov.
Resitve sestavljajo n-razsezen linearni prostor. Na voljo imamo tri metode za reSevanje:

e Sistem lahko pretvorimo v diferencialno enacbo n-tega reda za eno skalarno funkcijo.

e Ce je matrika A diagonalizabilna, moremo bazo tvoriti z uporabo lastnih vrednosti
in lastnih vektorjev. Za vsako realno lastno vrednost A in pripadajoci lastni vektor
u imamo reSitev
t — eMu.

Ce imamo konjugiran par lastnih vrednosti o+ 3i in je u lastni vektor za eno izmed
njih, sta

t— e ((cos ft)Reu — (sin ft) Imu) in ¢+ e ((sin Bt) Reu + (cos Bt) Imu)
resitvi.
e Bazo za prostor resitev sestavljajo stolpci matricne funkcije
d(t) = e
Ce imamo podan zacetni pogoj, je resitev enaka v(t) = ®()v(0).
1. Resitvi zacetnih problemov

¥ = —z+y, x(0) = 10, i ¥ = 4z + 2y, z(0) = 2,
/

y = 4z —4y, y(0) = 0 y = =3r—y, y0) = -3

poiScite na vse tri nacine. Za vsako reSitev narisite Se casovni diagram in dolocite
orbito ter jo skicirajte. Kaj lahko poveste o z(t) in y(t), ko pretece veliko ¢asa?

69
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Resitev:
Najprej prvi sistem. Ce iz prve enacbe izrazimo
y=12+z
in vstavimo v drugo, dobimo
/

v =a2"+2' =4dr — 42’ +2) = 42,

torej
2" + 52" = 0.

Nicli karakteristicnega polinoma sta 0 in —5, zato je splosna resitev
x(t) = A+ Be ™.
Zacetna pogoja sta
z(0) =10 in 2'(0) = —z(0) + y(0) = —10,
iz ¢esar sledi 10 = A+ B in —10 = —5B. Torej je B = 2 in A = 8. Resitev je torej
z(t) =8+ 2e ™.
Iz tega sledi se

y(t) = 2/ (t) + 2(t) = =106~ + 8 + 2¢ 75 = 8 — 8¢,

Sedaj resimo nalogo s pomocjo lastnih vektorjev: Karakteristicni polinom pripa-
dajoce matrike je

‘—1—A 1

— )2 /-
4 _4_)\‘)\ +5A+4 -4 =AA+5).

Poiscimo pripadajoce lastne vektorje.
.. . -1 1 |z| |0]. 1
e )\ = (: Resitev sistema {4 _4} [y} = [O] je npr. [1]

. 4 1| (z| |0f. 1
e )\ = —5: Ena resitev [4 1] {y] = lo} je vektor [_4].

Splosna resitev je tako

Ob upostevanju zacetnih pogojev

- G-l

dobimo a+b=101in 0 =a —4b. Tako je b =2 in a = 8.
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Tretja moznost je z eksponentno funkcijo matrike. Tedaj velja

o) =i

Zgoraj smo ze izracunali lastne vrednosti in vektorje, tako da je

1 1]t 0] 1 [-41
tA __ tD p—1 __ -
S I P S

Sledi
()] _ [t 1]t 0] 1 [-4 —1]][10
yt)] — |1 —4] |0 e 5|1 1[0
ot 17t o0][8
|1 4] [0 e |2
1] 8
|1 4] 27
_ [842e70
|88
Opazimo, da za vsak t velja szs = y_—_88. Orbita lezi na premici y = —4x + 40. Velja

s o] = (5] e i) = 3]
Gibanje je ves ¢as v isti smeri, saj je
2 (t) —10e™7 _5 | —10
o) =[] = [
Za drugi sistem dobimo
z(t) =2¢" in y(t) = —3¢".

2. Poiscite splosno resitev sistemov

¥ = x4y, . = 2x+y,
y = —2x+ 3y Y = z+ 2.

Resitev:

Karakteristi¢ni polinom pripadajo¢e matrike je

1—A 1
-2 3-A

’:)\2—4>\+5:(A—2)2+1.

Lastni vrednosti sta torej 2 + i. Ena resSitev sistema

Bl
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. 1 1 {0 y S
je vektor [1 4 J = L} +1 L} Splosna resitev je tako

{’; Eg] = Ae” (Cost m — sint M) + Be? <sint H +cost m)

oziroma

x(t) = Ae*cost+ Be*sint,
y(t) = Ae*(cost —sint) + Be*(sint + cost).

Podobno dobimo za drugi sistem

x(t) = —Ae' + Be®,  y(t) = Ae' + Be™.

o[ e -l

3. Zacetni problem

resite na dva nacina:
e s prevedbo na linearno diferencialno enacbo drugega reda,
e 7 uporabo lastnih vrednosti in lastnih vektorjev matrike sistema.
z(t)

Poiscite lim
t—o0 y(t)

Odgovor: z(t) = 21e — Tel y(t) = 3e® + Te'lt, tlim % =-1
—00

4. Poiscite splogno resitev sistema v’ = Aw, Ce je

[3 0 1]
(a) A=1]3 2 3|,
-4 0 -2
[2 3 3]
(b) A= [0 -1 —3].
0 0 2

Resitev:
(a) Lastne vrednosti matrike A so nicle karakteristi¢nega polinoma

3—X 0 1
xa(A\) = 3 2-=A 3 :(2—)\)'
—4 0 —2-=A

— (2—)\)<(3—)\)(—2—>\)+4> —2- N2 —A—2) =
— (A =22\ 11

3—A 1
-4 —2-A

Lastni vrednosti sta tako —1 in 2(y). Pripadajoci lastni vektorji:
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4 0 1 1
e v nicelnem prostoru A+71=|3 3 3| lezinpr. | 3 |,
-4 0 -1 —4
1 0 1
e v nicelnem prostoru A —2/ = | 3 0 3 | lahko najdemo dva linearno
-4 0 —4

-1

0
neodvisna lastna vektorja, npr. [1] in | 0
0 1

Splosna resitev je torej

1 0 —1
v(t)=Ae ™| 3| +Be* [1| +Ce* | 0
—4 0 1

(b) Podobno dobimo
w(t) = Ae™t + Be*, y(t) = —Ae”t +Ce*,  2(t) = —Ce*.

5. Poiscite resitve naslednjih zacetnih problemov in obravnavajte njihova obnasanja za

t — o0

Resitev:
(a) Karakteristi¢ni polinom pripadajoc¢e matrike je

1—A 1

— )2 _ 2
o _5_>\‘_)\ FAN+4=(A+2)%

—2 je torej dvojna nicla karakteristicnega polinoma. Toda nicelni prostor ma-

trike
3 1
TR

je enodimenzionalen, napenja ga vektor [ %]. Z doslej uporabljeno metodo
dobimo le eno resitev.

Ce imamo dvorazsezen problem kot v tej nalogi, eno dvojno lastno vrednost,
a le enodimenzionalen prostor lastnih vektorjev, potem storimo sledece: Za
wy vzamemo poljuben nenicelen vektor ki ni lastni, npr. wy = [}]. Potem je
wy = (A + 21wy = [ 3] lastni vektor. Splosna resitev je

u(t) = Ae *w, + Be *(wq + tw,) = Ae™ {_39} Be ™ (H +t [_39}) :
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Iz zacetnega pogoja sledi

[ o= sl

Torej je A = g. Potem je B =1 — % = —%. Tako je

co-tem[2]-3en (o [2]) i)

lim wu(t) = 0.

t—o00

Velja se

(b) Resitev je

_er |3cost + 2sint

6t

v(t) =e {5cost—sint1'
) . o

Zanjo velja tlg(r)lo v(t) = 18]

(c¢) Tukaj je resitev
4t + 1
_ 3t
w(t) = e {—4t+3} '

wi(t) _
w;(t) =—1.

Opazimo e lim
t—00



Poglavje 6

Fourierove vrste in robni problemi

Fourierove vrste
Denimo, da imamo ,dovolj lepo® funkcijo f : [-m, 7] — R. Zadosca, da je odsekoma
zvezna in da je f:r |f(2)|? do < co. Potem jo lahko razvijemo v Fourierovo vrsto
k=

= EO+Z (ak cos kx + by sin kz),

_%/if(x)d:)s

1 [7 1 /"
= —/ f(z)coskx dr in by = —/ f(z)sinkz dx.
T ) . T ),

pri ¢emer so koeficienti enaki

terza k € N

Vrsta konvergira v prostoru L?(—m,7) in dolo¢a funkcijo F, ki je dobro definirana na
celem R in je periodi¢na s periodo 27.

Podobno lahko razvijemo funkcije s poljubno periodo. Ce ima f : R — R periodo P,
potem je njena Fourierova vrsta

(o]
a
+ g (ak cos 2’”‘":6 + b, sin 2’”“35)

F(z) = 50
k=1

s koeficienti

2 2
aozﬁ/f(x)dx, akzﬁ/f( COSMId{E in by = —/f smwxdx.

P
T 5
Ker gre za konvergenco v ekvlidskih prostoru, dodajmo Se pojasnilo o obnasanju te vrste
po tockah.

Pri tem [ je poljuben interval dolzine P, na primer [—

Naj bo funkcija f : R — R periodi¢na s periodo P > 0 in odsekoma zvezna. Ce v neki
tocki xg € R obstajata vsaj oba enostranska odvoda, potem je

Plao) = 5 (i 7o)+ Jim ).

x T \(To

75



Zapiski vaj

1. Dolocite Fourierovo vrsto funkcije

0, - m<x<0

f(x)z{ 1, O0<zx<nm

Resitev:

Koeficienti so

terza k € N

1 [7 1 [7 1 |si "
ak:—/ f(x) cos kx d:)::—/ lcoskxr de = — {Smkx} =0
0 T

T ) . s ko1,
in
1 [7 1 [" 1 kx1™  —(=1)F+1
bkz—/ f(x)sinkxdx:—/ 1sink:a:dx:—[—cos x} :i.
T ) . T Jo ™ ko], km
Torej je
1 2sin((2k—1)x) 1 2 /(. sin3r  sinbx
@) =5+ 22 57 R R

Na spodnji sliki je z modro barvo narisan graf funkcije f, z zeleno delna vsota do

¢lena 8232 7 rdeco pa delna vsota do ¢lena %:

//T\A

3w/2

2. Funkcijo
-1, —7m<x<0
f(x)—{ 1, 0<z<m

razvijte v Fourierovo vrsto. Z dobljenim rezultatom izracunajte vsoto vrste

™

Odgovor: F(x) = 4 Z ! 1 sin((2n — 1)x), Z = _I
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3. Dolocite Fourierovo vrsto funkcije f(z) = x na intervalu [—m, 7] in izra¢unajte vsoto
vrste

Resitev:
Ker je funkcija liha, so vsi ax = 0. Nadalje je
1

b, = —/ rsinkx dr
T

—T

2 s
= —/ xsin kx dx
™ Jo
2[ —cosk:r}7r Q/W—COSICQS
= r—2 == — " dx
0

T ko, 7 k
2 —(=1)k 2 [sinkz]”
-1k %[ 2 L
2(_1)k+1
= ==

Fourierova vrsta je torej

= 2(—1)kF sinx sin2z  sin3x
————sinkr =2 — — ...
; oo 1 > T3

Na spodnji sliki je z modro barvo narisan graf funkcije f, z zeleno delna vsota do

¢lena 8242 7 rdeco pa delna vsota do ¢lena %:

4

3

2

-4

V iz = % je f odvedljiva, zato Fourierova vrsta v tej tocki konvergira proti funkcijski
vrednosti. Ce ozna¢imo z s iskano vsoto, je

T_ f <E> = 2£s, in tako s= — .
3 3 2 3v3

4. Funkcijo f(z) = |z|, x € [—7, 7], razvijte v Fourierovo vrsto. Z dobljenim rezulta-

tom izracunajte vsoto vrste Y (2n+1)2
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4 o o0
Odgovor: F(x :——;; o —1)? 5 cos((2n — D)z Z Gn 1) §

n=1
5. Funkcijo f(z) = x(m — x) razvijte na [0, 7] v Fourierovo vrsto:
(a) po samih sinusih,
(b) po samih kosinusih.

e.9]
Z dobljenim rezultatom izracunajte vsoto vrste »_ #
n=1

Resitev:
Funkcija f nas zanima samo na intervalu [0, 7]. To je modra érta na sliki. Ce zelimo

dobiti razvoj po samih kosinusih, jo moramo razsiriti do sode funkcije na [—, 7]
(zelena Crta), ¢e pa po samih sinusih, pa do lihe funkcije na [—m, 7| (rdeca ¢rta):

3

-2

Najprej izracunajmo integrale, ki jih bomo potrebovali:

/xsinkxd:r;— xﬂ —/ ﬂd:{;
0 k 0 0 k

cos km N sinkz]™  (=1)F*!
k 2

= -7

ter

i [ sinkx]”™ ™ sin kx coskz|™  (=1)F—-1
k d — — = [ A
/0 zcoskx dx _m ’ L /0 2 0"‘{ 12 L L2

T . [ ,—coskxz]” T —coskx coskr 2 (=1)F—1
2qinkr dr = 2 COSRT _/ Ip——— " g2 Z
/o rosinkx dx _:c 2 . ; x 2 2 + 2 12

- - . s T : _ 1\k+1
/ 22 coskx dr = xQSm kx] — / 2xs1n ke = —gw( D)
0 i k 0 0 k k k
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Koeficienti v razvoju po sinusih so

2 ™
by = —/ x(m — x)sinkx dx
0

™

iy 2 s
= 2/ rsin kx da:——/ r?sinkz dx
0 ™ Jo

(—=1)r+t (—)F  22(-1)F -1
A &
4

= 1+ (-,

(Ker integriramo sodo funkcijo po intervalu [—m, 7], je interval enak dvakratniku
integrala po [0, 7].) Torej je za x € [0, 7]

o0

82 n(2k — 1)z 8 [ . +sin3w+sin5x+
— = —(sinx R
™ i (2k —1)3 T 33 53

Dejansko smemo pisati enacaj, saj razvijamo periodicno zvezno funkcijo, ki ima
povsod vsaj enostranske odvode.

Na spodnji sliki je z modro barvo narisan graf lihe razsiritve f. Ze vsota prvih dveh
¢lenov (zelena ¢rta) zelo dobro aproksimira f. Razlika je obarvana rjavo.

3

-3m/2 - -m/2 0, w2 3m/2

V razvoju po samih kosinusih pa so koeficienti

2 [T 2 [ 22 2317 2
S ) de =S o 22
ap W/o z(m —x) dz 7T|:7T2 3] -
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terza k € N

2 s
- / x(m — x) coskx dx
T Jo

™ 2 ™

= 2/ :vcosk;a:drc——/ 2% coskx dx
0 ™ Jo

2(—1)k -1 22 ( 1)"”rl

= I s
(-1)F -1 (—1)FH
~ 9 4y
2 2
(__1)k+l -1
=2l

Tako je za = € [0, 7]

w2 > cos 2]{::1: w2 cos 21{::17
f(z) = 5 Z =5~ Z
i

Posledicno je

2

N | . 1
f(0) = :E kgﬁ oziroma ZEZF

k=1

cos4x

Z modro barvo je narisan graf sode razsiritve f, z zeleno delna vsota do clena “57*,

z rdeco pa delna vsota do clena “35: 10z

6. Funkcijo f(z) = o — 7 razvijte na (0, 7) v Fourierovo vrsto:

(a) po samih sinusih,

(b) po samih kosinusih.

Odgovor:

o

(@) Fl) == 3 &sin(2na),

n

(b) Flz) = -2 %"

n:l

2n g cos((2n — 1)x).
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7. Naj bo a ¢ 7Z poljuben in f 2r-periodi¢na funkcija z f(x) = cos(am — alz|) za
x € [—m,m]. Dolocite Fourierovo vrsto f in pokazite

a1l = 2 a 1
o) =2 (54Tt ) 1 3
k=—0oc0

Resitev:

Ker je funkcija soda, so vsi by = 0. Nadalje je

ap = 2 /07T f(z) dz = 2 /07r cos(am — ax) dx = % [M]ﬂ _ sin(an)
0

T T —a ma
inzak #0
ay = f(a;) cos kx dx

Cos(cm — ax)cos kx dz

(COS (am + (—a + k)z) + cos (am + (—a — k)x)) dx

Il
S~ 3o 3|

1 [sm (am + (—a+ k)z)  sin(am + (—a — k)z) ] '

T o7 —a+k * —a—k .
1 [sin(kn) N sin(—km)\  (sin(am) N sin(am)
B —a+k —a—k —a+k —a—k
1 . 1 1
= 0+;Sm(aﬂ)(a—kz+a—l—k)
~ 2asin(ar)
 w(a® —k?)

Fourierova vrsta je tako
sm ar) 2a sin(a)
F(x) = E cos kx.
k=

Funkcija f je zvezna v 0 in obstajata levi in desni odvod. Zato konvergira vrsta za
x = 0 proti f(0) = cos(ar). Torej

sin(ar) = 2asin(an)

COS(CMT) = T m

oziroma
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Robni problemi

8. Resite robne probleme

(b) ¥"+4y =0, y(0)=-2, y
(c) ¥ +4y =0, y(0)=-2, y
Resitev:
V vseh treh primerih je karakteristi¢ni polinom

p(A\) = A\ + 4.

Splosna resitev je tako
y(x) = Acos2x + Bsin 2zx.

Potrebujemo se
y'(r) = —2Asin 2z + 2B cos 2z.

V primeru (a) dobimo pogoja
—-1=y(0) +2y(0) = A+ 4B
in
8= —y(3) +y/(3) = —B —24.
Sledi A = —% in B = g in tako

31 )
Yy = —— cos 2z + §sm2x.

7
Ce naj veljata robna pogoja iz (b), mora biti

—2=y(0)=A in —-2=y(2r)=A.

Torej resitev ni enolicna. Za vsak B € R imamo namrec resitev

y = —2cos2x + Bsin 2.
Podobno mora v (c) veljati
—2=y0)=A in 3=y2r) =A.
Ta robni problem torej nima resitve.

9. Resite robne probleme:
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Odgovor:
(a) y(z) = 7cos(v/3x) — 7cot(2v/37) sin(v/3z)
(b) y(z) =0

(¢) robni problem nima resitve

10. Poscite lastne vrednosti in lastne funkcije za linearen diferencialni operator Ly =
—y" z robnimi pogoji

(a) y(0) =y(m) =0,
(b) ¥'(0) =y'(2m) = 0.
Resitev:
Ce je k lastna vrednost, y pa lastna funkcija, potem velja Ly = ky, oziroma
y"(z) + ky(z) = 0.
Karakteristiéni polinom je A2 + k = 0. Ce je k = —w? < 0, je splosna resitev

y(x) = Ae“” + Be™™*

V primeru (a) mora biti
0=y(0)=A+B.
Torej je
y(r) = A(e™" — ™).

Potem mora zaradi y(7) = 0 veljati A = 0. Nicelna funkcija pa ni lastna funkcija.
Torej noben k£ < 0 ni lastna vrednost. Za k = 0 bi dobili y(x) = A + Bz, iz ¢esar
spet sledi y = 0. Zato so vse lastne vrednosti pozitivne, t. j. kK = w? > 0. Dobimo

y(x) = Acoswz + Bsinwz.
Iz y(0) = 0 sledi A = 0. Potem mora biti Se
y(m) =0 = Bsinwr.

Sledi w € N.

Za vsak n € N imamo torej lastno vrednost )\, = n? in pripadajoco lastno funkcijo
Yn = sinnz.

V primeru (b) najprej podobno kot pri (a) dobimo, da negativnih lastnih vrednosti
ni. Za k = 0 pa imamo nenicelno lastno funkcijo 1.

Za pozitivne k = w? pa imamo spet
y(x) = Acoswz + Bsinwz.

Potem je
Y (r) = —Awsinwz + Bw coswz.
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Sledi
0=19(0) = Bw
in
0=y (2r) = —Awsin 27w,
torej 2w € N. Za vsak n € NU {0} je A\, = ”72 lastna vrednost in y,(x) = cos §x
lastna funkcija.
11. Poscite lastne vrednosti in lastne funkcije za linearen diferencialni operator Ly =

—y" z robnimi pogoji

(a) N\, =4n?, y,(z) =sin2nz, n € N

(b) A\, = M’ yn () = cos w, neN

() Ay =2y (2) = sin 2202 e N
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Parcialne diferencialne enacbe

Valovna enacba na premici

Resitev homogene valovne enacbe na premici
Uy — gy = 0
ob podanih zacetnih pogojih
u(@,0) = f(z), w(x,0)=g(z)
dobimo po d’Alambertovi formuli

u(w,t) = flx+ct)+ f(x —ct) . 1 /x+ct

> 0.
5 5 g(s)ds, zeR, t>0

—ct
1. Resite Cauchyjev problem:

Uy — ium =0, wu(z,0)=cosz, w(r,0)=z—1.

Resitev:

Razberemo
c=3, f(z)=cosz, g(z)=z-1.

Po d’Alambertovi formuli je resitev enaka

r+ct)+ flz—ct 1 [ere
u(z,t) = I ) 5 I ) + 2—0/ g(s) ds
T—ct
_ cos(z + %) —;— cos(z — &) . /m+z(8 1) ds

2
V4 (gt s t) (gt
2005(—($+2);( 2)>cos<—( +2)2( 2)> lsz ]aﬂré
+ -8

= cosxcos%—i—xt—t.
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2. Resite Cauchyjev problem:

Ug — %um =0, u(z,0)=2% wzr,0)=ux.

Odgovor: u(z,t) = 2? + at + 2t

. Resite Cauchyjev problem:

U — Uz = 0,  u(x,0) =3cosz, wux,0)=2sinz.

Odgovor: u(z,t) =3cosxcost + 2sinxsint

Fourierova metoda locevanja spremenljivk

. Poiscite resitve oblike u(z,y) = X (2)Y (y) diferencialne enacbe zu, = yu, in nare-

dite preizkus.
Resitev:

Ce je u oblike u(z,y) = X ()Y (y), potem je

ug(z,y) = X'(2)Y(y) in wylz,y) =X(@)Y'(y).

Sledi
LUy = YUy
e X'(2)Y(y) = yX(2)Y'(y)
e X'(x) _ yY'(y)
X(x) Y(y)

Enacbo smo uredili na tak nac¢in, da je leva stran odvisna le od x, desna pa le od y.
To pa je mogoce le, ¢e sta konstantni. Torej je

2 X'(x) _ ., _yY'(y)
X(x) Y(y)
za neki b € R. Tako smo dobili dve (enaki) enacbi z lo¢ljivima spremeljivkama:
X
X':éX = /d—:/ﬁ dr = InX =Ina; +blnr = X(z)= a2’
x X x

pri éemer je a; € R poljuben. Podobno je Y (y) = asy® za neki ay € R. Torej je
u(a,y) = X(@)Y (y) = az’asy’ = a(zy)’

za neka a,b € R.

Se preskus:

zu, = -ab(zy)’ty = ab(xy)®
yu, =1y-ab(zy)" 'z = ab(zy)®

Tako smo dejansko dobili vse resitve, ki imajo obliko produkta.
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5. Poiscite resitve oblike u(x,y) = X ()Y (y) diferencialne enacbe u,, = u in naredite
preizkus.

Odgovor: u(x,t) = ae®*t5, a € R, b#0

6. Poiscite resitve oblike u(x,y) = X(x)Y (y) diferencialne enacbe u, + u, = u in
naredite preizkus.

Odgovor: u(z,y) = ac®+0= ¢ b c R

Toplotna enacba na konénem intervalu
Homogena toplotna enacba na intervalu [0, L]
—kug, =0
ob podanem zacetnem pogoju
u(z,0) = f(z) zaxz€l0,L]
in homogenih robnih pogojih
uw(0,t) =u(L,t) =0 zavset>0
ima reSitev

(2m)2¢ . nmx
E B,e ('7) sin —,
L

kjer so B, koeficienti v razvoju funkcge f na intervalu [0, L] po sinusih.
7. Poiscite funkcijo u : [0,2] x [0,00) — R, ki resi

1
Up — Uy = 0, u(z,0) = gsinmc, u(0,t) = u(2,t) = 0.

Resitev:

V nasem primeru je k=1, L =21n f(x) = %sin mx. Torej je

—(zx) nwx
Z Be (5 b gin 222
2
B,, so pa koeficienti v razvoju funkcije f na intervalu [0, 2] po sinusih, torej

nwL
E B, sm—

Tukaj samo primerjamo obe strani in opazimo, da je By = % in B, = 0 sicer.
Posledicno je

1
u(z,t) = §e’ﬂ2t sin 7.
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10.

)
—4uy, =0, wu(z,0) =2sinmr — sin %, u(0,t) = u(4,t) =
—4n2t osn2t ;. OTT

Odgovor: u(z,t) = 2e sinmr — e sin ——
Poiscite funkcijo u : [0,2] x [0,00) — R, ki resi

1 | o z € 0,1]

Ut Zlumc_oa (33 O)_{ 2—ZL‘, lL‘E(l,Q] ) (O,t)—U(Q
Odgovor: u(z,t) _ 8 i —1>ne a((nt9)m)? giy ((n+ $)mz)
2 (2n + 1)2 2

. Poiscite funkcijo u : [0,4] x [0,00) — R, ki resi

n:O

Poiscite funkcijo w : [0, 7] x [0,00) — R, ki resi

ur — 3z =0, u(x,0) =1, u(0,t) =u(mt)=0.

Odgovor: u(z,t)

>1|A>

[e.e]

e =3V gin ((2n — 1))

0.
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1. kolokvij (6. 12. 2021)

1. naloga [20 tock]

Dolocite (z utemeljitvijo), ali so naslednje podmnozice linearni podprostori v danih pro-
storih:

(a) A ni podprostor, ker ne vsebuje nicelnega polinoma.
(b) B je podprostor, ker je mnozica resitev homogenega sistema linearnih enacb.

(c) € je podprostor:

Vzemimo poljubni matriki [, 4 ]in [, %] in poljuben skalar o € R. Potem je njuna

vsota v €, saj je
0 0 0
Loy 1+ Lo T) = Loyte, “0™] €€
in zmozek s skalarjem, saj je

ofy, 31 =lan %' €C.

(d) D ni podprostor, ker ni zaprta za sestevanje. Na primer (—1,0,0),(0,1,0) € D,
ampak (—1,0,0) + (0,1,0) = (—1,1,0) ¢ D.
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2. naloga [30 tock]

Dani so polinomi
pi(z) =1—-20+2% po(x)=1—2% in p3(z)=1+22+ 2%
(a) Pokazite, da je B = (p1, p2, p3) baza prostora P5(R) (polinomov stopnje najvec 2).

(b) Zapisite prehodni matriki Pgg in Psp, pri ¢emer je S standardna baza (1,z,2?%)
prostora P(R).

(c) Razvijte polinom ¢(x) = 3 + 4z + 52% po bazi B.

(a) Prostor Po(R) ima dimenzijo 3. Zato zadosca, da pokazemo, da so pq, p2, ps linearno
neodvisni. Naj bo

apy + Bps +yps = 0.

Iz
0 = a(l —2x+2%)+B(1—2%) +~(1 + 22+ %)
= (@+B8+79) +(=2a+2y)x+ (a — B+ 7)2?
sledi
a+ B+ 0
—2a+2y = 0
a—pF+y =0

Ce odstejemo zadnjo enacbo od prve, dobimo f = 0. Ker iz druge sledi a = v,
morata biti oba 0. Torej so ti trije polinomi res linearno neodvisni.

(b) Prehodno matriko Pgg lahko zapisemo takoj:

1 1 1

Pgs=|-2 0 2

1 -1 1

Za drugo velja

1 1
—1 o4
Psp=(Pes) =1|3 0 —3
1 1
1 1 1

(c) Nastavimo
apy + Bp2 +7ps = q

oziroma

a(l =2z 4+ 2%) + B(1 — 2%) + (1 + 22 + 2°) = 3 + 4o + 52°.
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Dobimo sistem

at+B+y = 3
—2a+2y =
a—pF+v =5

Ponovno lahko odstejemo tretjo enacbo od prve in dobimo 25 = —2. Torej je
f=—-1l.Iza+y=4in —a+y=2sledi Se y =3 in a = 1. Torej je

q =p1 —p2 +3ps.
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3. naloga [25 tock]

Linearna preslikava A : R* — R3? je podana s predpisom
Alx,y, z,w) = (=3x —y+ 3w,z + 3y + 52,0 —y — 22 — w).
(a) Zapisite matriko preslikave A v standardnih bazah.
(b) Dolocite dimenziji in bazi njenega nicelnega prostora in zaloge vrednosti.

(c) Dolocite, ali je A injektivna, surjektivna.

(a) Stolpci matrike so slike baznih vektorjev. Ker je

A(1,0,0,0) = (=3,1,1),
A(0,1,0,0) = (=1,3,—1),
A(0,0,1,0) = (0,5,—2),
A(0,0,0,1) = (3,0,—1),

je
-3 -1 0 3
Alss=|1 3 5 0
1 -1 -2 -1

(b) Nicelni prostor sestavljajo vektorji, ki se preslikajo v nicelni vektor, torej resitve
Alx,y, z,w) = (=3z —y + 3w,z + 3y + bz,2 —y — 2z —w) = (0,0,0).

7 Gauflovo metodo eliminacije dobimo

-3 -1 0 310 1 -1 =2 =110
1 3 5 010~ 1 3 5 0|0~
1 -1 -2 =110 -3 -1 0 310
1 -1 -2 —-110 1 -1 -2 —-110
~]l0 4 7 11]0|~10 4 7 110
0 -4 —6 010 0 0 1 110
Za vsak a € R imamo resitev
w=aqa z=-aq, y:%@, x:%@.

Torej

NA) ={a(5. 3. ~L1) ra € R} = L{(5, 5, — L D}
Nicelni prostor je posledi¢no enorazsezen, baza je npr. {(%, %, -1, 1)}
Iz dimR* = dimN(A) + dim R(A) sledi, da ima zaloga vrednosti preslikave A di-
menzijo 3. Ker leZi v trirazseznem prostoru R3, je torej kar R(A) = R3. Za bazo
lahko vzamemo standardno bazo {(1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)}.

(¢) A ni injektivna, saj je nicelni prostor enodimenzionalen, je pa surjektivna.
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4. naloga [25 tock]
V prostoru R* sta dana vektorja u = (2,—1,1,2) in v = (5,3,5,4).

(a) Dolocite eno ortonormirano bazo podprostora V = L{u, v}.

(b) Izrac¢unajte oddaljenost tocke A(—3,7,1,1) od V.

(a) Uporabimo Gram-Schmidtov postopek. Ker je

|ul]* = (u,u) =4+ 1+1+4 =10,

je
u 1
g =—=-L(2,-1,1,2).
Jul| V10
Nadalje iz
(v,91) = ((5,3,5,4), F5(2,-1,1,2)) = A5(10 =3+ 5+ 8) = 2% = 2/10
dobimo
G2 = v—{(v,01)%1
(5,3,5,4) = 2V10 - (2, -1,1,2)
= (5,3,5,4) — (4,-2,2,4)
= (1,5,3,0).
Sledi
~ N2 _ /~ ~ . o . . §2 1
g2l = (G2,92) =1+254+9+0=35 in gy = T = @(1,5,3,0).

Ortonormirana baza je torej (f(Q -1,1,2), \/1:?5(1,5,3, 0)).

(b) Za oddaljenost od podprostora moramo izra¢unati pravokotno projekcijo vektorja
= (—3,7,1,1) na podprostor, ki jo dobimo po formuli

projy a = {(a, g1)g1 + (@, g2) 9.

Iz
<aagl>:<(_3a77171)7\/%(27_17172)> \/;( 6_7+1+2) \/E
(a,92) = ((=3,7,1,1), £=(1,5,3,0)) = Z=(—3+35+340) = V35
sledi
projpa = —V104(2,—1,1,2) + V35=(1,5,3,0)
= —(2,-1,1,2)+ (1,5,3,0)
(—1,6,2,—2).
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Primeri kolokvijev in izpitov

Oddaljenost dobimo po formuli

d(A,V)

la — projy af

1(=3,7,1,1) = (—1,6,2, -2)]|
1(=2,1,-1,3)]|

V(=22 + 12+ (-1)2 + 32
V15




2. kolokvij (17. 1. 2022)

1. naloga [25 tock]

Dana je tabela vrednosti meritev:

i —2]—1]0]1]2
vl 43 [1]2]5

Poiscite parabolo y = a + bx + cz?, ki se najbolje prilega tem tockam.

Podatki nam dajo sistem 5 linearnih enach:

= a+b-(=2)+c-(-2)?
a+b-(=1)+c-(=1)?

= a+b-0+c-0?°

= a+b-1+4c-1°

= a+b-2+c-2°

T DN =W

oziroma

-2

-1
0
1
2

e i e
== O = e
o o e
Il
TN — Wk

Najboljse parametre dobimo kot resitev normalnega sistema A" Az = ATb ali

5 0 10| |a 15
0 10 0 bl =11
10 0 34| |c 41

Takoj dobimo b = %. Ce od zadnje enacbe odstejemo dvakratnik prve, dobimo

1l4c =11, torejje c= %.

Iz prve enache potem izracunamo Se a = %. Iskana parabola je

__ 10 1 11,2
y—7+1—03:—|—ﬁ3:
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2. naloga [25 tock]

Dana je funkcija

1, sicer

fil-mn] =R, f(z)= {

(a) Dolocite njeno Fourierovo vrsto.

(b) Kam konvergira Fourierova vrsta pri z = 7 in kam pri z = 7

(c¢) Dolocite vsoto vrste

(a) Koeficienti so

1 [ 1 —z T 1l /m =
ao—;/_wf(:lc)dac-;(/_7T 1dx+/gldw>—;<§—l—§)—1

terza k € N

ap =

/7T f(x)coskx dz

/2lcosk’xdas+/ 1c0sk::13dx)

¥

1 [ [sinkzx _g—l— sinkx "™ J
S U e TN P
1 (sink(=3) sinkj
oo k k

2
= —Esinkg

in b, = 0, saj je f soda funkcija. Izraz sink7 je za sode k enak 0, za lihe pa
(=1)2*=1_ Torej je

2(—1)2*-1)
- Lcos(kzx)

. T
lih
<cos xr cos3x cosbr cosTx N )

F(zx) =

k
2
T\ 1 3 5 7
(b) Ker je f odsekoma zvezna in v vsaki tocki obstajata levi in desni odvod, njena
Fourierova vrsta konvergira v vsaki tocki k aritmetic¢ni sredini leve in desne limite
v tej tocki. Torej je
F(5)=0 in F(3) =3
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(¢) Oznacimo

1—1-1 1 1+ +1 1 1+
s=14=-—=-—— -t = — - —
7 11 13 15
Opazimo, da je
T 77r_\/§ . 37T_ 57r__\/§
cos4—cos4 =3 in cos4 —cos4 =-73

potem se pa to obnasanje ponavlja. Zato je

F(Z):%_EQ(E+1_1_%+_.,),

4 T 2

Torej je

oziroma
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3. naloga [25 tock]
Poiscite splosno resitev diferencialne enache

—X

Y — 2y — 3y = 8xe " — 2e>" cos x.

Karakteristi¢ni polinom enacbe 3" — 2y — 3y =0 je
p(N) =2 =22 =3 =(A+1)(\—3).
Splosna resitev homogene enacbe je zato
yu(z) = Ae™™ 4 Be™.
Ker je —1 enostavna nicla karakteristiénega polinoma, je nastavek za xe™1®

yp1(z) = 2" (ax + b)e ™ = (ax® + bx)e”

Izracunamo Se prva odvoda:

Ypi(7) = (202 + b)e™™ + (az” + bx)(—e™")
:( a:c—l—Za—b)x—i-b)
ypi(z) = (= 2az + (2a — b))e ™ + (— az® + (2a — b)z + b) (—e ")
= (az® + (—4a + b)z + (2a — 2b))e ™"

Vstavimo v enacbo, uredimo in dobimo

Yp1— 2Yp1 — 3yp1 = we
((—8a)z + (2a — 4b))e™ = we ™.

Torej je a = —% inb= 16, ter

341 pa nista nicli karakteristicnega polinoma, zato je nastavek za ¢3* cos z = €3*(1 cos 12+
Osin 1z) enak

ypa(z) = 2%* (ccosx + dsinz) = ¥ (ccosx + dsin x).
Odvoda sta

Yo (1) = 3¢*(ccosx + dsinx) + €**(—csina + dcos 1)
= ¢**((3¢c + d) cosz + (3d — ¢) sinz)
Yo (z) = 3¢’ ((3¢ + d) cosz + (3d — ¢)sinz)+
+e*(— (3c+d)sinz + (3d — ¢) cos z)
= ¢**((8¢ + 6d) cosx + (8d — 6¢) sin z)
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Tako dobimo

Ypy — 2Ypy — 3yps = € cosw
e3x((—c + 4d) cosx + (—d — 4c) sin x) — T cosr
oziroma —c +4d =1 in —d — 4¢ = 0, iz Cesar sledi ¢ = _1_17 ind= % in
ypo(z) = e3m(—ﬁ cosx + % sinx).

Partikularna resitev je tako

yp(z) = 8yp1 — 2yps = (—2° — La)e ™ + ** (& cosz — L sinx),

splosna resitev pa

y(z) = yu(z) + yp(z) = Ae™ + Be™ + (—a® — Jz)e " + ¥ (& cosz — S sinz).
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4. naloga [25 tock]

Poiscite resitev zacetnega problema

¥ = 3z —y, z(0) = —1,
y = 4z + 3y, y(0) = 2.
Karakteristi¢ni polinom pripadajo¢e matrike je
3—A 1] _ 9
’ 4 3_A’ =(3-=)N)+4.

Lastni vrednosti sta torej 3 4+ 2:. Dovolj je, da pois¢emo lastni vektor za eno od njih,

npr. za 3 + 2i.
-2 —1||z| |0
4 =2 |yl |0

] +1 [_02} . Splosna resitev je tako

Ena resitev sistema

: 1 1
je vektor {_24 = [0

B Em = Ae” (cos 2t H — sin 2t [—OQD + Be™ <sm 2t m + cos 2t [_%D :

Zacetni pogoj nam da

2] = Bl =2 (elof o))+ olof o 5]) = 2]

Torej je A=B=—11in

2cos 2t — 2sin 2t

[a:(t)} _ [—cos 2t — sin Qt} |



1. izpit (2. 2. 2022)

1. naloga [25 tock]

Dolocite (z utemeljitvijo), katere od naslednjih podmnozic so baze prostora R* in v vsaki,
ki je baza, razvijte vektor v = (1,5, —1,7):

(a) A={(1,4,-2,1),(2,5,—3,-2),(—1,-1,2,3),(3,10,—4,5)}
(b) B ={(2,0,2,2),(5,—1,3,—4),(-3,1,4, —1)}

(c) €=4(2,3,1,2),(—3,1,2,1),(2,1,—1,4),(1,-2,—1,-5) }

Prostor R* ima dimenzijo 4, kar pomeni, da ima vsaka njegova baza 4 elemente. Mnozica
B torej zagotovo ni baza. Za ostali dve pa moramo preveriti, ali sta linearno neodvisni.

Nastavimo za A
a(l,4,-2,1) 4+ £(2,5,-3,-2) +v(—1,—-1,2,3) + 6(3,10,—4,5) = (0,0,0,0).
Poiskati moramo torej resitve sistema

a+28—-v+30 =
do+58 —v+100 =
—2a—-38+2y—-40 =
a—28+3y+50 =

o O O O

Resujemo v matricni obliki. Najprej s pomocjo prve vrstice dosezemo, da so v prvem
stolpcu pod diagonalo same nicle. Nato zamenjamo drugo in tretjo vrstico, zadnjo pa
delimo z 2:

1 2 -1 310 1 2 -1 310 1 2 -1 310
4 5 —1 1010 0 -3 3 —-21/0 01 0 210
-2 -3 2 —4fo| 7 lo 1 o 210|710 =3 3 —2]0
1 -2 3 510 0 -4 4 210 0 -2 2 110

Potem dosezemo nicle Se v drugem stolpcu pod diagonalo in nato dokoncamo proces:

-1

o O O =
S O =N
U= DN W
o O OO
o O O =
S O =N
o O OO

0
3
2

S W O
WIN B DN W

Torej je edina resitev a = § = v = § = 0, kar pomeni, da so vektorji linearno neodvisni.
Ker so §tirje, razpenjajo §tirirazsezen prostor, torej cel R*, in posledi¢no sestavljajo bazo.

Pois¢imo torej Se koeficiente v razvoju vektorja v v bazi A:
a(l,4,-2,1) + 5(2,5,-3,-2) + v(—1,-1,2,3) + (3,10, —4,5) = (1,5, —1,7).
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Enaki koraki kot zgoraj nam dajo

1 2 -1 3|1 1 2 -1 311 1 2 -1 3|1

4 5 =1 10| 5 0 -3 3 —2|1 0o 1 0 2|1
2 -3 2 —4/-1 |7 lo 1 o 211|710 =3 3 —2/1|"7

1 -2 3 5|7 0 -4 4 2|6 0 -2 2 1|3

1 2 —1 3|17 1 2 -1 3|1

01 0 2|1 01 0 21

1o o0 3 4|47 |00 3 4|4

00 2 5|5 00 o0 I

Po vrsti so
0=1, =0, f=—-1 in a=0.

Dejansko je
—(2,5,-3,-2) + (3,10,—4,5) = (1,5, -1, 7).

Podobno nastavimo linearno kombinacijo za C:
a(2,3,1,2) + 5(—3,1,2,1) + v(2,1,-1,4) + 6(1, -2, —-1,—-5) = (0,0,0,0),
oziroma

20 —-30+2yv+6 =
Ja+B+y—-20 =
a+28—-vy—-0 =

20+ B +4y -5 =

o O O O

Najprej zamenjamo vrstnih red vrtic in dosezemo, da so v prvem stolpcu pod diagonalo
nicle:

2 -3 2 110 1 2 -1 —-1]0 1 2 -1 —1]0
3 1 1 —2]0 2 -3 2 110 0 -7 4 310
1 2 —1 =10l 73 1 1 =20 710 -5 4 110
2 1 4 -5/0 2 1 4 -5|0 0 -3 6 =30

Zadnjo vrstico delimo z —3 in jo prestavimo na drugo mesto. Z njo dosezemo, da sta Se
v drugem stolpcu nicli pod diagonalo. Nato proces dokon¢amo:

1 2 -1 —1]o0 12 -1 —1]0 12 -1 —1]0
0 1 -2 110 01 -2 110 01 -2 110
“lo -7 4 310l o0 —10 w00l |00 1 —=1]0
0 -5 4 110 00 —6 6|0 00 0 010

Obstajajo torej netrivialne resitve, npr.
0=1 ~v=1, =1 in a=0.

Vektorji iz € so posledi¢no linearno odvisni in ne morejo sestavljati baze.
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2. naloga [25 tock]

Dana je matrika

2 -1 -1
1 -2 1
A= -3 2 1
1 1 =2

Poiscite baze in dimenzije osnovnih prostorov matrike A, torej prostorov N(A), N(AT),
C(A) in C(AT).

Vsaka matrika je tudi linearna preslikava. Dana matrika A nam tako doloca preslikavo
A :R?® — R*. Velja naslednje:

CAT) =N(A)*, NAT)=C(A)* in dim@(AT) = dim C(A).

Za nicelni prostor A dobimo

2 -1 —-110 1 1 —-210 1 1 =210 1 1 =210

1 -2 110 - 2 -1 —-1]0 - 0 -3 310 N 0O -1 110

-3 2 1 (0 1 -2 110 0 -3 3 |0 0 0 0|0

1 1 =210 -3 2 110 0 5 =510 0 O 0|0
Torej je 3 = a poljuben. Potem je 7o = o in ; = —a + 2a = a. Vektor [1,1,1]"

razpenja nicelni prostor matrike A, ki je tako enorazsezen.
Iz dimenzijske formule
3 = dimR?* = dimN(A) + dim €(A)

sledi, da je prostor C(A) dvorazsezen. Napenjajo ga stolpci matrike A. Stolpei so o¢itno
paroma linearno neodvisni, tako da lahko za bazo vzamemo poljuben par stolpcev.

Nadalje je dim @(A") = dim €(A4) = 2. Za bazo lahko vzamemo poljuben par vrstic, saj
so paroma neodvisne. Ker je po drugi strani C(AT) = N(A)* = ([1,1,1]7)*, je ocitno
mozna baza tudi

Preostane e N(AT). Tudi ta prostor je dvorazsezen, kar vidimo na primer iz formule
4 = dimR* = dimN(A") +dim C(AT).

Dolocen je s sistemom

2 1 -3 110 -1 1 1 =210 -1 1 1 =210
-1 -2 2 1 (0| ~ 2 1 -3 1 |0 |~ 0 3 -1 =310
-1 1 1 -2 -1 -2 2 110 0 -3 1 310

Zadnji dve neznanki sta poljubni, to je x4 = « in 3 = 3. Potem sta zo = o + %ﬂ in
T =—a+ %ﬁ. Ena mozna baza je

—_ O =
O W =
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3. naloga [25 tock]

Obravnavajte diferencialno enacbo
y" + 8y + 20y =0

z robnima pogojema

(Za zgornja robna problema morate dolo¢iti, ali sta resljiva, in izra¢unati vse (morebitne)
resitve. )

Karakteristi¢ni polinom enacbe y” + 8y + 20y = 0 je
p(A) = A% + 8\ + 20.
Njegovi nicli sta

8@ 420 -8++/-16
N 2 N 2

A2 = —4+4 2.

Splosna resitev enacbe je zato
y(r) = Ae * cos 2z + Be " sin 2.
(a) V tem primeru nam robna pogoja dasta enacbi

0=y(0)=Ae’cos0+ Be’sin0=A4-1+0=A
0=y(r) = Ae "™ cos 2 + Be " sin2mr = Ae '™ + 0 = Ae "

Iz obeh enach sledi, da mora biti A = 0. Torej je problem resljiv. Resi ga vsaka

funkcija oblike
y(z) = Be *sin2z, B €R.

(b) V tem primeru pa dobimo

1=y(0)=A

1=y(3) = Ae*"cosm+ Be *"sint = —Ae " + 0= —Ae "

Ta sistem nima resitve. Torej robni problem ni resljiv.
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4. naloga [25 tock]

Poiscite splosno resitev sistema

=y+z
Yy = x+2
Y =x—y
Sistem prepiSemo v matri¢no obliko
21" o 1 1] [=
yl =11 0 1] |y
z 1 -1 0f |z
Karakteristi¢ni polinom pripadajo¢e matrike je
! 1
1 =X 1 :(—A)‘:i jA‘H_l)H jA‘HH j'
1 -1 —=A
=(=N=N+A+1)+(-1+2)
= -\ + A
=-AA+1(N-1).
Lastne vrednoste so torej —1, 0 in 1.
Lastni vektorji za —1 resijo sistem
1 1 110 1 1 170 11110 -1
1 1 1|0 ~[0 O O|Of~|[01O0]0 Eden je 0
1 -1 1]0 0 -2 010 00 010 1
Za lastno vrednost 0 imamo
0 1 110 1 -1 010 1 -1 010 1
1 0 10| ~]1 O 1|0~ |[0O0 1 1/0/|, npr. |1
1 -1 00 0 1 110 0 1 110 -1
Pri 1 pa dobimo
-1 1 110 -1 1 110 1
1 -1 1 10|~ 0 0 2|0 in lahko izberemo 1
1 -1 —-110 0 0 00
Splosna resitev je tako
x -1 1 1 —Ae '+ B+ Ceél
yl =Ae7 | 0| +Be” | 1 | +Ce' 1] = B+ Ceé! LA B,C eR.

z 1 —1 0 Ae ' — B
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1. kolokvij (5. 12. 2022)

1. naloga [25 tock]
V R* so dani vektorji

a=(-1,2,0,1), b=(2,0,1,-3), c=(0,4,1,-1), d =(1,1,1,0), e = (1,—1,0,-3).
Naj bo V linearna ogrinjaca teh 5 vektorjev.

(a) Dolocite dimenzijo podprostora V in eno njegovo bazo.

(b) Za vektor u = (1,1,1,1) dolocite, ali lezi v V. V primeru, da je tako, ga razvijte v
bazi iz tocke (a).

(a) Teh pet vektorjev zapisemo po vrsticah v matriko in izvedemo Gaufiovo eliminacijo:

-1 2 0 1 -1 2 0 1 -1 2 0 1 -1 2 0 1 -1 2 0 1
2 0o 1 -3 0 4 1 -1 o 1 0 -2 o 1 0 -2 o 1 0 -2
0 4 1 -1|~|0 4 1 -1f{~|J0 4 1 —~-1f~jJ0 O 1 T7|~|0O O 1 7
1 1 1 0 0 3 1 1 0 4 1 -1 0 0 1 7 0O 0 0 O
1 -1 0 =3 0 1 0 -2 0o 3 1 1 o o0 1 7 0O 0 0 O

Dobili smo tri nenicelne vrtice, ki so (ena) baza za V. Dimenzija V je torej 3.

(b) Vektor u lezi v podprostoru V, ¢e ga je mo¢ zapisati kot linearno kombinacijo baznih
elementov, to je

(1,1,1,1) = a(=1,2,0,1) + (0, 1,0, —2) + (0,0, 1, 7).

Pripadajoc¢ sistem enach je

1l = —«o
1 = 2a+p
1 =~
1 = a—28+4+T7y
Iz prve in tretje enacbe takoj sledi @« = —1 in v = 1. Posledi¢no je § = 3. Vendar

pri teh vrednostih zadnja enacba ni izpolnjena. Torej u & V.
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2. naloga [20 tock]

Dolocite (z utemeljitvijo), ali so naslednje podmnozice linearni podprostori v danih pro-
storih:
(a) A={f:R—=TR: f(2) =2f(1)%} v prostoru vseh funkcij R — R,
(b) B=A{(z,y,2) :x+y*+ 2> =0} CR3,
() €={[32¢): a b€ R} C My (R),

)

(d) D ={(z,y,2): 5z =3y — 2z, 5z =3z —2y} CR®.

(a) A ni podprostor:

Za protiprimer moremo vzeti identi¢no preslikavo id(z) = z. Ker je
id(2) =2 in 2(id(1))* = 2,
lezi id v A. Po drugi strani pa —id € A, saj je
(—id)(2) = =2, vendar 2((—id)(1))*=2(—1)* = 2.
(b) B ni podprostor, ker ni zaprta za mnozenje s skalarjem:
Na primer (—1,0,1) € B, ampak 2(—1,0,1) & B, saj je =2+ 02+ 2% =6 # 0.
(¢) € je podprostor:

as ba co
by co a2

a1 b1 c1
b1 c1 a1

Vzemimo poljubni matriki | Jin [ ] iz € in poljuben skalar o € R. Potem

je njuna vsota v C, saj je

a by c1 a2 by c21 _ [a1+az bi+ba ci+c
[bl c1 a1] + [bg c2 ag] - [b1+b2 c1+co a1+a2] € e

in zmozek s skalarjem, saj je

(51 e 3] = (56 oot o ] € €

(d) D je podprostor, ker je mnozica resitev homogenega sistema linearnih enacb

or—3y+22=0 in 3x—2y—52=0.
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3. naloga [25 tock]

Dana je linearna preslikava
AR =R, A(z,y,2) =22 -3y + 2,0 —y, 40 —y — 32z, —x + 2y — 2).
(a) Zapisite matriko preslikave A v standardnih bazah.
(b) Poiscite bazo in dimenzijo ni¢elnega prostora in zaloge vrednosti preslikave A.

(c) Ali je preslikava A injektivna, surjektivna?

(a) Stolpci matrike so slike baznih vektorjev. Ker je
A(1,0,0) = (2,1,4,—1),
A(0,1,0) = (=3,-1,-1,2),
A(0,0,1) = (1,0,-3,-1),

je
2 -3 1
1 -1 0
Wss=1, 1 =3
-1 2 -1

(b) Nicelni prostor sestavljajo vektorji, ki se preslikajo v nicelni vektor, torej resitve
Alx,y,2) = 22 -3y + 2,2 —y, 40 —y — 3z, —x + 2y — z) = (0,0,0,0).

Z GauBovo metodo eliminacije dobimo

2 -3 110 1 -1 0|0 1 -1 00 1 -1 0]o0
1 -1 ofo| |2 =3 1]of |o -1 1|o| |0 -1 1|0
4 -1 =310 4 -1 =310 0 3 =310 0 0 o0 |-
-1 2 -—1]0 -1 2 -—1]0 0 1 —1]o0 0 0 o0fo0
Sledi
z=qQ, Y=o, T=«
Torej

NA) ={a(1,1,1): a € R} = £L{(1,1,1)}.
Nicelni prostor je poslediéno enorazsezen, baza je npr. {(1,1,1)}.
Iz dimR? = dim N(A) + dim R(A) sledi

dimR(A) =3-1=2.

Zalogo vrednosti razpenjajo stolpci matrike. Prva dva nista vzporedna, torej lahko
ju lahko vzamemo za bazo:

R(A) = £{(2,1,4,-1),(=3,—1,-1,2)}.

(c¢) A ni injektivna, saj je nicelni prostor enodimenzionalen, niti ni surjektivna, saj je
zaloga vrednosti dvodimenzionalna.
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4. naloga [30 tock]
V prostoru Py (R) polinomov stopnje kveé¢jemu 2 definiramo skalarni produkt s predpisom
(p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).

(a) Pokazite, da velja (p,p) = 0 <= p = 0. Ostalih lastnosti skalarnega produkta ni
treba preverjati.

(b) Poiscite eno ortonormirano bazo B tega evklidskega prostora.
(c) Zapisite prehodni matriki Pgg in Psg, pri ¢emer je S standardna baza (1, z, z?%).

(d) Izrazite v bazi B polinom qo(z) = 2% + z.

(a) Cejep =0, je ocitno (p,p) = 0, saj je p(—1) = p(0) = p(1) = 0.
Obratno: Vzemimo poljuben p € Py(R), za katerega velja (p, p) = 0. Polinom p je
oblike p(x) = ax?® + bz + c. Sledi

0= (p,p) =p(=1)* +p(0)* +p(1)* = (a = b+ )’ + & + (a+ b+ ).

Torej mora veljati
a—b+c=c=a+b+c=0,

od koder sledi a = b= c =0 in zato p = 0.

(b) Za prostor P5(R) imamo standardno bazo S = (1,z,2?). Na njej bomo uporabili
Gram-Schmidtov postopek in tako dobili eno ortonormirano bazo. Oznacimo

po(z) =1, pi(z) =2, poz)=2"

Ker je
||Po||2 = (po, po) = po(—1)2 +p0(0)2 +p0(1)2 _Piriros
je
go = oy = J5 Po, oziroma go(r) = .
Nadalje iz

(p1,90) = p1(=1)go(=1) + p1(0)go(0) + p1(1)go(1)
=(-1)-5+0-z+1- %
=0

sledi g, = p;. Ker je
111> = (91, G1) = §1(—1)> + G1(0)* + §u(1)* = (=1)* + 0° + 1> = 2,

je
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Za tretji bazni element najprej izracunamo

(P2, 90) = p2(—=1)go(—1) + p2(0)go(0) + p2(1)go(1)

— 1 1 1
_1.75+0.7§_|_1.7§
_ 2
T VB
in
(P2, 91) = p2(=1)g1(=1) + p2(0)g1(0) + p2(1)g1 (1)
_ 1 1
=1:(-%)+0-0+1- 5
=0.
Sledi

[\

G2 = p2 — (P2, 90) 9o — (P2, 91)g1 = p2 — \/%90, g2()
Normo tega polinoma dobimo iz

3

02 = a1 + G0 + @(1)7 = (2 + (~2 + (3 = 2.
Torej

(¢) Prehodno matriko Pgg lahko zapisemo takoj:

L o0 —-,/2
V3 3
Pgs= |0 J% 0
00 /3
Za drugo velja
2
V3o %
Psp=Pga= 1|0 V2 0
00 /2

(d) Nastavimo

qo = ago + g1 + 792

2 _ 1 1 3.2 2
x +xfoz-7§+ﬂ-7§x+7~<\/;x —\/;>

oziroma

Dobimo sistem

\/Lga— %’y = 0
1 —
nlo= 1
3
37 =1

Sledi
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2. kolokvij (16. 1. 2023)

1. naloga [25 tock]

Po metodi najmanjsih kvadratov poiscite najboljsi priblizek za resitev predolo¢enega sis-
tema:

rT—y+2z = 2

doe+2y+z2 = -1
—2r4+2y+z = 1
2v+y—2z = =3

Za resitev normalnega sistema uporabite QR-razcep.

Poiskati moramo torej QR-razcep matrike

1 -1 2
4 2 1
A= -2 2 1
2 1 =2

Uporabimo Gram-Schmidtov postopek na njenih stolpcih. Ker je

v = (v1,v1) = 12 + 4% + (—2)* + 22 = 25,

je
1 Ly %
5
U1 1] 4 . 2 % % . 5 ok
g1 == Torej Q= | 5 in R=[0 % x
fol ~ 5 |2 2 s 0
9 % %
2 2k x
Nadalje iz
-1 1
2 114 1
1 2
dobimo
-1 1 _6
9 251 65
G2 = va — (V2,01) 1 = 9 =1 5%=]2
Sledi (—6)2 + 62+ 122432 225
- 12 L. —6)° + 6= + +
p— f— :_:9
in N K
5 5
~ 6 2
p=r = h ] =]
gl 3| % 5
3 1
5 5
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Tako smo dolocili tudi druga stolpca

SO =
(SN

5 1 «
nmn R=|(0 3 =«
00

(SN
S NG
* K K K

(S]]

Ker sta skalarna produkta

2 -2
1 114 112
<U37gl>_ < 1 75 -9 > =0 in <U3792>— < 1 75 4 > _07
—2 2 —2 1
je kar
2
- 1 . .
g3 = v3 — (v3,91)91 — (V3,G2) g2 = V3 = 1 i |gsl* = 2% + 1% + 1% 4 (=2)* = 10.
—2
Zadnji bazni vektor je
2
p g3 1 1
3= = = =
1gsl v/10 | 1
-2
Tako je
i _2 2
i 510
Q=% 57 Y| in R=1]03 0
25 i _\/2 0 0 10
5 5 V10

Najboljsi priblizek v = [z, v, 2] resi sistem Rv = QTb. Ker je

14 2 2 9
5 5 5 5 1
2 2 4 {
S v I T R B R el e
Voo ove v vl || LVIO
iz
o1 0 T -2
03 0 y|l = | —1
0 0 v10| |2 V10
sledi
1 . 1
z=1 y=—-—- In z=—=
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2. naloga [25 tock]

Poiscite resitev zacetnega problema

¥ =z -z, z(0) = —1,
y = —x+2y— 3z, y(0) = 1,
Z=x—-y+z, z(0) = 2.

Sistem prepiSemo v matri¢no obliko

!/

T 1 0 -1 T
yl = (-1 2 =3| |y
z 1 -1 1 z

1-x 0 -1
0=|-1 2-Xx =3

1 -1 1-2A
:1_)\'2—/\ —3’_1‘—1 2—)\‘

-1 1-A 1 -1

= (1-XA)(\? =3\
=-AA=1)(A—-3)
Doloc¢imo lastne vektorje:
e ZaA=0iz
10 =110 1 0 =110 1 0 —-11]0
—1 2 -3|0]~1]0 2 4|10 ~(0 1 =210
1 -1 110 0 -1 2|0 00 00
dobimo na primer lastni vektor [1,2,1]T,
e za =11z
0 0 —1]0 1 =1 010 1 =1 0/0
-1 1 =3|0]| ~ 0 0 —-1|{0|~|0 0 =110
1 =1 010 -1 1 =3]0 0 0 010
lastni vektor [1,1,0]T,
o ter za A\ =3 iz
—2 0 —-11]0 1 -1 =210 1 -1 =210
-1 -1 3|0 ~|-1 -1 =3|0|~|0 =2 =50
1 -1 =210 -2 0 —-1]0 0 0 010

Se lastni vektor [—1,—5,2]".
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Splosna resitev je

T 1 1 -1
y| = Ae” |2| + Be'' |1| +Ce* |-5|, A B,CeR.
z 1 0 2

Upostevamo Se zacetni pogoj

~1 (0) 1 1 ~1 11 —1][4
1| =|y0)| =A|2|+B|1|+C|-5|=1|2 1 5| |B
2 2(0) 1 0 2 10 2] |C

Gauflova metoda eliminacije nam da

11 —-1]-1 10 2| 2 10
21 5| 1({~j1 1 ~-1|{-1|~|01 -3|-3|~]01 =3|-3
10 2| 2 21 =5 1 0 1

Torej je C =0, B=—-3in A =2.
Resitev nasega zacetnega problema je
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3. naloga [25 tock]

Poiscite splosno resitev enacbe

y" + 2y + 10y = 5z — 2sin 3z.

Pripadajoca homogena enacba je
v+ 2y +10y =0
s karakteristicnim polinomom
p(A) = A+ 2X + 10,

Njegovi nicli sta

—24+1—40 —2+6i
Az = 2 T2

Posledicno je splosna resitev homogene enache

= —1=x3.

yu(r) = Ae ' cos 3z + Be ' sin 3.

Partikularno resitev bomo sestavili iz dveh delov.

Nastavek za partikularno resitev, ki resi enacbo z desno stranjo fi(x) =z = e’ - x, je
yp1(r) = 2°* (azx + b) = ax + b,
saj 0 ni nicla karakteristicnega polinoma. Prva odvoda sta

ypi(z) =a in yp(z) =0.
Vstavimo v enacbo, uredimo in dobimo

Yp1 + 2ypy + 10ypy
0+2a+ 10(ax +b) =
10az + (2a + 10b) =

Torej jea =+ inb=—2

10 507 ter

yp1(z) = %x — %.

Za desno stran fo(z) = sin3z = €"(1 sin3z + 0 cos 3x) pa je odlocilno, da 0 + 3i nista
nicli karakteristicnega polinoma. Eno resitev zato dobimo z nastavkom

ypa(z) = 2% (csin 3z + d cos 3x) = csin 3z + d cos 3.
Odvoda sta

Ypo(2) = 3ccos3z — 3dsin3z  in  ypy(x) = —9csin 3z — 9d cos 3z.
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Tako dobimo

Ypy + 2Ypy + 10yps = sin3x
—9c¢sin 3z — 9d cos 3x 4 2(3ccos 3z — 3dsin 3x) 4+ 10(csin3z + dcos3x) = sin3z
(¢ —6d)sin3z + (d + 6¢) cos 3z = sin3x
Izc—6d=1in d+ 6¢c =0 sledi c = % ind= —3%. Torej je

— L g _ 6
ypa2(r) = 3 sin 3z — 3= cos 3.

Partikularna resitev je tako
yp(x) = dyp1(x) — 2ypa(a) = 30 — 55 — = sin 3z + 12 cos 3z,

splosna resitev pa

y(z) = yu(z) + yp(x) = Ae" cos 3z + Be *sin3x + Lo — 15 — 2 sin 3z + 32 cos 3z.
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4. naloga [25 tock]

Funkcija f : [—m, 7] — R je podana z grafom:

(a) Dolocite njeno Fourierovo vrsto.

(b) Kam konvergira Fourierova vrsta pri
r ="

(c) Dolocite vsoto vrste

-

m 1 1 1 1
1+?+§+ﬁ+§+...

Enacba funkcije je

frl=ma] =R, fz) = {

n+zxr <0

T—x x>0

(a) Funkcija je soda, tako da v Fourierovi vrsti nastopajo le kosinusi (in konstanta).
Sodost izkoristimo tudi pri izracunu ay:

1

T 2 [T 2 2T 2 g2
ag = — f(.l’)dI:—/(ﬂ'—l‘)dl’:—{ﬂ'CL’—gj—] S
-7 0 m 2

7

™

in za k € N s pomocjo integriranja po delih

Torej je

ap =

1 s
—/ f(z)coskx dx
™ —T

2
—/ (m —x)coskx dx

™ Jo

([(W _:U)sinkka B /0 - 1)sinkk;m dx)

—coskm+1
R
0, k sod
—=, klih

—A 0 Y |

T 4 cosx+cos3x+cos5x+
2 12 32 52 )
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(b) Ker je f odsekoma zvezna in v vsaki tocki obstajata levi in desni odvod, njena
Fourierova vrsta konvergira v vsaki tocki k aritmeti¢ni sredini leve in desne limite
v tej tocki. Periodi¢na razsiritev je zvezna pri m, saj je f(—m) = f(m) = 0, torej
F(m) =0.

(¢) Oznacimo
1 1 1 1
8:1—’—?4—?4‘%4‘9—2—%...
Opazimo, da je
T 4
=F(0)=—-+ —s.
T (0) 2+7Ts

Torej



1. izpit (1. 2. 2023)

1. naloga [25 tock]
V prostoru R* so dani vektorji u = (1,3, —1,3), v = (2,1, -2,1) in w = (—1,1,2,0).

(a) Dolocite eno ortonormirano bazo podprostora V = L{u, v, w}.

(b) Poiscite tocko iz podprostora V, ki je najblizja tocki A(1,1,1,1). Koliksna je njuna

medsebojna oddaljenost?

(a) Uporabimo Gram-Schmidtov postopek. Ker je

. u
Jul®*=1*+3%+ (=1)*+3*=20, je g = Tall = 5vz(1,3,-1,3).

Za drugi bazni vektor najprej izra¢unamo

(1) = ((2,1,-2,1),522(1,3,-1,3)) = 52 (2 +3+2+3) = 1% = V5

in
g2 = U — <U gl>g1 (27 17 27 1) - \/g ﬁg(LSv 173) = (%7 _%’ _%’ _%)
Sledi
1621 = (3)* + (=3)* + (=3)* + (=3)* = F =5
in 3
g2 1
go = — = —%=(3,—1,-3,—1).
2 ol )
Ker sta skalarna produkta
=((-1,1,2,0), %(,3,—1,3) :7( 143-240)=0
= ((-1,1,2,0), 57223, -1, -3, 1)) = 55=(-3 -1 -6 +0) = —V/5,

je
g3 =w—{(w,g1)g1—(w, g2)g2 = (—1,1,2, 0)—1—\/5-#5(3, -1,-3,-1)=(3,,3,—
To je ze tudi g3, saj je norma tega vektorja 1, kajti

1gs0” = (3)* + (3)* + (3)° + (=3)* = 1.
Ortonormirana baza za 'V je

<ﬁ5(1a37 _173)7 ﬁg(ZS? _17 _37 _1)a %(1? 17 17 1)) .

123
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(b) Krajevni vektor rg najblizje tocke B dobimo kot pravokotno projekcijo krajevnega
vektorja ry = (1,1,1,1) tocke A na podprostor V:

rE = projyra = (ra,g1)g1 + (ra, g2)92 + (ra, g3) gs.

<rAagl> = (1717171)7ﬁ5<1 3 —1 3)> = Lf(l +3-1 +3) \/ig

{
<rA,gQ>:<(1,1,1,1),2+@( -1)) B-1-3-1)=-=
<TA793> :<(1717171)7%<17 - >>:%( 1+1_1) 1

je

_ 3 1 1
by

Oddaljenost med tockama znasa

d(A,B) =|lrg —ral = (3.3 3.3 — (LLL DI =l(-3.5, -3 —3) = L

2727272
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2. naloga [25 tock]

Dani sta linearna preslikava
AR =R A(zr,y,2) = (—1v+2y + 2,37 —y + 22, —x + 29)
in urejena trojica vektorjev
B =((1,2,0),(-1,-3,2),(0,-1,1)).

(a) Pokazite, da je B baza prostora R3.

(b) Dolocite prehodni matriki Pgg in Psg med bazo B in standardno bazo S.
(c) Zapisite matriki [A|gg in [A]ss

)

(d) Poiséite bazo in dimenzijo ni¢elnega prostora in zaloge vrednosti preslikave A.

(a) Elementi baze morajo biti linearno neodvisni. Nastavimo poljubno linearno kombi-
nacijo:
a(1,2,0) + B(—1,-3,2) + v(0,—1,1) = (0,0,0).

Torej imamo sistem

a—p3 =0
20-38—v =
28+y =
Iz prve in tretje enacbe lahko izrazimo o = § in v = —23. Ce oboje vstavimo v
drugo enacbo, dobimo
28 =30 —(=2p8) =0.

Torej je nujno S = 0 in poslediéno tudi o = v = 0. Ti trije vektorji so res linearno
neodvisni. Razpenjajo trirazseZen prostor, torej ves R3, in zato tvorijo bazo.

(b) V prehodni matriki elemente prve baze razvijemo v drugi bazi. Zato je

1 -1 0
Pes= |2 —3 —1
0 2 1

Pri zamenjanem vrstnem redu baz dobimo inverzno matriko:

-1 1 1
Psg=(Pgs)'=|-2 1 1
4 -2 -1

(c) Stolpci matrike so slike baznih vektorjev prve baze, razviti v drugi bazi. Ker so
A(1,2,0) = (3,1,3), A(1,0,0) = (—1,3,-1)
A(—1,-3,2) = (—3,4,-5), A(0,1,0) = (2,-1,2)
A0, -1,1) = (-1, 3,-2), A(0,0,1) = (1,2,0)
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Primeri kolokvijev in izpitov

sta
3 -3 -1 -1 2 1
[A];is =11 4 3 n [A]is =13 -1 2
3 —5 =2 -1 2 0

Nicelni prostor sestavljajo vektorji, ki se preslikajo v nicelni vektor, torej resitve
enacbe
A(w,y,2) = (—x +2y + 2,30 — y + 2z, —2 + 2y) = (0,0,0).

Z GauBovo metodo eliminacije dobimo Ze po enem koraku
110 2 110
3 -1 2{0f(~1] 0 5 5 |0],
-1 2 0/0 0 0 0
iz ¢esar sledi z =y = z = 0. Torej

N(A) = {(0,0,0)} in  dimN(A) = 0.

Iz dimR? = dim N(A) + dim R(A) sledi
dimR(A) =3 —0 = 3.
Ker R(A) lezi v trirazseznem prostoru R3, je torej
R(A) = R

Za bazo moremo vzeti standardno bazo ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)).
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3. naloga [25 tock]

Poiscite resitev zacetnega problema

y" + 16y = 3cosdx — 8z, y(0) =4, ' (0) = —1.

Pripadajoca homogena enacba je

y" 4+ 16y =0
s karakteristicnim polinomom
p(\) = \? + 16.
Njegovi nicli sta
)\1,2 == 0 :l: 42

Posledicno je splosna resitev homogene enache
yu () = A cosdx + Be® sindx = Acos4dx + Bsindaz.

Partikularno resitev bomo sestavili iz dveh delov.

Za desno stran f;(z) = cosdx = €°(0 sin4z+1 cos4r) je odlocilno, da sta 0444 enostavni
nicli karakteristicnega polinoma. Eno resitev zato dobimo z nastavkom

yp1(7) = 2'e% (csin 4x + d cos 4r) = x(csindx + dcos4x).
[zracunamo prva odvoda te funkcije:
Ypy () =1+ (csindx + dcos4z) + x - (4dccos dx — 4d sin 4x)
in
Ypo(x) = (4ccosdr — 4d sin 4z)+
+ 1 (4ccosdax — 4dsindx) + x - (—16¢sin 4z — 16d cos 4x).
Tako dobimo

yﬁél + 16ypy = cosdx
8ccosdxr — 8dsindx — 16x(csindx + cos4x) + 16z (csinder + dcosdxr) = cosdx

Sccosdxr — &dsindx = cosdzx
Torej ¢ = % ind =0, ter

ypa(x) = 2(§ - sindx + 0 - cosdx) = g sin 4z,

Nastavek za partikularno resitev, ki resi enacbo z desno stranjo fi(z) = z = €°

T.x, paje
ypo(1) = 2% (ax + B) = ax + f3,
saj 0 ni ni¢la karakteristicnega polinoma. Prva odvoda sta

ijQ(x) =« in y%z(l‘) =0.
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Vstavimo v enacbo, uredimo in dobimo

Ypy + 16ypy = @
0+16(ax+p) = =«
16ax + 165 = =x

Torej sta a = % in 5 =0, ter

Partikularna resitev je tako

yp(z) = 3yp1(x) — 8ypa(x) = 3 - gwsindx — 8- oo = Swsinder — ju,

splosna resitev pa
y(x) = yu(x) + yp(x) = Acosdx + Bsindx + Sxsinde — ju.

Iz y(0) = 4 sledi
4=A-1+04+0+0=A.
Ker je
y'(x) = —4Asindz + 4B cos4x + 2(1 - sinda + x - 4cos 4x) — 3,
iz y'(0) = —1 dobimo Se

—1:O—|—4B—|—0—% oziroma B = —

o=

Resitev zastavljenega zacetnega problem je torej

1

y(z) = 4cosdr — 3

sin4x + %x sin4dx — %x
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4. naloga [25 tock]
Dana je funkcija f(z) = 2%
(a) Dolocite njeno Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7].

(b) Kam konvergira Fourierova vrsta pri z = %7

(c) Dolocite vsoto vrste

1 2 1 1 2 1 1 2

(a) Funkcija je soda, tako da v Fourierovi vrsti nastopajo le kosinusi (in konstanta).

Sodost izkoristimo tudi pri izracunu ay. Najprej dobimo

1 (7 2 [T 2 (2217 2 =%  2x?
== de == Pdr =" %] =2 =2
W/_ﬂf(x) ‘ W/Ox v 7T|:3:|0 T 3 3

Za k € N dvakrat integriramo po delih. Po prvi integraciji dobimo

1 ™
ar = —/ f(x) coskx dx

™
2/7r 5
= — x°coskx dx
T Jo
_ z({x2'81nkx} _/ 2I_S.mkx dx)
™ ko], 0 k
2 2 (7
= —((O—O)——/ xsinkzl‘)
s k Jo
4 ™
= —— xsin kx,
km J,
nato pa
4 —cos k —cos k
o — _E([x Ccos x} /1 ( oS $>dx>
B _i 7rcosk7r— n sin kx|”
 kn k2
4 —W(—l)k
o ( k: +)
A(-1)F
Torej je

G e~ A(-1)F
F(I‘)Z%—F;akCOS]{Z{L’:%—F; (k:Q) coskxr =

3 cosx cos2x cos3x cosdx  cosdx

™
:_+4(_ 12 - 92 32 + 42 52
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(b) Ker je f povsod zvezna (tudi ¢e jo periodi¢no razsirimo) in povsod obstajata levi

in desni odvod, njena Fourierova vrsta v vsaki tocki konvergira v vsaki tocki k
2

funkcijski vrednosti. Torej je F(3) = f(5) = %

(¢) Oznacimo
- 1 2 1 1 2 1 1 2
S—1+2—2—3—2+4—2+§—@+ﬁ+§—§...

Po eni strani je

T 3 cosT  cosZ  cos2E cosi cos T cos
F<—>:— 4 — 3 3 3 3 3 35
3 3+ ( 12 + 22 32 + 42 52 + 62
3 1 _1 -1 _1 1 1
I S T S ST S R
3 " <12+22 2T e R @
3
:W——Qs,
3

po drugi pa F'(3) = %2. Torej je
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