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Povzetek

Prvo in drugo poglavje obravnavata teorijo predureditev na polgrupah. V tretjem
poglavju posplosimo Beckerjevo verzijo Kadison-Duboisove reprezentacije na asociativne
kololobarje. V cetrtem poglavju konstruiramo ureditve vseh sodih eksponentov na kolo-
barju kvantnih polinomov in na domeni Malceva. V petem poglavju dokazemo presecéni
izrek za ureditve eksponenta n = 2* na poljubnih domenah in preseéni izrek za ureditve
poljubnega eksponenta na Orejevih domenah. Obenem poenostavimo dokaz presecnega
izreka za nekomutativne obsege. V Sestem poglavju dokazemo, da abstraktni Positivstel-
lensatz in Nullstellensatz za ureditve visjega eksponenta na asociativnih kolobarjih sledita
iz presecnega izreka za domene. Odtod sledi, da izreka veljata za ureditve eksponenta
n = 2% na poljubnih kolobarjih in za ureditve poljubnega eksponenta na Noetherskih kolo-
barjih. V sedmem poglavju ponovimo osnove teorije spektralnih prostorov in v osmem
poglavju obravnavamo razlicne spektralne prostore, ki nastopajo v teoriji ureditev visjega
eksponenta. Deveto poglavje obravnava abstraktno teorijo form visjega reda. Ponovimo
dualnost med prostori signatur in reduciranimi prostori form in konstruiramo Postovo

ovojnico prostora signatur.

MSC (1991) : 06Fxx, 14Pxx, 16Dxx, 16 Wxx.



Summary

Chapters 1 and 2 are concerned with the theory of preorderings on semigroups. In
chapter 3, we extend the Becker’s version of the Kadison-Dubois representation theorem
to asociative rings. In chapter 4, we construct orderings of all even exponents on the
ring of quantum polinomials and on the Malcev domain. In chapter 5, we prove the
intersection theorem for orderings of exponent n = 2% on arbitrary domains and the
intersection theorem for orderings of arbitrary even exponents on Ore domains. At the
same time we simplify the existing proof of the intersection theorem for skew fields. In
chapter 6, we reduce the abstract Nullstellensatz and Positivstellensatz for orderings of
higher exponent to the general intersection theorem for domains. Thus, we prove both
theorems for orderings of exponent n = 2* on arbitrary rings and for orderings of arbitrary
exponents on Noetherian rings. Chapter 7 recalls the basics of the thory of spectral
speces and chapter 8 presents various constructions of the spectral spaces in the theory
of orderings of higher eksponent. Chapter 9 deals with the abstract theory of higher level
forms. We recall the duality between spaces of signatures and reduced form schemes and

construct the Post hull of a space of signatures.
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Predgovor

Eden od osnovnih rezultatov Artin-Schreierjeve teorije urejenih komutativnih obsegov
[15] je t.i. presecni izrek: Vsaka predureditev je enaka preseku vseh ureditev, ki jo vse-
bujejo. Na tem rezultatu temelji Artinova resitev sedemnajstega Hilbertovega problema
in Prestelov dokaz realnega Nullstellensatza Duboisa in Rislerja (glej tretji razdelek tret-
jega poglavja v [27]). V tem dokazu nastopa Positivstellensatz kot pomozna lema. Za
posplozitve Positivstellensatza in Nullstellensatza na komutativne kolobarje glej [28].

Presecni izrek za splosne (= ne nujno komutativne) obsege je dokazal T. Szele, glej
[21], za celostne domene pa R. E. Johnson, glej [22]. Nullstellensatz in Positivstellensatz
za nekomutativne kolobarje pa so dokazali Sele lete 1997 K. H. Leung, M. Marshall in Y.
Zhang, glej [32].

Teorija ureditev visjega eksponenta na komutativnih obsegih pripada E. Beckerju, glej
[16] za primer, ko je eksponent potenca stevila 2 in [17, 18, 19] za splosen primer. Dokaz
presecnega izreka za ureditve visjega eksponenta sloni na Kadison-Duboisovi reprezentaciji
arhimedskih delno urejenih kolobarjev, glej [12].

Beckerjeve rezultate so uporabili M. D. Choi, T. Y. Lam, A. Prestel in B. Reznick pri
posplositvi sedemnajstega Hilbertovega problema na 2n-te potence, glej [26]. Nullstellen-
satz in Positivstellenzatz za ureditve visjega eksponenta na komutativnih kolobarjih sta
najprej dokazala E. Becker in D. Gondard za primer, ko je eksponent potenca Stevila 2,
glej [29]. Dokaz za sploSen eksponent pripada R. Berru, glej [30] in [31]. V svoji habil-
itacijski nalogi je R. Berr uporabil teorijo ureditev visjega eksponenta na komutativnih
kolobarjih pri klasifikaciji singularnosti realnih semialgebrai¢nih funkcij, glej [40].

Ureditve vigjega eksponenta na splosnih obsegih sta Studirala T. Craven v [23] in
V. Powers v [24] in dokazala ustrezni presecni izrek. Ureditve visjega eksponenta na
nekomutativnih kolobarjih je zacela studirati V. Powers v [33]. Primera kolobarjev, ki
dopuscata ureditve visjega reda sta Weylova algebra in kolobar kvantnih polinomov. Oba
kolobarja sta Orejevi domeni in vsaka njuna ureditev visjega eksponenta se enoli¢no razsiri

na obseg ulomkov.
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1.

Predureditve na polgrupah

V tem razdelku bomo razvili Artin-Schreierjevo teorijo za polgrupe. Poudarek je na
dokazu posledice 16, ki jo bomo uporabili pri dokazu presecnega izreka za obsege v petem

poglavju.

1.1 Zaprtje in permutacijska lastnost

Naj bo S polgrupa in n poljubno naravno Stevilo. Naj bo .S,, mnozica vseh produktov
n-tih potenc elementov polgrupe S. Oznacimo s I1,,(S) mnozico vseh elementov polgrupe
S, ki se dajo izraziti kot produkt koncénega zaporedja elementov iz S v katerem vsak
element nastopa z veckratnostjo deljivo z n. O¢citno je S, C II,(9). Ce je naravno
stevilo m veckratnik Stevila n, potem velja S,, C S, in IL,(S) C IIL,(S). Velja tudi
S; =1I(5) = S.

Podmnozica T polgrupe S je predureditev, ¢e je T'-T C T in obstaja tako naravno
stevilo n, da velja I1,(S) C T. Stevilo n se imenuje eksponent predureditve T in ni
enolicno doloceno. Vsak veckratnik vsakega eksponenta je tudi eksponent. Najmanjsi
eksponent predureditve T" imenujemo strogi eksponent predureditve T'.

Za pomemben razred predureditev se bo izkazalo, da je vsak njihov eksponent veckratnik
strogega cksponenta. Ce multiplikativna mnozica 17" vsebuje predureditev T, potem je
tudi 7" predureditev in vsak eksponent predureditve 7" je tudi eksponent predureditve 7".
Ocitno je mnozica I1,(S) predureditev z eksponentom n. Naceloma se lahko zgodi, da n

ni njen strogi eksponent.



Lema 1 Naj bo T poljubna predureditev na polgrupi S. Za poljuben element s € S velja
sT N'T # O natanko tedaj, ko je TsN'T # ).

Dokaz : Naj bo n poljuben eksponent predureditve T. Ce velja sT N'T # ), potem
obstaja tak element u € T, da velja su € T. Ce definiramo v = (su)" 'u, potem velja
v e T invs = (su)"lus € I1,(S) C T. Torej je res TsNT # (). Dokaz v drugo smer je
simetricen. Q.E.D.

Vsaki predureditvi 1" na polgrupi S priredimo njeno zaprtje
T:={seS; sTNT#0}={s€S; TsNT #0}.

Ocitno je vsaka predureditev vsebovana v svojem zaprtju. Predureditev T je zaprta, ce

velja T =T.
Izrek 2 Zaprtje poljubne predureditve je zaprta predureditev.

Dokaz : Naj bo T poljubna predureditev na polgrupi S. Zadosca, ¢e pokazemo, da je
T-TcTin (D) =T.

Naj bosta z,y € T poljubna elementa. Potem obstajata taka elementa u,v € T, da
velja uz € T in yv € T. Odtod sledi u(xyv) = uz-yv € T. Po lemi 1 obstaja tak element
v' €T, da velja (zyv)v' € T. Ker je vv' € T, veljaxy € T.

Naj bo =z € ﬁ poljuben element. Potem obstaja tak element u € T, da velja
zu € T. Vzemimo tak element v € T, da velja (zu)v € T. Po prejsnjem odstavku je
ww € T-T C T, zato obstaja tak element w € T, da velja (uv)w € T. Ker velja tudi

z((uv)w) = ((zu)v)w € T-T C T, velja z € T po definiciji zaprtja. Q.E.D.

Pravimo, da ima podmnozica M polgrupe S permutacijsko lastnost, ¢e za poljubno
naravno Stevilo k, poljubne elemente si,...,s; € S in poljubno permutacijo 7 mnozice
{1,...,k} velja

5182+ 8 € M <= Sx(1)Sx(2) " " * Sx(k) € M.

Ocitno ima vsaka podmnozica vsake komutativne polgrupe permutacijsko lastnost. Zan-
imivo je, da lahko obstajajo mnozice s permutacijsko lastnostjo tudi na nekomutativnih

polgrupah.
Izrek 3 Vsaka zaprta predureditev ima permutacijsko lastnost.
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Dokaz : Naj bo T poljubna zaprta predureditev na polgrupi S in naj bo n njen poljuben
eksponent. Naj bo k pojubno naravno Stevilo, si,...,s; € S poljubni elementi in 7w
poljubna permutacija mnozice {1,...,k}. Definirajmo x = s;--- s in y = sz1) - Srr)-
Ker je T predureditev velja y" 'z € II,,(S) € T. Ce je x € T, potem velja y(y" 'z) =
y"x € I1,(S) - T C T. Ker je predureditev T zaprta, sledi y € T. Q.E.D.

Lema 4 Naj bo T zaprta predureditev na polgrupi S. Naj bo n tako naravno Stevilo, da
za vsak element s € S velja s™ € T. Potem je n eksponent predureditve T .

Dokaz : Ker predureditev T" vsebuje mnozico S,, in ker ima po izreku 3 permutacijsko

lastnost, vsebuje tudi II,,(.5). Q.E.D.

1.2 Kongruencna relacija zaprte predureditve
Pokazali bomo, da vsaka zaprta predureditev 1" na polgrupi S doloca tako kongruenéno
relacijo ~7 na polgrupi S, da je faktorska polgrupa S/ ~7 kar Abelova grupa.

Lema 5 Naj bo T zaprta predureditev na polgrupi S in naj bo n poljuben njen eksponent.

Potem so naslednje trditve ekvivalentne:

1. 2T NTy #0,

2. TxNyT # 0,

3. TaT NTyT # 0,
4. ay"teT,

5. yx"teT.

Dokaz : Zadosca, ce dokazemo ekvivalencna kroga 1. = 3. = 4. = 1.in 2. = 3. = 5. =
2. Netrivialni del prvega kroga je 3. = 4. in drugi krog sledi iz prvega zaradi simetrije.
Ce je TzTNTyT # B, potem obstajajo taki elementi sy, t1, s, t2 € T, da velja syzt; =
soyty. Sledi (sywt1)(sayta)" ' = (s9yte)™ € T. Po izreku 3 sledi sit,s5 'ty tay"! € T.
Ker je predureditev 7" zaprta in ker sit1s5 5~ € T, sledi zy" ' € T. Q.E.D.

Vsaki zaprti predureditvi T' na polgrupi S priredimo relacijo ~r s predpisom

x~py <= TaeT NTyT # 0.
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Izrek 6 Naj bo T zaprta predureditev eksponenta n na polgrupi S.
1. Relacija ~1 je kongruenca. MnoZica T je kongruencni razred.

2. Faktorska polgrupa G := S/~r je Abelova grupa. Njen nevtralni element je mnoZica

T, inverz pa je induciran s preslikavo v — a™ 1.

Dokaz : Refleksivnost in simetri¢nost relacije ~7 sta oc¢itni. Dokazujemo tranzitivnost.
Vzemimo poljubne elemente x,y,z € S, ki zados¢ajo x ~r y in y ~r z. Po lemi 5 je
2yt € Tin yz" ! € T. Ker je mnozica T predureditev, je zy"2" " € T. Izrek 3 nam da
(2" Hy™ € T. Ker je predureditev T zaprta, sledi zz"~! € T, torej x ~7 2 po lemi 5.

Dokazimo, da je relacija ~p kompatibilna z mnozenjem. Naj bodo z,y,u,v € S taki
elementi, da velja  ~7 u in y ~7 v. Po lemi 5 imamo zu™ ! € T in yv" ! € T. ker
je zu"lyv™t € T, sledi xy(uv)"™' € T po izreku 3. Lema 5 nam da Zeleno relacijo
TY ~or UL,

Dokazimo, da je mnozica T kongruenc¢ni razred. Za poljubna elementa s,t € T velja
st" 1 e T, torej je s ~p t po lemi 5. Ce je & ~rp t za nek element z € S in element ¢ € T,
potem je 2t"~! € T po lemi 5. Ker je predureditev 7" zaprta, sledi x € T.

Za poljubna elementa z,y € S velja zy(yx)" ! € I1,(S) C T. Po lemi 5 odtod sledi
xy ~7 yx. Torej je faktorska polgrupa komutativna. Oc¢itno je mnozica T' njen nevtralni
element.

Definirajmo preslikavo i(z) = 2"~!. Ker je relacija ~¢ kongruencna, iz x ~¢ y sledi
i(x) ~7 i(y). Ker je predureditev T eksponenta n, ima preslikava, ki jo i porodi na Gr

vse lastnosti inverza. Torej je polgrupa Gr grupa. Q.E.D.

1.3 Lastnosti predureditve T : lastnosti grupe Gr

Naj po T predureditev na polgrupi S in s € S poljuben element. Naravno stevilo m, ki
zadosca s™ € T imenujemo red elementa s glede na predureditev T'. Najmanjsi red ele-
menta s glede na predureditev T' oznacimo z ordr(s) in ga imenujemo strogi red elementa
s glede na T. Ce je predureditev T' zaprta, oznac¢imo s 77 : S — Gp kanoni¢no projekeijo

polgrupe S na njeno faktorsko polgrupo Gy = S/ ~7.

Izrek 7 Naj bo T zaprta predureditev na polgrupi S in x € S poljuben element.

11



1. Za poljubno naravno stevilo k velja x* € T tedaj in le tedaj, ko je mr(x)* =T.
Strogi eksponent ordr(x) se ujema z redom elementa wr(x) v polgrupi Gr.

Vsak red elementa x glede na T je veckratnik strogega reda ordr(z).

2. Predureditev T' ima eksponent n natanko tedaj, ko je Abelova grupa Gr n-torzijska.
Strogi eksponent predureditve T se ujema z eksponentom Abelove grupe Gr.

Vsak eksponent predureditve T je veckratnik strogega eksponenta.

Dokaz : Prva trditev je posledica lastnosti reda elementa v grupi. Druga trditev je

posledica prve in leme 4. Q.E.D.

Lema 8 Vsaka Abelova grupa koncnega eksponenta m vsebuje ciklicno podgrupo reda m.

], Qa2

Dokaz : Naj bo G Abelova grupa s kon¢nim eksponentom m. Naj bo m = pi"p5? - - - p&~
njegov prastevilski razcep. Po Priifer-Baerovem izreku (glej [3], Corollary 10.37) je G
izomorfna direktnemu produktu cikliécnih grup. Ker je eksponent grupe G enak m, morajo
v tem razcepu nastopati ciklicne grupe redov pi*, ps?, ..., p% . Njihov produkt je cikli¢na

podgrupa reda m. Q.E.D.

Posledica 9 Naj bo T zaprta predureditev na polgrupi S. Obstaja tak element z € S, da

se ordr(z) ujema s strogim eksponentom predureditve T'.

Izrek 10 Naj bo T dana zaprta predureditev na polgrupi S. Potem slika in praslika
kanonicne projekcije np : S — Gp = S/~ podajata bijektivno korespondenco med pod-

grupami v Gp in zaprtimi predureditvami na polgrupi S, ki vsebujejo predureditev T .

Dokaz : Ce je mnozica P predureditev na polgrupi S, ki vsebuje predureditev T, potem
je njena slika 77 (P) multiplikativna podmnozica grupe G. Toda v podgrupi s konénim
eksponentom je vsaka multiplikativna mnozica ze kar podgrupa.

Ce je H podgrupa grupe G, potem je mnozica 7t (H) multiplikativna in vsebuje
predureditev T', torej je tudi sama predureditev. Pokazimo Se, da se ujema s svojim
zaprtjem. Ce velja 2u = v za poljuben element 2 € S in poljubna elementa u, v € 7' (H),
potem je mr(x)mr(u) = mp(v) in mr(u), 7r(v) € H. Ker je H podgrupa, sledi nr(z) € H,
torej x € ' (H).
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Ker je preslikava 7y surjektivna, velja mp (7 (H)) = H za vsako podgrupo H grupe
Gp. O¢citno je za vsako predureditev P na polgrupi S mnozica P’ = ;' (7p(P)) zaprta
predureditev, ki vsebuje predureditev P. Za poljuben element x € P’ velja mp(x) = mr(p)
za nek element p € P. Odtod sledi, mp(xp™"™t) = np(p") = T, torej je xp™~t € T. Ker je
p"t € PinT C P, velja x € P. Torej je P’ = P. Dokazali smo celo ve¢, kot trdi izrek.
Q.E.D.

Izrek 11 Naj bosta T in P zaprti predureditvi na polgrupi S in naj P vsebuje T'. Potem

identicni endomorfizem polgrupe S inducira izomorfizem grup Gr/7r(P) in Gp.

Dokaz : Ker predureditev P vsebuje predureditev T', je preslikava ¢ : Gr — Gp, kjer
za vsak x € S postavimo ¢(mr(z)) = mp(x), dobro definirana. Izra¢unajmo njeno jedro.
Ce je mp(z) = P, potem x € P, in zato mp(x) € mp(P). Trditev sledi iz prvega izreka o

izomorfizmu. Q.E.D.

1.4 Cikli¢cne predureditve

Naj bo p, grupa vseh kompleksnih n-tih korenov enice. Ce je ¢ : S — p,, homomorfizem
polgrup, potem je mnozica ¢~1(1) o¢itno zaprta predureditev na polgrupi S z eksponentom

n. Taki predureditvi pravimo ciklicna predureditev.

Lema 12 Zaprta predureditev T' na polgrupi S je ciklicna natanko tedaj, kadar je grupa

Gr cikliéna.

Dokaz : Naj bo T ciklicna predureditev na polgrupi S eksponenta n in naj bo ¢ :
S — p, pripadajoci polgrupni homomorfizem. Ker je ¢(7') = 1, inducira ¢ surjektiven
homomorfizem grup ¢’ : Gp — p,. Ker je ¢71(1) =T, je ¢ tudi injektiven.

Ce je grupa Gy cikliéna, potem obstajata naravno stevilo n in izomorfizem ¢’ : G —

fn. Preslikava ¢ = ¢ o : S — p, je homomorfizem polgrup z zeleno lastnostjo

o 1) =T. Q.E.D.
Ciklicna predureditev svojega polgrupnega homomorfizma ne dolo¢a enolicno. Nekaj
pa vseeno lahko povemo.

Izrek 13 Naj bo S polgrupa, n naravno stevilo in ¢, : S — p, polgrupna homomorfizma.

Ce velja ¢~(1) = 1p='(1), potem obstaja tako stevilo 1 tuje proti n, da velja 1) = ¢
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Dokaz : Oznacimo T := ¢~1(1) = ¢»~'(1). Ocitno je T zaprta predureditev. Naj bosta
¢, : Gy — i, inducirana homomorfizma. Po lemi 12 sta ¢ in 1) izomorfizma grup.
Torej je preslikava 1) o 5_1 avtomorfizem grupe p,. Toda vsak avtomorfizem grupe u, je

potenciranje s stevilom tujim proti n. Q.E.D.

Ce je T zaprta predureditev na polgrupi S, potem preslikava ¢ — ¢ o T podaja
bijektivno korespondenco med grupnimi homomorfizmi iz G v p,, in polgrupnimi homo-

morfizmi iz S v pu,, ki preslikajp mnozico T" v 1.

Lema 14 Naj bo G poljubna Abelova grupa koncnega eksponenta in x,y € G poljubna
nenicelna elementa. Naj bo red elementa x enak r. Potem obstaja tak grupni homomor-

fizem x : G — C*, da velja x(z) = >/ in x(y) # 1.

Dokaz : Naj bo B podgrupa generirana z elementoma x in y. Grupa B je kon¢na
Abelova, zato jo lahko razcepimo na ciklicne podgrupe. Odtod se hitro vidi, da obstaja
tak homomorfizem grup ¢ : B — C*, da velja ¢(z) = ™" in ¢(y) # 1. Ker je grupa
C* deljiva, lahko ¢ razsirimo do homomorfizma y : G — €~ (glej [3], Theorem 10.23), ki

ima zelene lastnosti. Q.E.D.

Izrek 15 Naj bo T zaprta predureditev na polgrupi S s strogim eksponentom n in naj

bo e € S\ T poljuben element. Potem obstaja tak surjektiven polgrupni homomorfizem

¢S — Uy, davelja (T) =1 in x(€) # 1.

Dokaz : Po posledici 9 obstaja tak element z € S, da velja ordr(z) = n. Ce uporabimo
lemo 14 z x = 7p(z) in y = mr(€), dobimo tak homomorfizem grup x : S — C*, da velja
2mi/n

x(z) = e in x(y) # 1. Iz prve zveze sledi, da je y surjektiven. Ker je grupa Gr

eksponenta n, je x(Gr) C u,. Preslikava ¢ := y o mp ima Zelene lastnosti. Q.E.D.

Posledico 16 bomo uporabili v razdelku 5.4. Tam bo S polgrupa nenicelnih elementov

nekomutativne domene in € = —1.

Posledica 16 Naj bo T zaprta predureditev na polgrupi S s strogim eksponentom n in
naj bo € € S\ T poljuben element. Potem je T = (P, kjer presek tece po vseh ciklicnih

predureditvah strogega eksponenta n, ki vsebujejo T' in ne vsebujejo €.
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Posledica 17 Naj bo S poljubna polgrupa in m > 2 poljubno naravno stevilo. Potem sta

naslednji trditvi ekvivalentni:

1. Obstaja surjektiven polgrupni homomorfizem ¢ : S — pip,.

2. Velja I1,,(S) # IL,,,/p(S) za vsako prastevilo p, ki deli m.

Dokaz : Ocitno druga trditev sledi iz prve. Druga trditev je ekvivalentna s trditvijo,

da je m strogi eksponent zaprte predureditve II,,(S). Torej posledica sledi iz izreka 15.

Q.E.D.

1.5 Mreza zaprtih predureditev

Lema 18 Naj bo T zaprta predureditev na polgrupi S. Naj bosta T} in Ty poljubni zaprti
predureditvi, ki vsebujeta predureditev T'. Potem je mp(Ty N'1T3) = mr(11) N wp(Th).

Dokaz : Ocitno je mp(T) NTy) C wp(Ty) N wp(T2). Vzemimo sedaj poljuben element
z € mr(Ty)Nmp(Ty). Potem obstajata taka elementa t; € T} in ty € Ts, da velja z = 7p(t;)
in z = mp(tz). Ker je mp(t1) = wr(t2), je po lemi 5 t;T N Tty # (. Torej obstajata taka
elementa u,v € T, da velja tju = vty. Ker je T' C 17 N'Ty velja tyu € Ty - T C 17 in
vty € T - Ty C Ty, Odtod sledi tyu € Ty N'Ty. Ker je wp(tiu) = mp(ty) = z, sledi, da
2 € mr(TyNTy). Q.E.D.

Izrek 19 Presek koncnega stevila predureditev je predureditev. Presek koncnega stevila

zaprtih predureditev je zaprta predureditev.

Dokaz : Naj bo T} predureditev eksponenta n; in T predureditev eksponenta ny. Ker je
I,,n,(S) C 1L, (S) N1IL,,(S) C T NTy, je podpolgrupa 17 N1y predureditev eksponenta
nins.

Ce sta predureditvi T} in Ty zaprti, definirajmo zaprto predureditev T = 1L, 0, ().
Ker velja T C 11,,,(S) € Ty in T C 1,,,(S) C Ty, sledi T C Ty N Ty. Po izreku 10 je
TiNT, = 7 (7p(Ty N T)). Po izreku 18 je wp(Ty N'Ty) = mp(Ty) N 7p(Ty). Odtod sledi

TiNTy = 7T7_~1(7TT(T1) Nrp(Ty)) = 7T7_~1(’/TT(T1)) N W}l(ﬂT(Tg)) =T, NT;. Torejje Ty NT,

zaprta predureditev.

Izrek sledi z indukcijo po sStevilu predureditev. Q.E.D.
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Izrek 20 Naj bosta T in Ty poljubni zaprti predureditvi na polgrupi S. Najmanjsa zaprta

predureditev, ki vsebuje T in Ty obstaja in je enaka
Tl * TQ = {Z € S, (Tl N TQ)Z(Tl N TQ) N (Tl N TQ)TlTQ(Tl N TQ) 7é @}

Dokaz : Naj bo T = T) NT,. Po izreku 19 je T zaprta predureditev. V grupi Gr
ustreza najmansi zaprti predureditvi, ki vsebuje 77 in 75 najmanjsa podgrupa, ki vsebuje
podgrupi 7r(Ty) in 77 (Ty). Ta podgrupa je 7p(Ty)mr(Ts). Iskana predureditev je torej
7t (np(Ty)7p(Ty)). Element z € S lezi v njej natanko takrat, ko je mp(z) = mp(ty)mr(ts)
za neka elementa t; € T7 in t5 € T5. Po lemi 5 velja to natanko takrat, ko velja T27T N

Ttit, T # 0. Q.E.D.

Po izreku 20 je mnozica vseh zaprtih predureditev, ki vsebujejo zaprto predureditev

T mreza za operaciji N in *, ki je izomorfna mrezi podgrup Abelove grupe Gr.
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2.

Razsiritveni izreki

Splosno znano je, da se da vsaka ureditev na komutativni domeni enoli¢no razsiriti na njen
obseg ulomkov. Ta rezultat so posplosili v mnoge smeri. Hebisch [6] je nasel potrebne in
zadostne pogoje, ki zagotavljajo obstoj razsiritve dane delne ureditve na polgrupi na dano
polgrupo desnih ulomkov in pokazal, da je ta razsiritev enoli¢na. V tem poglavju bomo
razvili podobno teorijo za predureditve na polgrupah. Poudarek je na dokazih izrekov 8

in 9, ki jih bomo v razdelku 5.1 uporabili za dokaz presecnega izreka za Orejeve domene.

2.1 Polgrupe desnih ulomkov

Namen tega razdelka je vpeljati pojem polgrupe desnih ulomkov in podati potrebne in
zadostne pogoje za njen obstoj.
Naj bo S polgrupa, ki vsebuje podpolgrupo >. Mnozica () se imenuje polgrupa desnih

ulomkov polgrupe S glede na ¥, ¢e velja
1. @ je monoid (polgrupa z enico).
2. Polgrupa S je podpolgrupa polgrupe Q.
3. Vsak element iz ¥ je obrnljiv v Q.

4. Za vsak element z € () obstajata tak element a € S in tak element o € ¥, da velja

Z = ax

Dogovorimo se, da so grske ¢rke rezervirane za elemente podpolgrupe .

Podpolgrupa ¥ polgrupe S se imenuje mnozica desnih imenovalcev, ¢e velja
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1. V polgrupi S lahko elemente iz X krajsamo z leve in z desne.

2. Velja desni Ore-Asanov pogoj. Za poljubna elementa a € S in a € ¥ obstajata taka

elementa z € S in £ € ¥, da velja a§ = ax.

Izrek 1 Naj bo ¥ podpolgrupa polgrupe S. Polgrupa desnih ulomkov polgrupe S glede na
> obstaja natanko tedaj, ko je ¥ mnoZica desnih imenovalcev.

Ce je Q polgrupa desnih ulomkov polgrupe S glede na ¥, potem za poljubna elementa
aa~t € Q in b3t € Q velja

aa P == xS EY : af =prinal =bx

Vse€SVoeX: bo=as=aa' b3~ =as(Bo)".

Ce polgrupa Q obstaja, jo ti dve relacifi enolicno dolocata.
Dokaz je v [5].

Izrek 2 Naj bo ¥ mnoZica desnih imenovalcev v polgrupi . Naj bo Q) polgrupa desnih
ulomkov polgrupe S po ¥ in naj bo U poljuben monoid.

Potem obstaja naravna bijektivna korespondenca med homomorfizmi iz monoida Q) v
monoid U in med homomorfizmi iz polgrupe S v monoid U, ki slikajo elemente mnoZica

>: v obrnljive elemente monoida U.

Dokaz : Naj bo ¢ : S — U tak homomorfizem polgrup, ki slika elemente mnozice 3 v
obrnljive elemente monoida U. Za poljubne elemente a,b € S in «, € 3, ki zadoscajo
ao! = bB~! obstajata po izreku 1 taka elementa € S in & € 3, da velja af = Sz in
a€ = br. Odtod sledi ¢(a)p(a) " = p(a)p(a€)™" = Bba)d(Ax) = H(B)H(F) ™. Odtod
sledi, da je s predpisom ¢'(aa™') = ¢(a)¢(a)~ dobro definirana preslikava ¢/ : Q — U.
Pokazimo sedaj, da je ¢’ homomorfizem polgrup. Naj bosta a,b € S in a,3 € ¥
poljubna elementa. Zaradi Ore-Asanove lastnosti obstajata taka elementa ¢ € S'in vy € X,

da velja by = ac. Torej velja
¢'(aa”t - b7 = ¢/ (ac(B7) ™) = ¢lac)p(By) ! =
= ¢la)p(c)d(y) " d(B) " = d(a)p(a) "o (b)o(B) " = ¢'(aa )¢/ (b37").

Ostale trditve v izreku je preprosto preveriti. Q.E.D.
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2.2 Enolicnost razsiritve

Naj bo T poljubna predureditev na polgrupi S. Ce je ¥ poljubna podpolgrupa polgrupe
S, potem je mnozica T' N ¥ neprazna, saj vsebuje elemente £", kjer je £ € ¥ in je n
eksponent predureditve T

Pravimo, da je predureditev T X-zaprta, e za poljubne elemente a € S'in §,n € XNT
iz éan € T sledi a € T. To je ekvivalentno z zahtevama, da iz £a € T sledi a € T in iz
an €T slediaeT.

Naslednji izrek pove, da je vsaka predureditev na S, ki se da razsiriti do predureditve

na Q = Q,(S, %) X-zaprta predureditev. Da nam tudi del eksistenénega izreka.

Izrek 3 Naj bo Q) polgrupa desnih ulomkov polgrupe S glede na mnozico desnih imeno-
valcev 33 in naj bo T predureditev eksponenta n na polgrupi S. Potem sta naslednji trditvi

ekvivalentna.
1. Predureditev T je ¥-zaprta.

2. Mnozica T' = T(T N X))~ je podpolgrupa polgrupe Q, ki zadossa T' NS = T in
(rny)ytcr.

3. Obstaga taka podpolgrupa P polgrupe Q, da velja PNS =T in (TNX)~' C P.

Vsaka predureditev P na polgrupi QQ, ki zadosca P NS = T ima avtomaticno lastnost

(rny)~tcp.

Dokaz : Recimo, da drzi tocka 3. Vzemimo poljubne elemente a € S and £,7 € T'N X,
ki zadoscajo Ean € T. Ker je P podpolgrupa in ker je &1, n7t € (T NX)™! C P, sledi
acé& Iyt CP-P-PCP.KerjePNS=T,jeacT. Torej drzi tocka 1.

Privzemimo sedaj, da drzi tocka 1. in definirajmo 7" = T(T' N )7L

Pokazimo najprej, da je (T NX)~!'T C T(T N X)~!'. Vzemimo poljubna elementa
EeTnNXinaeT. PoOre-Asanovi lastnosti obstajata taka elementa ¢ € S in 7 € ¥,
da velja at = £c. Sledi et = ar™ € T. Ker je predureditev T' Y-zaprta, sledi, da je
cr™~ ! € T. Odtod sledi Zelena relacija £ la = et Ir ™ e T(TNX)~L

Zaradi prejsnjega odstavka velja racun 77 -T' =T(TNX)" - T(TNX)t=T- (TN
D)) (TN CT-(T(TNE)™ ) (TN P CT(TNE)"! =T Torej je mnozica
T’ podpolgrupa polgrupe Q.
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Dokazimo zdaj, da velja 7/'NS = T. Cejet € T, potem je t = ()¢ € T’ za
poljuben element ¢ € TNY. Torej je T C T'NS. Ceje s € T'N S, potem obstajata taka
elementa a € T in o € T N Y, da velja s = aa~!. Ker je predureditev T' ¥-zaprta in ker
jesa=a€cT,slediseT.

Ker polgrupa S nima nujno enice moramo dokazati tudi (TN %)™t C T'. Za vsak
element € TNXjefeTiné?eT N, zatoje L =E62eT.

Torej drzi tocka 2. Ocitno iz 2. sledi 3. Preostane Se dokaz zadnje trditve.

Naj bo P taka predureditev na Q, ki zadoséa PN S = T in naj bo £ € (TN X)~?
poljuben element. Potem velja 1 =& 1(¢Hm e T 1,,(Q) CP-PCP Q.E.D.

Naslednji izrek pove, da se da predureditev na kvecjemu en nacin razsiriti na polgrupo

desnih ulomkov.

Izrek 4 Naj bo Q polgrupa desnih ulomkov polgrupe S glede na mnozico desnih imeno-
valcev X in naj bo T predureditev eksponenta n na polgrup: S.

Naj bo P taka podpolgrupa grupe Q, da velija PNS =T in (T NX)~' C P. Potem je
P=T(TNnY)'={a ' €Q; a1 eT}.

Ce obstaja predureditev P na polgrupi Q, ki razsirja predureditev T, potem je P =
T(TNY)™ L

Dokaz : Zadosca, ¢e dokazemo, da je P = {aé™! € Q; a¢"~! € T'}. To nam da enoli¢nost
razsiritve. Po izreku 3 odtod sledi, da je P = T(T NX)~".

Vzemimo poljubna elementa a € S in o € ¥, ki zadoscata aa~t € P. Sledi aa™ ! =
(aa"Ha" € P-T C P, ker je T C P in ker je P podpolgrupa. Iz P NS = T sledi, da
aa"teT.

Ce aa™' € T zanek a € S in a € ¥, potem je aa™! = (aa™ )a™" € T(TNX)"! C
P - P C P po izbiri P.

Vsaka predureditev P na polgrupi @), ki razsirja predureditev T ima po izreku 3
lastnost (T'NX)~! C P. Torej po prvem delu izreka sledi, da je P =T(TN¥)~!. Q.E.D.

2.3 Eksistenca razsiritve

Naj bo @ polgrupa desnih ulomkov polgrupe S glede na mnozico desnih imenovalcev .

Naj bo T' ¥-zaprta predureditev na polgrupi S in naj bo 7" = T(T N X)~!. Rezultati iz
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prejsnjega razdelka napeljujejo na naslednje vprasanje. Ali je mnozica T = T(T NY)~!
predureditev na polgrupi S? Ali je predureditev eksponenta n?

Ce je mnozica ¥ vsebovana v centru polgrupe S, potem je odgovor na obe vprasanji
pozitiven. To sledi iz 11,,(Q) C II,(S)(I1,(X))™, T,(S) C T in I,(X) C TNX. V
nadaljevanju bomo nasli bolj splosen pogoj, ki bo zagotavljal, da je odgovor na obe

vprasanji pozitiven.

Trditev 5 Naj bodo ), S, Y kot zgoraj. Naj bo T ¥-zaprta predureditev eksponenta n na
polgrupi S in naj bo T = T(T' NX)~L.

Naslednje trditve so ekvivalentne.
1. Za poljubne elemente a,c € S in & € TNX izalc €T slediac e T.
2. Za poljubne elemente a,b € S iné € TNX izab €T sledi aé~'b € T".

3. Za poljubne elemente ay,...,ar € S n &,....& € TNY 1z ay---a, € T sledi
wét a1

4. Za poljubne elemente ay,...,ay € S inay,...,ap €Y izayay ' apal ™t € T sledi

oyt apat €T
Tudi naslednje trditve so ekvivalentne.
5. Za poljubne elemente a,c € S in & € TNYX izac €T sledi afc € T.
6. Za poljubne elemente a,b € S in £ € TNY izal b e T slediab e T.

7. Za poljubne elemente ay,...,a € S in &,...,& € TNY iz &yt - apéyt € T
slediay---a, €T.

8. Za poljubne elemente ai,...,ay €S in ay,...,ap €Y iz ajoy’ - akoz,;l e T’ sledi

aal ™t apa Tt e T

Dokaz : Dokazimo, da velja 1. < 2. < 3. < 4. Ce v slede¢em dokazu obrnemo puscice,
dobimo 5. & 6. & 7. & 8.

Privzemimo, da drzi trditev 1. Vzemimo poljubna elementa a,b € S, ki zadoscata
ab € T in poljuben element £ € T'N Y. Po Ore-Asanovi lastnosti obstajajo taki elementi
c€ SinT € X, daveljabr = éc. Ker je ab € T, sledi aé(cr™™') = abr™ € T. Ce
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uporabimo trditev 1. dobimo act™' € T. Sledi a£~'b = a& 'or"7™™ = (actT" 1 )77" €
T(TNX)™' =T Torej drzi trditev 2.

Ce drz trditev 2., vzemimo poljubne elemente a,c € S in & € TN Y, ki zadoscajo
(a€)c € T. Sledi ac = (a&){ e € T. Torej drzi trditev 1.

Ce vstavimo k = 2 v trditev 3., dobimo 2.

Privzemimo, da drzi trditev 2. Ce k — 1 krat uporabimo dejstvo, da iz predpostavke
abr=! € T’ sledi aé~'br= € T" za poljubne a,b € S in &,7 € T N Y., potem dobimo
naslednje zaporedje sklepov a; - --ap_1axéy ' €T = ay - ap 1 & &y €T = ... =
&t a1 & €yt € T'. Torej drzi trditev 3.

Ekvivalenca med 3. in 4. sledi iz ajo; ' - -~ apay ' = (a0 )ag™ - - - (araf V)™ in iz

dejstva, da af,...,a} € T'NX za poljubne ay,...,a, € Sin ay,...,ap € X. Q.E.D.

Izrek 6 Naj bodo (), S, kot zgoraj. Naj bo T X-zaprta predureditev eksponenta n na
polgrupi S in naj bo T = T(T NX)~1.

Ce ima T lastnost 1. iz trditve 5, potem je T' predureditev eksponenta n.

Dokaz : Naj bo T taka Y-zaprta predureditev eksponenta n, da iz predpostavke a&c € T
sledi ac € T za poljubne elemente a,c € Sin £ € TN X.

Za poljuben z € I1,,(Q) obstaja tako konéno zaporedje (aq, 1), ..., (ax, o)) v mnozici
S x ¥, da vsak element nastopa z veckratnostjo, deljivo z n in da velja z = a;ai " - - - apa, .

Ker je ajaf ™' ---apal ™ € I1,,(S) C T, sledi po tocki 4. trditve 5, da velja z € T" Q.E.D.

2.4 Lastnosti, ki se ohranjajo pri razsiritvah

Izrek 7 Naj bodo Q, S, > kot zgoraj. MnoZica T je ¥-zaprta predureditev na S eksponenta
n s permutacijsko lastnostjo natanko tedaj, ko je mnozica T' = T(T N X))~ predureditev

eksponenta n na polgrupt Q) s permutacijsko lastnostjo.

Dokaz : Naj bo T X-zaprta predureditev eksponenta n s permutacijsko lastnostjo. Potem

ima T lastnosti 1. in 5. iz trditve 5. Privzemimo, da velja alozl_l - -akoz,:l € T'. Po last-

1

nosti 8. iz trditve 5 sledi a;af " - - apaf ™" € T. Ker ima T permutacijsko lastnost, sledi

aw(l)afr(_ﬁ - -aﬂ(k)az(_kl) € T za poljubno permutacijo m mnozice {1,...,k}. Po lastnosti
4. iz trditve 5 sledi aw(l)a;(ll) e aﬂ(k)a;(lk) € T'. Torej ima mnozica 1" permutacijsko

lastnost. Odtod sledi po izreku 6, da je 7" predureditev eksponenta n. Q.E.D.
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Izrek 8 Naj bodo Q, S, kot zgoraj. Mnozica T je zaprta predureditev na S eksponenta

n natanko tedag, ko je mnoZica T' = T(T N X))~ zaprta predureditev na Q eksponenta n.

Dokaz : Ce je T zaprta predureditev, ima tudi permutacijsko lastnost. Po izreku 7 je
mnozica T" predureditev eksponenta n.Dokazujemo, da je tudi predureditev T” zaprta.
Najbodoa € S, £ € X, acTinte TN taki elementi, da velja aé~'br=t € T".
Odtod sledi (a&" 10 = (a& b Y7 € T'. Kerje " € NT, dobimo odtod po lastnosti
6. iz trditve 5 da velja aé"~'b € T. Ker je predureditev T zaprta, sledi a&” ! € T. Torej
res velja al™! = a¢" ¢ e T(T NY)~t =T, kar smo Zzeleli dokazati. Q.E.D.

Izrek 9 Naj bodo Q), S, X kot zgoraj. MnoZica T je ciklicna predureditev eksponenta n na

1

polgrupi S natanko tedag, ko je mnoZica T" = T(T'NX)~" ciklicna predureditev eksponenta

n na polgrupi Q.

Dokaz : Naj bo T ciklicna predureditev in naj bo ¢ : S — p, tak polgrupni homomor-
fizem, da velja T = ¢~1(1). Po izreku 2 lahko ¢ razsirimo do homomorfizma ¢’ : Q — fi,,.
Naj bo P = (¢/)~'(1). Ocitno je P cikliéna predureditev eksponenta n. Ce dokazemo
PNS =T, bo iz enoli¢nosti razsiritve sledilo P = T". Naj bo x € PN S poljuben element.
Torej je ¢(x) = ¢'(x) =1 in zato € T. Obratna smer je ocitna. Q.E.D.
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3.
Kadison-Duboisova reprezentacija

Kadison-Duboisova reprezentacija (glej [8],[10] in [11]) velja za kolobarje, ki niso nu-
jno asociativni ali komutativni. Njen dokaz uporablja tehnike iz funkcionalne analize
(Banach-Alaoglujev in Krein-Milmanov izrek). Becker in Schwarz [12] sta za komutativne
kolobarje nasla konkreten opis reprezentacijskega prostora in zelo poenostavila dokaz. V

tem poglavju njun opis reprezentacijskega prostora razsirimo na asociativne kolobarje.

3.1 Predstozci in moduli
Naj bo R poljuben kolobar z enico (ne zahtevamo niti komutativnosti niti asociativnosti).

Mnozica H C R se imenuje predstoZec, ¢e zadoSc¢a naslednjim lastnostim:

1. H+ H C H,
2. H-HC H.
3.0,1€H,
4. —1¢H,

Mnozici, ki zados¢éa samo prvim trem lastnostim pravimo podpolkolobar v R. Ce je H
poljuben podpolkolobar v R potem velja —1 ¢ H natanko tedaj, ko H ni podkolobar.
Predstozci so torej ravno tisti podpolkolobarji, ki niso podkolobarji.

Primeri predstozcev:

1. Naj bo R poljuben kolobar z enico in naj bo N ={n-1; n=0,1,2,...}. Mnozica

N je vsebovana v vsakem predstozcu na kolobarju R. Torej so ekvivalentne trditve:
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(a) Kolobar R ima karakteristiko 0.
(b) Mnozica N je predstozec na R.

(c) Na R obstaja vsaj en predstozec.

2. Obstaja naravna bijektivna korespondenca med predstozci H na kolobarju R, za
katere velja H N —H = {0} in med delnimi ureditvami < na R, za katere velja

0<1

3. Predureditve na kolobarjih (glej razdelek 6.1).

Naj bo H predstozec na kolobarju R. Mnozica H — H je podkolobar kolobarja R.
Pravimo, da je predstozec H usmerjen, ¢e velja H—H = R. V nadaljevanju bomo spoznali
dva primera usmerjenih predstozcev: arhimedske predstozce in izolirane predureditve.

Za vsak predstozec H vpeljimo naslednje oznake: H® = HN—H, H" = H\ —H in
H~ = —H\ H. Mnozici H° pravimo nosilec predstozca H. Oc¢itno je H pravi dvostranski
ideal v podkolobarju H — H. Ce je predstozec usmerjen, je njegov nosilec dvostranski
ideal v kolobarju R.

Podmnozica M C R je modul nad predstozcem H, Ce zadosta naslednjim §tirim

lastnostim:
1. M+ M C M,
2. HM C M,
3. MH C M,

4. 1€ M,

Modul M nad H je pravi, ¢e velja —1 € M. Najenostavnejsi primer pravega modula nad
H je kar mnozica H. Ocitno je unija narascajoce druzine pravih modulov nad H spet
pravi modul nad H. Za vsak predstozec H torej obstaja maksimalen pravi modul nad H.

Naj bo H usmerjen predstozec in M modul nad H. Potem je M pravi modul natanko
tedaj, ko je prava podmnozica kolobarja R. V tem primeru je mnozica M N —M pravi
dvostranski ideal v kolobarju R.

Za poljubno mnozico S oznacimo S¢ = {r € R;3k € IN : kr € S}. Pravimo, da je
mnozica S izolirana, ¢e velja S = S¢. O¢itno velja (S¢)¢ = S¢, torej je mnozica S vedno

izolirana mnozica.
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Ce je H predstozec, potem je mnozica H¢ tudi predstozec. Ce je M modul nad H,
potem je tudi M€ modul nad H (pa tudi nad H¢). Ce je modul M pravi, je tudi modul
M¢ pravi.

3.2 Arhimedski predstozci

Naj bo R poljuben asociativen kolobar z enico in naj bo P poljuben predstozec na R.
Pravimo, da je predstozec P arhimedski, ¢e za vsak element r € R obstaja tako naravno
stevilo k, da velja k —r € P. Ocitno je vsak arhimedski predstozec usmerjen.

Za vsak modul M oznacimo Arch(M) ={r € R; Yn€ N: 1+ nz € M°}. Pravimo,
da je modul M arhimedsko poln, ¢e velja Arch(M) = M.

Trditev 1 Naj bo M pravi modul nad arhimedskim predstoZcem P. Potem je mnoZica

Arch(M) arhimedsko poln pravi modul nad P in M C Arch(M).

Dokaz : Ocitno je M C Arch(M). Vzemimo poljubna elementa a,b € Arch(M) in
poljubno naravno Stevilo n. Potem velja 2(1 + n(a + b)) = (1 + 2na) + (1 + 2nd) €
Me + Me C M¢. Torej je a+ b € Arch(M€) = Arch(M). S tem smo dokazali zaprtost za
seStevanje.

Dokazimo §e zaprtost za mnozenje z elementi iz P. Naj bodo a € Arch(M), p € P
in n € IN poljubni. Ker je predstozec P arhimedski, obstaja tako naravno stevilo £, da
velja k —p € P. Potem velja k(1 + npa) = (k —p) + p(1 + kna) € P+ P - M°¢ C M€ in
k(14 nap) = (k — p) + (1 + kna)p € M¢. Torej pa € Arch(M) in ap € Arch(M).

Dokazimo sedaj, da je modul Arch(M) pravi. Ce —1 € Arch(M), potem je 14+2(—1) €
Me¢, kar je v nasprotju s predpostavko, da je modul M pravi.

Preostane se dokaz, da je modul Arch(M) arhimedsko poln. Vzemimo poljuben el-
ement a € Arch(Arch(M)) in poljubno naravno Stevilo n. Potem velja 1 + (n + 1)a €
Arch(M) in (n+1)(1 +na) =1+ n(l + (n+ 1)a) € M. Torej je 1 + na € M* za vsako
naravno Stevilo n, kar po definiciji pomeni, da a € Arch(M). Q.E.D.

Trditev 2 Naj bo M pravi modul nad arhimedskim predstoZcem P. Naj bo a € R tak
element, da —1 € M — X(PaP). Potem a € Arch(M).
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Dokaz : Ker —1 € M — X(PaP), obstaja tako naravno Stevilo [ in taki elementi
D1, Q1,50 q € Pinm € M, da velja —1 = m — pjaq; — ... — pjaq;,. Ker je pred-
stozec P arhimedski, obstaja tako naravno stevilon > 1, da veljan—p; € Pinn—q; € P
zavsak i =1,...,[.

Definirajmo mnozico A = {%; 7,5 € N,r+sa € M*°}. Ker je predstozec P arhimedski,
je mnozica A neprazna. Trdimo, da je inf(A) = 0. Vzemimo poljubni naravni stevili r, s,
za katere velja r+sa € M¢. Naj bo k := In®. Potem velja kr —s+ksa = In*(r+sa) —s =
Yt =i+ pi)(r +sa)(n — g+ q) — s = Tiy(n—p)(r +sa)(n—q) + i pi(r +
sa)(n —q) + X (n—p)(r+sa)g +r X' pigi + sm € Me.

Loc¢imo dve moznosti. Ce je L> %,
kr — s+ ksa € M€ sledi, dag—%:% e A. Ceje t< %,potemjes—kr>0. Odtod
sledi, da r + ksa = (kr — s + ksa) + (s — kr) +r € M°. Torej je > € A. Ker je stevilo k
fiksno, odtod sledi, da je inf(A) = 0.

potem sta kr — s in ks naravni Stevili, zato iz

Vzemimo poljubno naravno stevilo n. Po pravkar dokazanem obstajata taki naravni
Stevilirin s, da velja £ € Ain £ < 2. Odtod sledi s(1+4na) = n(r+sa)+ (s —nr) € M€,
torej je res a € Arch(M). Q.E.D.

Izrek 3 Naj bo M pravi modul nad arhimedskim predstozcem P. Potem je Arch(M) =
NS, kjer presek tece po vseh maksimalnih pravih modulih nad P, ki vsebujejo modul M .

Dokaz : Ker je S maksimalen modul nad P, sledi po trditvi 1, da je Arch(S) = S.
Ocitno je Arch(M) C Arch(S). Torej je leva stran res vsebovana v desni.

Dokazimo sedaj, da je desna stran vsebovana v levi. Vzemimo poljuben element
a € NS in poljubno naravno stevilo n. Ce 1 + na ¢ Arch(M), potem je po trditvi 2
modul M’ = M — 3(P(1 4 na)P) pravi. Po Zornovi lemi obstaja tak maksimalen pravi
modul S nad P ki vsebuje modul M'. Iz —1 —na € S in a € S sledi protislovie —1 € S.
Torej 1+ na € Arch(M) za vsako naravno stevilo n. Ker je po trditvi 1 modul Arch(M)
arhimedsko poln, sledi a € Arch(M). Q.E.D.

Izrek 4 Naj bo S maksimalen pravi modul nad arhimedskim predstozcem. Potem velja

SU-=S=R.

Dokaz : Vzemimo poljuben element a ¢ S. Mnozica S + ¥(PaP) je modul nad P, ki
strogo vsebuje modul S. Ker je S maksimalen pravi modul, odtod sledi —1 € S+%(PaP).
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Po trditvi 2 odtod sledi, da —a € Arch(S) = S. Q.E.D.

3.3 Reprezentacijski prostor

Naj bo R asociativen kolobar z enico, P predstozec na R in M pravi modul nad P. Ce
velja M U —M = R, pravimo, da je modul M polureditev nad P. Po izreku 4 je vsak

maksimalen pravi modul nad arhimedskim predstozcem P tudi polureditev nad P.

Izrek 5 Naj bo P arhimedski predstoZec na kolobarju R in naj bo M polureditev nad P.
Potem obstaja natanko en unitalen homomorfizem ¢g iz kolobarja R v kolobar realnih

Stevil, ki zadosca ¢g(S) > 0.

Dokaz : Vzemimo poljuben element @ € R in definirajmo Mg(a) = {%; (r,s) € Z x
IN & r — sa € S}. Ker je predstozec P arhimedski, obstajata taki naravni stevil k in [,
da velja k —a € P in l+ a € P. Iz prve relacije sledi, da je mnozica Mg(a) neprazna. Iz
druge relacije dobimo, da je mnozica Mg(a) navzdol omejena. Za vsak element ~ € Mg(a)
namre¢ velja r+ sl = (r—sa)+s(l+a) € S. Ker je modul S pravi, odtod sledi r+ sl > 0,
torej je © > —I.

Definirajmo ¢g(a) = inf Mg(a) za vsak element a € R.

Dokazimo najprej, da je ¢g(1) = 1. Ker je modul S pravi, velja r — s € S natanko
tedaj, ko je r —s > 0. Torej je £ € Mg(1) natanko tedaj, ko je = > 1. To pomeni, da je
inf Mg(1) = 1.

Dokazimo sedaj, da je ¢s(—a) = —¢s(a) za vsak a € R. Vzemimo poljubna elementa
L€ Ms(a) in * € Mg(—a). Odtod sledi vr+su = v(r —sa) +s(u+wva) € S. Ker je modul
S pravi, je vr +su=>0. Iz £+ % > 0 sledi ¢g(—a) > —¢s(a). Ce je ¢ps(—a) # —ps(a),
potem obstaja tako racionalno stevilo ™, da je ¢g(—a) > ™ > —¢g(a). Odtod sledi
g Ms(—a) in =7 & Mg(a). Torej je m +na € Sin —m —na ¢ S, kar je v nasprotju s
predpostavko, da je S polureditev.

Naj bosta a,b € R poljubna elementa. Trdimo, da je ¢gs(a + b) = ¢g(a) + ¢s(b).
Vzemimo poljubna © € Mg(a) in % € Mg(b). Potem je (vr+su) —vs(a+b) = v(r —sa) +
s(u—wvb) € S, torej je £+ % = = € Mg(a+0b). Odtod sledi ¢pg(a+0b) < ¢s(a)+ ¢s(b).
Nasprotno oceno dobimo, ¢e zamenjamo a in b z —a in —b in upostevamo prejsnji odstavek.

Naj bosta a,b € R poljubna elementa. Trdimo, da je ¢g(ab) = ¢g(a)ps(b). Ker je
P— P = Rin ¢g aditivna, lahko privzamemo, da je b € P. Vzemimo poljubna - € Mg(a)
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in * € Mg(b). Ker je S modul nad P, velja ru — svab = (r — sa)vb + r(u — vb), torej
je = € Mg(ab). Odtod sledi ocena ¢g(ab) < ¢g(a)ps(b). Nasprotno oceno dobimo, ce
zamenjamo a z —da.

Dokazimo Se enoli¢nost. Naj bo ¢ : R — IR tak unitalen homomorfizem kolobarjev, da
velja ¢(S) > 0. Naj bo a € R poljuben element. Ce je ¢g(a) < ’, potem je r —sa € S.
Odtod sledi 7 — s¢(a) = ¢(r — sa) > 0, torej je ¢(a) < %. To pomeni, da je ¢(a) < ds(a).

Nasprotno oceno dobimo, ¢e zamenjamo a z —a. Q.E.D.
Trditev 6 Za vsako polureditev S velja ¢5'(RT) = Arch(S).

Dokaz : Naj bo a € R tak element, da je ¢g(a) > 0. Naj bo n poljubno naravno stevilo.
Ce 14+na & S, potem 1+na € —S. Odtod sledi, da je 1+ ng¢g(a) < 0, torej ¢g(a) < —%,
kar je v nasprotju z izbiro elementa a. Torej je 1 4+ na € S za vsako naravno stevilo n, se
pravi a € Arch(S).

Obratno, ¢e je a € Arch(S), potem je 1 + na € S za vsak naraven n, torej je 1 +
nes(a) > 0 za vsak naraven n. Odtod sledi, da je ¢g(a) > 0. Q.E.D.

Naj bo M pravi modul nad arhimedskim predstozcem P. Mnozici Xp(M) = {¢ €
Hom(R,R); ¢(M) > 0} pravimo reprezentacijski prostor modula M.

Izrek 7 Naj bo P arhimedski stoZec na kolobarju R in M modul nad P. Preslikavi
F:¢— ¢ YR in G: S — ¢s podajata bijektivno korespondenco med elementi

reprezentacijskega prostora modula M in maksimalnimi moduli nad P, ki vsebujejo modul

M.

Dokaz : Vzemimo poljuben element ¢ € Xp(M). Trdimo, da je mnozica ¢~ 1(R")
maksimalen modul nad P, ki vsebuje M. Ocitno je ta mnozica polureditev nad P,
ki vsebuje modul M. Naj bo S maksimalen pravi modul nad P, ki vsebuje mnozico
#~1(R") in naj bo ¢g pripadajo¢i homomorfizem kolobarjev. Ker je ¢s(¢~*(R")) C R
in ¢(¢p~H(RT)) C R, velja ¢ = ¢g. Odtod sledi S C ¢5'(R") = ¢~1(RT) C S. Torej je
mnozica ¢~ (R") = S res maksimalen modul nad P. Odtod sledi tudi, da je ¢¢*1(IR+) = ¢,
kar je ravno G(F(¢)) = ¢. Za poljuben maksimalen pravi modul S’ nad P velja po trditvi

F(G(S") = ¢4 (RT) = Arch(S') = 5. Q.E.D.
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Izrek 8 Naj bo M pravi modul nad arhimedskim predstoZcem P. Najsibkejsa topologija
na reprezentacijskem prostoru Xp(M), za katero so vse evaluacije a : ¢ — ¢(a) zvezne,

je kompaktna.

Dokaz : Za vsak element a € R izberimo tako naravno stevilo k,, da velja k, £ a € P.
Oznacimo X = Xp(M), Y = {¢; ¢ funkcijaiz Rv Rin —k, < ¥(a) < k, za vsak a € R}.
Z = {f; f funkcija iz R v R}. Ocitno velja X C Y C Z. Na Z vsamemo najsibkejso
topologijo v kateri so vse evaluacije zvezne. (To je ravno topologija konvergence po
tockah.) Prostor Y (z relativno topologijo) je homeomorfen prostoru [T,cr|[—Fka, ka] (s
produktno topologijo), zato je kompakten po izreku Tihonova. Dokazimo, da je podpros-
tor X zaprt v prostoru Y in zato kompakten. Naj bo 1 poljuben element iz zaprtja X
v Y. Vzemimo poljubna a,b € R in € > 0. Potem obstaja tak element ¢ € Xp(M),
da velja [6(a) — ¥(a)] < 5, [6(b) — b(B)] < 5= in |p(ab) — v(ab)| < & Potem je

[¥(ab) — ¥ (a)p(b)] < |¢(ab) — pab)| +|¢(a)[[o(b) — ¥ (b)| + | (b)[[(a) — ¢ (a )! < e. Odtod
sledi, da je ¥ (ab) = ¥ (a)1(b). Podobno dokazemo se ©(a +b) = ¥ (a) +1(b), (1) =1 in
(M) >0, torej res ¢ € Xp(M). Q.E.D.

3.4 Kadison-Duboisova reprezentacija

Naj bo M pravi modul nad arhimedskim predstozcem P. Po definiciji topologije na
reprezentacijskem prostoru Xp(M) velja a € C(Xp(M),R) za vsak element a € R. Po

trditvi 5 je reprezentacijski prostor neprazen in po izreku 8 je kompakten. Preslikavi
®:R— C(Xp(M),R), ®(a)=a

pravimo Kadison-Duboisova reprezentacija (kolobarja R glede na modul M.) O¢itno
je ® unitalen homomorfizem kolobarjev, ki zadosca ®(M) C CT(Xp(M),R), kjer je

CH(Xp(M), R) mnozica nenegativnim zveznih funkeij. Lahko dokazemo celo vec.
Izrek 9 Pri gornjih predpostavkah velja
“HCT(Xp(M),R)) = Arch(M).
2. ®71(0) = Arch(M) N —Arch(M).
3. Mnozica Q-®(R) je gosta v C(Xp(M),R), glede na topologijo konvergence po tockah.
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Dokaz : Velja @ (CH(Xp(M),R)) ={a € R; a € CT(Xp(M),R)} = {a € R; ¢(a) €
R za vsak ¢ € Xp(M)} = Nyexpary ¢ ' (RT) Po izreku 7 je ta mnozica enaka mnozici
NS kjer S tece po maksimalnih pravih modulih nad P, ki vsebujejo modul M. Po izreku
3 je ta mnozica enaka Arch(M).

Druga trditev sledi iz prve. Tretja trditev sledi iz Stone-Weierstrassovega izreka.

Mnozica IR - ®(R) namre¢ loé¢i tocke in vsebuje konstante. Q.E.D.

Posledica 10 Naj bo P arhimedski predstozec na kolobarju R.

1. Mnozica Arch(P) N —Arch(P) je reduciran ideal, ki vsebuje vse elemente oblike
xy —yx, kjer x,y € R.

2. Za vsak pravi modul M nad P je mnozica Arch(M) zaprta za mnoZenje. Posebej je

vsak maksimalen pravi modul S nad P zaprt za mnoZenge.

Skicirajmo Se klasic¢en pristop k Kadison-Duboisovi reprezentaciji. Naj bo P arhimead-
ski predstozec na R. Mnozica P’ = P/PY je arhimedski stoZec na faktorskem kolobarju
R' = R/P°. Nato stozec P’ razsirimo do arhimedskega stozca Py na racionalni algebri
Ry = R® Q. Preslikava t(z) := inf{r; r £ 2 € Arch(Px)} je norma na algebri Ry.
Ko napolnimo Ry v tej normi dobimo Banachovo algebro R* in Arch(Py) se razsiri do
stozca P* na R*. Urejena algebra (R*, P*) je izomorfna urejeni algebri (C(X),CT(X)),
kjer je X mmnozica pozitivnih karakterjev na algebri (R*, P*). Za dokaz nepraznosti in
kompaktnosti mnozice X potrebujemo Krein-Milmanov in Banach Alaoglujev izrek. Za

podrobnosti glej originalne ¢lanke. Prednosti Beckerjevega pristopa so:
1. je rahlo splosnejsi (M namesto P),
2. dobimo konkreten opis reprezentacijskega prostora z maksimalnimi polureditvami,
3. ne potrebujemo sredstev iz funkcionalne analize.

Problem pri uporabi Kadison-Duboisove reprezentacije je v tem, da za nas zanimivi
predstozci ponavadi niso arhimedski. Ta problem se delno resi tako, da se reprezentacija
uporabi na dolo¢enem podkolobarju kolobarja R.

Naj bo P poljuben predstozec na kolobarju R. Definirajmo mnozico A(P) = {a €
R; dk€IN: k+ae€ P}
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Izrek 11 Naj bo P poljuben predstozec na kolobarju R. Potem je mnoZica A(P) unitalen
podkolobar v R in mnoZica P N A(P) je arhimedski predstoZec na R.

Dokaz : Naj bosta a,b € A(P) poljubna elementa in naj bosta k, [ taki naravni stevili, da
velja k+a € P°in [+ € P°. Potem velja 2(kl —ab) = (k—a)(l+b)+ (k+a)(l—0) € P¢
in 2(kl + ab) = (k+a)(l+b) + (k —a)(l — b) € P¢. Odtod sledi, da kl + ab € P¢, torej
ab € A(P). Ostale trditve je enostavno preveriti. Q.E.D.

Naslednji izrek je neposredna posledica izrekov 9 in 11.

Izrek 12 Naj bo P poljuben izoliran predstoZec na kolobarju R.
1. Za vsak element a € A(P) je a® € Arch(P).
2. Ce a™ € Arch(P) za nek a € A(P) in nek lih n, potem je a € Arch(P).

3. I(P) := Arch(P) N —Arch(P) je reduciran ideal v A(P).
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4.

Ciklicni stozci na domenah

V prvem razdelku konstruiramo primer ciklicnega stozca na kolobarju kvantnih polinomov.
Preostanek poglavja je posvecen vprasanju: Ali obstaja taka domena, ki se ne da vloziti
v obseg in na kateri obstajajo ciklicni stozci vseh sodih eksponentov.

Domeno, ki se ne da vloziti v obseg je konstruiral Malcev [13], Vinogradov [14] pa je

pokazal, da je ta domena linarno urejena.

4.1 Definicije

Domena je asociativen kolobar z enico, ki nima deliteljev nica.

Lema 1 Za poljubno podmnozico P domene D so ekvivalentne trditve:
1. P je pozitivni stoZec kake delne ureditve na D,
2. P+PCP,P-PCPinPn—P={0},
3. P+ P*C P, P*-P*CP*in0eP.

Tu smo oznacili P* = P\ {0}.

Mnozici, ki zadosSca eni od ekvivalentnih lastnosti v lemi 1 pravimo pozitivni stozZec.
Stevilo n se imenuje eksponent pozitivnega stozca P, ¢e velja II,(D) C P. Pozitiven
stozec P ima eksponent n natanko tedaj, ko je mnozica P* predureditev eksponenta n

na polgrupi D* = D \ {0}.
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Pozitivnim stozcem, ki imajo kak eksponent pravimo stoZci. Vsak stozec vsebuje 1 in
zato ne vsebuje —1. Torej je vsak stozec tudi predstozec. Poljuben eksponent poljubnega

stozca je sodo stevilo. V petem poglavju bomo potrebovali tole karakterizacijo stozcev.

Lema 2 Za poljubno podmnozico P domene D sta ekvivalentni trditvi:
1. P je stozZec,

2. 0 € P in mnoZica P* je aditivna predureditev na polgrupi D*.

Naj bo p grupa vseh kompleksnih §tevil z absolutno vrednostjo 1. Homomorfizem
grup ¢ : D* — p je signatura, ¢e je mnozica ¢~'(1) zaprta za seStevanje. Pravimo, da
je signatura ¢ eksponenta n, ¢e velja ¢(D*) C u,. Za poljubno signaturo ¢ je mnozica
¢~ (1) U {0} pozitiven stozec. Vsakemu pozitivnemu stozcu take oblike pravimo ciklicen

pozitiven stoZec.

Lema 3 Za poljubno podmnozico P domene D so ekvivalentne trditve:
1. P je ciklicen stoZec.
2. 0 € P in mnozica P* je aditivna ciklicna predureditev na polgrupi D*.

3. Obstaja taka signatura ¢ na D* konénega eksponenta, da velja P = o~1(1) U {0}.

Odnose med pojmi, ki smo jih uvedli v tem razdelku ponazarja naslednji diagram:

predureditve na stozci na pozitivni stozci
polgrupi D* — domeni D — na domeni D
T T T

ciklicne predureditve <« ciklicni stozci —  cikliéni pozitivni

na polgrupi D* na domeni D stozci na domeni D

Primer : Naj bo a tako realno stevilo, da je a > 0 in a # 1. Naj bo S polgrupa vseh
besed na mnozici {z,y} in naj bo IR[S] pripadajoci polgrupni kolobar nad obsegom realnih
stevil. Naj bo I dvostranski ideal v kolobarju IR[S] generiran z elementom yx — azy in naj
bo D = R[S]/I. Kolobar D je Orejeva domena. Pravimo mu kolobar realnih kvantnih

polinomov v dveh spremenljivkah.
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Vsak element p € R se da enoli¢no izraziti kot p = ao(z)y* + ... + ax_1(2)y + ax(z),
kjer ap(z),...,ar(z) € R[z]. Vzemimo poljubno sodo naravno §tevilo n Za vsak p # 0

definirajmo o(p) = sgn(ag(z))e? /™,

Tu je sgn(ag(z)) predznak vodilnega koeficienta
polinoma ag. Trdimo, da je o signatura eksponenta n na domeni D.

Dokazimo, da je preslikava ¢ polgrupni homomorfizem. Vzemimo Se en element ¢ =
bo(z)y'+. . .+b_1(x)y+b(z) kolobarja R. Potem je pg = co(z)y™+. .. +cm1(2)y+cm(2),
kjer je m = k-1 in vodilni keeficient polinoma cy(x) je ravno produkt vodilnih koeficientov

polinomov ag(z) in by(z) pomnozen z ustrezno potenco Stevila a. Odtod sledi, da je

2mi(k+1)/n 2mim/n

o(p)o(q) = sgn(ao(x))sgn(bo(z))e = sgn(co(z))e = o(pq).

Dokazimo $e, da je mnozica o~1(1) zaprta za sestevanje. Naj bosta p = ao(z)y*+...+
ar(x) in ¢ = bo(z)y' +. ..+ b(z) poljubna elementa mnozice o~*(1). Lo¢imo tri moZnosti.
Ce k < I, potem imata polinoma p+ ¢ in ¢ isti vodilni ¢len, zato velja o(p+¢q) = o(q) = 1.
Ce k > [, potem imata polinoma p+¢ in p isti vodilni élen, zato velja o(p+q) = o(p) = 1.
Ce je k = I, potem imata polinoma ag(z) in by(y) vodilni koeficient istega predznaka, ki
se o¢itno ujema s predznakom vodilnega koeficienta polinoma ag(x) 4 bo(z). Torej je tudi
v tem primeru o(p+¢q) = o(q) = 1.

Zelo podobno bi lahko konstruirali signaturo eksponenta n na Weylovi algebri poljub-

nega reda. Tudi Weylova algebra je zelo pomembna v kvantni mehaniki.

4.2 Polgrupa Malceva

Pravimo, da polgrupa S zados¢a pogoju Z, ¢e za poljubne elemente a, b, c,d, z,y,u,v € S,

ki zadoscajo ax = by, cx = dy in au = bv, velja cu = dv.
Lema 4 Vsaka polgrupa, ki se da vloZiti v grupo zadosca pogoju Z .

Dokaz : Naj bo S podpolgrupa grupe G in naj bodo a,b,c,d, x,y,u,v € S poljubni
elementi, ki zadoscajo ax = by, cx = dy in au = bv. V grupi G velja b=la = ya 1,

Vin b7'a = vu™!. Odtod sledi d~'c = vu~*, torej je res cu = dv. Q.E.D.

d~lc=yx~
Naj bo S prosta polgrupa nad mnozico {a,b,c,d, z,y,u,v}. Elementom polgrupe S

pravimo besede. Stevilo ¢rk v besedi je enolicno dolo¢eno, pravimo mu dolZina besede.
Na polgrupi S definirajmo relacijo >; s predpisom: a >; (# natanko tedaj, ko obstajata

taki besedi v € S in § € S, da velja bodisi & = yazd in § = vbyd bodisi a = ycxd in
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G = vdyd bodisi a = vyaud in g = ~vbvd.

Naj bosta « in § poljubni besedi. Ce velja o >; 3, potem pravimo, da je beseda
elementarna transformiranka besede o.. Ce sta besedi o in § primerljivi glede na relacijo
>;, potem pravimo, da sta elementarno ekvivalentni. V tem primeru sta « in 3 iste
dolzine.

Beseda 3 je transformiranka besede «, ¢e obstaja koncno zaporedje besed, ki se zacne
z «, konca z [ in v katerem je vsaka beseda elementarna transformiranka tiste besede, ki
stoji neposredno pred njo. O¢itno je relacija ”biti transformiranka od” tranzitivna. Ce
vzamemo v definicijo enoelementno zaporedje, potem vidimo, da je tudi refleksivna.

Besedi a in (8 sta ekvivalentni, ¢e obstaja koncno zaporedje besed, ki se zacne z «,
kon¢a z [ in v katerem je vsaka beseda elementarno ekvivalentna s tisto besedo, ki stoji
neposredno pred njo.

Relacijo ekvivalence besed oznacimo z ~. Relacija ~ je kongruencéna relacija, ki
ima lastnost levega in desnega krajsanja. Faktorska polgrupa S/ ~ je torej polgrupa

s krajSanjem. Pravimo ji polgrupa Malceva.
Izrek 5 Polgrupa Malceva se na da vloZiti v nobeno grupo.

Dokaz : Naj bodo A, B,C,D,X,Y,U,V ekvivalen¢ni razredi besed a,b,c,d,x,y,u,v.
Ker velja AX = BY, CX = DY in AU = BV in ker ne velja CU = DV, polgrupa
Malceva nima lastnosti Z. Po lemi 1 se torej polgrupa Malceva ne da vloziti v grupo.

Q.E.D.

Spomnimo se, da imata ekvivalentni besedi na polgrupi S glede na relacijo ~ isto
dolzino. Torej je za vsak element polgrupe Malceva (= ekvivalen¢ni razred po relaciji
ekvivalence besed) dobro definirana njegova dolzina. Vsak ekvivalenéni razred je koncen
in v njem obstaja natanko ena beseda, ki ni tranformiranka nobene druge besede. Tej
besedi recemo najstarejsa beseda danega ekvivalencnega razreda. Beseda, ki je najstarejsa
beseda kakega razreda, ne vsebuje podnizov by, dy in dv.

Naj bo >, leksikografska urejenost na polgrupi S porojena z y >; v >, x > u >; a >
b >; ¢ >; d. Natanc¢neje, ¢e je dolzina besede a strogo vecja od dolzine besede 3, potem
je a >; 3. Ce pa sta njuni dolzini enaki, potem velja o >; § natanko takrat, ko obstajajo

take besede 7,4, € in taki ¢rki m,n, da velja o = ymd, § = yne in m >; n.
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Naj bosta A in B poljubna ekvivalen¢na razreda po relaciji ~ in naj bosta « oziroma
£ njuni najstarejsi besedi. Definirajmo relacijo > s predpisom A > B <= a >; 3. Ocitno
vedno velja bodisi A > B bodisi B > A bodisi A = B.

Naslednji izrek pripada Vinogradovu, [14].

Izrek 6 Vse leve in vse desne translacije na polgrupi Malceva so monotone glede na

relacijo >.

Dokaz : Naj bosta A in B poljubna elementa polgrupe Malceva. Naj bo a najstarejsa
beseda razreda A in naj bo [ najstarejSa beseda razreda B. Spomnimo se, da besedi «
in 8 ne vsebujeta podnizov by, dy ali bv. Naj bo 7 najstarejsa beseda razreda AB. Ce
produkt besed « in (8 ne vsebuje podniza by, dy ali bv, potem je v = af3. V nasprotnem
primeru je produkt af elementarna transformiranka besede ~.

Naj bodo A, B, C, D taki elementi polgrupe Malceva, da velja A > B. Radi bi dokazali,
da velja tudi CA > CB in AD > BD. Ce se dolzini razredov A in B razlikujeta, je trditev
ocitna. Ce sta dolzini enaki, potem se po prejsnjem odstavku lahko omejimo na primer,
ko so razredi A, B, C, D dolzine 1. Toraj moramo samo Se preveriti, da so vrstice in stolpci
v naslednji tabeli padajoci glede na relacijo >. (besede by, dy oziroma bv so nadomescne
z besedami ax, cx oziroma au. Mesta, kjer je bila elementarna transformacija izvrsena so

oznacena s klicajem.)

ufl uy| uv|ux | uu|ua|ub | uc| ud
al| ay | av|ax | au | aa | ab | ac | ad
b | ax! | au! | bx | bu | ba | bb | bc | bd
c| cy| cv|cx|culcal|ch|ce|cd
df cex!'| dv|dx|du|da|db|dc|dd

Q.E.D.
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4.3 Domena Malceva

Naj bo U = S/ ~ polgrupa Malceva. Namen tega razdelka je pokazati, da je celostevilski
polgrupni kolobar Z[U] domena. Pravimo ji domena Malceva.

V nadaljevanju bomo veckrat uporabili naslednjo lastnost polgrupe Malceva. Naj bo
v poljubna beseda, ki dopusca elementarno transformacijo na mestu (i,7 + 1). Potem
elementarna transformiranka besede v ne dopusca elementarne transformacije na mestih

(1 —1,7), (4,0 +1) ali (141,74 2).

Lema 7 Naj bodo oy, s, 31, Bs take besede, da sta By in Py iste dolZine in velja o3 ~
sy, Razcepimo oy = o'py in By = qif, kjer sta o, 3" besedi in pi.q1 ¢rki. Potem
obstajata taki érki ps, qo, da velja an ~ o'py, Ba ~ 23 in p1gr ~ Pago.

Ce prq1 # paga, potem piqu, paqe € {ax, by, cx, dy, au, bv}.

Dokaz : Naj bo ay = o'pl, B2 = 18", Ker je a1 ~ agfs, sledi o'p1g1 8" ~ o"piq1 8"
Potem je bodisi a1 ~ g in B; ~ (B2 bodisi &' ~ o” in ' ~ " in pyg1 ~ piq;. V prvem

primeru vzamemo py = p; in go = q1, v drugem pa ps = p} in ¢ = qj. Q.E.D.

Trditev 8 Naj bodo X, X5, X3,Y1,Ys,Ys € U taki element, da velja XY, = XoY5 in
X1Y, = X3Y;. Ce imago elementt X1, Xo, X3 isto dolzino, potem wvelja bodisi Y1 = Y5
bodisi Y1 = V5.

Dokaz : Recimo, da obstajajo taki elementi X, X5, X3,Y,Y5,Y; € U, da so elementi
X1, Xy, X5 iste dolzine in velja X Y] = XoYs, X1Yo = X33, V] £ Y5 ter V) # Vs,

Naj bodo 71, ¥2, 73 poljubne besede iz razredov X7, X5, X3 in 1, d9, 03 poljubne besede
iz razredov Y1, Y5, Ys. Naj bo 1 = +'m in §; = nd’, kjer sta ' in ¢’ besedi in m, n ¢rki.

Ce uporabimo lemo 7 z 1,7/, m, 2, m' namesto oy, o, p1, o, ps in z 61,08, m, 89,1
namesto 31, 3, q1, B2, q2, potem iz relacije X1Y; = X,Y5; sledi, da obstajata taki ¢rki m’ in
n', da velja v ~ y'm/, 5 ~n'd" in mn ~ m'n’.

Ce uporabimo lemo 7 z 1,7, m, s, p namesto ai,d’,pi,as,ps in z 06,8, 0,03, q
namesto (1, 3, q1, B2, g2, potem iz relacije X1Ys = X3Y3 in iz §; ~ n/d’ sledi, da obstajata
taki ¢érki p in ¢, da velja v3 ~ 7'p, 3 ~ ¢d’.in mn’ ~ pq.

Ker je (n)(8") = (61) = Y1 # Ya = (6) = (0')(¢'), sledi n # n'. Ce bi veljalo m = m/,
potem bi sledilo X; = (1) = (7/)(m) = (7)(m)) = (12) = Xo. Iz XjY) = XoYs in iz

lastnosti krajsanja, bi potem sledilo protislovje Y1 = Y5. Torej je m # m/.
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Odtod sledi mn, m'n’,; mn’, pq € {ax,by, cx,dy, au,bv}. Ker je m # m/, se n’ dvakrat
pojavi na drugem mestu, zato je n’ € {z,y}. Ker je n # n’, se m dvakrat pojavi na prvem
mestu, zato je m € {a,b}. Dokazali smo, da je mn’ € {ax,by}. Ce je mn’ = ax, potem
je mn = au in m'n’ = cx, Ce je mn’ = by, potem je mn = bv in m'n’ = dy. Oboje je v

nasprotju s predpostavko mn ~ m/'n’. Q.E.D.
Izrek 9 Kolobar Z[U] je brez deliteljev nica.

Dokaz : Recimo, da velja > k; X; 3" 1;Y; = 32, 5 kil ; X;Y; = 0. Ker so elementi razlicnih
dolzin ne krajsajo med seboj, sledi, da je vsota najdaljSih elementov med tistimi, ki
nastopajo v 32, i kil; X;Y; enaka 0. Toda najdaljsi sumandi iz }; ; k;l; X;Y; so produkti
najdaljsih sumandov iz ) k;X; in iz ) [;Y;. Torej lahko predpostavimo, da so v vsoti
> k; X; vsi elementi enake dolZine in v vsoti >° ;Y prav tako.

Naj bo torej >3-k X; 32 1;Y; = 32, 5 kil ; X;Y; = 0, kjer so vsi elementi X; med seboj
razlicni in enake dolzine. Naj bodo elementi Y; med seboj razli¢ni in enake dolzine. Poleg
tega naj bodo stevila k;l; nenicelna. Da bi element X;Y; v kombinaciji z enim ali vec
cleni dal ni¢, morata obstajati taka indeksa ¢ # 1 in j # 1, da velja X;Y; = X;Y;. Tu
smo uporabili, da ima polgrupa Malceva lastnost krajsanja.

Element X;Y; se razlikuje od elementa X;,Y;. Da bi se pokrajsal z nekim drugim
elementom, morata obstajati taka indeksa i’ # 1 in j’ # j, da velja X;Y; = X;Y,,. Spet
smo uporabili lastnost krajsanja polgrupe Malceva. Po trditvi 8 odtod sledi bodisi Y7 = Y;
bodisi Y; = Y. Obe moznosti sta protislovni z izbiro indeksov j in j'. Torej vsaj ena od

vsot > k; X, >" ;Y ne vsebuje nenicenlih sumandov. Q.E.D.
Izrek 10 Domena Malceva se ne da vloZiti v obseg.

Dokaz : Ce bi se dal kolobar Z[U] vloziti v obseg D. potem bi se polgrupa U dala vloziti
v multiplikativno grupo obsega D. To je v nasprotju z izrekom 5. Q.E.D.

Izrek 11 Na domeni Malceva obstajajo ciklicni stoZci vseh sodih eksponentov.

Dokaz : Vsak element z € Z[U] lahko enolitno izrazimo kot = = >, k;X;, kjer

je X1 > Xy > ... > X,. Za poljubno sodo naravno stevilo n definirajmo o,(z) =

sgn(ky)e?™ X0 /. Tu je sgn(k;) predznak stevila k; in d(X,) dolzina besede X;.
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Naj bo y = 25:1 [;Y;, kjer je Y1 > Yy > ... > Y, Iz izreka 6 sledi, da je XiY; > X;Y)
za poljubnat=1,...,7in j =1,...,s, ki nista hkrati enaka 1. Odtod sledi, da je za vsak
n preslikava ¢, polgrupni homomorfizem. Ce z,y € o, (1), potem v vsakem od primerov
X1 >Y, Y] > X;in Xy =Y.ocitno sledi, da x4y € 0;1(1). Torej je za vsak n preslikava

o, signatura eksponenta n. Q.E.D.
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5.

Presec¢ni 1zreki za domene

Prese¢ni izrek izvira iz Artin-Schreierjeve teorije formalno realnih obsegov in je pomem-
ben del resitve sedemnajstega Hilbertovega problema. (glej [27], tretji razdelek tretjega

poglavja). Zgodovino posplositev presecnega izreka kaze naslednja tabela.

eksponent 2 eksponent 2F splosno
komutativni E. Artin in E. Becker E. Becker
obsegi O. Schreier, [15] [16] [17]
obsegi T. Szele T. Craven V. Powers
21 23] 24
domene R. E. Johnson, V. Powers, [33]
[22] (za superorejeve)

Domnevamo, da je poljuben zaprt stozec koncénega eksponenta na poljubni domeni
enak preseku vseh ciklicnih stozcev, ki ga vsebujejo. Namen tega poglavja je dokazati
to domnevo za stozce eksponenta n = 2* na poljubnih domenah in za poljubne stozce

kon¢nega eksponenta na Orejevih domenah ter poenostaviti obstoje¢ dokaz za obsege.

5.1 Zaprtje stozca

Po lemi 2 iz ¢etrtega poglavja je podmnozica P domene R stozec natanko tedaj, ko 0 € P
in ko je mnozica P* = P\ {0} predureditev na polgrupi R* = R\ {0}, ki je zaprta za

seStevanje.
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Naj bo P* zaprtje predureditve P* na polgrupi R*. Mnozici P = {0} U P* recimo
zaprtje stozca P. Stozec P je zaprt, Ce je enak svojemu zaprtju, to velja natanko tedaj,
ko je P* zaprta predureditev na polgrupi R*. Vsi cikli¢ni stozci in vsi stozci na obsegih
so zaprti.

Po lemi 1 iz prvega poglavja velja P = {x € R; xP*NP = 0} = {x € R; P*xzNP = (}.
Kot v izreku 2 iz prvega poglavja dokazemo, da je P zaprt stoZec na domeni R. Ocitno
ima mnozica P permutacijsko lastnost natanko tedaj, ko jo ima tudi mnozica P*. Iz

izreka 3 iz prvega poglavja sledi, da ima vsak zaprt stozec permutacijsko lastnost.

Izrek 1 Naj bo R Orejeva domena in D njen obseq ulomkov. Preslikavi T — T(T*)™?
in T" — T'"' N R podajata bijektivno korespondenco med stozZci na obsegu D in zaprtimi
stozct na domeni R. Ta korespondenca ohranja inkluzije in slika ciklicne stozZce v ciklicne

stozce.

Dokaz : Uporabimo izreka 8 in 9 iz razdelka 2.4 za Q@ = D\ {0} in S = ¥ = R\
{0}, da dobimo bijektivno korspondenco med zaprtimi polgrupnimi predureditvami na S
in polgrupnimi predureditvami na @ (te so vedno zaprte). Ta korespondenca spostuje
inkluzije, eksponent predureditve in lastnost cikli¢nosti.

Naj bo sedaj T zaprt stozec eksponenta n na R. Potem je mnozica T* = T'\ {0} zaprta
polgrupna predureditev na S. Po izreku 8 iz razdelka 2.4 je mnozica T*(T*)~! polgrupna
predureditev na ). Kot v dokazu izreka 3 v razdelku 2.2 sledi iz desne Orejeve lastnosti
inkluzija (7%)~'7* C T*(T*)~'. Obratna inkluzija sledi iz leve Orejeve lastnosti. Iz
enakosti (T*)1T* = T*(T*)"! zlahka izpeljemo, da je mnozica T*(T*)~! zaprta za
sestevanje. Odtod izpeljemo, da je mnozica T' = T*(T>)~' U {0} stoZec na obsegu D.

Ce je T ciklicen stozec na R, potem je T* ciklitna polgrupna predureditev na S.
Po izreku 9 v 2.4 je mnozica T*(T*)~! ciklicna polgrupna predureditev na Q. Torej je

mnozica 7" = T*(T*)~' U {0} ciklicen stozec na obsegu D. Q.E.D.

Odtod takoj sledi, da je prese¢ni izrek za Orejeve domene posledica presecnega izreka

za obsege..
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5.2 Preseé¢ni izrek za eksponent n = 2*

Naj bo R poljubna domena. Stozec () C R je popoln, Ce je zaprt in Ce za vsak element

r € R, ki zadoséa 22 € Q, velja z € Q U —Q.

Lema 2 Za poljuben zaprt stoZec (Q na kolobarju R in poljuben element x & Q™ velja

Q NX(QzQ) = {0}.

Dokaz : Naj bo @) poljuben zaprt stozec eksponenta n. Recimo, da obstaja tak element
z € QNX(QxQ), da velja z # 0. Odtod sledi, da = # 0. Po permutacijski lastnosti, je
(Qx)" C Q, zato 2"z = z(z"'x) € Q- L((Qx)") C Q. Ker je Q zaprt in ker 2" € Q*,

dobimo = € @, kar je v nasprotju z izbiro elementa . Q.E.D.

Lema 3 Naj bo QQ poljuben zaprt stoZec eksponentan. Naj bo a € R tak element, da velja
a’> C Q ina ¢ —Q. Potem je mnoZica Qla] :== Q + X(QaQ) stoZec.

Dokaz : Ker je stozec Q zaprt, ima permutacijsko lastnost. Zato iz a? € Q sledi, da
aQa C Q. Mnozica Q[a] je zato zaprta za mnozenje. O¢itno je mnozica Qla] zaprta za
sedtevanje in vsebuje mnozico II,,(D). Ce je Q[a] N —Q[a] # {0}, potem obstajajo taki
elementi ¢, ¢’ € Q in z, 2’ € ¥(QaQ), da velja g+ 2z = —¢' — 2 # 0. Odtod sledi po lemi 2,
dajeq+q¢ = —2—2' € QNE(Q(—a)Q) = {0}, kar nam da protislovje g = ¢ = z = 2/ = 0.
Torej je mnozica @Q[al stozec. Q.E.D.

Izrek 4 Vsak maksimalen stoZec je popoln.

Dokaz : Naj bo @ poljuben maksimalen stozec. Ker je Q) stozec, ki vsebuje @, velja
Q = Q. Naj bo a € R tak element, da a> € Q in a € —Q. Po lemi 3 je mnoZica
Q + X(QaQ) stozec, ki vsebuje Q). Odtod sledi, da je a € 3(QaQ) C Q. Torej je stozec
@ popoln. Q.E.D.

Izrek 5 Vsak popoln stozZec, katerega strogi eksponent je potenca Stevila 2, je ciklicen.

Dokaz : Naj bo P popoln stozec strogega eksponenta n = 2*. Zaradi permutacijske
lastnosti obstaja tak element a € R, da velja a2 ¢ P. Ker je stozec P popoln, je
—a? ' eP

Prvi korak : Za vsak element x € R obstaja tako naravno stevilo 1, da velja xa! € P.
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Naj bo ky najmanjSe naravno Stevilo, ki zadosca 22 e P. Ce je kg = 0, potem
z € P in lahko vzamemo [ = 0. Ce je ko > 0, potem je —22°7" ¢ P. Odtod sledi
a? 227" € P. Zaradi permutacijske lastnosti odtod sledi (a2 z)2"" € P. Naj bo k;
najmanjse naravno stevilo, ki zadosca (a2 °z)2" € P. Ocitno je ky < ko. Ce je ki = 0,
potem lahko vzamemo [ = 28"%0_ Ce je ky > 0, potem je — (a2 °z)2" " € P. Odtod sledi

2k—1 (a2k—k0 :L‘)2k1 —1

k—k k—k kq1—1
a S R ) R <

€ P. Zaradi permutacijske lastnosti odtod sledi (a
P. Naj bo k; najmanjse stevilo, za katerega velja (a2 " a® "2)%* € P. Ce je ky = 0,
potem lahko vzamemo [ = 25F1 4 2k=ko Ce ky # 0, potem s ponavljanjem gornjega
postopka konstruiramo naravna Stevila ks > ... > k; = 0, kjer je ¢ < k. Potem lahko
vzamemo [ = 28 7% 4 2k=k 4 ok—ko,

Drugi korak : Ce je x € R\ {0}, za' € P in xa™ € P, potem eksponent n deli stevilo
[ —m.

Brez skode lahko predpostavimo, da je m > [. Ker je za' € P in (za')a™ ' € P in ker
je stozec P zaprt, je a™' € P. Odtod sledi n = 2%|m — 1.

Prvi in drugi korak nam omogocata, da definiramo preslikavo ¢ : R — Z,, s predpisom
P(x) =0, ¢e v =0in ¢(z) = ¥/ ée x # 0 in wa' € P.

Tretji korak : Preslikava ¢ je polgrupni homomorfizem in P* = ¢~1(1).

Vzemimo poljubna elementa z,y € R. Ce je vsaj eden od njiju enak ni¢, potem je
trditev ocitna. Ce sta oba neni¢elna, potem obstajata taki naravni stevili [ in m, da
velja za! € P in ya™ € P. Odtod sledi zalya™ € P. Iz permutacijske lastnosti dobimo
ryat™ € P, torej je ¢ res polgrupni homomorfizem. Zadnje trditev je posledica zaprtosti

stozca P. Q.E.D.

Izrek 6 Vsak zaprt stoZec, katerega strogi eksponent je potenca Stevila 2, je enak preseku

vseh ciklicnih stoZcev, ki ga vsebujejo.

Dokaz : Naj bo T poljuben zaprt stozec eksponenta 2 in naj bo I presek vseh cikliénih
stozcev, ki ga vsebujejo. Ocitno je T' C 1.

Ce I ¢ T, potem obstaja element z € [ \ 7. Vzemimo tako naravno §tevilo r, da
2 e€Tin 22" ¢ T in pisimo u = 22 in T[—u] =T — S(TuT).

Ce je mnozica T'[—u] stozec, potem je po Zornovi lemi vsebovana v nekem maksimal-
nem stozcu (). Po izrekih 4 in 5 je stozec @ ciklicen. O¢citno je —u € T[—u] C @ in
u € I C . Odtod sledi protislovje u = 0 z izbiro .
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Ce mnozica T[—u] ni stozec, potem je T[—u] N —T[—u] # {0}. Obstajajo torej taki
elementi t,t' € T in 2,2/ € L(TuT), da veljat — z = —(' — 2') # 0. Po lemi 2 je
2472 =t+t e TNE(TuT) = {0}. Odtod sledi protislovie t =t = z = 2/ = 0. Q.E.D.

5.3 Presec¢ni izrek za popolne stozce

Ta in naslednji razdelek sta posvecena dokazu presecnega izreka za obsege. Lema in izrek
iz. tega razdelka sta posplositvi leme 1.3 in izreka 1.4 iz [17]. V nadaljevanju nam bosta
zadosScala ze originalna rezultata, posplositvi utegneta pomagati pri dokazu splosnega

presecnega izreka.

Lema 7 Za vsako zaprt stoZec P, ki ni popoln, velja P = Pla], kjer presek tece po vseh
elementih a € R, za katere velja a®> € P ina & PU—P.

Dokaz : Ker stozec P ni popoln, je presek neprazen. Ce trditev ne drzi, potem obstaja
nek element ¢ € | Pla] \ P. Vzemimo poljuben element a € R, ki zados¢a a?> € P in a ¢

PU—P. Ker tudi element —a zadosca tem dvem lastnostim, je ¢ € Pla]|NP[—al. Obstajata

torej taka elementa s € Pla]* in t € P[—al*, da velja sc € Pla] in ¢t € P|—al. Sledi
s t" e I1, \ {0} C P* ter s"c € Pla] in ct™ € P|—al, torej je b:= s"ct" € Pla] N P[—al.

Trdimo, da element b zadoséa b> € Pinb ¢ P U —P.

Ker je P zaprta in ker ¢ ¢ P, je b & P.

Ker je b € Pla] N P[—al, obstajajo taki elementi pg,q0 € P in p1,q1 € X(PaP), da
velja b =po+p1 = q — ¢1-

Ceje b € —P, potem je po lemi 2 ¢, = qo—b € PNY(PaP) = {0}. Sledi b = gy —q; =
qo € P. Iz tega protislovja izhaja b € —P.

Privzemimo, da b* ¢ P. Oznacimo r := p2 + p? € P, ry := pop1 + p1po € Z(PaP),
r3:=qi+qi € Pinry:= qq+qqo € X(PaP). ITmamo b = 11 +7ry in b = r3—ry. Ker je
b? ¢ P, imamo ry, 74 # 0. 1z aPa C P sledi b%ary + ryab? = riary + ryars € PN PH?P. Iz
b*> € P in leme 2 sledi PNX(Py?P) = {0}, odtod pa b?ary = reab® = 0. To je protislovje,
saj b2, a,ro,m4 # 0.

Iz lastnosti b ¢ PU—P in b* € P sledi, da —b & PU—P in (—b)? € P. Po izbiri element
¢ pripada mnozici P[—b], zato obstaja tak element z € P[—b]*, da velja cz € P[-b].
Odtod sledi, da 2" € P* in cz" € P[—b] C P[—c|]. Naj bo cz™ = sy — s1, kjer sp € P in
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s1 € X(PcP) zadoscata cz™ = sy — s1. OCitno je cz™ + 51 = so € PN YX(PcP) = {0} po
lemi 2. Ker ¢"2" € P, ¢ 's; € Pin c"2" + ¢ 1s; = 0 sledi, da ¢"2" = 0. Torej ¢ = 0 ali

z = 0. Oboje da protislovije. Q.E.D.
Izrek 8 Vsak zaprt stoZec je enak preseku vseh popolnih stoZcev, ki ga vsebujejo.

Dokaz : Naj bo T zaprt stozec, ki ni popoln in x € T poljuben element. Zadosca, da
konstruiramo tak popoln stozec S, da velja T C S'inz ¢ S.

Druzina M = {P ; P tak zaprt stozec, da T'C P in x ¢ P} je neprazna saj vsebuje
stozec T'. Pokazimo, da izpolnjuje predpostavko Zornove leme.

Naj bo (P)xea narascajoca veriga elementov druzine M in naj bo @) unija te verige.
Ocitno je @ stozec, ki vsebuje T' in ki ne vsebuje . Pokazimo Se, da je stozec () zaprt.
Ce z € Q, potem obstaja tak t € Q*, da velja tz € Q. Odtod sledi t* € II,, \ {0} in
t"z € Q. Vzemimo tak A € A, da velja t"z € Py. Ker je t" € II,, \ {0} C Py, in ker je Py
zaprt stozec, sledi z € P, C Q.

Naj bo S poljuben maksimalen element te druzine. Ce S ni popoln stozec, potem
je polemi 7 § = HW, kjer presek tece po vseh elementih a, ki zadoséajo a®> € S in

a ¢ SU—S. Toda element z je vsebovan v vsaki mnozici S[a] iz preseka, saj so te zaprti

stozci, ki strogo vsebujejo stozec S. Q.E.D.

5.4 Valuacijski kolobar popolnega stozca

Lema 9 Naj bo P popoln stoZec na domeni R, Potem velja
1. A(P) C Arch(P) U —Arch(P).
2. A(P)N Arch(P) = (A(P)NP)UI(P).

3. A(P) C PU—PUI(P).

Dokaz : Za dokaz prve tocke vzemimo poljuben element a € A(P). Naj bo m najmanjse
tako naravno stevilo, da a™ € P. Razcepimo m = 2's, kjer je s liho stevilo. Ce je r = 0,
potem po tocki 2 izreka 14 iz razdelka 3.4 sledi, da a € Arch(P). Ce je r = 1, potem
a® € —P, torej a € —Arch(P). Ce je r > 1, potem a?'s € —P. Po tocki 1 izreka 14 iz
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razdelka 3.4 je a® ¥ = (a® **)? € Arch(P). Po tocki 3 izreka 14 iz razdelka 3.4 je I(P)
reduciran ideal v A(P). Torej iz a® ' € Arch(P) N —P C I(P) sledi, da a € I(P).

Inkluzija (A(P) N P)UI(P) C A(P) N Arch(P) v drugi tocki je oc¢itna. Za dokaz
nasprotne inkluzije vzemimo poljuben element a € A(P), ki pripada mnozici Arch(P)\ P.
Vzemimo poljuben k € IN. Ker je 2ka — 1 ¢ Arch(P), sledi po prvi tocki, da 1 — 2ka €
Arch(P), torej je 2(1 — ka) = 1 + (1 — 2ka) € 1+ Arch(P) C P. Ker je k poljuben, je
—a € Arch(P). Torej je res a € I(P).

Tretja tocka sledi iz prvih dveh. Q.E.D.

Naslednji izrek je iz [17], izrek 2.2.

Izrek 10 Naj bo P popoln stoZec na komutativnem obsequ K. Potem je mnozZica A(P)

valuacigski kolobar v K.

Dokaz : Naj bo n poljuben eksponent stozca P.

Prvi korak : A(P) je lokalen kolobar in I(P) je njegov maksimalen ideal.

Zadosca dokazati, da je poljuben element a € A(P) \ P obrnljiv v A(P). Naj bo a ¢
I(P) poljuben element. Naj bo b = a". Ker je I(P) reduciran ideal, je b & I(P). Obstaja
torej tak m € N, da - —b & P. Odtod sledi, da 5 —b & Arch(P). Po tocki 1 leme 9 mora
biti b — 5 € Arch(P). Po definiciji mnozice Arch(P) sledi b— & = (b— o) + 4= € P
odtod pa b € P in b+ ﬁ € P. Po mnoZenju z 4mb~! dobimo 4m £ b~! € P, kar po
definiciji pomeni, da b=! € Arch(P). Odtod sledi, da je element a obrnljiv v A(P).

Drugi korak : Za vsak element a € P velja bodisi a € A(P) bodisi a=' € A(P).

Ker velja 1 — % = ;- € Pin1— = = 1% € P, sledi -, 1% € A(P). Ker je njuna

vsota 1 ne moreta biti elementa 14%a in 19- oba v I(P), Ker je A(P) lokalen kolobar, je
vsaj eden od njiju obrnljiv. Ce je h%a obrnljiv, sledi a € A(P). Ce je T4, obrnljiv, sledi
a~t e A(P).

Tretji korak : Kolobar A(P) je celostno zaprt v K.

Ideal I(P) kolobarja A(P) je vsebovan v maksimalnem idealu M celostnega zaprtja
B = A(P). Recimo, da obstaja tak element a € B, da a" ¢ A(P). Po drugem koraku
odtod sledi, da a™™ € A(P). Ker je A(P) lokalen kolobar, sledi a=™ € I(P) C M. Ker je
M ideal v B in a™ € B, dobimo protislovje 1 € M. Torej za vsak element a € B velja
a” € A(P). Odtod sledi, da velja a = £ >,(—=1)"7""! (”Z_l>((z +1)" —i") € A(P) za vsak

element a € B.
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Cetrti korak : A(P) je valuacijski kolobar v I .

Vzemimo poljuben element a € K. Po drugem koraku je bodisi ™ € A(P), bodisi
a™" € A(P). Po tretjem koraku odtod sledi, da je bodisi a € A(P) bodisi a™! € A(P).
Q.E.D.

Naslednji izrek je iz [45], trditev 2.5.

Izrek 11 Naj bo P popoln stoZec na obsequ D. Potem je mnozica A(P) valuacijski kolobar
vD.

Dokaz : Naj bo P popoln stozec na na obsegu D. Vzemimo poljuben element d € D.
Obseg Q(d) je komutativen in vsebuje podkolobar A(P) N Q(d) = A(P N Q(d)). Toda
PNQ(d) je popoln stozec na Q(d). Po izreku 10 je A(PNQ(d)) valuacijski kolobar v Q(d).
Odtod sledi, da je bodisi d € A(P N Q(d)) € A(P) bodisi ™' € A(PN Q(d)) C A(P).
Torej je A(P) res valuacijski kolobar v D. Q.E.D.

Dokaz izreka 12 je podoben dokazu leme 4.1 v [18].

Izrek 12 Naj bo P popoln stozec na obsequ D in U poljubna podpolgrupa grupe D, ki

vsebuje P> in ne vsebuje —1. Potem je U zaprta za sestevanje.

Dokaz : Ker je IL,(D*) C P* C U, velja za vsak element u € U, da u™! = v (u™')" €
U-U CU. Torej je U podgrupa grupe D*. Iz —1 ¢ U sledi U N —U = 0.

Vzemimo poljubna elementa x,y € U. Ker je mnozica A(P) valuacijski kolobar v D z
maksimalnim idealom I(P), velja bodisi 7'y € I(P) bodisi y 'z € A(P). Po prvi tocki
leme 9 je A(P) C PU—-PUI(P).

Cejez 'y € I(P), potem je z +y = z(1 + 2 'y) € U-P* C U. Cejey 'z € I(P),
potem je z +y = y(1 +y'z) € U. Ceje y~'z € P*, potem je x = yp za nek p € P*,
torejjex+y=yp+y=ylp+1) €U. Ce je y ™'z € —P*, potem je © = —yp za nek
p € P* torej je presek U N —U neprazen, kar je protislovje. Q.E.D.

Naslednji izrek sledi iz posledice 16 v prvem poglavju in iz izreka 12.

Izrek 13 Poljuben popoln stoZec na poljubnem obsequ je enak preseku vseh ciklicnih stozZcev,

ki ga vsebujejo.

Iz izrekov 8 in 13 sledi presecni izrek za obsege.
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6.

Positivstellensatz

Nullstellensatz za kolobar realnih polinomov pripada Duboisu in Rieslerju. V Prestelovem
dokazu Nullstellensatza nastopa Positivstellensatz kot pomozna lema, glej izrek 3.3 in lemo
3.4 v [27].

Dve smeri posplosevanja Positivstellensatza opisuje naslednja tabela.

eksponent 2 eksponent 2¢ splosno
komutativni G. Stengle E. Becker in R. Berr
kolobarji [28] D. Gondard, [29] [30]
asociativni || K.H. Leung, M. Marshall,
kolobarji in Y. Zhang, [32]

Namen tega poglavija je dokazati Positivstellensatz za ureditve eksponenta n = 2% na
poljubnih asociativnih kolobarjih in za ureditve poljubnega eksponenta na Noetherskih

kolobarjih.

6.1 Predureditve in ureditve na kolobarjih

Naj bo R poljuben asociativen kolobar z enico in n poljubno naravno stevilo. Kot pri
polgrupah oznacimo II,,(R) = {r € R; obstaja tako naravno stevilo k£ € IN in taki elementi
r1,...,7x € R, da je r produkt n kopij elementa 1, ..., n kopij elementa ry}. Na primer
za poljubna elementa x,y € R velja zyzy € Iy(R).

Ker bo kolobar R v nadaljevanju fiksen bomo pisali kar II,, namesto I1,,(R). Ozna¢imo

z Y, mnozico, ki je aditivno generirana z mnozico II,,.
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Predstozec T imenujemo predureditev, ¢e obstaja tako naravno Stevilo n, da velja
I, € T. To stevilo imenujemo eksponent predureditve T'. Na kolobarju R obstaja kaka
predureditev eksponenta n natanko tedaj, ko —1 ¢ ¥2,,.

Eksponent predureditve ni enoli¢no dolocen, kajti vsak veckratnik vsakega ekponenta
je tudi eksponent. Vsak eksponent je sodo Stevilo. NajmanjSemu eksponentu dane pre-
dureditve T pravimo strogi eksponent predureditve T'. Polovici strogega eksponenta prav-
imo red predureditve 7.

Spomnimo se, da je predureditev T izolirana, ¢e je T' = T in usmerjena, ¢e je T —T =

R.
Lema 1 Vsaka izolirana predureditev je usmerjena.

Dokaz : Naj bo T izolirana predureditev eksponenta n na kolobarju R. Znano je, da za
vsak element 7 € R velja identiteta nlr = S0 (—1)"! (";1)((7" +1)" —1i"). Za vsak
element r € R obstajata torej taka elementa s,t € ¥, C T, da velja nlr = s —t. Odtod
sledi n!(r+t) = s+ (n! — 1)t € T. Ker je predureditev T izolirana, je r + ¢ € T". To nam
dar=(r+t)—teT—T. Torej jeres R=T —T. Q.E.D.

Torej je nosilec vsake izolirane predureditve pravi dvostranski ideal v kolobarju R. Za
vsako predureditev 1" eksponenta n je mnozica T usmerjena predureditev eksponenta n.

Naj bo p mnozica vseh kompleksnih stevil z dolzino 1.

Lema 2 Za vsak polgrupni homomorfizem ¢ : R — U {0} sta ekvivalentni trditvi:
1. Velja ¢(—1) = —1 in mnoZica ¢~ ({0,1}) je zaprta za sestevanje.

2. Mnozica ¢='({0,1}) je predstoZec na R.

Dokaz : Ocitno iz 1. sledi 2., saj je praslika multiplikativne mnozice multiplikativna.
Dokazimo nasprotno smer. Naj bo ¢ : R — U {0} polgrupni homomorfizem in naj
bo mnozica P := ¢ '({0,1}) predstozec.
Dokazimo najprej, da je ¢(1) = 1. Iz ¢(1)* = ¢(1%) = ¢(1) sledi bodisi ¢(1) = 0 ali
¢(1) = 1. V prvem primeru bi za vsak z € R veljalo ¢(x) = ¢(z - 1) = ¢p(x)p(1) = 0, kar
je v nasprotju s predpostavko —1 ¢ P.

50



Dokazimo sedaj, da je ¢(—1) = —1. Iz ¢(—1)? = ¢((—1)?) = ¢(1) = 1 sledi bodisi
¢(—1) = —1 bodisi ¢(—1) = 1. Druga moznost je v nasprotju s predpostavko —1 & P.
Torej iz 2. res sledi 1. Q.E.D.

Polgrupni homomorfizem ¢ : R — pU{0} je signatura, ¢e je mnozica ¢~ '({0,1}) pred-
stozec. Predstozec P je ciklicen, ¢e obstaja tak polgrupni homomorfizem (< signatura)
¢ : R — puU{0}, da velja P = ¢ '({0,1}). Nosilec cikli¢cnega predstozca je popoln

praideal.

Lema 3 Za poljubno signaturo ¢ na kolobarju R in za poljubno naravno Stevilo n sta

ekvivalentni trditvi.

1. ¢(R) € pn U{0},

2. Predstozec $~1({0,1}) je predureditev eksponenta n,

Pravimo, da je signatura ¢ koncnega eksponenta, ¢e obstaja tako naravno Stevilo n
(eksponent signature), da velja ¢(R) C p, U {0}. Pravimo, da je dana predureditev
ciklicna, ¢e je ciklicna kot predstozec. Ciklicnim predureditvam pravimo tudi ureditve.
Spomnimo se, da predureditvam z nosilcem {0} pravimo stozci.

Odnosi med pojmi definiranimi v tem razdelku in v razdelkih 4.1 in 5.1 so:

cikli¢éni stozci C stozci
N N
ciklicne predureditve C predureditve
N N

cikliéni predstozci  C  predstozci

6.2 Osnovni izrek

Naj bo n poljubno naravno stevilo. Podmnozico U C II,, imenujemo II,,-sistem, ce 1 € U
in ¢e za poljubna elementa z,y € U obstaja tak element ¢ € II,,, da velja xcy € U.
Primeri I1,, sistemov so multiplikativne podmnozice v II,,, ki vsebujejo enico.

Mnozica T je krepka predureditev eksponenta n, ce je predureditev eksponenta n in ce

velja (rT)™ C T za vsak element r € R.
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Izrek 4 Naj bo R poljuben asociativen kolobar z enico. Naj bo T krepka predureditev
eksponenta n. Naj bo U tak I1,,-sistem in M tak modul nad T, da velja —U N M = ().

Naj bo S tak modul nad T, ki vsebuje M in ki je maksimalen glede na relacijo —UNS =
0. (Obstaja po Zornovi lemi.) Potem je SU—S = R in SN —S je popoln praideal.

Dokaz : Naj bo J =5N—-S5. Ker je S maksimalen modul nad 7', je S = S°. 1z leme 1
sledi, da je J pravi dvostranski ideal v kolobarju R.

Prvi korak : Za poljuben element a € R iz predpostavke aTa C J sledi a € J.

Recimo, da obstaja tak element a € R, da velja aTa C J in a ¢ J. Brez skode lahko
predpostavimo, da a € S. Ker modul S + X(TaT) strogo vsebuje mnozico S, mora sekati
mnozico —U. Odtod sledi, da obstajajo taki elementi v € U, m € S in z € X(TaT), da
velja —v = m+ z. Ker je U II,,-sistem, obstajajo taki elementi ¢, ...,c,_1 € II,, da velja
U = ve1vcaV - - - ¢pv € UL Odtod sledi (v + 2)c1(v + 2)ca -+ (v + 2) = u+ 2 + y, Kjer je
T = 2C10Cy U+ vC12Co U+ ...+ VCUCy -z in Yy € B(R2T2zR) C Y(RaTaR) C J.
Veljaz = (—m—v)civey - - v+ve (—m—v)cg - - v+. .. Fvcivey -+ - (—m—v) = —nu—m/,
kjer je m' = mciveav - ¢ U FvEMCV - Cp_ U+ ... VCVUCV - - ¢_ym € S, To nam
da —u=(u+z+y)+(n—2u+m —yeT+T+S5+J CS, kar je protislovje s
predpostavko —U N S = ().

Drugi korak : SU—S = R.

Recimo, da obstaja element a ¢ S U —S. Potem modula S + 3(TaT’) in S — X(TaT)
strogo vsebujeta modul S in zato sekata mnozico —U. Obstajajo torej taki elementi u, v €
U, my,my € M in z,w € 3(TaT), da velja —u = my + z in —v = my —w. Ker je mnozica
U II,-sistem, obstaja tak element ¢ € II,,, da velja ucv € U. Naj bo 2z’ = zcv € X(TaT).
Vzemimo poljubne elemente c¢y,...,¢,_1 € T in ozna¢imo t, := vc2'cez’ -+ 2'¢,_1zcw in
to := Z'c12'co - 21z, Ker je predureditev T' krepka, je ty,ty € (X(TaT))* C T. Iz
zcty = tocw sledi, da —uct; — tacv = (myg + 2)cty + tac(me — w) = mycty + toemy C S,
Odtod dobimo z'c1z'cy -+ - 2'c,,_12' = tacv € J za poljubne elemente cq,...,c,_; € T. Ker
je 2" > n + 1, lahko izberemo poljubne elemente c,,...,con_; € T. Ker je J ideal, je
ZevZ'ey -2 eqn_12 € J. Po n-kratni uporabi prvega koraka vidimo, da 2z’ € J. To nam
da protislovje —ucv = miev + 2 € =UNS = .

Tretji korak : Za vsak element a € R iz a*> € J sledi a € J.

Ker je po drugem koraku S U —S = R, lahko predpostavimo, da a € S. Vzemimo
poljuben element x € T. Velja ax € S, za € S, (ax)” € T in (za)* € T. Loc¢imo dve
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moznosti. Ce ax — za € S, potem (za)"(ax — za) € S. Toda (za)"ax € Ra’R C J in
(za)"t* € T-S C S, kar nam da (za)"*! € J. Ce xa—ax € S, potem (ra —az)(az)" € J.
Toda xa(az)® € Ra’R C J in (ax)"™ € S. Podobno kot zgoraj dobimo (azx)"™! € J.
Ker je J ideal in ker 2n > n + 1, dobimo v obeh primerih (ax)*"~'a € J

Vzemimo sedaj poljubne elemente ¢y, ..., co,—1 € T. Po prejsnjem odstavku je

2n—1

Z acj,a--- ¢, ,a=(alct +...4 can-1)) a € J.

1<t e f2n—1<2n—1
Ker je T krepka predureditev, vsak sumand v gornji vsoti pripada 7" C S, zato morajo vsi
sumandi lezati v J. Med drugim odtod sledi, da acia - - - co,_1a € J za poljubne elemente
Cl,...,Con_1 € T. 7 veckratno uporabo prvega koraka odtod sledi kot ob koncu drugega
koraka, da a € J.

Cetrti korak : Ideal J je popoln praideal.

Naj bosta a,b € R taka elementa, da ab € J. Ker je J ideal, sledi a"b™ € J. Loc¢imo
dve moznosti. Ce je a® —b" € S, potem —b** = (a” —b")b" —a™" € S. Cejeb* —a™ € S,
potem —a®" = a"(b" — a") — a"b" € S. Torej bodisi a*® € J bodisi b** € J. Ker je
2" > 2n in ker je J ideal, je bodisi a*" € J bodisi b*" € J. Ce n-krat uporabimo tretji
korak, vidimo, da bodisi a € J bodisi b € J. Q.E.D.

V nadaljevanju bomo potrebovali tole posledico osnovnega izreka:

Izrek 5 Naj bo T poljubna predureditev eksponenta n in naj bo U tak 11,,-sistem, da velja
—-UNT = (. Potem obstaja taka predureditev T, da velja T C T', U NT" = 0 in
T' N =T" je popoln praideal.

Dokaz : Ker je mnozica 7" modul nad krepko predureditvijo 2,,, obstaja po Zornovi lemi
tak modul S nad predureditvijo ¥, ki vsebuje T" in ki je maksimalen glede na relacijo
—UNS =0. Najbo J=S5N-S. Po izreku 4 je mnozica .J popoln praideal.

Naj bo T = T + J. Ocitno velja I, CT C T/, T"+T C T in T -T C T.
Velja —UNT" C -UNS = 0. Ker 1 € U, odtod sledi, da je T" predureditev. Ker je
JCT'N=T'"CSN—-=5=J,veljatudi =T"NT" = J. Q.E.D.

Pravimo, da je predureditev T praidealska, ¢e je njen nosilec praideal. Praidealom,
ki so nosilci kake preureditve pravimo realn: praideali. Izrek 6 pove, da je vsak realen

praideal popoln.
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Izrek 6 Naj bo T poljubna predureditev eksponenta n in J := T'N—=T njen nosilec. Potem

so ekvivalentne trditve:
1. J je popoln praideal.
2. J je praideal.

3. Cea,be R inall,b € J, potem bodisi a € J, bodisi b € J.

Dokaz : Iz tocke 1. ocitno sledi 2.

Naj velja tocka 2. in naj bosta a,b € R taka elementa, da velja all,b C J. Ker je
n!R C 3, — %, sledi n!(aRb) C a(X, —X,)b C J. Ker je J ideal, velja (n!)RaRb C J.
Cen! € J, potem —1 = —n! + (n! — 1) € J+ T C T, kar je v nasprotju s predpostavko,
da je T predureditev. Ker je J praideal in n! ¢ J, velja bodisi a € J bodisi b € J. Torej
velja tocka 3.

Naj velja tocka 3. Ocitno odtod sledi, da je J¢ = J. Po lemi 1 je mnozica J = J¢ =
T° N —=T¢ popoln praideal. Mnozica U = II,, \ J je II,-sistem. Ker velja —U NT = (),
obstaja po izreku 5 taka predureditev 77, da velja T C T, - UNT' =0 in J' =T"'N-T"
je popoln praideal. Ocitno velja T'NIL, = T"NII, in zato tudi JNII,, = J'NII,. Vzemimo
sedaj poljuben element x € J'. Potem (zI1,)" 'z C J'N1II, = JNII, C J. Po lastnosti
iz tocke 3. odtod sledi x € J. Dokazali smo J' C J. Obratna inkluzija je o¢itna. Torej je
mnozica J popoln praideal. Q.E.D.

Vsaki praidealski predureditvi priredimo njeno zaprtje T := {r € R ; rTT™ NT # 0}.
Praidealska predureditev je zaprta, ¢e je enaka svojemu zaprtju. Ce lemo 1 iz razdelka
1.1 uporabimo na polgrupi S = R\ T°, vidimo, da velja T := {r € R ; TTrNT # 0}.

Vsaka ciklicna predureditev je praidealska in zaprta.

Izrek 7 Naj bo T praidealska predureditev z nosilcem J. Potem je mnoZica T zaprta
praidealska predureditev z nosilcem J, ki ima permutacijsko lastnost. Predureditev T je

eksponenta n natanko takrat, ko vsebuje vse n-te potence elementov kolobarja R.

Dokaz : Uporabi izreke 2 in 3 ter lemo 4 iz razdelka 1.1 na polgrupi S = R\ J. Q.E.D.
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6.3 Predureditve na faktorskih kolobarjih

Izrek 8 opisuje kako se vedejo predstozci pri prehodu na faktorski kolobar.

Trditev 8 Naj bo H poljuben usmerjen stoZec na kolobarju R in naj bo 7 : R — R/H°
naravni epimorfizem. Slika in praslika preslikave m podagjata bijektivno korespondenco med
mnozico Mg = {P; P je predstozec na R, H C P in P° = H°} in mnoZico Ny = {Q; Q
je predstozec na R, m(H) C Q in QY = {0}}.

Dokaz : Naj bo P € My poljuben element in naj bo P’ = w(P). Trdimo, da P" € Ny.
Ocitno je mnozica P’ podpolkolobar, ki vsebuje mnozico 7(H). Ce —1 € P, potem
obstaja tak element p € P, da velja —1 = 7(p), Odtod sledi (1 + p) = 0, se pravi,
dal+p e H° C —P, kar je v nasprotju s privzetkom —1 ¢ P. Dokazimo se, da je
P'Nn—P = {0}). Cex € P N—P' potem obstajata taka elementa p;,ps € P, da je
r = 7(p1) = 7(—p2). Odtod sledi m(p; +p2) = 0, torej p1 +p € H® C —P. Odtod dobimo
p1,p2 € PO = HO, se pravi z = 0.

Naj bo P’ € Ny poljuben element in naj bo P = 7~ }(P’). Trdimo, da P € Mp.
Ocitno je mnozica P predstozec. Velja tudi H C 7 !(n(H)) C 7 (P')=Pin PN—-P =
i (PYna I (=P)=7"YP' Nn-P)=r"10) = H

Pokazati moramo $e, da za poljuben element P’ € Ny velja 7(7~*(P')) = P’ in da
za poljuben element P € My velja 77 (7(P)) = P. Prva trditev sledi iz surjektivnosti
preslikave 7. Drugo trditev dokazemo takole. Ce z € 7~ (7(P)), potem 7(z) € 7(P).
Torej obstaja tak element p € P, da velja m(2) = 7(p). Odtod sledi z —p € H® C P, torej
z € P. Obratna inkluzija je oCitna. Q.E.D.

Bijektivna korespondenca iz izreka 8 ohranja vse lastnosti predstozcev, ki so za nas

zanimive.

Izrek 9 Naj bo R asociativen kolobar, J njegov realen praideal, in ¢ : R — R/J naravni
epimorfizem.

Potem slika in praslika preslikave ¢ podajata bijektivno korespondenco med stozZci ek-
sponenta n na kolobarju R/J in predureditvami eksponenta n na R z nosilcem J.

Pri tej korespondenci preidejo zaprte predureditve v zaprte stoZce in ciklicne predured-

1tve v ciklicne stoZce.
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Dokaz : Za poljuben element z € R velja ¢(z) € II,,(R/J) natanko tedaj, ko obstajajo
taki elementi ry,...,r, € R, da velja ¢(z) € II'(¢(r1)" - - o(1%)") = oI (r}---1})). To
pa velja natanko tedaj, ko ¢(z) € ¢(IL,(R)). Odtod sledi, da je ¢(I1,(R)) = IL,(R/J).
Ocitno je IT,(R) C ¢! (I1,,(R/J)). Prva trditev v izreku sledi sedaj iz izreka 8.

Naj bo T zaprt stozec na R z nosilcem J. Trdimo, da je stozec ¢(7T") zaprt. Vzemimo
poljuben element ¢(z) € ¢(T). Odtod sledi, da je ¢(2)(d(T))T N H(T) # (. Ocitno je
(@(T))T = @(TT). Odtod sledi, da ¢(zT") seka ¢(T'), torej 2T+ seka ¢~ (p(T)) = T. Ker
je stozec T zaprt, sledi z € T, odtod pa ¢(z) € ¢(T).

Naj bo T" zaprta predureditev na R/J z nosilcem {0}. Trdimo, da je predureditev
¢~ (T") zaprta. Vzemimo poljuben element z € ¢=1(T"). Odtod sledi, da je z(¢~(T"))* N
¢~ HT") # 0. Ocitno je (¢~HT"))T = ¢~ 1((T")T). Odtod sledi, da ¢(2)(T")" seka T". Ker
je predureditev T" zaprta, sledi ¢(z) € T”, odtod pa z € ¢~ 1(T").

Naj bo P poljubna ureditev na R z nosilcem J in naj bo ¢ pripadajoca signatura.
Ocitno velja 071(0) = J, torej o inducira polgrupni homomorfizem 7 : R/J — pu U {0}.
Ker je ¢ surjektivna, velja ¢(P) = 771({0,1}). Torej je ¢(P) ciklicen stozec na R/J.

Naj bo P’ poljubna predureditev na R/J z nosilcem {0} in naj bo 7 pripadajoca
signatura. Potem velja ¢~ '(P') = ¢~ (771({0,1}) = (7 0 ¢)"1({0,1}). Torej je ¢p~1(P’)
ureditev na R. Q.E.D.

Pravimo da ima zaprta praidealska predureditev z nosilcem J presecno lastnost, ce
je enaka preseku vseh ciklicnih predureditev z nosilcem J, ki jo vsebujejo. Pravimo, da
ima kolobar R presec¢no lastnost eksponenta n, ¢e —1 ¢ 3,(R) in ¢e ima vsaka zaprta

praidealska predureditev na R eksponenta n presecno lastnost.

Izrek 10 Naj bo R poljuben asociativen kolobar in n poljubna potenca stevila 2. Potem

ima R presecno lastnost eksponenta n natanko tedaj, ko —1 € 3,(R).
Dokaz : Sledi iz izreka 6 v petem poglavju in iz izreka 9. Q.E.D.

Izrek 11 Naj bo R poljuben Noetherski kolobar in n poljubno sodo stevilo. Potem ima R

presecno lastnost eksponenta n natanko tedaj, ko —1 & ¥, (R).

Dokaz : Sledi iz presecnega izreka za Orejeve domene, izreka 9 in dejstva, da je vsaka

Noetherska domena Orejeva. Q.E.D.
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6.4 Nullstellensatz in Positivstellensatz
V tem razdelku predpostavljamo, da ima kolobar R presecno lastnost eksponenta n.

Izrek 12 Za poljubno predureditev T' eksponenta n in poljubna x,y € R sta ekvivalentnai:
1. Za poljubno ureditev P, ki vsebuje T, velja sklep: ée x &€ P+, potem y € P°.

2. Obstaja tako nenegativno celo stevilo k, da velja —y™ € T — S(11,211,,).

Dokaz : Dokazimo najprej, da iz 1. sledi 2. Naj bo U = {y"*;k > 0} in M = T —
Y (I,zIl,). Mnozica U je multiplikativna in je zato II,-sistem. Mnozica M je modul nad
krepko predureditvijo ¥,. Ce tocka 2. ne drzi, potem je —U N M = (. Po Zornovi lemi
obstaja tak modul S nad 3, ki vsebuje mnozico M in ki je maksimalen glede na lastnost
—U NS = (. Po osnovnem izreku je mnozica J = S N —S popoln praideal in po izreku
5 je mnozica T" := T + J praidealska predureditev z nosilcem J. Ker je J N —U = () in
y" € U, sledi, da —y" ¢ J in zato y & J.

Ce tocka 1. drzi, potem iz y & J sledi, da je z € P* za vsako ureditev P, ki vsebuje T in
ima nosilec J. Odtod sledi, da z € P za vsako ureditev P, ki vsebuje zaprto predureditev
T’ in ima nosilec J. Ker ima kolobar R presecno lastnost reda n, odtod sledi, da z € T".
Ker x ¢ J, obstajata taka elementa s,t € (T")", da velja sz = t. Velja s" 't € T" C S
in —s" 1t = —s"r € M C S. Odtod sledi s" 't € J, kar je v nasprotju s tem, da je J
popoln praideal in s,t & J.

Predpostavimo sedaj, da drzi tocka 2. Vzemimo tako nenegativno celo sStevilo k, da
velja —y"* € T —%(I1,,211,). Potem obstaja tak element t € T', da je y™* +t € X(I1,z11,,).
Vzemimo poljubno ureditev P, ki vsebuje 7', in naj bo ¢ pripadajoca signatura. Oc¢itno
o(y™ 4+ t) € {0,1} in o(S(I,211,)) € {0.0(x)}. Ce 2 ¢ P, potem o(z) # 1. Odtod
sledi, da je o(y™ +t) = 0. Odtod dobimo o(y"™*) = o(t) = 0. torej res y € P°. Tocka 1.
je s tem dokazana. Q.E.D.

Posledica 13 (Nullstellensatz) . Za pojuben element a € R in poljubno predureditev

T eksponenta n sta ekvivalentni trditvi:
1. a € P° za poljubno ureditev P, ki vsebuge T.

2. Obstaja tako nenegativno celo stevilo k, da velja —a™ € T.
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Dokaz : Uporabimo izrek 12 z x =0 in y = a. Q.E.D.

Posledica 14 (8ibki Positivstellensatz) Za poljuben element a € R in poljubno pre-

dureditev T eksponenta n sta ekvivalentni trditvi:
1. a € P za poljubno ureditev P, ki vsebuje T.

2. Obstaja tako nenegativno celo stevilo k, da velja —a™ € T — X(I1,all,,).

Dokaz : Uporabimo izrek 12 z x = a in y = a. Q.E.D.

Posledica 15 (strogi Positivstellensatz) Za poljuben element a € R in poljubno pre-

dureditev T eksponenta n sta ekvivalentn: trditvi:
1. a € PT za poljubno ureditev P, ki vsebuje T
2. Velja —1 € T — X(I1,all,,).

Dokaz : Uporabimo izrek 12z x = a in y = 1. Q.E.D.

Posledica 16 Naj bosta a in b poljubna elementa kolobarja R in T predureditev ekspo-

nenta n. Potem so ekvivalentne trditve:
1. o(a) = o(b) za vsako signaturo o € Sigr(R).

2. Obstajata tako nenegativno celo stevilo k in tak i =1,...,n— 1, da velja

—(a™ + b")"* € T — S(I1,,a’d™11,,).

3. Za vsako Stevilo 1 = 1,...,n — 1 obstaja tako nenegativno celo stevilo k;, da velja

—(a™ + b")"*i € T — N(1,,a’b"11,,) za vsak i =1,...,n — 1.

Dokaz : Implikaciji 2. = 1. in 1. = 3. sledita iz izreka 12, ¢e vzamemo x = a'b"* in

y = a™ + b". Implikacija 3. = 2. je ocCitna. Q.E.D.
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7.

Spektralni prostori

Teorija spektralnih prostorov je splosno znana, vendar redko zaide v ucbenike. Namen

tega poglavja je olajsati branje zadnjih dveh poglavij. Rezultati so iz [1], [35] in [36].

7.1 Predspektralni prostori

Topoloski prostor X se imenuje predspektralen prostor, ¢e izpolnjuje naslednje lastnosti:
1. je kompakten in T,
2. presek poljubnih dveh kompaktnih odprtih mnozic je kompaktna mnozica,
3. kompaktne odprte mnozice tvorijo bazo topologije,

Odtod sledi, da so kompaktne odprte mnozice zaprte za koncéne preseke in konc¢ne unije.

Kon¢nim presekom kompaktnih odprtih mnozic in njihovih komplementov pravimo
bazicne konstruktibilne mnoZice. Kon¢nim unijam bazi¢nih konstruktibilnih mnozic bomo
rekli konstruktibilne mnozice. Konéni preseki, koncne unije in komplementi konstruk-
tibilnih mnozic so spet konstruktibilne mnozice. Druzina poljubnih unij bazi¢nih kon-
struktibilnih mnozic zadosca aksiomom za odprte mnozice topoloskega prostora. Tej
topologiji pravimo konstruktibilna topologija, mnozico X opremljeno s to novo topologijo
pa oznacimo s X.,. Konstruktibilna topologija je o¢itno Hausdorfova in popolnoma
nepovezana. Konstruktibilne mnozice so v tej topologiji odprte in zaprte.

Mnozica, ki se ne da izraziti kot unija dveh nepraznih zaprtih podmnozic, se imenuje

nerazcepna mnozica. Tocka y € X se imenuje genericna tocka podmnozice Y C X, ce
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velja Y = {y}. Zaradi lastnosti Ty nobena mnozica ne more imeti ve¢ kot ene genericne

tocke.

Izrek 1 Ce je X predspektralen prostor. Potem sta ekvivalentni trditvi:
1. konstruktibilna topologija je kompaktna,

2. Poljubna nerazcepna zaprta mnozica v X ima genericno tocko.

Dokaz : ([35], Proposition 4.) Najprej dokazimo, da iz 1. sledi 2. Naj bo Y poljubna
zaprta nerazcepna mnozica. Oznac¢imo z M druzino vseh kompaktnih odprtih mnozic,
ki sekajo Y. Ker je Y nerazcepna, je druzina M zaprta za koncéne preseke. Ker so
elementi druzine M zaprti v konstruktibilni topologiji in ker je mnozica Y kompaktna v
konstruktibilni topologiji, je presek (fM NY neprazen. Naj bo y poljubna tocka iz tega
preseka. Ker je Y zaprte velja {y} C Y. Naj bo sedaj z € Y poljubna tocka. Vsaka
kompaktna odprta mnozica, ki vsebuje z, seka Y in zato vsebuje tocko y. Po definiciji
zaprtja odtod sledi, da je z € {y}, torej velja Y C {y}.

Naj sedaj velja tocka 2. Naj bo J poljubna druzina, ki sestoji iz zaprtih in kompak-
tnih odprtih mnozic in ki ima neprazne koncéne preseke. Ce dokazemo, da ima druzina
J mneprazen presek, potem tocka 1. sledi iz leme Aleksandrova. Lemo Aleksandrova
namrec lahko formuliramo takole: topoloski prostor je kompakten natanko tedaj, ko ima
vsaka druzina. ki sestoji iz komplementov podbazi¢nih mnozic in ki ima neprazne koncne
preseke, tudi sama neprazen presek. Podbaza konstruktibilne topologije, ki jo imamo v
mislih, sestoji iz odprtih mnozic in komplementov kompaktnih odprtih mnozic.

Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je druzina J maksimalna glede na
inkluzijo. Naj bo Z presek vseh zaprtih mnozic iz J. Naj bodo Zi,...,Z; poljubne
zaprte mnozice iz J in Uy, ..., U; poljubne odprte kompaktne mnozice iz J. Mnozica
U:=U;N...NU; je neprazna. Ker je prostor X predspektralen, je U kompaktna. Odtod
sledi, da je mnozica ZNU neprazna. Torej je tudi mnozica ZNZ1N...NZ,NUN...NU, =
Z NU neprazna. S tem smo dokazali, da ima druzina J U {Z} neprazne koné¢ne preseke,
Sledi Z € J.

Dokazimo sedaj, da je mnozica Z nerazcepna. Ce bi veljalo Z = Z; U Z,, kjer sta Z; in
Z neprazni zaprti mnozici, potem Z; in Zs nista v druzini 7, saj je Z najmanjsa zaprta

mnozica iz te druzine. Odtod sledi, da druzini JU{Z;} in J U{Z,} nimata vsch koné¢nih
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presekov nepraznih. Torej obstajajo take odprte mnozice Uy, ..., Uy, Vi,...,V, € J, da
velja Z1NUN...NU,=0in ZoNViN...NV;,=00. Odtod sledi, da je (Z; U Zy) N U N
.NU.NVIN...NV, =0, kar nasprotuje dejstvu, da Z € 7.

Naj bo x generi¢na tocka zaprte nerazcepne mnozice Z. Ker vsaka odprta mnozica iz

J seka mnozico Z = m mora vsebovati x. Torej x € N J. Q.E.D.

7.2 Spektralni prostori

Predspektralen prostor, ki zadosca eni od ekvivalentnih lastnosti v izreku 1. imenujemo
spektralen prostor. Mnozica, ki je odprta in zaprta v konstruktibilni topologiji spektral-
nega prostora, je konstruktibilna. Obrat te trditve velja celo v predspektralnih pros-
torih. Podmnozica spektralnega prostora X je zaprta v konstruktibilni topologiji natanko
tedaj, ko je enaka preseku kake druzine konstruktibilnih mnozic. Takim mnozicam prav-
imo prokonstruktibilne mnoZice. Poljubno pokritje poljubne prokonstruktibilne mnozice s

konstruktibilnimi mnozicami ima kako kon¢no podpokritje.

Trditev 2 Ce je S prokonstruktibilna mnoZica kakega spektralnega prostora, potem je

S = U {z}. Se veé, obstajajo take tocke xy, ..., xx € S, da velja S = {z,} U... U {z}}.
TES

Dokaz : Ker je {{z};x € S} pokritje prokonstruktibilne mnozice S s konstruktibilnimi
mnoZicami, obstaja konéno podpokritje S C {x1} U ... U {z;}. Odtod sledi S = {z;} U

Naj bosta x in y poljubni tocki poljubnega spektralnega prostora. Ce velja y € m,
potem pisemo x < y in pravimo, da tocka y specializira tocko z, oziroma, da tocka x

generizira tocko y.

Trditev 3 Za poljubno tocko poljubnega spektralnega prostora obstaja vsaj ena zaprta

tocka, ki jo specializira.

Dokaz : Ocitno je dana tocka zaprta natanko takrat, ko je maksimalna glede na special-
izacijo <. Naj bo (x;);e; poljubno naraséajoce zaporedje tock, ki specializirajo dano tocko

x. Potem je zaporedje mnozic ({x;});c;r padajoce. Ker je spektralni prostor kompakten,

ima to zaporedje neprazen presek. Vsak element tega preseka je gornja meja zaporedja
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(x;)ier- Po Zornovi lemi obstaja taka tocka, ki specializira z in ki je maksimalna glede na

specializacijo. Q.E.D.
Sledita karakterizaciji normalnih in popolnoma normalnih spektralnih prostorov.

Izrek 4 Za vsak spektralen prostor X so ekvivalentne naslednje trditve:
1. Za vsako tocko prostora X obstaja natanko ena zaprta tocka, ki jo specializira.
2. Poljubni dve zaprti tocki imata disjunktni okolici.

3. X je normalen topoloski prostor.

Dokaz : Ocitno iz 3. sledi 2. Obrat je posledica trditve 2. Dokazimo sedaj ekvivalenco
tock 1. in 2. Zaradi trditve 3 lahko v tocki 1. besedo natanko nadomestimo z besedo
kvecjemu.

Ce tocka 1. ne drzi, potem obstaja taka tocka z in taki zaprti tocki = in ¥y, da velja
z <z, z <yin x # y. Poljubni disjunktni okolici tock x in y vsebujeta tocko z, zato
imata neprazen presek. Torej tudi tocka 2. ne drzi.

Ce tocka 2. ne drzi, potem obstajata taki zaprti tocki = # y, da poljubna kompaktna
odprta okolica tocke x seka poljubno kompaktno odprto okolico tocke y. Naj bo M
druzina vseh takih presekov. Iz druge lastnosti predspektralnih prostorov sledi, da ima
druzina M neprazne koncne preseke in da so njeni elementi kompaktne odprte mnozice.
Ker je prostor X kompakten v konstruktibilni topologiji, elementi druzine M pa zaprti
v konstruktibilni topologiji, ima druzina M neprazen presek. Poljubna tocka iz preseka

ima dve razliéni zaprti specializaciji x in y. Torej tocka 1. ne drzi. Q.E.D.

Mnozico zaprtih tock spektralnega prostora X oznac¢imo z Max(X). Ce je prostor X
normalen, potem obstaja naravna preslikava X — Max(X). Izkaze se, da je ta preslikava
zvezna in zato zaprta.

Pravimo, da je spektralni prostor popolnoma normalen, ¢e za poljubne tocke x,y, z €
X, ki zadoscajo z < x in z < y, velja bodisi x < y bodisi y < x. To je ekvivalentno
z zahtevo, da je mnozica specializacij dane tocke linearno urejena. Vsak popolnoma

normalen spektralen prostor je tudi normalen.
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7.3 Stoneova antiekvivalenca

Mreza v tem razdelku pomeni omejeno distributivno mrezo. Homomomorfizmi mrez naj
vedno ohranjajo najvecji in najmanjsi element mreze. Kategorijo distributivnih mrez
in njihovih homomorfizmov oznacimo z D01. Morfizmi spektralnih prostorov so take
preslikave, katerih praslike ohranjajo kompaktne odprte mnozice. Kategorijo spektralnih
prostorov in njihovih morfizmov oznac¢imo z SS.

Vsakemu spektralnemu prostoru X lahko priredimo mrezo L(X) njegovih kompaktnih
odprtih mnozic. Vsaki mrezi L lahko priredimo mnozico St(L) vseh homomorfizmov
iz mreze L v mrezo {0,1}. Za vsak element a € L definirajmo mnozico U, := {¢ €
St(L); ¢(a) = 1}. Ker velja U, N U, = Uy, tvorijo mnozice U, bazo neke topologije
na St(L), ki ji recimo Harrisonova topologija. Mnozice U, in njihovi komplementi tvorijo
podbazo neke topologije na St(L), ki ji recimo topologija Tihonova.

Za poljubno mrezo L je prostor Z; := {0,1}L s topologijo konvergence po tockah

naravno homeomorfen produktnemu prostoru IT;c;{0,1} in zato kompakten.

Izrek 5 Za poljubno mrezo L je prostor St(L) s topologijo Tihonova zaprt podprostor v
AR

Dokaz : Mnozice M, := {1} X [Tyep (310, 1} in njihovi komplementi tvorijo standardno
podbazo prostora Zj. Ker velja M, N St(L) = U, in MS N St(L) = U¢, se relativna

topologija na St(L) ujema s topologijo Tihonova.

Vzemimo sedaj poljuben element ¢ € St(L). Po definicijo topologije na {0, 1} se ¢
na poljubni konéni podmnozici mreze L ujema s kakim elementom iz St(L). Vzemimo
poljubna elementa a,b € L in izberimo, tak x € St(L), ki se na {a,b,a Nb,a UD,0,1}
ujema z ¢. Odtod sledi ¢(a Ub) = x(aUb) = x(a) U x(b) = é(a) U ¢(b). Analogno
dokazemo ¢(aNb) = ¢(a) N@(b), p(0) =0 in ¢(1) = 1. Torej ¢ € St(L). Q.E.D.

Po izreku 5 je topologija Tihonova kompaktna. Harrisonova topologija je kompaktna
zato, ker je SibkejSa od topologije Tihonova. Topologija Tihonova je Hausdorfova in

popolnoma nepovezana, za Harrisonovo topologijo pa to ne velja nujno.

Izrek 6 Naj bo X = St(L) Stoneov prostor mreze L opremljen s Harrisonovo topologijo.
1. Prostor X je spektralen.
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2. Podmnozica U C X je odprta in kompaktna natanko tedaj, ko obstaja tak a € L, da
velja U = U,.

3. Konstruktibilna topologija na X se ujema s topologijo Tihonova.

Dokaz : Ker so mnozice U, zaprte v topologiji Tihonova, so v tej topologiji tudi kom-
paktne, zato so kompaktne tudi v Harrisonovi topologiji. Nasprotno je vsaka kompaktna
odprta mnozica enaka koncni uniji U,, U...UU,, = U,,u..ua,.- S tem je tocka 2. dokazana.
Odtod takoj sledi tocka 3.

Dokazimo, sedaj, da ima prostor X lastnost Tp. Ce sta ¢, 7 € St(L) razliéni tocki,
potem obstaja tak element a € L, da velja ¢(a) # 7(a). Lahko predpostavimo, da je
¢(a) =1in 7(a) = 0. Potem ¢ € U, in 7 &€ U,. 1z tock 2. in 3. takoj sledi, da je prostor
X spektralen, Q.E.D.

Posledica 7 Preslikava a — U, iz mreze L v mrezo L(St(L)) je izomorfizem mrez.

Naj bo X poljuben spektralen prostor. Poljubnemu elementu x € X priredimo
preslikavo x, : L(X) — {0,1}, ki je definirana s predpisom: za poljuben U € L(X)
velja x,(U) = 1 natanko tedaj, ko z € U. Ocitno je x, mrezni homomorfizem, torej

Xa € St(L(X)).

Posledica 8 Preslikava © — X, iz spektralnega prostora X v spektralni prostor St(L(X))

je homeomorfizem topoloskih prostorov.

Dokaz : Dokazimo najprej injektivnost. Ce za elementa z,y € X velja y, = Xy, potem
poljubna kompaktna odprta mnozica, ki vsebuje eno tocko, vsebuje tudi drugo. Ker
kompaktne odprte mnozice tvorijo bazo topologije prostora X, sta tocki x in y topolosko
nerazlocljivi. Ker ima X lastnost T, sledi z = y.

Dokazimo sedaj surjektivost. Vzemimo poljuben element y € St(L(X)). Naj bo M C
L(X) druzina vseh mnozic, ki jih y preslika v 1. Ker ima druzina M neprazne konéne
preseke in ker so njeni elementi zaprti v topologiji Tihonova, je njen presek J := NM
neprazen. Za poljuben element x € J velja x = x,.

Iz tocke 2. izreka 6 sledi, da je preslikava x — y, homeomorfizem. Q.E.D.

Kako preslikavi St in L razsirimo do funktorjev. Naj bosta X in Y spektralna prostora

in f: X — Y morfizem spektralnih prostorov. Njena praslika f* ohranja kompaktne
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odprte mnozice, ter spostuje preseke in unije. Torej je f*: L(Y) — L(X) homomorfizem
mrez. Naj bosta sedaj M in N poljubni mrezi in ¢ : M — N mrezni homomorfizem. Naj
bo Fy : St(N) — St(M) preslikava, definirana z Fy(x) = xo¢. Ker velja F,; ' (U,) = Uy(a)

za vsak a € M, je F; prava zvezna preslikava.

Izrek 9 Preslikavi L in St sta kontravariantna funktorja, ki zadoscata St o L = id in

Lo St =id.
Dokaz : Po krajSem premisleku sledi iz posledic 7 in 8. Q.E.D.

Kategoriji D01 and SS sta torej antiekvivalentni. Tej antiekvivalenci pravimo Sto-
neova antiekvivalenca in je posplositev bolj znane antiekvivalence med kategorijo Booleovih
prostorov BS in kategorijo Booleovih algeber BA.

Mnozico komplementiranih elementov mreze L oznacimo z C(L). Mnozica C(L) je
Booleova algebra. Mnozico komplementiranih kompaktnih odprtih mnozic spektralnega
prostora X ozna¢imo s D(X). Ocitno so elementi D(X) ravno odprto-zaprte mnozice
prostora X. Homomorfizmi mrez ohranjajo mnozico komplementiranih elementov.

Rezultate tega razdelka strnimo v naslednji komutativni diagram

DO1 ¢ BA

St |1 L St |1 L
ss P BS
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8.
Realen spekter visjega eksponenta

Algebraicen pristop k klasi¢ni semialgebrai¢ni geometriji temelji na bijektivni kores—
pondenci med semialgebraicnimi mnozicami v R in konstruktibilnimi mnozicami v
Sper(R[X7, ..., Xk]).

Ta korespondenca je motivirala studij realnega spektra poljubnega komutativnega
kolobarja (glej 3. del v [1]). Kasneje so se pojavili tudi ¢lanki o realnem spektru visjega
cksponenta komutativnih kolobarjev ([37], [41]) in o realnem spektru nekomutativnih
kolobarjev ([32]). V tem poglavju dajemo skupno posplositev teh teorij na realen spekter
vigjega reda za nekomutativne kolobarje. Teorije p-realnega spektra ([40],[41]) ne obrav-
navamo.

V tem poglavju ni pomembnejsih originalnih prispevkov. Dokazi so v glavnem enos-
tavne posplositve dokazov iz [37] in [38].

V tem poglavju predpostavljamo, da je n dano naravno Stevilo, R dan
kolobar s presecno lastnostjo eksponenta n in 7" dana prava predureditev s

strogim eksponentom n.

8.1 Prostor T-signatur

Signatura o na kolobarju R se imenuje T-signatura, ¢e velja (1) = 1. Vsaka T-signatura
je eksponenta n. Ker ima kolobar R prese¢no lastnost eksponenta n, je mnozica Sigy(R)
neprazna. Ce Stevilo n ni potenca stevila 2, potem ne vemo, ali mnozica Sigr(R) vsebuje
kako signaturo strogega eksponenta n.

Za poljuben element a € R in poljuben element w € p, U {0} definirajmo mnozico
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Or(a,w) = {0 € Sigp(R);0(a) = w}. Mnozicam oblike Or(a,w) recimo t-podbazicne
mnoZzice, njihovim konénim presekom pa t-bazicne mnozice. Mnozicam, ki se dajo izraziti
kot unija t-bazi¢nih mnozic, recimo t-odprte mnozice, druzini, ki jo tvorijo, pa topologija
Tihonova.

Oznacimo Np(a) = O(a,0) in Dr(a,i) = O(a,("). Vsem mnozicam oblike Dr(a,1)
recimo h-podbazicne mnozice. Analogno kot zgoraj definiramo h-bazi¢ne mnozice, h-odprte
mnozice in Harrisonovo topologijo. Ce je kolobar R obseg, potem se Harrisonova topologija
in topologija Tihonova na Sig;(R) ujemata. Ta primer bomo obravnavali v naslednjem

poglavju.

Trditev 1 Vzemimo na mnoZici b = p, U {0} diskretno topologijo, na mnoZici Z =
[Lucr 12 produktno topologijo in na mnoZici Sigr(R) topologijo Tihonova.
Preslikava ® : Sigp(R) — Z definirana s predpisom ®(o) = (0(a))ecr je zaprta

vloZitev.

Dokaz : Dokazimo najprej injektivnost preslikave ®. Naj bosta ¢ in 7 taki T-signaturi
na R, da velja ®(0) = ®(7). Potem je (0(a))ecr = (7(a))acr, kar pomeni o(a) = 7(a) za
vsak a € R, torej 0 = 7.

Za dokaz zaprtosti slike preslikave ® potrebujemo tole pomozno trditev: Za poljuben
element © = (x,)acr 12 zaprtja slike preslikave ® in za poljubne elemente ay,...,ar € R
obstaja taka T-signatura 7, da velja T(ay) = Xy, ..., T(ag) = Tq, .

Definirajmo U,, = {z,,} za i —1,...,k, U, = pi°, ¢e a € R\ {a1,...,ax} in U =
[locr Ua- Mnozica U je odprta okolica elementa x, zato seka sliko preslikave ®. Torej
obstaja taka T-signatura 7, da je (1) € U. Odtod sledi pomozna trditev.

Da bi dokazali zaprtost slike preslikave ® zadosca dokazati, da je preslikava y, ki je
definirana s x(a) = x,, T-signatura za vsak element = = (x,)qcr iz zaprtja slike preslikave
D,

Vzemimo najprej poljubna elementa a,b € R. Po pomozni trditvi obstaja taka 7T-
signatura o, da velja o(a) = x,, o(b) = xp in o(ab) = x4. Odtod sledi x4, = z,23, torej
je preslikava y polgrupni homomorfizem.

Vzemimo sedaj taka elementa a,b € R, da je x, = x;, = 1. Po pomozni trditvi obstaja
taka T-signatura o, da velja o(a) = x4, 0(b) = z3 in o(a +b) = xeqp. Odtod sledi

Taip = 1. Torej je mnozica x~!(1) zaprta za sestevanje.

67



Da bi dokazali zveznost in odprtost preslikave & definirajmo podbaziéne mnozice
M(a,w) = {w} XITper\{a} M5 Da prostoru Z in opazimo relaciji &~ (M (a,w)) = O(a, w) ter
®(0(a,w)) = M(a,w) N ®(Sigp(R)). Slika in praslika preslikave ® torej ohranjata pod-

bazne mnozice. S tem je trditev dokazana. Q.E.D.

Iz te trditve sledi, da je topologija Tihonova kompaktna, Hausdorfova in popolnoma
nepovezana. Harrisonova topologija je tudi kompaktna, saj je sibkejsa od topologije Ti-

honova.

Izrek 2 1. Prostor X = Sigy(R) s Harrisonovo topologijo je spektralen prostor.

2. Podmnozica prostora X je h-kompaktna in h-odprta natanko tedaj, ko je enaka

koncni unigi h-bazic¢nih mnoZic.

3. PodmnoZzica prostora X je konstruktibilna natanko tedaj, ko je enaka koncni uniji

t-bazicnih mnoZic.
4. Konstruktibilna topologija prostora X se ujema s topologijo Tihonova.

Dokaz : Pokazali smo ze, da je prostor X h-kompakten. Za poljubni razliéni tocki
0,7 € X obstaja tak element a € R, da velja o(a) # 7(a). Lahko predpostavimo, da je
o(a) = (' za nek i. Potem je 0 € Dr(a,i) in 7 € Dr(a,i). S tem smo dokazali, da ima
prostor X lastnost Tj, torej zadosca prvi lastnosti predspektralnih prostorov.

Dokazimo tocko 2. Vsaka h-podbazi¢na mnozica je t-zaprta, zato je tudi vsaka konéna
unija h-bazié¢nih mnozic t-zaprta. Odtod sledi, da je kon¢éna unija h-bazi¢nih mnozic
t-kompaktna in zato tudi h-kompaktna. Nasprotno je vsaka h-odprta mnozica enaka
uniji kake druzine h-bazi¢nih mnozic, zato je vsaka h-kompaktna h-odprta mnozica enaka
kon¢ni uniji h-bazi¢nih mnozic.

Iz tocke 2. takoj sledi, da je prostor X predspektralen.

Dokazimo sedaj tocko 3. Vsaka t-podbazi¢na mnozica je konstruktibilna, saj je bodisi
enaka mnozici oblike Dy (a, ), ki je h-kompaktna in h-odprta, bodisi je enaka mnozici ob-
like N7 (a), ki je enaka konénemu preseku komplementov h-kompaktnih h-odprtih mnozic.
Odtod sledi, da je vsaka koncna unija t-bazi¢nih mnozic konstruktibilna. Nasprotno je
vsaka h-podbazi¢na mnozica ali njen komplement oc¢itno enaka konéni uniji t-bazi¢noh

mnozic. Iz tocke 2. sledi, da je vsaka kompaktna odprta mnozica ali njen komplement
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enaka kon¢ni uniji t-bazi¢nih mnozic. Odtod takoj sledi, da je vsaka konstruktibilna
mnozica enaka konc¢ni uniji t-bazi¢nih mnozic.

Iz tocke 3. takoj sledi tocka 4. Iz tocke 4. sledi, da je prostor X spektralen. Q.E.D.

Nas naslednji cilj je karakterizirati specializacijo na spektralnem prostoru Sig,(R). Za

vsako signaturo o € Sigy(R) oznacimo ¢° = 071(0), 0; = 07 1({0,¢*}) in 0;" = a71(¢Y).

Izrek 3 Naj bosta o in 7 poljubni T-signaturi na R. Naslednje trditve so ekvivalentne:
1. T specializira o,
2. za vsak a € R velja sklep T(a) # 0= 7(a) = o(a),
3. 1" Cof zavsaki=1,...,n,
4. 0; CT1zavsaki=1,...,n.

Dokaz : Tocki 2. in 3. sta oc¢itno ekvivalentni.

Po definiciji zaprtja je tocka 1. ekvivalentna z lastnostjo, da vsaka odprta mnozica, ki
vsebuje 7 vsebuje tudi 0. Ker mnozice Dr(a,i) tvorijo podbazo Harrisonove topologije,
je ta lastnost ekvivalentna z lastnostjo, da vsaka mnozica oblike Dr(a,i), ki vsebuje 7,
vsebuje tudi 0. Toda ta lastnost je ocitno ekvivalentna s tocko 3.

Dokazimo, da iz 4. sledi 2. Naj bo 7(a) # 0. Ce je o(a) = 0, potem po tocki 4. velja
7(a) € {0,¢’} za vsak j med 1 in n. To je v nasprotju s predpostavko 7(a) # 0. Ce je
o(a) = (' za nek ¢ med 1 in n, potem po tocki 4. sledi 7(a) € {0,¢'}. Iz predpostavke
7(a) # 0 sledi 7(a) = ¢ = o(a). S tem je tocka 2. dokazana.

Dokazimo Se, da iz 2. sledi 4. Vzemimo poljubno Stevilo ¢ med 1 in ¢ in poljuben
element a € R, ki zadoica o(a) € {0,¢'}. Ceje 7(a) = 0 potem 7(a) € {0,¢'}. V primeru
7(a) # 0 sledi iz 1., da velja 7(a) = o(a) € {0,(*}. S tem je tocka 4. dokazana. Q.E.D.

Iz naslednjega izreka sledi, da je spektralni prostor Sig;(R) popolnoma normalen.

Izrek 4 Za poljubni tocki o, € Sigp(R) sta ekvivalentni trditvi:
1. o in 7 imata disjunktni h-odprti okolici,

2.0&LT1TinTLo0.
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Dokaz : Ocitno iz 1. sledi 2. Dokazujemo nasprotno smer. Po izreku 3 obstajata taki
stevili 1 < 4,5 < n, da velja 0; € 7; in 7; € 0;. Potem obstajata taka elementa a,b € R
in taki stevili 1 <m,l <n,daveljaa€o;,a€r,, m#iterber,beco, l+j.

Ce a ¢ 0°, potem velja o € Dy(a,i), 7 € Dp(a,m) in Dy(a,i) N Dp(a,m) = §. Ce
b ¢ 7° potem velja o € Dyp(b, 1), 7 € Dr(b,5) in Drp(b,1) N Dr(b,j) = 0. Ce velja a € 0°,
ber"inm#Il potemjea+be o’ +o Copina+ber,+71°C 1, Tore je
o € Dr(a+b,m), 7 € Dp(a+b,1) in Dp(a+b,m) N Dr(a+b,1) = 0. Ce velja a € 0°,
b € 7 in m = I, potem je kot prej a — b € 77 — 7° C 7,,,. Ce upostevamo, da —1 € 0,/
in izberemo tak 1 < r < n, da velja [ + (n/2) = r (n), potem je a — b € 0° — 0, C o,.
Torej je 0 € Dr(a —b,r), 7 € Dp(a—b,1) in Dr(a —b,7) N Dy(a —b,1) = 0. Q.E.D.

Pozorni bralec bo opazil, da lahko v tocki 1. besedo h-odprta nadomestimo s

h-podbazic¢na.

8.2 Prostor T-ureditev

Ureditev P na kolobarju R, ki vsebuje predureditev T' se imenuje 7T-ureditev. Naj bo
Sper,(R) mnozica vseh T-ureditev. Kot v prejsnjem razdelku je ta mnozica neprazna, vsi
njeni elementi imajo eksponent n in ne vemo, ali vsebuje kak element strogega eksponenta
n.

Definirajmo naslednje podmnozice mnozice Spery(R).

Ur(a) = {P € Sper(R); a € P}
Zr(a) = {P € Speryp(R); a € P}
Wr(a) = {P € Spery(R); a € P}

Vpeljimo na mnozico Spery(R) dve topologiji: Harrisonova topologija naj ima za podbazo
mnozice oblike Ur(a) in Wr(a)¢. Topologija Tihonova naj ima za podbazo mnozice oblike
Wr(a) in Wr(a)©.
Trditev 5 Vzemimo na mnozici {0,1} diskretno topologijo, na mnozici Z' = [1,cp{0,1}
produktno topologijo in na mnozici Sperp(R) topologijo Tihonova.

Preslikava ¥ : Sperp(R) — Z' definirana s predpisom ®(P) = (cp(a))acr, kjer je cp

karakteristicna funkcija mnoZice P je zaprta viloZitev.
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Dokaz : Ce je W(P) = ¥(Q), potem je cp = cq, torej je P = Q. Torej je preslikava W
injektivna. Za poljuben a € R definirajmo mnozico W'(a) = {1} X [Iyep (o}{0, 1}. Veljata
relaciji =YW (a)) = Wr(a), ¥ (Wr(a)) = W(a) N Z' iz katerih sledi ¥~ (W'(a)¢) =
Wr(a)® in ¥(Wr(a)¢) = W(a)° N Z'. Preslikava W ohranja podbazne mnozice, torej je
homeomorfizem na svojo sliko.

Naj bo P : Sigp(R) — Speryp(R) preslikava definirana s P(o) = 071({0,1}). Naj
bo a: pu® — {0,1} preslikava definirana z a(0) = 0 in a(w) = 1, ¢e w # 0. Preslikava
F :=Tlera: Z — Z' je zvezna in zato zaprta. Ker velja W o P = F o ® in ker je P
surjektivna preslikava, velja F(Im(®)) = Im(¥). Po izreku 1 je mnozica Im(®) zaprta v

Z, torej je mnozica Im(W) zaprta v Z’ zaradi zaprtosti preslikave F. Q.E.D.
Dokaz naslednjega izreka je podoben dokazu izreka 2 zato ga opustimo.

Izrek 6 1. Prostor X = Spery(R) s Harrisonovo topologijo je spektralen prostor.

2. PodmnoZzica prostora X, je h-odprta in h-kompaktna natanko tedaj, ko je enaka

koncni unigi h-bazicnih mnoZic.

3. PodmmnoZzica prostora X je konstruktibilna natanko tedaj, ko je enaka koncni uniji

t-bazicnih mnozic.
4. Konstruktibilna topologija prostora X se ujema s topologijo Tihonova.
Naslednji izrek karakterizira specializacijo na spektralnem prostoru Sper;(R).

Izrek 7 Naj bosta P in Q) poljubni T-ureditvi na R. Naslednje trditve so ekvivalentne:
1. Q) specializira P,
2. PCQ inQ"CPT,
3. PCQinQ\PCQ’

Dokaz : Lastnost P C @ je ekvivalentna z lastnostjo, da za vsak a € R iz a € @Q
sledi @ ¢ P, ta pa je ekvivalentna z lastnostjo, da za vsak a € R iz Q € Wy(a)® sledi
P € Wr(a)¢. Podobno je lastnost Q C PT ekvivalentna z lastnostjo, da za vsak a € R iz
Q € Ur(a) sledi P € Ur(a). Tako smo dokazali, da je lastnost 2. ekvivalentna z lastnostjo,

71



da vsaka podbazna mnozica, ki vsebuje @), vsebuje tudi P. Ta lastnost je ekvivalentna

z lastnostjo, da vsaka odprta mnozica, ki vsebuje () vsebuje tudi P, kar je ekvivalentno

lastnostjo 1.

Ce velja tocka 2., potem je Q\ P C Q \ P* C Q\ QT = Q°, torej velja tocka 3.
Nasprotno iz tocke 3. sledi QT = Q\ Q"' C Q\ (Q\ P) C Pin P° C Q°. Odtod sledi

tocka 2.

Q.E.D.

Iz naslednjega izreka sledi, da je spektralni prostor Sper,(R) popolnoma normalen.

Izrek 8 Za poljubni tocki P,Q € Sperp(R) sta ekvivalentni trditvi:

1. P in Q wmata disjunktni h-odprti okolici,

2.PZ£QinQ<P.

Dokaz : Naj velja tocka 2. Ker P # @, lahko privzamemo P ¢ (). Vzemimo poljuben
a € P\Q. Cea g P° potem je P € Up(a) in Q € Wr(a)®. Ce tak a ne obstaja, je
P\Q C PY Ker Q £ P, sledi po tocki 3. izreka 7, da je Q € P. Vzemimo poljuben
element b € Q \ P. Ce b & Q°, potem @ € Urp(b) in P € Wy (b)°. V nasprotnem primeru
vzemimo poljubna elementa a € P\ Q C P°inbe Q\ P C Q°. Velja Q € Up(a™ — b")

in P e Wr(a® — bm)e.

Q.E.D.

Za poljuben element a € R iz za poljubno stevilo m med 1 in n definirajmo mnozici

UT(a,m) = UT(am)ﬂ O WT(CLk>C,

Wr(a,m) = Wp(a™)N ﬂ Ur(a®)e.

klm

k#m
Velja Wr(a, m) = Ur(a,m) U Zr(a). Za komplemente velja
UT(a7m)c = U WT(a7k)a

kln

k#m
Wr(a,m)* = |J Ur(a,k).
k:k;‘é?n
Za poljubne elemente a4, ...,a; € R in za poljubna naravna ztevila 1 < my, ...
definirajmo
Ur(ay,...,ag;my,...,mg) = Up(ay,my) N...NUp(ag, mg),
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Wr(ay,...,ag;my,...,mg) = Wr(ag,mq) N ... N Wer(ag, my).

Tem mnozicam recimo temeljne odprte oziroma temeljne zaprte mnozice. 1z zvez Ur(a) =
Ur(a,1) in Wr(a) = Wr(a,1) in iz formul za komplemente sledi, da temeljne odprte
mnozice tvorijo bazo Harrisonove topologije in da preseki temeljnih odprtih mnozic z

mnozicami oblike Zr(b) tvorijo bazo konstruktibilne topologije.

Trditev 9 Vsaka odprta konstruktibilna mnoZica je enaka konéni uniji temeljnih odprtih
mnozic. Vsaka zaprta konstruktibiina mmnoZica je enaka koncni uniji temeljnih zaprtih

mnozic.

Dokaz : Prva trditev sledi direktno iz kompaktnosti konstruktibilne topologije. Odtod
sledi, da je vsaka zaprta konstruktibilna mnozica enaka konénemu preseku komplementov

temeljnih odprtih mnozic. Odtod in iz formul za komplemente mnozic Ur(a,m) sledi

druga trditev. Q.E.D.

8.3 Naravna projekcija iz Sigy(R) na Sperp(R)

Preslikavi P : Sig,(R) — Spery(R) definirani s P(o) = 0~'({0,1}) bomo rekli naravna
projekcija. Ocitno se strogi eksponent poljubne T-signaturo o ujema z strogim eksponen-

tom pripadajoce T-ureditve P(co). Naj bo ¢ Eulerjeva funkcija iz teorije stevil.

Lema 10 Naj bo o poljubna T'-signatura na kolobarju R in naj bo m njen strogi eksponent.
Potem poljubna signatura T pripada mnoZici P71(P(c)) natanko tedaj ko obstaja tako
naravno Stevilo r med 1 in m, ki je tuje proti m in velja T = o". Moé mnozice P~*(P (o))

je enaka ¢p(m).

Dokaz : Ce je P(1) = P(0), potem iz opombe pred lemo sledi, da imata signaturi 7 in o
enak strogi eksponent. Naj bosta a, b poljubna elementa kolobarja R. Izjava 7(a) = 7(b)
je ekvivalentna z ab™! € P(7), ta je po izbiri 7 ekvivalentna z ab™' € P(o), ki je
ekvivalentna z izjavo o(a) = o(b). Odtod sledi, da je s f(¢*) = 7(07%(¢*)) podana
injektivna preslikava f : p,, — p,. OCitno je ta preslikava bijektiven homomorfizem
grup, za te pa vemo, da so ravno potenciranja s Stevili tujimi proti m. Po definiciji
Eulerjeve funkcije ¢ je med 1 in m, ravno ¢(m) stevil, ki so tuja proti m. Ko potenciramo

o s temi stevili dobimo razli¢ne signature. Q.E.D.

73



Naslednja lema nam pove, da je naravna projekcija zvezna glede na Harrisonovo

topologijo.

Lema 11 Za poljuben element a € R in poljubno naravno stevilo m, ki deli n, velja
P~Y(Ur(a,m)) = U Dr(a,r), kjer r teée po vseh stevilih med 1 in n, ki zadoscajo (n,r) =
Dokaz : Naj bo r poljubno stevilo, ki zadosca (n,r) = . Za poljubno T-signaturo
o € Drp(a,r) velja o(a™) = (™ = 1. Ce za nek k, ki strogo deli m, velja o(a*) = 1,
potem je ¢"* = 1, torej n|rk. Odtod sledi protislovje, da m = " deli k. Tako smo

(n.r)

dokazali, da a™ € P(c) in a* ¢ P(c) za vsak k, ki strogo deli m. Torej P(c) € Ur(a,m).

Vzemimo tako signaturo o, da velja P(o) € Ur(a,m). Naj bo o(a) = (", torej
o € Dr(a,r). Dokazati moramo $e, da velja (n,r) = ™. Po definiciji mnozice Ur(a,m)
je (™ = o(a™) = 11in (¥ = o(a*) # 1 za vsak k, ki strogo deli m. Ker n deli mr, sledi,
da (n”—r) deli m. Ker n ne deli mk, za noben k, ki strogo deli m, sledi (") = m, torej je

n,r

(n,r) = =. Q.E.D.

Naj bo py : Sigr(R) — Sigs(R) preslikava definirana s py (o) = o*.

Lema 12 Ce je stevilo k tuje proti n, potem je py avtohomeomorfizem prostora Sig;(R)
in za vsako Stevilo m, ki deli n, njegova slika tranzitivno deluje na druZino mmnoZic

{Dr(a,r); 1<r<n, (n,r)= "}

Dokaz : Ker je stevilo k tuje proti n, obstajata taki stevili ¢ in d, da velja ck 4+ dn = 1.
Preslikava ¢, je inverz preslikave ¢y.

Za poljuben a € R in poljubno stevilo ¢ med 1 in n velja py(Dr(a,i)) € Dr(a, ki)
in p.(Dr(a,ki)) € Dr(a,cki) = Dr(a,i), torej je pr(Dr(a,i)) = Dr(a,ki). Odtod sledi,
da je pr homoemorfizem in da njegova slika deluje na omenjeno druzino.

Tranzitivnost delovanja je posledica naslednje pomozne trditve: Za poljubni naravni
Stevili v in t velja (n,r) = (n,t) natanko tedaj, ko obstaja tako Stevilo | tuje proti n, da
velja lr =t (n).

Naj bo ' = ﬁ int' = (nt—t) Ker je r’ tuj proti n obstajata taki Stevili p in ¢, da
velja pn 4+ g’ = 1. Naj bo | = gt’. Ker sta ¢ in ¢’ tuja proti n je tudi [ tuje proti n. Velja
tudi t —lr =t —qt'r’(n,r) =t — qr't = tpn, torej je Ir =t (n). Nasprotna smer je ocitna.

Q.E.D.
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Oznacimo s Spec(n) mnozico vseh T-ureditev strogega eksponenta n. Naj bo Sig(n)
mnozica vseh T-ureditev strogega eksponenta n. Mnozica Spec(n) je neprazna natanko
tedaj, ko je mnozica Sig(n) neprazna.

Naj bo P poljubna T-ureditev strogega eksponenta n. Potem obstaja tak element
a € R, da velja P € Ur(a,n). Toda ocitno mnozica Ur(a,n) vsebuje samo ureditve
strogega eksponenta n. Mnozica Spec(n) je torej odprta v Specp(R). Ker je P zvezna

preslikava, je tudi mnozica Sig(n) odprta v Sigp(R).

Izrek 13 Prostor Sig(n) je ¢(n)-listen krovni prostor prostora Spec(n).

Za vsako naravno Stevilo k tuje proti n je preslikava py krovna transformacija.

Dokaz : Po lemi 10 preslikava p; ohranja vlakna. Po lemi 12 je py avtohomeomorfizem.
Torej je pi krovna transformacija. Po lemi 11 velja P~Y(Ur(a,n)) = U Dr(a,r), kjer r
tece po vseh stevilih med 1 in n, ki so tuja proti n. Ocitno so mnozice iz gornje unije med
seboj disjunktne in po lemi 12 so med seboj homeomorfne. Torej je preslikava P|gig(m)

¢(n)-listna krovna projekcija. Q.E.D.
Trditev 14 Preslikava P je zvezna in zaprta glede na topologijo Tihonova.

Dokaz : Vemo, da mnozice Ur(a,m) in Zr(a) tvorijo podbazo topologije Tihonova. Za
poljuben element a € R in za poljubno T-signaturo o na R velja a € P(0)" natanko tedaj
ko velja o(a) = 0. Torej velja o € Np(a) natanko tedaj, ko velja P(o) € Zr(a). Zveznost
preslikave P v topologiji Tihonova sedaj sledi iz leme 11. Zaprtost sledi is dejstva, da sta

topologiji Tihonova kompaktni in Hausdorfovi. Q.E.D.

8.4 Prostor T-realnih praidealov

Na prostoru Sig,(R) lahko definiramo topologijo Zariskega s podbazo {Nr(a)®; a € R} in
konstruktibilno topologijo Zariskega s podbazo {Nr(a); a € R} U{Nr(a); a € R}. Ker
sta obe topologiji sibkejsi od topologije Tihonova na Sig,(R) sta kompaktni.

Ali je prostor Sigp(R) s topologijo Zariskega spektralen? Zal je odgovor na to vprasanje
negativen. Obstaja lahko namre¢ ve¢ T-signatur z istim nosilcem. Take signature so
v topologiji Zariskega nerazlocljive in zato topologija Zariskega nima niti lastnosti 7.

Torej prostor Sig;(R) s topologijo Zariskega v splosnem ni niti predspektralen. Podobno

75



lahko definiramo topologijo Zariskega in konstruktibilno topologijo Zariskega na prostoru
Sper,(R). Tudi tu ne dobimo spektralnega prostora iz istih razlogov.

Kaj pa ce bi lastnost Tg prisilno uvedli tako, da bi identificirali topolosko nerazlocljive
tocke? Bolj elegantna resitev je, da se omejimo na mnozico vseh praidealov, ki so nosilci
kake T-signature. Takim idealom recimo T'-realn: ideali. Mnozico vseh T-realnih idealov
na katero uvedemo relativno topologijo iz Spec(R) oznacimo s Specy(R).

Pravimo, da je praideal p na kolobarju R T-kompatibilen, ¢e zadosca p N1+ T = ()
in Ce za poljubna elementa ti,t, € T iz predpostavke t; + t5 € p sledi t1,t5 € p. Iz
osnovnega izreka in presecne lastnosti kolobarja R sledi, da je poljuben praideal p na R
T-realen natanko tedaj, ko je T-kompatibilen.

Ali prostor Specy(R) podeduje spektralno strukturo prostora Spec(R)? Zal je to
vprasanje nesmiselno, saj spekter nekomutativnega kolobarja v splosnem ni spektralni
prostor. Znano je, da se da spekter nekomutativnega kolobarja gosto vloziti v primeren
spektralen prostor (glej [39]). V nadaljevanju bomo direktno, brez uporabe tega rezultata,
dokazali, da je ob stalnih predpostavkah na R in T', prostor Spec,(R) spektralen.

Mnozicam oblike Or(a) = {p € Specy(R); a ¢ p} recimo z-podbazi¢ne mnozice.
Mnozicam, ki so bodisi z-podbazi¢ne bodisi komplementi z-podbazi¢nih mnozic recimo,
cz-podbazi¢ne mnozice. Konénim presekom z-podbazié¢nih mnozic pravimo z baziéne
mnozice, kon¢nim presekom cz-podbazi¢nih mnozic pa cz-bazi¢ne mnozice. Prve tvorijo
bazo topologije Zariskega, druge pa bazo konstruktibilne topologije Zariskega. Kot smo ze

navajeni velja naslednji izrek.
Izrek 15 Ce na mnoZici Specy(R) vzamemo topologijo Zarskega, potem velja:
1. Specy(R) je spektralen prostor.

2. PodmnoZica prostora Specp(R) je z-kompaktna in z-odprta natanko tedaj, ko je

enaka koncni uniji z-bazic¢nih mnoZic.

3. PodmnoZica prostora Specy(R) je konstruktibilna natanko tedaj, ko je enaka koncéni

uniji cz-bazicnih mnoZic.
4. Konstruktibilna topologija na Specy(R) je enaka konstruktibilni topologiji Zariskega.

Dokaz : Ocitno ima prostor Spec,(R) lastnost Ty. Naravna preslikava S : Spery(R) —

Specy(R) definirana z S(P) = P° je surjektivna in njena praslika ohranja podbazi¢ne
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mnozice za konstruktibilno topologijo Zariskega, zato je P v tej topologijhi zvezna. Odtod
sledi, da sta obe topologiji na Spec,(R) kompaktni. Preostanek dokaza je podoben dokazu
izreka 2. Q.E.D.

8.5 Hormander-Lojasiewiczeva neenakost
V tem razdelku predpostavljamo, da je eksponent prave predureditve 71" enak potenci

Stevila 2. To ima za Harrisonovo topologijo pomembne posledice.

Trditev 16 Pri gornjih predpostavkah velja:

1. Temeljne odprte mnoZice so oblike Ur(ay) N ... N Ur(ay).

2. Temeljne zaprte mnozice so oblike Wr(ay) N ... N Wr(a).

Dokaz : Za vsak naraven k velja Ur(a,2k) = Ur(—a¥) in Ur(a, 2k + 1) = 0. Odtod sledi
prva trditev. Druga trditev sledi iz zveze Wr(a, m) = Ur(a, m) U Zr(a) in iz prve trditve.

Q.E.D.

Trditev 17 Pri gornjih predpostavkah za vsako zaprto konstruktibilno mnoZico S obstaja

tako naravno stevilo v in take prave predureditve T, ..., T,, ki vsebujejo T in zadoscajo
S = Spery, (R) U ... U Spery, (R).

Dokaz : Po trditvi 9 je vsaka zaprta konstruktibilna mnozica enaka konéni uniji temeljnih
konstruktibilnih mnozic. Po trditvi 16 je vsaka temeljna zaprta mnozica oblike Wr(a;1) N
N Wr(a), kjer ay,...,a; € R. Velja Wy(ay) N ... N Wy(a;) = Spery(R), kjer je T"
najmanjsa predureditev, ki vsebuje predureditev 7" in elemente a, ..., a;. Ce T' ni prava

predureditev, potem velja Sper;, (R) = (). Q.E.D.

Naslednji izrek je posplositev abstraktne Hormander-Lojasiewiczeve neenakosti.

Izrek 18 Naj bo eksponent prave predureditve T potenca Stevila 2, Naj bo S C Spery(R)
zaprta konstruktibilna mnoZica in naj bosta a,b € R taka elementa, da velja S N Zp(b) C

Zr(a). Potem obstaja tako naravno Stevilo k, da velja
a™ e P — S(TV"T)
za vsako T-ureditev P € S.
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Dokaz : Po trditvi 17 obstaja tako naravno stevilo r in take prave predureditve 11, ..., T},
ki vsebujejo 1" in zadoscajo S = Spery, (R) U ... U Spery, (R).

Naj bo 7 poljubno naravno stevilo med 1 in r. Vzemimo poljubno T-ureditev P, ki
vsebuje T; in ki zadosca b" ¢ P*. Potem je b € PY, torej velja P € Spery, (R) N Zr(b) C
SN Zr(b) C Zr(a). Zato je a € P°. Po izreku 12 iz Sestega poglavja odtod sledi, da,
obstaja tako naravno tevilo k;, da velja —a™ € T; — > (I1,b™11,,).

Najbo k =k +...+ k.. Potem za vsak ¢ = 1,...,r obstajajo taki elementi s; € T} in
ui;,vi; € I, da velja —a"t =5, + > uijbvi;. Naj bosta s, ¢ € T taka elementa, da velja
a = s —t. Za poljubno naravno stevilo m med 1 in r velja ¢ 377, >°; u;;0"vi; + a™tl =
t(00y X uib™vi; — a™) 4 sa™ =t Umb vt — a™) + (E X ipm 2o wib"vij + sa™) €
Te + %, C T¢. Za poljubno T-ureditev P € S velja N,,_, T C P° = P, zato je
£ > ub" v + a"* € P S tem je izrek dokazan. Q.E.D.
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9.

Reducirana teorija form

Ko zelimo teorijo kvadratnih form na komutativnih obsegih posplositi bodisi na nekomu-

tativne obsege bodisi ne forme visjega reda, naletimo na mnoge tezave. Najbolj priljubljen

izhod iz teh tezav je, da se omejimo na reducirane teorije form. Splet teorij, ki nastopajo

ob teh vprasanjih kaze naslednji komutativni diagram teorij in njihovih posplositev.

linearno
urejeni
obsegi
I
reducirane
kvadratne forme
na obsegih
|
reducirane forme
visjega reda
na obsegih
Tl
ureditve
visjega reda

na obsegih

abstraktni
prostori
ureditev
I
reducirane
specialne
grupe
|
reducirane
formne sheme
visjega reda
Tl
abstraktni
prostori

signatur

Tl

teorija
Booleovih

algeber
l

Abstraktne prostore ureditev in reducirane specialne grupe je vpeljal Murray Marshall.

V svojih ¢lankih je dokazal, da sta si ta dva pojma dualna in da prostor (linearnih) ureditev
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na (lahko nekomutativnem) obsegu zadosca aksiomomo abstraktnega prostora ureditev.

Abstraktne prostore signatur je vpeljal Culm Mulcahy. Teorijo formnih shem visjega
reda sta razvila Murray Marshall in Victoria Powers in pokazala, da so reducirane formne
sheme dualne abstraktnim prostorom signatur. Reducirano teorijo form visjega reda za
komutativne obsege sta razvila Eberhared Becker in Alex Rosenberg v ¢lanku [44]. Na
nekomutativne obsega jo je posplosila Victoria Powers. V ¢clankih [45] in [24] je pokazala,
da so izpolnjeni aksiomi prostora signatur.

Zvezo med teorijo kvadratnih form in teorijo Booloeovih algeber je razvil Thomas
Craven v svoji disertaciji. Na abstraktne prostore signatur sta jo posplosila Max Dick-
mann in Francesco Miraglia, [48].

V prvih dveh razdelkih bomo povzeli dualnost med abstraktnimi prostori signatur in
formalno realnimi reduciranimi formnimi shemami. V tretjem razdelku bomo povzeli os-
nove teorije Postovih algeber. Cetrti in peti razdelek vsebujeta originalne prispevke. Kon-
struirali bomo Postovo ovojnico abstraktnega prostora signatur. S tem zelimo pokazati,
da Postove algebre dobro nadomestijo ? v gornjem diagramu.

Nastanek tega poglavja ne bil bil mogo¢ brez pogovorov z Maxom Dickmannom,

Daniello Gondard in Andrejo Prijatelj.

9.1 Prostori signatur

Vse Abelove grupe v tem razdelku bodo multiplikativne in njihov nevtralni element bomo
vedno oznacili z 1. Oznac¢imo z p grupo vseh kompleksnih stevil z absolutno vrednostjo 1.
Za vsako naravno stevilo n oznac¢imo z u, podgrupo grupe u, ki vsebuje vse kompleksne
n-te korene enice. Za poljubno Abelovo grupo G ozna¢imo z G* = Hom(G, i) njeno grupo
karakterjev. Mnozenje in invertiranje sta definirana po tockah. Ce eksponent grupe G
deli n, potem je G* = Hom(G, ). Na grupi G* vzamemo relativno topologijo iz prostora
1% = Tlyeq 1 Njeno podbazo tvorijo mnozice O(g,w) := {¢ € G*; ¢(g) = w}, kjer sta
g € G in w € p poljubna. V tej topologiji je G* Booleov prostor.

Urejeno trojko (X, G, —1), kjer je G Abelova grupa konénega eksponenta, —1 € G in

X C G* imenujemo predprostor signatur, ¢e velja

1. Za vsak o € X in vsako liho naravno &tevilo [ je o' € X.
2. Mnozica X je zaprta v G*.

80



3. Za vsak element o € X velja o(—1) = —1.
4. Ce za nek element z € G velja o(x) = 1 za vsak 0 € X, potem je z = 1.

Iz tretjega aksioma sledi, da —1 # 1. Iz tretjega in Cetrtega aksioma sledi, da je (—1)? = 1.
Odtod sledi, da je eksponent grupe G sodo stevilo. Eksponentu grupe G recimo strogi
eksponent prostora signatur (X, G, —1). Iz drugega aksioma sledi, da je X Booleov prostor.

Za poljubna elementa a, b € G oznacimo z D(a, b) mnozico vseh tistih elementov z € G
za katere obstaja tak element z € G, da za vsak o € X velja o(a) 4+ o(b) = o(2) + o(z).
(Vsote jemljemo v kompleksnih stevilih in lahko padejo ven iz u!) Predprostor signatur

(X, G, —1) se imenuje prostor signatur, ¢e zadoSca naslednji lastnosti.
5. za poljubna x,y € G Velja UsGD(l,x) D<y7 S> = UtED(l,y} D<I, t>

Prvi izrek daje najpomembnejsi primer prostora signatur. Za dokaz glej reference v

uvodu tega poglavja.

Izrek 1 Naj bo D poljuben obseq in T poljubna prava predureditev na D. Definirajmo
Gr = D*/T*. Vsaka T-signatura o inducira nek karakter na Gp. MnozZico vseh takih
karakterjev oznacimo z Xp. Naj bo —1p = =14+ T* € Gp. Potem je (Xr,Gr,—17)

prostor signatur.
Naslednja elementarna lema bo zelo koristna v nadaljevanju.

Lema 2 Naj bo n poljubno sodo naravno stevilo. Za poljubne elemente a,b,c,d € pu, se

ekvivalentne trditve:
1.a+b=c+d,
2.a=—-bimc=—-dalia=cinb=dalia=dinb=c,
3. al+ b =c +d za vsako liho naravno stevilo 1.

Izrek 3 Naj bo n sodo naravno stevilo, id : p, — p, identicna preslikava in X, =

{id,id* id®, ... ,id""'}. Potem je trojka (X,, ptn, —1) prostor signatur.

Dokaz : Ocitno je (X, i, —1) predprostor signatur. Preverimo sedaj dodatni aksiom

prostora signatur. Za poljuben element z € pu, so ekvivalentne trditve:
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1. 2 € Usepq Dy, s)-

2. Obstajajo taki elementi p,q,r € p,, daveljaz+p=y+qing+r=1+x.
3. Velja bodisi z = y bodisi x = —1 bodisi se mnozici {z, —y} in {z, 1} sekata
4. x=—-laliy=—-laliy=—zxaliz=xaliz=yali z=1.

5. Velja bodisi z = x bodisi y = —1 bodisi se mnozici {z, —z} in {y, 1} sekata.
6. Obstajajo taki elementi u,v,w € pu,, daveljaz+u=c+vinv+w=1+y.

7. z € UtED(l,y) D<l’,t>

Ekvivalenci med 1. in 2. ter med 6. in 7. sledita iz definicij in leme 2. Ekvivalentnost med
3., 4. in 5. je ocitna. Ce velja 2., in z # y in  # —1, potem je {z, —y} = {¢, —p} in
{q,7} = {1, 2}, torej q € {z, —y} N {z, 1} in zato velja 3. Naj velja 3.. Ce je z = y, potem
vzemimo p=q=11inr = x. Ce je x = —1, potem vzemimo p =y, ¢q=zinr = —=z. Ce
z #yin x # —1, potem vzemimo ¢ € {z, —y} N{z,1}. Potem je p :==y+q— 2z € py,,
r=14+x—q¢€ u, inveljaz+p=1y+gqgter q+r =14z Torej velja 2. Analogno
dokazemo ekvivalentnost trditev 5. in 6. Q.E.D.

Izrek 4 Naj bo (X, G, —1) prostor signatur in x € G* tak element, da velja x(—1) = —1
in x(a)+x(b) = x(c)+x(d) za poljubne elemente a,b.c,d € G, ki zadosc¢ajo o(a)+o(b) =
o(c) + o(d) za poljuben o € X. Potem je x € X.

Dokaz : Glej [43] diskusijo lastnosti S5 in S% ter Corollary 2.2. Q.E.D.

Vsakemu homomorfizmu grup ¢ : G — G’ priredimo njegov dualni homomorfizem
¢* : G"™ — G* s predpisom ¢*(x) = x o ¢. Ker za poljubna g € G in w € p, velja
(6")7H(O(g.w)) = {x € G"; ¢"(X)(9) = w} = {x € G"; x((9)) = w} = O'(8(9),w), je

¢* zvezna preslikava.

Izrek 5 Naj bosta (X,G,—1) in (X', G’, —1) poljubna prostora signatur in ¢ : G — G’

poljuben homomorfizem grup. Potem so naslednje trditve ekvivalentne:

1. ¢(=1) = —1 in za vsak element a € G velja ¢(D(1,a)) C D'(1, ¢(a)),
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2. ¢(—1) = —1 in za poljubne elemente a,b,c,d € G, ki zadoséajo o(a) + o(b) =
o(c) + o(d) za vsak 0 € X, velja T7(¢(a)) + 7(¢(b)) = 7(¢(c)) + 7(¢(d)) za vsak
Te X

3. ¢*(X') C X.

Dokaz : Ker je G grupa in ¢ homomorfizem grup, lahko v tocki 2. brez skode za
splosnost predpostavimo b = 1. Ekvivalenca med 1. in 2. je sedaj direktna posledica

definicije mnozic D(.,.). Iz 3. takoj sledi 2, obratna smer, pa sledi iz izreka 4.  Q.E.D.

Homomorfizem grup ¢ : G — G, ki zados¢a eni od ekvivalentnih lastnosti v izreku
5 imenujemo homomorfizem prostorov signatur (X,G,—1) in (X', G',—1). Kategorijo
prostorov signatur in njihovih homomorfizmov oznac¢imo z Sos. Naj bo Sos,, polna pod-

kategorija prostorov signatur strogega eksponenta n.

9.2 Prostori form, dualnost

Naj bo GG mnozica. Elementom mnozice U;,_, G™, kjer je G™ kartezi¢ni produkt m kopij
mnozice G, pravimo forme na G. Poljubno relacijo ~ na mnozici G?> = G x G lahko
razsirimo do relacije ~,, na G™. Naj bosta >~y in ~; enakosti in ~, = ~. Ostale relacije
defiramo rekurzivno. Za poljubne elemente a4, ..., a,, b1, ..., b, € G in poljubno naravno
stevilo m > 3 definirajmo (aq, ..., an) ~mn (b1,...,b,) natanko tedaj, ko obstajajo taki
elementi z,y,c3,...,¢, € G, daje (ag,...,am) ~mo1 (T,c3,...,¢m), (bay ... bp) ~m1
(y,¢s,...,cm) in (a1,7) ~ (by,y). Ce je ~ ekvivalencna relacija, potem ni nujno, da so
tudi relacije ~,, ekvivalencne.

Naj bo sedaj G Abelova grupa koncnega eksponenta, —1 € G in naj bo =~ relacija
na G x G. Urejeno trojko (G,~, —1) imenujemo prostor form, (= form scheme, special

group) ce velja:
1. (a,b) ~ (b,a) za poljubna a,b € G,
2. Za poljubne a,b,c € G iz (a,b) ~ (a,c) sledi b = c.
3. Relacija ~3 je tranzitivna.
4. Za vsak a € G velja (a,—a) ~ (1, —1).
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5. Ce je (a,b) ~ (c,d), potem je (za,xb) =~ (xc, 2d) za vsak x € G.

Iz druge in Getrte lastnosti sledi, da je (—1)? = 1. Prostor form je reduciran, ¢e velja
6. Za poljubna elementa a,b € G iz (a,b) ~ (1,1) sledia =b = 1.

Prostor form je formalno realen, ce velja
7. Za poljubno naravno stevilo m velja (—1,...,—1) %, (1,...,1).

Zgodovinsko najpomembnejsi prostor form je prostor kvadratnih form na danem ko-
mutativnem obsegu F s karakteristiko razlicno od 2. Definirajmo G = F*/(F*)% Tej
grupi se rece grupa kvadraticnih razredov. Za poljubne elemente @, b, ¢, d € G definirajmo
(@,b) ~ (¢,d) natanko tedaj, ko sta matriki diag(a,b) in diag(c,d) kongruentni. O¢itno
je ta definicije neodvisna od izbire predstavnikov kvadrati¢nih razredov. Potem je trojka
(G, ~, —1) prostor form. V tem primeru je relacija ~,, inducirana s kongruencno relacijo
na diagonalnih nesingularnih m xm matrikah. Ta prostor form je reduciran natanko tedaj,
ko je F' Pitagorejski obseg in formalno realen natanko tedaj, ko je obseg F' formalno realen.

Ker tega primera v nadaljevanju ne bomo potrebovali, dokaz opustimo.

Izrek 6 Naj bo (X, G, —1) prostor signatur in a,b,c,d € G. Definirajmo (a,b) ~x (¢, d)
natanko tedaj, ko za vsak o € X velja o(a) + o(b) = o(c) + o(d). Potem je (G, ~x,—1)

reduciran formalno realen prostor form.

Dokaz : Glej [42], stran 4087, zgled (3). Q.E.D.

Prostor form, ki po izreku 5 pripada prostoru 7T-signatur iz izreka 1, pravimo prostor
T-reduciranth form. Prostor form, ki po izreku 5 pripada prostoru signatur iz izreka 3
ozna¢imo s S,. Naj bodo a,b,c,d € p, poljubni elementi. Po lemi 2 je (a,b) ~x, (c,d)
natanko tedaj, ko je a + b= c+d.

Homomorfizem iz prostora form (G, ~, —1) v prostor form (G',~' . —1') je tak grupni
homomorfizem f: G — G’, da velja f(—1) = —1’ in za poljubne elemente a,b,c,d € G
iz (a,b) ~ (c,d) sledi (f(a), f(b)) =~ (f(c), f(d)). Kategorijo reduciranih formalno realnih
prostorov form in njihovih homomorfizmov ozna¢imo z Rsg.

Naj bo G Abelova grupa eksponenta n. Homomorfizmom iz danega prostora form
S = (G, ~,—1) v prostor form S, pravimo signature na S. Mnozico vseh signatur na S

oznac¢imo z X (5).
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Izrek 7 Naj bo S reduciran prostor form. Potem je mnozica X(S) neprazna natanko

tedaj, ko je prostor S formalno realen.

Dokaz : Glej [42], Corollary 6.8. Q.E.D.

Naslednji izrek je posplositev Pfisterjevega lokalno-globalnega principa.

Izrek 8 Naj bo S = (G, ~, —1) reduciran formalno realen prostor signatur in ai, ..., amy,
bi, ..., by € G poljubni elementi. Potem velja (ay,...,an) ~m (b1,...,bn) natanko teday,

ko za vsak o € X(S) velja o(ar) + ...+ 0(ay) =0c(by) + ...+ o(bm).

Dokaz : Glej [42], Theorem 6.7. Q.E.D.

Izrek 9 Za vsak reduciran formalno realen prostor form S = (G,~,—1) je (X(5), G, —1)

prostor signatur.

Dokaz : . Prva lastnost prostora signatur sledi neposredno iz leme 2. Tretja lastnost
sledi iz definicije signature, Cetrta iz izreka 8, peta pa iz [42], Theorem 1.2. Dokazujemo
drugo lastnost. Po definiciji topologije na G* je zaprtje mnozice X (S) enako mnozici
vseh takih karakterjev iz G*, ki se na vsaki konéni podmnozici grupe G ujemajo s kakim
elementom iz X (S). Vzemimo poljuben ¢ € X(S). Ker se ¢ na mnozici {—1} ujema z
nekim elementom iz X (5), velja o(—1) = —1. Vzemimo poljubne elemente a, b, c,d € G,
ki zadoscajo (a,b) ~ (¢,d). Ker se ¢ na mnozici a, b, ¢,d ujema z nekim elementom iz

X(S), velja o(a) + o(b) = o(c) + o(d). Torej o € X(S). Q.E.D.

Za vsak prostor form S = (G,~, —1) definirajmo ®(S) = (X(5),G, —1). Za vsak
prostor signatur (X, G, —1) definirajmo V((X,G, —1)) = (G,~x,—1). Homomorfizme
naj ® in ¥ kar ohranjata. Po izrekih izrekih 6 in 9 sta ® in ¥ funktorja med kategori-
jama Rsg in Sos. Ocitno so morfizmi v eni kategoriji natanko isti homomorfizmi grup
kot morfizmi v drugi kategoriji in ocitna sta v tem smislu oba funktorja konstantna na

morfizmih.
Izrek 10 (Dualnost) Funktorja ® in ¥ sta si inverzna.

Dokaz : Za vsak prostor form S = (G,~,—1) velja ®(¥(S5)) = ¢((X(9),G,-1)) =
(G, ~x(s), —1). Toda po izreku 7 je ~x(gy= 0. Za poljuben prostor signatur (X,G,—1)
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velja U(®((X,G,—1))) = V((G,~x,—1)). Izrek 4 da ¥((G,~x,—1)) = (X,G, —1).
Q.E.D.

9.3 Postove algebre

Za vsak Booleov prostor X obstaja bijektivna korespondenca med njegovimi odprto-
zaprtimi mnozicami in zveznimi funkcijami iz X v diskreten topoloski prostor p, =
{1, —1}. Odtod sledi, da je vsaka Booleova algebra izomorfna Booleovi algebri oblike
(C(X, pu2),N, U, 1,—1), kjer je X Booleov prostor 1 in —1 konstantni funkciji in N ter U
definirani po tockah.

Kaj pa ¢e namesto us vzamemo pu,, kjer je n poljubno naravno Stevilo? Definirajmo
na p, ureditev 1 < ¢ < --- < ¢"' Na mnozici L := C(X, p,) definirajmo operaciji N
in U po tockah. Za vsak ¢ € {0,---,n — 1} naj bo ¢; konstantna funkcija ¢*. O¢citno je
(L,N,U, ¢, cp_1) omejena distributivna mreza, ki zadosca ¢g < ¢; < ... < ¢,_1. Njena
mnozica komplementiranih elementov C(L) sestoji iz natanko tistih zveznih funkcij, ka-

terih zaloga vrednosti je vsebovana v {cg, ¢p—1}.

Izrek 11 1. Za vsak element a € L obstajajo taki ay,...,a,—1 € C(L), da je
a=(a;Nec)U...U(ap_1Ncy1),

2. Za vsak element a € C(L)\{co} in za vsak indeks i € {0, ...,n—2} velja aNc;y1 £ ¢;.

Dokaz : Naj bo a;(x) = ¢,_1, ¢e je a(x) > i in naj bo a;(z) = co, ¢e je a(x) < i. Druga

trditev je ocitna. Q.E.D.

Ta izrek motivira definicijo Postove algebre: (omejena distributivna) mreza L je Pos-
tova algebra, ¢e obstajajo taki elementi ¢ < c¢; < ... < ¢, 1 € L, ki izpolnjujejo tocki 1.

in 2. iz izreka 11

Izkaze se, da so stevilo n in elementi ¢y, cq,...,c,_1 enolicno doloceni. Stevilu n
pravimo red Postove algebre L. V tocki 2. lahko zahtevamo a; < ... < a,_1. V tem
primeru so elementi ay, ..., a,_1 enoli¢no doloceni ( [47] ).

Izrek 12 Vsaka Postova algebra L reda n je izomorfna Postovi algebri oblike C (X, ),
kjer je X Booleov prostor Boolove algebre C'(L).
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Dokaz : [46] Theorem 16. Q.E.D.

Naj bo BS kategorija Boolovih prostorov in PS,, kategorija Postovih algeber reda n z
mreznimi homomorfizmi, ki ohranjajo konstante. Definirajmo funktor P, : BS — PA,,.
Za vsak Booleov prostor K definirajmo P,(K) = C(K, pu,). Za vsako pravo preslikavo
¢ . K' — K Booleovih prostorov K’ in K definirajmo P,(¢)(f) = f o ¢ za vsak f €
C(K, pin).

Izrek 13 Za vsako naravno Stevilo n je funktor P, antiekvivalenca kategorij BS in PA,,.

Dokaz : Funktorialnost je ocitna. Bijektivnost na objektih sledi iz prejsnjega izreka.
Zaradi enoli¢nosti razcepa v prvi definicijski lastnosti Postovih algeber sledi po krajsem
racunu, da je vsak morfizem Postovih algeber natanko dolocen ze s svojo skréitvijo na
mnozico komplementiranih elementov. Odtod sledi, da so morfizmi v PA,, v bijektivni

korespondenci z morfizmi v BA, ti pa so v bijektivni korespondenci z morfizmi v BS.

Q.E.D.

Spektralne prostore, ki po Stoneovi antiekvivalenci ustrezajo Postovim algebram imenu-
jemo Postovi prostori. Red Postovega prostora naj bo red pripadajoce Postove algebre.
Naj bo n dano fiksno naravno stevilo.

Rezultate tega rezdelka lahko strnemo v naslednji komutativni diagram kategorij in

funktorjev.
PA, — D01 — BA

l l |

PS, — SS — BS
V gornji vrsti so kategorije Postovih algeber reda n, omejenih distributivnih mrez in
Booleovih algeber. V spodnji vrsti se nahajajo kategorije Postovih prostorov reda n,
spektralnih prostorov in Booleovih prostorov. Navpic¢ni funktorji so skréitve Stoneove
antiekvivalence. Leva vodoravna funktorja sta pozabljiva funktorja. Desna vodoravna

funktorja sta C' in D.

Gornja vodoravna funktorja nista ekvivalenci kategorij, njun kompozitum pa je
Analogno velja za spodnja funktorja. To sledi iz dejstva, da je funktor P, : BS — PA,,

iz izreka 13 antiekvivalenca kategorij in da komutira z ostalimi funktorji v diagramu.
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9.4 Prostor signatur Postove algebre

Naj bo K poljuben Booleov prostor in n poljubno sodo naravno Stevilo. Funkcija f :
K — u, je zvezna natanko tedaj, ko obstaja taka particija prostora K na odprto-zaprte
mnozice, da je f na vsakem elementu te particije konstantna. Naj bo Gx = C(K, )
grupa vseh zveznih funkcij iz K v u,, kjer je mnozenje definirano po tockah. Grupa Gk
je Abelova in ima eksponent n. Naj bo G grupa karakterjev grupe Gx s topologijo iz
razdelka 1. Vsakemu elementu x € K lahko priredimo njegovo evaluacijo e, € GJ, ki je
definirana s predpisom e, (f) = f(z). Mnozico vseh evaluacij in vseh njihovih lihih potenc

oznac¢imo z Fg. Naj bo —1 € Gk konstantna funkcija —1.

Izrek 14 Naj bo K poljuben Booleov prostor in n poljubno sodo naravno stevilo, Potem

je (Ex,Gg,—1) prostor signatur.

Dokaz : Lastnosti 1. 3. in 4. prostora signatur sledijo direktno iz definicij.

Dokazimo najprej lastnost 2. Iz lastnosti 4. sledi, da je naravna i : K — G, ki je
definirana z i(z) = e, injektivna. Ker je mnozica i }(O(g,w)) = {r € K; e.(9) = w} =
g ' (w) odprta v K za vsak g € G in vsak w € p,, je i zvezna preslikava. Ker slika iz
kompaktnega v Hausdorfov prostor, je ¢ zaprta vlozitev. Za vsako naravno stevilo [ naj
bo p; 1 Gi — G potenciranje z [. Kar je p; ' (O(g,w)) = O(¢',w), je funkcija p; zvezna.
Kar je G kompakten in Hausdorfov je preslikava p; tudi zaprta. Ker je Ex = Up(i(K)),
kjer unija tece po vseh lihih Stevilih med 1 in n, je Ex res zaprta mnozica.

Dokazimo Se lastnost 5. Naj bosta x,y € Gk poljubna elementa. Vzemimo poljuben
element 2 € Usep(1,.) D{(y, 5). Po definiciji te mnozice obstajajo taki elementip, ¢,r € G,
da velja e(2) + e(p) = e(y) + e(q) in e(q) + e(r) = e(1) + e(x), kjer je e poljubna liha
potenca poljubna evaluacije. Odtod sledi 2z +p = y+ ¢ in ¢+r = 14+ 2. Naj bo
K = U]_, C; taka particija prostora K na odprto zaprte mnozice, da so za vsak ¢ =
1,...,r skréitve funkeij x,y, 2, p, ¢, r na C; konstantne. Naj bo x; = z(C;), in naj bodo
Yi, Zi, Pi, i, T; definirani analogno. Po izreku 3 obstajajo za vsak ¢ = 1,...,r taki elementi
U;, Vi, W; € fn, da velja z; +u; = x; + v; in v; +w; = 1 4+ y;. Definirajmo v = Y7 w;xs,
v= Yl v inw = Y[ wiXy, kjer je x; karakteristicna funkcija mnozice C;. Ker so
funkcije u, v, w konstantne na vsakem elementu odprto-zaprte particije K = U;_; C;, so
te funkcije zvezne, torej pripadajo Gx. Ker velja z+u =x+v in v+w = 1+ y, velja po

lemi 2 tudi e(z) + e(u) = e(z) +e(v) in e(v) + e(w) = e(1) + e(y), kjer je e poljubna liha
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potenca poljubne evaluacije. Odtod sledi 2z € U;epg1,y D(x,t). Dokaz nasprotne inkluzije

je simetricen. Q.E.D.

Po lemi 2 je izometri¢na relacija ~, ki pripada prostoru signatur (X, G, —1) definirana
s (a,b) ~ (c,d) natanko tedaj, ko a + b = ¢ + d, kjer a,b,c,d gledamo kot kompleksne
funkcije na G in jih sestevamo po tockah.

Nas naslednji namen je odgovoriti na tole vprasanje. Ali se homomorfizmi Postovih
algeber v kategoriji prostorov form ujemajo s homomorfizmi v kategoriji omejenih distribu-
tivnih mrez? Odgovor na to vprasanje je pritrdilen v primeru n = 2. (glej [48], Proposition
4.6) V primeru n # 2 to v splosnem ne drzi kot kaze naslednji enostavni primer. Edini en-
domorfizem Postove algebre p, je identiteta, endomorfizmi pripadajoc¢ega prostora form,

pa so vse lihe potence. Velja pa naslednji izrek:

Izrek 15 Vsak homomorfizem Postovih algeber je tudi homomorfizem pripadajocih pros-

torov signatur,

Dokaz : Po izreku 13 je vsak homomorfizem & Postovih algeber C(K, p,,) in C(K', uy,)
oblike P,(¢), kjer je ¢ : K' — K zvezna preslikava. Odtod takoj sledi, da je ® tudi
homomorfizem pripadajoc¢ih grup G in G', da je ®(—1) = —1 in da ® zadosca tocki 2. iz
izreka 5. Q.E.D.

V primeru n = 2 se da izometri¢na ralacija na Booleovi algebri preprosto opisati z
njenimi mreznimi operacijami. Velja (a,b) ~ (¢, d) natanko tedaj, ko je aUb = cUd in

aNb=cnNd. V splosnem primeru dobimo samo naslednjo karakterizacijo.

Izrek 16 Naj bo n poljubno naravno stevilo in K poljuben Booleov prostor. Za poljubne

elemente a,b,c,d € C(K, p,) sta ekvivalentni trditvi:
1. a+b=c+d,

2. Velja (aUb)U(—cU—d) = (—aU—b)U(cUd), (aUb)N(—cU—d) = (—aU—b)N(cUd),
(aNb)U(—cN—d) = (—aU—=b)N(cnd) in (aNb)N(—cN—d) = (—an—=b)N(cNd).

Dokaz : Po lemi 2 velja prva tocka natanko tedaj, ko za vsak x € K velja bodisi a(z) =

c(x) in b(x) = d(z) bodisi a(x) = d(x) in b(z) = ¢(x) bodisi a(x) = —b(z) in c(x) = —d(x).
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Ker za vsak x € K velja a(z) # —a(z) in b(z) # —b(z) velja ta trditev natanko tedaj, ko
za vsak © € K velja {{a(x),b(z)}, {—c(z), —d(z)}} = {{—a(z), —=b(x)},{c(x),d(x)}}.

Ker sta dve dvoelementni mnozici enaki natanko tedaj, ko imata enak minimum in
enak maksimum, je druga tocka ekvivalentna z naslednjo trditvijo: za vsak element x € K
velja: {a(x)Ub(z), —c(z)U—d(z)} = {—a(x)U—b(z),c(x)Ud(z)} in {a(x)Nb(x), —c(z)N
—d(x)} = {—a(z) N =b(z),c(x) Nd(x)}.

Odtod takoj vidimo, da iz prve tocke sledi druga, obratna smer pa zahteva Se nekaj
dodatnega dela. Naj velja trditev iz drugega odstavka. Za vsak element x € K lo¢imo tri

moznosti:
L. a(z)Ub(z) # c(z) Ud(z)

2. a(z)Nb(x) # c(z) Nd(z).
3. a(x) Ub(x) = c(x) Ud(x) in a(x) Nb(z) = c(x) Nd(x).

V prvem primeru dobimo a(z) U b(x) = —a(z) U —b(x) in c¢(z) Ud(z) = —c(x) U —d(z).
V drugem primeru dobimo a(z) N b(z) = —a(x) N —=b(x) in c(z) Nd(z) = —c(x) N
—d(x). V obeh primerih mnozica {a(z),b(z)} seka mnozico {—a(z), —b(z)} in mnozica
{c(x),d(x)} seka mnozico {—c(x),—d(z)}, torej velja {a(z),b(x)} = {—a(z), —b(x)} in
{—c(x),—d(z)} = {c(x),d(z)}. 1z tretjega primera takoj sledi {a(x),b(z)} = {c(z),d(z)}
in {—c(z), —d(x)} = {—a(x),—b(z)}. V vseh treh primerih torej velja trditev iz prvega
odstavka. Q.E.D.

9.5 Postova ovojnica prostora signatur

Naj bo n fiksno sodo naravno stevilo. V tem razdelku predpostavljamo, da so vsi prostori
signatur strogega eksponenta n in da sa vse Postove algebre reda n.

Naj bo (X, G, —1) poljuben prostor form. Vsakemu elementu g € G lahko priredimo
neko preslikavo €(g) : X — p, s predpisom €(g)(x) = x(g). Ker je ¢(g)"}(w) = {x €
X; x(9) =w} = XNO0(g,w), je e(g) € C(X, un) = Gx.

Predpis g — €(g) definira neko preslikavo € : G — C(X, pu,). Zaradi lastnosti 4.
prostorov signatur, je ta preslikava injektivna. Po lemi 2 velja e*(Ex) C X, torej je €

homomorfizem prostorov signatur.
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Naj bo ¢ : (X,G,u,) — (Y, H, 1) homomorfizem prostorov signatur. Po izreku 5
velja ¢*(Y) C X. Po diskusiji pred izrekom 5, je ¢* zvezna preslikava. Torej je f —
f o @¢*|Y dobro definirana preslikava iz Gx = C(X,u,) v Gy = C(Y, uy,), ki jo lahko
izrazimo tudi kot P,(¢*|Y’). Ta preslikava je homomorfizem grup in slika —1 v —1. Iz
leme 2 in tocke 2. izreka 5 sledi, da je preslikava P,(¢*|y) homomorfizem iz prostora
signatur (Ey,Gx,—1) v prostor signatur (Ey,Gy,—1). Funktorialnost te preslikave je
ocitna.

Funktorju PH,, : Sos, — PA,, ki je definiran z PH,((X,G,—1)) = (Ex,Gx,—1) in
PH,(¢: (X,G,—-1) — (Y,H,—1)) = P,(¢*|Y") pravimo Postova ovojnica. Ime ovojnica

opravicuje naslednja univerzalna lastnost:

Izrek 17 Naj bo G grupa eksponentan, (X, G, —1) prostor signatur, ine: (X,G, —1) —
(Ex,Gx,—1) naravna vlozZitev. Za poljubno Postovo algebro Gk in poljuben homomor-
fizem ¢ : (X,G,—1) — (Eg,Gg,—1) prostorov signatur, obstaja natanko en tak homo-
morfizem h . Gx — G Postovih algeber, da velja ¢ = h o e.

Dokaz : Dokazimo najprej enolicnost preslikave h. Ker je h homomorfizem Postovih
algeber, obstaja po izreku 13 taka zvezna preslikava o : K — X, da je h = P,(«). Naj
boi: K — Ef preslikava definirana z i(x) = e, kjer je e, evaluacija v tocki z. Ker velja
¢ = P,(a) o€, lahko za poljuben x € K in poljuben g € G napravimo naslednji rac¢un:
(¢ 01)(z)(g) = ¢"(ex)(9) = (€20 9)(9) = ¢(9)(x) = (Pula) 0 €)(9)(x) = Pula)(e(g))(x) =
(e(g) o a)(z) = €(g)(a(x)) = a(z)(g). Odtod sledi, da je a = ¢* o i, torej je enolicnost
preslikave h dokazana.

Dokazimo sedaj eksistenco preslikave h. Definirajmo preslikavo o = ¢* o i. Ker je ¢
homomorfizem prostorov signatur, je ¢*(Ex) C X, torej je zaloga vrednosti preslikave «
vsebovana v X. Po diskusiji pred izrekom 5 je preslikava ¢* zvezna. Ker za poljubna
f e Gk inw € pyvelja i H(Ok(f,w)) ={z € K;i(x)(f) =w} ={r € K; f(z) = w} =
fHw), je preslikava i zvezna. Torej je o : K — X zvezna preslikava. Definirajmo
h := P,(«). Po izreku 13 je h homomorfizem Postovih algeber. Za poljubna g € G in
z € K velja (hoe€)(g)(x) = Pu(a)(e(g))(x) = (e(g) 0 a)(z) = e(g)(a(z)) = alz)(g) =
(¢ 0 i)(x)(g) = ¢"(ex)(9) = (ex 0 D)(9) = ex((9)) = ¢(9)(), torej je hoe=¢. Q.E.D.
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