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82 Matematika

MALE SKRIVNOSTI ENAKOSTRANICNEGA
TRIKOTNIKA

Da ima enakostraniéni trikotnik same enake stranice, pove ze njegovo ime.
Posledi¢no ima tudi skladne notranje kote, vsak od njih meri 60°.

Kako iz dolzine stranice izraéunamo njegovo visino ali plosc¢ino, sodi
med obvezna znanja ucenca, ki zakljucuje osnovno solo. Tam se nauci
Se vértati enakostraniéni trikotnik v dano kroznico in izve, da je polmer
ocrtane kroznice dvakrat toliksen kot polmer vértane kroznice ter da je
obeh skupaj natanko za trikotnikovo visino.

Ima pa enakostrani¢ni trikotnik Se vrsto preprostih lastnosti, tudi
takih, ki so znacilne samo zanj in po katerih ga lahko prepoznamo, ne da
bi posebej izracunali in primerjali njegove stranice ali kote.

Najbolj znana je gotovo lastnost, da leze sredisce trikotniku ocr-
tane kroznice, sredis¢e vértane kroznice, visinska tocka in tezisce
(pa npr. tudi sredisée Eulerjeve kroznice) v isti tocki. To tocko
obicajno oznacimo z O in jo imenujemo kar srediS¢e enakostranicnega
trikotnika.

Enakostranicni trikotnik je tudi edini trikotnik, v katerem naStete
tocke sovpadajo. Se vec. Je edini trikotnik, v katerem sovpadata poljubni
dve od navedenih tock. Ce se namre¢ ujemata dve od zgornjih tock, se
ujemajo vse. Povedano za vajo dokazite sami!

Drugo preprosto, pa zelo uporabno lastnost! opisuje naslednja trdi-
tev:

Vsota razdalj poljubne notranje tocke enakostranicnega
trikotnika od njegovih stranic je neodvisna od izbrane tocke.
Enaka je viSini trikotnika.

Izrek lahko preprosto dokazemo. Kot na sliki 1 oznaéimo z a in
v stranico in visino enakostraniénega trikotnika AABC, z z, y in z pa
oddaljenosti poljubne notranje tocke 7' od trikotnikovih stranic. Ker je
ploséina trikotnika A ABC enaka vsoti ploséin trikotnikov AABT, ABCT
in ACAT, velja

1 1
Eav=§(ax+ay+az) in od tod z+y+2=9.

! Nekaj let nazaj je bila ta lastnost skrita v nalogi na enem od tekmovanj za Vegova
priznanja.
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Slika 1. Slika 2.

Trditev velja tudi, ¢e lezi tocka T" na robu trikotnika. Ce je T oglisce
trikotnika, sta dve razdalji enaki ni¢ in tretja v. Ce pa lezi T na stranici,
je ena od razdalj enaka ni¢; da je vsota preostalih dveh v, dokazemo
kot zgoraj, le da razpade v tem primeru trikotnik AABC samo na dva
trikotnika.

Tudi v primeru, ko je T’ zunanja tocka trikotnika, lahko izrek smiselno
posplogimo. Ce lezi tocka T' na istem bregu nosilke posamezne stranice,
kot tej stranici nasprotno oglisée, vzamemo razdaljo tocke T' od te nosilke
v nasi formuli s pozitivnim predznakom, sicer jo pomnozimo z —1. Za
primer s slike 2 torej velja # — y + z = v. Dokaz (podoben je zgornjemu)
izpeljite sami.

Tudi ta lastnost je znaéilna lastnost enakostraniénih trikotnikov. To
so edini trikotniki z lastnostjo, da je vsota razdalj poljubne notranje tocke
trikotnika od nosilk trikotnikovih stranic neodvisna od izbrane tocke. Za
ostale trikotnike velja, da je vsota navedenih razdalj po velikosti vedno
med najkrajso in najdaljSo viSino trikotnika?.

Vrnimo se k enakostraniénemu trikotniku. Se vedno naj bo T po-
ljubna tocka in x, y, z njene oddaljenosti od trikotnikovih stranic. Njihova
vsota & + y + z je konstantna, produkt zyz pa oéitno ne. Ce se tocka T
bliza robu trikotnika, se produkt bliza vrednosti ni¢, in je na robu enak
ni¢. Za tocke v notranjosti trikotnika je pozitiven in po zelo grobi oceni
ne preseze v°, saj je vsaka od razdalj z, y, z manjsa od v. Zanima nas,
kje produkt doseze najvecjo mozno vrednost in kolikina je. Videli bomo,
da velja:

Produkt razdalj zyz doseze najvecjo vrednost v srediséu

enakostraniénega trikotnika in je enak v

2 To je dokazal ze italijanski matematik in fizik Viviani (1622 - 1703), ki je sam
sebe Stel za zadnjega Galileovega uéenca.
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Trditev lahko po nekoliko daljsi poti direktno dokazemo, mi pa se
bomo ovinku izognili z uporabo naslednjega izreka za pozitivna Stevila:

Geometrijska sredina pozitivnih Stevil je manjsa ali kveéjemu enaka
njihovi aritmeticni sredini. Obe sredini sta med seboj enaki natanko v
primeru, ko so Stevila med seboj enaka.

Izrek bomo uporabili za oddaljenosti x, y, z poljubne notranje toéke
enakostrani¢nega trikotnika od njegovih stranic, saj so te razdalje pozi-
tivne. Torej:

1
Hzryz < g(x +y+z)

in enacaj velja natanko v primeru, ko je z = y = 2.
Ker vemo, da je za notranje tocke enakostraniénega trikotnika x +
+y + z = v, oceno lahko poenostavimo:

od koder sledi

Produkt torej ni vecji od vrednosti %93. Pa to vrednost sploh doseze?
Ce jo, se to lahko zgodi le v tocki, za katero velja z =y = z = %v. Taka
tocka v enakostrani¢nem trikotniku res obstaja in je ena sama. To je prav
sredisée O enakostrani¢nega trikotnika. Trditev je torej dokazana.

Za razumevanje zadnje lastno- T e
sti si oglejmo sliko 3. Enakostranié- v N s
nemu trikotniku A ABC smo oértali A ..-/ \
kroznico in na njej izbrali poljubno A " . B
tocko @Q, razlicno od oglise. Na 3 \ .. ((
sliki je izbrana na tistem loku s [ Vi
krajiséema B in C, na katerem ne \ /
lezi ogliste A. To ne predstavlja \/ D
nobene izgube splodnosti, saj lahko 1\
sicer trikotnik preoznaéimo. Dalji- N
ca, ki veze @ z ogliséem A, naj seka e N
stranico BC' v tocki P. Slika 3.
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Velja trditev:

Ce premica, ki poteka skozi oglisée A enakostraniénega
trikotnika, seka nasprotno stranico BC v tocki P in trikotniku
oc¢rtano kroznico v tocki (), potem je

S TR ]
PQ BQ CQ
Za dokaz potrebujemo nekaj znanja iz ravninske geometrije. Najprej
ugotovimo, da sta trikotnika ABQP in AAQC podobna, saj imata enake
kote. Vidimo namreg, da je <QBP = <QAC, saj sta to obodna kota nad
istim lokom QC, in da je <«BQA = €« AQC = 60°. Zato imata trikotnika

sorazmerne stranice in velja

BQ:AQ=PQ:CQ ali BQ-CQ=PQ-AQ.
V nadaljevanju uporabimo za tetivni stirikotnik® ABQC Ptolomejev iz-
rek, ki pravi:

V tetivnem Stirikotniku je produkt diagonal enak vsoti produktov
nasprotnih stranic.

Ker je BC = CA = AB = a, sledi
a-AQ=a-CQ+a BQ

in zato

AQ=CQ+BQ.
Ce vstavimo vrednost za AQ v enacbo, ki smo jo dobili s podobnostjo
trikotnikov, sledi

BQ-CQ=PQ-BQ+PQ-CQ.

Enakost $e delimo s produktom BQ - CQ - PQ in dobimo napovedani
rezultat.

Primer: Naj bo enakostraniéni trikotnik vértan v kroznico s polme-
rom 7 in Q razpolcmsce loka BC. Potem je BQ = CQ = r in sledi

PL—Q =141 =2 od koder sledi PQ = 5. Od tod takoj dobimo znani

rezultat, da je polmer enakostrani¢nemu trlkotm.ku vértane kroznice enak
polovici polmera oértane kroznice.

Marija Vencelj

3 Tetivni stirikotnik je tak stirikotnik, ki mu lahko oértamo kroznico.





