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Povzetek. Ob stiku elektrolita z naelektreno povrSino nastane elektricna dvojna plast. Pricujoci ¢lanek podaja
izpeljavo Langevin Poisson-Boltzmannovega modela za opis elektricne dvojne plasti. V izpeljavi variiramo prosto
energijo sistema, kjer obravnavamo ione elektrolita kot tockaste, dipole vodnih molekul pa kot Langevinove

dipole. V ¢lanku pokaZemo, da se zaradi urejanja vodnih dipolov dielektricna konstanta elektrolita ob naelektreni

povrsini zmanjsa.

Kljucne besede: Langevin Poisson-Boltzmannova enacba, tockasti ioni, orientacijsko urejanje vodnih dipolov,

dilektricna konstanta, variacija proste energije

Derivation of the Langevin Poisson-Boltzmann equation
for point-like ions using the functional density theory

The Langevin Poisson-Boltzmann equation for point-like ions
describing an electrolyte solution in contact with a planar char-
ged surface is derived within the functional density theory. In
the model, the water molecules are considered as the Langevin
dipoles. It is shown that due to the increased orientational
ordering of the water dipoles, the dielectric permittivity of the
electrolyte close to the charged surface is decreased.

1 Uvobp

Na stiku naelektrene povrSine z elektrolitsko raztopino
se kationi in anioni v elektrolitski raztopini preporazde-
lijo tako, da nastane tako imenovana elektricna dvojna
plast (EDP) [1], [2], [3], [4]. V primeru negativno
naelektrene povrSine se kationi naberejo ob naelektreni
povrsini, anionov pa je tam veliko manj. Dale¢ stran
od naelektrene povrSine je koncentracija kationov in
anionov enaka, saj se tam zaradi senCenja elektrinega
polja naelektrene povrSine ne Cuti.

Vecina teoreticnih modelov elektricne dvojne pla-
sti [1], [5], [6], [7], [8] tudi v blizini naelektrene
povrsine predpostavlja krajevno neodvisno dielektri¢no
konstanto. Poskusi pa kaZejo, da dielektri¢na konstanta
v bliZini naelektrene plos¢e zaradi orientacije vodnih
dipolov lahko mocno variira z razdaljo od naelektrene
plosce [8]. V pri¢ujoem ¢lanku s pomocjo minimizacije
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proste energije sistema izpeljemo Langevin Poisson-
Boltzmannovo enacbo, ki uposteva tudi orientacijsko
urejanje vodnih dipolov v blizini naelektrene plosce.
V predstavljenem modelu je krajevna odvisna dielek-
tri¢na konstanta odvisna od orientacije vodnih molekul
v bliZini naelektrene povrSine. Vodne molekule obravna-
vamo kot Langevinove dipole [9], [10], [11], kar je zelo
grob opis dieletri¢nih lastnosti elektrolitske raztopine v
stiku z naelektreno povrSino [7], [11]. V modelu ne
upostevamo kon¢nih volumnov ionov in molekul vode,
kar vodi do predpostavke o konstantni gostoti vode po
vsej elektrolitski raztopini [12].

2 TEORIJA

Obravnavamo ravno in negativno naelektreno povrsino
v stiku z vodno raztopino monovalentnih ionov (protiio-
nov in koionov). PovrSinsko gostoto naboja naelektrene
povr§ine ozna¢imo s o. V okviru samousklajenega
statisticno mehanskega modela orientacijskega urejanja
opiSemo vodno molekulo ali pa majhen skupek vodnih
molekul kot Langevinov dipol z dipolnim momentom
(p) - S pomocjo minimizacije proste energije sistema ob
uporabi variacijskega racuna izraCunamo koncentracijski
profil protiionov in koionov in povprec¢no orientacijo
Langevinovih dipolov v odvisnosti od razdalje od na-
elektrene povrSine. Prosto energijo sistema I’ zapiSemo
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pri ¢emer je w kot med vektorjem Langevinovega dipola
p in vektorjem n = o(x) je elektri¢ni
potencial, d©2 = 2w sinw dw je infinitezimalni element
prostorskega kota, n,, konstantna Stevilska gostota Lan-
gevinovih dipolov, n () in n_(z) pa Stevilski gostoti
protiionov in koionov,

U(z) = ego(x) /KT ©)

je reducirani (normalizirani) elektri¢ni potencial, U’ prvi
odvod reduciranega elektricnega potenciala ¥ po koor-
dinati v smeri pravokotno na naelektreno povrsino,
ep je osnovni naboj, k7' termicna energija, ng Stevilska
gostota protiionov in koinov dale¢ stran od naelektrene
povrsine, kjer predpostavljamo ¢(x — o0) = 0, dV =
Adx je infinitezimalni volumski element debeline dx,
kjer je A povrSina. Bjerrumova dolZina je definirana
kot I = e% /4meokT, Kjer je €o influentna konstanta,
ki se nanaSa na lastnost praznega prostora. Prvi Clen v
enacbi (1) opisuje elektrostatsko energijo sistema. Druga
in tretja vrstica v enacbi (1) opisujeta konfiguracijsko
prosto energijo protiionov in koionov. Cetrta vrstica v
enacbi (1) opisuje prispevek orintacijske entropije Lan-
gevinovih dipolov k prosti energiji sistema, P(x,w) pa
verjentnost, da je Langevinov dipol na mestu x zasukan
za kot w glede na normalo na ravno naelktreno povrsino.
Zadnja vrstica v enacbi (1) pa je lokalna vez, ki se
nanasa na orientacije Langevinovih dipolov (veljavna za
poljuben pozitiven x):

<73(x,w)>w —1 @)

kjer je n(x) lokalni Lagrangeov prameter.

Kot rezultat variacije zgoraj opisane proste energije
sistema elektroliske vodne raztopine v stiku z naele-
ktreno povrSino dobimo :

ni(z) = no exp(=V¥) , )
TL,(SU) = To exp(\:[j) ) (6)
P(z,w) = A(z) exp(—po|¥'| cos(w)/e0) ,  (7)
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kjer je A(z) konstanta pri izbranem z.

Elektri¢ni naboji protiionov, koionov ter Langevinovih
dipolov prispevajo k povpre¢ni mikroskopski volumski
gostoti elektrolitske raztopine:

o=@ -n @)% . ®

kjer je polarizacija P podana z enacbo:
P(@) = now (p(a,w)) - ©)
Tukaj je p dipolni moment posameznega Langevinovega

dipola, ( p(z,w) pa njegova povprecna vrendost v
B

termi¢nem ravnovesju. V naSem primeru (¢ < 0)

vzamemo, da je P(x) negativen, ker kaZe projekcija

vektorja P na z-os izbranega koordinatnega sistema v

nasprotni smeri od smeri osi x (glejte Se sliko 1). S

pomodjo enacbe (7) lahko izraCunamo ( p(z,w) R kot
sledi :
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Funkcija L(u) = (coth(u) — 1/u) se imenuje Lange-
vinova funkcija, kjer L(po|¥’|/ep) doloa povpretno
velikost dipolnega momenta Langevinovega dipola pri
danem x. V gornji izpeljavi predpostavljamo azimutno
simetrijo.

Ce vstavimo Boltzmannovi porazdelitveni funkciji za
obe vrsti ionov (enacbi (5) in (6)) in izraz za polarizacijo
(enacbi (9) in (10)) v enacbo (8), dobimo volumsko
gostoto naboja v obliki :

o(x) = —2egnosinh ¥ + (11)

d
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V nadaljevanju vstavimo izraz za volumsko gostoto
naboja g(x) (en.(11)) v Poissonovo enacbo :

V" = —drlgo/ey (12)

in kot rezultat dobimo Langevin Poisson-Boltzmannovo
enacbo za tockaste ione :

U = 4rlp (2 no sinh ¥ —
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kjer je ¥” drugi odvod elektri¢nega potenciala ¥ po
koordinati x. Izpeljana Langevin Poisson-Boltzmannova
diferencialna (13) se reSuje ob upoStevanju dveh robnih
pogojev. Prvi robni pogoj dobimo s pomocjo integracije
diferencialne enacbe (13) :
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Pri izpeljavi robnega pogoja (14) smo upostevali pogoj
elektronevtralnosti celotnega sistema. Drugi robni pogoj
pa je:

U'(x — 00) =0

5)

Na podlagi enacb (9)-(10) lahko izracunamo efektivno

dielektricno konstanto elektrolitske raztopine v stiku z

naelektreno ravno povrsino (e.sy), kot sledi :
1P| po L(poE/kT)
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kjer je E = |¢'| velikost vektorja elektriénega polja.

, (16)

Slika 1: Shemati¢na slika elektricne dvojne plasti v bliZini
naelektrene ravne povrSine. Dipoli vodnih molekul v bliZini
naelektrene povrSine so v povprecju orientirani v smeri proti
naelektreni povrSini.

3 REZULTATI IN SKLEPI

Enacba (16) opisuje odvisnost efektivne dielektricne
konstante €. od velikosti elektri¢nega polja £ v okviru
predstavljene Langevin Poisson-Boltzmannove teorije,
ki uposteva orientacijsko urejanje dipolov vodnih mo-
lekul ob naelektreni ravni povrSini (slika 1). Kon¢ni vo-
lumni molekul pri izpeljavi enacbe (16) niso upoStevani.

Za poFE/kT < 1 lahko Langevinovo funkcijo (16)
razvijemo v Taylorjevo vrsto do kubi¢nih ¢lenov na-
tanéno: L(z) ~ z/3 — /45 in dobimo
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Iz enatbe (17) vidimo, da se e.yy manjSa z
narascajoco vrednostjo F, kar je razvidno tudi na sliki
2. Ker E pada z oddaljenostjo od naelektrene povrsine
(glejte na primer [5]), €.y naraS¢a z oddaljenostjo
od naelektrene povrSine. Na podlagi povedanega lahko
torej povzamemo, da orientacija vodnih molekul ob

Coff = 14 (poE/KT)* . (17)

naelektreni povrSini pripomore k zmanjSanju relativne
dielektri¢nosti ob naelektreni povrSini.
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Slika 2: Efektivna dielektricna e.yy kot funkcija razdalje
od naelektrene plos¢e (x) izraunana v okviru predstavljene
Langevin PB teorije ta tockaste ione. Enacbe (13)-(15) so bile
reSene numeri¢no s pomocjo programa Comsol Multiphysics
3.5a Software. Dipolni moment posameznega Langevinovega
dipola po = 4.794 D, koncetracija protionov in koionov dale¢
stran od naelektrene plos¢e no/Na = 0.15mol/l, koncen-
tracija vode ngw /N4 = 55 mol/l, povriinska gostota naboja
o= —0.3As/m?.

Pred kratkim je bila podobna Langevin Poisson-
Boltzmannova enacba za tockaste ione, kot je predsta-
vljena v tem delu in podana z enacbo Eq.13 izpeljana
v okviru statisticno mehanskega pristopa iz fazne vsote
sistema [13]. Langevin Poisson-Boltzmannova enacbo iz
dela [13] lahko izpeljemo tudi na nekoliko drugacen
nacin ob predpostavki Boltzmannove porazdelitve za
vodne (Langevinove) dipole [14]. Izraz za efektivno
dielektri¢nost €.y iz [13] razvijemo v vrsto in dobimo :
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(poE/KT)* . (18)
Iz enacbe (18) je razvidno, da se e.ry vela z
naras$¢ajoim E. Ker se I/ manjSa z nara$€ajo¢o od-
daljenostjo od naelektrene povrSine, iz enacbe (18)
sledi, da €.y naraste v bliZini naelektrene povrSine,
kar ni v skladu z eksperimentalnimi rezultati. Omenjeni
rezultat analize Abrashkina in sod. [13] je posledica
kopicenja vodnih dipolov ob naelektreni povrSini zaradi
neupostevanja kon¢ne velikosti ionov in vodnih molekul
oziroma zaradi predpostavljene Boltzmannove porazde-
litve za vodne molekule (glejte Se [15]), katere efekt
prevlada nad zmanjSevanjem e,y zaradi orientacijskega
urejanja vodnih (Langevinovih) dipolov, kot napovedu-
jeta enacbi (16) in (17).



Na podlagi predstavljenega Langevin Poisson-
Boltzmannovega modela elektrolitske raztopine v
stiku z naelektreno povr§ino za primer tockastih
ionov lahko povzamemo, da se zaradi orientacijskega
urejanja vodnih dipolov v mocnem elektricnem polju
ob naelektreni povrSini efektivna dielektri¢nost ob
naelektreni povrSini zmanjS$a. Naj za konec dodamo, da
se efektivna dielektriCnost ob naelektreni povrSini Se
dodatno zmanjsa zaradi izpodrivanja vodnih molekul ob
naelektreni povrsini kot posledica kopicenja protionov,
kar je bilo pokazano pred kratkim [11], [14].
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