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ANALIZA VPLIVA RAZPOK

V BETONU NA TOGOST
ARMIRANOBETONSKIH NOSILCEV
ANALYSIS OF THE EFFECT OF
CRACKS IN CONCRETE ON THE
STIFENESS OF REINFORCED
CONCRETE BEAMS

Povzetek

Zaradi majhne natezne nosilnosti betona armiranobetonske konstrukcije razpokajo ze pri nizkem nivoju zunanje obtezbe.
Dobro je znano, da razpoke v betonskem delu armiranobetonskih nosilcev bistveno vplivajo na velikosti pomikov le-teh, med-
tem ko razporediteyv, Stevilo in Sirina razpok odlocilno vplivajo na njihovo trajnost. Pogosto pravimo, da razpoke bistveno vplivajo
na togost armiranobetonskih nosilcev. V ¢lanku predstavimo novo druzino deformacijskih koncnih elementov za analizo vpliva
razpok na togost armiranobetonskih nosilcev. Prednosti predstavljenega numeri¢nega modela sta dve: (i) model omogoca upo-
Stevati tudi vplive zdrsov med armaturnimi palicami in betonom in (ii) precne razpoke armiranobetonskega nosilca so v modelu
obravnavane diskretno, pri tem pa so med analizo njihove lege vzdolZ osi nosilca oziroma vzdolz kon¢nega elementa poljubne
in jih ni treba, kot pri drugih modelih, poznati vnaprej. To pomeni, da mreze koncnih elementov v predstavljenem numeri¢nem
modelu ni treba prilagoditi legam razpok vzdolz osi armiranobetonskega nosilca. Primerjava med eksperimentalnimi in nume-
ri¢nimi rezultati analiz na prostoleze¢em armiranobetonskem nosilcu je pokazala, da s predstavljenim modelom zelo dobro
dolo¢imo njegovo obtezno deformacijsko krivuljo kot tudi razporeditev, Stevilo in Sirino razpok. Zato je predstavljeni numeri¢ni
model primeren za analizo vpliva razpok v betonu na togost armiranobetonskih nosilcev.

Kljuéne besede: armirani beton, natezna togost, razpokanost, diskretna razpoka, geometrijska nezveznost
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Summary

Due to the low tensile strength of concrete, reinforced concrete structures crack even at a low external load. It is well known
that cracks in reinforced concrete structures have a significant influence on their displacements, while the distribution, number
and width of cracks have an important influence on their durability. It is often claimed that cracks significantly affect the stiff-
ness of reinforced concrete beams. This article presents a new family of strain-based finite elements for analyzing the effects
of cracks on the stiffness of reinforced concrete beams. Two advantages of the presented numerical model can be mentioned:
(i) the model takes into account the slip between reinforcing bars and concrete, and (ii) the transverse cracks in the reinforced
concrete beam are treated discretely in the model, while their position in the finite element during the analysis is arbitrary and
does not need to be known in advance, as in other models. This means that the finite element mesh in the presented numerical
model does not need to be adjusted to the location of the cracks along the axis of the reinforced concrete beam. A compa-
rison between the experimental and numerical results of the studied simply supported reinforced concrete beam showed that
the presented model can be used to determine the load-displacement curve as well as the distribution, number and width of
cracks very well. Therefore, the presented numerical model is suitable to analyze the influence of cracks in concrete on the sti-
ffness of reinforced concrete beams.

Key words: reinforced concrete, tension stiffening, cracking, discrete crack, geometric discontinuity
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1 UVOD

Beton je krhek heterogeni material, ki razpoka Ze pri rela-
tivno nizkih nateznih obremenitvah. Zato pri dokazovanju
mejne nosilnosti armiranobetonskin (v nadaljevanju AB)
konstrukcij v skladu s standardi Evrokod (mejna stanja no-
silnosti) upostevamo le tlatno nosilnost betona [SIST, 2005]
(glej npr. konstitucijski model betona na sliki 2(a)). Vendar
pa kljub razpokam v betonu, ki se pojavijo zaradi njegove
majhne natezne trdnosti, ta zaradi sovpreznega vpliva sode-
luje pri prevzemanju nateznih obremenitev v AB-konstrukciji
[Venkateswarlu, 1972], saj se med razpokami v betonu nate-
zne napetosti ustrezno prerazporedijo med armaturnimi pa-
licami in betonom. Ta prerazporeditev natezne obremenitve
je mogoca zaradi zdrsov na stiku med armaturnimi palicami
in betonom ter posledi¢no sprijemnih napetosti na njunem
stiku (slika 1).

betonski del AB nosilca

armaturna palica

Slika 1. Razporeditev: (a) sprijemnih napetosti T, na stiku
med betonom in armaturno palico, (b) normalnih napetosti
v betonu o, na stiku z armaturno palico in (c) normalnih na-
petosti v armaturni palici o,

Ta sovprezni prispevek betona k natezni togosti AB-konstruk-
cij ni zanemarljiv in ga praviloma upostevamo pri preverjanju
mejnih stanj uporabnosti, tj., ko ugotavljamo velikosti povesov
in Sirine razpok ter tudi ko preverjamo nivo napetosti v betonu
in armaturnih palicah.

V literaturi lahko zasledimo razliche matemati¢ne modele, s
katerimi upostevamo prispevke te t. i. sovprezne natezne to-
gosti (ang. tension stiffening) AB-okvirjev oziroma nosilcev pri
dolog¢itvi pomikov in Sirine razpok tovrstnih konstrukcij. Pri
najpreprostejSih  modelinh ustrezno modificiramo material-
ni model za armaturo (npr. [Pottler, 19871) ali pa material-
ni model betona v nategu (npr. [Bergan, 1979]). Seveda pa z
omenjenima preprostima modeloma zgolj priblizno ocenimo
prispevek natezne nosilnosti betona k togosti AB-nosilca. Pri-
¢akovano pa s takSnimi modeli ne moremo ustrezno dolociti

Stevila, Sirine in razporeditve razpok. Primer modificiranega
materialnega modela betona v nategu, kot ga predlagata
Bergan in Holand, prikazujemo na sliki 2(b).

(@) (b)
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Slika 2. Materialna modela betona v nategu: (a) brez na-
tezne nosilnosti, (b) natezna nosilnost betona, modificira-
na skladno s priporocili Bergana in Holanda [Bergan, 1979]
(¢!,,=0,055 %o in €,  =0,7 %o).

V znanstveni literaturi zasledimo tudi natancnejSe matematic-
ne modele za analizo vpliva pre¢nih razpok na togost AB-okvir-
jev oziroma nosilcev. Omenimo le dva, ki sta zasnovana na me-
haniki loma. Prvi je model razmazane razpoke, drugi pa model
diskretne razpoke (slika 3). Fizikalne razloge za uporabo teh
modelov za analizo togosti AB-nosilcev sta detajlno predstavila
Bazant in Planas [Bazant, 1998]. Da pa je treba za ustrezno mo-
deliranje vpliva razpok na togost AB-nosilcev upostevati tudi
zdrs med armaturnimi palicami in betonom, v svojih raziskavah
utemeljujeta tudi Mathern in Yang [Mathern, 2021].

(a) model razmazane razpoke
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Slika 3. (a) Model razmazane in (b) model diskretne razpoke.

Matematic¢ni model razmazane razpoke za analizo togosti AB-
nosilcev uvrs¢amo v druzino t. i. nelokalnih matematic¢nih mo-
delov. Za te modele je znacilno, da so njihovi materialni mode-
li odvisni od deformacij na konéno veliki okolici opazovanega
delca in ne le od deformacij njegove infinitezimalne okolice
[Bazant, 1998]. V sklopu tega modela vplivno obmocje deforma-
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cij opazovanega delca dolo¢a materialni parameter L, ki ga ime-
nujemo karakteristicna dolzina mehcanja AB-nosilca (glej sliko
3(a)). Slabost tega modela pa je predvsem v tem, ker moramo
med analizo vnaprej predvideti obmocja mehcanja AB-nosilca.
Ne glede na to pa nam ta model omogoca analizo mehc&anja
precnih prerezov AB-nosilcev tako v nategu (glej npr. [Bazant,
1998], [Fib, 2013], [Markovi¢, 2013], [Mathern, 2021], [Rabczuk,
2005], [Yang, 2007]) kot tudi v tlaku ([Coleman, 2001], [Kratzig,
2004], [Markeset, 1995], [Markovic¢, 2012], [Mathern, 2021]). Para-
meter L, tj. obmocje AB-nosilca s konstantnimi ekvivalentnimi
osnimi deformacijami !, doloCimo v materialnem modelu be-
tona v nategu z energijo loma G, [BaZant, 1998] oziroma v tlaku
z energijo drobljenja [Coleman, 2001] (glej sliko 3(a)).

V znanstveni literaturi zasledimo tudi Stevilne raziskovalce (glej
npr. [Bajc, 2018], [Dias-da-Costa, 2009], [Fib, 2013], [Yang, 20071]),
ki vpliv razpok na togost AB-nosilcev analizirajo z modelom dis-
kretne razpoke (glej sliko 3(b)). Vendar se tudi pri implementa-
ciji tega matemati¢nega modela sooc¢imo z istim problemom
kot pri implementaciji modela razmazane razpoke, saj moramo
v analizi vnaprej doloc¢iti mesta precnih razpok. Ker za analizo
praviloma uporabljamo metodo koncnih elementov, kjer so
mesta precnih razpok vozlis¢a konénih elementov (glej npr.
[Bajc, 2018], [Domaneschi, 2021]), moramo za dovolj natané¢no
analizo razporeditve, Stevila in Sirine razpok uporabiti zelo gosto
mrezo koncnih elementov. V sklopu matemati¢nih modelov za
analizo togosti AB-konstrukcij, pri katerih razpoke obravnava-
mo diskretno, pa v znanstveni literaturi zasledimo tudi Stevil-
ne numeri¢ne metode, ki niso zasnovane na metodi konénih
elementov (glej npr. [Alanani, 2020], [Domaneschi, 2021], [Forti,
2019], [Fujiwara, 2015], [Rabczuk, 2008], [Yang, 2007]).

V &lanku bomo predstavili nov numeri¢ni model za analizo vpli-
va pre¢nih razpok na togost AB-nosilcev. Predstavljeni model
uposteva prec¢ne razpoke diskretno in je zasnovan na deforma-

Nedeformirana lega nosilca:
betonski del ‘c’
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Deformirana lega nosilca z eno razpoko:

cijski metodi konénih elementov. Glavna znacilnost nove dru-
zine deformacijskih kon&nih elementov je v tem, da je precna
razpoka sestavni del kon¢nega elementa, pri tem pa je njena
lega v njem poljubna in je ni treba poznati vnaprej. Materialni
model odpiranja razpoke pa v predstavljenem modelu doloci-
mo s pomocjo dobro znanega materialnega modela betona v
fazi mehcanja in ekvivalentne osne deformacije, ki ga uporablja-
mo v modelu razmazane razpoke. Predstavljeni numeri¢ni mo-
del dejansko predstavlja nadgradnjo modela za analizo pre¢nih
razpok na togost natezno obremenjene AB-palice [Ogrin, 2022].

2 MATEMATICNI MODEL AB-NOSILCA
Z VGRAJENO RAZPOKO

Obravnavamo AB-nosilec z dolzino L in s konstantnim prec-
nim prerezom. Pri tem z (), oznaCimo fizikalne kolicine, ki
pripadajo betonskemu delu AB-nosilca, z (¢), pa koliCine, Ki
pripadajo armaturnim palicam. Ne izgubimo sploSnosti izpe-
ljave, Ce predpostavimo, da je nosilec armiran le z eno arma-
turno palico. Pri tem je @_njen premer, z_ njena oddaljenost
od referenne osi betonskega dela nosilca, A, pa povrsina nje-
nega prec¢nega prereza. Pri izpeljavi matemati¢nega modela
AB-nosilca betonski del s povrsino A4_in vzdolZzno armaturno
palico obravnavamo lo¢eno, pri ¢emer pri armaturni palici
zanemarimo upogibno togost, tako da jo modeliramo z mo-
delom osno raztegljive vrvi, ki je obdana z betonskim ovojem.
Upostevamo tudi, da se na stiku med armaturno palico in be-
tonskim ovojem lahko pojavijo zamiki (A), pre¢ni razmiki pa so
prepreceni. Dodatno predpostavimo, da je nosilec izpostavljen
kratkotrajnemu delovanju zunanje linijske obtezbe (q, 0z. m),
ki deluje v referen¢ni osi betonskega dela, ter robni obtezbi
na zaCetku oziroma koncu betonskega dela AB-nosilca (S, ).
Na sliki 4 predstavimo nedeformirano ter dve deformirani legi
AB-nosilca. Prva deformirana lega nosilca je lega nosilca brez

Precni prerez nosilca:

armaturna
palica ‘s’

Slika 4. Nedeformirana in deformirani legi AB-nosilca, izpostavljenega osnoupogibni obremenitvi.
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razpok, druga pa z eno razpoko. Lego precne razpoke v osi AB-
nosilca doloa materialna koordinata xI, velikost razpoke pa
dolocata koli€ini Au" in Ag", njun pomen je natancneje predsta-
vljen v poglavju 2.2.

Pri izpeljavi osnovnih enac¢b AB-nosilca upostevamo speci-
ficno spremembo dolzine ¢, in ukrivljenost referencne osi k,
betonskega dela nosilca (osne in upogibne deformacije) ter
specifitno spremembo dolzine g, armaturne palice (osho de-
formacijo), medtem ko strizno deformiranje betonskega dela
zanemarimo. Velja Bernoullijeva predpostavka o ravnih prec-
nih prerezih betonskega dela, tj., pre¢ni prerezi so tudi v de-
formirani legi ravni in pravokotni na deformirano referenéno
os nosilca. Potek osnih deformacij po visini precnega prereza
je linearen: e =¢_+z_k. Dodatno predpostavimo, da so vzdolzni
(u, u) in precni pomiki (w,) ter zasuki preCnega prereza be-
tonskega dela (¢ ) 'majhni', prav tako so 'majhni' tudi zamiki
na stiku med armaturno palico in betonom. To pa pomeni, da
kinemati¢ne in ravnotezne enacbe matematicnega modela
AB-nosilca zapisemo v linearni obliki, medtem ko so konstitu-
cijske enatbe modela nelinearne.

2.1 Osnovne enacbe nerazpokanega
nosilca

Osnovne enacCbe nerazpokanega AB-nosilca izpeljemo z li-
nearizacijo Reissnerjevih enacb ravninskega nosilca [Bratina,
2018] okoli njegove zacetne nedeformirane lege. Sestavlja jin 8
enacb za betonski del, od tega 3 kinemati¢ne, 3 ravnotezne in
2 konstitucijski enacbi:

Ue — € =0, 1)
wi+@. =0, (2)
P =K =0, (3)
N+ Qe +pee = 0, (4)
Qc + Gzc + Pnc =0, (5)
Mi = Q¢+ myc + 25 pc =0, (6)
Ne = Nec = [, oc(ec) dAc, (7)
M, =M, = fAC oc(gc) zcdA,, (8)

4 enacbe za armaturno palico, od tega 1 kinemati¢na, 2 ravno-
tezni in 1 konstitucijska:

ul—e, =0, (9)
Ng+ps =0, (10)
—Ng Ks,o + Pns = 0, )

Ng = Nyc = 05(&5)As, (12)

ter 4 vezne enacbe za stik med armaturno palico in betonom,
od tega 1 kinemati¢na, 2 ravnotezni in 1 konstitucijska:

A =ug— (uc + 25 o), (13)
Prc + Dis = 0, (14)
Pnc t Pns = 0, (15)

Pre = Tc(Q)T Ds. (16)
V enacbah (1)-(16), ki jih v nadaljevanju imenujemo posplo-
Sene ravnotezne enacbe AB-nosilca z upostevanjem zdr-
sa med armaturno palico in betonskim ovojem, smo z N, Q,

in M_oznacili osno in precno silo ter upogibni moment be-
tonskega dela, z N, pa osho silo v armaturni palici. Z N, M_
in N_ smo oznacili konstitucijske koli¢ine v betonskem delu
oziroma v armaturni palici. Te so odvisne od izbranega mate-
rialnega modela betona oziroma armature. Kot je to obi¢ajno
pri analizi in projektiranju linijskin gradbenih konstrukcij, ju
izrazimo v obliki sovisnosti med normalno napetostjo prec¢ne-
ga prereza nosilca in pripadajoco osno deformacijo (o =0, (&),
o=0_(g)).

V veznih enacbah (14) in (15) sta P, in D, strizni komponenti
kontaktne linijske obteZbe na stiku med armaturno palico in
betonskim ovojem, p, _in p _pa normalni komponenti. Ker je
zacetna ukrivljenost ravnih armaturnih palic enaka nig, K,,=0.
ugotovimo s pomocjo enacb (11) in (15), da je p_=p, =0. Zamik
A na stiku med betonskim ovojem in armaturno paiico izracu-
namo kot razliko vzdolznih pomikov na medsebojnem stiku
(enacba (13)). Velikost zamika je odvisna od fizikalnih lastnosti
stika, ki ga izrazimo v obliki sovisnosti med sprijemno nape-
tostjo na stiku t,in zamikom A (glej enacbo (16)).

2.2 Osnovne enacbe razpokanega
nosilca

Pri izpeljavi osnovnih enacb matematic¢nega modela razpoka-
nega AB-nosilca predpostavimo, da se prec¢na razpoka v be-
tonskem delu nosilca pojavi pri materialni koordinati x! (glej
sliko 4(c)). Ne izgubimo splosnosti, ¢e analiziramo AB-nosilec
z eno razpoko. Kot re¢eno, prec¢no razpoko v predstavljenem
modelu obravnhavamo kot geometrijsko nezveznost nosilca.
Raziskovalci (glej npr. [Bajc, 2018], [Fib, 2013], [Ogrin, 2022])
kot kriterij za nastanek razpoke v AB-palici upostevajo pogoj
dosezene natezne trdnosti betona, tj. o =f,, ki jo betonski ovoj
skladno z izbranim materialnim modelom betona doseze pri
osni deformaciji ¢,,. Pri upogibno obremenjenem AB-nosilcu
pa moramo kriterij nastanka pre¢ne razpoke v nosilcu temu
ustrezno prilagoditi. S tem namenom predpostavimo, da se
razpoka odpre v trenutku, ko je osnoupogibna obremenitev
pre¢nega prereza enaka mejni nosilnosti betonskega dela AB-
nosilca (glej oznako @ na diagramih na sliki 5), torej:

Nc(xg) = Ngc,crv 17)

MC(XD = Mgc,cr- (18)

Koli¢ini NI, in M v enacbah (17) in (18) doloata mejno
osnoupogibno nosilnost betonskega dela pre¢nega prereza
AB-nosilca. Kriti¢ni pre¢ni prerez AB-nosilca dolo¢a material-
na koordinata x', pripadajoci mejni deformaciji pa oznacimo
z g, in ki . Poudarimo pa, da deformaciji dolocata stanje Se
zaprte precne razpoke v betonu. Glede na zveznost parame-
trov materialnega modela temu pogoju za nastanek razpoke
zadostimo z zahtevo, da je determinanta tangentne material-
ne matrike betonskega dela pre¢nega prereza enaka nic, torej
detC=C,, C,,-C3=0, hkrati pa mora biti zado$¢eno tudi pogoju
C,,>0. Komponente tangentne materialne matrike betonske-
ga dela precnega prereza so doloCene z izrazi: C11=j'AC E dA,
€=l E z dA_ in C,=[, E z? dA, Kjer je E=00 /de_ trenutni tan-
gentni modul betona. Potek normalne napetosti of in pri-
padajoCih deformacij (el . x% ) v betonskem delu precnega
prereza AB-nosilca tik pred odprtjem razpoke prikazujemo na
sliki 5.

Ty o
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Slika 5. Napetostno in deformacijsko stanje v betonskem
delu precnega prereza AB-nosilca ob izpolnjenih pogojih za
nastanek razpoke (detC = 0).

Ko se pre¢na razpoka v betonu odpre, nosilec na mestu razpo-
ke obravnavamo kot geometrijsko nezveznost nosilca, tj., no-
silec se je razdelil na dva sicer povezana, vendar geometrijsko
loCena dela. To pa pomeni, da sta sedaj v AB-nosilcu na mestu
razpoke dva precna prereza, ki se med seboj razmakneta in
razli¢no zasukata (glej sliko 4(c)). Predpostavimo pa, da nju-
no morebitno prekrivanje nima vpliva na odziv nosilca. Prec-
ni prerez na levi strani razpoke, ki je Se vedno pravokoten na
referencno os nosilca, dolo¢a materialna koordinata “x!, pre-
rez na desni strani, ki je prav tako pravokoten na referenc¢no
os nosilca, pa koordinata +x:. Velikost in oblika pre¢ne razpoke
AB-nosilca je torej odvisna od razlike vodoravnih pomikov Au®
in razlike zasukov A" med omenjenima prec¢nima prerezoma,
ki ju izratunamo z enac¢bama:

Au" = u (FxD) —u("xh), (19)

A" = @ (Tx) — pc(TxD, (20)
Sirino razpoke na zunanjem robu pa izraCunamo s pomocjo
enacbe:

T =M+ zepApT. (21)
Ceprav razpoka razdeli AB-nosilec na dva dela, predpostavi-
mo, da sta prec¢na prereza ob razpoki Se vedno delno pove-
zana. To povezavo med pre¢nima prerezoma izrazimo z osno
silo in upogibnim momentom v razpoki in ju oznacimo z N,
in M*. Dolo¢imo ju skladno z izbranim materialnim mode-
lom odpiranja prec¢ne razpoke, kot pogosto govorimo, in ju
izrazimo v odvisnosti od geometrijskih koli¢in Au™ in A" (glej
oznako 4 na diagramih na sliki 6). Formalno ju torej izrazimo
z enacbama:

Nec = Nec(Bu”, Ap™), (22)

Mec = Mec(Au', Ap"). (23)
V analizi linijskin AB-konstrukcij materialna modela betona
in armaturnih palic izrazimo v obliki sovisnosti med normal-
no napetostjo in osno deformacijo. Na ta nacin izpeljemo
tudi materialni model odpiranja razpoke (enacbi (22) in (23)),

Ke(AuSAQ")
Nee
NI‘
Now pri Mec
A" Au’
Ag' Au'

Slika 6. Materialni model odpiranja razpoke.

ki jo v modelu obravnavamo kot geometrijsko nezveznost
nosilca. Posledi¢no je ta del nosilca sestavljen iz dela, kjer
se sosednja prec¢na prereza razmakneta, in dela, kjer se pre-
reza prekrijeta. Na mestu nezveznosti nosilca predpostavi-
mo linearen potek ekvivalentne osne deformacije po visini
betonskega dela preCnega prereza AB-nosilca, e'=¢! +z_ K/,
kot to velja v precnem prerezu pred nastankom razpoke. V
nadaljevanju za del razpoke, kjer se precna prereza med se-
boj razmakneta (eI > 0), uporabimo sovisnost med normalno
napetostjo v razpoki o7 in pripadajoco ekvivalentno natezno
osno deformacijo ¢!, kot je definirana v modelu razmazane
razpoke (glej sliko 3(a)), za del razpoke, kjer se precna prereza
prekrijeta in so ekvivalentne osne deformacije tlatne (e <0),
pa sovisnost med napetostjo o! in deformacijo & opisemo z
materialnim modelom betona v tlaku. Tako lahko material-
ni model odpiranja razpoke (enacbi (22) in (23)) zapiSemo z
izrazoma:

Nee = [, _oi(ec(bu’, Aph)) dA,, (24)

M = [, o0& (ec(bu”, Ap") zc dA.. (25)
Pri tem sta e7in k!, kot reCeno, ekvivalentna osha oziroma upo-
gibna deformacija v razpoki kot geometrijski nezveznosti no-
silca. Potek normalnih napetosti in ekvivalentnih osnih defor-
macij po visini pre¢nega prereza prikazujemo na sliki 6. Ko se
razpoka odpre, se mora upogibni moment v razpoki zmanjsati,
M <M .obtem paveljael >¢l inkl>xk! . Pogostov takih pri-
merih govorimo o materialnem mehcanju med odpiranjem
razpoke. Zaradi ravnotezja se upogibna momenta v prec¢nih
prerezih v neposredni okolici razpoke, tj. v pre¢nih prerezih s
koordinatama "x! oziroma +x§, prav tako zmanjsata, vendar se
pri tem, drugace kot v razpoki, zmanjsajo tudi pripadajoce de-
formacije. Tako smo mehcanje oziroma lokalizacijo deformacij
omejili le na razpoko, podobno, kot je to dolo¢eno pri modelu
razmazane razpoke.

Na koncu predstavimo Se enacbi, s katerima kinemati¢ni ko-
li¢ini Au™ in A@" povezemo z ekvivalentnima deformacijama v
razpoki, €7, in k". EnaCbi sta preprosti:
Au*

?:

Ap™

L_Cs

(26)
(27)

r __ r
£c0 = Ecoer T

r_ ,.r
Ke = Kcer +
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kjer smo z L_oznacili dolZino obmocja mehc&anja, definirano v
skladu z modelom razmazane razpoke (glej sliko 3(a)). Vpeljava
omenjenega materialnega parametra L_je posledica definici-
je materialnega modela odpiranja razpoke v obliki o’=0T (e!).
Izraza (26) in (27) sta zelo podobna zvezi med Sirino razpoke
in ekvivalentno lokalizirano deformacijo pri centri¢no natezno
obremenjeni AB-palici (glej [Ogrin, 2022]).

2.3 Metoda koncénih elementov

Osnovne enacbe matematic¢nega modela, s katerim izracuna-
mo vpliv razpok na togost AB-nosilcev, ki smo jih predstavili
v prejsnjih poglavjih, so nelinearne. Zato jih reSimo numeric-
no, praviloma z metodo konénih elementov. V tem ¢lanku jih
bomo resili s pomocgjo deformacijske metode konénih ele-
mentov. S tem namenom izpeljemo novo druzino deforma-
cijskih konénih elementov z vgrajeno razpoko. Kot je znacilno
za deformacijske kon&ne elemente, pri izpeljavi izhajamo iz
modificiranega izreka o virtualnem delu. Detajlno smo posto-
pek za AB-palico predstavili v [Ogrin, 2022], tu pa ga ustrez-
no priredimo za razpokan AB-nosilec, ki je izpostavljen osno-
upogibni obremenitvi. Modificiran izrek o virtualnem delu za
razpokan AB-nosilec je:

SW* = [ F(Nee=Ne) Secodx + [, ™ (Mee—M)Srcodx+

(NI —NZ)SAUT+(ME.—ME) 5A@™+ [ fxg(MCC—MC)cYKCdx+

fOL(NSC—Ns)Ssde+vezi+r0bni pogoji=0. (28)
Ker smo enacbi (24) in (25) to¢no zadostili, je tudi clenoma
pri variaciji 6Au" in §A¢@" zadoSCeno, zato ju v funkcionalu (28)
lahko izpustimo. Kot posebnost omenimo, da v funkciona-
lu (28) poleg robnih pogojev na obeh koncih nosilca nasto-
pajo tudi robni pogoji ob nastali pre¢ni razpoki. Ko v nada-
ljievanju razsirjeni funkcional ustrezno uredimo, ostanejo v
njem edine neznane funkcije osne in upogibne deformacije
betonskega dela AB-prereza (¢, k) ter osna deformacija
armaturne palice (¢ ). Te koli¢ine v nadaljevanju aproksimira-
mo z Lagrangevimi interpolacijskimi polinomi stopnje p. Na
osnovi zahteve, da so variacije v funkcionalu poljubne in ne-
odvisne, dobimo po znanih postopkih variacijskega racuna
sistem diskretnih posplosenih ravnoteznih ena¢b kon¢nega
elementa z vgrajeno razpoko. Vse integrale, ki nastopajo v
enacbah kon¢nega elementa, reSimo numeri¢no. Tu smo
izbrali Lobattovo integracijsko shemo stopnje s. Za ozna-
¢evanje koncnih elementov z vgrajeno razpoko uporabimo
oznako KE} , za elemente brez razpoke, ki jih izpeljemo po
enakem postopku, pa KE .

2.4 Postopek resevanja posplosenih
diskretnih ravnoteznih enacb

Skladno z metodo konénih elementov AB-nosilec razdelimo
na poljubno Stevilo kon¢nih elementov. V konénih elementih,
kjer so med analizo izpolnjeni pogoji za nastanek precne raz-
poke, standardne, nerazpokane kon¢ne elemente KE nado-
mestimo s kon¢nimi elementi KE . ki imajo vgrajeno pre¢no
razpoko. Z znanimi postopki v numeri¢ni teoriji konstrukcij vse
enacbe nato zdruzimo v ena¢bo AB-nosilca:

G(x, 1) = 0. (29)

V enacbi (29) smo z x oznacili vektor neznanih koli¢in (defor-
macijske, stati¢ne in kinematic¢ne koli¢ine), z A pa obtezni fak-
tor AB-nosilca. Nelinearni algebrajski sistem enacb (29) reSimo
s pomocjo metode lo¢ne dolZine [Crisfield, 1981]. S to meto-
do lahko dolo¢imo obtezno deformacijsko krivuljo AB-nosilca
tudi v kriti¢nih tockah krivulje, tj. tam, kjer Newtonova inkre-
mentno-iteracijska metoda odpove. Racunalniski program za
reSevanje diskretnih posplosenih ravnoteznih enacb razpoka-
nega AB-nosilca smo izdelali v programskem okolju Matlab
[The MathWorks, 2016]. Osnovno ukazno okno programa, ki
smo ga imenovali NFIRA, prikazujemo na sliki 7.

@ nfira - x

Konstrukcija Obtezba Konéri element Pomoc

<<<<<

«««««

|

Jodd T i 4

T T L [ Vozel
rapstos

2
X(m)

Slika 7. Osnovno ukazno okno programa NFIRA.

3 GILBERTOV ARMIRANOBETONSKI
NOSILEC

Primernost in natan¢nost nove druzine deformacijskih kon¢-
nih elementov za analizo vpliva razpok na togost AB-nosilcev
prikazujemo na primeru preprostega prostolezeCcega AB-
nosilca. To storimo s primerjavo med numeri¢nimi in eks-
perimentalnimi rezultati. Pri tem eksperimentalne rezultate
povzamemo skladno z izsledki Gilberta in Nejadija [Gilbert,
2004].

3.1 Osnovni podatki

Gilbert in Nejadi [Gilbert, 2004] sta med Stevilnimi drugimi
preizkusi, ki sta jih predstavila, analizirala tudi dva, vsaj nacel-
no enaka prostolezeca nosilca z dolzino L=3,8 m in pravokot-
nim pre¢nim prerezom b/h=25/34,8 cm ter ojacana z dvema
vzdolznima armaturnima palicama premera @#16. Nosilca sta
oznacila z Bl-a in Bl-b ter ju med eksperimentom obteZila z
dvema navpi¢nima to¢kovnima silama P/2, ki sta ju monoto-
no povecevala. Osnovne geometrijske in materialne podatke
obravnavanega AB-nosilca, ki smo jih uskladili z eksperimen-
talnimi podatki Gilberta in Nejadija, prikazujemo na sliki 8 (vse
dimenzije nosilca so vcm).

Med upogibnim preizkusom sta Gilbert in Nejadi pri izbranih
obteznih korakih belezila navpi¢ni pomik na sredini razpeti-

or3deanl O
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D X, Xc o3

-------------- 34,8 e —
L a,=48% (% P AL
lw‘ V/Z,Z
4 2016

Precni prerez:
A—25

|1

34,8

ch L e

\LP/Z \LP/Z
2,7\ s
1 1
2% 116,7 oz 116,7 oz 116,7 2
,z 380 4

f.= 3,63 kN/cm? [Gilbert, 2004]
f.= 0,306 kN/cm? [Gilbert, 2004]

Slika 8. Geometrijski in materialni podatki obravnavanega prostoleZzecega AB-nosilca.

ne nosilca (w*), razporeditev in Sirino razpok v betonskem delu
AB-nosilca, deformacije armaturnih palic ter osne deformacije
na povrsini betona.

Da izpostavimo tudi uc¢inkovitost predstavljenega numeri¢nega
modela, predstavimo tudi rezultate analiz s sorodnimi nume-
ri¢nimi modeli. Oznake vseh uporabljenih numeri¢nih modelov
in njihove bistvene znacilnosti predstavimo v preglednici 1.

lih pa v analizah AB-nosilca obnasanje betona v nategu opise-
mo v obliki sovisnosti med normalno natezno napetostjo o_in
pripadajoco osno deformacijo ..

Pri modelu z oznako M2 natezno togost betona upostevamo
skladno s priporocili Bergana in Holanda [Bergan, 1979] (glej sli-
ko 2(b)). Pri tem v modelu upostevamo naslednje vrednosti ma-
terialnih parametrov: €,=0,055 %o, £,_=0,7 %o in E_=3300 kN/cm?.

max

Oznaka uporabljenega | Materialni model | Materialni model beto- r:daterlalnl e Uporabljena mreza
stika med armaturo L .
modela betona v tlaku na v nategu . koncénih elementov
in betonom
brez natezne nosilnosti .
L 20 KE
M1 (glej sliko 2(a)) tog stik +5
modificiran model [Ber- .
20 KE
M2 gan, 1979] (slika 2(b)) tog stik +s
nelinearen, name-
njen analizi kon- model razmazane razpo-
M3 . ke - KE, . [Markovi¢, 2013]: | podajen stik [Fib, 2013] 2 KE, +54KE,
strukcij [SIST, 2005] 01
- L_=6,48 cm, G=75N/m
(glej sliko 9) c f
M4-1 model razpoke kot 56 KE;
geom. nezveznosti v ) I
elementu: L =6,48 cm, podajen stik [Fib, 2013]

Mé4-2 G=75N/m 26 KE™

Preglednica 1. Oznake uporabljenih numeric¢nih modelov in njihove bistvene znacilnosti.

3.1.1 Materialni model betona v tlaku

Pri vseh numeri¢nih modelih smo v analizah AB-nosilca obna-
Sanje betona v tlaku opisali v obliki sovisnosti med normalno
tla¢no napetostjo o, in pripadajoco osno deformacijo ¢, v skla-
du z nelinearnim materialnim modelom, ki ga podaja stan-
dard Evrokod 2 [SIST, 2005] in je namenjen analizi AB-kon-
strukcij (slika 9). Materialni parametri modela so: povprec¢na
tlacna trdnost betona f, , dosezena pri deformaciji ¢, mejna
tlacna deformacija betona ¢, in sekantni modul elasti¢nosti
betona E_ . Za Stevilne vrednosti materialnih parametrov mo-
dela izberemo naslednje vrednosti: f, =3,63 kN/cm?, £_=-2,2 %o,
£,,=-3,5 %o in E_=3300 kN/cm*

3.1.2 Materialni model betona v nategu

Pri numericnem modelu z oznako M1 natezno nosilnost beto-
na zanemarimo (glej sliko 2(a)), pri ostalih numeri¢nih mode-

fC m

0,4 me

Slika 9. Materialni model betona v tlaku skladno s standar-
dom Evrokod 2 [SIST, 2005].

Pri modelih z oznakami M3, M4-1 in M4-2 obnasanje betona v
nategu opisemo s 3-linearnim materialnim modelom, kot ga
predlagajo Rabczuk in sodelavci [Rabczuk, 2005], in ga prika-
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zujemo na sliki 3(a). V modelu M3 dolZzino obmoc&ja mehca-
nja oziroma zelo razpokano obmocje v betonskem delu AB-
nosilca omejimo nha dolzino enega koncnega elementa KE_
[Markovi¢, 2013], in sicer L =6,48 cm. Ob ocenjeni energiji loma
betona =75 N/m [CEB-FIP, 1993] so vrednosti materialnih
parametrov modela naslednje: f,=0,306 kN/cm?, £ ,=0,0863 %o,
€€t (€€ )r €,,52,075 %o, @=0,14 in $=0,24055. V modelih
z oznakama M4-1 in M4-2 ohranimo enake vrednosti para-
metrov modela betona v nategu kot v modelu z oznako M3.
Ob tem pa zapiranje in ponovno odpiranje razpoke v modelu
upostevamo kot degradacijo natezne togosti betona skladno
z [Bazant, 1998] (slika 3(a)).

3.1.3 Materialni model stika med
armaturo in betonom

V modelih z oznakami M3, M4-1 in M4-2 povzamemo mate-
rialni model stika med armaturno palico in betonom po lite-
raturi [Fib, 2013]. Ker je debelina krovnega sloja betona manj-
Sa od 5@, podatkov o vgrajeni stremenski armaturi pa ni na
voljo, skladno z modelom predpostavimo, da porusitev stika
nastopi z razcepljanjem betona. Uporabljen materialni model
stika med armaturnimi palicami in betonom in pripadajoce
materialne parametre modela prikazujemo na sliki 10. Model
predstavlja zvezo med strizno napetostjo t in zamikom med
armaturno palico in betonom A.

strizna porusitev stika

Tu .z izvekom arm. palice 04
. L // 0<A<AL; T=T,(A/A,)”
usplit ‘\\ T,=2,5Vf,, [MPa]=1,52 kN/cm?
S (fom=37 MPa)
porusitev z ===~ - Tyspit=1,12 kN/cm?
razcepljanjem betona As=0,466 mm
A Ay=1mm
Ar=1,2 mm

Slika 10. Materialni model stika med armaturno palico in
betonom in vrednosti pripadajocih materialnih parametrov

[Fib, 2013].

(@)
120

— M2
B1-a [Gilbert, 2004}
---- B1-b [Gilbert, 2004]

8 12 16 20

3.2 Primerjave med rezultati analiz

Rezultate analiz AB-nosilca z vsemi petimi numeri¢nimi mo-
deli z oznakami M1, M2, M3, M4-1 in M4-2 prikazujemo v na-
daljevanju. Rezultate analiz primerjamo z dostopnimi rezultati
meritev obravnavanega AB-nosilca. Omejimo se na primerjavo
med obtezno deformacijskimi krivuljami P-w* ter primerja-
vo med razporeditvijo, Stevilom in Sirino razpok v betonskem
delu AB-nosilca. V vseh prikazanih analizah predpostavimo za-
¢etno nepopolnost nosilca v obliki nesimetri¢ne razporeditve
obtezbe (0,49:0,51 P).

3.2.1 Obtezno deformacijska krivulja P-w*

Na sliki 11 prikazujemo spreminjanje navpi¢nega pomika na
sredini razpetine AB-nosilca w' v odvisnosti od velikosti navpic-
ne to¢kovne obtezbe P. Iz rezultatov meritev lahko opazimo,
da je zaCetna togost pri obeh preizkusenih nosilcih neustrez-
na, saj na krivulji ne opazimo zaletne nerazpokane togosti
nosilcev. Predvidevamo, da sta bila nosilca predhodno ze
razpokana, bodisi zaradi transporta bodisi reoloskih pojavov
v betonu.

Obtezno deformacijske krivulje smo v numeri¢nih analizah
dologili do sile Px100 kN, ko nastopi opazno zmanj$anje upo-
gibne togosti obravnavanega AB-nosilca zaradi plastifikacije
vzdolzne natezne armature. Izmerjena nosilnost je sicer zna-
Sala 109 kN za nosilec Bl-a oziroma 103 kN za B1-b.

Ugotovimo, da je pri modelih z oznakama M1 in M2 izracunan
navpi¢ni pomik vedji od izmerjenega. To je pri¢akovano, ker
smo natezno nosilnost betona v modelu M1 zanemarili oziro-
ma njen prispevek v modelu M2 podcenili. V analizah z obema
modeloma pa dovolj natanéno ocenimo velikost zunanje ob-
tezbe, pri kateri nastopi plastifikacija vzdolzne natezne arma-
ture. Pri analizah nosilca z modeli M3 in M4-1 0z. M4-2 se izra-
¢unani pomiki precej bolje prilegajo izmerjenim predvsem v
fazi nastajanja in odpiranja razpok ter ob nastopu plastifikacije
vzdolZzne armature. Poudarimo pa, da sta obtezno deforma-
cijski krivulji, dolo¢eni z modeloma M4-1 in M4-2, pri katerih
spreminjamo le mrezo KE, prakti¢no enaki, zato na sliki 11(b)
prikazujemo le eno. To pa dokazuje, da je odziv AB-nosilca
neodvisen od izbrane mreze koncnih elementov z vgrajeno

(b)

120
100 e
_. 80" -
Z e
=60r Vi ]
Q A s M3
A1 g — M4-1 I
o0l B1-a [Gilbert, 2004]
ol -~ B1-b [Gilbert, 2004]
0 4 8 12 16 20

Slika 11. ObteZno deformacijske krivulje P-w* primerjava med eksperimentalnima krivuljama in krivuljami numericnih ana-
liz za (a) modela MT1in M2, (b) modela M3 in M4-1.
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razpoko KE? .
ter |zracunamh navpi¢nih pomikov w* pri obtezbi P=70 kN, kar
seveda potrjuje nase prejsSnje ugotovitve.

V preglednici 2 podajamo velikosti izmerjenih

Eksperiment Racun
Bl-a Bl-b M1 M2 M3 M4-1 M4-2
9,0 73 10,4 10.4 9,0 83 8.4

Preglednica 2. Primerjava med izmerjenimiin izracunanimi
navpicnimi pomiki na sredini razpetine nosilca w*lmm] pri
obtezbi P=70 kN.

3.2.2 Razporeditev, stevilo in Sirina
razpok

Na koncu prikazemo $e primerjavo med izmerjeno in izraCu-
nano razporeditvijo, Stevilom in Sirino razpok v betonu vzdolz

osi nosilca za tri nivoje zunanje obtezbe, P=35, 50 in 70 kN.
Seveda lahko rezultate primerjamo le za modele z oznakami
M3, M4-1in M4-2, pri katerih vpliv razpok na togost AB-nosilca
modeliramo z modelom razmazane razpoke (M3) oziroma z
novimi deformacijskimi konénimi elementi z vgrajeno razpo-
ko (M4-1in M4-2). Kot pa je dobro znano, moramo za ustrezno
analizo vpliva razpok v betonu na togost AB-nosilcev v modelu
upostevati tudi zamik na stiku med armaturo in betonskim
ovojem [Mathern, 2021].

Najprej predstavimo rezultate racunske analize modela z
oznako M3, tj. z modelom razmazane razpoke (glej sliko 12).
Ugotovimo, da z modelom M3 relativho dobro ocenimo ob-
mocje razpokanosti AB-nosilca, medtem ko je dolocanje leg
posameznih razpok precej nenadzorovan proces, ponekod se
razmazana razpoka razprostira kar ¢ez dva sosednja konéna
elementa, prav tako pa ne moremo s tem modelom dolo¢iti
Sirine posameznih razpok. Poznamo le vrednost ekvivalentne
deformacije &’ v razpoki.

(@) P=35KkN 4 cp ¢0,5P (057 0,5P

—~ 6 \4 \4

® B1-a

r{sg% FPNEIRY | S IR | o

2 V) 2 V2

(b) P=S0KN — 5p lO,SP lo,sp 0,5P

—_— \4 \4

28 Bi-a ™ Bi-b

O 0

e N o
(c) P=70 kN 0 5p

SC [%o]
(@) o))

Ill IIIII B1-a

05P
\ mml Ia hh

Slika 12. Primerjava izmerjene in izracunane razporeditve razpok z modelom M3 za tri nivoje zunanje obteZbe.

(a) P=35kN 5P ¢0,5P 105P 0,5P
\
B1-a
‘ P IR ‘ SRR
% 5oL hh R %ﬁ oL B h AR
7 P ”z Tz
(b) P=50 kN ¢0,5P ¢O,5P ¢0,5P 0,5P
\
X B1-a
‘ R P N T ‘ 18 4 ¢ g vy
b Bls izl 5 N AR I Blghhh 5 I B R
bz i iz
() P=70 kN ¢0,5P ¢0,5P ¢o,5P 0,5P
\
_ , Bi-a B1-b
‘ Lol 2 38X 3N ‘ P9 ¢ g v
halg lg b L Is L Ig I halg Zlg b L Is I Ig I
, 13 9 13 '8 4 17 2!'115ﬂ|01 8 "2 % % 13 9 3 16 1417 2,:]15,:'01 8 "2 .

Slika 13. Primerjava izmerjene in izracunane razporeditve in Stevila razpok z modelom M4-1 za tri nivoje zunanje obtezbe.
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V nadaljevanju prikazemo primerjavo med izmerjeno in izra-
¢unano razporeditvijo, Sirino in Stevilom razpok $e za modela
z oznakama M4-1 in M4-2. Na sliki 13 prikazujemo razporedi-
tev razpok vzdolZ nosilca za model M4-1 pri treh nivojih zuna-
nje obtezbe. Ugotovimo, da se tako Stevilo razpok kot njihova
lega zelo dobro prilegajo meritvam. Pri obteZzbi P=35 kN se v
raCunski analizi pojavijo 4 razpoke, med eksperimentom pa
ena vec. Pri obtezbi P=50 kN se Stevilo razpok v analizi poveca
na 9, medtem ko se jih med eksperimentom pojavi 8 (nosilec
B1-a) oziroma 10 (B1-b). Pri obtezbi P=70 kN je racunsko Stevilo
razpok enako 13, izmerjeno Stevilo razpok pa je 12.
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Na slikah 14, 15 in 16 prikazujemo primerjavo izraCunane Sirine
razpok za modela M4-1 in M4-2 z izmerjenimi Sirinami raz-
pok za tri nivoje zunanje obtezbe. Sirine razpok izrat¢unamo
na spodnjem robu nosilca s pomocdjo izraza (21). Poudarimo
pa, da Gilbert in Nejadi [Gilbert, 2004] nista natan¢no navedla,
na katerem mestu sta merila Sirino razpok. Najprej ugotovimo,
da so rezultati analiz obeh modelov z oznakama M4-1in M4-2
prakti¢no enaki, in to kljub temu, da v modelih uporabljamo
razlicno Stevilo kon¢nih elementov, tj. 56 oziroma 26 KE T TO-
rej gostota mreze predstavljene druzine konénih elementov
nima vpliva na razporeditev, lego in Sirino razpok. To na primer
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Slika 14. Primerjava izracunanih sirin razpok z modeloma M4-1in M4-2 pri obtezbi P=35 kN z izmerjenimi sirinami razpok za

AB-nosilca zoznakama (a) Bl-a in (b) BI-b.
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Slika 15. Primerjava izracunanih Sirin razpok z modeloma Mé4-1in M4-2 pri obteZzbi P=50 kN z izmerjenimi Sirinami razpok za

AB-nosilca z oznakama (a) B1-a in (b) BI-b.
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Slika 16. Primerjava izracunanih sSirin razpok z modeloma M4-1in M4-2 pri obtezbi P=70 kN z izmerjenimi Sirinami razpok za

AB-nosilca zoznakama (a) Bl-a in (b) BI-b.
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pomeni, da se pri obtezbi P=70 kN zadnja (13.) razpoka, ki je
tudi najblizje levi podpori AB-nosilca, pri modelu M4-1 pojavi
v 13. koncnem elementu na oddaljenosti 2,59 cm od njego-
vega levega vozlis€a (x'=88,9 cm), njena Sirina je r=0,192 mm,
pri modelu M4-2 pa v 6. konénem elementu na oddaljenosti
14,58 cm (x'=87,9 cm) s Sirino r=0,196 mm. Ob tem pa tudi ugo-
tovimo, da so izracunane Sirine razpok pri obtezbi P=35 kN ne-
koliko vecje od izmerjenih. To je pri¢akovano, saj je v racunski
analizi Stevilo razpok za 1 manjse, kot je bilo zabelezeno med
preizkusom (glej sliko 14).

Kot vidimo naslikah15in 16, so pri obtezbah P=50 kN in P=70 kN
izraCunane Sirine razpok AB-nosilca bistveno bolj primerljive z
izmerjenimi. Ce bi Sirine razpok izra¢unali na mestu natezne
armature, bi bila njihova Sirina Se za dobrih 10 % manjsa, kar bi
pomenilo $e boljSe ujemanje.

4 ZAKLIUCKI

V ¢lanku smo predstavili druzino novih deformacijskih kon¢-
nih elementov z vgrajeno razpoko za analizo vpliva razpok
na togost linijskih AB-konstrukcij (nosilcev, okvirjev). Pri tem
smo razpoko v modelu obravnavali diskretno, in sicer kot geo-
metrijsko nezveznost konc¢nega elementa. Glavna prednost
predstavljenega numeri¢nega modela je vtem, da (i) lege raz-
pok po osi AB-nosilca ni treba predvideti vhaprej, (i) pre¢na
razpoka se v konénem elementu lahko pojavi na poljubnem
mestu in (iii) rezultati analize so z novimi konénimi elementi
neodvisni od mreze in Stevila kon¢nih elementov. Natanc¢nost
in primernost predstavljenega numeri¢nega modela smo pri-
kazali na primeru preprostega prostolezeCega AB-nosilca, za
katerega so v literaturi na voljo dobro dokumentirani rezul-
tati upogibnega preizkusa. S primerjavo med izmerjenimi in
izraCunanimi rezultati analiz smo ugotovili, da predstavljena
druzina novih deformacijskih koncnih elementov z vgrajeno
diskretno razpoko omogoca dovolj natancno analizo vpliva
razpok v betonu na togost AB-nosilcev. Tako lahko s predlaga-
nim modelom kvalitetno izratunamo obtezno deformacijske
krivulje obravnavanih AB-nosilcev kot tudi razporeditev, Stevilo
in Sirino razpok.
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