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Predgovor

Ucbenik je namenjen studentom drugega letnika univerzitetnega studijskega pro-
grama Strojnistvo Univerze v Mariboru. Vsebina ucbenika obsega vektorske funk-
cije ene in ve¢ spremenljivk, krivulje in ploskve v prostoru ter mnogoterni, kri-
vuljni in ploskovni integral. Poglavja sledijo uénemu nacrtu predmeta Vektorska
analiza. Ucbenik je primeren tudi za primerljive Studijske programe tehniskih
smeri. Student naj uporablja u¢benik pri uéenju in utrjevanju snovi. Izpeljave
posameznih formul in dokazi nekaterih izrekov in trditev se podrobneje izvedejo
v okviru predavanj pri predmetu Vektorska analiza.

Ucbenik je razdeljen na 12 poglavij. V vsakem poglavju na zacetku definiramo
nove pojme, nato pa navedemo formule, osnovne izreke in trditve, ki so izpeljani in
obrazlozeni studentu na razumljiv nac¢in. Pri tem je razlaga snovi podkrepljena s
Stevilnimi graficnimi prikazi. Razlagi sledijo zgledi resenih nalog. Vecina poglavij
je zakljucenih s primeri neresenih nalog, s pomocjo katerih student lahko preveri
in uporabi pridobljeno teoreti¢no znanje.

Vsebina, ki jo zajema ta ucbenik je obravnavana tudi v literaturi [1], [2] in
3], kjer bralec lahko najde dodatne naloge, primere in razlago tematike.






Poglavije 1

Vektorske funkcije ene
spremenljivke

Doslej smo se pri matematiki vecinoma ukvarjali s funkcijami, ki slikajo iz mnozice
realnih stevil v mnozico realnih stevil. Taksno funkcijo zapisemo kot

f:D—R,

kjer je D C R. Pri vektorski analizi se ukvarjamo tudi s funkcijami, katerih
domena in kodomena sta lahko ve¢dimenzionalna vektorska prostora. Predstavili
bomo funkcije, ki slikajo iz podmnozice ravnine R? v ravnino R?, ali iz pod-
mnozice prostora R? v prostor R3. Taksne funkcije imenujemo vektorske funk-
cije. Posebno mesto med njimi zasedajo vektorske funkcije ene spremenljivke, s
katerimi opisemo krivulje v prostoru R", n > 2.

Definicija 1.1. Vektorska funkcija ene spremenljivke je funkcija f: D — R”,
kjer je D C R inn > 2.

Opomba 1.2. Medtem ko (skalarno) funkcijo vcasih imenujemo skalarno polje,
vektorsko funkcijo imenujemo tudi vektorsko polje.

Tukaj se zastavi vprasanje, kako si lahko predstavljamo vektorsko funkcijo
ene spremenljivke, kaj je njena slika in v kaksnem kontekstu se taksne funkcije
pojavljajo v drugih znanstvenih disciplinah. Ce zelimo odgovoriti na to vprasanje,
se spoprimemo s pojmom zveznosti vektorskih funkcij. Tega bomo podrobneje
predstavili v naslednjem poglavju, vendar lahko ze tukaj povemo naslednje.

Opomba 1.3. Ce je vektorska funkcija f: D — R3 wezna, preslika vsak interval
I C D v neko krivuljo v R3.

Tako lahko navedemo, da dovolj lepe (beri zvezne) vektorske funkcije pred-
stavljajo krivulje. To je hkrati tudi osnovno razumevanje teh funkcij in osnovna
predstava, kako so te funkcije oz. njihove slike videti.
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Slika 1.1: Slika zvezne funkcije f I — R

Zgled 1. Slika zvezne funkcije f: I — R?, kjer je I C R interval, je krivulja v
ravnini R? (glej sliko 1.1).

Zgled 2. Slika zvezne funkcije f: I — R3, kjer je I C R interval, je krivulja v
prostoru R3 (glej sliko 1.2).

/f\Q\fﬁ

Slika 1.2: Slika zvezne funkcije f : I — R3.

Vaja 1. Zapisi konkreten primer vektorske funkcije f: D —R?ing:D — R3.

Definicija 1.4. Naravno definicijsko obmocje funkcije f je mnozica vseh x € R za
katere je predpis [ definiran. Naravno definicijsko obmodcje funkcije f oznacimo
z Dy. Zaloga vrednosti funkcije f je mnoZica

—

Zy=A{f(z) |z € Dg}.

Zgled 3. Dolocimo definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije fs predpi-
som f(t) = (2 +1,Int).

Ker je predpis t2 4+ 1 definiran za vsa realna §tevila in predpis Int za vsa pozi-
tivna realna stevila, je definicijsko obmocje funkcije f enako mnozici pozitivnih
realnih Stevil, torej D F= (0,00). Zaloga vrednosti pa je tako enaka mnozici

Zp={(*+1,Int) [t € (0,00)}.



POGLAVJE 1. VEKTORSKE FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE

Vaja 2. Doloci D¢ in Zg za funkciji fz'n g, kjer je
a) f(t) = (1— 2, VT= 2, i)

b) §(t) = (acost,asint)

1.1 Zveznost vektorske funkcije

Zveznost funkcij f : D — R, kjer je D C R, smo pogosto opisovali tako, da
smo rekli “funkcija je zvezna, ¢e se njen graf nikjer ne pretrga”. Tako si lahko
predstavljamo zveznost, vendar ta intuitivni opis zveznosti v splosnem ne zadosca.
Posebej pa velja, da tak opis ne more biti primeren za vektorske funkcije, katerih
grafov ne znamo narisati. Taksni so na primer grafi funkcij, ki slikajo v R*. Kako
bomo torej ugotovili, ali se graf te funkcije ‘pretrga’ ali ‘ne pretrga’ glede na to,
da grafa ne znamo niti narisati?

Oglejmo si najprej definicijo zveznosti realne funkcije f : D — R, nato pa
ugotovitve posplosimo na poljubne vektorske funkcije. Razmislimo, zakaj funkcija
na sliki 1.3 ni zvezna in kako bi to natanéno matematicno opisali.

A

Slika 1.3: Nezvezna funkcija f : R — R.

S slike je razvidno, da sta tocki x; in x5 blizu skupaj, njuni sliki (oz. njuni
funkcijski vrednosti) f(x1) in f(x2), pa sta dale¢ narazen. Velja celo ve¢, tocki
x1 in x5 lahko na osi z izberemo poljubno blizu skupaj (lahko bi rekli neskonéno
blizu skupaj), njuni funkcijski vrednosti pa bosta kljub temu dale¢ narazen. Velja
namrec, da je za vsak 1 < a in x5 > a razlika med f(x;) in f(x9) vsaj toliksna,
kot je velik funkcijski skok v tocki a. Zapisan je razlog, zakaj funkcija f ni zvezna.
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1.1. ZVEZNOST VEKTORSKE FUNKCIJE

Opomba 1.5. Funkcija [ ni zvezna, c¢e obstajata tocki xy in xo, ki sta lahko
poljubno blizu skupaj, njuni funkcijski vrednosti f(x1) in f(xe) pa sta ‘dalec’
narazen (veé¢ kot neka doloéena konstanta).

Pri zveznih funkcijah se to ne zgodi. Pravzaprav je zveznost nasprotje tega,
kar je zapisano v zgornji opombi. Zveznost bi torej lahko opisali takole. !

Opomba 1.6. Funkcija f je zvezna, ce za vsaki tocki x1 in x9, ki sta dovolj
blizu skupaj, velja, da sta njuni funkcijski vrednosti f(x1) in f(xs) poljubno blizu
skupay.

Kot smo videli v zgornjih opombah, smo pri opisu zveznosti in nezveznosti
uporabili besedi ‘blizu’ in ‘dale¢’. Razpravljali smo o razdalji med z; in x5 ter o
razdalji med f(x1) in f(x). Ce Zelimo razloziti kaj je zvezna vektorska funkcija,
je treba najprej povedati, kaj je razdalja med dvema tockama v R™.

V vektorskem prostoru R"™ definiramo razdaljo med tockama z = (z1,...,x,)

iny=(y,...,yn) tako

d(x, y) = \/(:Bl - yl)2 +.o..+ (xn - yn)2'

Definicija 1.7. Funkcija f: D — R" je zvezna v tocki ty € R, ce velja:

— —

Ve > 0,30 >0:d(t,ty) <o = d(f(t), f(to)) <e.

Opomba 1.8. Znak V se bere ‘za vsak’ in znak 3 se bere ‘obstaja’. Neenacba

—

d(t, to) < & se bere ‘razdalja medt in to je manj od delta’ in neenacba d(f(t), f(to)) <

— —

e se bere ‘razdalja med f(t) in f(to) je mang od epsilon’.

— —

Opomba 1.9. Zgoraj zapisano pomeni, ¢e je t blizu to, je f(t) blizu f(to). Pri
zvezni funkciji majhna sprememba neodvisne spremenljivke povzroci majhno spre-
membo funkcijske vrednosti.

Definicija 1.10. Funkcija fje zvezna na intervalu I, ce je zvezna v vsaki tock:
intervala I.

Opomba 1.11. Funkcijo f: D — R", D CR lahko zapisemo kot

—

f:(f17f27"'afn)7
kjer je fi - D; = R, D; CR za vsaki=1,2,...,n.

Izrek 1.12. Funkcija f: (f1, fo, -+, [n) je zvezna na intervalu I natanko tedaj,
ko so na I zvezne funkcije fi, fo, ..., fn.

LOpis zveznosti v opombi 1.6 je dejansko definicija pojma enakomerne zveznosti. Za nase
potrebe bo taksno razumevanje zveznosti zadostovalo.



POGLAVJE 1. VEKTORSKE FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE

1.2 Operacije na polju vektorskih funkcij

Podobne operacije, kot jih poznamo na mnozici vektorjev, lahko vpeljemo tudi
na mnozici vektorskih funkcij:

1. Sestevanje: (f + §)(t)

—

= f(t)-g(t)
3. Produkt vektorske funkcije f s skalarno funkeijo ¢: (- f)(t) = @(t) - f(t)

(1) + g(1)
t)

2. Skalarni produkt: ( f- 9)(

4. Vektorski produkt (¢e sta f,7: D — R3, D CR): (f x §)(t) = f(t) x §(t)

Izrek 1.13. Cv’eqso funkcije goLf in g zvezne na intervalu I, so na I zvezne tudi
funkeije f+ g, f-g,¢-gin fxg.

Vaja 3. Naj bo f(t) = (12 + 1,t,1), §(t) = (sint,cost,2t) in @(t) = €' . Zapisi
predpise funkcij f+ g, f-g, - f in fxg.

1.3 Limita vektorske funkcije

Definicija 1.14. Naj bo ty realno stevilo. Vektor @ € R™ je limita vektorske
funkcije f: D — R™ v tocki ty, ce velja

—

lim | f(¢) — | = 0.

t—to

Zapisano pomeni, da funkcija f : D — R™ konvergira proti vektorju (tocki)
a € R™, ko gre t proti ¢y, ¢e za vsa Stevila ¢, ki so dovolj blizu ¢y (vendar ne enaka

—

to) velja, da je f(t) blizu d.

—

Izrek 1.15. Za funkcijo f = (f1, fa, .-, fa) velja

—

lim f(t) = (hm fl(t)vtlgg f2(t>7 N lim fn(t>)

t—to t—to t—to

Zgled 4.

1 14 1 1+¢t2
lim | —, 2, + = (lim —, lim 2, lim * )=1(1,2,2)
t—1 \ t 2 — 2 t—1 t t>1 t—1 2 — ¢2

Vaja 4. Izracunaj limito vektorske funkcije

a) lim (2t +1,¢— 1,1+ %)
t—5

. (sint 1—cost 1—¢ )
b)}g%(t, PR ,1+t)




1.4. ODVOD VEKTORSKE FUNKCIJE

, et—1 V1+t—1 3
c) lim , ,
t—0 t t 1+1¢

Izrek 1.16. Ce je funkcija fv tock ty zvezna, velja

— —

lim F(t) = Flto).

t—to

1.4 Odvod vektorske funkcije

Definicija 1.17. Funkcija f: D — R" D CR jewtockit € D odvedljiva, ce
obstaja limita diferencnega kolicnika

flt+h) - f0)
h

To limito imenujemo odvod funkcije f v tocki t.

flt) = lim

Definicija 1.18. Ce je funkcija f odvedljiva v vsaki tocki intervala I in je njen
odvod fna I zvezna funkcija, recemo, da je fzvezno odvedljiva na I.

Opomba 1.19. Odvod funkcije bomo oznacevali s piko ali s ¢rtico, odvisno od
tega katera oznaka je v dani situaciji bolj prikladna.

Izrek 1.20. Za funkcijo f = (fi, fo, -+, [n) velja

ORHON ORI AG)]
Zgled 5. Odvod vektorske funkcije f(t) = (3t + 2,sint, 3 cost) je enak vektorski

—

funkeigi f(t) = (3, cost, —3sint).

—

Vaja 5. Izracunaj odvod vektorske funkcije f
a) f(t) = (3,32 sint)
b) f(t) = (In(t2+1), V2 + 1, &)

Pravila za odvajanje vektorskih funkcij sledijo pravilom za odvajanje skalarnih
funkcij.

—

Izrek 1.21. Naj bosta f, g vektorski funkciji in ¢ skalarna funkcija. Tedaj velja

— —

1 (f(t)+g@) = F) + §(¢)
2. (F(t)- gty = ft) - ) + Ft) - §0)
3. (o) - FO) = @) - Ft) + o(t) - Ft)

8
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POGLAVJE 1. VEKTORSKE FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE

— — —

4o (F) x G®) = (F£) x §1) + (F(t) x §(t)), kjer je n = 3
5. (Fle(t)) = Flelt) - ¢'(t)

Lastnost odvoda vektorske funkcije, ki je zapisana v izreku 1.22, bomo potre-
bovali v naslednjem poglavju, kjer obravnavamo krivulje v R3.

Izrek 1.22. Naj bo f: I — R", kjer jen > 2 in I interval. Ce ima vektor

— — — —

f(t) konstantno dolzino, torej |f(t)| = ¢ za vsak t € I, sta vektorja f(t) in f(t)
pravokotna za vsak t € I.
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Poglavje 2

Krivulje v R?

Pojem krivulje nam je intuitivno blizu, vendar zgolj intuitivna predstava pri
njihovi obravnavi ni dovolj. V tem poglavju bomo krivulje opisali z vektorskimi
funkcijami ene spremenljivke, ki smo jih spoznali v predhodnem poglaviju.

Definicija 2.1. Krivulja v prostoru R? je slika zvezne vektorske funkcije
7 I — R3,
kjer je I C R interval.

Opomba 2.2. Pogosto kar funkcijo 7 iz zgornje definicije imenujemo krivulja. V
tem smislu pod pogmom krivulja razumemo tako sliko funkcije 7, kot tudi funkcijo
7 samo.

Spomnimo se, kako zapisemo enac¢bo premice, ki jo dolocata tocki A(ay, as, as)
in B(by, by, b3) v prostoru R?. Krajevni vektor poljubne tocke, ki lezi na tej
premici, lahko zapisemo v obliki

’F(t) = 774> —+ tz@ = (a1 + t(bl — al), ag + t(bg - CLQ), as + t(b3 — ag)), (21)

kjer je t € R in 74 oznacuje krajevni vektor tocke A. Komponente funkcije 7
so z(t) = ay + t(by — a1), y(t) = ag + t(ba — ag) in 2(t) = az + t(bs — az). V
zgornjem primeru je 7 : R — R3? vektorska funkcija ene spremenljivke, mnozica
tock {(x(t),y(t),2(t)) | t € R} pa je premica. Zapis (2.1) imenujemo parame-
tricni zapis premice. Na podoben nac¢in definiramo parametriéni zapis poljubne
krivulje.

Definicija 2.3. Kadar so podane zvezne funkcije x(t),y(t) in z(t) in je krivulja
7 zapisana v obliki

<

7(t) = (x(t),y(1), 2(1)), tel

pravimo, da je krivulja zapisana v parametriéni obliki. Funkcijo 7 v tem primeru
imenujemo tudi parametrizacija krivulje, spremenljivki t pa parameter.

11



Opomba 2.4. Vektorsko funkcijo, ki opisuje krivuljo, ponavadi oznacimo s ¢rko
7 (namesto f), tako kot je to zapisano zgoraj.

Zgled 6. Vijacnica na sliki 2.1 je krivulja s parametrizacijo ¥(t) = (cost,sint,t),
t €0, 57].

Zgled 7. Preprost primer krivulje v prostoru je tudi daljica med tockama A in
B v R3. Njena parametrizacija je 7(t) = s + tAB, kjer t € [0,1].

Slika 2.1: Vija¢nica 7(t) = (cost,sint,t).

Vaja 6. S pomocjo poljubnega programskega orodja skiciraj krivuljo s parametri-
2a.C1)0

a) 7(t) = —t,t* —1,t), t €R
b) #(t) = (tcost,tsint,t), t € [0, 6]

Ceprav krivulje ponavadi obravnavamo v parametri¢ni obliki, so lahko podane
tudi kot presek dveh ploskev v R?:

K ={(2,y,2) €R® | F(x,y,2) =0, G(x,y,2) = 0}
Taksen zapis imenujemo implicitni zapis krivulje.

Opomba 2.5. Enacbi F(x,y,z) = 0 in G(x,y,2z) = 0 predstavljata ploskvi v
prostoru R3, kar bo podrobneje predstavijeno v poglaviu 4.

12



POGLAVJE 2. KRIVULJE V R3

Slika 2.2: Presek valja 22 + ¢ = 1 in ravnine z +y — z = 0.

Zgled 8. Krivulja, ki jo dobimo kot presek valja 2*+y* = 1 in ravnine x+y—z = 0
je elipsa s parametrizacijo 7(t) = (cost,sint, cost + sint), t € [0,2n]. Glej sliko
2.2.
Vaja 7. Krivuljo, ki je presek ploskev
Py =6imr+y+z=0,
skiciraj in zapisi v parametricni obliki.
Definicija 2.6. Gladka krivulja je slika zvezno odvedljive vektorske funkcije
71— R
kjer je I C R interval.

Kot velja za krivulje v splosnem, besedno zvezo ‘gladka krivulja’ uporabljamo
tako za sliko kot za funkcijo 7 samo.

2.1 Loc¢na dolzina krivulje

V tem poglavju bomo najprej po korakih vpeljali pojem dolzine loka krivulje
med njenima poljubno izbranima tockama, nato pa bomo pokazali, kako taksno
dolzino izra¢unamo.

1. Naj bosta A in B tocki na krivulji ¥: I — R? in naj bo
7(t) = (z(1), y(1), 2()), t € |e, B]

parametrizacija loka te krivulje od tocke A do tocke B, kjer je #(a) = A
ter () = B.

13



2.1. LOCNA DOLZINA KRIVULJE

2. Na krivulji izberemo tocke A = Py, Py, ..., P, = B na nacin, kot kaze slika

2.3 in definiramo
Ask = |Pk—1Pk|'

Py
A=P

Slika 2.3: Na krivulji izberemo tocke Fy, Py, ..., P,.

3. Dolzino krivulje aproksimiramo z dolzino lomljene ¢rte, ki zaporedoma po-
vezuje izbrane tocke in je enaka

n
E ASk,
k=1

glej sliko 2.4. Vec kot je izbranih tock in manjsa kot je razdalja med njimi,

P, =B

Pl ASk
Py

Slika 2.4: Zaporedne tocke na krivulji povezemo z daljicami.

boljsa bo aproksimacija.

4. Dolzino loka krivulje od tocke A do B definiramo kot

14



POGLAVJE 2. KRIVULJE V R3

kjer je A = max Asy .

Izpeljava, ki jo na tem mestu izpusc¢amo, pokaze, da dolzino loka gladke kri-
vulje

(t) = (x(t),y(t), 2(1)), t € [a, ]

lahko izracunamo po formuli

5 5
e:/ \/i:(t)2+y'(t)2+z(t)2dt:/ 7)) dt.

Zgled 9. DolZina krivulje #(t) = (1 — 3t%,5,t?), t € [0,1] je enaka

/1 V(=6t)2 4+ (0)2 + (2t)2dt = /1 VA0t dt = 2@/1tdt: V10.

Vaja 8. Izracunaj dolZino krivulje
a) 7(t) = (cost,sint,3t), t € [—m, 7]

b) 7(t) = (cos2t,sin?t, Y2 sin 2t) od tocke A(1,0,0) do tocke B(—1,1,0)

2.2 Naravni parameter

Zapis krivulje v parametri¢ni obliki ni enoli¢no dolo¢en. Med vsemi razli¢nimi
moznimi parametrizacijami je najlepsa in za rac¢unanje najbolj prikladna para-
metrizacija 7 : I — R3, pri kateri je dolZina intervala I enako dolga kot dolzina
krivulje. Taksno parametrizacijo imenujemo naravna parametrizacija, ki je na-
tancéno opredeljena v spodnji definiciji.

Definicija 2.7. Naj bo 7 : I — R? in naj bosta a,b € I. Ce je dolzina loka
krivulje od tocke 7(a) do tocke 7(b) enaka b — a, torej

b
/ |7(s)| ds = b — a,

parametrizacijo ¥ imenujemo naravna parametrizacija. Parameter v tem primeru
imenujemo naravni parameter in ga ponavadi oznacéimo s ¢rko s, torej ¥ = (s).

Izrek 2.8. Parametrizacija 7(s), s € I je naravna parametrizacija natanko tedaj,
ko je |r(s)| =1 za vsak s € I.
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2.3. TANGENTA, GLAVNA NORMALA IN BINORMALA

Vaja 9. Preveri, ali je podana parametrizacija naravna parametrizacija:
F(t) = (e',Int, t?), t € [1,7].

V nadaljevanju je po korakih opisan postopek, s katerim poljubni parametri-
zaciji krivulje 7 : [a, b] — R? priredimo naravno parametrizacijo:

1. Naj bo 7: [a, b] — R3.

2. Izraéunamo

s:/at 7(2)| da

3. Poiscemo inverz funkcije s in dobimo

in dobimo s = s(t).

t=t(s).

4. Naravna parametrizacija je enaka 7= 7(t(s)), s € [0, s(b)].
Zgled 10. Sledimo zgoraj opisanemu postopku in krivuljo
7(t) = (cost,sint, t), t € [2m, 47|

zapisimo z naravnim parametrom.
Najprej izracunamo

5= /: () |do = /2: V2dz = V/2(t - 2m),

nato pa izracunamo inverz funkcije s(t) = /2(t —2m) in dobimo t(s) = \/758—1—277'.
Naravna parametrizacija je enaka

m(s) = (cos(gs + 2m), sin(?s + 2m), gs + 27T> , s € [0,2v2x].

Vaja 10. Krivuljo 7(t) = (4(sint — t cost), 4(cost + tsint), 3t?) , ¢ € [0, 2] zapisi
z naravnim parametrom.

2.3 Tangenta, glavna normala in binormala

Pomembno vlogo pri opisu krivulje v prostoru ima trojica med seboj pravokotnih
vektorjev , 7, b ki jih lahko priredimo gladki krivulji 7: I — R3 v poljubni tocki

7(t), glej sliko 2.5. Ce te vektorje normiramo, dobimo tri med seboj pravokotne,
enotske vektorje T N B ki jih imenujemo spremljajoci trieder ali trirob. Vsak
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POGLAVJE 2. KRIVULJE V R3

*+
Sl

St

Slika 2.5: Vektorji ¢, 7 in bv poljubno izbrani tocki krivulje.

vektor spremljajocega triroba doloca premico v svoji smeri in ravnino, na katero
je pravokoten. Prvi je tangentni vektor, ki ima smer prvega odvoda:

ft) = (1),

oziroma

Premica, ki poteka skozi tocko 7(t) v smeri vektorja £(t), se imenuje tangenta
na krivuljo 7 v tocki 7(¢). Ravnina, ki poteka skozi tocko 7(¢) in je pravokotna
na tangento v tocki 7(t), se imenuje normalna ravnina na krivuljo 7 v tocki 7(t).
Vsaka premica, ki poteka skozi tocko 7(¢) in lezi v normalni ravnini, se imenuje
normalna premica na krivuljo 7 v tocki 7(t).

Ker je |T(t)| = 1, t.j. vektor T(¢) ima konstantno dolzino, po izreku 1.22 iz
prejsnjega poglavja velja

T(6) LT (1)

za vsak t € I. Tako dobimo drugi vektor spremljajocega trikotnika:
ii(t) = T(t)

oziroma

M-

(1)
7(0)

N(t) =

ki ga imenujemo smerni vektor glavne normale. Premica, ki poteka skozi tocko

7(t) v smeri vektorja 7i(t) = T(t), se imenuje glavna normala na krivuljo 7 v tocki
7(t). Ravnina, ki je pravokotna na glavno normalo, se imenuje rektifikacijska
raunIna.
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2.3. TANGENTA, GLAVNA NORMALA IN BINORMALA

Tudi tretji vektor:

oziroma

B(t) =T(t) x N(t)
je pravokoten na tangento in zato lezi v normalni ravnini. Imenujemo ga binor-
malni vektor. Premica, ki poteka skozi tocko 7(t) v smeri b(t) = t(t) x 7i(t),
se imenuje binormala na krivuljo 7 v tocki 7(¢). Ravnina, ki je pravokotna na
binormalo, se imenuje pritisnjena ravnina.

Opomba 2.9. 7 besedami tangenta, glavna normala in binormala veckrat po-
leg premic mislimo tudi na njihove smerne vektorje, tj. vektorje spremljajocega
triroba.

Opomba 2.10. Tangenta in glavna normala leZita v pritisnjeni ravnini, glavna
normala in binormala leZita v normalni ravnini, rektifikacijska ravnina pa vsebuje
tangento in binormalo (glej sliko 2.6).

Slika 2.6: Pritisnjena (rumena), normalna (modra) in rektifikacijska (rdeca) rav-
nina.

Pri racunanju tangente, glavne normale in binormale uporabljamo formule

Ff=F b=ixidi=0bxt
n
. At F(t) x 7t . .
Ty = 2 By = LX)~ By x T
70| 70 = )|




POGLAVJE 2. KRIVULJE V R3

Zgled 11. Zapisimo koordinate enotskih vektorjev spremljajocega triroba krivulje
7(t) = (cost,sint, 2t) v tocki s parametrom t = 0.

Najprej izracunamo prvi in drugi odvod funkcije 7 v t = 0 ter njun vektorski
produkt

(t) = (—sint, cost, 2), 7(0) = (0,1,2),

)
F(t) = (— cost, —sint, 0), 7(0) = (—1,0,0),
#(0) x 7(0) = (0, —2,1).

=y

=y:

Uporabimo zapisane formule ter dobimo

glej sliko 2.7.

Slika 2.7: Vektorji T (modra), B (rumena) in N (rdeca) krivulje #(t) =
(cost,sint, 2t) v tocki s parametrom ¢ = 0.

Vaja 11. Zapisi vektorje spremljajocega triedra krivulje
F(t) = (£t + 1,3t — 2)
v tockit = 1.

Vaja 12. Zapisi enacbo tangente, glavne normale in binormale ter enacbe nor-
malne, rektifikacijske in pritisnjene ravnine na krivuljo, ki je podana kot presek
ploskev

2+ + 22 =6 in 2t —y? 4 2% =4,

v tocki P(0,1,v/5).

19



2.4. FLEKSIJSKA UKRIVLJENOST KRIVULJE

2.4 Fleksijska ukrivljenost krivulje

Fleksijska ukrivljenost je splosno sprejeta mera za ukrivljenost krivulje v kon-
kretni tocki. To je mera, ki sovpada z intuicijo, ki nam pove, da je kroznica z
vecjim polmerom v vseh svojih tockah manj ukrivljena kot kroznica z manjsim
polmerom.

Ustrezno merilo za ukrivljenost krivulje 7: [a, b] — R3 v tocki 7(t) je

Ay
As’

kjer je As dolzina loka krivulje med tockama 7(t) in 7(¢t + h), Ay pa sprememba
kota tangente na krivuljo med tockama 7(t) in 7(t + h), glej sliko 2.8.

—

. T(t+h
T(t+h) e T(t + h) — T(t)
As _

T(t) Tw

Slika 2.8: Tangenti na krivuljo v tockah #(t) in 7(t + h).

Merilo pove, kako hitro se spreminja kot tangente na krivuljo. A¢ je enak
dolzini kroznega loka enotske krozmice, ki ga odsekata enotska vektorja T'(t) in
T'(t + h) in ga lahko aproksimiramo z dolzino vektorja T(t + h) — T'(t), glej sliko
2.8, desno. Torej

Ap ~ [F(t+h) — 7).

Locna dolzina krivulje med tockama 7(¢) in 7#(t 4+ h) je s(t + h) — s(t), kjer je

s(t) = /: |7(x)|da

dolzina krivulje od zacetne tocke 7(a) do tocke 7(t). Fleksijska ukrivijenost k(t)
krivulje 7 v tocki 7(t) je definirana tako:

T T
o0 [s(t+h) = s(t)]

k(t) (2.2)

Izpeljava, ki jo izpuséamo, pokaze, da za racunanje fleksijske ukrivljenosti gladke
krivulje lahko uporabljamo formulo, ki je podana v naslednjem izreku.

Izrek 2.11. Fleksijska ukrivljenost krivulje 7 v tocki 7(t) je

70) x 7t)]

k(t) = -
W= "m0
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POGLAVJE 2. KRIVULJE V R3

Vaja 13. Izracunaj fleksijsko ukrivljenost krivulje
., . . 3 5
7(t) = | 4(sint — tcost),4(cost + tsint), Qt

za vsak t € R.

Fleksijsko ukrivljenost lahko interpretiramo tudi drugace. Krivulji 7" lahko v
vsaki tocki 7(t) priredimo kroznico, ki se ji v okolici tocke 7(t) najbolj prilega.
Ta kroznica se imenuje pritisnjena kroznica na krivuljo 7 v tocki 7(t). Fleksijska
ukrivljenost krivulje 7 v tocki 7(t) je enaka

kD) = 7

kjer je R(t) polmer pritisnjene koznice na krivuljo 7 v tocki 7(t). Glej sliko 2.9.

Slika 2.9: Pritisnjeni kroznici v dveh tockah krivulje.

Opomba 2.12. Glavna normala N(t) na krivuljo 7 v tocki 7(t) kaZe v smeri
proti srediséu S pritisnjene kroznice v tocki r(t), torej

s = 7(t) + R(t)N(t).
Glej sliko 2.10.
Opomba 2.13. Fleksijska ukrivijenost premice v poljubni tocki je enaka 0, fle-

ksijska ukrivijenost kroznice s polmerom r pa je v vsaki od mjenih tock enaka
1

T

Vaja 14. Doloci polmer in srediscée pritisnjene kroznice na krivuljo
7(t) = (2t 3t,1?)

v tocki T(1).
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2.5. TORZIJSKA UKRIVLJENOST KRIVULJE

(o

Slika 2.10: Glavna normala kaze v smeri proti sredisc¢u pritisnjene kroznice.

2.5 Torzijska ukrivljenost krivulje

Ko govorimo o ukrivljenosti krivulje, ponavadi mislimo na ukrivljenost, definirano
v prejsnjem poglavju, vendar ni nujno vedno tako. Obravnavana krivulja lahko
ima ‘veliko’ fleksijsko ukrivljenost v vseh svojih tockah, vendar kljub temu v
celoti lezi v neki ravnini. V tem poglavju obravnavamo drugo vrsto ukrivljenosti,
imenujemo jo torzijska ukrivljenost, ki meri, kako zelo je dana krivulja zvita oz.
kako zelo se izmika (pritisnjeni) ravnini.

Fleksijsko ukrivljenost krivulje smo definirali z enacbo (2.2), iz katere sledi

ol
k(t) = — .
W=7

Medtem ko fleksijska ukrivljenost meri, kako hitro se pri premiku po krivulji
spreminja kot tangente, torzijska ukrivljenost meri, kako hitro se spreminja kot
binormale na krivuljo. Zato jo definiramo analogno kot fleksijsko ukrivljenost, le
da vektor tangente nadomesti vektor binormale.

Torzijska ukrivljenost 7(t) krivulje 7 v tocki 7(¢) je po absolutni vrednosti
enaka

)] = 20 23)
ol
Ker binormala doloc¢a pritisnjeno ravnino na krivuljo, ‘majhna’ torzijska ukri-
vljenost krivulje v neki tocki pomeni, da je krivulja v tej tocki ‘zelo ravninska’.
Krivulja, ki lezi v ravnini, ima nicelno torzijsko ukrivljenost v vsaki tocki. ‘Velika’
torzijska ukrivljenost v neki tocki pa pomeni, da krivulja v tej tocki zelo ‘hitro’
uhaja iz pritisnjene ravnine.
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POGLAVJE 2. KRIVULJE V R3

V enacbi (2.3) smo definirali absolutno vrednost torzijske ukrivljenosti v po-
ljubni tocki krivulje. Ce zelimo definirati tudi predznak torzijske ukrivljenosti,

najprej povejmo, da sta vektorja é(t) in N(t) vzporedna za vsako vrednost pa-
rametra ¢, zato obstaja taksno Stevilo 7(t), da velja

- =71(t)N(t). 2.4
70| (L)N(2) (2.4)
Torzijsko ukrivljenost T(t) definira enacba (2.4), iz katere hkrati izhaja tudi
|7(t)], ki je opredeljen v enacbi (2.3).
Izpeljava, ki jo izpuscamo, pokaze, da za racunanje torzijske ukrivljenosti
gladke krivulje lahko uporabljamo formulo, ki je podana v naslednjem izreku.

Izrek 2.14. Torzijska ukrivijenost krivulje ¥ v tocki ¥(t) je

ity = FOA0. @)
[7() x 7(0)|

Vaja 15. Izracunaj torzijsko ukrivljenost krivulj
71(t) = (cost,sint,t) in r3(t) = (sint, cost, t)
za vsak t € R.
Vaja 16. Preveri, ali je krivulja 7(t) = (t* +t,1 — t,2t) ravninska.

Opomba 2.15. Iz nicelne fleksijske ukrivljenosti sledi nicelna torzijska ukrivlje-
nost, obrat pa ne velja.

2.6 Uporaba v fiziki

Krivulje in njihov zapis s pomocjo vektorskih funkcij se izkazejo kot zelo uporabne
pri opisu in obravnavi gibanja masnih tock v prostoru R3.

Denimo, da se masna tocka giblje po krivuji 7: I — R3, ¢ € I. V tem primeru
parameter ¢ predstavlja cas, vrh vektorja 7() pa polozaj masne tocke v trenutku,
ko jet = ty. Kot pretece celotni interval I, masna tocka prepotuje celotno krivuljo
7, ki jo imenujemo tudi tir gibanja masne tocke. V tem kontekstu vektor 7(t)
imenujemo vektor polozaja ob casu ¢, njegovi odvodi pa imajo naslednji pomen.

Prvi odvod vektorja 7(t) ob ¢asu t predstavlja vektor hitrosti ob casu ¢:

a(t) = (1),

Absolutna vrednost hitrosti ob casu t, ki jo vcasih imenujemo tudi brzina, pa
predstavlja dolzino vektorja hitrosti, torej v(t) = |0(t)].
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Drugi odvod vektorja 7(t) ob ¢asu t predstavlja vektor pospeska ob casu t:

at) = u(t) = rt)

Absolutna vrednost pospeska ob ¢asu t predstavlja dolzino vektorja pospeska,
torej a(t) = |d(t)].

Izkaze se, da vektor pospeska d@(t) z vektorjem hitrosti ¢(t), lezi v pritisnjeni
ravnini krivulje v tocki 7(t).

Ce pospesek razstavimo na dve med seboj pravokotni komponenti, kjer prva
poteka v smeri hitrosti oz. tangente, druga pa v smeri glavne normale, dobimo

1. tangencialno komponento pospeska | a; = projza | in

2. radialno ali normalno komponento pospeska |a, = 1/ |@|? — a?

Slika 2.11: Tangencialna in radialna komponenta pospeska.

Vaja 17. Masni delec se giblje po krivulji 7(t) = (cost,sint,t?), t € [0, 00).
a) V kateri tocki je delec ob casut=07?

b) Zapisi vektor hitrosti in pospeska ob poljubnem éasu t.

c) Izracunaj velikost hitrosti in pospeska ob poljubnem casu t.

¢) Ali je pospesek kdaj pravokoten na hitrost?

d) Ali velikost hitrosti v trenutku t = m narasca ali pojema?

e) Izracunaj tangencialno in radialno komponento pospeska v tocki A(1,0,0).
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Poglavje 3

Vektorske funkcije vec
spremenljivk

V prvem poglavju smo obravnavali vektorske funkcije, katerih domena je bila
podmnozica realnih stevil, medtem ko bo domena funkcij, ki jih obravnavamo v
tem poglavju, podmnozica vec¢dimenzionalnega vektorskega prostora R™.

Definicija 3.1. Vektorska funkcija veé¢ spremenljivk je funkcija f : D — R™,
kjer je D C R™ in m,n > 2.

Ker je graf vektorske funkcije f : D — R™, D C R" vsebovan v R™™" ga
za m,n > 2 ne znamo narisati. Lahko pa si predstavljamo kam taksna funkcija
preslika neko obmocje prostora R”, ¢e sta m,n < 3.

Zgled 12. Vektorska funkcija f : R? — R? preslika vsako obmodcje v ravnini v
neko obmocje v ravnini (glej sliko 3.1).

—

f
T~

Slika 3.1: Funkcija f : R? — R2.
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Zgled 13. Oglejmo si funkcijo 7 : R? — R? s predpisom
7(u,v) = (2uv, u* — v?)

in razmislimo, kam ta funkcija preslika kvadrat [0,2] x [0, 2].

Slika 3.2: Kvadrat [0,2] x [0,2] in njegova slika glede na funkcijo 7(u,v) =
(2uv, u? — v?).

Najprej izracunamo funkcijske vrednosti v vseh stirih ogliséih kvadrata:

7(0,0) = (0,0), 7(2,0) = (0,4), 7(0,2) = (0, —4), 7(2,2) = (8,0).

2

Ce definiramo x = 2uv in y = u? —v?, lahko iz prve enacbe izrazimo u in posebej

v:
x . x
u=—inv=—.
2v 2u
To vstavimo v drugo enacbo ter dobimo

.]32

T 402
Torej, ¢e fiksiramo v = vy # 0, dobimo parabolo

2
T 2

=— —
2 0
4vg
in ce fiksiramo u = ug # 0, dobimo parabolo
, @
y=u;— —.
O 402

Iz tega sklepamo, da se vsaka vodoravna daljica v kvadratu [0,2] x [0,2], ki jo
doloca enacba v = vy, preslika v konveksno parabolo, ter vsaka navpicna daljica v
kvadratu [0,2]x [0, 2], ki jo doloca enacba u = ug, v konkavno parabolo. Enostavno
je videti tudi, da se daljici {0} x[0,2] in [0,2] x {0} preslikata v daljici {0} x[—4, 0]
in {0} x [0,4]. Glej sliko 3.2.

Zgled 14. Vektorska funkcija f : R3 — R? preslika vsako obmodcje v prostoru v
neko obmodje v prostoru (glej sliko 3.3).

2
Y —vziny:uz—x—
4u?

Y
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POGLAVJE 3. VEKTORSKE FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK

Slika 3.3: Funkcija f : R® — R3.

3.1 Odvod vektorske funkcije

V tem poglavju obravnavamo odvod vektorske funkcije f D —-R" D CR".
Najprej definiramo Jacobijevo matriko funkcije f, ki ima pri obravnavi odvoda
pomembno vlogo.

Definicija 3.2. Za vektorsko funkcijo vec spremenljivk f: D—R"™ DCR" s
predpisom

—

.f(xl;x% s 7xn) = (fl(a:l)x% s 7'7:71)7 sy fm(x17$27 s axn))a
matriko
oh ... 9h
ox1 Jzn
ofs ... Of2
J _ oz OTn
Ofm ... Ofm
ox1 Oxn

imenujemo Jacobijeva matrika.

Vaja 18. Zapisi Jacobijevo matriko funkcije f(x,y,z) = (5bx’y,xy — 2, 2> + 2°)
v tocki T(1,1,2).

Definicija 3.3. Vektorska funkcija f: D — R™ D CR"” je v tocki £ € D
diferenciabilna, ¢e obstaja matrika J dimenzije m x n, tako da velja
f(@+h) = f(Z)+ Jh+d(h),
kjer je
o(h)

— =0.
hsd B

Matriko J imenujemo odvod funkcije f v tocki ¥, produktu Jh pa diferencial v
tej tocki. Odvod oznacujemo z
df

=J.
dzx
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3.1. ODVOD VEKTORSKE FUNKCIJE

Spomnimo se, da je (skalarna) funkcija ve¢ spremenljivk zvezno parcialno
odvedljiva, ¢e so njeni parcialni odvodi zvezne funkcije.

Izrek 3.4. Naj bo f: D — R™, D CR"”, vektorska funkcija s predpisom

—

f(xla T, ... 7xn) = (.fl(xl)x?v s 7'1:71)7 sy fm(xbx% s axn))a
i naj bodo funkcije fi, ..., fm zvezno parcialno odvedljive. Potem je Jacobijeva
matrika funkcije f enaka odvodu funkcije f. Torej
on ... 9h
ox1 0zn
- of2 ... 9
df _ ox1 Ozn
di — : : :
Ofm . Ofm
81’1 85571

Definicija 3.5. Ce je vektorska funkcija f: D — R™, D C R", diferenciabilna
in so funkcije, ki nastopajo v njeni Jacobijevi matriki zvezne, pravimo, da je f
zvezno parcialno odvedljiva.
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Poglavje 4

Ploskve v R’

Podobno kot pojem krivulje je intuitivno razumljiv tudi pojem ploskve. Kot
bomo videli pozneje, se kot najuporabnejsi nacin opisovanja ploskev izkaze zapis
z vektorskimi funkcijami dveh spremenljivk. Ploskev lahko podamo v naslednjih
oblikah:

1. Implicitna oblika
F(z,y,2) =0,
kjer je F: D —+ R in D C R3.

2. FEksplicitna oblika
z = f(z,y),

kjer je f: D — Rin D C R%
3. Parametricéna oblika
™(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)),

kjer je 7: D — R3 in D C R,

Opomba 4.1. Ko bo obravnavana ploskev zapisana v parametriéni obliki, t.7.
(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v)), bomo funkciji 7 : D — R? rekli parametrizacija
ploskve, spremenljivkama u in v pa parametra. Besedo ploskev uporabljamo tako
za vektorsko funkcijo 7 kot tudi za njeno sliko.

Definicija 4.2. Gladka ploskev je zvezno parcialno odvedljiva funkcija 7 : D —

R3, kjer je D C R?, vektorja 7, (u,v) in 7,(u,v) pa sta linearno neodvisna za vsak
(u,v) € D.
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Definicija 4.3. Glede na koordinato, ki jo fiksiramo, lahko definiramo dva tipa
koordinatnih krivulj ploskve ¥ : D — R3:

1. Koordinatna krivulja u = ug ploskve ¥: D — R? je krivulja
(ug,v) ,v € I,
kjer je Iy = {v | (ugp,v) € D} interval.
2. Koordinatna krivulja v = vy ploskve 7: D — R? je krivulja
(u,vo) ,u € Iy,
kjer je Iy = {u| (u,vy) € D} interval.

Zgled 15. Primer koordinatnih krivulj ploskve ¥(p,r) = (1 cos @, 7 sin @, r?), glej
sliko 4.1:

1. krivulja rdece barve: 7(0,7) = (r,0,72), r € [0, 00)

2. krivulja modre barve: (@, 1) = (cos p,sinp, 1), ¢ € [0, 27|

Slika 4.1: Koordinatni krivulji na paraboloidu.

Opomba 4.4. Naj bo 7: D — R? gladka ploskev. Parcialna odvoda
ru(u,v) in 7 (u,v)

doloc¢ata smerna vektorja dveh tangent na ploskev 7 v tocki 7(u, v).
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POGLAVJE 4. PLOSKVE V R?

Definicija 4.5. Naj bo 7 : D — R? gladka ploskev. Vektor
1 = 7y (u, v) X 7y(u, v)

se imenuge normalni vektor ali normala na ploskev 7 v tocki (u,v). Glej sliko 4.2.

Slika 4.2: Gladka ploskev in vektorji 7, 7, in 7, X 77,.

Tangentna ravnina na ploskev 7 v tocki 7(u,v) je ravnina, ki vsebuje tocko
7(u,v), njen normalni vektor pa ima smer normalnega vektorja ploskve 7 v tej
tocki.

Izrek 4.6. Ce je ploskev podana v eksplicitni obliki
z = f(z,y),

normalo izracunamo s formulo
= (-p,—q1),
kjer je p = fz(x,y) in q = fy(x,y).
Vaja 19. Dana je sfera
x2+y2+z2 = a?.
a) Sfero zapisi v parametricni obliki 7, 0).

b) Zapisi koordinatni krivulji o = 5 in 0 = 3.

c) Zapisi tangenti na koordinatni krivulji v tocki (%, %), ter izracunaj normalo
na sfero v isti tockz.
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4.1. PRIMERI PLOSKEV

Definicija 4.7. Naj bo 7 : D — R? gladka ploskev. Plos¢ina paralelograma, ki
ga napenjata vektorja rydu in T,dv se imenuje diferencial povrsine na ploskvi 7
n ga oznacujemo z dP:

dP = |r, X 7y|du dv.

Izrek 4.8. Diferencial povrsine na ploskvi je enak
dP = VEG — F?dudv,
kjerjeE:FU'Fua G="7y Ty inF =1, 7,

Izrek 4.9. Ce je ploskev podana v eksplicitni obliki z = f(x,y) je diferencial

povrsine enak
dP = /1 + p? + ¢*dz dy,
kjer je p = fo(z,y) in g = fy(z,y).
Vaja 20. Izracunaj diferencial povrsine na sferi s polmerom a.

K ploskvam se bomo vrnili v poglavju, ki obravnava ploskovni integral, s
pomocjo katerega bomo med drugim izracunali tudi povrsino dane gladke ploskve.

4.1 Primeri ploskev

V naslednjem razdelku je podanih nekaj tipi¢nih primerov ploskev, zapisanih v
implicitni in parametri¢ni obliki.

4.1.1 Krozni valj

1. Implicitna oblika: 22 + y? = a2

2. Parametri¢na oblika: 7(p, z) = (acosp,asing, z), ¢ € [0,27], z € R
Zgled 16. Na sliki 4.3 je krozni valj s parametrizacijo

(g, 2) = (2cos p,2sin p, 2), ¢ € [0,27], z € [0, 4].

4.1.2 Elipticni valj

1. Implicitna oblika: 2_5 + Z—z =

2. Parametri¢na oblika: 7(p, z) = (acos @, bsing, z), ¢ € [0,27], z € R
Zgled 17. Na sliki 4.4 je elipticni valj s parametrizacijo

M, 2) = (3cos,sin g, 2), ¢ € [0,27], = € [0,5].

32



POGLAVJE 4. PLOSKVE V R?

Slika 4.3: Krozni valj.

Slika 4.4: Elipticni valj.

4.1.3 Stozec
1. Implicitna oblika: 2—2 + g—ﬁ = i—i
2. Parametricna oblika: (¢, z) = (22 cosp, 2 zsing, 2), ¢ € [0,27], z € R
Zgled 18. Na sliki 4.5 in 4.6 sta stoZca s parametrizacijo
(p,2) = (zcosp, zsinp, 2), ¢ € [0,27], z € [0, 4]
m

(@, 2) = (2zcosp, zsinp, 2), ¢ € [0,27], z € [—4,4].
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4.1. PRIMERI PLOSKEV

Slika 4.5: Stozec.

Slika 4.6: Elipticni stozec.

4.1.4 Sfera

1. Implicitna oblika: 22 + y? + 22 = a?

2. Parametri¢na oblika: 7(¢, 0) = (acos ¢ cosf,asinpcosf, asinb), ¢ € [0,27], 6 €

=33

Zgled 19. Na sliki 4.7 je sfera s parametrizacijo

(¢, 0) = (cos @ cos b, sinpcosb,sinh), p € [0,27], 6 € [—g, g]
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POGLAVJE 4. PLOSKVE V R?

Slika 4.7: Sfera.

4.1.5 Elipsoid
1. Implicitna oblika: 2—2 + Z—; + i—; =1
2. Parametric¢na oblika:

(¢, 0) = (acospcosh,bsinpcosb, csinb), ¢ € [0,27], 6 € [—g, g]

Zgled 20. Na sliki 4.8 je elipsoid s parametrizacijo

(¢, 0) = (4cos pcosh,2sinpcosh,sinb), p € [0,27], 6 € [—g, g]

4.1.6 Paraboloid

1. Implicitna oblika: 2 = 5—2 + ?;—j

2. Parametricna oblika: 7(p,7) = (arcosy,brsing,cr?), ¢ € [0,27], r €
[0, 00)

Zgled 21. Na sliki 4.9 in 4.10 sta paraboloida s parametrizacijo
(o, 7) = (rcosp,rsing,r?), ¢ € [0,2x], r € [0,2]

m
(o, 1) = (3rcos @, rsinp, r?), o € [0,2x],r € [0,2].
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4.1. PRIMERI PLOSKEV

Slika 4.8: Elipsoid.

Slika 4.9: Paraboloid.

4.1.7 Hiperboli¢ni paraboloid

1. Implicitna oblika: z—; — 7;—; =2
2. Parametri¢na oblika: 7(u,t) = (awcosht,businht,u?c), u,t € R
Zgled 22. Na sliki 4.11 je hiperbolicni paraboloid s parametrizacijo

7(u,t) = (ucosht, usinht,u?), wu,tec[-2,2].
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POGLAVJE 4. PLOSKVE V R?

Slika 4.10: Elipti¢ni paraboloid.

Slika 4.11: Hiperboli¢ni paraboloid.
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4.1. PRIMERI PLOSKEV

4.1.8 Enodelni hiperboloid

Z2

1. Implicitna oblika: & + % — 2 =1

2. Parametri¢na oblika: 7(p,t) = (acoshtcosy,bcoshtsinp,csinht),p €
0,27],t € R

Zgled 23. Na sliki 4.12 je enodelni hiperboloid s parametrizacijo

(¢, t) = (coshtcos g, 2 coshtsinp,3sinht), p € [0,27],t € [-2,2].

Slika 4.12: Enodelni hiperboloid.

4.1.9 Dvodelni hiperboloid
1. Implicitna oblika: —i—; — 3;—; + i—; =1

2. Parametri¢na oblika: 7(p,t) = (asinhtcos g, bsinhtsin, +ccosht), ¢ €
0,27], t € R

Zgled 24. Na sliki 4.13 je dvodelni hiperboloid s parametrizacijo

(¢, t) = (sinht cos ¢, cosh tsin ¢, = cosht), p € [0,27], t € [-2,2].
Vaja 21. Ploskev parametriziraj in skiciraj v koordinatni sistem.
a) 2 +4*>=100,0<2<8
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POGLAVJE 4. PLOSKVE V R?

Slika 4.13: Dvodelni hiperboloid.

2

b) £ 4% =10<z<2
c) B +9y*?=922,0<2<3
¢) z? +y*+ 2% =36

3}'2 2 Z2
d) T+45+5=1

e) z=2+y%,0<2<9
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4.1. PRIMERI PLOSKEV
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Poglavje 5

Krivocértne koordinate

Funkcija 7: D — R3, D C R3, ki jo zapisemo tako

(u, v, w) = (z(u,v,w), y(u, v, w), z(u, v, w))

preslika trirazsezno obmoéje v prostoru v neko drugo trirazsezno obmocje (ce
je determinanta pripadajoce Jacobijeve matrike razlicna od 0). Ce izberemo
ustrezno funkcijo 7, potem lahko dosezemo, da se neko ‘lepo’ obmocje v prostoru
s to funkcijo preslika v ‘grdo’ obmocje. Na primer z ustrezno funkcijo 7 lahko
preslikamo kvader v kroglo, elipsoid, stozec ali valj.

Taksne funkcije 7 postanejo uporabne pri ra¢unanju trojnih integralov. Trojni
integral po kvadru je namre¢ zelo enostavno izracunati (in zato kvader smatramo
za ‘lepo’ obmocéje), hkrati pa je trojni integral po krogli, elipsoidu, stozcu ali valju
tezko neposredno izracunati (in jih tako smatramo za ‘grda’ obmodcja). Zato,
kadar Zelimo izracunati trojni integral po npr. krogli, integracijsko obmocje s
pomocjo ustrezne funkcije 7 prevedemo na kvader. V tem smislu vidimo uporabno
vrednost taksnih funkcij 7 oziroma krivocrtnih koordinat, ki so z njimi dolocene.

Za izbrana Stevila u,v in w je 7(u,v,w) neka tocka v R3. Stevila u,v,w
imenujemo krivocrine koordinate tocke 7(u, v, w).

Vaja 22. Naj bo

(a, @, 0) = (acospcosl,asinpcosf,asind).
a) Kam funkcija 7 preslika kvader [0,1] x [0, 7] x [0, Z]?
b) Kaj so krivocrtne koordinate tocke (*/75, \/76, \/§> ?

Definicija 5.1. Ploskve, ki jih dobimo, ce fiksiramo eno koordinato funkcije 7 :
D — R3, D C R?, imenujemo koordinatne ploskve.

Glede na koordinato, ki jo fiksiramo, lo¢imo tri tipe koordinatnih ploskev:

1. Ce fiksiramo u, torej u = ug, dobimo ploskev 7(ug, v, w).
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2. Ce fiksiramo v, torej v = v, dobimo ploskev 7(u, vy, w).
3. Ce fiksiramo w, torej w = wy, dobimo ploskev 7(u, v, wy).

Zgled 25. Naj bo 7(p,0,1) = (rcosf cosp,rcosfsinp,rsinb).
moznih primerov koordinatnih ploskev naslednji (glej sliko 5.1):

Tedaj so eni
1. ploskev rumene barve: 7(0,0,7); ¢ =0, 0 € [-F, 5], r € [0,2]
2. ploskev rdece barve: 7(p,0,7); ¢ € [0,27], 0 =0, r € [0, 2]

3. ploskev modre barve : (¢, 0,1); ¢ € [0,27], 0 € [-F, 5], r =1

Slika 5.1: Koordinatne ploskve.

Definicija 5.2. Krivulje, ki jih dobimo, ce fiksiramo dve koordinati funkcije ¥
D — R3, D C R3, imenujemo koordinatne krivulje.

Glede na koordinati, ki ju fiksiramo, lo¢imo tri tipe koordinatnih krivulj:
1. Ce fiksiramo u in v, torej u = ug in v = vy, dobimo krivuljo 7(ug, vy, w).
2. Ce fiksiramo u in w, torej u = ugy in w = wy, dobimo krivuljo #(ug, v, wp)

3. Ce fiksiramo v in w, torej v = vy in w = wy, dobimo krivuljo 7(u, vy, wp)
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POGLAVJE 5. KRIVOCRTNE KOORDINATE

Zgled 26. Naj bo 7(p,0,1) = (rcosfcosp,rcosfsinp,rsind). Tedaj so eni
moznih primerov koordinatnih krivulj naslednji (glej sliko 5.2):

1. krivulja rumene barve: 7(0,0,7); ¢ = 0,0 =0, r € [0, 2]
2. krivulja rdece barve: 7(0,0,1); ¢ =0,0 € [-5,5], r =1

3. krivulja modre barve : ¥(p,0,1); ¢ € [0,27], 0 =0, r =1

Slika 5.2: Koordinatne krivulje.

Koordinatnim krivuljam funkcije 7°lahko dolo¢imo tangente v poljubni tocki.
Smerni vektorji teh tangent so parcialni odvodi 7, 7, .

Definicija 5.3. Naj bo 7: D — R3, D C R3, kjer je
(u, v, w) = (z(u,v,w), y(u, v, w), z(u, v, w)).

Vektoryi

a=r,du, b="7r,dv, ¢=r,dw

napengajo telo, ki ga imenujemo paralelepiped. Volumen tega paralelepipeda (glej
sliko 5.3) imenujemo diferencial volumna za krivocrtne koordinate u,v, w.

Izrek 5.4. Diferencial volumna lahko izrazimo z determinanto Jacobijeve matrike
funkcije ¥(u, v, w) tako

dV = |J| du dv dw.
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Slika 5.3: Diferencial volumna je enak volumnu paralelepipeda.

Za opis in obravnavo razliénih obmocij v R3 lahko izberemo razliéne krivocrtne
koordinate. Najbolj standardne med njimi so, poleg dobro znanih kartezic¢nih
koordinat, tudi tako imenovane cilindri¢ne in sfericne koordinate. Podrobneje
jih bomo obravnavali v poglavju o trojnem integralu. V tem poglavju jih zgolj
omenimo in predstavimo njihov diferencial volumna.

1. Kartezicne koordinate
F('r’ y? Z) - (I7 y7 Z)
x? y? Z 6 R
dV = 1dx dydz, glej sliko 5.4

S \

« —dz

— dz

.

= >

e

ZL"/

Slika 5.4: Diferencial volumna za kartezi¢ne koordinate.

2. Cilindricne koordinate
(1, v, z) = (rcosp, rsiny, z)

p€0,2x], r €[0,00), z € R
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POGLAVJE 5. KRIVOCRTNE KOORDINATE

de rdp
P

AS)

Slika 5.5: Diferencial volumna za cilindri¢ne koordinate.

dV = rdydrdz, glej sliko 5.5

3. Sferiéne koordinate

7(r, ¢, 0) = (rcos pcosf,rsingcosb, rsinb)

w027, 0 € [—g, g], r € [0, 00)

dV =12 cos 0 dp df dr, glej sliko 5.6
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Slika 5.6: Diferencial volumna za sfericne koordinate.

46



Poglavje 6

Operator V

V tem poglavju bomo z operatorjem nabla

- 0- 0 -
V=—i+—7+—Fk
or Oy 0z
vpeljali gradient skalarnega polja ter divergenco in rotor vektorskega polja, ki jih
bomo potrebovali v naslednjih poglavjih.

6.1 Gradient

Gradient skalarnega polja je vektorsko polje, ki pove, v kateri smeri dano skalarno
polje najhitreje narasca.

Definicija 6.1. Naj bo f(x,vy,2) skalarna funkcija, ki je odvedljiva na D C R3.
Potem je gradient funkcije f

grad(f) =V [ = (fo, fy: [2)-

Definicija 6.2. Naj bo f(x,y,2) skalarna funkcija, ki je odvedljiva na D C R3,
Ty € D tocka v prostoru in U poljuben vektor. Odvod funkcije f v tocki Ty v
smeri vektorja v , ki ga imenujemo tudi smerni odvod , je

f(T) — f(Tp)

Dy(f) = g% — s

kjer je T spremenljiva tocka, ki lezi na premici v smeri vektorja U ter s razdalja
med T in Ty (glej sliko 6.1).

Smerni odvod izracunamo s pomocjo gradienta, kot kaze naslednji izrek.

Izrek 6.3. Odvod funkcije f v smeri vektorja v je

D) = - grad ()
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6.1. GRADIENT

Slika 6.1: Smerni odvod.

Opomba 6.4. Naj bo f zvezno parcialno odvedljiva skalarna funkcija. Potem
grad(f) v tocki Ty predstavlja smer maksimalnega odvoda funkcije v tej tocki, ki
je torej enak

Dyraa(p)(f) = |grad(f)|.

Z drugimi besedami, grad(f) v tocki Ty je vektor, ki kaZe v smeri najveéjega
(naghitrejsega) naraséanja funkcije f v tej tocki.

Vaja 23. Naj bo f : R® - R, f(x,y,2) = 32?2 — 2ye*.
a) Izracunaj odvod funkcije f v smeri v = (1,2,3) v tocki Tp(1,1,0).
b) Izracunaj maksimalni odvod funkcije f v tocki Ty(1,1,0).

Zgled 27. Naj bo z = f(x,y) skalarna funkcija, katere graf je prikazan na sliki
6.2, levo. Njen gradient je vektorska funkcija grad(f) = (fz, fy), ki kaze v smeri
najvecjega narascangja in je predstavijena na sliki 6.2, desno.

Slika 6.2: Graf funkcije f in njen gradient.

Ker gradient kaze v smeri najvecjega narascanja, —grad(f) = (—fu, —f,) kaZe
smer najhitrejsega padanja (glej sliko 6.3).

Izrek 6.5. Naj bo f : D — R, kjer je D C R®, parcialno odvedljiva skalarna
funkcija, in naj bo T tocka na ploskvi f(x,y,z) =0 (zapisani v implicitni obliki).
Potem je grad(f) v tocki T normalni vektor na ploskev f(x,y,z) =0 v tocki T.
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Slika 6.3: Vektorsko polje —grad(f).

Vaja 24. Na ploskvi 22 + y? + 32% = 1 poiséi tiste tocke, v katerih je tangentna
ravnina vzporedna z ravnino 2z +y + z = 0.

Posebno vlogo med vektorskimi polji imajo tako imenovana potencialna vek-
torska polja, ki jih definiramo s pomocjo gradienta. Njihovo uporabno vrednost
bomo spoznali pozneje.

Definicija 6.6. Za vektorsko polje F pravimo, da je potencialno, ce obstaja
skalarna funkcija f, tako da velja

—

F = grad(f).
Funkcijo f imenujemo potencial vektorskega polja F.

Zgled 28. Primer potencialnega vektorskega polja je gravitacijsko polje zemlje,

ki ga lahko zapisemo kot
— —GmMT
F(r)= ———
=
- _ M
F(ac, Y, Z) = G 3
(22 +y2 + 22)2

kjer je M masa zemlje, m masa objekta, in G gravitacijska konstanta. Potencial
gravitacijskega polja F' je skalarno polje f s predpisom
mM GmM

G
f(l‘,y,Z)—f(F)— |7;»| _(3:2+y2+z2)%

0ziroma

(x7 y? 2)7

Vaja 25. Preveri, ali je polje ﬁ(:v, y,2) = (r+2y+3z,0 — 3y — 2,40 —y + 22)
potencialno.

Vaja 26. Izracunaj potencial vektorskega polja

ﬁ(x, y,2) = (2zy, 2° + 22, 2yz).
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6.2. DIVERGENCA

6.2 Divergenca

Gradient skalarnemu polju priredi vektorsko polje. Z divergenco pa je ravno obra-
tno. Divergenca vektorskega polja je skalarno polje, ki je pomembno predvsem
pri racunanju pretokov vektorskih polj skozi zakljuc¢eno ploskev.

Definicija 6.7. Naj bo F : D — R3, D C R,

—

F(ill', Y, Z) = (fl(xa Y, Z)v f2($7 Y, 2)7 fB(xa Y, Z))
diferenciabilna vektorska funkcija. Divergenca funkcije F je enaka

w(Fy=v. Fo 0 0F Of
div(F) =V F_8x+8y+8z'

Denimo, da dano vektorsko polje predstavlja smer in hitrost gibanja fluida.
Divergenca taksnega vektorskega polja je enaka razliki odhodnih in prihodnih
tokov fluida na danem obmocju.

Definicija 6.8. Vektorsko polje, katerega divergenca je enaka nic¢, se imenuje
solenoidalno.

Vaja 27. Preveri, ali je vektorsko polje ﬁ(m,y,z) = (zy? 1 — %y3,3xy + 22)
solenoidalno.

6.3 Rotor

Rotor vektorskemu polju priredi novo vektorsko polje.

Definicija 6.9. Naj bo F : D — R3, D C R,

—

F<x7yvz) = (fl(x7y7 z),fQ(x,y,z),fg(x,y,z))

diferenciabilna vektorska funkcija. Rotor funkcije F je

i 7k
rot(F)=VxF=| 2 a% 2
fi 2 fs

V nadaljevanju je predstavljena interpretacija rotorja v konceptu hitrosti
vrtecega se telesa. Rotacijo togega telesa lahko enoli¢no opiSemo z enim vek-
torjem w. Pri tem smer vektorja w kaze v smeri osi vrtenja tako, da je, gledano
s konca vektorja , vrtenje v nasprotni smeri urinega kazalca, dolzina vektorja
w pa je enaka kotni hitrosti vrtenja. Vektor hitrosti v v poljubni tocki P, ki ji
pripada krajevni vektor 7, je tako
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POGLAVIJE 6. OPERATOR V

w AU

Slika 6.4: Vrtece se telo.

U= X T,

glej sliko 6.4. Recimo torej, da imamo vrtece se telo in z ¥(x,y, z) ozna¢imo
vektorsko polje, ki opisuje hitrost vrtenja. Izkaze se, da je rotor vektorskega
polja v’ vektor, ki kaze v smeri osi vrtenja, njegova dolzina pa je dvakratnik kotne
hitrosti vrtenja.
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Poglavje 7

Integral s parametrom

V tem poglavju obravnavamo integral s parametrom, ki predstavlja uvod v mno-
goterni integral. Posebej bomo obravnavali odvod integrala s parametrom in
navedli ustrezne formule.

Definicija 7.1. Integral s parametrom je integral oblike

/a  Hay) de.

Spremenljivko y imenujemo parameter.

Vaja 28. Izracunaj
1
/ (z%y + siny) du.
0

Izrek 7.2. Najbo f: D — R, D C R? zvezna funkcija na [a,b] x [¢,d]. Potem
je funkcija

b
Py = [ fewds
zvezna na intervalu [c, d].

Izrek 7.3. Najbo f: D — R, D C R?, zvezna funkcija na [a,b] X [c,d] in naj bo
Yo € [, d]. Potem je

b b
lim f(z,y) dx—/ lim f(z,y)dz.

Y—=yo Jq Y=o

Izrek 7.4. Najbo f : D — R, D C R? in naj bosta f in f, zvezni funkciji na
la,b] x [¢,d]. Potem je funkcija

F(y):/ f(x,y)dx

odvedljiva na [c,d] in velja

93



b
F(o) = [ fy(p)d.

Vaja 29. Odvajay
2
F(y) = / —cos(xy) dx.
1

X

Izrek 7.5. Naj bo f zvezno parcialno odvedljiva funkcija na D = [a,b] X [¢,d]. Naj
bosta funkciji u(y) in v(y) zvezno odvedljivi na [c,d]. Potem je na [c,d] odvedljiva
tudi funkcija

v(y)
Fly) = / e
u(y

mn velja

v(y)

F'(y) = f(o(y), y)v'(y) — fluly), y)u'(y) + " fy(z,y) dx.

Vaja 30. Odvajaj

xZ

F(y):/oywdx_
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Poglavje 8

Dvojni integral

Denimo, da imamo funkcijo dveh spremenljivk f : D — R, kjer je D C R?
obmocje v ravnini, ki je zaprto in omejeno. V tem poglavju bomo po korakih

vpeljali dvojni integral
// f(x,y) de dy
D

nato si bomo ogledali, kako tak integral izracunamo, ob koncu pa bomo predstavili
Se njegovo uporabno vrednost.

8.1 Vpeljava dvojnega integrala

1. Obmocje D razdelimo na majhne pravokotnike s premicami, ki so vzporedne
koordinatnima osema, kot kaze slika 8.1.

A

Slika 8.1: Delitev obmocja D.
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8.1.

VPELJAVA DVOJNEGA INTEGRALA

. Pravokotnike ostevil¢imo od 1 do n in jih oznac¢imo s Sy, S, ..., .S,, njihove

ploscine pa z ASy, ASs, ..., AS,. Pri tem upoStevamo samo tiste pravoko-
tnike, ki so v celoti znotraj obmocja D.

. Dolzino diagonale najvecjega pravokotnika oznac¢imo z 9.
.V vsakem pravokotniku Sy izberemo eno tocko (xg, ), k= 1,...,n.

. Definiramo Riemannovo integralsko vsoto funkcije f po obmocju D:

Ry =" f(wn, ys) ASy.

k=1

. Dvojni integral / / f(z,y) dx dy definiramo kot limito integralske vsote:
D

//D flz,y)dedy = %{%;f(xk,yk)ASk.

Slika 8.2: Integralska vsota — limitni proces.
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POGLAVJE 8. DVOJNI INTEGRAL

Slika 8.2 prikazuje zacetne korake v limitnem procesu, ko v integralski vsoti
stevilo pravokotnikov posljemo v neskoncénost, plos¢ino posameznega pra-
vokotnika pa proti 0.

Razlozimo geometrijski pomen zgornje integralske vsote in dvojnega integrala.
Vsak sumand f(xy, yr)ASk v integralski vsoti je enak volumnu kvadra, katerega
osnovna ploskev je pravokotnik s povrsino AS, visina pa f(xg, yx), glej sliko 8.3.
Tak kvader se razteza od obmocja D do ploskve z = f(z,y). Integralska vsota je
torej enaka vsoti volumnov taksnih kvadrov.

A

Z:f(l’,y)

v

] E:\

- ©AS,

Slika 8.3: Kvader z volumnom f(xg, yx)ASk.

Dvojni integral funkcije f po obmocju D je tako enak volumnu tridimen-
zionalnega obmocja, ki se razteza med obmoc¢jem D v ravnini zy in ploskvijo
z = f(z,y), glej sliko 8.4.

8.2 Povezava z dvakratnim integralom

V tem poglavju pokazemo, kako s pomocjo dvakratnega integrala izracunamo
dvojni integral.

Izrek 8.1 (Osnovni izrek o dvojnem integralu). Naj bo f zvezna funkcija' na
obmocju

D = [a,b] x ¢, d].

zrek velja tudi ob sibkejsem pogoju kot je zveznost funkcije f. Velja tudi ob pogoju, da
integrala na obeh straneh enacbe obstajata.
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8.2. POVEZAVA Z DVAKRATNIM INTEGRALOM

Slika 8.4: Volumen obmocja med ravnino zy in ploskvijo z = f(z,y).

Potem je dvojni integral po obmocju D enak dvakratnemu integralu

//}Jf(x,y)d:rdw/abdx/cdﬂx,y)dy

Opomba 8.2. Zgornji izrek pove, da v primeru, ko je D pravokotnik, dvojni
integral izracunamo tako, da dvakrat izracunamo enojni integral.

// z?y dx dy,

D

// ysinx dx dy,
D

kjer je D = {(z,y) e R? | 0 <z <m, —2 <y < 5}.

Vaja 31. Izracunaj

kjer je D =|0,2] x [—1,3].
Vaja 32. Izracunaj

Izrek 8.3. Naj bo [ zvezna funkcija na obmocju D = |a,b] X [c,d]. Potem velja

/abdx/cdf($,y)dy=/Cddy/abf(m7y)dx

Opomba 8.4. Zgornji izrek pove, da v primeru, ko je D pravokotnik, vrstni red
integriranja lahko zamenjamo.

Zaenkrat smo se naucili kako izrac¢unati dvojni integral funkcije f po obmocju,
ki ima obliko pravokotnika. V nadaljevanju bomo pokazali, kako izracunamo
dvojni integral po obmocjih drugac¢nih oblik.

Izrek 8.5. Naj bo D obmocje v ravnini, ki je za vsak x € [a,b] navzdol omejeno
s krivuljo y = g(x) in navzgor z y = h(x), glej sliko 8.5. Potem velja

//fxydmdy—/dx/ f(z,y)d
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POGLAVJE 8. DVOJNI INTEGRAL

Slika 8.5: Integracijsko obmocje D je omejeno z grafoma funkcij g (rdece) in h
(rumeno).

Izrek 8.6. Naj bo D obmocje v ravnini, ki je za vsak y € [c,d] na levo omejeno
s krivuljo x = p(y) in na desno z x = q(y ) glej sliko 8.6. Potem velja

fxydfcdy— dy q(y)fxy
p(y)

Slika 8.6: Integracijsko obmocje D je omejeno z grafoma funkeij p (rumeno) in ¢
(rdece).
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8.2. POVEZAVA Z DVAKRATNIM INTEGRALOM

Zgled 29. Izracunajymo integral // xdxdy, kjer je obmocje D omejeno s kri-
D
vuljami y* = x, y = 1 in x = 0, kot kaZe slika 8.7.

0.8

06

04

0.2

-14 12 -1 -08 -06 -04 -02 O 0.2 04 06 08 1 12 1.4 16 18 2 22 24 26

-0.2

Slika 8.7: Integracijsko obmocje D, omejeno s parabolo in dvema premicama.

Glede na vrstni red integriranja lahko integral izracunamo na dva nacina:

1 1 1

1. //xdxdy :/ d:p/ rdy = —

D 0 JE 10

1 y2 1

2. //xdxdy:/dy/ xd:czl—o
D 0 0

Vaja 33. Izracunaj
// xy? dx dy,
D

kjer je obmocje D omejeno z osjo x, 0sjo y in premico y = —x + 1.

//D (:1:2 +y2) dx dy,

kjer je obmocje D omejeno s premicami y = 0, x = 3 iny = 2x + 1. Integral
wzracunaj na dva nacina, tako da v prvem najprej integriras po x, v drugem pa

najprej po y.
// (x +y) dxdy,
D

kjer je obmocje D omejeno s sinusoido y = sinx ter premicami x = 0,x = m in
y=0.

Vaja 34. Izracunay

Vaja 35. Izracunayg
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POGLAVJE 8. DVOJNI INTEGRAL

8.3 Vpeljava novih spremenljivk v dvojni inte-
gral

Vcasih je obmocje, po katerem integriramo, tezko ali celo nemogoce opisati v kar-
tezicnih koordinatah. V taksnih primerih vpeljemo v integral nove spremenljivke
oz. novi koordinatni sistem. Najprepoznavnejsi med njimi je polarni koordinatni
sistem, ki je predstavljen v nadaljevanju. Pred tem zapisimo Se izrek o prehodu
dvojnega integrala v nov koordinatni sistem.

Izrek 8.7. Naj bosta x(u,v) in y(u,v) zvezno parcialno odvedljivi funkciji na
obmocju S. Naj bo

J= [ Tu(u,v)  y(u,v) ]

Yulu,v)  yu(u,v)

Jacobijeva matrika in naj bo njena determinanta pozitivna (ali negativna) povsod
na S. Potem velja

//D fla,y)dedy = //Sf(w<u7v>,y(u,v))yJ|dudu,

kjer je |J| absolutna vrednost determinante Jacobijeve matrike in je D slika
obmocja S glede na funkcijo 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v)).

8.3.1 Polarne koordinate

Tocko v polarnem koordinatnem sistemu podamo s Steviloma, ki ju imenujemo
polarni koordinati (glej sliko 8.8):

1. Prva koordinata tocke T je kot ¢, ki ga dolocata pozitivni poltrak osi x
in poltrak, ki poteka od izhodisca skozi tocko T'. Ponavadi ga podamo na
intervalu [0, 27].

2. Druga koordinata tocke T je radij r, ki meri oddaljenost tocke T' od koor-
dinatnega izhodis¢a. Radij r se poda na intervalu [0, co).
Opomba 8.8. Polarne koordinate smo spoznali Ze pri polarnem zapisu komple-

ksnih Stevil.

Ce poznamo polarni koordinati tocke, lahko z uporabo preproste trigonome-
trije izracunamo njeni kartezic¢ni koordinati in obratno:

T =T1CoSp r=/2?+y?

Yy =rsinp tamp:y
x
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Slika 8.8: Polarne koordinate.

Zgled 30. Tocka s kartezicnima koordinatama x = 1, y = 1 tma polarni koordi-
nati o = 7%, r=/2.

Vaja 36. Zapisi polarne koordinate tock T1(2,0), T»(2,1) in T3(0,—1).

Polarne koordinate vecinoma uporabljamo pri racunanju integralov po obmocjih,
ki so enaka krogu ali delu kroga. V taksnih primerih ponavadi preidemo iz in-
tegrala, zapisanega v kartezicnih koordinatah, v integral, zapisan v polarnih ko-
ordinatah. Vrednost determinante Jacobijeve matrike pri prehodu iz kartezi¢nih
koordinat v polarne je

[JI=r

Zgled 31. Izracunajmo vrednost dvojnega integrala // xdx dy, kjer je
D

D={(z,y) eR* |2 +y* <4, 2 >0,y >0}

Obmocje D najprej narisemo v koordinatni sistem, glej sliko 8.9.

Ker je D del kroga, integral zapisemo v polarnih koordinatah, pri ¢emer upora-
bimo Izrek 8.7 in upostevamo, da je vrednost determinante Jacobijeve matrike pri
prehodu v polarne koordinate enaka |J| = r. Dobimo

z 2
//:dedy :/ dgp/ rcosgp-rdr:§.
D 0 0 3
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-6 -5 -4 3

Slika 8.9: Integracijsko obmocje D je ¢etrtina kroga s polmerom 2.

Vaja 37. Izracunaj

//D(ery)dxdy,

kjer je D ={(z,y) eR* [ 1 <a?+y* <4,2>0,y>0}.

/ / e du dy,
D

kjer je D ={(z,y) €R?* | 2? +y* <a?, 220,y 20},

Vaja 38. Izracunaj

Opomba 8.9. Poleg polarnih koordinat pogosto uporabljamo tudi posploSene po-
larne koordinate, kjer velja

T = ar cos

y=>brsingp

V posplosenih polarnih koordinatah ¢ opisuje enak kot, kot v polarnih koordinatah
in tako lahko zavzame poljubno vrednost na intervalu [0, 2w|, medtem ko r pripada
intervalu [0,1]. Te koordinate ponavadi uporabljamo za opis elipsastih obmodcij
i—; + z—j < 1 in obmocij znotrajy taksnih elips. Vrednost determinante Jacobijeve
matrike pri prehodu iz kartezicnih koordinat v posplosene polarne je |J| = abr.

Opomba 8.10. Polarne (posplosene polarne) koordinate so osnova za definicijo

cilindriénih (posplosenih cilindricnih) koordinat, ki jih bomo spoznali v poglavju
o trojnem integralu.
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8.4 Uporaba dvojnega integrala

V tem poglavju podajamo seznam formul za ra¢unanje tipi¢nih fizikalnih kolicin,
ki vkljucujejo dvojni integral.

Opomba 8.11. V nekaterih navedenih formulah se pojavlja gostota lika oz. tanke
plosée. To je ‘povrsinska’ gostota p = p(x,y), torej gostota, ki je podana v enoti
mase na enoto povrsine, npr. v kg/m2.

8.4.1 Plosc¢ina lika

Ploséina lika D C R? je

S:// dx dy.
D

Vaja 39. [zracunaj ploscino kroga s polmerom a.

8.4.2 Volumen pod ploskvijo

Volumen obmoc¢ja nad likom D C R? in pod ploskvijo z = f(z,y) je

V= //D Flx,y) dz dy.

Vaja 40. Izracunaj volumen krogle s polmerom a.

8.4.3 Staticni moment

Stati¢ni moment tanke plosce D C R? z gostoto ¢ = o(x,y) glede na premico p
je

1= [[ ety deay,

kjer je d(x,y) razdalja tocke (x,y) do premice p.
V praksi nas najveckrat zanimata staticna momenta tanke plosée D C R?
glede na os z in glede na os y, ki sta enaka

Ixz// yo(x,y) dv dy,
D

I, = // zo(x,y) dx dy.
D
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8.4.4 Masa

Masa tanke plosce D C R? 7 gostoto o = o(z,y) je

m— //D ol y) dz dy.

Opomba 8.12. Produktu o(x,y)dxdy recemo diferencial mase (lika oz. tanke
plosce) in ga krajse oznacimo z dm, torej

dm = o(x,y) dx dy.

Zgled 32. Izracunajmo maso lika D = {(z,y) € R* | 4 < 2?2 +y*> <9} 2 gostoto

o(z,y) =y".
Lik D najprej narisemo v koordinatni sistem, glej sliko 8.10. Ker je D krozm

Slika 8.10: Integracijsko obmocje D je omejeno z dvema kroznicama.

kolobar, bomo integral za 1zracun mase razpisali v polarnih koordinatah, pri cemer
upostevamo vrednost determinante Jacobijeve matrike |J| = r. Dobimo

2m 3
m:// Q(:c,y)da:dy:/ (/ (rsin@)‘*'rdr)d(p:@ﬂ.
D 0 2 8

Vaja 41. Izracunaj maso trikotnika z gostoto o(x,y) = = + y, ki je omejen s
premicami x =1, y =0 in y = 2x.
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8.4.5 Tezisce
Tezisce tanke plosce D C R? z gostoto o = o(z,y) in maso m je tocka T(zr, yr),
kjer je

3 |

I, .
rr=—inyr =
m
Ce formule razpisemo, dobimo

_ Jlprolwy)dedy [, yo(v,y)drdy
I o yydedy "7 L olw y)drdy

XrT

oziroma

d d
vy Hordm o JIpydm
m m

Ko je lik oz. tanka ploséa D homogena, tj. gostota je konstantna o(x,y) = oo,
tezis¢e ni odvisno od gostote, zgornji formuli pa se poenostavita tako

dx d dx d
xT:—ffDISx ylnyT:—fnySx y

Zgled 33. Izracunajmo teZisée tanke ploscée D, ki leZi med krivuljama y = 2% —x
iny=x, ¢eje njena gostota o(x,y) = x* + 1.
Lik D najprej narisemo v koordinatni sistem, glej sliko 8.11. Nato izracunamo

\
fi

0.5

Slika 8.11: Integracijsko obmocje D je omejeno s parabolo in premico.
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vrednosti integralov, ki nastopajo v formulah za tezisce. Dobimo

m://Dg(x,y)da:dy:/02</;_z(352+1)dy>da:=%7

2 x 52

_ 2 _
//ng(:t,y)dxdy—/o </x2xx(x +1)dy>dx——15,
2o 244
dz dy = 240 D dy)de = =—.
//Dy@(x,y) z dy /0</x2xy(l’ +1) y) T= 108

Tezisce tanke plosce D je tocka
1
T(—3, Q).
11777

Vaja 42. Izracunaj teziscée tanke plosée D = {(z,y) € R? | 2> +y* < 1} z gostoto
o(x,y) = 2° +1°.

8.4.6 Vztrajnostni moment

Vztrajnostni moment tanke plosée D C R? z gostoto ¢ = o(x,y) glede na premico

pje

Jz//DdQ(:r,y)Q(x,y) dz dy,

kjer je d(x,y) razdalja tocke (x,y) do premice p.
Najveckrat nas zanimata vztrajnostna momenta tanke plosce D C R? glede
na os x in glede na os y, ki sta enaka

Jx:// y2g(x,y)dxdy in Jy:// J:QQ(x,y)dxdy,

D D

JI://deminJy://xzdm.
D D

Opomba 8.13. Vztrajnostni momenti glede na isto os se sestevajo. Ce je torej
lik D enak vsoti likov D = Y~} _, Dy, tedaj je vztrajnostni moment lika D enak
vsoti vztragnostnih momentov I, posameznih likov Dy glede na isto os:

I = Zn: 1.
k=1

Opomba 8.14. Vztrajnostni moment pove, koliko navora bi potrebovali, da bi
neko telo zavrteli ali vrtece se telo ustavili.

oziroma
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8.4. UPORABA DVOJNEGA INTEGRALA

Opomba 8.15. Vztrajnostni moment pove tudi kaksen odpor nudi precen prerez
telesa, torej prerez pravokoten na os, proti upogibanju.

Zgled 34. Izracunajmo vztrajnostni moment lika D, ki je na sliki 8.12, glede na
0s x, ¢e se njegova gostota spreminja v skladu z zakonom o(x,y) = x + y.

Slika 8.12: Obmocje D je unija pravokotnika in trikotnika.

Opazimo, da je lik sestavljen iz dveh enostavnih delov, pravokotnika Dy in triko-
tnika Dy. Ker se vztrajnostni momenti sestevajo, najprej izracunamo vztrajnostna
momenta lika Dy in Dy, pri ¢cemer dobimo

3 2
I = // y*o(z,y) de dy = / (/ y*(r +y) dy>dx = 24,
D, 0o o
6 —3a+8
I, = // y?o(x,y) dr dy = / (/ v (r + ) dy)d:v = 96.
Dy 3 Mo

Vztrajnostni moment celotnega lika je zato enak
I =1+ I, =120.

Vaja 43. Izracunaj vztrajnostni momen homogenega enakokrakega trikotnika go-
stote pg z osnovnico b in visino h glede na osnovnico.
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Poglavje 9

Trojni integral

Denimo, da imamo funkcijo treh spremenljivk f : G — R, kjer je G C R?
obmocje v prostoru, ki je zaprto in omejeno. V tem poglavju bomo po korakih

vpeljali trojni integral
/// f(z,y,2) dudydz,
e}

nato si bomo ogledali, kako tak integral izracunamo, ob koncu pa bomo predstavili
Se njegovo uporabno vrednost.

9.1 Vpeljava trojnega integrala

1. Obmoc¢je G razdelimo na majhne kvadre z ravninami, ki so vzporedne s
koordinatnimi ravninami zy, xz in yz, glej sliko 9.1.

Slika 9.1: Delitev obmocja G.
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9.2. POVEZAVA S TRIKRATNIM INTEGRALOM

2. Kvadre osteviléimo od 1 do n in jih oznacimo z Vi, V5, ..., V,, njihove vo-
lumne pa z AVy, AV,, ..., AV,. Pri tem upostevamo samo tiste kvadre, ki
so v celoti znotraj obmocja G.

3. Dolzino diagonale najvecjega kvadra oznac¢imo z 9.
4. V vsakem kvadru V} izberemo eno tocko (xy, yx, zx), k= 1,...,n.
5. Definiramo Riemannovo integralsko vsoto funkcije f po obmocju G:

Ry = Z f @k, yrs 21) AV

k=1

6. Trojni integral / / / f(z,y,2)drdydz definiramo kot limito integralske
G

vsote:

JJ[ s azaya: - iy > i) Ve

9.2 Povezava s trikratnim integralom

V tem razdelku bomo pokazali, kako s pomocjo trikratnega integrala izracunamo
trojni integral.

Izrek 9.1 (Osnovni izrek o trojnem integralu). Naj bo f zvezna funkcija na
obmocju

G = a,b] x [c,d] x [p, q].

Potem je trojni integral po obmocju G enak trikratnemu integralu

///Gf(x,y,z)dxdydz:/abdx/cddy/qu(x’y,z)dz'

Opomba 9.2. Zgornji izrek pove, da trojni integral po kvadru izrac¢unamo tako,
da trikrat izracunamo enojni integral.

///G(x2 + zyz) dx dy dz,
2,4].

kjer je G = [—1,1] x [0, 3] x [2,

///G(x—i—xysinz) d dy dz,
1,4] x [0, 7].

kjer je G = [—2,0] x [1,

Vaja 44. Izracunaj

Vaja 45. Izracunaj
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POGLAVJE 9. TROJNI INTEGRAL

Izrek 9.3. Ce je obmodcje, po katerem integriramo, enako kvadru, lahko vrstni
red integriranja zamenjamo, npr.

/abdx/cddy/qf(x,y7z)dz :/Cddy/qdz/abf(x’%z)dx.

Zaenkrat smo se naucili kako izracunati trojni integral funkcije f po obmocju,
ki ima obliko kvadra. V nadaljevanju bomo pokazali, kako izra¢unamo trojni
integral po obmocjih drugacnih oblik.

Izrek 9.4. Naj bo obmocje G v prostoru omejeno z dvema ploskvama, spodaj s
ploskvijo z = z(x,y) in zgoraj s ploskvijo z = z3(x,y). Projekcija obmocja G na
ravnino xy naj bo obmocje D omejeno z dvema krivuljama, spodaj z y = y;(x) in
zgoraj z y = ya(x). Projekcija obmocja D na os x naj bo interval a,b]. Potem

velja:
b y2($) Z2($7y)
/// f(m,y,z)d:vdydz:/ dx/ dy/ f(z,y,2)dz.
G a y1(z) z1(2,y)

Zgled 35. Izracunajmo vrednost trojnega integrala

/// xydxdydz
a

G={(z,4,2)|0<2<1,2*<y<Va, 0<z<z+4y}

po obmocju

Preden razpisemo meje za integral, si oglejmo obmocje G. To je obmocje, ki lezi
nad likom D (glej sliko 9.2, levo) in se razteza med ravninama z =0 in z = x+vy
(glej sliko 9.2, desno).

10

05

10

Slika 9.2: Mejni ploskvi integracijskega obmocja G (desno) in njegova projekcija
na ravnino zy (levo).
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9.3. VPELJAVA NOVIH SPREMENLJIVK V TROJNI INTEGRAL

Po izreku 9.4 lahko integral razpisemo in izracunamo tako

1 vz T4y 3
/// xydxdydz :/ dx/ dy/ rxydz = —.
G 0 x2 0 28

Vaja 46. Izracunaj trojni integral

/// rdrdydz,
G

kjer G predstavlja obmocje v prvem oktantu pod ravnino x + 2y + z = 1.

9.3 Vpeljava novih spremenljivk v trojni inte-
gral

Podobno kot v ravnini se tudi v prostoru pogosto spoprijemamo z obmocji, ki
jih je v kartezic¢nih koordinatah tezko ali nemogoce opisati. V taksnih primerih v
integral vpeljemo nove spremenljivke oz. novi koordinatni sistem. Najprepoznav-
nejSa med njimi sta cilindri¢éni in sferi¢ni koordinatni sistem, ki smo ju spoznali ze
v poglavju 5, podrobneje pa sta predstavljena v nadaljevanju. Pred tem zapisimo
Se izrek o prehodu trojnega integrala v nov koordinatni sistem.

Izrek 9.5. Naj bodo x(u,v,w), y(u,v,w) in z(u,v,w) zvezno parcialno odvedljive
funkcijge na obmocju G. Naj bo
Tu(u,v,w)  xy(u,v,w) Ty (u, v, w)
J = yu(u,v,w) yu(u,v,w) yu(u,v,w)

zu(u,v,w)  zy(u, v, W) zp(u, v, w)

Jacobijeva matrika in naj bo njena determinanta pozitivna (ali negativna) povsod
na G. Potem velja

///Gf(m,y,z)dxdydz:///Af(x<u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))|J|dudvdw,

kjer je |J| absolutna vrednost determinante Jacobijeve matrike in G slika obmodja
A glede na funkcijo m(u,v,w) = (x(u, v, w),y(u, v, w), z(u,v,w)).

9.3.1 Cilindri¢cne koordinate

Tocko v cilindri¢cnem koordinatnem sistemu podamo s tremi stevili, ki jih imenu-
jemo cilindricne koordinate, glej sliko 9.3:

1. Prva koordinata tocke T je kot ¢, ki ga dolocata pozitivni poltrak osi x in
poltrak, ki poteka od koordinatnega izhodisca skozi projekcijo tocke 1" na
xy ravnino. Ponavadi ga podamo na intervalu [0, 27].
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POGLAVJE 9. TROJNI INTEGRAL

2. Druga koordinata tocke T je radij r, ki meri oddaljenost tocke T" do osi z.
Radij podamo na intervalu [0, co).

3. Tretja koordinata tocke 1" je pravokotna projekcija tocke na os z in sovpada
s tretjo koordinato tocke, zapisane v kartezi¢nih koordinatah. Tako kot v
kartezicnih, lahko tudi tukaj z zavzame poljubno realno vrednost.

Slika 9.3: Cilindri¢ne koordinate.

S pomocjo preproste trigonometrije izrazimo kartezicne koordinate s cilin-
dri¢nimi tako:

T =1TCosp
Yy =rsing
2=z

Opomba 9.6. Cilindricne koordinate so polarne koordinate, ki jih prenesemo v
prostor in jim dodamo koordinato z.

Opomba 9.7. V poglavju 5 smo cilindricne koordinate vpeljali s pomocjo funkcije

7(r, ¢, z) = (recosp,rsing, z), ¢ € [0,2x], r € [0,00), 2 € R. Zgoraj smo razloZili
se geometrigski pomen teh koordinat.
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9.3. VPELJAVA NOVIH SPREMENLJIVK V TROJNI INTEGRAL

Cilindriéne koordinate vec¢inoma uporabljamo pri racunanju integralov po
obmocjih, ki so enaka valju ali delu valja. V taksnih primerih ponavadi prei-
demo iz integrala, zapisanega v kartezicnih koordinatah, v integral, zapisan v
cilindri¢nih koordinatah. Vrednost determinante Jacobijeve matrike pri prehodu
iz kartezi¢nih koordinat v cilindri¢ne je

|J| =

Zgled 36. I[zracunajmo vrednost trojnega integrala

/// rdrdydz,
G

G={(r,y,2) eR® | 2*+9°<9,2>0,y>0,0<2<2}.

kjer je

Najprej skiciramo obmocje G, glej sliko 9.4.

Slika 9.4: Integracijsko obmocje G.

Ugotovimo, da je G izsek valja, ki ga veliko preprosteje kot v kartezicnih opisSemo
v cilindricnih koordinatah. Zato integral pretvorimo v cilindricne koordinate, pri
cemer uporabimo izrek 9.5 in upostevamo, da je vrednost determinante Jacobijeve
matrike tega prehoda enaka |J| = r. Dobimo

///Gmdxdydzz/og (/03(/02(7“2008s0)dz) dT’)dso: 18.
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POGLAVJE 9. TROJNI INTEGRAL

Vaja 47. Izracunaj

/// (z* + 22%y% + y*) dx dy dz,
G

kjer je obmodcje G omejeno z valjem x® + y* = 1 ter ravninama z = 0 in z = 1.

///G(g;2 +9?) dx dy dz,

kjer je obmocje G omejeno s paraboloidom x* + y* = 3z in ravnino z = 3.

Vaja 48. Izracunaj

Opomba 9.8. Poleg cilindricnih koordinat pogosto uporabljamo tudi posplosene
cilindricne koordinate, kjer velja

T = ar cos

y =0brsinyp

zZ =2z

V' posplosenih cilindri¢nih koordinatah ¢ opisuje enak kot, kot pri cilindriénih
koordinatah, medtem ko r pripada intervalu [0,1]. Te koordinate ponavadi upo-
rabljamo za opis elipticnih valjev 2—2 + Zé—j < 1 in obmocij znotraj njih. Vrednost
determinante Jacobijeve matrike pri prehodu iz kartezicnih koordinat v posplosene
cilindricne je |J| = abr.

Opomba 9.9. Cilindricnim (posplosenim cilindricnim) koordinatam recemo tudi
valjne (posplosene valjne) koordinate.

9.3.2 Sferi¢ne koordinate

Tocko v sfericnem koordinatnem sistemu podamo s tremi stevili, ki jih imenujemo
sfericne koordinate (glej sliko 9.5):

1. Prva koordinata tocke T je kot ¢, ki ga dolocata pozitivni poltrak osi x in
poltrak, ki poteka od koordinatnega izhodisca skozi projekcijo tocke T" na
ravnino xy. Ponavadi ga podamo na intervalu [0, 27].

2. Druga koordinata tocke T' je kot 6, ki ga poltrak, ki poteka od koordinatnega
izhodisca skozi tocko T', oklepa z ravnino zy. Ponavadi ga podamo na
intervalu [-7, 7].

3. Tretja koordinata tocke T' je radij r, ki meri oddaljenost tocke 17" do koor-
dinatnega izhodis¢a. Radij podamo na intervalu [0, 0o).
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9.3. VPELJAVA NOVIH SPREMENLJIVK V TROJNI INTEGRAL

Slika 9.5: Sferi¢ne koordinate.

Z uporabo trigonometrije dobimo povezavo sferi¢nih koordinat s kartezi¢nimi:

x = rcosfcosp
y = rcosfsinp

z=rsind

Opomba 9.10. V poglavju 5 smo sferiéne koordinate vpeljali s pomocjo funkcije
7(r,,0) = (rcospcosf,rsinpcost,rsinb), ¢ € [0,2n], 0 € [-75, 5], r € [0, 00).
Zgoraj smo razloZili se geometrijski pomen teh koordinat.

Sferi¢ne koordinate vec¢inoma uporabljamo pri racunanju integralov po obmogjih,
ki so enaka krogli ali delu krogle. V taksnih primerih ponavadi preidemo iz in-
tegrala, zapisanega v kartezicnih koordinatah, v integral, zapisan v sferi¢nih ko-
ordinatah. Vrednost determinante Jacobijeve matrike pri prehodu iz kartezi¢nih
koordinat v sfericne je

|J| =72 cos @
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POGLAVJE 9. TROJNI INTEGRAL

Zgled 37. Izracunajmo vrednost trojnega integrala

/// zdrdydz,
a

G={(z,y,2) eER® | 2? + 9 +22<9,2>0}.

kjer je

Najprej skiciramo obmocje G, glej sliko 9.6.

Slika 9.6: Integracijsko obmocje G.

Ugotovimo, da je G polkrogla , ki jo veliko preprosteje kot v kartezicnih opisemo v
sferi¢nih koordinatah. Zato integral pretvorimo v sferi¢ne koordinate, pri ¢emer
upostevamo vrednost determinante Jacobijeve matrike tega prehoda. Dobimo

2w g 3 ]1
///zdmdydz:/ / (/ (r?’cosesinﬁ)dr)de dp = —m.
el 0 0 0 4

Vaja 49. Izracunaj

/// Va2 +y? 4+ 22dedydz,
G

kier je G obmocje omejeno s sfero x* + y? + 22 = 25.
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9.4. UPORABA TROJNEGA INTEGRALA

/// rxyzdrdydz,
G

kjer je G del krogle x® + y* + 2% < 2, ki leZi v prvem oktantu (prvi oktant je
doloc¢en z neenacbami x > 0,y >0 in z >0).

Vaja 50. Izracunaj

Opomba 9.11. Poleg sfericnih koordinat pogosto uporabljamo tudi posploSene
sfericne koordinate, kjer velja

x = ar cosf cos
y = brcosfsinp

z=crsinf

V posplosenih cilindriénih koordinatah kota ¢ in 6 opisujeta enaka kota, kot pri
sferi¢nih koordinatah, medtem ko r pripada intervalu [0,1]. Te koordinate pona-
vadi uporabljamo za opis elipsoidov z—z + %5 + ’Z—j < 1 in obmociy znotraj njih.
Vrednost determinante Jacobijeve matrike pri prehodu iz kartezicnih koordinat v

posplosene sferiéne je |J| = aber? cos 6.

Opomba 9.12. Sferi¢nim (posplosenim sfericnim) koordinatam recemo tudi kro-
gelne (posplosene krogelne) koordinate.

9.4 Uporaba trojnega integrala

V tem poglavju podajamo seznam formul za ra¢unanje tipi¢nih fizikalnih koli¢in,
v katerih se pojavlja trojni integral.

9.4.1 Volumen

Volumen obmoéja G C R? je

vz///gdxdydz

Vaja 51. Izracunaj volumen krogle s polmerom a.

9.4.2 Staticni moment

Stati¢ni moment telesa G C R? z gostoto o = o(z, y, ) glede na premico p je

I= /// Q(J],y,Z)d(I7y, Z) dx dy dz,
G

kjer je d(x,y, z) razdalja tocke (z,y, z) do premice p.
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Najveckrat nas zanimajo statiéni momenti telesa G C R? glede na os z, os y in
glede na os z, ki so enaki

I, = /// VY2 + 220(x,y, z) de dy dz,
G

I, = /// Va2 + 22o(z,y, z) de dy dz,
G

I, = /// 22 + y2o(x,y, 2) de dy dz.
G

Izracunamo lahko tudi staticne momente glede na ravnine zy, xz in yz:

Ixy—/// zo(,y,z) dz dy dz,
G
G

I, = /// zo(z,y,z)drdydz.
G
9.4.3 Masa

Masa telesa G C R? z gostoto o = o(z,y, 2) je

m = /// o(z,y,z)drdydz

Opomba 9.13. Produktu o(z,y, z) dx dy dz recemo diferencial mase in ga krajse
oznacimo z dm, torej

dm = o(z,y, z) drdy dz.
Zgled 38. I[zracunajmo maso valja
G={(z,y,2) €R® | 2* +9* <25 0< 2 <3}

z gostoto o(x,y, 2) = 22 +y*. Obmodcje G najprej narisemo v koordinatni sistem,
glej sliko 9.7.

Ker je G valj, uporabimo cilindri¢ne koordinate, pri cemer gostoto zapisemo tako
p(x,y,2) = 22+ y* = r?cos? p + r?sin® ¢ = 12 in upostevamo vrednost determi-
nante Jacobijeve matrike |J| = r. Torej

e ff[L e asaas = [ ([ ([t ) Jao - o

Vaja 52. Izracunaj maso prizme, ki lezi med z = 0 in z = 4, njena osnovna plo-
skev pa je pravokotni trikotnik, ki lezi v ravnini xy in je omejen s koordinatnima
osema ter premico y = —3x + 3.
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Slika 9.7: Integracijsko obmocje G.

9.4.4 Tezisce
Tezisce telesa G C R3 z gostoto ¢ = o(x,y, z) in maso m je toctka T'(xr, yr, 21),
kjer je
Yz .
Tpr=——MYyr = — 27 = —.
m m m
Ce formule razpisemo, dobimo

o — fffc ro(z,y, z) dvdydz - fffG yo(z,y, z)dx dy dz
"l ey 2y dedydz T [ olw,y, 2) dedydz
o sele.) dady s
e [ o(z,y, z)dudydz

oziroma

XT

Ce je telo G homogeno, tj. gostota je konstantna o(z,y,2) = 0o, tezisce ni
odvisno od gostote, zgornje formule pa se poenostavijo tako

[[]xdedydz [y dxdydz [[]zdxdydz
= y = ’Z = .

XT % y Yr % T %
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Zgled 39. Izracunajmo tezisce homogenega telesa
1
G={(r,y,2) eR® | 2> + ¢y + 22 < 1,2 > 3

Telo G nagprej narisemo v koordinatni sistem, glej sliko 9.8.

- ~

\-3
-~ ] 15
15 05 4
2 : 2

Slika 9.8: Integracijsko obmocje G.

Ker je telo homogeno, tezZisée ni odvisno od gostote. Tako prvi koordinati lahko
zaradi simetrije telesa zapiSemo brez racunanja:

T = 0, Yyr = 0.
Za izracun tretje koordinate uporabimo formulo

I o7 drdydz
= % ,
kjer integrale razpisemo v sfericnih koordinatah, pri ¢emer upostevamo vrednost
determinante Jacobijeve matrike |J| = r*cos 6. Torej

27 5 1 [P
— ] . 2 g
///szxdydz—/o (/ﬂ (/1 (rsinf -r cos@)dr)d@)dgp o

6 2sin O

V:///G dmdydz:/o%(/r (/1 (T20089)dr>d9)dg@ :Z—Z.

6 2sin 0

T

m

Wl
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Oziroma
= 27
Zr = B = E
S tem je racun zakljucen, tezisce telesa G je tocka

27

T il
(0,0, 40

).

Vaja 53. Izracunaj tezisée kvadra [0,1] x [0,1] x [0, 2] z gostoto o(x,y, z) = 9—25.

9.4.5 Vztrajnostni moment

Vztrajnostni moment telesa G C R?® z gostoto o = o(z,y, 2) glede na premico p

(os vrtenja) je
1:/// d*(z,y,2)o(z,y, 2) dz dy dz,
G

kjer je d(x,y, z) razdalja tocke (x,y, z) do premice p.
Najveckrat nas zanimajo vztrajnostni momenti glede na os x, os y in glede

na os z:
I, = ///G(y2 + 2%)o(x,y,2) dr dy dz
I, = ///G($2 + 2% o(w,y, 2) dr dy dz,
I = ///G(x2 + %) o(x,y, 2) dv dy dz .
Oziroma

[x:///e(yQ—l—zz)dm, Iy:///G(a:2+22)dm, IZ:///G(x2+y2)dm

Opomba 9.14. Vztrajnostni moment pove koliko navora potrebujemo, da bomo
zavrteli neko telo (ali ustavili vrtece se telo). Velik vztrajnostni moment pomeni,
da potrebujemo veliko navora. Vztrajnostni moment tudi pove, kaksen odpor nudi
telo proti upogibanju v smeri precnega prereza telesa.

Zgled 40. Izracunajmo vztrajnostni moment telesa %2 + 2
2

»

T <1z =0,
y >0, z>0 glede na os z, ¢e je njegova gostota o(x,y, z) =

Obmodje najprej narisimo v koordinatni sistem, glej sliko 9.9.

Ker je dano obmocje del elipsoida, bomo integral za izracun vztrajnostnega mo-
menta razpisali v posploSenih sfericnih koordinatah, kjer vrednost determinante

Jacobijeve matrike znasa |J| = 2412 cos§. Dobimo

OJlN
=]
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Slika 9.9: Vztrajnostni moment telesa glede na os z.

I, = ///G(x2 +vyHo(z,y, 2)drdydz =

ks us 1
/2 </ 2 (/ ((41“2 cos? 0 cos? S04_4702 cos? 0 sin? 90) 472 cos? 6 cos? ©- 2412 cos Q)dr ) d9> do =
0 0 0

[ 256
/ / (/ (384 7% cos® 6 cos® @) dr > o | dp = —.
0 0 0 35

Vaja 54. Izracunaj vztrajnostni moment homogene krogle s polmerom a in gostoto
0 glede na os, ki poteka skozi sredisce krogle.

Vaja 55. [zracunaj vztrajnostni moment elipticnega valja % + g—; <1,0<2<6
glede na os z, ée je njegova gostota o(x,y, z) = 22
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9.4. UPORABA TROJNEGA INTEGRALA
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Poglavje 10

Krivuljni integral

10.1 Krivuljni integral skalarne funkcije

Denimo, da imamo zvezno skalarno funkcijo f : D — R, kjer je D C R3, in
gladko krivuljo C, kjer je C' C D, z zacetno tocko A in konc¢no tocko B. V tem
poglavju bomo po korakih vpeljali krivuljni integral skalarne funkcije f

/ £y, 2)ds,
C

ki ga imenujemo tudi krivuljni integral prve vrste. Sledi predstavitev fizikalnega
pomena, ob koncu poglavja pa obravnava krivuljnega integrala potencialnega
vektorskega polja.

10.1.1 Definicija krivuljnega integrala

1. Krivuljo C razdelimo na manjse dele s tockami Py, Py, ..., P,, kot kaze slika
10.1.

2. Dolzino loka krivulje od tocke P, do P, oznacimo z Asy.
3. Na vsakem loku dolzine As;, izberemo tocko T5.
4. 7 6 oznacimo dolzino najdaljSega odseka:

d =max{As;|k=1,...,n}.
5. Definiramo integralsko vsoto funkcije f po krivulji C":
Su(f) =D F(Ti)Asy.
k=1
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10.1. KRIVULJNI INTEGRAL SKALARNE FUNKCIJE

P1 Ask
P

) e

Slika 10.1: Krivuljo razdelimo s tockami Fy, Py, ..., P,.

6. Krivuljni integral definiramo kot limito integralske vsote, kjer ¢ posljemo
prot O :

/Cf<x7 Y, Z)dS = (13141;%; f(Tk)ASk

Ko je krivulja podana z naravnim parametrom, je zapis integralske vsote,
s katero smo definirali krivuljni integral, analogen zapisu integralske vsote za
doloc¢en integral funkcije f : D — R, kjer je D C R. Natancneje, velja naslednji
izrek.

Izrek 10.1. Naj bo krivulja C' podana z naravnim parametrom
7(s) = (x(s), y(s), 2(s)), 5 € [, A].

Tedaj velja

/Cf(%yaz)ds = /j f(x(s),y(s), 2(s))ds.

Ce je krivulja podana s splosnim parametrom 7(t), ¢ € [a, b], pa lahko v zgornji
integral vpeljemo novo spremenljivko s = s(t) = f; |7(x)| dz, kjer je s lo¢na
dolzina, in s pomocjo izreka o vpeljavi nove spremenljivke izpeljemo naslednji
izrek.

Izrek 10.2. Naj bo krivulja C podana s splosnim parametrom

(t) = (x(1),y(t), 2(1)), t € [a,b].

Tedaj velja
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B .
/Cf(:c,y,Z)ds:/a @) - |7 ()] dt.

Opomba 10.3. Ce imamo ravninsko krivuljo C in skalarno funkcijo f (x,y),
lahko krivulyni integral / f(z,y) ds razumemo kot pouvrsino plasca, ki se razteza

c
med krivuljo C' in grafom funkcije f.

Zgled 41. Izracunajmo krivuljni integral

/ z2y ds,
C

kjer je C' daljica od koordinatnega izhodiséa do tocke T'(2,3,5).
Daljico C nagjprej parametriziramo:

F(t) = tip = (2t,3t,5t), t € [0,1].

Potrebujemo se
7(t) = (2,3,5),

[7()] = V38,
nato pa integral izracunamo z uporabo izreka 10.2:

1
/ 2y ds = / (20)23t\/38 dt — 3v/38.
C 0

Vaja 56. [zracunaj krivuljni integral

/ (2 + y°)z ds,
c

kjer je krivulja C podana s parametrizacijo 7(t) = (sin 3t, cos 3t, 4t), t € [0, 27].

10.1.2 Uporaba krivuljnega integrala skalarne funkcije

V tem razdelku podajamo seznam formul za racunanje tipic¢nih fizikalnih kolicin,
v katerih se pojavlja krivuljni integral skalarne funkcije.

Opomba 10.4. V wvecini navedenih formul se pojavija gostota krivulje. To je

‘dolzinska’ gostota p = p(x,y,z), torej gostota, ki je podana v enoti mase na
enoto dolzine, npr. v kg/m.
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Dolzina krivulje

Dolzina loka krivulje C's parametrizacijo 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)),t € [, 8] je

B,
e:/ms:/ 17(1)| dt.
C «

Zgled 42. Izracunajmo dolZino krivulje 7(t) = (2t,sin*t, 3 sin2t) med tockama
A(0,0,0) in B(m, 1,0).

Najprej ugotovimo, da je 7(0) = A in 7(3) = B, kar pomeni, da nas zanima
dolZina krivulje s parametrizacijo 7(t) = (2t,sin’t, $sin2t),t € [0, 5], ki jo izracunamo

po zapisani formuli:

() = (2,2sint cost, cos 2t),

7(t)] = V4 + sin® 2t + cos? 2t = V/5,

Kz/Z@dt:?m
0

Vaja 57. Izracunaj dolZino krivulje 7(t) = (2t,t*,3 +t),t € [0, 1].

Masa krivulje

Naj bo o(z,y, z) gostota krivulje C' v tocki (z,y, z). Potem je masa krivulje C' s
parametrizacijo 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € |«, 8] enaka

B
a

m = / o(z,y, 2)ds = / ofF(1)) - [7(1)] dt.

Zgled 43. S pomocjo navedene formule na tri decimalke natancno izracunajmo
maso krivulje 7(t) = (5+12,3t,1—2t),t € [0,2] z gostoto o(x,y,2) = 4y +2z — 2.
Nagprej potrebujemo

F(t) = (2t,3, —2),

|7(t)| = V412 + 13,
o(r(t)) = 8,

nato pa z uporabo zgornje formule izracunamo
2
m = / 8tv4t? 4+ 13dt = 72, 865.
0

Vaja 58. Izracunaj maso kroZnice x> + y*> = 1,2 = 1 z gostoto o(x,y,z) =
z(x? + y?).
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Tezisce krivulje

Naj bo o(z,y, z) gostota krivulje C' v tocki (z,y, z). Potem je tezisce krivulje C'
s parametrizacijo 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [, f] tocka T (x7, yr, 27), Kjer je

oy Jomel@ iy 2)ds _ [a(®)e(r(t) - [7()] dt
gy Jove@ ) ds J2y(®)e(F()) - |F(t)] dt
oy = Jozel@y 2)ds [ e(0elr®) - 1)l dt

Opomba 10.5. Podobno kot pri tankih ploscah in telesih, tudi tukaj, v primeru,
ko gre za homogeno krivuljo (tj. gostota je konstantna), gostoto iz zgorngjih formul
lahko okrajsamo:

fcxds :fcyds B fczds

T = / y Yt / y /T — / )
kjer je £ dolzina krivulje C.
Zgled 44. Izracunajmo tezisce homogene krivulje

C={(z,y,2) eR’ | 2® +y* =1,y >0,z = 1}.

Krivuljo najprej narisemo v koordinatni sistem, glej sliko 10.2.
Ker je C" homogena krivulja, tezisée ni odvisno od gostote, dve koordinati teZisca
T(xr,yr, zr) pa lahko, zaradi simetrije krivulje glede na ravnino yz, ocenimo
takoy:

T = 0 s T = 1.

Za izracun koordinate yr, krivuljo C' nagprej parametriziramo:
7(t) = (cost,sint, 1),t € [0, 7],
i izracunamo diferencial dolZine:
F(t) = (—sint, cost,0),

()] = 1.

Nato izracunamo yr s pomocjo zapisane formule:

/yds:/ sint - 1dt = 2,
c 0
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Slika 10.2: Krivulja C.

(= [ris= [ ra=r.
c 0

B fcyds 2
=T T
Tezisce krivulje C' je torej
2
T(0,—,1).
T

Vaja 59. [zracunaj tezisce krivulje s parametrizacijo
7(t) = (1 +t,2,3t%), t € [0, 5]
in gostoto o(z,y,z) =x +y.

Vztrajnostni moment krivulje

Naj bo o(z,y, z) gostota krivulje C' v tocki (z,y, z). Potem je vztrajnostni mo-
ment krivulje C' s parametrizacijo 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)),t € [a, ] glede na
premico p (os vrtenja) enak

B .
1= [ Eaaeends = [ EG@LEO0]
kjer je d(x,y, z) razdalja tocke (z,y, z) do premice p.
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Najveckrat nas zanimajo vztrajnostni momenti krivulje C' glede na os x, os y

in glede na os z:

B

B

B

I / (4 + 2D)o(z, y, 2) ds = / (y3(1) + 22(1) o7 (1)) - [7(1)] dt,
I, = /C(x?+22)g(x,y, 2) dsz/ (a*(t) + 22(1))o(7(t)) - | (D)) dt,
I— /C (2% + )0l 4, 2) ds = / (*(1) + v (£))o(7(t) - |7(D)] dt.

Zgled 45. Izracunajmo vztrajnostni moment krivulje
F(t) = (t*,1—1%,5), t € [1,3]

glede na os y, ce je gostota krivulje enaka o(x,y,z) == + 2.
Najprej potrebujemo
o(F(t)) = t* +5,

(1) = (2t, —2t,0),
[7(1)] = 2v/2t,

nato pa po formuli izracunamo

I, = /C(x2 + 2%)o(z,y, 2) ds = /1 (t* +25) - (124 5) - 2V/2t dt =

Vaja 60. Izracunaj vztrajnostni moment krivulje
7(t) = (sin 2t, cos® 2t, 3t%), t € [0, ]

glede na os z, ce je gostota krivulje enaka o(z,y,z) = x.

14560
— V2

10.2 Krivuljni integral vektorske funkcije

Denimo, da imamo zvezno vektorsko funkcijo F:D— R3, kjer je D C R3, in
gladko krivuljo C| kjer je C' C D, z zacetno tocko A in konc¢no tocko B. V tem
poglavju bomo po korakih vpeljali krivuljni integral vektorske funkcije F'

/ ﬁ(x,y,z)df’,
c

ki ga imenujemo tudi krivulji integral druge vrste. Temu sledi predstavitev upo-

rabe tega integrala v fiziki.
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Slika 10.3: Krivuljo razdelimo s tockami Fy, P, ..., P,. Funkcijska vrednost v
tocki T}, je vektor F'(Ty).

10.2.1 Definicija krivuljnega integrala vektorske funkcije

1. Krivuljo C najprej razdelimo na manjse dele s tockami Py, P, ..., P,, kot
kaze slika 10.3.

2. Na vsakem loku med tockama P,_; in P, izberemo tocko T},.

— —
3. Vektor P,_1 P, ozna¢imo z Asy, torej As, = P,_1 Py, glej sliko 10.4.

Slika 10.4: Vektor AS, ima zacetek v tocki P._; in konec v P.

4. 7 6 oznacimo dozino najdaljSega vektorja Asy:

§ = max{|Asi| |k =1,...,n}.
5. Definiramo integralsko vsoto funkcije F po krivulji C"
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S.(F) =" F(T,)As;.
k=1

6. Krivuljni integral definiramo kot limito integralske vsote, kjer 6 posljemo
proti 0:

Izrek 10.6. Naj bo C gladka krivulja s parametrizacijo 7¥(t) = (x(t),y(t), 2(t)),
kjer je t € [, 8]. Naj bo F : D — R3, kjer je C C D C R3, zvezna funkcija.*
Potem je

/C Fla,y, 2)dF = /a " F ) - #o) e

Izrek 10.7. Naj bo F vektorska funkcija in C krivulja v prostoru. Naj bo T =

—

T(x,y, z) enotska tangenta na krivuljo C' v tocki (z,y,z). Potem je

/ﬁdfz/ﬁ-fds.
C C

Opomba 10.8. Na levi strani formule iz zgornjega izreka imamo krivuljni inte-
gral vektorske funkcije F', na desni pa krivuljni integral skalarne funkcije F' - T

Vaja 61. Podano je vektorsko polje
F(z,y,2) = (2zy, 2% + 22, 2yz).

Izracunajy
/ ﬁ(m, y, z)dr,
c

kjer je C' daljica od tocke A(2,5,3) do tocke B(1,2,—1).

!Formula velja tudi ob sibkejsih pogojih, tj. ob pogoju, da integral na desni strani obstaja.
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10.2.2 Uporaba krivuljnega integrala vektorske funkcije

Naj bo ﬁ(w, y, z) sila, ki deluje na telo, ki se giblje vzdolz krivulje C' s parame-
trizacijo 7(t),t € [«, ] od tocke A = 7(«) do tocke B = (). Potem je delo, ki
ga opravi sila F' vzdolz krivulje C, enako

= S B—»_» -
A:/CF(x,y,z)dr —/a F(7(t)) - #(t) dt.

Opomba 10.9. Delu, ki nastopa v zgornji formuli, recemo tudi delo, ki ga masni
delec opravi v polju sil F' pri premiku po krivulj C'.

Zgled 46. Izracunagmo delo, ki je potrebno za premik delca v polju sil ﬁ(x, y,z) =
(2,1 —z,2y) od tocke A(1,1,1) do tocke B(2,0,3) po daljici f@
Daljico AB najprej parametriziramo:

F(t) = 7 + tAB, t € [0,1],

0ziroma
F(t) = (1—|—t,1—t,1+2t), te [0,1].

Potrebujemo se
F(F(t)) = (1 +2t,—t,1 — t?)
m
F(t) = (1,—1,2).

Delo za premik delca je po zgorngi formuli enako
A:/ﬁ(x,y,z)df
c
1
:/ (142t,—t,1—t*) - (1,—1,2)dt
0

1
2
:/ (3+3t—2t2)dt:—3.
0 6

Vaja 62. [zracunaj delo, ki ga masni delec opravi v polju sil
ﬁ(:c,y, 2) = (82%yz, 5z, —4xy)
pri premiku vzdol? krivulje C' s parametrizacijo 7(t) = (¢, ¢, %), t € [0, 1].
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10.2.3 Krivuljni integral potencialnega vektorskega polja

Spomnimo se (definicija 6.6), da vektorsko polje F imenujemo potencialno, ce
obstaja skalarna funkcija f, tako da velja

—

F = grad(f).
Funkciji f tedaj recemo potencial vektorskega polja F.

Definicija 10.10. Krivuljni integral vektorske funkcije F je neodvisen od poti na
obmocju D, c¢e za poljubni tocki A in B in poljubni krivulji Cy in Cy na obmodcju
D, z zacetkom v A in koncem v B, velja

/ Fdr = / Fdr.
Ch Cs

Izrek 10.11. Naj bo F zvezno vektorsko polje na D. Potem je krivulyni integral

/ Fdr
C

neodvisen od poti na D natanko tedaj, ko je polje F potencialno.

Posledica 10.12. Naj bo F potencialno vektorsko polje in f potencial polja F.
Naj bo C' krivulja z zacetno tocko A in koncno tocko B. Potem velja

/C Fdi = f(B) - f(A).

/ Fdr
C

je meodvisen od poti na D natanko tedaj, ko je integral po vsaki sklenjeni krivulji
na D enak 0.

Posledica 10.13. Integral

Opomba 10.14. Potencial f potencialnega vektorskega polja F dobimo tako:

(@w,2)
flz,y, 2) :/ Fdr,
T

kjer je T poljubna fiksna tocka na D.

Vaja 63. Naj bo
fz,y) =y,

/ F dr,
C
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10.2. KRIVULJNI INTEGRAL VEKTORSKE FUNKCIJE

kjer je krivulja C' z zacetkom v tocki A(1, —2) in koncem v tocki B(9,2) definirana
tako 2

a) C je daljica od A do B, glej sliko 10.5.
b) C je krivulja s parametrizacijo 7(t) = (t2,2(t — 2)3), t € [1, 3], glej sliko 10.5.
Integral izracunaj Se z uporabo Posledice 10.12.

3

Slika 10.5: Krivulja 7 (rdece) in daljica (modro) s krajiséema A in B.

2V zgledu obravnavamo vektorsko polje in krivuljo v ravnini. Ker celotno ravnino lahko eno-
stavno umestimo v prostor (dodamo tretjo koordinato z = 0), veljajo zgoraj zapisane formule
tudi v tej situaciji.
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Poglavje 11

Ploskovni integral

11.1 Ploskovni integral skalarne funkcije

Denimo, da imamo zvezno funkcijo f : D — R, kjer je D C R3, in gladko ploskev
S, kjer je S C D. V tem poglavju bomo po korakih vpeljali ploskovni integral

// ’ dP,
S

ki ga imenujemo tudi ploskovni integral prve vrste. Temu sledi Se predstavitev
fizikalnega pomena tega integrala.

11.1.1 Definicija ploskovnega integrala skalarne funkcije

1. Ploskev S razdelimo na manjse dele s plos¢inami Asy, Aso, ..., As,, kot
kaze slika 11.1.

2. Na vsakem delu s ploscino As; izberemo tocko Ty.

Slika 11.1: Ploskev razdelimo na majhne dele in v vsakem delu izberemo eno
tocko.
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3. 7Z 0 oznacimo premer najveéjega dela med vsemi n deli ploskve.!

4. Definiramo integralsko vsoto funkcije f po ploskvi S':

Su(f) =D F(Ti)Asy.
k=1

5. Ploskovni integral definiramo kot limito integralske vsote, kjer o posljemo
proti 0:

//s fap= (I;i_%; f(Ty)Asy.

Izrek 11.1. Naj bo S gladka ploskev s parametrizacijo

(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D.

Potem je ploskovni integral funkcije f po ploskvi S enak

//Sf = / /Df<f<u,v>>m du do,

kjer je E =1, -7y, =7, -7, in G =17, -T,.

Izrek 11.2. Ce je ploskev S podana v eksplicitni obliki z = z(x,y), kjer je (x,y) €
D, je ploskovni integral funkcije f po ploskvi S enak

/ /Sf aP = / /D Fay, (e, ) VI TP + ¢ du dy,

kjer je p = 2z, in q = 2.

Vaja 64. [zracunaj

//(my +yz + zx)dP,
S

kjer je S tisti del ploskve z = \/x% + y2, ki leZi znotraj obmocja 2 + y* = 2ax.

11.1.2 Uporaba ploskovnega integrala skalarne funkcije

V tem razdelku podajamo seznam formul za racunanje tipic¢nih fizikalnih kolicin,
v katerih se pojavlja ploskovni integral skalarne funkcije.

Opomba 11.3. V nekaterth navedenih formulah se pojavija gostota ploskve. To
je ‘povrsinska’ gostota p = p(x,y, z), torej gostota, ki je podana v enoti mase na
enoto pouvrsine, npr. v kg/mQ.

'Premer dela je najveéja razdalja med dvema tockama tega dela.
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Povrsina ploskve

Povrsina ploskve S s parametrizacijo

™(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D

P://ldP:// |70 X Tp| du dv.
s D

Opomba 11.4. Spomnimo se (glej definicijo 4.7), da

je

dP = |7, X 7| dudv
imenujemo diferencial povrsine.

Zgled 47. Izracunajmo povrsino tistega dela paraboloida z = x* + y?, ki leZi
znotraj neskoncnega valja x* + y* = 9. Ploskev najprej narisemo v koordinatni
sistem, glej sliko 11.2.

Slika 11.2: Paraboloid z = 2% + y? in valj 22 + % = 9.

Nato jo parametriziramo:
(o, 1) = (rcosp,rsing,r?), o € [0,27], r € [0, 3].

Izracunamo se
7, = (—rsin g, rcos ¢, 0),

7 = (cos p,sin p, 2r),
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7, X 7 = (2r® cos p, 2r¥ sin ¢, —1)
m
T X 7| = rvV/4r2 + 1.
Pouvrsina ploskve je enaka

P://SMP:/O%(/Sr\/mczT)dgo:%(37@—1).

0

Vaja 65. Izracunaj povrsino ploskve, ki je presek ravnine x +y — z = 2 in
elipticnega valja 4x* + 9y? < 36.

Masa ploskve

Naj bo S gladka ploskev s parametrizacijo 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
(u,v) € D in o(z,y, z) njena gostota v tocki (z,y, z). Potem je masa ploskve S

enaka
m = // o(z,y,z)dP = // o(T(u,v)) « [Ty X Tp| du dv.
s D

Vaja 66. Izracunaj maso ploskve

y = /a2—x2—y2,

kjer je gostota podana s funkcijo o(x,y,z) = =.

Tezisce ploskve

Naj bo S gladka ploskev s parametrizacijo 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
(u,v) € D in o(x,y, z) njena gostota v tocki (z,y, z). Potem je tezisce ploskve S
tocka T'(x7, yr, 27), Kjer je

oy — [[szo(z,y,z)dP _ [ x(u,v)o(Flu,v)) - |7y X 7| dudv)
m m

o — [Jsyolz,y,2)dP  [[,y(u,v)o(F(u,v)) - |7y x 7| du dv
m m

b ffs zo(x,y,z)dP _ ffD 2(u, v)o(F(u, v)) - |Fy X 7 dudv.
m m

Opomba 11.5. Kot pri krivuljah, tudi tukaj, v primeru, ko gre za homogeno
ploskev (tj. gostota je konstantna), gostoto iz zgorngjih formul lahko okrajsamo in

dobimo

JJgzadpP yr = JJsydP P JJszdP
P P P
kjer P oznacuje povrsino ploskve S.

rT —
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Zgled 48. Izracunajmo tezisce homogene ploskve

S={(x,y,2) ER® | 2 =2 — /22 + 42, 2 > 0}.

Ploskev najprej narisemo v koordinatni sistem, glej sliko 11.5.

Slika 11.3: Ploskev z =2 — /22 + 42, 2 > 0.

Nato jo parametriziramo
(@, r) = (rcose,rsing,2 —r), ¢ € [0,27], r € [0,2].

Ker je ploskev homogena, tezisce ni odvisno od gostote, dve koordinati tocke
T(xr,yr, zr) pa zaradi simetrije lahko zapisemo takoj:

T = 0, Yyr = 0.
Za izracun tretje koordinate potrebujemo
7, = (—rsin g, rcos @, 0),
7. = (cos p,sinp, —1),
Tp X Tp = (—rcosp, —rsing, —r)
m
|7, x 7| = V2.

LIzracunamo Se vrednost integralov, nato pa zr s pomocjo zapisane formule:

//Szdpz/0%(/02(2_@.7«\/%7«)4@: 8_\3/%,
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P = /02ﬂ</02r\/§dr>dg0:4\/§7ra

[[gzdP 2
=2 =,
P 3
Tezisce ploskve S je torej tocka
2
7(0,0,=).
( ? 73)

Vaja 67. Izracunaj tezisce ploskve
S={(z,y,2) eR® | 2 =2 +4°, 0 < 2 < 5}
z gostoto o(x,y, z) = x* + Y.

Vztrajnostni moment ploskve

Naj bo S gladka ploskev s parametrizacijo 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
(u,v) € D in p(x,y,z) njena gostota v tocki (z,y,z). Potem je vztrajnostni
moment ploskve S glede na premico p enak

I= //S d*(z,y, 2)o(x,y,2) dP = //D d?(7(u, v))o(F(u, v)) - |7y X 7| dudv,

kjer je d(x,y, z) razdalja tocke (z,y, z) do premice p.
Najveckrat nas zanimajo vztrajnostni momenti ploskve S glede na os x, os y
in glede na os z, ki jih torej izracunamo s formulami

I, = //S(y2 +2%)o(x,y,2) dP,
I, = //S(x2 + 2%)o(z,y, 2) dP,
L= [[ @ ot ap

oziroma

I, = //D(yQ(u,v) + 2% (u,v))o(F(u, v)) - |7y X 7| du dv,
I, = //D(xQ(u,v) + 2% (u,v))o(F(u, v)) - |7y X 7| dudv,
I, = //D(xQ(u,v) + % (u,v))o(F(u,v)) - |7y X 7| dudv.
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POGLAVJE 11. PLOSKOVNI INTEGRAL

Zgled 49. Izracunajmo vztrajnostni moment homogene (0 = 09) sfere z radijem
R, glede na os, ki poteka skozi tezisce te sfere.

Ker je tezisce homogene sfere v njenem srediscu in ker so zaradi simetrije njeni
vztragnostni momenti glede na vse teziscne osi enaki, lahko izberemo formulo za
1zracun enega od njih, recimo I,. Sfero najprej umestimo v koordinatni sistem,
glej sliko 11.4.

Slika 11.4: Sfera S.

Nato jo parametriziramo:
(¢, 0) = (Rcosf cos p, Rcosfsinp, Rsinf), p € [0,27], 0 € [—g, g]

Potrebujemo se

—

7, = (—Rcosfsin p, Rcosf cos p,0),

9 = (—Rsinfcos p, —Rsinfsin ¢, Rcosh),

7, x 7y = (R* cos? § cos ¢, R? cos® 0 sin ¢, R? cos 0 sin 0)
m

|7, x 75| = R? cos .

Vztrajnostni moment homogene sfere z radijem R glede na poljubno teziséno os
je tako enak

I = Iz ://(%2 +y2)g(x,y, Z) ap
P
2

[ME]

= / (/ (R*cos®0) - gy - R? COS@d@) dp = §7TR4QO
0 -3
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Opomba 11.6. Vztrajnostni moment in druge fizikalne kolicine veckrat izrazimo
z maso. Tako bi npr. rezultat 1z zgleda 49 lahko zapisali v obliki

8 2
I = §7TR4QO = ngQ.

Vaja 68. Izracunaj vztrajnostni moment ploskve
S={(r,y,2) R’ | 2 +y* +2°=9,2>0}

z gostoto o(x,y,z) = z glede na os z.

11.2 Ploskovni integral vektorske funkcije

Denimo, da imamo zvezno vektorsko funkcijo F:D — R3, kjer je D C R3,
in gladko ploskev S, kjer je S € D. V tem poglavju bomo najprej definirali
ploskovni integral vektorske funkcije F'

//ﬁdf’,
S

ki ga imenujemo tudi ploskovni integral druge vrste, nato pa bomo predstavili
nekaj aplikacij tega integrala.
11.2.1 Definicija ploskovnega integrala vektorske funkcije

1. Ploskev najprej orientiramo? tako, da dolo¢imo eno od dveh moznih smeri
normale, glej sliko 11.5.

Slika 11.5: Ploskev orientiramo z normalo.

2. Ploskev S razdelimo na manjse dele s plos¢inami Asy, Ass, ..., As,.

2Predpostavljamo, da je ploskev orientabilna.
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3. Na vsakem delu s plo¢ino As;, izberemo tocko T}, in z N (T},) oznaéimo enot-
sko normalo v tocki T}, kjer pri izbiri smeri normale upostevamo orientacijo
ploskve, glej sliko 11.6.

4. 7 § oznac¢imo premer najvecjega med vsemi n deli ploskve.?

5. Definiramo integralsko vsoto funkcije F po ploskvi S

Su(F) =" F(T)N(Ti) Asy.
k=1

Slika 11.6: V vsaki tocki T imamo normalo N(T;) (rumeno) in funkcijsko vre-
dnost F(Ty) (rdece).

6. Ploskovni integral definiramo kot limito integralske vsote, kjer ¢ posljemo
proti 0:

3

/ / FdP = lim F(T,)N(T},)Asy..
S

Izrek 11.7. Naj bo S gladka ploskev s parametrizacijo
F(U, U) = ($(u> U)a y(u7 U), Z(U, U))a (U, U) €D.

Potem je ploskovni integral funkcije F po ploskvi S enak

//ﬁdﬁ:i// (F,7,,7,) dudv,
S D

3Premer dela je enak najveécji razdalji med dvema tockama iz tega dela.
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11.2. PLOSKOVNI INTEGRAL VEKTORSKE FUNKCIJE

kjer (F,r,,7,) oznacuje mesani produkt vektorjev F', 7, in 7,. Predznak integrala
na desni strani je odvisen od orientacije ploskve. Ce je ploskev orientirana v
smeri 1, X T, tedaj je predznak pozitiven, sicer je negativen.

Opomba 11.8. Mesani produkt, ki nastopa v zgorngi formuli, izracunamo kot
kombinacijo vektorskega in mesanega produkta, torej

//F 1=+ | /D<ﬁ<f<u,v>> (7 % ) dudo

dP = (7, x 7,) du dv,

m pisemo

Izrek 11.9. Ko je ploskev S podana v eksplicitni obliki z = z(z,y), kjer je (z,y) €
D, je ploskovni integral funkcije F = (X,Y,Z) po ploskvi S enak

//ﬁdﬁz:l://(—pX—qY—i-Z)dazdy,
S D

kjer je p = 2z in q = 2.

11.2.2 Uporaba ploskovnega integrala vektorske funkcije

Naj bo F' vektorsko polje. Potem je pretok polja F skozi ploskev S s parametri-
zacijo ™(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D enak

CD://Sﬁdﬁ://Dﬁ(F(u,v))-(f’uva)dudv.

Opomba 11.10. Po zgornji formuli se izracuna pretok polja F skozi ploskev S
v smeri normale T, X 7,. S formulo

@z/Aﬁdﬁ://l)ﬁ(F(u,v))-(Fvxfu)dudv

pa izracunamo pretok polja F skozi ploskev S v nasprotni smeri, torej v smeri
normale T, X T,. Pretoka se razlikujeta le v predznaku.

Zgled 50. Izracunajmo pretok polja ﬁ(x, y,2) = (zy?, 2%, 3) skozi plas¢ valja
B 4+y"<4,0<z2<4

v smeri zunanje normale.
Plasé valja S najprej narisemo v koordinatni sistem, glej sliko 11.7.
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Slika 11.7: Plasc valja S.

Nato ga parametriziramo
(¢, z) = (2cos p, 2sin g, 2), ¢ € [0,27], z € [0,4].

Potrebujemo se

—

7, = (—2sinp, 2 cos ¢, 0),
Fz = (0707 1);
T X T = (2cos g, 2sin ¢, 0).

Ugotovimo, da normala 7, X 7, kaZe v pravo smer. Ce bi normala kazala v
notranjost valja, bi jo morali obrniti. Pretok je tako enak

cp://ﬁdﬁ
S

_ //D F(f(p,2) - (7, x ) dpdz

2w 4
= / ( (16 cos psin® p, 2%, 3) - (2 cos p, 2sin p, 0) dz) dy
0 0

2 4
= / (/ (32 cos® psin® ¢ + 227 sin ) dz) dp = 0.
0 0

Vaja 69. lzracunaj pretok polja

—

F(z,y,2) = (yz, zz, zy)

skozi del sfere s polmerom a, ki lezi v prvem oktantu, v smeri zunanje normale.
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11.2. PLOSKOVNI INTEGRAL VEKTORSKE FUNKCIJE

Vaja 70. Izracunaj pretok polja ﬁ(:ﬂ, y,2) = (zy, zz, 2% + y?) skozi ploskev
S={(x,y,2) eR’ | z =2+ 4% 0 < 2 <3},

v smert zunanje normale.
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Poglavje 12

Povezave med integrali razlicnih
tipov

Racunanje krivuljnih in ploskovnih integralov vektorskih funkcij je pogosto eno-
stavneje izracunati z uporabo izrekov, ki jih bomo predstavili v tem poglavju.

12.1 Gaussov izrek

Gaussov izrek povezuje trojni integral skalarne funkcije s ploskovnim integralom
vektorske funkcije.

Izrek 12.1. Naj bo S sklenjena in gladka ploskev v prostoru, orientirana z zuna-
njo normalo, in naj bo G obmodje, ki ga ploskev S omejuge (glej sliko 12.1). Naj
bo F' zvezno parcialno odvedljiva vektorska funkcija na okolici obmocja G. Potem

velja
/// div(F) dx dy dz = //ﬁdﬁ
e, S

Zgled 51. Izracunajmo pretok vektorskega polja

ﬁ(a:, Y, z) = (22952, 2y, + y2z)

skozi vse mejne ploskve valja 2 + y*> < R%, 0 < z < 1 navzven.

Valj najprej skiciramo v koordinatni sistem, glej sliko 12.2.

Ker nas zanima pretok vektorskega polja skozi ploskev, ki omejuje valj, bomo
uporabili Gaussov izrek in s tem namesto treh ploskovnih integralov (po plascu ter
spodngi in zgornji osnovni ploskvi) izracunali vrednost enega trojnega integrala.
Trojni integral po valju G bomo razpisali v cilindricnih koordinatah, zato z njimi
zapisemo tudi divergenco polja F:

div(F) = 4xz + 22 + 22 + ¢

=4dzrcosp + 22 + 12
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Slika 12.1: Ploskev orientiramo z zunanjo normalo.

Pretok polja F skozi mejne ploskve valja v smeri zunanje normale je tako enak

©— [[ Fap
s
://div(ﬁ)dxdydz
G
2m R 1 1
:/ / (/ (4zrcosg0+z2-|-r2)rdz>d'r‘ d<p:67rR2(3R2+2).
0 o o

Vaja 71. Naj bo

—

F(z,y,z) = (7x,0,—z)

in naj bo S sfera v + y* + 2% = 4 orientirana z zunanjo normalo. Izracunag

//ﬁdﬁ
S

najprej neposredno, nato pa z uporabo Gaussovega izreka.

12.2 Stokesov izrek

Stokesov izrek povezuje ploskovni integral vektorske funkcije s krivuljnim inte-
gralom vektorske funkcije.

Izrek 12.2. Najbo S gladka ploskev v prostoru (orientirana z normalo), in naj bo
rob ploskve S gladka krivulja C. Naj bo F' zvezno parcialno odvedljiva vektorska
funkcija na okolici ploskve S. Potem velja

// rot(ﬁ)dﬁ:/ﬁdﬁ
s c
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Slika 12.2: Valj 22 + 92 < R?, 0< 2 < 1.

Pri tem velja, da sta ploskev S in krivulja C orientirani tako, da je (gledano iz
vrha normale) krivulja orientirana v nasprotni smeri urinega kazalca, glej sliko
12.5.

Slika 12.3: Ploskev S in njen rob C'.

Zgled 52. Izracunajmo delo, ki je potrebno, da v polju sil
F(z,y,2) = (" + y,a” + Iny, zy + x)

delec premaknemo enkrat naokrog po robu paralelograma A(0,1,2), B(1,1,1),
C(2,1,3), D(3,1,2) v smeri A — B — C — D — A.

Ker nas zanima delo po sklenjeni krivulji, lahko uporabimo Stokesov izrek in stir:
krivuljne integrale (za wvsako stranico potrebujemo svoj integral) pretvorimo na
ploskovni integral po celotnem paralelogramu, glej sliko 12.4.
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Slika 12.4: Uporaba Stokesovega izreka na paralelogramu.

Najprej paralelogram parametriziramo:
(u,v) =74 + uAB + vﬁ, u e [0,1], v € ]0,1],

torej

™(u,v) = (u+3v,1,2 —u), u € [0,1], v € [0, 1].

S pomocjo parcialnih odvodov izracunamo normalo:

Tu(u,v) = (1,0, 1), 7 (u,v) = (3,0,0)

Tu(u, v) X 7 (u,v) = (0,—3,0).
Ker v Stokesovi formuli nastopa rotor, izracunamo Se rotor.
rot(F) = (z,—1,2z — 1),

oziroma

rot(F)(F(u,v)) = (2 — u, —1,2u + 6v — 1).
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Delo po robu paralelograma je torej enako

A_/ﬁﬁ

o

= // rot(F)dP
1

) - (Tu(u,v) X 7y (u, U))) dv) du

ATACE!
/(/(2—u —1,2u+6v—1)- (Oa—3,0)>dv>du

F(z,y,2) = (y,2,2)

in naj bo S ploskev z =1 — (2% +y?), kjer je z > 0 in C krivulja, ki lezi na robu
te ploskve. Izracunaj
/ Fdr
c

najprej neposredno, nato pa z uporabo Stokesovega izreka.

Vaja 72. Naj bo
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