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NEKOMUTATIVNE IN NEASOCIATIVNE OPERACIJE

Živo se še spominjam svojih občutkov, ko sem na za četku gimnaz ije p rv i č

slišal za komutativnost in asociativnost sešteva nja in mno ženja. Ne da bi ne
verjel, da res veljajo te lastnosti; nasprotno , preveč sem verjel vanje , da bi se
mi sploh zdelo vredno o tem govoriti .

Da niso bili samo moji občutki tak i, dokazuje šala , ki je že t ako st ara , da
je večina bralcev Preseka verjetno ne pozna, pa naj mi jo bo zato dovo ljeno
povedati!

Smrkavec priveka iz šole: "Cvek sem dobi!!"
Oče: "Kaj si bil pa vpraš an?"
Sin: "Koliko je 3 x 4."
Oče : "In kaj si odgovoril?"
Sin: "J a, 12!"
O če: "Dobro. Kaj pa je bilo pot em?"
Sin: " U č i t e lj i ca j e vprašala , koliko j e 4 x 3."
Oče skom igne: "Isto sranje ."
Sin še bolj zajoka : "No, at a , j az sem t udi tako rekel!"

Da razmišljanj e o komutat ivnosti in aso ciativn osti ni od muh , se zavemo
šele takrat , ko naletimo na opera cije , ki teh lastnosti nimajo . Namen tega za­
pisa je pokazati , da je tak šnih operacij ni č koliko in da nekatere spozna mo celo
že v osnovn i šoli. Preden pa za čnemo s prime ri, r a z č i st i mo s t erminologijo:
Kaj je ope racija in kaj aso ciat ivnos t?

Imejmo neprazni množ ici A in B. Premi (kartezični) produkt A xE
je mno žica vseh urejenih parov eleme nto v iz teh dveh mno žic:

A x B := {(a , b) I (a E A) 1\ (b E E)} .

Z izrazom urejeni par hočemo poved at i, da je točno določeno , kat eri element
v paru je prvi in kateri drugi .

Dvočlena (binarna ) operacija je povsod na Ax E definirana preslikava
v neko t retjo mno žico C, torej predp is, ki vsakemu paru iz A x B priredi točno

določen element iz C. Elementoma iz para recimo operanda , njima predp isani
element C pa rezultat . Pr i konkretni h operacijah so imena seveda tudi
konkretna . Tako sta naprimer pri seštevanju operanda seštevan ca , rezultat
pa vsota ; pri odštevanju je prvi operand zmanjševanec, drugi je od števanec
in rezult at razlika. Rezult at čes to ozna čimo tako, da med op erand a vsta vimo
kak znak : a+ b , a · b (= ab) , a o b , ajb , ...
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Vzemimo sedaj , da j e B = A in da neka op eracija vsakem u paru (a, b) E
A x A priredi rezult at a * b E C. Ta operacija je komutativna. če velja enačba

za poljubna a , b iz A . Mimogrede, en ač b i, ki velja za vse vrednosti spremen­
ljivk v njej , pravim o ide nti teta .

Zahtevajmo še C = A . Potem je asociativnost ope racije definirana z
identiteto

(a* b)* c= a* ( b* c).

V nadaljevanj u bom navedel 16 operacij tipa A x A ------> A; nekatere so
aso ciativne ali komutativne, druge ne. Predlagam bralcu , da izdela dokaze za
tis te lastnosti , ki veljajo . Oglejmo pa si protiprimere za t iste , ki ne veljajo :

Najprej šti ri komuta t ivne asoc iativne opera cije.

1. A = Z+ (pozitivna cela števila); a * b := mea, b) (najmanjša skupna
mera) ,

2. A = IR ( realna števila); a * b := m in {a , b} (manjši od obeh) ,
3. A = ( (kompleksna števila); a * b := a + b - ab (kvaziprodukt ),
4. A = M2(IR) (realne kvadrat ne matrike z dvema vrsticama) ;

[: ~] + [ ; ; ] =[::; ~: ;] (vsota matrik)

Naslednje štiri operacije so asoc iat ivne, niso pa komutativne.

5. A je poljubna mno žica z vsaj dvema elementoma; a * b '- a (p rvi
ope rand). Pro tip rimer :

p-:j:.q ; p *q=p; q *p=q .

[: ~] .[; ;]
Protiprimer :

[
aw + by
c w+ d y

ax + bZ] .
d

(produkt matrik)
cx+ z

[~ ~] .[~ ~]
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7. A = IR IR (povsod definirane realne funkcije); (f o 9)(X) '- f(9(X))
(kompozitum dveh funkcij). Protiprimer:

f( x) = x2
, 9(x) = x + 1;

(f o 9)(X) = (x + 1)2; (9 o f)(x) = x 2 + 1.

8. A = G(IR2 ) (gibanja v ravnini ; to so preslikave , ki ohranjajo razdalj e
med točkami in kote med premicami ; mednje spadajo tudi vzporedni
premiki, vrtenja in zrcaljenja) ; če sta operanda 91 in 92 dve gibanji , naj
bo rezultat 9192 sestavljeno gibanje: najprej 92, nato pa 91 ·
Protiprimer: Imejmo na ravnini ortonormiran koordinatni sistem, 91 naj
bo premik za 1 v poz itivni smeri abscisne osi , 92 pa zrcaljenje preko
ordinatne osi;

9192 : 0(0, O) si. 0(0, O) ~ A(1, O) ;

9291 : 0(0 , O)~ A(l, O) Jt:.. B(-l , O) .

Naslednji štirje primeri so komutativni, niso pa asociativni.

9. A = IR ; a * b := (a + b)/2 (aritmetična sredina) .

Protiprimer : (1 * O)* 2 = 5/4; 1 * (O* 2) = 1.

10. A = IR ; a* b := la- bl (razdalja med operandoma).

Protiprimer: (1 * 1) * 2 =2; 1 * (1 * 2) =O.

11. A naj bo množica , ki vsebuje število O in vsa tista racionaina števila, ki
jih lahko napišemo z decimalnim zapisom

pri čemer so dl, d2, d3 poljubne tri decimalke , le dl =f O, eksponent a
pa je poljubno celo število . S temi števili računamo kot z vsemi realnimi
števili, le da rezult at spet spravimo v zahtevano obliko in pri tem po
potrebi zaok rožimo; takemu ra čunanju pravimo aritmetika s plavajočo

vejico . 5e operacija : kar običajno seštevanje! Protiprimer:

[(-0 ,500) .102 + O, 501 . 102] + 0,499 .10- 1 = 0,150.100

(-0,500) .102 + [0,501 .102 +0 ,499 .10-1] = 0,100 .100 .
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12. A naj bo množica vseh racionalnih števil , ki imajo v decimaln em zapisu
cela mesta in prve tri decimalke poljubne, ostala decimaina mesta pa
zasedajo ničle in jih zato sploh ne pišemo. Z njimi računamo tako kot z
realnimi števili , le rezultat vedno zaokrožimo na t ri decimalke. Takemu
računanju pravimo aritmetika z neprerrucno vejico . Operacija naj bo
tokrat kar navadno množenje . Pro tiprimer:

(0,100 . O, 002) · 50,000 = 0,000;

0,100 · (O,002 ·50 ,000) = 0,010 .

Pripo mba ! Zadnja dva primera ope racij sta še posebej zanimiva , saj v praksi
vedno ra čunamo na en ali drug n ačin . Neasociativnost torej srečamo ta ko
rekoč na vsakem koraku .

Zadnje štiri ope racije , ki pa niso niti komuta tivne niti asocia tivne.

13. A = 7L (cela števila); operacija je odštevanje . Proti primer :

1 - O= 1; 0 -1 = - 1.

(1 - O) - 1 = O; 1 - (O - 1) = 2.

14. A = Q* (neni čelna racionaina števila); operacija je deljenje . Proti primer :

1
1 . 2 = -' 2 ' 1 = 2. 2 " .

(2 : 1) : 2 = 1; 2 : (1 : 2) = 4.

15. A = IR+ (pozitivna realna števila), a * b := a b . Pro tiprimer:

1 * 2 = 1; 2 * 1 = 2.

(2 *1) d =8; 2 *( h 3) =2 .

16. A = IR3 (tridimenzionalni vektorski prostor) , opera cija je vektorski pro­
dukt. Proti primer: TJ, k naj bodo paroma pravokotni vektorji z dolžino
1, ki ležijo zaporedoma na koordinatnih oseh (x) , (v) . (z) , z isto ori­
entacijo kot te osi .

TxJ=k; J xT=-k.
(T X J) X J= - T; TX eJ X J) = O.

Anton Cedilnik




