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Modeliranje strjevanja pri kontinuiranem ulivanju z
dvojno recipro¢no robno integralsko metodo

Modelling of continuous casting solidification by boundary element method with
dual reciprocity

A.Kosir, B.Sarler, /nstitut "Jozef Stefan”, Univerza v Ljubljani, Jamova 39, Ljubljana

V élanku pokazemo, kako uporabimo novo numericno metodo robnih elementov z dvojno
reciprocnostjo pri simulaciji strjevanja kovine ob pogojih, kakrsni nastopajo pri kontinuiranem
ulivanju. Kontinuirano ulivanje fizikalno opisemo s prenosom energije v nestisljivi snovi s fazno
spremembo. Toplotni tok v snovi definira Fourierov zakon, pri cemer upostevamo temperaturno
odvisne lastnosti snovi.

FParcialno energijsko transportno-difuzijsko enacho za dvofazno zmes pomnozimo z Greenovo
Junkcijo in jo integriramo po obmocju. Zaradi temperaturno odvisne toplotne prevodnosti
temperaturo transformiramo po Kirchhoffu. Z dvakratno uporabo reciprocnosti transformiramo
integrale po obmocju na njegov rob. Obmocje in njegov rob diskretiziramo. Polje na robu
obmocja opisemo z odsekoma ravnimi in konstantnimi robnimi elementi. Polje na obmocju
predstavimo s prostorskimi zlepki 1+ r in z linearnimi casovnimi zlepki. Casovna integracija sledi
novi shemi, ki sta jo predlagala Voller in Swaminathan.

Analizirali smo obcutljivost numericnih resitev za strjevanje neskoncnega dvodimenzionalnega
vogala in za enofazno enodimenzionalno klasicno Stefanovo nalogo v odvisnosti od prostorske in
casovne diskretizacije, Stefanovega Stevila in Sirine talilnega intervala.

Kljucne besede: kontinuirano ulivanje, metoda robnih elementov, metoda dvojne reciprocnosti,
Stefanova naloga, prenos toplote in snovi.

This paper describes the application of the new dual reciprocity boundary element method for the
energy transport in melting and solidification of metal in continuous casting process with realistic
operational parameters. The continuous casting is described with energy transport in systems
composed of incompressible phase-change material, with Fourier constitutive heat flux relation,
and includes temperature dependent material properties.

The discretization of the Kirchhoff's transformed and heat source term reformulated governing
equation is structured by the Green's function of the Laplace equation, the 1+r space spline dual
reciprocity boundary-only representation of the domain integrals, and straight line boundary
elements with constant space and linear time splines. The timestep iterations follow the new
Voller and Swaminathan scheme.

The sensitivity of the results with respect to space-time discretization, Stefan number, and melting
interval was investigated on a two-phase analytical solution for the solidification of an infinite
rectangular corner and on the classical one-phase Stefan problem.

Key words:continuous casting, boundary element method, dual reciprocity method, Stefan
problem, heat and mass transfer.
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A. Kodir: Modeliranje strjevanja pri kontinuiranem ulivanju z dvojno reciprotno robno integralsko metodo

1 Uved

Raziskovanje sistemov s tekoco in trdno fazo obitajno zahteva
interdisciplinamo teoretsko, eksperimentalno in numeriéno
modeliranje faznih prehodov, mehanike trdnin in trasportnih
pojavov. Njegov vpliv na 3tevilne bazitne in aplikativne
raziskave je zelo Sirok, kar kae tudi iz&rpen zbomik',
opremljen z referencami in s kljuénimi besedami.

Odkar je Wrobel® pokazal, da je numeriéna metoda robnih
elementov (BEM) primerna tudi za diskretno aproksimativno
reSevanje nelineamih transportnih enacb, se to metodo skusa
uporabiti tudi pri problemih s taljenjem in strjevanjem.

2 Formulacija problema

Vzemimo fiksirano povezano obmodje €2, ki ga omejuje rob I,
Na tem obmodju naj bo snov s stalno gostoto py, temperatumo
odvisnima toplotno prevodnostjo Ky in specifiéno toploto s,
kjer 2= § ommatuje trdno fazo in P= L tekodo fazo.

Spremembo entalpije opisuje konvektivno-difuzijska enac-
ba za kontinuumsko zmes

a
ﬂ—(/sp,}ls +f,p, H‘)+
t

V£, oV, H +f pV, H,) (1

= -V, 4L F)+f,q,+1. 4,

Krajevno in &asovno odvisni koeficient f ( p, ) predstavlja
volumski deleZ dolocene faze in je normiran z enacbo fs+ f =
1.

Specifitna entalpija fy za vsako izmed faz je enaka

Hy = ¢ (T, )Ty + || c.(6) do, @

H, = (T,)Ty + [} c.(0) a0+ 1y, 3)

kjer je Ty poljubna referenéna temperatura in Hj, specifi¢na
talilna entalpija.

Hitrosti delcev vsake izmed faz Vg ( p, 1 ) sta v modelu
Cistega enoosneega strjevanja enaki Ve(p, t )=V (p, 1
V ( p, t ) in razliéni v modelu Cistega stebriCastega strjevanja,
pri emer vzamemo, da trdna faza v opazovanem sistemu
miruje ali se giblje s stalno hitrostjo, Vo (p, t )=V (p, 1), Vs
(P, t)=Vsys

Toplotna tokova v vsaki izmed faz sta odvisna od razliénih
toplotnih prevodnosti v vsaki izmed faz in sta po Fourieru
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enaka
F,=-k, VT

Konvektivno-difuzijsko enacbo (1) lahko zapiSemo v obliki

aT d
PL—+p, (j;)c’ - S H AV,
at T

d

d
f‘c‘-—fLH‘ v, |-vr
dT (4)

df, dT

Y e

=V-(k VT)+q-poH
dT dt

pri ¢emer smo vpeljali oznaki za mntenzivnost toplotnih izvorov
in za razliko specifinih entalpij med fazama
q=fsqs+/cq., Hi=H.-H, (3)

Toplotna prevodnost in specifitna toplota zmes: sta
k=ki+hkp=foks+ ok, cmcorer=fios+ e, (6)
kjer konstanti ko, co, predstavljata srednjo vrednost kolilin na

izbranem temperaturmnem intervalu in funkciji ki(7), er(7), za-
jemata temperaturno odvisni del koliéin.

Zatetno temperaturo v tocki p ob ¢asu ty doloca funkcija To
T(p.to)=Ti(p), peQ@I. ™M
Rob obmogja I' razdelimo na ne nujno povezane dele I°, T,
I'® na Kkaterih veljajo Dirichletovi, Neumannovi oziroma
Robinovi robni pogoji I' = I @ I'¥ @ I'® Robne pogoje v
robni to¢ki p ob fasu t, top <t < to + At | dolotajo predpisane
funkcije Tr, Frinh,
T(p.t)=Ti(pa) perl®, (8)
—k VT(p.t)-nc(p)= Fr(p.t) pel™, ()

-k VT(p.t)-n(p) =WT(p.)-Ti(p.)} per*, (10)

ki morejo biti odvisne tudi od povrSinske temperature. Z
dodatno zahtevo

~k VT(p,t)-ne(p) =H{T(p,0)-Tr(p.t)}, pel™”, (11)

problem dobro pogojimo.
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$§ Kirchhoffovo transformacijo lineaniziramo difuzijski ¢len

T=T, + j’k(o)do T+ j""k(o) ) (12)

kjer je 7'r poljubna referenéna temperatura Kirchhoffove trans-
formiranke.

Enatbo (4) pomnoZimo z Greenovo funkcijo za Laplaceovo
enatbo T*( p; s) in jo integriramo po vsem obmodju in po asu
[€2] * [to, ta+AL].

Po daljSem racunu, ki je podrobno predstavljen v ¢
dobimo robno obmo¢no integralsko enacbo

JopocaTlp.t, + AT )T (p, 5)dQ2

japo (p.t, )7 (p: s)d (13)
[, A-VIT dat
=[] kT VT -dr di
-] kT VT dr dt
- j"_"‘“c'((),s) k, 7(s,t)dt (14)
3 e [ +r—]r dQdt,
pni &emer smo vpeljali naslednje funkcije
=/ [[(1—/ Je,-Len, ]
dr
(15)
{L REAY
dr
Y=p |:c -.k_[c df o/, ]] (16)
k “dr ar
'(Qus)= [VT(ps)d2 (17

Greenova funkcna v dveh dimenzjah je enaka

|
I (pis) = — -
2x |p-o

Zacetni in robni pogoji (8)410) se po Kirchhoffu
transformirajo v

k
'T(p.r.)=j:k—do. peQer,
0

(18)
» k
'I’(p.l)=J,,k—da pel™”, (19)
~ky VI(p,t)-nc(p)=F: pel™, (20)
~k, VI (p,t)-n (p)=
(21)

-.-)r['r(p,t)-'tr -J:M"]I&—da} pel”.
¥ k

3 Reditveni postopek

I5¢emo numericno resitev enacbe (14) po Casu t = 1o + At ob
podanth zacetnih in robnih pogojih. Zacetm Cas je oznacen s to
in pozitivni asovni Korak z At. Pri reSevanju enacbe (14)
uporabimo dvojno reciproénost’, s Katero integracijsko domeno
prestavimo z obmogja na njegov rob. S to koristno metodo pol-
jubno skalarno funkcijo ¥ (p, ) na obmodju €2 aproksimiramo
zn=1,2 ..., N prostorskimi y? (p) in Casovnimi zlepki )
(1),

Fp.t)=wi(p)wile), #p..0)=wiwi(e),

vi(0)=[v2] 7(o.) o

Kjerkoli mogole je v besedilu uporabljena Einsteinova vsota.
Iz definicije funkene |

Vil (p) =wllp). (23)
in iz druge Greenove enakosti sledi, da se lahko z Greenovo
funkcijo T* utezeni integrali funkey) F(p, ) m G(p, 1) V #(p,
1), kjer je gGpoljubna vektorska funkcija, na obmolju Q
transformirajo v vrsto N integralov po robu obmodja,

Jr7 sy, Gws] tn) @Y

fog-vor das=w,6)vi] -
(25)

alpt) vwl(p,wi] #lp.0),
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v =7V ar-
(26)

VT dr (@920

Utinkovitost transformacije (24,25) je mofno odvisna od
izbire prostorskih zlepkov 2. Po predlogu Partridga et al.’
smo izbrali za prostorske zlepke funkcije

V)= Sp-p". ¥ (- z (,+) @7)

s prvim redom razvoja, [y = 1. Numeriéni reSitveni postopek
za nelinearno integralsko enacbo (14) sam po sebi zahteva
iteracijo po ¢asovnem Koraku. Pri ¢asovni iteraciji upoStevamo
nelinearna ¢lena A and Y po nedavno razviti robustni in toéni
shemi Vollerja in Swaminathana® Bistvene prilagoditve te
sheme za dvojno reciprono metodo vsebuje enacba (34).

Osnovno  enatbo (14) diskretiziramo z  lineamimi
Casovnimi zlepki prek ¢asovnega intervala [fo, fo + Af]. Rob
diskretiziramo z Nr robnimi odsekoma ravnimi elementi Iy 2
odsekoma konstantnimi vrednostmi. Prvih Nt to¢k polja py, ki
Jih upodtevamo v zlepkih (27), sovpada z geometrijskimi
sredis¢i robnih elementov, naslednjih Ng todk pa je lahko
poljubno posejanih po notranjosti obmodja 2.

Enacbo (14) reSimo, tako da Kkonstruiramo sistem
Jj=1,2,....N algebrai¢nih enalb. Te enatbe dolo¢a diskretizirana
enacba (14), kjer tocka izvora s sovpada s tocko polja pp.
Izvedemi sistem algebrai¢nih enacb zapidemo v simbolitni
obliki

Io U',I—'(p ’ +N)+To (p".’o +Al)
. F:T(Pm "0) f T;: \ V’f(pm "o) + (28)

+a qlp .1, +ar)+q7glp, 1)

Ki jo moramo pred reSevanjem preurediti ustrezno robnim
pogojem. Zgomji indeks i ozmacuje vrednost spremenljivke pri
i-ti iteraciji. Matri¢ni elementi so dologeni z enadbami

,':“" L y.(s Jwl'n,

wls o] [nnc Y, +1[ZII] } (29)

ky I, \-’T'(p;s,)-dlwﬁhw,
2 o 2

we VI (0 )[w ]
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Fy= -%w.(s,)[w-]"f\['f(p..to)]-
V2 (pu)wi]” +was fwz]”

[p.c,—r['r p..:.,)]+—[d;'r]

Atk i)
{#pu )] (0] |- 5 22
; ~ A}C.(Q,S )kn
S VT (is)) T+ 5 ——,
faeat ] Nk ¥
o ;-='5~Tn.‘r T(p. s/)dr' GDh
ot A A
= g = s v = (32)

Vrednost Z; + am, kjer = oznatuje bodisi A bodist Y, pn
(i +1)-iti 1teraciji izradunamo iz prej$njih iteracij i in (i =1) z
enacbo

= = =T E ? ;
B i ..['I (p..t, +A1)]+d7['r (p..t, +Al)] -
['T‘(p.,ro +At)-7"(p_,1, + Ar)],
i1
= dBi,
(;7],,.“. - }?[7 Caradle oy

[2'1’ (p_,t +A1) T

o &1)]

Casovno iteracijo ustavimo, ko absolutna vrednost razlike
Kirchhoffove spremenljivke v dveh zaporednih korakih v vseh
mreZnih tockah pm ne presega vnaprej dolocenega pozitivnega
Stevila 7.

4 Numeri¢ni primeri

Da bi prevenili obnasanje reditvenega postopka, smo s1 izbrali
dva razli¢na fizikalna testna pnmera. Prvi je standardni dvodi-
menzionalni testni primer strjevanja polneskonénega pravokot-
nega vogala, drugi je klasiéni enodimenzionalni enofazni Ste-
fanov problem. ReSitev prvega problema smo primenali s
polanaliti¢no resitvijo’ in reSitev drugega problema z analiti-
&no resitvijo'®
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Ratunsko obmodje predstavlja kvadrat 0 s x < 1.5 x0 sy L5,
V obeh primerih smo za snovne lastnosti izbrali reprezen-
tativne enotske vrednosti po = 1, cs=c. = L, Kks=ke =1 m
temperaturo taliséa 72 = 1.

V testnem primeru | je v kvadratu ob za¢etnem Casu tekotina
$ temperaturo 7p = 1.3. Na stranicah x = 0 in y = 0 velajo
Dinchletovi robni pogoji s stalno temperaturo 71 = 0 in na
stranicah x = 1.5 and y = 1.5 Neumannovi robni pogoji §
popolno izolacijo Fr = 0.

V testnem primeru 2 je v kvadratu ob zadetnem ¢asu tekoCina
pri temperaturi talid¢a 7p = 1.0 . Na stranici y = 0 velja
Dirichletov pogoj s temperaturo Tr = 0 in na preostalih
stranicah Neumannov pogoj s popolno 1zolacijo Fr = (.

Ostri fazni prehod pri temperatun 7 zaradi ve¢je numeriéne
stabilnosti resitvenega postopka nadomestimo s talilnim inter-
valom od 77 =72 - ATS do T2 =72 +ATy . Delez tekode
frakcije dolo¢a enacha

0. I'<T),
rellr-m) =) mersi 09
I T>T",

-

Numeriéno izralunane temperature Tey = w/(phpZ{s) smo
pimerali 2 Neem = 10201
primerjalno metodo ™ ' na enakomerni mreZi peom , Kjer so
totke postavljene v sefidda premic v = Konst. in x = Konst. ,
kot kaZe slika 1. Najvedja absolutna napaka Tima 1n povpredna
absolutna napaka 7Twe numeniéne reSitve sta definrani 2
enachama

temperaturo, i1zratunano s

(36)

1 Nem
T" ) \'__ Z ]7;|l (p‘—n'l) 15 7ll(prrmu")l' (37)

Mejna razlika temperatur T v dveh zaporednih iteracijah je
enaka 0.001.

Tabela 1: Vrednosti diskretizaciyskih parametrov.

MreZa | Nr No N

M 12 16 28

S 32 64 9%

M 48 144 192

Korak At

At 0.01

A1 0.005
. AL 0.001

O0—0—0—0—0—0—0—0n

I8

?ooooooooQ
?ooooooooc'b
e ® ® © ® o @
.:Llooooooo
%ooooooo
e ® ® ® ® o @
x.]vooooooo
'I]IDOQ.QOOQ

0

Slika 1: Razporeditev mreinih totk v mrezi 2Mf, Robne totke so omadene
s kromicami @ in notranje tocke s minimi krogi ® . Mrei 'M in A sta
sestavljent iz podobno razporejenth, vendar razlitno gosto posejanih tock.
Figure 1: Position of mesh points of *AM mesh, Boundary nodes are rep-
resented by empty circles © and inner nodes by full circles ®, Meshes 'Af
in Af are similar, but with different number of points.

5 Zakljulek

V ¢lanku je predstavljen eden 1zmed prvih poskusov, kako nu-
meniéno rediti veCdimenzionalni problem s premiénim robom
in s prenosom energije, kjer se integracija skréi le na
konstantne fizikalne kolidine z roba obmoéja. Pokazemo, da je
uporabljena metoda primerna pri Stefanovih nalogah obrav-
navanega tipa.

Glavna prednost metode je preprostost uporabe razliénih
tipoy robnih pogojev, preprosta generacija mreze, Zmanjsanje
tevila spremenljivk in moZnost uporabe pri problemih z ge-
ometrijskim premiénim robom. Glavna slabost metode je
velikost konénega algebraiénega sistema enacb, ker moramo
upodtevat: tudi notranje totke. To slabost lahko odpravimo z
udinkovito tehniko podstrukturiranja v kombinaciji z adaptivno
strategijo, od katerih sta obe v razvoju,

6 Oznake
Latinske érke
¢, co, cr | specifiéna toplota, konstantni, spremenyjivi del
b volumski dele? faze
F toplotm tok
h toplotna prestopnost
I entalpija
His razlika entalpy
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e specificna talilna toplota

K, ko, kr | toplotna prevodnost, konstantm, spremenjivi
del

N, Ng | Stevilo robnih, notranjih tock

P, s totka polja, 1zvora

t o Cas, zaetm Cas

At casovni korak

T temperatura

7 Greenova funkcija

To zaletni pogoj

Tr temperatura na robu

Te temperatura solidus

T, temperatura taljenja

TS tempratura likvidus

ATw talilni interval

Vv hitrost

q mo¢ toplotnega izvora

rG skalarna, vektorska funkcija

. T, q matnéni clemcnt.

Grike &rke
M konstantna gostota
I rob
Ik k-ti robni element
Q obmoéje
A konvektivin ¢len
T Kirchoffova spremenljivka
T 1zvorni Clen
s Aah Y
> - prostorski zlepek
i casovni zlepek
h o integralski 1zraz
Spodnji indeksi
P faza
S, L trdna, tekoca faza
i iteracijski indeks
Skl sumacijski indeks
ave povpredje
cal izratunano
com primerjalno
max maksimum
SYS sistem
Zgomji indeksi
D Dirichletov robm pogo)
N Neumannov robnt pogoj
R Robinov robni pogoj

]
-
o

Tabela 2: Testni primer [I. Absolutna napaka numenino izralunanih
temperatur na mrezi “Af,*AT ob Sasu 1 = 0.1 za razlitne latentne toplote in
razlitne Sirine talilnega intervala. Specifi¢ne talilne toplote so zapovrstjo
VH PHY inYHE, enake 0.25, 0.50 oziroma 1.00. Prvi dve vrstici sta
bili izratunani pri &irini talilnega intervala ATag = 0.01 in zadnji dve pri
ATy = 0.001.

specifi¢na talilna toplota
napaka | ' Hy : Hy H HE
e 0276 | 0.513 | 0.649
Tave 0.093 | 0.167 | 0.234
h! 0,175 | 0.370 | 0.453
Tave 0.062 | 0.113 | 0.150

Shika 2: Testni primer 1. Aksonometriéni pogled na napako interpolirane
reditve 77 = Teat = Tans pei diskretizaciji M, A, AHSL = 028,
AT, ~0.05 in ob ¢asu t = 0.1. Poudanjene knivulje predstavljajo tofno
reditev 77 = 0. Karaktenstiéno je napaka za vse enoobmone sheme
zaradi ekstrapolacije najvedja v ogliséth kvadrata in ob medfaznem robu.
Figure 2: Test case I, Spatial view on error of interpolated solution 7~ =
Teal - Tans using discretization *Af, *Ar, AH, = 0.25, AT, =0.05 at time
1 = 0.1 . Bold curves represent accurate solution 7° = 0. Due to ex-
trapolation and characteristicaly for one domain schemes the error is
maximal on interphase boundary.

7 Zahvala

Predstavljena raziskava je del osnovnih raziskav projekta
Racunalniska mehamka taljenja in strjevanja. Avtorja se za
podporo zahvaljujeta Ministrstvu za znanost in tehnologijo
Republike Slovenije in Mednarodnemu biroju Raziskovalnega
centra Jilich, Neméija. Predstavljena metoda je bila uporab-
ljena za simulacijo vertikalnega polkontinuiranega ulivanja
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aluminijevih zlitin v IMPOL Slovenska Bistrica in TALUM
Kidri¢evo, kontinuiranega ulivanja jekel v ACRONI Jesenice
in horizon-talnega kontinuiranega ulivanja bakrovih zlitin v
Mariborska Livama Maribor.

Tabela 3: Testni primer 1. Absolutna napaka numeriéno izracunane tem-
perature pri HZ = 0.25 in AT, = 0.01 ob éasu t = 0.1 za razlitne
prostorsko-Casovne diskretizactje. Tabela prikaaije konvergenco metode
zmanjéanjem Sasovnega koraka in z gostenjem mreze. Cas ratunanja ene
ileracije na mre2ah ‘M, *Af ali 2\ je priblizno 45, 200 oziroma 1000
sekund procesorskega Casa na 25 MHz PC 5 procesorjem 1486 in s

prevajalnikom NDP Fortran 77.
dikretizacija
napaka | 'M'AT | 'MAT | 'MAT VAT | MAT
__TL.!_;[K] 0437 0.372 0293 0.141 0.088
Tee[K] 0.106 0.089 0.068 0.055 0.014

Slika 3: Testni primer 11. Aksonometriéni pogled na mterpolirano resitev
pri diskretizaciji 2Af 2Af z vrednostmi AHZ = 0.5, AT, = 0.01 ob casu t
= 0.1. Poudarjene krivulje so izoterme pri 7° = 0.0, 0,1, 0.2, ..., 1.0,

Figure 3: Test case I1. Spatial view on interpolated solution using
discretization “M *Ar by AHZ, = 0.5, AT, = 0.01 at time ¢ = 0.1. Bold
curves represent isothermes 7~ = 0.0.0.1. 0.2, .., 1.0.
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