MNOZICE CELOSTEVILSKIH IN RACIONALNIH
RAZDALJ

JANKO BRACIC

Naravoslovnotehnigka fakulteta
Univerza v Ljubljani

Math. Subj. Class. (2010): 14G05

V c¢lanku predstavimo nekaj rezultatov, povezanih s taksnimi mnozicami v ravnini, v
katerih so vse medsebojne razdalje med tockami cela ali racionalna stevila.

SETS OF INTEGRAL AND RATIONAL DISTANCES

We present a few results related to point sets in the plane such that all pairwise
distances of points in the set are integral or rational.

Clanek je posvecen profesorju Milanu Hladniku ob njegovem
65. rojstnem dnevu.

Uvod

Podmnozica S tock v ravnini je mnoZica racionalnih razdalj, ¢e je razdalja
d(A, B) med poljubnima to¢kama A, B € S racionalno &tevilo. Ce pa je
razdalja med poljubnima tockama iz S celo Stevilo, recemo, da je S mnoZica
celostevilskih razdalj.

Verjetno bralcu ne bo tezko poiskati primera mnozice celostevilskih raz-
dalj s tremi tockami. Se ve¢, enostaven razmislek nas preprica, da za po-
ljubna naravna Stevila p < q < r, za katera velja r < p+ ¢, obstajajo taksne
tocke A, B in C' v ravnini, da je d(4, B) = p, d(A4,C) = ¢ in d(B,C) = r.
Kaj pa mnozica celostevilskih razdalj, ki ima ve¢ kot tri tocke? Odgovor je
seveda trivialen, ¢e dovolimo, da so toc¢ke kolinearne. O¢itno vsaka premica
vsebuje neskon¢éno podmnozico celostevilskih razdalj. Preden nadaljuje z
branjem, vabim bralca, da poisce stiri nekolinearne toc¢ke v ravnini, katerih
medsebojne razdalje so naravna Stevila.

Leta 1945 sta Anning in Erdds [1] dokazala, da je vsaka neskonéna mno-
zZica celostevilskih razdalj kolinearna. Po drugi strani pa sta pokazala, da za
vsako naravno Stevilo n obstaja nekolinearna mnozica celostevilskih razdalj
z mocjo n. Se istega leta je Ulam postavil vprasanje, ali obstaja v R? gosta
mnozica racionalnih razdalj. On sam je podvomil, da takSna mnozica res
obstaja. Erdés se je k temu problemu obcéasno vracal v naslednjih desetle-
tjih, a resitve do danes $e nihée ni nasel. Tako je trditev, da v R? ni goste
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Slika 1. Konstrukcija mnozice racionalnih razdalj na enotski kroznici.

podmnozice racionalnih razdalj, znana kot FErdds-Ulamova domneva in je
eno izmed mnogih odprtih vprasanj v diskretni geometrigi.

V tem ¢lanku bomo navedli nekaj rezultatov, povezanih z mnozicami ce-
lostevilskih in racionalnih razdalj. V naslednjem razdelku bomo obravnavali
predvsem mnozice celostevilskih razdalj in med drugim dokazali omenjeni
izrek iz [1]. V tretjem razdelku se bomo ukvarjali z mnozicami racionalnih
razdalj. Videli bomo, katere kroznice imajo goste podmnozice racionalnih
razdalj. V zadnjem razdelku bomo na kratko spregovorili o Erdos-Ulamovi
domnevi.

Bralec je verjetno ze poiskal kak§no mnozico Stirih tock v ravnini, katerih
medsebojne razdalje so naravna stevila. Ce ne, naj se najprej preprica, da
je § = {A(0,0), B(5,0), C(9,0), D(0,12)} taksna mnozica, potem pa naj
poisce taksno tocko E v ravnini, da bo tudi S U {E} mnozica celostevilskih
razdalj.

Mnozice celostevilskih razdalj

Ceprav bomo v tem razdelku govorili predvsem o mnozicah celostevilskih
razdalj, zaénimo obravnavo z mnozicami racionalnih razdalj. Da vsaka pre-
mica v ravnini vsebuje gosto podmnozico racionalnih razdalj oziroma ne-
skon¢éno podmnozico celostevilskih razdalj, je trivialno. Kaj pa kroznica?
Ocitno kroznica ne more vsebovati neskonéne podmnozice celostevilskih raz-
dalj. (V premislek: vsaka omejena mnozica tock v ravnini ima samo konéne
podmnozice celostevilskih razdalj.) Ali vsebuje kroznica gosto podmnozico
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racionalnih razdalj? Poglejmo enotsko kroznico s srediséem v koordinatnem
zacetku

K(0,1) = {T(z,y) € R* 2> +¢*=1}.

Naj bodo a,b,c € Z, ¢ # 0, cela stevila, za katera velja a® + b?> = ¢?. Potem
tocka T(“Q;bQ,QC%b) o¢itno lezi na kroznici (O, 1). Njena oddaljenost od
tocke U(—1,0) € K£(0O,1) je 2|%| in oddaljenost od V(1,0) € K£(O,1) je 2|g|.
To sta racionalni stevili.

Spomnimo, Ptolemajev izrek pravi, da so v tetivnem Stirikotniku ABCD
stranice in diagonali povezane z enakostjo |AC||BD| = |AB||C D|+|AD||BC].
Ce sta T1, Ty € K(0,1) tocki, ki ju dolocajo cela Stevila ay,by,c; # 0 ozi-
roma as, b, co # 0 tako, kot smo navedli prej, potem so U, V, T in T5 oglisca
tetivnega Stirikotnika, v katerem je daljica T17T» bodisi stranica bodisi di-
agonala, vendar je v vsakem primeru njena dolzina racionalni izraz dolzin
preostalih stranic in diagonal, ki pa so, kot smo ze ugotovili, racionalna
Stevila. Sklenemo torej lahko, da je

S:{T(“Lba%l’); a,b,c€Z,c#0: a2—|—b2:c2} (1)

c2

mnozica racionalnih razdalj. Pokazimo, da je gosta v K(O,1). Naj bo
¢ : R — K(0,1) definirana z

2
rc—1 2r
cr—=T( ———, —— R).
p:r <T2+1,T2+1> (reR)

Ya

T

T

Slika 2. Tetivni §tirikotnik z racionalnimi stranicami in diagonalami.
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To je zvezna preslikava, ki R bijektivno preslika v (O, 1)\ {V(1,0)} (glejte

sliko 3). Racionalno stevilo g, kjer je p € Z in q € N, se preslika v tocko

Ay

Slika 3. Projekcija kroznice na premico.

2— 2 ~ ~ . . ~ .
(1;2 +22,1%) € S. Ko IEJ pretece celotno mnozico @, dobimo mnozico

S\{V(1,0)}. Ker je Q gosta v R, je S\{V(1,0)} gosta v £(O,1)\{V(1,0)}
oziroma S je gosta v K(O, 1). Dokazali smo naslednjo trditev:

Trditev 1. Kroznica K(O,1) vsebuje gosto podmnozico racionalnih razdaly.

Posledica 2. Za vsako naravno stevilo n > 3 obstaja nekolinearna mnoZica
celostevilskih razdalj z mocjo n.

Dokaz. Naj bo § mnozica iz (1). Izberimo poljubne tocke T;(x;,y;) € S
(1 < i < n). Njihove medsebojne razdalje so pozitivna racionalna stevila,
recimo

ij
Naj bo v najmanjsi skupni veckratnik stevil ¢;; (1 < i < j < n) in naj
bo A;(va;,vy;) za vse 1 < i < n. Potem so Ay, ..., A, nekolinearne tocke,

katerih medsebojne razdalje so naravna Stevila

d(Ag, Aj) = P4 (1<i<j<n). .
qij
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Pokazimo, da velja tudi drugi del Anning-Erddsevega izreka. Uporabili
bomo eleganten dokaz, ki ga je Erdés objavil v kratki notici [4].

Trditev 3. Vsaka nekolinearna mnoZica celostevilskih razdalj v ravnini je
koncna.

Dokaz. Naj bosta P,Q € R? poljubni tocki, katerih medsebojna razdalja je
naravno stevilo, recimo d(P, Q) = k. Ce je R € R? taksna tocka, da sta tudi
razdalji d(P, R) in d(Q, R) naravni Stevili, potem iz trikotniske neenakosti

d(P,R) <d(P,Q) +d(Q,R) = k + d(Q, R)

sledi
d(P,R) — d(Q. R) < k.

Podobno vidimo, da velja tudi
d(Q,R) —d(P,R) < k.

To pomeni, da je
[d(P,R) —d(Q, R)| = j

za neko stevilo j € {0,1,...,k}. Mnozica tock
H;i(P,Q) ={T eR?* |d(P,T)-d(Q,T)|=j}

je hiperbola z goriséema P in Q, ¢e je j € N, in je simetrala daljice PQ, ko je
j = 0 (na to simetralo lahko gledamo kot na izrojeno hiperbolo z goris¢ema
P in @)). Povzemimo: tocka R, za katero sta razdalji d(P, R) in d(Q, R)
naravni stevili, lezi na eni od hiperbol #;(P,Q), j € {0,1,...,k}.
Vzemimo zdaj, da je S nekolinearna mnozica celostevilskih razdalj. Naj
bodo A, B,C € S nekolinearne tocke. Oznacimo d(A,C) =m in d(B,C) =
n. Ce je T € S tocka, razlicna od tock A, B in C, potem T lezi na eni
od hiperbol H;(A,C), i € {0,1,...,m}, in na eni od hiperbol #;(B,C),
j €{0,1,...,n}, torej na presecis¢u dveh taksnih hiperbol. Ker so A4, B,C
nekolinearne tocke, imata druzini hiperbol {#;(A4,C); ¢ = 0,1,...,m} in
{H;(B,C); j =0,1,...,n} le konéno mnogo presecis¢. Se pravi, da je v S
lahko le konéno mnogo tock. "

Mnozice celostevilskih razdalj, ki smo jih srecali do sedaj, so bile po-
sebne: bodisi so vse tocke lezale na isti kroznici bodisi so vse tocke razen
kve¢jemu ene bile na isti premici. Ali obstajajo mnozice racionalnih razdalj
z veliko tockami, pri ¢emer pa vecina tock ni na isti premici oziroma kro-
7nici? Rekli bomo, da je S C R? mnozica tock v splosni legi, ¢e nobene tri
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tocke iz S ne lezijo na isti premici in nobene §tiri tocke iz S ne lezijo na isti
kroznici. Definicija je netrivialna, ¢e so v S vsaj Stiri tocke, zato najprej
naloga za bralca: poisc¢ite v R? mnozico celostevilskih razdalj v splosni legi
z vsaj Stirimi tockami. Naloga ni tako preprosta, kot se zdi na prvi pogled.
Trik, da oglis¢em pravokotnega trikotnika s celoStevilskimi stranicami do-
damo c¢etrto tocko tako, da dobimo pravokotnik s celostevilskimi stranicami
in diagonalama, ni dober, saj lezijo oglis¢a pravokotnika na isti kroznici in
torej niso v splosni legi. Navajamo naslednji zgled:

Zgled 1. Ni tezko preveriti, da so tocke O(0,0), A(7,0), B(%,%) in

C (%, 77‘/3) v splosni legi. To lahko razberemo tudi s slike 4, na kateri smo

navedli Se medsebojne razdalje med tockami.

Ya c
5
7
7 B
8
3
%) 7 AT

Slika 4. Erddsev Stirikotnik.

Bralec se je verjetno preprical, da poiskati mnozico celostevilskih razdalj
s Stirimi tockami v splosni legi ni enostavna naloga. Toliko zahtevnejse je
poiskati primere mnozic celostevilskih razdalj s petimi ali celo ve¢ tockami
v splosni legi. Vendar je taksnih mnozic kar nekaj. Na sliki 5 je verjetno
prvi primer takSne mnozice s Sestimi tockami. Odkril ga je Jean Lagrange
okrog leta 1982.

Mnozicam celostevilskih razdalj v splosni legi nekateri recejo Erddsevi
mnogokotniki. V zgledu 1 je tako naveden primer Erddsevega Stirikotnika
in Lagrangeeva mnozica je Erdosev Sestkotnik. Dolgo je bilo odprto vpra-
Sanje, ali obstajajo Erdésevi sedemkotniki. Problem sta Sele pred kratkim
resila Kreisel in Kurz [6]. Nasla sta (seveda s pomo¢jo ra¢unalnika) mnozico
celostevilskih razdalj s sedmimi tockami v splosni legi:

141(07 0)7 A2(22 2707 0)’ A3(262122’;(7)18, 932 0261212\/72002)7 144(24?;3637 31441\7/2002)’

A (17615968 238 464 2002) A (56068 3144\/2002) A (19079044 _54168\/2002>
2227 2227 )y AA6NT17 17 y AAT\T2227 2227 :
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V naslednji tabeli so navedene medsebojne razdalje med temi tockami:

MnozZice celoStevilskih in racionalnih razdalj

Ya
As 87 As
158
85 68
D 127 31
Ay 174 Ay
127 v
131 136
68 35
158
As 87 Ag

Slika 5. Lagrangeev primer Erddsevega Sestkotnika.

Ay As As Ay As Ag A7

Ap | 0 22270 22098 16637 9248 8908 8636
Ag 0 21488 11397 15138 20698 13746
As 0 10795 14450 13430 20066
Ay 0 7395 11135 11049
As 0 5780 5916
Ag 0 10744
Ar 0

Zdaj, ko je problem Erdésevega sedemkotnika resen, se postavlja vprasanje,
ali obstaja kakSen Erdésev osemkotnik.

Mnozice racionalnih razdalj

Kot smo videli v trditvi 1, ima kroznica K(O, 1) gosto podmnoZzico raci-
onalnih razdalj. Ali to velja za vsako kroznico? Da lahko odgovorimo,
potrebujemo nekaj splosnih trditev o mnozicah racionalnih razdalj. Poka-
zimo, da nekatere preslikave v ravnini preslikajo mnozice racionalnih razdalj
v mnozice racionalnih razdalj.

Trditev 4. Naj bo S C R? mnoZica racionalnih razdalj in naj bodo a,b € R,
a € [0,27), r € Q poljubna Stevila. Potem so tudi
(i) S+ (a,;b) ={T(z +a,y +b); T'(z,y) € S},
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(i) rS = {T(rx,ry); T'(x,y) €S} in
(i11) pa(S) = {T(zcosa —ysina,xsina+ycosa); T'(z,y) € S}
mnoZzice racionalnih razdaly.

Dokaz. Zlahka preverimo, da trditev velja. Poglejmo, recimo, mnozico
pa(S). Naj bosta T (x1 cosa — yy sin o, 21 sina + yp cos ) in Th (o cos o —
Yo sin , T9 sin v + ya cos ) poljubni tocki v pa(S). Potem sta T (z1,y1) in
T} (z2,y2) v S, kar pomeni, da velja

d(Th,Tr) =

V((xy —z1) cosa — (y2 — y1) sina)? + ((z2 — 1) sina + (y2 — 1) cos )2

=V(z2 —21)2 + (g2 —y1)2 = d(T1,T3) € Q. -

Naj bo K kroznica s srediséem v tocki S(p,q) in s polmerom r > 0.
Inverzija glede na kroznico K je preslikava

v R?\ {S} — R?\ {S},

ki tocki T priredi tisto tocko 7" = «(T') na poltraku, ki se za¢ne v S in gre
skozi T, za katero velja

d(S,7)d(S,T") = r2.

Ceima T € R?\ {S} koordinati (x, %), potem sta koordinati preslikane tocke
T' = (T) dani =z

7,2(1. B p) T2(y — q) (2)
(z—p)*+(y—q)? (z—p)*+(y—q)?
Ni se tezko prepricati, da ¢ preslika 7’ nazaj v tocko T. Od tod sledi,
da je ¢ bijektivna preslikava na prebodeni ravnini R? \ {S}. Ce ravnini

¥ =p+ in y =q+

R? dodamo toc¢ko v neskonénosti Sso, da dobimo razsirjeno ravnino R2,
potem lahko inverzijo ¢ razsirimo do bijekcije na R?, pri ¢emer velja ¢(S) =
Soo 1n 1(Sx) = S. Na premice v razsirjeni ravnini lahko gledamo kot na
kroznice z neskon¢no velikim polmerom in s srediSéem v So.. Zdaj se ni
tezko prepric¢ati, da v razsirjeni ravnini inverzija preslika kroznice v kroznice
(bralec naj premisli, kam se preslikajo kroznice in premice, ki vsebujejo
tocko S). Poglejmo naslednji poseben primer, ki ga bomo potrebovali v
nadaljevanju.

Zgled 2. Za inverzijo glede na kroznico (O, 1) velja

L;@,ym( T Y ) (2,9) # (0,0).

$2+y2’$2+y2
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Naj bo r > 0. Pokazimo, da ¢ preslika premico, ki je parametricno podana
zx=r,y="1t(t€R), v kroznico s sredistem v tocki (%, 0) in s polmerom
%. Ker velja

T 1 2+ t 2_ 1
r24+t2  2r r24¢2) 42’

je u(r,t) = (ﬁ, ﬁ) res tocka na kroznici s srediséem v tocki (o, 0)

in s polmerom % Opazimo, da je tocka (0,0) na tej kroznici. Vanjo se
preslika tocka v neskonénosti. Naj bo zdaj (u,v) # (0,0) poljubna tocka na
kroznici s sredis¢em v (%, 0) in s polmerom % Potem kratek racun pokaze,
da je t(u,v) = (r,r7), torej tocka na premici x = r, y =t (t € R).

Trditev 5. Naj bo S C R? mnozica racionalnih razdalj. Naj bo K kroZnica
s srediscem v tocki S(p,q) € S in s polmerom r > 0, za katerega velja
r?2 € Q. Ce je v inverzija glede na K, potem je o(S\ {S}) € R? mnoZica
racionalnih razdalj.

Dokaz. Pokazati moramo, da je za poljubni toc¢ki Ti(x1,y1), To(x2,y2) €
S\ {S} razdalja d(¢c(11), ¢(T%)) racionalno stevilo. Najprej opazimo, da je za
poljubno tocko T(z,y) € S\ {S} razdalja d(S,T) = \/(z —p)2 + (y — q)?
racionalno §tevilo, saj je § mnozica racionalnih razdalj in sta S,T € S.
Koordinati tock ¢(Tj) (j = 1,2) sta (glejte (2))

7“2(%‘ —q)
(zj —p)? + (y; — 9)*

r*(z; — p)
(zj —p)*+ (y; — q)?

7 nekaj rac¢unanja dobimo

/

asj:er

in yi=q+

d(11,T3)
(S,71)d(S,T»)"

d(e(T1),(T)) = r2d

Ker so po predpostavki 72, (11, 1), d(S,T1) in d(S, T) racionalna tevila,
je tudi d(¢(T1), ¢t(T?)) racionalno Stevilo. u

Zdaj lahko povemo, katere kroznice v ravnini imajo goste podmnozice
racionalnih razdalj.

Izrek 6. Naj bo K kroznica s srediscem v tocki S(p,q) in s polmerom r > 0.
Naslednje trditve so ekvivalentne:

(i) r? je racionalno stevilo;

(i) IC ima gosto podmnoZico racionalnih razdalj;

(iii) obstajajo tri tocke A, B,C € K, katerih medsebojne razdalje so ra-
cionalna Stevila.
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Dokaz. (i) = (ii). Naj bo £ premica, ki je parametri¢no podana z = = 5-,
y =1t (t € R). Kot smo videli v zgledu 2, preslika inverzija glede na kroznico
K(0O,1), ozna¢imo jo z ¢, premico £ v kroznico

K: (z—r)2+9y*=12
natancneje (L) = K\ {O}. Mnozica tock
80:{(%7#); me@\{%7_%}}

je gosta podmnozica v £. Za poljubni tocki T} (5, 54—), To(5 Z5—) €
2

2r? r2m3-1/2 2r) r2m
S() je

AT, ) = | 2

r?m2 —1  r2m3 -1 €Q,
tako da je Sy mnozica racionalnih razdalj. Ker je za vsako tocko
T(%, z5—7) € So razdalja do koordinatnega zacetka O enaka d(O,T) =
:;z% € Q, je tudi S = Sy U {O} mnozica racionalnih razdalj. Uporabimo
trditev 5, pa vidimo, da je tudi ¢(Sp) C K mnozica racionalnih razdalj. Ker
je So gosta podmnozica v L, je t(Sy) gosta podmnozica v K, saj je ¢ zvezna
preslikava.

(13) = (417). Ta implikacija o¢itno velja.

(13i) = (i). Ozna¢imo a = d(A,B), b = d(B,C) in ¢ = d(A,C). Kro-
znica K je trikotniku ABC' oc¢rtana, zato velja

B abe
=1’

kjer je p plo§éina trikotnika ABC. Po Heronovem obrazcu je
p = /s(s—a)(s—b)(s—c), pri emer je s = 3(a+ b+ c) polovica ob-
sega. Se pravi, da velja

9 a’b?c?

(a+b+c)la+c—b)a+b—c)b+c—a)

Ker so a, b, c racionalna §tevila, je tudi 72 racionalno stevilo. "

Za premice in kroznice v ravnini smo ugotovili, kdaj vsebujejo kaksno
gosto podmnozico racionalnih razdalj. Kaj pa druge krivulje? V [7] sta
Solymosi in de Zeeuw pokazala, da razen premic in kroznic druge algebraic¢ne
krivulje ne premorejo neskonénih podmnozic racionalnih razdalj (pri tem so
misljene taksne algebraicne krivulje, katerih kaksna komponenta ni premica
ali kroznica). V posebnem, vsaka podmnozica racionalnih razdalj elipse (ki
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ni kroznica) ali hiperbole ali parabole je kon¢na. Na primer, za parabolo

y = 22 so znane le podmnozice racionalnih razdalj v splogni legi s kve¢jemu

Stirimi tockami. TakSen primer so tocke z abscisami

1 = 539228453671869790410167 __ 133101226619611446536552137
1 = 9727950873020199597668800 ° 2 = 729183852619060598793006400
__ 11358843844738517488829543 __ 6756734701093279907841433

T3 = 29183852619060598793006400° L4 = 9727950873020199597668300 °

Ker so vse abscise pozitivne, so te tocke seveda v splosni legi. Ve¢ o pod-
mnozicah racionalnih razdalj parabole y = 22 lahko bralec najde v [2, 3].

Erdos-Ulamova domneva

Na koncu se vrnimo k Erdés-Ulamovi domnevi. Vzemimo, da obstaja gosta
podmnozica racionalnih razdalj v R?, oznacimo jo s Se. Ta hipoteti¢na
mnozica ima nekatere zanimive lastnosti. Na primer, Solymosi in de Zeeuw
[7, Theorem 2.2] sta dokazala: ¢e ima mnozica racionalnih razdalj S na neki
premici £ (ali kroznici ) neskonéno mnogo tock, potem so vse tocke, razen
mogoce Stirih (oziroma treh), na premici £ (oziroma kroznici £). Od tod
sledi, da je za vsako premico £ in vsako kroznico K presek Sg, N L oziroma
Seu N K konéna mnozica. Namre¢, ¢e bi bil kateri od omenjenih presekov
neskoncen, bi vse tocke iz Sy, razen mogoce konéno mnogo, bile na neki
premici oziroma kroznici. To pa nasprotuje predpostavki, da je S, gosta
podmnozica v R2. Ze prej smo omenili, da algebraiéne krivulje, katerih
del ni premica ali kroznica, sploh nimajo neskonénih podmnozic racionalnih
razdalj. Sklenemo torej lahko, da je presek Sy, s katero koli algebrai¢no
krivuljo v R? konéna mnozica.

Ker je S. gosta podmnozica v R?, vsebuje vsaj dve razliéni tocki. Z
uporabo preslikav iz trditve 4 lahko S, preoblikujemo v gosto podmnozico
racionalnih razdalj v R?, ki pa vsebuje koordinatni zacetek O(0,0) in tocko
V(1,0). Brez skode za splosnost privzemimo, da je ze S, taksna mnozica.
Seveda, ker je Se gosta v R2, obstaja taksna tocka v njej, ki lezi v zgornji
polravnini, recimo tocka A(a, v'b), kjer je b > 0. Ce sta P(p1, p2) in Q(q1, q2)
poljubni tocki iz S, so Stevila

d(P,0)* =pi+p5, d(Q,0)*=q¢i+¢3 in d(P,Q)* = (m—a1)*+(p2—q2)°
racionalna. Zaradi
P+ = 20T+ 3+ @+ dd — (01— @1)? — (02 — @2)?)

je racionalno tudi stevilo p1q1 + p2ge. Vzemimo za @Q tocko V', pa dobimo
p1 € Q. Ugotovili smo, da je abscisa vsake tocke iz S, racionalno stevilo.
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V posebnem, §tevilo a, abscisa tocke A, je racionalno. Iz d(A,0)? = a® +
b € Q zato sledi, da je b € Q. Zdaj, ko vemo, da so abscise tock iz Sy
racionalna Stevila, iz p1q1 + p2g2 € Q sklepamo, da je tudi produkt ordinat
p2ge poljubnih dveh tock iz S, racionalno stevilo. V posebnem, ko je Q = A,
dobimo p2vb € Q, kar nam da ps = svb za neko racionalno stevilo s
(upostevali smo, da je b racionalno stevilo). Pokazali smo, da je

Sew C{T(t,sV): s €Q},

pri ¢emer je b neko pozitivno racionalno Stevilo. Med drugim od tod sledi,
da je mnozica S, Stevna.

V teoriji grafov je znan Faryjev izrek, ki pravi, da lahko vsak ravninski
graf narisemo tako, da so povezave daljice, ki se ne sekajo. Se vedno pa je
odprto vpraSanje, znano kot Harborthova domneva, ali lahko graf nariSemo
tako, da bodo povezave daljice, ki se ne sekajo in katerih dolzine so naravna
stevila. Ce je Erdés-Ulamova domneva napacna in torej mnozica S, obstaja,
potem bi Harborthova domneva veljala: vsak ravninski graf lahko narisemo
z daljicami, ki se ne sekajo in katerih dolzine so cela Stevila. Namrec, ce je
G ravninski graf z n vozlisci, potem po Faryjevem izreku obstajajo taksne
tocke V1, ..., V,, v ravnini, ki predstavljajo vozlis¢a grafa, da so vse povezave
iz grafa predstavljene z daljicami, ki se ne sekajo. Ker je S, gosta mnozica,
lahko blizu vsake tocke V; (j = 1,...,n) najdemo kakino tocko iz Se. Ce
izberemo tocke VY, ..., V; € S tako, da je V/ dovolj blizu V; za vsak indeks
j = 1,...,n, lahko G realiziramo na tockah V{,... V! pri tem pa bodo
povezave e vedno daljice. Se veg, ker so tocke V7, ..., V! v Su, so dolzine
daljic racionalna stevila. Ce zdaj naredimo ustrezen razteg ravnine, dobimo
realizacijo grafa G na nekih tockah V{’,..., V"  pri ¢emer pa so povezave
daljice, ki se ne sekajo in imajo celostevilske dolzine.
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