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Bemerknng.
Bei der Bearbeitung der 21. und 22. Auflage solite den Instruktionen

v'(jm Jalire 1900 Rechnung getragen werden, ohne die 20. Auflage
die mit Ausschlufl aller iibrigen approbiert worden war, nach kurzer
Zeit neuerdings unbrauchbar zu machen. Fiir den gleichzeitigen Ge-
brauch beider Auflagen in derselben Klasse scbien Ubereinstiminung
in den Paragrapben- und Figurennummem notwendig. Daher konnten
die nicbt mehr zum Lehrstoff gehorigen Teile, deren Umfang tibrigens
unbedeutend ist, nicbt ausgeschieden werden, sie wurden aber durcb
kleinen Druck erkenntlich gemackt. Dagegen waren an einigen Stellen
kurze Erganzungen notwendig: § 9, II; § 14, 4; § 15, 3; § 27, 5
und 6; § 41, 3; § 42, 5; die Erklarung des spharischen Winkels,
Zweieckes und Dreieckes in § 128 und § 130.

7

7it Sn/iffJ

Alle Rechte, einschliefllich des Ubersetzungsrechtes vorbehalten.

: Druck von Qebruder Stiepol in Reiclipnberg.



L Flacli englei clilieit der ebenen Figuren.

Parallelogram m
das mit ih m

i s t a 1 s o
g 1 e i c h e

§. 1. Die Grobe der Flache, welche die Grenzlinien einer Figur
einschliefien, heifit der Flacheninhalt dieser Figur.

Zwei Figuren, welche denselben Flacheninhalt haben, heillen
fliichengleich. Zwei kongruente Figuren sind auch fliichengleich.

§. 2. Errichtet man (Fig. 1) in den Endpunkten A und B des
sehiefwinkligen Parallelogrammes ABCD zu der Seite AB die Nor¬
malen A E und B F, so erhalt man das
Rechteck A B FE, welches mit dem FlS- '•
Parallelogramme ABCD gleiche Grund-
linie und gleiche Holie hat. Die recht-
\vinkligen Dreiecke BFC und A ED
sind kongruent; addiert man jedes der-
selben zu dem Trapeze ABFD, so
mtissen auch die Summen gleich sein,
d. i. ABCD = ABFE.

Jedes schiefwinklige
flachengleicli einem Rechteck e,
Grundlinie und gleiche Ho h e hat.

Aus diesem Lehrsatze folgt:
ZweiParallelogrammemit gleich e n G r und 1 i n i e n und

gleich en H oh en sind fliichengleich.
§. 3. Unter dem R e c h t e c k e z w e i e r

Strecken versteht man das Rechteck, welches
diese Strecken zu Seiten hat; unter dem
Quadrate einer Streč k e versteht man das
Quadrat, welehes diese Strecke zur Seite hat.

Es sei (Fig. 2) A C die Summe der Strecken
AB und BC und ACDE das Quadrat dieser
Streckensumme. Macht man AG — AB, zieht
BF\\ AE und GII\\AC, so ist ACDE =
A B JG 4-DFJH+BCHJ+ FEG J.

Nun ist, wie aus der Figur hervorgeht, ABJG das Quadrat der
Strecke AB und DFJH das Quadrat der Strecke BC, ferner sowohl
BCHJ als auch FEGJ ein Rechteck mit den Strecken AB und BC.
Man hat somit folgenden Satz:

Das Q u a d r a t einer Streckensumme ist gleich d e r
Summe der Quadrate der zwei Strecken ver meh rt um das
doppelte Rechteck beider Strecken.

M o S n i k - S p i e 1 m a n n, Geom. Anscbauungslehre, II. Abt.

Fig. 2.
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§. 4. Zieht man (Fig. 3) durcb zwei Eckpnnkte B und C eines
Dreieckes ABC Parallele zu den gegeniiberliegenden Seiten, so ent-

Fig. steht das Parallelogramm A BBC, wclclics mit
n dem Dreiecke AB C gleiclie Grundlinie und gleiulic
/ Hobe liat und von welchem das Dreieck ABC

die Hiilfte ist.
Jedcs Dreieck ist demnaeh die Hiilfte

eines Paral lcl ogramms, das mit ib m
g 1 e i c b e Grundlinie und gleiclie H o b c bat.

Hieraus folgt aucb:
Zwei Dreiecke mit g 1 e i c b e n G r u n d 1 i n i e n und g 1 c i c b c n

Hiih en si n d flacbengleicb.
§. 5. Halbiert man in dem Trapeze A I! CD (Fig. 4) den Schcnkcl

BC in K und zicbt durcb D und E die Gerade, welcbc die Verlangcrung
von A B in F trifft, so ist /\ CDE 'CA B FE.
Addiert man zu dem Viereckc ABED einmal
das /\ CDE und dami das /\ BFE, so mtisscn
also die Summen gleicb sein, d. i. Trapez
ABCD = Dreieck A FD.

Da nun in dem /\ AFD die Grundlinie
A F — A B -)- B F = AB -(- CD, also gleicb
der Summe der Parallelseiten dcs Trapezes,

und die Hblie DH gleicb der Udbe dcs Trapezes ist, so folgt:
Jcdes Trapez ist flacbengleicb einem Dreiecke, das

<1 i e Summe der p a r a 11 e 1 e n S e i t e n z u r Grundlinie u n d d i e
H i> b e d e s T r a p e z e s z u r H d b e b a t.

§. (>. Es sei ABCD (Fig. 5) cin Vicreck, dessen Diagonalen zu-
einander normal sind. Zieht man durcb die Eckpunkte des Viereckes

Fig. 5. zu den Diagonalen parallele Gerade, so
M D Q scldieBen diese cin Rechteck MNPQ ein,

dessen Seiten den Diagonalen dcs gegebenen
Viereckes gleich Sind. Da nun dieses

C Rechteck aus zwei kleineren Rechtecken
bestebt, AMQC und ANPC, von dencn
die Dreiecke ADC und ABC einzeln die

N B P Hiilfte sind, so folgt:
Ein Vicreck mit Diagonalen, die zueinander normal

sind, ist dic Hiilfte eines Recliteckes, welches die beidcn
Diagonalen zu Seiten bat.

Solche Vierecke sind insbesondcro das Deltoid, der Rhombus und das Qundrat.



§. 7. Es sei (Fig. 6) O der Mittelpunkt des regelmafiigen Polvgons
ABC'D EF und OP J_ A B. Zielit man die Strecken O A, OB, O C,. .,
so wird das Poly-
gon in lanter kon- * lft ' () '
ffruente Dreiecke E Bn _-A

zerlegt. Triigt
man nun alle
Seitcn dcs Poly- F
gon s auf der ver-
langerten AB auf ___ / \j j \ / ^ (A"-- ..
und zielit von den g g J p /; j. K /(
Endpunkten zu
dem Punkte O Strecken, so ist /\ II O L = /\ A OB X 0 (§. 4), Polygon
A B C D EF— /\ A O B X 6, člalior Polygon A B CDEF=& H0 L-

J e de s regelmadige Pol y gon ist also fl iicliengl ei cli
cinem Dreiecke, das de n U m fa n g dcs Pol y g o n s z u r 6 r u n d-
linic und den! Al) s ta n d seines Mittelpunktes von einer
Seit^zur H o h e kat.

»T

§. H. 1. La(It man in einem regelmafligen Polvgon die Anzald
der Seiten olme Ende zunckmen, so nakert sicli das Polygon okno Ende
einem Kreise, der Umfang des Polygons der Peripkerie und der Ak-
stand des Mittelpunktes des Polygons von einer Seite dem Halkmesser
des Kreises. Aus §. 7 folgt daker auck der Satz:

Ein Krci s ist flšicken gl ei ek einem Dreiecke, das die
Peripkerie des Kreises z ur Grumi lini e und den H alb¬
in c s s er z ur H o k e kat.

Fig.

B

27 Ebenso ergibt sicli:
Ein Kreissektor ist flackengleick einem Dreiecke,

das d i e L a n g e des K r e i s b o g e n s z u r G r u n d 1 i n i e u n d d e n
11 a 1 b m e s s e r z u r H b k e k a t.

Denkt man sicli namliek den Bogen des Kreis-
sektors AOB (Fig. 7) in sekr kleine Bogen geteilt,
die man als Strecken betracliten kann, und zielit man
zu den Teilungspunkten Halkmesser, so erscheint der
Kreissektor als eine Summe von Dreiecken, deren
Grundlinien zusammen den Bogen AB des Sektors
geben und deren gemeinsckaftliche Hobe der Halb-
messer O A ist. Die Summe dieser Dreiecke ist aber
flackengleick einem einzigen Dreiecke, das die Lange des Kreisbogens
zur Grundlinie und den Halkmesser dcs Sektors zur H tike kat.

l*
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§. 9. Es sei in dem /\ A B C (Fig. 8 a) der Winkel A ein rechter.
Beschreibt man liber der Hypotenu.se BC und den Katbeteu AB und
AC die Quadrate BCJH, ABED und ACG-F\ so lallt sicb zeigen,
daf! das Quadrat der Hypotenuse gleicb ist der Summe der Quadrate
der beiden Katheten.

Fallt man von H und J auf AB die Normalen HK und JL
ferner von C und H auf JL. die Normalen CM und HN, so sind die
reehtwinkligen Dreiecke CJM, J J/N, CBA und BH K, die wir folge.
weise durcli m, n, p und q bezeichnen wollen, kongruent; denn sie
baben die Hypotenuse und die ihr anliegenden Winkel wechselseitig
gleicb. Addiert man zu dem Fiinfeck BCMNH einmal die Dreiecke
m und n und dann die Dreiecke p und q, so miissen die Summen
gleicb sein. Im ersten Falle erhalt man zur Summe das Quadrat BCJH,

Fig. 8 a. Fig. 8 b. Fig. 8 c.

B

im zweiten Falle die beiden Quadrate NIIKL
und ACML , welcbe beziiglicb mit den Qua-
draten ABED und ACGF kongruent sind.
Es ist demnacb

Quadrat BCJH = Quadrat AB ED -f Quadrat ACGF; d. b.
I. I n j e d e m rechtwinkligen Dreiecke ist das Q u a d r a t

d e r H y p o t e n u s e gleicb d e r S u mm e a u s den Q u a d r a t e n der
beiden Katheten. (Py tliagoreisch er Le hr sat z.)

Durcli die Hiilie A D auf die Hypotenuse wird das Dreieck A B C
(Fig. 8 b) in zwei rechtwinklige Dreiecke ABD und ADC zerschnitten;
legt man das kleinere ABD mit seiner Hypotenuse einmal bei A , dann
bei C an A C, so ist ADFG (Fig. 86) das Hbhenquadrat, DFGC
(Fig. 8 c) das Rechteck aus den Hypotenusenabsclmitten des Dreieckes
ABC. Die mit / bezeiclmeten Dreiecke sind kongruent, weil sie in der
Hypotenuse (AC-—AB) und in den anliegenden Winkeln tlbereinstimmen.

Es ist Quadrat ADFG = ABC—/,
Rechteck DFGC = ABC—/;

daher ist Quadrat ADFG — Rechteck DFGC.
II. In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Htihen-

quadrat gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der
H y p o t e n u s e.

O

C
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Konstruktionsaufgaben.

Vcruandlung gcradliniger Figuren.
§. 10. Eine geradlinige Figur in eine andere verwandelu heifit,

cine Figur konstruieren, iveiche bestimmten Bedingungen entspricht und
mit der gegebenen flachengleich ist.

Ki n Dreieck ABC (Fig. 9) m.it Beibc-
lialtung der Grundlinie in cin gleich-
sclienkliges zu verwandeln.

Ziebt man durch B die Parallele zu A C., so
sind alle Dreiecke, die A C zur Grundlinie haben
und deren Scbeitel in jener Parallelen liegen,
flachengleich. Soli das Dreieck iiberdies gleich-
schenklig sein, so ist die Symmetrale von A C der geometrische Ort fltr
den Scheitel. Daher ist A EC. das gesuelite Dreieck.

§. 11. 1. Ein Dreieck ABC (Fig. 10) mit Beibehaltung
einer Seite A C in ein anderes zu v erwa n del n, das a n
dieser Seite ein en gegebenen Winkel m en tli a lt.

Man ziehe durch B die zu A C
parallele Gerade und konstruiere in A
an AC den Winkel CAl) — m, dessen
zweiter Schenkel jene Parallele in 1)
schneidet. Zieht man dami CD , so ist
ACD das verlangte Dreieck.

2. Ein gegebenes Dreieck in cin
an der Grundlinie rechtwinkliges zu
venvandeln.

Fig. 10.

Fig. <J.

B L'

Fig. 11.

B

§. 12. 1. Ein Dreieck ABC (Fig. II) mit Beibehaltung
e i n c s W i n k e 1 s A in ein anderes zu v e r w a n d e 1 n, das eine
g e g e b e n e Grundlinie a bat.

Man trage a auf A G von A aus bis
D auf und ziehe BI)] ferner ziehe man
CE || BD und verbinde D und E durch h
die Strecke DE. Die beiden Dreiecke CED
und CEli haben dieselbe Grundlinie CE
und g-leiche Holie, sind also gleich. Ftigt
man zu ACE das Dreieck C V E hinzu,
so erhalt man ADE] addiert man aber zu
ACE das Dreieck CBE, so hat man ABC\
es ist daher das Dreieck A D E, welches die Grundlinie a hat, deni
gegebenen Dreiecke ABC gleich.
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2. Ein Dreiook A B)C (Fig. 12) mit Beibchaltu lig' cincs
W i n k e 1 s A in ein a n d e r e s z u v e r w a n d e 1 n, d a s e i n e g c-

Man errichte in A auf A C die Nor¬
male, schncide davon AD = h ab, zielie
durcli D die Parallele zu A C, welclie die
verlangerte Seite AB in E trifft. Zielit
man nun EC, fenter BF || EC und endlich
EF, so ist AEF das verlangte Dreieck.

f 3. Konstruiere ein Dreieck mit den
Seiten 4 cm, 3 cm (Grundlinie) und 2 cm

A k 6 umj venvandle dasselbe
a) in ein gleichsclicnkligcs Dreieck liber der Grundlinie 3 cm;
b) in ein rechtvvinkiiges Dreieck mit einer Kathete 3 cm;
c) in cin Dreieck mit einem Winkel von 60°;
d) in ein Dreieck mit der Grundlinie 35 mm, (22 mm);
e) in cin Dreieck mit der Hohe 26 mm, (15 mm)-,
f) in ein Dreieck mit einem Winkel 30° und der Grundlinie 5 cm j
g) in cin Dreieck mit dem Winkel 45° und der Holie 25 mm!

§. 13. 1. Ein Dreieck ABC (Fig. 13) in ein Rechteck
v on d e r s e 1 b e n G r u n d 1 i n i e z u ve r w a n d e 1 n.

Man errichte in A und C die Normalen
auf AC und zielie durch B die Parallele zu A C.
Dann ist das Rechteck ACGJI doppelt so groll
als das Dreieck A B C. Maclit man A E = EH
und zieht EF _|_ zu AH, so ist das Rechteck
ACFE gleich dem Dreieck ABC.

2. Ein gegebenes Dreieck in cin Rechteck
von derselben Hohe zu verwandeln.

3. Ein gegebenes Parallelogramm in ein Dreieck von derselben
Grundlinie zu vervvandeln.

4. Ein gegebenes Parallelogramm in cin Dreieck von derselben
Holie zu vervvandeln.

5. Ein Dreieck in ein Parallelogramm von derselben Hohe zu
vervvandeln.

6. Ein Dreieck in ein Parallelogramm von derselben Grundlinie
zu vervvandeln.

§. 14. 1. Ein sckiefvvinkliges Parallelogramm in ein
Rechteck zu vervvandeln.

Die Auflosuug ist schou §. 2 angefukrt worden.

Fig. 13.

gobe ne Holie h bat.

Fig. 12.

D E



2. Em gegebenes Parallelogramm mit Beibehaltimg der Grund-
linie in ein anderes zn verwandeln, das einen gegebenen Winkel entlialt.

Die Auflosung ist jener der Aufgabe in §. 11, 1 ahnlich.
3. Ein gegebenes Parallelogramm mit Beibehaltung der Winkel in

ein anderes zn verwandeln, das eine gegebene Seite bat.
Die Verwandlung kann mit Ruckaicht auf §. 12, 1 ausgefiihrt werdeu.
4. Ein gegebenes Rechteck in ein Quadrat zn verwandeln.
Die Aufgabe kann mit Beniitzung des zweiten Flachensatzes in §. 9 gelost

werden.

Fig. 14.

§. 15. 1. Ein Polygon ABC.DEF (Fig. 14) in ein anderes
zn verwandeln, das eine Seite weniger bat.

Man zielie die Diagonale J) F und die mit ihr
■Parallele EG. vrelche die verlangerte AF in G trifft.
Ziebt man DG, so ist das Polygon ABCDG
gleich dem Polygon A B CD EF. vveil beide aus g
gleichen Teden besteben.

2. Zeichne ein beliebiges Secbseck und ver-
wandle es in ein Dreieck!

Das Secbseck wird in ein Fiinfeck, dieses in ein
Viereck und dieses in ein Dreieck verwandelt.

3. Ein Polygon in ein Quadrat zu verwandelu.
§. 16. L Ein Q u a d r a t z u k onstruieren, w e 1 c b c s de r

S u m me z w e i e r g e g e b e n c r Q u a d r a t e gleich ist.
Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Eatheten gleich den Seiten

der gegebenen Quadrate sind; die Hypotenuse dieseš Dreieckes ist die Seite des
verlangten Quadrates.

2. E in Q u a d r a t z u k o n s t r u i e r e n, w e 1 c b e s der Differenz
z w e i e r gegebene r Quadrate gleich ist.

Man koustruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen l[ypotenuse der Seite
des grofieren und dessen eine Kathete der Seite des kleineren gegebenen Quadrates
gleich ist; die zweite Iiathete ist dann die Seite des gesuchten Quadrates.

3. Zeichne ein Quadrat, welcbes der Summe dreier gegebener
Quadrate gleich ist!

4. Zeichne ein Quadrat, welehes a) das Doppelte, b) das Drei-
faehe, c) die Iialfte eines gegebenen Quadrates ist!

Teilung geradliniger Figuren.
§• 17. 1. Ein gegebenes Dreieck dur eh gerade Lini e n,

vrel oh e dur c h einen Eckpunkt ge h en, in mehrere gleich e
Tei le zu teilen.

Tede die diesem Eckpunkte gegentiberliegende Seite in so viele
gleiche Teile, als verlangt werden, und verbinde die Teilungspunkte
dureb Strecken mit jenom Eckpunkte!
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2. Ein Dreieok ABC (Fig. 15) in drči gleiche Toile so zn teilen,
daC die Teilungslinien von den drei Eekpunkten ausgehen mul in

e i n e m gemeinschaftlichen Punkte i n n e r-
1< ig. 15. halbdesDreieckeszusammentreffen.

SO

parallel si n d.

Man teile eine Seite A B in den Punkten 1)
und E in drei gleiche Teile und ziehe CD und CE-
dann sind die Dreiecke A CD, D CE, BCE gleicli.
Zieht man nun DF || A C und EG || B C, so sind die
vom Schnittpunkte H aus gezogeuen Geraden A11,
BH, CH die gesuchten Teilungslinien. Denn es ist
A A Cii = A A CD = IAAB C, ferner A B CH =
A BCE = JA ABC; daher muC auch A ABil =
-J A A B C sem.
elogramm in me h r er e gleiche Teile

a 11 e Teilungslinien zn e i n e r Seite

Man teile die dieser Seite anliegenden Gegenseiten in die ver-
langte Zalil gleicher Teile und ziehe durch die Teilungspunkte gerade
Linien; die dadurch entstehenden Parallelogramme haben gleiche Grund-
linien und dieselbe Hiihe und sind daher einander gleicli.

II. Ausmessung der ebenen Figuren.
1. Ausmessung der geradlinigen Figuren.

Umfang und FlScheninhalt.
§. 19. Bci der Ausmessung der ehenen Gebilde kommen der

Umfang und der Flacheninhalt. derselben in Betracht.
Um den Umfang einer geradlinigen Figur zu bestimmen, bat

man die Sunimo aller Seitenlangen zu bilden. Ist die Figur gleicli-
seitig, so ist der Umfang gleicli der Lange einer Seite multipliziert mit
der Anzabl der Seiten.

Die Bestimmung des Umfanges einer geradlinigen Figur unterliegt
daher keiner weiteren Schwierigkeit.

§. 20. Um den Flacheninhalt einer Figur zu bestimmen, d. i.
um die Flaclie der Figur zu messen, mufi man irgend eine bestimmte
Flache als E i n h e i t aimehmen und untersuchen, wie oft dieselbe in
der gegebenen Flache entlialten ist. Die Zalil, weleho dieses anzeigt,
heifit die Mafizahl der Flache.

Als Einheit des Flachenmafies nimmt man ein Quadrat
an, dessen Seite der Einheit des Langenmafies gleicli ist, von welcher
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dami das Quadrat den Namen crha.lt. Ein solehes Quadrat heifit ein
Quadratmeter (m2), ein Quadratdezimeter (dm 2), je nach-
dem die Seite einem Meter, Dezimeter, ... gleich ist.

Die Bestimmung des Flacheninhaltes geschieht tibrigens nicht durch
n n m it te lb ar e s Auftragen der genannten Quadratmalle auf die zn
messende Flache, da dieses sebr niiihsam und meistens aueh unaus-
ftihrbar ware. Man bestimmt vielmehr den Flacheninhalt mi tt el bar,
indem man diejenigen Strecken, von denen die Grdile der Figur abhangt,
mit dem Langenmaile milit und aus den Mahzahlen dieser Strecken den
Inlialt der Flache durch Rechnung findet.

Fig. IG.
D

A

C

B

Das (Juadrat.
§. 21. Betragt eine Seite des Quadrates ABCD (Fig. 16) 3 cIm,

so zerfallt, wenn man jede Seite in 3 gleiche Teile
teilt und die gegeniiberstehenden Teilungspunkte
durch Strecken verbindet. das gegebene Quadrat in
lauter kleinere Quadrate, deren jedes 1 dm 2 darstellt;
und zwar enthalt der Streifen lšings der Seite AB
3 dm2, der dariiber befindliche Streifen ebenfalls 3 dm2
und der dritte Streifen auch 3 dm2. Man liat also
im ganzen 3mal 3 dm2 — 9 d/m 2.

Die Mallzahl ftlr den Flacheninbalt eines Quadrates
wird also gefunden, indem man dieMaflzahl eine r Seite
mit s i c h s e 1 b s t multipliziert; oder kiirzer: der Flacheninbalt
cinesQuadratesistgleich der zweitenPotenz einer Seite.

Daher kommt es, daG man audi in der Arithmetik die zweite Potenz einer
/ahl das Quadrat derselben uennt.

Bezeichnet man die Mallzahl der Seite eines Quadrates durch s
und die Mallzahl seines Flacheninhaltes durch /, so ist

/ - s2 -
Sind B und F die Mallzahlen der Seite und des Flacheninhaltes

eines zweiten Quadrates, so ist auch F = daher
F:f = S3 : s 3 , d. h.

Die Flache n in h alte zrveier Quadrate ver hal ten si c h
wie die zweiten Bo ten z en ihrer Seiten.

S- 22. Ein (Juadrat, dessen Seite 10 dni ist, bat 10 X 10 dm2 =
100 dm 2 -, cin solehes Quadrat ist nun 1 m2 ] daher ist

1 m 2 =100 dm2.
Ebenso folgt: 1 dm2 = 100 cm2,

1 cm2 = 100 mm2 .
100 m2 nennt man als BodenflachenmalJ ein Ar (a), 100 Ar oder

10000 m 2 ein Hektar (ha).
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Das Recliteck untl das Parallelogramm iiberhaupt.
§. 23. 1. Es sei der Flacheninlialt des Rechteckes ABCD

(Fig. 17), in welcliem die Grundlinie A B = 6 cm und die Hohe
AU = 4 cm ist, zu bestimmen.

Teilt man AB in 6, AD in 4 gleiche
p Teile und zielit zu denselben durch die

Teilungspnnkte parallele Linien, so ist ein
jedes der dadurch entstekenden Quadrate 1 cm 2
und man bat 4 Streifen soleher Quadrate, je
von 6 cm2 ; der Flacheninlialt des Rechteckes

a ABCD betragt daher 4mal 6 cm2 = 24 cm2.
Durch ahnliclie Zeichnungen und Schltlsse findet man, dali ein

Recliteck, welches 7 m lang und 3 m breit ist, 7X3 Flacheneinheiten,
von denen jede 1 m 2 ist, enthalt; dali die FlaChe eines Rechteckes,
dessen Grundlinie und Holie 8 dm und 5 dm sind, 8 X o Flachen¬
einheiten, jede 1 dm2, enthalt.

Enthalten die Maflzahlen der Seiteu Brdche, ist z. H. die Grundlinie = 4£ m
und die Hohe = 8J- m, so bringe man sie auf eiuen gemeinschaftlichen Nenner,
setze also die Grundlinie 4f m — Y m und die Hohe = 8$ m — J m = m. Nimmt
man nun £ m als Einheit des Langenmafies an, so ist dieselbe in der Grundlinie
19mal, in der Hohe 14nial enthalten; also enthalt das Rechteck 19 X 14 Quadrate,
dereu Seite \ m ist. Soiche Quadrate gehen aber 16 auf 1 m2. Man erhalt also
die MaCzahl des Flacheninhaltes eines Rechteckes auf m2 bezogen, wenil man das
Produkt 1!) X 14 durch 16 dividiert; dieselbe ist somit

19 X 14 _ 19 y 14 _ 19 7
l(i ' 4 X 4 4 X 2'

D i e M a 15 z a h 1 f ti r d e n F1 a. c h e n i n h a 11 eines Rechteckes
wird also gefunden, wenn man die M a 15 z a lil der Grund¬
linie mit der M a 15 zalil der Holie (oder die Malizahl der Lange
mit jener der Breit e) multipliziert.

Man pflegt diesen Satz ktirzer so auszudrticken:
Der Flacheninlialt eines Rechteckes ist gleich dem

1’ j o d u k t e a u s der Grundlinie u n d d e r H b h e.
Bezeichnen g und h die Mafizahlen der Grundlinie und der Holie

eines Rechteckes und f die Malizahl seines Flacheninhaltes, so ist
f = <J- h -

Wird das Produkt zweier Faktoren durcli den einen Faktor dividiert,
so erhalt man den andern Faktor. Es ist daher

q — und h — 1 -.h (j

n
Fig. 17.
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2. Aus dem obigen Satze uud §. 2 folgt allgemein:
D e r F1 a c h e n i n li a 11 einesjeden Parallelograinmes i s t

glcicli dem Produkte aus der Gr u n dl i ni e uud dcr H d lic.
Drttckt man durch G uud g die MalSzahlen dcr Grundlinien, durcli

II uud h dic Mafizalden der Hdhen zweier Parallelogramme uud durcli
F uud / dic Mafizalden ihrer Flacheninhalte aus, so ist:

1) F:f = G. H: g.h.
2) Flir G — g kat man F:f = JI: h.
3) Ftir H = h liat man F:f — G: g.
AVelche Satze ergeben sicb aus diesen Proportionen?

Das Dreieck und das Trapez.
§.24. 1. Die M a 11 z a lil ftir den Flacheninhalt eines

Dreieckes ist glcicli dem hal b en Produkte aus den i\f a li¬
zali len der G rundi i ni e uud der H čili e. (§. 4 und §. 23, 2.)

Wird in einein rechtwinkligen Dreiecke eine Kathete als
Grundlinie angenommen, so stellt die andere Kathete die Hbhe vor.

Bezeichnen g und h die Mallzalden der Grundlinie und der Hbhe
eines Dreieckes und f seineii Flacheninhalt, so bat man

g h g . hf .h = g. a = und h —h a
Flir die Flachenverhaltnisse der Dreiecke ergeben sicli

bieraus analoge Beziebungen wie in §. 23 f ti r die Flachenverhaltnisse
der Parallelogramme.

2. Die M a 11 z a lil flir den Flacheninhalt eines Trapez e s
ist gl e i eh dem h alb en Produkte aus der Mali zalil der
S u mme der P a r a 11 e 1 s e i t e n u n d d e r M a 11 z a h 1 de r H o h e.
(§. 5 und §. 24, 1.)

Sind a und b die Mafizalden der Parallelseiten, h die Mafizahl der

Hbhe, so ist f = • — ^ ^ = a \ h = (a -j- b) da a - dic

Mittelliuie m des Trapezes ist, so ist auch f — mh.
Die Mafizahl des Flacheninlialtes eines Trapezes ist

glcicli dem Produkte aus den Ma fiz ah len der Mittelliuie
und der Hbhe.

Das Viercek mit zuelnander normalen Diagonalen.
§. 25. 1. Dic Mafizahl ftir den Flacheninhalt eines

lili o mb us oder eines D el to id s ist glcicli dem h alb en Pro¬
dukte aus den M a fi z a h 1 e n der b e i d e n Diagonalen. (§.6 und
§. 23, 1.)
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2. D i e Mafizahl f ti r (len F1 a c li e n i n h a 11 e i n e s Q u a-
clrates ist gleicli d er Halfte der ziveiten Potenz d er M a li¬
zali! d er Diagonale.

Das Vieleek.
§. 26. 1. Die Mali zalil f 11 r d en Flacheninlialt eincs

r c g e 1 m a li i g e n V i e 1 e c k e s ist g 1 e i c li d e ni h a 1 b e n Produkte
a n s d e n M a 11 z a li 1 e n d e s U m fa n g e s n n d d e s Abstandes d e s
Mittelpunkte.s von einer Seite. (§. 7 und §. 24, 1.)

Bezeiclmen a, r, u und f folgeweise die Mailzahlen ftir die Seite
eines regelmaHigeu n-Eckes, tur den Abstand seines Mittelpunktes von
einer Seite, ftir den Umfang und den Flacheninlialt, so ist

n a und f ur
IT

u
h'

_ u
2
2/

; und umgekehrt

2 f
und a = nr

2. Den Flacheninlialt eines unregelmabigen Polygons
kann man auf eine der folgenden Arten bestimmen:
a) Man zerlege das Polygon durch Diagonalen in Dreiecke, berechne

den Inhalt jedes derselben und addiere alle Dreiecksflaehen.
b) Man ziehe durch die zwei entferntesten Eckpunkte eine Strecke

und falle auf diese von allen iibrigen Eckpunkten Normale; da-
durch zerfallt das Polygon in rechtwinklige Dreiecke und Trapeze,
welche einzeln berechnet und dami addiert werden.

Aufgaben.
§. 27. Konstruktionsaufgaben.
Die Richtigkeit folgender Gleiehungen durch geometrische Kon-

struktion zu beweisen.
1. (a-i-b) 2 == a* + b 2 -\-2ab (§. 3).
2. (a — b) 2 == a'1 -f- b 2 — 2 ab, wenn a > h ist (Fig. 18).
3. (a + b) (a — b) — a2 — b'\ wenn a> b ist (Fig. 19).
4. (a -f- b) c = ac-j-bc (Fig. 20) und ftir a >6 (a— b) c —

a c — b c.
Die geometrische Darstellung der Formeln 4 veranschaulicht die

Addition oder Subtraktion zweier Rechtecke von g-leichen Grundlinien
oder gleichen Hohen.

5. Zwei Parallelogrammc mit gleichen Grundlinien oder gleichen
Hohen a) zu addieren, b) zu subtrahieren.

6. Zwei Dreiecke mit gleichen Grundlinien oder gleichen Hohen
a) zu addieren, b) zu subtrahieren.
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Fig. 18. Fig. 19. Fig. 20.

a-b

§. 28. Rechnungsaufgaben.
1. Die Seite eines (Juadrates ist. a) 21 m, b) 3'417 m,

c) 6 dm 4 cm 5 mm; wie grofi ist der Umfang, wie grofi ist
der Flacheninhalt des Quadrates?

2. Wie grofi ist die Seite eines Quadrates, dessen Uinfang 2 , 58 m betragt?
3. Der Uinfang eines Quadrates ist a) 2'8 m, b) 4 m 3 dm. 8 cm, c) 19'35(> dm;

wie grofi ist eine Seite, wie grofi ist der Flacheninhalt?
4. Wie grofi ist die Summe der Quadrate zweier Strecken, deren eine 5'3 dm,

die andere 8 dm 5 cm lang ist?
5. Ein Garten bil det ein Quadrat, eine Seite mifit 22'5 m; wie grofi ist die

Gartenflaehe?
6. Wie viel kosten 12 quadratformige Glastafeln von 4'8 dm Seitenlange,

wenn das m2 zu 6 Ii 80 h gereehnet wird?
7. Die Grundlinie eines Reehteckes betragt 23 dm, die Hohe 15 dm; wie grofi

ist a) der Uinfang, b) der Flacheninhalt?
8. Best.imme den Flacheninhalt folgender Rechtecke:

a) Lange = 14 cm, Breite = 8 cm;
b) „ = 7-4 m, „ = 3-5 m;
c) B = 18J dm, „ = 14f dm\

9. Wie grofi ist der Flacheninhalt eines Reehteckes, das 53'2 dm lang ist umi
dessen Breite Tsz der Lange betragt?

10. Der Uinfang eines Reehteckes betragt 24 m, die Grundlinie ist 9 2 m;
wie grofi ist die Hohe?

11. Ein Rechteck ist 9'4 dm breit und hat 86‘2 dm im Umfange; wie grofi
ist a) die Lange, b) der Flacheninhalt des Reehteckes?

12. Ein Rechteck hat 34 dm2 Inhalt und 8 dm Lange; wie grofi ist die Breite?
13. Der Umfang eines Reehteckes mifit 210 m, die Grundlinie ist doppelt so

lang als die Hohe; wie grofi ist a) die Grundlinie, b) die Hohe, c) der Flachen¬
inhalt ?

14. Wie vielmal so grofi \vird die Flache eines Reehteckes, wenn man die
Lange und die Breite verdoppelt?

15. Um wie viel wird der Inhalt eines Reehteckes von 4'56 dm Lange und
3'45 <Im Breite kleiner, wenn jede Seite um 0'75 dm kleiner wird?

16. Wie grofi ist der Flacheninhalt eines Deltoids, dessen Diagonalen 4'52 dm
und 2'15 dm sind?

17. Bestimme den Flacheninhalt eines Rhombus, dessen Diagonalen a) 3'5 dm
und 5'4 dm, b) 1'04 m und 0'85 m sindl

18. Wie grofi ist der Flacheninhalt eines Quadrates, dessen Diagonale a) 2 m,
b) S'5 m, c) 1 m 4 dm 8 mm ist?
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19. Em Quadrat hat. denselben Umfang \vie ein Kechteek mit, den Seiten 48 m
und 32 m ; um \vie viel ist der Flachehinhalt des erstei-en grofler als der des
letzteren?

20. Ein Landmann kauft, einen Acker im angegebenen FlachenmaBe von
1J Jooli = 0*8032 ha. Er miOt, denselben und fimlet als Lange 284 m, als Tlreite
30 m ; wurde ihm das FlaehenmaG des Ackers riohtig angegeben?

21. Von einem 283 m langen Felde will man eine gleinh lange Parzelle von
38*205 a Flacheninhalt abteilen; welehe Breite wird diese Parzelle erhalten?

22. Wie viel Biiume konnen an dem Umfange eines Gartens von 144' 2 m
Lange und 82*0 m Ilreite gesetzt werden, wenn sie 4*2 m voneinander abstelien?

23. Tn einem Zimmer sind 54 m.* Wandflaehe zu tapeziercn; man nimmt Ta¬
peten von 48 cm Tlreite; wie viel Stiiek Tapeten braueht man, wenn jedes Stiiek
2J m lang ist?

24. Ein Stiiek Land von 270 m Lange und 150 m Ilreite soli mit einem an-
dern von gleichem Inhalte, das $ der Lange des erstoron hat, vertausebt, werden :
\vie breit muO das letztero sein?

25. Eine Wiese ist 104*8 m lang und 47'5 m ln*oit; wie viel Ilcu gibt sin,
wenn man auf 1 a durehschnittlich 28 kg Heu reohnet?

2). Wie teuer kommt ein Tlauplatz von 25 m Liinge und 10 m Breite, \venn
das m1 mit 7| K bezalilt wird?

27. Ein Spiegel ist 2 m 8 din hocli und 1 m 9 dm breit; der Ilabmen ist
4 cm breit; wie groC ist der Inhalt der sichtbaren Spiegelflache?

28. Ein Acker ist 124 m lang und 20 m breit; \vie viel Weizen wird zur
Aussaat erfordert, wenn man auf 1 ha 3\5 hi Weizen aussat?

29. A laOt, einen quadratformigen Garten von 27 m Seitenlange, 71 oijien
flachengleichen, reehteckigen Garten von 45 m Lange mit einer Mauer umgeben;
vvelcher hat eine langere Umfassungsmauer herzustellen?

30. Ein ITausgang von 14‘4 m Lange und 2‘2 m Breite soli mit Platten be-
legt werden. Wie viel Platten wird man braucben, wenn jede 3 dm lang' und 2 dm
breit ist? Wie teuer kommt- das Belegen, wenn jede Platte samt Einlegen auf
3jt K kommt?

31. Jemand besitzt einen rechtwinkligen Garten, welcher 04‘5 m lang und
41'2 m breit ist. Er \vill an dessen Umfange ringsherum einen Weg machen, der
eine Breite von 3'4 m haben soli; welchen Flachenraum wird dieser Weg ein-
nebmen?

32. Durch die Mitte eines rechtwinkligen Gartens von 32'4 vi Tuinge und
20’7 m Breite geht sowohl nach der Liinge als nach der Breite ein 1'0 m breiter
Weg; wie viel Gartengrund bleibt iibrig?

33. Wie groC ist der ITmfang eines Breieekes, dessen Seiten 2'4 dm, 2'7 din
und 3 dm sind?

34. Wie groC ist der Umfang eines gleichseitigen Breieekes, dessen Seito n)
1' 5 m, h) 17 ’ 5 cm , ist ?

35. Die Grundlinie eines gleiehschenkligen Breieekes ist 2*0 dm, jeder Schenkel
2'1 ilm; wie groC ist der Umfang?

30. Wie grofj ist die Seito eines gleichseitigen Breieekes, dessen Umfang 5 m
70 cm betragt ?



37. Der Umfang eines gleiehschenkligen Dreieckes ist 4'80 m, die Grundlinie
1*25 m; wie grof] ist jeder Schenkel?

38. Wie groO ist der Flacheninhalt eines Dreieckes, dessen Grundlinie 54 cm,
dessen Hohe 35 cm ist?

30. Tierochne den Flacheninhalt folgender Dreiocke:
a) Grundlinie 18 cm, Hohe 10 cm; ^ V
b) „ 2'345 m, „ 1’724 m; ^
c) „ 25| <lm, „ 14\dm\ d f 9 ■/5~ ( _r0)

40. Ruclio den Flacheninhalt eines rechtwink)igen Dreieckes, dessen Katheten
sin d : n) 7 - 0 m und 3'0 m; b) 4-9’5 ilm und 87'8 dm\

41. Der Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreieckes ist 27 m2 50 tim'1 25 cm'2,
eine Kathete 5 m 25 cm; wie groO ist die andere Kathete?

42. Welche Ilohe hat ein Dreieck von 12 m Grundlinie, das an Inhalt einem
Rechtecko von 15’2 m Grundlinie und 8'4 m Hohe gleich ist?

43. Wie grofi ist die Hohe eines Dreieckes von 8*1 m Grundlinie, das einem
Quadrate von 5'4 m Reitenlange flacliengleich ist?

44. Z\vei Seiten eines Dreieckes sind 345 cm und 450 cm, und die Hohe,
\velche der ersten Seite entspricht, betragt 157'5 nn; \vio gro6 ist, die Hohe in Be-
zug auf die zweite Seite?

45. Ein Dach hat die Form eines Dreieckes mit 11*3 m Grundlinie und 8'5 m
Ilohe; wie groO ist seine Flache?

40. Ein Trapez hat 4‘5 m Hiihe, die parallclen Seiten sind 6‘8 m und 4'2 m;
wie groO ist der Flacheninhalt?

47. Snche den Flacheninhalt eines Trapezes, wenn gegeben sind:
n) die Parallelseiten 3*4 dm und 7'2 t/m, die Hohe 4 - 2 t/m;
b) „ „ 12‘745»»und 8‘055 m, „ „ 8‘8 m\

48. In einem Trapeze, dessen Inhalt 507 cm2 betragt, sind die Parallelseiten
3'0 dm und 2'7 dm; wie \veit stehen sie voneinander ab ?

49. Ein Trapez miQt 124‘8 dni 2, die Hohe betragt 0‘4 dm, eine der beiden
para,Helen Seiien 12’8 dm; wie groO ist die zweite Parallelseite?

50. Ein Bauplatz bildet ein Trapez, dessen Parallelseiten 35‘2 m und 33‘5 m
betragen und welches 21'4 m zur Ilohe hat; \vie groO ist dessen Flacheninhalt?

51. Eine Wiese hat die Form eines Trapezes, dessen Parallelseiten 140'7 m
und 109’3 m sind und dessen Inhalt 1*6 ha betragt; wie groO ist der Abstand der
Parallelseiten ?

52. Ein Ilofraum voj: der Form eines Trapezes, dessen Parallelseiten 20‘4 m
und 18*5 m sind und 15 m voneinander abstehcn, soli mit Steinplat.ten, deren
jede 25 dm2 deckt, gepflastert \verden; wie viel solche Platten sind zur Pflasternng
niitig?

53. Ein trapezformiger Garten, der 9'0 m breit und an dem einen Ende
20’75 m, an dem nndern 14'25 m hmg ist, wurde tur 924 Ivgekauft; wie hoch kam
1 m * zu stehen?

54. Ein Ackerstiick, das 112 m lang, an dem einen Ende 50’2 vi und an dem
andern 43’8 m breit ist, soli mit Roggen besat werden; wie viel Roggen ist zur
Aussaat erforderlicb, wenn man auf 32 a 1 M Roggen reohnet?

55. Die Seite eines regolmaOigen Fiinfeckes ist 4'7 dm; wie groO ist der
Umfang?

50. Ein Quadrat hat 3*0 m zur Seite; wie groO mnO die Seite eines regel-
maOigen Secliseckes sein, damit. dieses mit dem Quadrate gleichen Umfang babe?
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57. In einem Trapezoide ist die durch zwei Eckpunkte gezogene Diagonale
5'24 dm lang, ihre Abstande von den beiden andern Eckpunkten sind 3*56 dm und
2'35 dm\ wie gro(3 ist der Flaeheninhalt. dieses Viereekes ?

Tiereohne den Flaeheninhalt folgender Polygone:

Fig. 21. Fig. 22.
U

58. In dem Polygon ABCDBF (Fig. 21) ist gegeben:
A D = 19'G ra, Bb = 10'0 ra, Fe — 7 '8 ra, UD — 17'7 ra, C e = 3' 8 m,
A F = 14'3 ra, Ff — 5'2 ra.

59. In dem I’olygon ABCDFFG11 (Fig. 22) ist gegeben:
Bb — 0*8 ra, Cc — 10'G ra, D d — 10'1 ra, Ff = 8'3 ra, Gg — fi'2 ra,
II h = 9'2 ra; ferner A b — b'l>m, bb = 2 '6 ra, h c — 4’ 2 ra, c g = 4‘G ra,
gf — 3 m,fd = 2'8 ra, d E = 5'8 ra.

2. Ausmessung des Kreises.
Lange der Peripherie.
§. 29. Ein einem Kreise eingeschriebenes Vieleck liat. einen

kleineren, ein umgesehriebenes Vieleck einen grollcren Umfang' als der
Kreis. Der Umfang- des dem Kreise mit dem Radius r eingeschriebenen,
regelmiifligen Sechseckes ist 6 r, der Umfang des diesem Kreise um-
gesebriebenen Quadrates 8 r. Die Peripberie des Kreises ist sonacli
grdder als der dreifacbe nnd kleiner als der vierfacbe Durchmesser,
oder die Zalil, welche angibt, wie oft der Durchmesser in der Peripberie
enthalten ist, liegt zwischen 3 und 4. Diese Verbaltniszabl bezeicbnet
man mit n, dem Anfangsbuchstaben des griechisclien Wortes „Periplierie“.

Man kann fttr jc auf mecbaniscbem Wege einen Naherungswert
erhalten, wenn man einen diinnen Faden in mebreren Windungen
um einen Zylinder legt, aus der Lange des Fadens und der Anzahl der
Windungen die Lange einer Windung bestimmt und diese dann durch
den Durchmesser des Zylinders dividiert. Man findet auf diese Weise,
dad der Durchmesser in der Peripherie nahezu 3'14mal enthalten ist

22oder dali it nahezu gleich 3 1 14 oder — ist.
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Auf geometrischem Wege kann man jz auch ati C folgende Weise
bestimmen. Berechnet man den Umfang des regelmafiigen ein- und um-
geschriebenen n-Eckes, so erhalt man einen unteren und einen oberen
Grenzwert fiir die Peripherie des Kreises. Diese Grenzwerte werden
der Zahl fiir die Peripherie des Kreises um so naher kommen, je grofler
n ist, das heifit je mehr Punkte das ein- und umgeschriebene Vieleck
mit der Peripherie des Kreises gemeinsam bat.

Bezeichnet man mit u und U die Umfange des ein- und um-
geschriebenen, regelmafiigen n-Eckes und mit d die Lange des Kreis-
durchmessers, so ergeben die Berechnungen:

fiir das 6-Eck u = 7X3 77 = 7 X 3 *464102..
,, „ 12-Eck u = d X 3'105828. . 77 = dX 3 • 215690..
„ „ 24-Eck u = (7X3-132629.. U= dX 3-159660..

„ „ 3072-Eck « = c7X 3'141592. . 77= d X 3'141594..
Da nun die Peripherie des Kreises immer zwischen den Umfangen

der ein- und der umgeschriebenen Vielecke liegt, so ist der Dnrch-
messer in der Peripherie annahernd 3'14159..mal enthalten, oder
jz = 3*14159.. und die Peripherie des Kreises == d X 3* 14159..

Die Zahl jz = 3 * 14159.. , w e 1 c h e also das V e r h a 11 n i s
z w i s c h e n der P e r i p h c r i e und dem D u r c h m e s s c r e i n e s
Kreises ausdriickt, heillt nach Ludolph v on Gen len, der sie
auf 35 Dezimalen berechnet bat, die Ludolphische Zahl. Auf 10 De-
zimalen genau ist

% = 3*1415926536...
In Rechnungen, welche keine grobe Genauigkeit erlbrdern, werden

22fiir jz die Zahlen 3*14..., 3*1416..., oder - ~ gebraucht.

Die Zahl jt wnrde ihrer Wic)itigkeit wegen aut' mehrere Arten mit groGer
Genauigkeit berechnet und es ergab sich, da(j die Darstellung iu einer endlichen
Zahl nicht moglieh ist, daG also die Aufgalte: eiue Gerade zu konstruieron, \velohe
so lang ist als die Peripherie des Kreises, nur angenahert geldst werden kanu.

§. 30. Drlickt man durch r, d und p bezllglich die Mabzahlen
des Halbmessers, des Durclimessers und der Peripherie eines Kreises
aus, so ergibt sich aus dem Vorhergehenden:

1. p = djc, 2. p — 2rjz] d. h.
a) Die Peripherie des Kreises ist gleich dem Produkte

a u s dem D u r c h m e s s e r oder doppelten H a 1 b m e s s e r
und der Lu dol p hi seli en Zahl.
Ferner folgt:

OO, d = Jt
x' 4. P .

9 ' jr;

M o iS n i k - S p i e 1 m a n n, Geora. Anschauungslehre, II. Abt. 2
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b) l)cr Durchmesser e in e s Kreises ist gleich d er Peri¬
pherie dividiert d ur c h die Ludolpliische Zalil;

c) Der H a 1 b m e s s e r e i n e s Kreises ist gleich d e r P e r i-
pherie dividiert dur eh die doppelte Ludolpliische
Z a h 1 oder gleich der h a 1 b e n Peripherie dividiert
durch die Ludolpliische Zalil.
Sind JR und r die Halbmesser, D und d die Durchmesser, P und

p die Peripherien zvveier Kreise, so ist
P.= D ji und p = d ji, daher P : p — D : d = Ji : ?■; d. h.
d) Dic Peripherien zvveier Kreise v er h alt e n sicli wie

i h r e Durchmesser oder w i e i h r c Halbmesser.

Fig. 23.

§. 81. Wenn (Fig. 23) die Winkel A O M, MO N, NO P, POB ,
C O O, OOP, ROD einander gleich sind, so mtissen anch dic Pogon
A M, MN, NI’, PB , CQ, QR, RD und ebenso auch die zu diesen
Pogcn gehorigen Kreissektoren gleich sein.

Es ist daher nicht nur der Winkel A O M
in dem Winkel AO B 4 mal und in C OD
3mal enthalten, sondern es kommt ebenso der
Pogen A M in AB 4 mal, in CD 3 mal vor;
und es ist auch der Kreissektor A O M in dem
Sektor AOB 4 mal, in C OD 3 mal enthalten,
so dali:

Winkel AOB : COD = 4:3,
Pogen AB : CD = 4 : 3,
Sektor AOB : COD = 4 : 3.

Daraus folgt:
Z w e i Pogen w i e auch z w e i S e k t o r e n d e s s e 1 b e n

Kreises verhalten sicli so wie die i line n entsprechenden
Z e n t r i w i n k e 1.

§. 33. Ein Pogen kann im Grad mali e durch Grade, Minuten
und Sekunden oder im Lang e n m ah e durch die Langeneinheit ge-
messen vverden. Durch das Gradmall ist nur das Verhaltnis des Pogens
zum ganzen Umfang bestimnit.

Um einen Kreisbogen, der im GradmaBe gegeben ist, im
Langenmafie und umgekehrt zu bestimmen, wendet man den aus
§. 31 hervorgehendcn Satz an:

Die Lange e i n e s Pogens v e r h al t s i c h z u d e r P e r i p h e r i e
w i e der e n t s p r e c h e n d e Zen t r i w i n k e 1 z u 360°.

Pezcichnet in eineni Kreise, dessen Halbmesser r ist, b das
LangeninalJ cines Kreisbogens, dessen Gradmall m ist, der also
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dem Zentrivvinkel m° entspricht, so liat man nach diesem Satze
6 : ir jr = m° : 360°, oder
6 : rjt — m °: 180°,

aus rvelcher Proportion jede der drei Groben b, m, r berechnct werden
kanu, wenn die beiden andern gegeben sind. Man erhalt

b = mm
180 ’

1806 ,
m — und r =m

1806
m ji '

Man erhalt fiir
1 Bogengrad = m : 180 == 0‘017453293... X r,
1 Bogenminute = m \ 10800 = 0 • 000290888... X
1 Bogensekundc = n: 648000 = 0 • 000004848. .. X r-

FlSckeninhalt des Kreises.
§. 33. 1. Aus §. 8, 1 und §. 24, 1 folgt:
D e r F1 a c b c n i n b a 11 e i n e s K r e i s e s i s t g 1 e i c b d e m b a 1 b e n

Produkte aus der Peripherie und dem Halbmesser.
Sind r, p und f beztiglich die Mallzahlen des Halbmessers, der

Peripherie und des Flacheninhaltes eines Kreises, so liat man

T
2. Aus / = folgt wegen p = 2m aucb

Tf = im. oder / = rl ji\ d. h.

Der Flšicheninlialt eines Kreises ist gleicb dem Pro¬
dukte aus d e m Q u a d r a t e des Halbmessers und der Ludol-
phischen Zalil.

3. Wenn R und r die Halbmesser, F und f die Flacheninbalte
ziveier Kreise ausdrilcken, so ist

F = A>2 ji und / = r2 jr,
daher F : f = A>a : r* ; d. b.

Die Flacheninbalte ziveier Kreise verhaltcn sich so
w i e die Qu adr at e i lir er Halbmesser oder wie die Quadrat e
i h r e r D u r c h m e s s e r.

Ein Kreis mit einem 2-, 3-, 4 mal so groben
Halbmesser bat daher einen 4-, 9-, 16mal so groben
Flacheninhalt.

§. 34. Ist ABC (Fig 24) cin bei C recht-
\vinkliges Dreieck und beschreibt man iiber den
drei Seiten abs Durchmessern Kreise, so ist nach
dem Pjthagoreisclien Lehrsatze

Fig. 24.

2*
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AB2 = AC2 + BC2,

daher auch AB 2
4

A C* . B C2 ,
—+—■ ,,dM'

folglich, wenn man die lctzten Ausdrticke ndt jr inultipliziert,

(^) JI
(AC Bcy

9 -
jr.

Diese drei Grofien bedeuten nun nach der Keihe die Flachen der
liber der Hypotenuse und liber den beiden Katheten besehriebenen Kreise.

Der F1 ii c h c n i n h a 11 d e s ii b c r der Iiypotonuse b e-
schriebenen Kreises ist also gleich der Summe aus den
F1 a c b e n i n h a 11 e n der beiden ii b e r den Katheten b c s c h r i c-
benen Kreise.

Fcschreibc einen Kreis, vvclchcr a) der Summe, b) der Differenz
zweier gegebener Kreise gleicli ist!

Einen Kreis zu zeichnen, vvclchcr a) das Doppelte, b) die Halftc
cines gegebenen Kreises ist.

Dieselben Aufgaben beziiglich der 1’eripherien zu Ibsen.

IGg. 25. §. 35. Den F1 a c h e n i n h a 11 e i n c s Kreis-
ringcs zu finden.

Sind O A = R und O A' — r (Fig. 25) die
Halbmesser der beiden konzentrischen Kreise und
f der Flacheninhalt des Kreisringes, so bat man:

/ = A>2 n — r2 n = (R 2 — r2) n.

(J n Worten?)
§. 36. Flir den F la eh en in h alt cines Kroissektors folgt

aus §. 8, 2 und §. 24, 1 der Satz:
Der Flacheninhalt cines Kreissektors ist gleicli dem

ha lb en Produkte aus der Lange seiues Bo ge n s und dem
H a 1 b m e s s e r.

Bind r, b und f die Mafizahlen des Halbmessers, der Bogenlange
und des Flacheninhaltes cines Kreissektors, so bat man

/ = —

Ist statt der Bogenlange b das G radmali mu gegcben, so ist
nach §. 32

, m r ji . . -. , . mr2 x , Q 360°/folglich j — und m —180 360
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Zusatz. Wenn man zn den Endpunkten der Sehne A B (Fig-. 26),
welohe dem Kreissegmente A BM entsprickt, Halbmesser zieht, so erhalt
man den Kreissektor A O B , welcher aus jenem
Segmente und aus dem Dreiecke AOB zusammen-
gesetzt ist. Zieht man daher vom Inhalte des
Sektors den Inlialt des Dreieckes ab, so gibt die
Differenz den Flacheninhalt des Kreissegments.

§. 37. Aufgaben.
1. Der Durchmesser eines Kreises ist a) 3 m, b) 2J m,

c) 0'56 m, d) 5'48</m; wie grofi ist die Peripherie?
2. Der Halbmesser eines Kreises ist a) 3‘7 m, b) lfi‘5 m, c) 1'205... m: wie

grofi ist die Peripherie?
3. Die Peripherie eines Kreises betragt a) 5 m, b) 27 dm, c) 339'202.. . cm,

d) 2506'99. ..mm ; wie grofi ist der Durclimesser? (tt = 3‘1416...)
4. Suche den Halbmesser eines Kreises, dessen Peripherie betragt: a) 44 dm,

b) 18'2 cm, c) 1 m 5 dm 3 cm!
5. Bereehne den Flacheninhalt eines Kreises, dessen Halbmesser betragt:

a) 4 m, b) 2'92 m, c) 3'28 dm, d) 41J cm!
6. Der Durchmesser eines Kreises ist a) 3 ‘75 m, b) 21'02 dm, c) 1 m 5 cm.,

d) 259‘3... mm; wie grofi ist m) die Peripherie, n) der Flacheninhalt?
7. Die Peripherie eines Kreises ist a) 17'97 dm, b) 5 m 8 dm 5 mm., c) 219J mm ;

wie grofi ist m) der Halbmesser, n) der Flacheninhalt?
8. Wie lang ist ein Bogen von 20 Grad, wenn der Durchmesser des Kreises

5'4 dm betragt?
9. Der Halbmesser eines Kreises ist 2dm; wie grofi ist die Lange eines Bogens

von a) 30°, b) 125°, c) 75° 30'?
10. Ein Kreisbogen von 48° hat 426 mm Lange; wie grofi ist der Halbmesser?
11. Der Bogen eines Kreises von 22'5 cm Durchmesser ist 29 cm lang; wie

viel Grade umspannt der Bogen?
12. Der Halbmesser eines Kreises ist 8 dm ; wie viel Grade enthalt der Zentri-

winkel, welcher zu einem Bogen von a) 5 dm, b) 12 dm, c) 2 dm 28 mm Lange gehort?
13. Wie viele Grade, Minuten und Sekunden hat der Kreisbogen, dessen Lange

dem Halbmesser gleich ist?
14. Welchen Umfang hat das Zifferblatt einer Turmuhr, dessen Durchmesser

0-96 m betragt?
15. EinBaumstamm hat an seinem dicken Ende 16 dm 2 cm im Umfange; wie

grofi ist der Durchmesser?
16. Man rechnet einen Grad des Erdaquators zu 15 geogr. Meilen; wie grofi

ist der Halbmesser des Aquators o) in geogr. Meilen, b) in km, da 1 geogr. Meile
= 7-42044... km ist? {n = 3'14159...)

17. Ein Erdglobus hat 42 cm im Durchmesser; wie lang ist daran ein Grad
des Aquators?

18. Die Stadt Graz hat eine geographische Breite von 47° 4'; wie viel km ist
sie vom Aquator entfernt, wenn man den Meridian als einen Kreis von 6371'5G km
Halbmesser annimmt?

19. Ein Grad des Parallelkreises unserer Erde, \velcher durch Triest geht,
hat 77'961, des Parallelkreises durch Wien 74'314, des Parallelkreises durch Prag
71 '554 km Lange; vrie grofi ist der Halbmesser eines jeden dieser drei Parallelkreise?

Fig. 26.
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20. Wie grob mub (ler Halbmesser eines rnnden Tisches gemacht
werden, wenn 8 Personen daran. sitzen sollen und man fiir jede 7'2 dm vom Um-
fange rechnet?

21. Wie viel Baume kann man um einen kreisrnnden Teich von 87 m Durch-
messer pflanzen, wenn jeder 4 m vom andern entfernt sein soli?

22. Ein Fubgeher braucht, um den Umfang eines kreisrunden Teiches abzu-
schreiten, 10 Minuten, wenn er in jeder Sekunde 1'2 m zuriicklegt; \velchen Durch-
messer hat dieser Teich?

23. Ein Lokomotivrad hat V2 m Durehmesser; wie vielmal mub es sich auf
einem Schienenwege von 1 hm umdrehen?

24. Der Durehmesser der Winde bei einem Brunnen ist 25 cm; wie tief ist
der Brunnen, wenn das Seil, welches bis auf den Boden reicht, 15mal um die
Winde geht ?

25. Das Vorderrad eines Wagens hat 1'2 m, das Hinterrad 1'7 m im Dureh¬
messer; wie viele Umlaufe maeht jenes mehr alsdieses auf einer Entfernnng von 4im?

26. Wie grofi ist der Druek der Luft auf eine Kreisflaohe von 1'2 m Dureh¬
messer, wenn der Luftdruck auf 1 ar? l - 033 leg betragt?

27. Der Umfang eines Baumstammes an der Schnittflache ist 2'3 m; wie grob
ist die Schnittflache?

28. Wie grob ist der innere und der aubere Umfang eines eisernen Ringes,
welcher 2'6 cm stark und im Lichten 3 dm weit ist?

29. Ein kreisrunder Turm hat in seinem Innern einen Umfang von 25'2 m,
von auben einen Umfang von 35 m; wie dick ist das Gemauer?

30. Die Halbmesser zweier konzentrisoher Kreise sind a) R = 6 m, r = 4 m;
b) R — 35 dm, r = 28 dm; wie grob ist die Flache des Ifreisringes?

31. Die Peripherien zweier konzentrisoher Kreise sind 137 cm und 152 cm ;
wie grob ist der zwisehen ilinen enthaltene Kreisring?

32. Der Durehmesser eines Kreises ist 1 m; wie grob ist der konzentrisch
ausgeschnittene Kreis, wenn der Ring 1’7 dm breit ist?

33. Um einen kreisrunden Grasplatz, welcher 28 m 4 dm im Umfange hat,
geht ein Weg von lm 4 dm Breite; welche Flache nimmt dieser Weg ein?

34. Wie grob ist der Inhalt eines Kreissektors, dessen Halbmesser 3'24 dm
und dessen Bogenlange 4'5 dm ist?

35. Die Peripherie eines Kreises betragt 249 mm ; wie grob ist der Inhalt eines
Sektors, dessen Zentriwinkel 75° betragt?

36. Wie grob ist der Flacheninhalt eines Sektors, dessen Bogen die Lange
von 2’7 dm und das Gradmab von 75° hat?

37. Wie viel Grade umfabt der Bogen eines Kreissektors von 11'82743 dm2
Inhalt, wenn der Halbmesser 5 dm ist? (tc — 3'14159...)

38. Um wie viel ist die Flache eines Kreises mit dem Halbmesser 8'5 an
groben als die Flache des eingeschriebenen Quadrates?

39. Ein Tischler sehneidet von einer holzernen Kreisscheibe von 1'2 m Umfang
ringsherum 0'5 dm ab; wie grob ist a) der Umfang, b) der Flacheninhalt der noch
iibrig bleibenden Scheibe?

40. Ein Schvrangrad von 12 m Umfang macht in einer Minute 40 Umlaufe;
welche Geschwindigkeit hat ein Punkt seiner Peripherie, d. h. wie viel m legt er in
einer Sekunde zuriick?
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41. Welchen Durchmesser muf! ein Rad haben, \venn es wahrend 1 Minute
72 Umlaufe machen und ein Punkt seinerPeripherie 21 m Greschwindigkeit haben soli?

42. Wie viele Umlaufe muf} ein Mfihlstein von 1 m Durchmesser in 1 Minute
maeheiij damit ein Punkt seiner Peripherie eine Gesehwindigkeit von 8 m erlange?

43. In eine kreisrunde Biichse von 2‘8 cm Durchmesser gehen 100 Ziind-
holzchen; wie viel Ziindholzchen von derselben Dicke gehen in eine Biichse, deren
Durchmesser 4 cm betragt?

44. Auf einer Zielscheibe sind eine weifje und vier scliwarze Ringflachen; der
aufjere wei(Je Ring ist 32 cm, jeder schwarze 2 cm breit; die Mitte der Scheibe
bildet ein Kreis von 6 cm Durchmesser. Wie grof) ist a) die ganze Zielscheibe, b) die
mittlere Kreisflache, c) jeder Ivreisring?

III. Almliclikeit der geradlinigen Figuren.
1. Proportionalitat der Strecken.

§. 38. Unter dem Verhaltnisse zweier Strecken verstekt
man den Quotienten ihrer Mafizalilen in Beziehung auf eine und die-
selbe Einheit.

Um das Verhaltnis z w e i e r Strecken in Z a li 1 e n aus-
zudriicken, trage man die kleinere Strecke auf der grofieren so oft
auf, als es angeht.

a) Ist die kleinere Strecke CD (Fig. 27} in der grofieren AB
mekrmal, z. B. 3mal entkalten, so dafi kein Rest tibrig bleibt, so ist
CD ein Mali von AB; das Verkaltnis der Strecken AB und CD ist
in diesem Falle gleick 3:1.

Fig. 27. Fig. 28.

O-'D C-t-tj)

b) Liifit sick aber die kleinere Strecke auf der andern nickt genau
auftragen, ist z. B. die Strecke CD (Fig. 28) m AB 3mal entkalten
und bleibt nock ein Rest EB tibrig, so trage man den Rest EB auf
CD so oft auf, als es angeht; es sei EB in CD 3mal entkalten und
es bleibe noch die Strecke ED tibrig. Diesen Rest wird man ivieder
auf dem naehst vorhergekenden EB auftragen, und es sei FD in EB
genau 6mal entkalten. Man kat dann

EB - 6FD,
CD = 3EB -j- FD — 19 FD,
AB = 3 CD -j- EB — 63 FD.
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Die Strecken AB und CD haben demnach das gemeinsame
M a IJ FD, und zwar ist dieses in AB 653 mal, in CD 19mal enthalten;
das Verhaltnis von AB zu CD ist also 654 : 19.

§. 39. Die beiden Strecken AB und CJ) (Fig. 29) haben das
Verlialtnis 5:3; die Strecken EF und G H haben dasselbe Verhaltnis

5 : 3. Die beiden Verhalt-
nisse AB : CD und EF: GH

Fig. 29.

A

C

B E F

D G H

konnen daher gleich gesetzt
werden; man erhalt so die
Proportion. AB : CD =
EF : G H.

Man sagt in diesem Falle: die Strecken AB und CD sin d
d e n Strecken EF u n d G H proportional.

Ist CD = El\ so heifit AB : CD — CD : G H eine stetige
Proportion; CD ist die m i 111 e r e g e o m e t r i s c h e P r o p o r t i o n a 1 e
zwischen AB und G H und GH die dritte stetige Pro-
portionale zwischen AB und CD.

§. 40. a) Im Dreiecke ABC (Fig. 30) sei DE\\AB und Ca
ein Mati, das in der Strecke AD 3mal, in der Strecke DC 2mal ent¬
halten ist; es ist dann A D : D C — 3 : 2. Zieht man durch die
Teilungspunkte von A C Parallele zu AB, so wird durch diese auch

Fig. 30.

C

BC in 5 gleiche Teile geteilt, von denen
auf BE ‘d und auf EC 2 kommen; es ist
daher auch B E: EC=3:2. Aus beiden
Proportionen folgt:

AD : DC = BE : EC.
b) Man liat ferner
CD : A C = 2:5, und
CE-.BC =2:5.

Zieht man durch jeden Teilungs-
punkt von A C auch zu CB die Parallele,

so wird dadurch auch A B in 5 gleiche Teile und DE in 2 gleiche
Teile geteilt, und zwar siud die einzelnen Teile von AB ebenso
grofi als jene von DE, weil Parallele zwischen Parallelen gleich sind;
es ist daher auch DE: AB — 2:5. Man hat demnach

B

CD : AC = CE-.BC = DE: AB.
Zieht man daher in e i n e m Dreiecke z u e i n e r S e i t e

eine Parallele, so werden a) die beiden andern Seiten
proportional geteilt und b) die Seiten des neuen Drei¬
ecke s sind proportional mit d e n Seiten des g e g e b e n e n
D r e i c c k c s.



Konstruktionsaufgaben.
§. 41. 1. Zu drei gegebenen Strecken AB, CD und EF

(Fig. 31) die vierte Proportionale zu finden.
Man konstruiere einen beliebigen Winkel G. sclmeide auf dessen

Schenkeln G H — AB, GJ — CD, GK = EF ab, ziehe HK und zu
ihr parallel JL ■ dami ist
G H : GJ= GK: G L, oder
AB: CD — EF: GL, also
G L die vierte Proportionale
zu AB, CD und EF.

2. Zu d e n Strecken
AB und CD die dritte
s t e t i g e Proportionale
zu konstruiere n.

Diese Aufgabe ist ein besonderer Fali der vorigen, es ist
EF = CD.

3. Zu zwei gegebenen Strecken a und b die mittlere
geometri seli e Proportionale zu konstruieren.

Ist x die mittlere geometrische Proportionale zu a und b, so ist
a : x = x : b, daher x 23 = ab.

Mithin ist x die Seite des Quadrates, welclies dem Rechteck mit
den Seiten a und b flacbengleich ist. Dadurcli ist die Konstruktion
auf §. 14, 4 zuriickgefllhrt.

§. 42. 1. Eine Str ec k e AB (Fig. 32) in einem gegebenen
Zahlenverlialtnisse, z. B. 3:2, zu teilen.

Man ziehe dureb A einen beliebigen Stralil Fig. 32
AX und trage auf demselben von A bis C 3, X
von C bis D 2 gleiche Teile auf; dann ist A/
A C : CD = 3:2. Zieht man DB und zu ihr
parallel C E, so ist auch AE-.EB = 3:2, \
somit AB im Punkte E in dem Verhaltnisse \ \
3 : 2 geteilt. A E B

2. Eine gegebene Strecke in einem gegebenen
Streckenverhaltnisse zu teilen.

Ist die Strecke AB (Fig. 32) in zwei Teile zu teilen, welche
sich so verhalten wie die Strecken A C und CD, so trage man auf
AX die gegebenen Strecken A C und CD auf, ziehe DB und durch
C die Gerade CE || D B ; dann ist AE : EB — A C : CD.

3. Eine gegebene Strecke A E (Fig. 32) in einem gege¬
benen Verhaltnisse 3:5 zu vergrbBern.
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4. Eine gegebene Strecke AB (Fig. 32) in einem gege-
benen V e r h a 11 n i s s e 5:3 z u verkleinern.

In 3. und 4. bleibt die Konstruktion dieselbe, wenn das Verhaltnis dev Ver-
grdCerang oder Verkleinerung nieht in Zaliien, sondern in Streeken ausgedriickt
ist; nur werden in diesem Falle auf dem Schenkel A X statt, der Verhaltniszahlen
die Verhaltnisstrecken aufgetragen.

5. E i n P a r a 11 e 1 o g r a m m (D r e i e c k) zn konstruieren,
w e 1 c h e s mit einem g e g e b e n e n P a r a 11 e 1 o g r a m m (D r e i e c k)
g 1 e i c h e Grundlinie oder g 1 e i c li e H d li e h a t und mit i h m
in dem Verhaltnis 5:3 s t e b t.

Fig. 33.
C

2. Ahnlichkeit der Dreiecke.
§. 43. Zwei Figuren, welclie dieselbe Gestalt liaben und sich nur

durck die Grobe unterscheiden, heifien ahnlich. Zwiscben zwei
alinlichen Figuren wird das Zeichen CV> gesetzt.*)

Um die Merkmale zweier abnlieb er Dreiecke naher zu be-
stimmen, nehmen \vir in dem Dreiecke ABC (Fig. 33) mit der Seite A B

eine Parallelverschiebung vor; es wird liiebei
jedes folgende Dreieck A‘B‘C, A“B“C,....
kleiner als das vorbergehende, dagegen bleibt
die Gestalt derselben ganz unveraudert. Alle
diese Dreiecke liaben also dieselbe Gestalt und
sind somit einander abnlieb. In allen diesen
Dreiecken sind je zwei gleichliegende Winkel
gleich; auch folgt aus §. 40, dail die Seiten

jedes neu entstebenden Dreieckes mit den Seiten des gegebenen Drei-
eckes proportional sind.

a) Zieht man in einem Dreiecke zu einer Seite eine
Parallele, so ist das gegebene Dreieck mit dem neu ent-
standenen ah n lic h.

b) In ahnlichenDreiecken sind dieWinkelpaarweise
gleich und die den gleichen Winkeln gegeniiberliegenden
Seiten proportional.

Die Seiten, welche in alinlichen Dreiecken den gleichen Winkeln
gegenttberliegen, bei llen gleichliegende oder b o m o 1 o g e Seiten.

Umgekebrt: Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn in denselben die
Winkel paarweise gleich und die homologen Seiten proportional sind.

§. 44. Die Gleichheit der Winkel zweier Dreiecke und die Pro-
portionalitat ihrer Seiten stelien in einem so innigen Zusammenhange,
dali man schon aus der ersteren auf die Ahnlichkeit der Dreiecke
schliefien kann.

*) <x> iet ein liegendes s (similis).
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Es sei in den Dreiecken ABC und D EF (Fig. 34) der Winkel
A = D, B = E, es muli dami aucli C' — F sein.

Legt man das Dreieck DEF so auf das Dreieck ABC, dali der
Winkel F auf C fallt, so ist GH mit A B parallel (I. Abt., §. 41),
folglich CG Hcv> A B C ; CGH ist aber das Dreieck DEF., daher aucb
DEFc^ABC.

S i n d in z w e i Dreiecken a 11 e d r e i W i n k e 1 p aa r w e i s e
einander gleicb, so sin d die Dfeiecke ahnlich.

Da in zwei Dreiecken, welche zwei Winkel einzeln gleicb haben,
aucli die dritten Winkel gleicb sein miissen, so folgt, dali man sclion
aus der Gleichheit zweierWinkel in zwei Dreiecken auf die
Ahnlicbkeit derselben sclilieiien kann.

Fig. 34. Fig. 35.

§. 45. Es sei (Fig. 35) das Dreieck ABC bei C rechtwinklig.
Zielit man die Hbhe auf die Hypotenuse, so enthiilt jedes der Dreiecke
ABC, CBD und ACD dieselben Winkel n, m, 7?, folglich sind sie
paarweise ahnlich.

Aus ABCcsjCBD folgt c : a — a : p.
Aus AB CevJA CD „ c : b = b : q.
Aus CBD c\JA CD „ p : h = h: q.

Zieht man also in einem rechtwinkligen Dreiecke
die Hohe auf die Hypotenuse, so ist 1. jede Kathete die
mittlere Proportionale zwischen der ganzen Hypotenuse
und dem ihr anliegenden Abschnitte derselben; 2. die
Hohe die mittlere Proportionale zwischen den beiden
Abschnitten der Hypotenuse.

Aus der Proportion p : h = h : q folgt h 2 — p q.
Welchen Lebrsatz enthalt diese Gleichung?
§. 46. Wenn jede Seite eines Dreieckes 2mal, 3mal, 4mal so

grofi ist als die homologe Seite eines ahnlichen Dreieckes, so wird aucb
die Summe aller Seiten, d. i. der Umfang des ersten Dreieckes, 2mal,
3mal, 4mal so grofi sein als der Umfang des zweiten Dreieckes.

In ahnlichen Dreiecken verhalten sich die Umfange
so wie je zwei homologe Seiten.
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§. 47. Zieht man durch die Teilungspunkte der Seite B C
(Fig. 30) die Parallelen zu A C, so zerfallt das Dreieck A B C in 25
kongrnente Dreiecke, von welcken auf CD E 4 entfallen. Daber ver-
halten sieh die Flachen der Dreiecke ABC und DEC, deren Seiten-
verhaltnis 5 : 2 ist, wie 25 : 4.

Die Flacheninhalte ahnlicher Dreiecke verhalten
sich d ah er wie die Quadrate homologer Seiten.

Wenn jede Seite eines Dreieckes 2, 3, 4, 5, 6mal so grofi ist als
die homologe Seite eines ahnlichen Dreieckes, so ist der Flacheninhalt
des ersten Dreieckes 4, 9, 16, 25, 36 mal so grofi als jener des zweiten
Dreieckes.

Konstruktionsaufga b e n.
§. 48. 1. Zu einem gegebenen Dreiecke ABC (Fig. 36)

e in ahnliches zu zeichnen.
Fig- 36 - Man ziehe eine be-

liebige Strecke D E und
trage an ihren Endpunkten
die Winkel A und B auf;
DEF ist dann iihnlich ABC.
(§. 44.) (Unbestimmte Auf-
gabe.)

2. E in dem Dreiecke ABC iihnlich e s Dreieck zu kon-
struieren, w e n n die der Seite A B homologe Seite DE
gegeben ist.

Man mache (Fig. 36) <£ D = A, E — <£ B, so ist
/\ D EFc\3 /\ AB C. (Die Aufgabe ist bestimmt.)

3. Z n d e m D r e i e c k e A B C (Fig. 36) e i n ii h n 1 i c h e s D r e i e c k
zu konstruieren, so dali sich die Seiten des gegebenen
Dreieckes zu de n Seiten des n e u e n Dreieckes wie 3:2
v e r h a 11 e n.

Man suche zu AB die in dem Verhaltnisse 3 : 2 verkleinerte
Strecke, trage sie auf AB von A bis M auf und ziehe MN || B C]
dann ist AMN das verlangte Dreieck.

4. Z u einem Dreiecke e i n ahnliches z u konstruieren,
so dafi die Seiten des gegebenen Dreieckes zu den Seiten
des ges u eliten in dem Verhaltnisse 3:5 ste h e n.

5. E i n Dreieck ist gegeben; e i n d e m s e 1 b e n il h n 1 i c h e s
Dreieck so zu zeichnen, a) dafi sich die Umfange wie
2:3 verhalten; b) dafi die In h alte im Verhaltnisse 9:16
s teh e n.



29

Fig. 37.
B

—i

§. 49. Eine gegebene Streč k e in m e lir er e gleiche
Tcile zn teilen.

a) Eine Auflosung dieser Aufgabe wurde bereits in der I. Abteilung
dieses Euches (§. 125) gezeigt; dieselbe istjedoch, da dabei viele Parallele
gezogen werden mtissen, mtihsam und kann leiclit Fehler veranlassen.

Einfacher sin d folgende Auflosungen:
b) Ist eine Strecke AB (Fig. 37) z. 13. in 7 gleiche Teile zn

teilen, so zieht man einen Strahi MX,
tragt darauf 7 beliebige gleiche Teile
bis N auf nnd konstruiert liber MN
das gleichseitige Dreieck M. NO. Macht
man nun Om = On gleich der ge-
gebeuen Strecke AB und zieht mn,
so ist auch O m n ein gleichseitiges
Dreieck (warum?), und daher mn —
O m und parallel mit MN. Zieht man
dann von O zu den Teilungspunkten
von MN gerade Linien OR, OS,...,
welche mn in den Punkten r, s, ..
schneiden, so wird in diesen Punkten
mn — AB in 7 gleiche Teile geteilt.

Da mn || AlN, so ist mr: MR
Or : OR-, folglicli auch mr : MR
somit auch mr = r s,
Teile der Strecke mn nachweisen.

c) Es sci AB (Fig. 38) z. B. in 10 gleiche Teile zu teilen.
Man errichte in A und B auf AB zwei Normale,
trage auf jede 10 gleich grofie Teile bis C und

Or : OR und rs : RS —
rs: RS. Nun ist MR = RS,

Ebenso lafit sicli dic Gleichheit der tlbrigen

Fig. 38.

J) auf und ziehe durch je zwei zusammengehorige
Teilungspunkte eine Strecke. Zieht man nun in
dem Rechtecke A BIJ C die Diagonale AD, so
ist die Aufgabe gelbst. Da ab\\AB, so ist
ab : AB = Db : DB] nun ist Db der zehnte
Teil von DB, also mufi auch a b der zehnte
Teil von AB sein. Ebenso folgt, dafi c d — ^ AB,
ef = jh AB,... ist.

§. 50. 1. Einen tausendteiligen verjiingten Trans-
v e r s a 1 - M a fi s t a b zu konstruiere n.

Die Konstruktion eines verjiingten Transversal-Mafistabes beruht
auf dem in §. 49 unter c) angegebenen Verfahren, eine Strecke in
mehrere gleiche Teile zu teilen.
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Es sei AB in verjttngtem Maflstab I dm ; man trage A B zehnmal
his X aul', so ist AX lm; um clie cm utid mm zu tinden, errichte
man in den Endpunkten von A X zwei Normale, trage darauf wieder
10 beliebig grobe, jedoeli gleiche Teile auf und ziehe durcli die
letzten Teilungspunkte eine Strecke, welche der zuerst gezogenen
»Strecke parallel und gleich sein mufi, und welehe ebenfalls in 10 gleiclie
Teile geteilt wird. Sodann zielie man durcli die gegentiberstehenden
Teilungspunkte gerade Linien, welcbe allc zu A X entvveder normal
oder parallel sind. Zieht man in irgend einer Abteilnng eine Diagonale,

Fig. 39.

z. B. C 200, so ist ah der lOte Teil von CD, folglich aucli von
AB; c d enthiilt 2 solcbe Teile, ef 3 Teile, u. s. w. Diese Teile
tragt man nun sowohl auf AB als E 0 auf, zieht dann durcli
0 und F sowie durch je zwei folgende Teilungspunkte Trans-
versalen und schreibt an die Teilungspunkte die Zahlen so hin,
wie man sie an der Figur sieht; dadurch wird p 1 A von FB, oder
jE von AB, q 2 ^fo von ^ B- Mithin stellen FB und p 1 beziiglich
1 cm und 1 mm dar.

Die wahre Lange von a' b' anzugeben.
2. Eine auf dem Papier gezogene Strecke mit Hilfe des tausend-

teiligen Transversal-Mafistabes zu messen.
3. Trage mit Hilfe dieses Mallstabes eine Strecke von a) 2 dm,

h) 19 cm, c) 235 mm, d) 1 dm 8 cm 9 mm auf!
4. Zeichne mit Hilfe dieses Mallstabes ein Dreieck mit den Seiten

204 mm, 193 mm und 148 mm!
5. Von einem Dreiecke ABC ist das Seitenverbaltnis AB : 40 =

5 : 6 und der eingeschlossene Winkel A = 60° gegeben; konstruiere
iiber der Seite 235 mm (homolog zu A B) ein dem Dreiecke A B C
iihnliches Dreieck!
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3. Ahnlichkeit der Polygone.
§. 51. Zwei Polygone heifien ahnlich, wenn sic dicsclbe

Gestalt liaben.
Um die Eigensehaften ahnlicher Vielecke naher zu bestimmen,

ziehe man in dem Vielecke ABCDEF (Fig-. 40) von A aus die
Diagonalen A C, A D, A E und
denke sich, dali sich die Punkte
B, C, D, E' F in den Geraden A B,
A C, A D, A E, A F so gegen den
Punkt A hin bewegen, dali die
Strecken B1 C‘, C1 D', ... , B“ C“,
C"1. . in jeder ucuen Lage mit
den gleichliegenden Sciten B C1 ,
CD,... parallel bleiben; man er-
hiilt dabei immer kleinere Polygone
AB‘C‘D‘E‘F\ AB“C“D“E“F“,...,
welche aber offenbar alle untereinander und mit dem gegebenen Polygone
dieselbe Gestalt liaben, also ahnlich sind. Der Winkel A ist allen diesen
Polygonen gemeinscbaftlieh; die tibrigen Winkel bleiben wahrend der
parallelen Bewegung der Seiten ebenfalls ungeandert, so dali alle diese
Polygone nacb der Ordnung gleicbe Winkel liaben. Audi gelit aus
§. 40 liervor, dali die Seiten eines jeden neuen Polygons mit den
liomologen Seiten des gegebenen proportional sind.

In abnlichen P o 1 y g o n e n sind die W i n k e 1 nacb der
Ordnung p a a r w e i s e g 1 e i c h und die b o m o 1 o g e n Seiten
proportional.

Zwei regelmallige Vielecke von derselben Seitenanzahl sind ahnlich.
Aus der obigen Darstellung folgt ferner:

«) A h n 1 i c h e P o 1 y g o n e vv e r d e n d u r c h die liomologen
Diagonalen in a h n 1 i c h c D r e i e c k e g e t e i 11.

b) In a h n 1 i c h c n P o 1 y g o n e n verhalten sich die liomologen
Diagonalen wi e die liomologen Seiten.
§. 53. Wenn jede Seite eines Polygons 2mal, 3mal, 4mal so

grofi ist als die homologe Seite eines ahnlichen Polygons, so ivird audi
die Summe aller Seiten, d. i. der Umfang des ersten Polygons, 2mal,
3mal, 4mal so grofi sein als der Umfang des zweiten Polygons.

Die Umfange ahnlicher Polygone verhalten sich also
so wieje zwei homologe Seiten.

§. 53. Zerlegt man zvvei ahnliche Polygone, deren Seiten sich
z. B. wie 5 : 3 verhalten, durch gleichliegende Diagonalen in Dreiecke,

Fig. 40.
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so verhalten sicli nach §. 47 jc zwei gleichliegende Dreiecke der beiden
Vielecke wie 25 : 9; es mtissen sich demnach auch die Summen aller
dieser Dreiecke, d. It. die beiden Polygone selbst, wie 25 : 9 verhalten.

Die F1 a e h e n i n h a 11 e ahnlicher P o 1 y g o n e verhalten
sicli al s o w i e die Q u a d r a t e der h o m o 1 o g e n S e i t e n.

Wird eine in der Wirklichkeit aufgenonimene Figur im verjiingten
Malic auf dem Papiere dargestellr, so dali jede Seite auf dem Papiere
nur |, j, der wahren Lange betragt, so ist der Flacheninhalt
der Figur auf dem Papiere |, jLj,.. . von dem Flacheninhalte der
aufgcnommcnen Figur.

A u fg a b e n.
S- 54. Konstruktionsaufgabcn.
1. D b c r e i n e r g e g e b e n e n S t r e c k e GH (Fig. 41) e i n

Polygon zu konstruieren, tvelches mit eineni gegebenen

Man ziehe die Diagonalen
A C, AD, machc AM = GH
und zieheMN || BC, NP || Cl),
PQ || DE] dami ist das Polygon
A B CDEcN) A MNPQ. Kon-
struiert man nun liber GH ein
Polygon GHJKL, welches mit

-A* jVf JB Gv 'H AMNPQ kongruent ist, so ist
dasselbe das verlang-te Polygon.

\Velche Aufgabo wiirde vorliogon, wenu die Seite G H nicht gegeben ware?
2. Zu einem gegebenen Polygon ABCDE (Fig. 41) ein ahnliohes

so zu konstruieren, dali sich die homologen Seiten des gegebenen und
des neuen Polygons wie 3 : 2 verhalten.

Man zerlege das gegebene Polygon in Dreiecke, indem man von
einem Punkte A aus zn den Eckpunkten Strecken zieht, verkleinere
dann die Strecke AB in dem Verhaltnisse 3 : 2 und ziehe von M die
Parallele MN zu BC, durch N die Parallele NP zu CD und so fort,
so ist AMNPQ das gesuchte Polygon.

3. Konstruiere zwei ahnliche Sechsecke, deren homologe Seiten
das Verhaltnis 4: 5 haben!

§. 55. Rechnungsaufgaben.
1. Die homologen Seiten zweier ahnlioher Vierecke verhalten sieli wie 3:4;

wie grofi ist die Flaohe des zweiten Viereckes, wenn die des ersten 117 cm1 betrag t V
2. Die Umfangc zweier ahnlioher Vielecke sind 58 cm und 87 cm, die Flaohe

des ersten Vieleekes ist 152 (trn2 ; wie grofi ist die Flaohe des zweiten?
3. Die Flachen zweier ahnlioher Vielecke sind 36 cm 2 und 225 cm2 , der Um-

fang des ersten Vieleekes ist 12 cm; wie grofi ist der Umfang des zvveiten?

P o 1 y g o n c AB CDE a h ulic It i s t.
Fig. 41.

n
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4. Ein Vieleck soli so vergriiGert werden, daG seine Flache doppelt so groG
wird; in \velchem Verhaltnisse miissen die Seiten vergroGert werden?

5. In einem Bauplane, in welchem 4 cm des gewahlten MaGstabes 3 m in der
Wirklichkeit vorstellen sollen, betragt der Flacheninhalt des Grumlrisses 5'2 i/m2 ;
wie groG ist die wirkliche Bauflache?

6. Auf einer Landkarte sind die natiirlichen Langen in dem Verhaltnisse 1 :
250000, auf einer zweiten in dem Verhaltnisse 1 : 50000 dargestellt; welche Flache
nimmt auf der ersten Karte ein Land ein, das auf der zweiten eine Flache von
100 cm2 hat?

Anhang zur Planimetrie.
Planimetrische Rechnungsaufgaben, welche durch das Ausziehen

der Quadratwurzel gelost werden.
Das reelitwinklige Dreieck.
§. 50. Bezeichnet man in dem rechtwinkligen Dreieeke A B C

(Fig. 42) die MaBzahlen der Hypotenuse AB und der Katheten BC
und A C bezliglicli durcli c, a und b ,
so sind c 2 , a 2 und b'2 die MaBzahlen
der Flaclieninhalte der Quadrate liber
A B, B C und A C. Es folgt daher aus
dem Pythagoreiscben Lehrsatze (§. 9):

c 2 = a 2 + 6 2 ; d. h.:
In jedem rechtwinkligen

Dreieeke ist das Q u a d r a t d e r
Mafizahl der Hypotenuse gleich der Summe aus den
Quadraten der MaBzahlen der b e id e n Katheten. (A rit li¬
ni e tis eh er Ausdruck ftir den Pythagoreischen Lelirsatz.)

Bezeichnet man ferner mit h die MaBzalil der Hohe CD und
mit / die Mafizahl ftir den Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreieckes
A B C, so ist mit Rticksicht auf §. 24, 1

2f = c h = ab.
Mit Hilfe dieser und der obigen Gleichung lassen sich nun nacli-

stehende Aufgaben losen.
1. Gegeben sind die Katheten a und b ; man suclie die GroBen c,

h und /.
Zuniichst ist c 2 = a 2 -\-b 2. Kennt man das Quadrat einer Zahl,

so erha.lt man die Zahl selbst, indem man aus dem Quadrate die
Quadratwurzel auszieht; also ist

c = Va 2 + b 2 .

Aus c/i = ab folgt dami h = f =

Fig. 42.
C

MoSnik-Spielmann, Cleom. Anschauungslolire, II. Abt. 3
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Ist z. B. aus den Katheten b — 36 cm umi a = 160 cm, die
Hypotenu.se c zu bestimmen, so hat man

b 2 = 36 2 = 1296
«2 = 160 2 = 25600, dalier

c = V 26896 = 164. a = 164 cm.
2. Gegeben sind die Hypotenuse c und die Katliete b ■ zu suclien

sind a, h und f.
Aus a 2 = c 2 — & 2 folgt a = Vc2 -— 6 2.

Dami ist h — — und / =a
bc
T'

3. Gegeben ist die Katliete b und der Fliicheninlialt /; man suclie
die zweite Katliete a und die IIypotenuse c.

2 f
Aus ab = 2 f erliiilt man a —J _ h
Dami ist c = V« 2 -)- b 2.
4. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieekes sind a) 35 m und

12 m, b) 7 • 2 drn und 3 ■ 84 dm ; wie grob ist a) die Hypotenuse, (i) der
Flachenirihalt, y) die Hohe auf die Hypotenuse?

5. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist a) die 14ypotenuse 68 dm,,
eine Katliete 32 dm- b) die Ilypotenuse 5'46 m. eine Katliete 2 - 72 m;
wie grofi ist die andere Katliete, wie grofi der Flacheninhalt ?

6. Wie lang mufi eine Leiter sein, um bis zum oberen Ende einer
4 - 5 m, boben Mauer zu reiehen, wenn sie unten 2 - 8 m von der Mauer
abstebt ?

7. Eine 7 m Jange Leiter wird gegen eine vertikale Wand so auf-
gestellt, dafi sie unten 2 ‘4 m von derselben abstebt; wie bocli reicht
an der Wand das obere Ende der Leiter?

Das ({uadrat.
§. 57. Es seien a, d und f die Mafizalilen der Seite, der Diago¬

nale und des Flaclieninhaltes eines Quadrates.
1. Aus der Seite a eines Quadrates die Diagonale d zu berechnen.
Nacli §. 56 ist d 2 = a 2 -f- a 2 , oder d2 = 2 a2. Zielit man die

Quadratwurzel aus, so ergibt sicb d = V2 « a oder d = a V 2.
2. Gegeben die Diagonale d] zu suchen die Seite a und der

Flacheninhalt f.
d 2 9, d2 d\! 2

Da 2 a 2 == d 2 so ist a 2 = -r- = —t-, daher a ==2 4 2
d2

Aus f — a 2 folgt dami f — —. (Audi aus §. 6 ableitbar.)
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3. Gegeben der Flacheninhalt /; gesucht wird a und d.
Aus a 2 = f ergibt sioli a = \Jf.
A us d 2 = 2 a 3 folgt ferner d 2 = 2/, somit d = V2/.
4. Die Diagonale eines Quadrates betriigt 1*4 to; wie grofi ist

a) die Seite, t) der Flacheninhalt?
5. Der Flacheninlialt eines Quadrates ist 15*1321... cZm 8 ; wie

grofi ist a) die Seite, b) die Diagonale?
6. Wie lang ist die Seite eines Quadrates, welches so grofi ist

als zwei Quadrate zusamineiigenommen, deren Seiten 2'15 m und
9 • 12 m sind ?

Das Reclitcck und tler Rliombus.
§. 58. Man bezeicline die Mafizahlen der Seiten eines Reohteckes

durch a und b, die Mafizahl der Diagonale durch d und die Mafizahl
des Flaeheninlialtes durch f.

1. Gegeben die Seiten a und b eines Reohteckes; zu suchen d, und/.
Es ist d 2 = a 2 + & 2, daher d =Va2 + ^ 2 j ferner ist f = a b.
2. Gegeben ist eine Seite a und die Diagonale d •, man bereehne

b und /'.
Es ist b 2 = d 2 — a 2 ; daher ist b = Vtž a — a 2.
Fiir den Flacheninhalt bat man sodami f = ah.
3. Wie grofi ist die Diagonale eines Reohteckes von a) 5'6 m

Lange und 3 \3 m Breite, b) 5'72 m Lange und 3’15 to Breite?
4. Die Diagonale eines Reohteckes ist 7‘3 dm, eine Seite dcs-

solben 4*8 dm ; wie grofi ist die Seite eines fliichengleiclien Quadrates?
5. Wie grofi ist die Seite eines Rliombus, dessen Diagonalen

2‘26 dm, und 1’75 m betragen?
6. Der Umfang eines Rliombus ist 212 cm, eine Diagonale 56 cm;

wie grofi ist der Flacheninhalt?
Das glcichseitige Dreieck.
§. 59. Es sei in dem gleiehseitigen Dreiecke ABC (Fig. 43) die

Seite AB — A C = BC — a, die Hfihe CD — h, der Abstand des
Mittelpunktes O von einer Seite 01) — r. der
Abstand O A = B, und / die Mafizahl des

3*
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Ferner ist nacli §. 79, 1. Abt.
h a V?

6 und R 2 h

2. Gegeben die Hohe h: zu suchen a, r.

An,s a \/3 h folgt a 2 h
V3

2_A\/3
V3.V3

iJ und /.
2h\J3

Dann ist /' == a A
~2~’ ferner ist r

h
3 und /? 2 h

o •O
3. In einem gleichseitigen Dreiecke betragt eine Seite 8 dm ; wie

grofi ist a) die Hbhe, b) der Fliicheninhalt ?
4. Berechne die Seite und den Fliicheninhalt cines gleichseitigen

Dreieckes, dessen Hiihe 2 - 4 dm betragt!
5. Wi.e grofi ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, das einem

Quadrate von 15 dm Seitenliinge flachengleich ist?
Ist f die Flache eines gleichseitigen Dx-eieokes, so ist

••Vs - 4/, «■ = _ 4£VI, „ -pM..
I)as gleichsehcnklige Dreieck.
§. 60. Es sei in dem gleichschenkligen Dreiecke ABC (Fig. 44)

die Grundlinie BC = o, der Schenkel A B — A C — b und die Hbhe
A 1~) = h; die Mafizahl des Flacheninhaltes sei f.

1. Aus der Grundlinie a und dem Schenkel b
die Hbhe h und den Fliicheninhalt f zu berechnen.Fig. 44.

A
Man hat h 2

daher h

‘■-(f)’
.o «
6 - T'

; v* -, und damit f a h
4 ’-- J — ~2~’

2. Gegeben die Hbhe h und der Schenkel b ;
zu suclien a und f.

a V& 2 — h 2(f)’ daher 2 und

== 2Vž> 2 — A 2 ; sodann f — —h

3. In einem gleichschenkligen Dreiecke betragt die Grundlinie
4:8 dm und jeder Schenkel 2'5 dm; wie grofi ist a) die Hbhe, b) der
Fliicheninhalt ?

4. In einem gleichschenkligen Dreiecke betragt die Grundlinie
3'36 m und die Hbhe 4‘25 m; wie grofi ist ein Schenkel?

5. Berechne die Seiten eines gleichschenkligen, rechtwinkligen Drei¬
eckes, dessen Hbhe 24 cm betragt!
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6. Ein gleichschenkliges Dreieck von 35 cm Hohe hat 944 cm 2
Flacheninhalt; wie grofi ist der Umfang?

7. Ein Trapez mit den Parallelseiten 36 mm und 26 mm und der
Hohe 19 mm ist flachengleich mit einem gleichschenkligen Dreieeke,
dessen Grundlinie gleich ist der grofiercn jencr Parallelseiten; wie grofi
ist die Hohe und ein Schenkel des Dreieckes?

i)as rcgclmafiige Secliseek.
§. 61. 1. Aus der Seite a eincs regelmafiigen Seehseekes den

Flacheninhalt / desselhen zu bestimmen.
Da der Umfang des regelmafiigen Seehseekes 6«, der Abstand

seines Mittelpunktes von einer Seite aber die Hohe eincs gleichseitigen
Oj \/3Dreieckes mit der Scitenlange a und dahcr nach §. 59, 1 gleich

ist, so erhalt man
. 6«.«V3 _ 3a 2 \/3
t = 4~ ’ = 2 ‘

2. Wie grofi ist der Flacheninhalt cines regelmafiigen Seehseekes
mit der Seitenlange 4*24 dm?

3. Ein Quadrat und ein regelmafiiges Secliseek haben gleichen
Umfang, namlich 2'4 m; um wie viel ist der Flacheninhalt des Qua-
drates kleiner als der des Seehseekes?

Der Kreis.
62. In einem Kreise (Fig. 45) vom Ilalbmesser O A = r sei

die Sehne AB — s und ihr Zentralabstand O C =
Grofien die dritte zn berechnen.

Aus dem rechtwinkligen Dreieeke A C O er-
gibt sich

s‘
4

dahcr r — + « 2.

Ebenso erhalt man

s — 2V?- 2 — « 2 und a |A 2
.2

Beispiele. 1. s — 320 cm,
a — 168 cm;

s__
2 . r =

a =

a; aus zweicn dieser

117 dm, 3. r = 2'4 m,
108 dmj a = l - 6 m.

§. 63. 1. Aus dem Flaoheninhalte f eines Kreises den Halbmesser r desselben
zu berechnen.

Nach §. 33, 2 ist Bn = /', daher r2 = somit r —

2. Der Flacheninhalt eines Kreises ist a) 10 dm1, b) 4'8659.. .m1 , c) 31'47 cnd\
wie grofi ist der Ilalbmesser?
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3. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, der an Inhalt gleich ist einein
Quadrate mit der Seite 2 m 3 dm\

4. Der Flacheninhalt eines Kreises betragt 4'0115 dm3 ; wie grob ist dio
Peripherie?

5. Der Durchmesser eines Kreises ist 315 mm; wie grofi ist der Durchmesser
eines andern Kreises, dessen Flache sieh zu der Flache des erstereu Kreises wie
3 zn 4 verhalt?

6. Die Halbmesser zweier Kreise sind 4‘4 dm und 3’2 dni ; wie grofi ist der
Halbmesser eines Kreises, welcher a) der Summe, h) der Differenz der Inhalte
jener beiden Kreise gleich. ist?

7. Um wie viel ist die Peripherie eines Kreises, dessen Flacheninhalt
1 ’ 54 m? ist, grofier als der Urnfang des diesem Kreise oingeschriebenen, regelmiifiigen
Sechseckes?

8. Wie grofi ist die Peripherie eines Kreises, welcher einem gleiehseitigen
Droiecko mit der Seite 18 cm flaehengleich ist?

0. Ein gleichseitiges Dreieck, ein (Juadrat und ein Kreis habon gleichen
Urnfang; wie verlialten sich ihre Flacheninhalte?

10. Wie grofi ist der langere Halbmesser eines Kreisringes, weloher 86 "24 dm?
miflt und dessen kiirzerer Halbmesser 4'2 dm lang ist?

11. Die Flache eines Kreisringes betragt 254'34 dm3, der aufiero Urnfang
94'2 dm; wie gr’ofi sind die Halbmesser der beiden konzontrischen Kreise?

12. Wie breit mufi der Raum um einen kreisrunden Sehauplatz, dessen innerer
Durchmesser 9 m ist, angenommen vrerden, damit darin 500 Personen sitzen konnen,
wenn man fiir jede Person 75 dm? rechnet?

13. Der Flacheninhalt f eines Kreissektors und der zu seinem Bogen gehorige
Zentriwinkel m0 sind gegeben; suche den Halbmesser ?•!

Nach §. 36 ist mr3 n = 360 f, folglich r3 = —— daher r = l/^-—.mn \ mn
14. Der Flacheninhalt eines Kreissektors, der zu einem Zentriwinkel von 30°

gohdrt, betragt 37'5 dm?; wic grofi ist der Halbmesser des Kreises?
15. Der Halbmesser eines Kreissegmentes ist 2 dm, seme Sehne ist die Seite

des dem Kreise eingeschriebenen Quadrates; wie grofi ist der Flacheninhalt des
Abschnittes?

16. Den Flacheninhalt eines Kreisabschnittes mit dem Halbmesser r, wenn
dessen Sehne dem Halbmesser gleich ist, zu berechnen.

§. 64 . 1. Aus der Seitenlange eines einem gegebenen Kreise eingeschriebenen,
regehnafiigen Vieleokes die Seitenlange des demselben Kreise umgeschriebenen, regel-

mafiigen Vieleokes von gleicher Seiteuanzahl zu bestimmen.
Es sei Ali (Fig. 46) die Seite eines dem Kreise,

dessen Halbmesser A O gegeben ist, eingeschriebenen,
regehnafiigen Vieleokes. Zieht man den Halbmesser
OF\_AB und durch F die Tangente an den Kreis,
welche von den Verlangerungen der Halbmesser OA und
OB in C und D gesohnitten wird, so ist CD die Seite
eines dem Kreise umgeschriebenen, regehnafiigen Viel-
eckes, das ebenso viele Seiten bat als das eingeschriebene,
dessen Seite AB ist.
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Kennt man nun AB und A O = FO, so kann man auch CD bestimmen.
Die Seiten CD und AB sind parallel, da sie beide auf FO senkrecht stehen, daher ist
A CFO cv AEO, mithin CF: AE = FO : EO, folglich auch CD : AB = FO : E 0.
Von diesen Grofien sind AB und FO gegeben, EO fin det man aus dem recht-
winldigen Dreiecke A E 0 ; es kann demnach aus der obigen Proportion auch CD
berechnet werden.

2. Aus der Seitenliinge eines einem gegebenen Kreise eingeschriebenen, regel¬
mafiigen Vieleckes die Seitenlangc des demselben Kreise eingeschriebenen, regel¬
mafiigen Vieleckes von doppelter Seitenanzahl zu bestimmen.

Es sei AB (Fig. 46) die Seite eines dem Kreise, dessen Halbmesser A O ist,
eingeschriebenen, regelmafiigen Vieleckes. Zieht man den Halbmesser OF I AB
und dann die Sehne A F, so ist diese die Seite des dem Kreise eingeschriebenen,
regelmafiigen Vieleckes, welches doppelt so viele Seiten als das fruhere hat.

Sind nun AB und A O = FO bekannt, so kann man aus dem rechtwinkligen
Dreiecke A E O, zunachst E 0 berechnen; subtrahiert man E O von FO, so hat
man EF; aus dem rechtwinkligen Dreiecke AEF erhalt man dann die gesuchte
Seite AF.

3. Der Radius eines Kreises ist 1 dm ; berechne die Seite a) des diesem
Kreise umgescliriebenen, regelmafiigen Sechseckes, b) des eingeschriebenen, regel-
maOigen Zwolfeckes und c) des umgeschriebenen, regelmafiigen Zwolfeckes!

4. Der Halbmesser eines Kreises betragt 0'5 dm; um wie viel sind Umfang
und Flacheninhalt dieses Kreises beziiglich grčfier als Umfang und Flacheninhalt
a) des eingeschriebenen Quadrates, b) des eingeschriebenen, regelmafiigen Acht-
eckes? — Um wie viel sind sie kleiner als Umfang und Flacheninhalt c) des um¬
geschriebenen Quadrates, d) des umgeschriebenen, regelmafiigen Achteckes?



Die Stereoinetrie.

L Gerade Linien und Ebenen im Kaume.
Bestimmung der Ebene.
§. 65. Eine Flache, in welcher sich nach allen Richtungen gerade

Linien ziehen lassen, heifit eine ebene Fliiohe oder eine Ebene. In
den folgenden Betraclitungen wird sowohl die Gerade als anch die
Ebene als unbegrenzt angesehen, wenn nicht ausdriicklich das Gegen-
teil angegeben oder ans dem Satze ersichtlieh ist.

Durch zwei Punkte im Raume wird eine Gerade vollkommen be-
stimmt, d. h. es 1 šilit sich durch zwei Punkte eine einzige gerade Linic
ziehen. Legt man nun durch diese Gerade eine Ebene, so kann man
dieselbe um die Gerade rings herum drehen, wodurch sie unzahlig vielo
verschiedene Lagen einnimmt. Durch zwei Punkte oder durch eine
gerade Linie ist demnaoh eine Ebene nicht bestimmt. Ni tri nit man aber
aufierhalb der Geraden noch einen Punkt an, so wird cs unter jenen
unzahlig vielen Lagen, welche die Ebene wahrend ihrer Umdrehung
annehmen kann, eine einzige geben, in welcher die Ebene durch die
gerade Linie und den aufier ihr liegenden Punkt gelit. Durch cine
Gerade und einen aufier ihr liegenden Punkt oder durch
drei nicht in einer geraden Linie liegende Punkte kann
demnach n ur eine Ebene gelegt werden.

Die Lage einer Ebene ist daher eindeutig bestimmt:
1. durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte,
2. durch eine Gerade und einen Punkt aufierhalb derselben,
:-5. durch zwei einander schneidende Gerade,
4. durch zwei parallele Gerade.
Jede Ebene kann durch Bewegung einer Geraden erzeugt

rverden, und zwar, indem die bewegliche Gerade 1. langs zweier einander
schneidender Geraden oder 2. langs zweier Parallelen hingleitet, oder
3. sich um einen ihrer Punkte dreht und dabei langs einer Geraden
hingleitet, oder 4. langs einer zweiten Geraden parallel verschoben wird,
oder 5. indem ein rechter Winkel sich um einen seiner Schenkel dreht.
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1. Hauptlagen von Geraden und Ebenen.

§. 66. Zwei gerade Linien konnen eine dreifache Lage haben:
1. sie schneiden einander; 2. sie sind parallel; 8. sie schneiden weder
einander nocli sind sie parallel. In den ersten beiden Fallen lafit sicli
durcli die beiden Geraden eine Ebene legen, im dritten Falle ist dies
nicht moglich. In diesem Falle sagt man, die Geraden kreuzen einander
oder sie sind windschief.

Fiir jeden der drei Falle sind Beispiele an den Kanten im Sclmlzimmer an-
zugeben.

§. 67. Bei einer Parallelverschiebung zweier einander schncidcndcr
Geraden bleiben die Winkel, welcbe sie bilden, ungeandert.

Wie ftlr Winkel in der Ebene, gilt daher auch ftir Winkel des
Raumes der Satz:

Zwei Winkel, deren Sebenkel paarvveise parallel sind, sind a) ein¬
ander gleieb, wenn beide Paare der parallelen Sebenkel nacb derselben
Seite oder beide Paare nacb entgegengesetzten Seiten gericbtet sind,
dagegen b) supplementar, wenn nur ein Paar nacb derselben Seite, das
andere aber nacb entgegengesetzten Seiten gerichtet ist.

§. 68. Zwei Ebenen beificn parallel. wenn sie keinen Punkt
gemeinschaftlicb liaben. Haben sie gemeinscbaftliche Punkte, so sagt
man, dali die Ebenen einander scbneiden. Die gemeinscbaftlicben
Punkte zweier einander scbncidender Ebenen liegen in einer Linie, welclie
die Durchsclinittslinie der beiden Ebenen beifit. Diese muli eine Gerade
sein. Denn verbindet man zwei gemeinscbaftliche Punkte der beiden
Ebenen durcli eine Gerade, so konnen die beiden Ebenen keinen
Punkt auBerlialb dieser Geraden gemeinscbaftlich liaben; die beiden
Ebenen w(irden dann zusammenfallen, da durcb eine Gerade und eincn
auflerhalb derselben liegenden Punkt cine Ebene bestimmt ist.

2. Lage der Geraden gegen eine Ebene.

§. 69. Haben eine Gerade und eine Ebene in Fig. 47.
ihrer ganzen Ausdebnung keinen Punkt gemeinschaftlicb, c D
so heifien sie parallel. Ist eine Gerade zu einer Ebene
nicht parallel, so sebneidet sie diese in einem Punkte,
welcher Scbnittpunkt oder Fuflpunkt der Geraden lieifit.

Ist (Fig. 47) MN eine Ebene, AB eine in dieser
Ebene liegende Gerade, mit welcher CD parallel ist,
so mufi auch CD mit MN parallel scin. Denn durcb N
die beiden Parallelen AB und CD ist die Ebene ABDC bestimmt;
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wti rde CD die Ebene MN schneiden, so miifite der Durchschnittspunkt
nicht nur in MN sondern auch in der Ebene ABDC sein, er mitlJte
daher der Durchschnittslinie beider Ebenen, d. h. AB angehoren, was
nicht mbglich ist, da AB \\ CD ist.

Daraus folgt:
Ist e i n e G e r a d e zn e i n e r G e r a d e n in e i n e r Ebene

p a r a 11 e 1, so ist s i e auch z n r Ebene s e 1 b s t p a r a 11 e 1.
Umgekehrt: Ist eine Gerade zu einer Ebene parallel,

so ist sie auch zn j oder Geraden in dieser Ebene parallel,
wclcbc mit ihr in einer Ebene liegt.

§. 70. Dreht sicli ein rechter Winkel
A O B (Fig. 48) um den Schenkel A O ,
so beschreibt der andere Schenkel OB
eine Ebene MN und der Schenkel A O
ist auf dem andern Schenkel in jeder
Lage desselben senkrecht. Man sagt, die
Gerade A O ist zur Ebene selbst normal.

Eine Gerade ist zu einer
Ebene normal, w e n n sie zu a 11 e n
Geraden der Ebene normal ist,
w e 1 c h e d u r c h i h r e n F u fi p u n k t ga¬
zo g e n werden.

Da die Ebene MN schon durch zwei Lagen des sich drehenden
Schenkels bestimmt ist, die nicht in dieselbe Gerade fallen, z. B. durch
B O und B‘ O, so ergibt sich:

Steht eine Gerade auf zwei Geraden, welche durch
i hren Fuflpunkt in der Ebene gezogen werden, normal, so
steht sie auf der Ebene selbst normal.

V o n e i n e m P u n k t e a u 6 e r h a 1 b e i n e r E b e n e ist z u dieser
nur eine Normale m ogli c h.

Denn ist AB (Fig. 49) normal auf
M JV, so mufi in dem bei B rechtwinkligen
Dreiecke ABC der Winkel C ein spitzer
sein; A C ist also schief gegen MN.

Da A C die Hypotenuse des Dreieckes
ABC ist, so ist A C^>AB. Daraus folgt:

Die Normale von einemPunkte
aufierhalb einer Ebene zu dieser
Ebene ist die ktirzeste Gerade,

w e 1 c h e von d i e s e m P u n k t e z u d e r E b e n e m b g 1 i c h ist. Sie
g i b t den Abstand des Punktes von der Ebene a n.

Fig. 49.
A

Fig. 48.

A
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Audi in einem Punkte einer Ebene lafit sich auf diese nur eine
einzige normale Gerade ziehen.

§. 71. Zielit man von einem Punkte A (Fig. 50) im Raumc die
Normale AA' auf die Ebene MN, so heiflt der FuBpunkt A‘ dieser Nor¬
malen die Projektion und zwar die
N o r m a 1 p r oj e k t i o n d e s P u n k t e s
A auf die Ebene und die Ebene selbst
die Pr o j ektionsebene.

Unter der N o r m a 1 p r o j e k ti o n
einer Lini e auf cine Ebene versteht
man den Inbegriff der Projektion en
samtlicher Punkte jener Linie auf
diese Ebene.

Die Projektion einer Strecke auf eine Ebene ist daher die
Strccke zwischen den Projektionen ihrer Endpunkte auf diese Ebene.
Ist A' die Projektion des Punktes A und B' die Projektion des Punktes
B auf die Ebene MN, so ist die Strecke A'B‘ die Projektion der
Strecke AB auf diese Ebene.

§. 72. Unter dem Neigungsvvinkel einer Geraden gegen eine
Ebene versteht man den Winkel, welcben die Gerade mit ihrer Normal-
projektion auf diese Ebene bildet.

Steht (Fig. 51) AB schief, BC dagegen normal auf der Ebene
MN., so ist A C die Projektion der Geraden AB auf die Ebene MN
und BAC ibr Neigungswinkel gegen diese Ebene.

Zieht man durck A in der Ebene MN
irgend eine Gerade A D , macht AE — A C'
und zielit B E, so ist diese langer als die Nor¬
male BC ; in den Dreiecken ABE und ABC
sind also zwei Seiten paarweise gleicb, dagegen
die dritten Seiten ungleich, daher liegt aucli
der groBeren dieser Seiten ein groBerer Winkel
gegeniiber (1. Abt., §. 76), also Winkel
B A E~> B A C. Daraus folgt:

DerNeigungswinkeleinerGeradengegen eine Ebene
ist der kleinste unter allen Winkeln, welche sie mit Ge¬
raden bildet, die in der Ebene dur eh ihren FuBpunkt ge h en.

Welcher dieser Winkel ist der groGte?
Zwiscben den Strecken, ihren Projektionen und Neigungswinkeln

gegen eine Ebene finden folgende Beziehungen statt:
1. Ist eine Strecke zu der Ebene parallel, d. i. ist der Neigungs-

winkel gleicb Nuli, so ist ikre Projektion von gleicher Lange (Fig. 50, I);

Fig. 51.
B

Fig. 50.
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vviichst der Neigungswinkel, so wird die Projektion kleiner (Fig. 50, II);
wird der Neigungswinkel gleich 90°, d. h. ist die Strecke zu der Ebene
normal, so wird die Lange der Projektion gleich Nuli (Fig. 50, III).

2. Pei gleich en Neigungs winkeln haben gleiche Strecken
aueli gleiche Projektionen und umgekehrt; zu einer groficren Strecke
gehort auch eine groBere Projektion und umgekehrt.

Wie grofi ist die Projektion einer Strecke von 5 dm 2 cm, wenn ilir Neiguugs-
\vinkel gegen eine Ebene o) 45°, b) 60°, c) 30° betragt?

§. 73. Ist (Fig. 52) AO± MN und AB = AC = AD, so
sind die rechtwinkligen Dreiecke A OB, AOC und AOD kongruent

und daher OB = O C = OD. Daraus folgt:
Die Fufipunkte a 11 e r g 1 e i c h e n

Strecken, die v o n ein e m P u n k t e zu
einer Ebene gezogen w er d en, liegen
in eine m Kreisc, welcher d en Fufi-
punkt der Normalen z um Mittelpunkte
bat; diesc Strecken haben also gleiche Pro¬
jektionen.

Umkehrung: Haben Strecken, welchc von
demselben Punkte auBerlialb einer Ebene zu
derselben gezogen werden, gleiche Projektionen,
so sind sie einander gleich.

§. 74. Der Neigungswinkel einer Ge raden gegen cine Ebene andert
sieh bei einer Parallelverschiebung der Geraden nicht.

Hieraus ergeben sich folgende Siitze:
1. Zwei parallele Gerade bilden mit derselben Ebene

gleiche N e i g u n g s w i n k e 1.
2. Ist von z w e i p a r a 11 e 1 e n Geraden d i c eine z u einer

Ebene normal, so ist e s auch die andere.
3. Der zweite dieser Satze laBt. folgende Umkehrung zu: Zwci

Normale derselben Ebene sind parallel.

3. Lage der Ebenen gegeneinander.
§. 75. Die beiden parallclen Ebenen MN und PQ (Fig. 53) werden

durch die Ebene ABDC geschnitten; die Durchschnittslinien sind Hit
und CD. Diese konnen als Gerade derselben Ebene ABDC nur parallel
sein, oder sie miissen einander schneiden. Wiirden sie einander etwa in
dem Punkte E schneiden, so muflte E sowohl in MN als auch in PQ
liegen, weil AB und CD diesen Ebenen angehoren; dann aber wtlrden
die Ebenen einander schneiden. AB und CD miissen daher parallel sein.
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W e r d e n -zwei parallele Ebenen von einer dritten
g e s c h n i t1 e n, so s i n d d i e D u r c h s c h n i 11 s 1 i n i e n p a r a 11 e 1.

Es seien (Fig. 53) A C und BD
parallele Strecken zwischen den parallelen
Ebenen MN und PQ. Legt man durcli
A C und B D die Ebene ABDC, so ist
AB || CD, daher ist ABDC cin Parallelo-
gramm und mithin A C = BD.

Parallele Strecken zwischen
parallelen Ebenen s i n d einander
g 1 e i c h.

Piff. 53.

§. 76. Der Neigungswinkel zwischen einer Geraden und einer
Ebene andert sicli bei einer Parallelverscbiebung der Ebene nicbt.
Hieraus ergeben sich folgende Satze:

1. Zwei parallele Ebenen bilden mit derselben Gc-
r a d e n gleiche Neiguhgsvvinkel.

2. Ist von zwei parallelen Ebenen die cine zu einer
Geraden normal, so ist es auch die andere.

Der 2. Satz kitit aucb die Umkehrung zu:
Zwei normale Ebenen derselben Geraden s i n d

p a r a 11 e 1.
Da Gerade, die auf einer Ebene normal steben, parallel sind, so

gilt der Satz (§. 75):
Normale Gerade zwischen parallelen Ebenen sind

einander gleich.
Die normale Gerade zwisclien parallelen Ebenen heidt der Abstand

derselben; parallele Ebenen haben also in allen Punkten denselben Abstand.

§. 77. Dreht sich eine halbbegrenzte Ebene ABM (Fig. 54) um
die gerade Grenzlinie AB in der Richtung gegen ABS, so weicht sie
bei dieser Drehung von ihrer ursprtinglichen Lage
A M umsomehr ab, je grbfier die Drehung ist. 54-

Die Abweicbung der Lagen zvveier Ebenen,
welche dieselbe Grenzlinie haben, heidt derFlachen-
winkel oder Keil der beiden Ebenen; die gemein-
schaftliche Grenzlinie nennt man die Kante und
die beiden Ebenen Schenkelflachen oder S e i t e n
des Keiles.

In dem von den Ebenen A M und id gebildeten Keile ist AB
die Kante, A M und AN sind die Schenkelflachen oder Seiten. Den
Keil selbst bezeichnet man durch M(AB)S.
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Die Grdile eines Keiles M(AB)S hlingt von der G r d (1 c d er
Drehung ab, welche die eine Schenkelflache AM mn die Kante A Ji
machen mufi, um in die Lage der zweiten Schenkelflache Al N zu ge-
langen. Die Groile dieser Drehung aber wird gemessen durch den
Linienwinkel MO S, welchen cine auf der Kante normale Gerade MO
vvahrend der Drehung beschreibt. Der Linienwinkel MOS hciflt der
Neigungswinkel der beiden Ebenen A M uud AS, welche den Keil
bilden; man erhalt ihn, wenn man auf die Kante in einem beliebigen
Punkte derselben zwei Normale so errichtet, dali die eine Normale in
die eine, die zweite in die andere Schenkelflache talit.

Oft. wird der zwischen den Schenkelflachen li ege n de Teil des It a um e s
als Keil erklart.

Da die Keile durcli die zugehorigen Neignngsvviokel gemessen werden, so
golten alle Bezeiclmungen und Siitze, welche in der Planimetrie von den \Vinkeln
entwiekelt werden, audi von den Keilen, wenn man die Ausdrucke

Winkel, Scheitel, Schenkel, Gerade
beSsiiglich durch die Ausdrucke

Keil, Kante, Schenkelflache, Ebene
ersetzt.

Man unterscheidet auch hier hohle und erliabene, spitze, rechte,
stumpfe und gestreckte Keile, ferner Neben- und Scheitelkeile.

§. 78. Ist der Neigungswinkel zweier Ebenen ein rechter, so
heiflen diese aufeinander senkrecht oder normal,
sonst s c h i e f.

1. Es sei (Fig. 55) die Gerade AB J_ MN
und man lege durch AB eine Ebene IiS, welche
die Ebene MN in der Geraden PS schneidet; dann
muli auch Ebene BS _L MN sein. Denn zielit man
in der Ebene MN die Gerade BCJ_PS, so ist
ABC der Neigungswinkel der Ebenen BS und MN]
dieser Winkel ist aber ein rechter, da A B _L MN
und daher auch A ]> J_ B C ist, folglich Ti S _L MN.

Ist daher eine Gerade zu ein er Ebene normal, so ist
auch jede durch die Gerade gelegte Ebene zu der er s ten

2. Ist A P> J_ MN (Fig. 56), so ist auch
Ebene ABC J_ MN. Dreht man die Ebene
ABC um AB, so ist sie in jeder Lage, z. B.
A BIT, ebenfalls J_ MN. Daraus folgt:

Sin d zwei einander s c lin eid en d e
Ebenen zu e in er dritten Ebene normal,
so ist auch ihre Durehschnittslinie zu
dieser Ebene normal.

Ebene normal.
Fig. 56.
B

Fig. 55.

N
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§. 79. Bci Parallelverschiebung (ler einen von zwei einander
schneidenden Ebenen iindert sich der Neigungswinkel dieser Ebencn
nicht. Daraus folgt:

1. Zwei parallele Ebenen haben gegen dieselbe dritte
Ebene gleiche Neigungswinkel.

2. I s t von z w e i parallele n Ebenen die e i n e zn e i n e r
dritten Ebene normal, so ist auch die andere zu derselben
nor m a 1.

4. Korperliche Ecken.
§. 80. Gleitet ein Halbstrahl O M (Fig. 57), dessen Anfangspunkt O

im Raume fest ist, langs des IJmfanges eines Poljgons ABCD bin,
so schliefien die von ihm bescbriebenen Ebenen
MON, NO P, POQ. .. einen nach einer Seite
unbegrenzten Raum ein, welcber cine k o r p e r-
1 i c h e oder R a u m e e k e, auch blofi E c k e lieilit.

Den testen Punkt O nennt man den
S c h e i t e 1, die EbenenMON, NO P, POQ...
die S eitenflilch en, die Scbnittbnien je
zweicr aufeinander folgender Seitenflacben die
Kant en, die von je zwei benaclibartcn Kanten
gebildcten ebenen Winkel die Kanten wji n k e 1
oder Seiten und die Neigungswinkel je
zvveier anliegender Seitenfiiichen die Flachenwinkel oder bloll
Winkel der Ecke. Die Ecke selbst heifit OMNPQ.

Zur Entstebung einer Ecke sind wenigstens drei Ebenen erforderbcb.
Eine Ecke bat so viele Seiten und so viele Winkel als Kanten. Nach
der Anzahl der Kanten oder Seiten unterscbeidet man dreikantige
oder dreiseitige, vierkantige oder vi er seiti ge,... Ecken.

Eine Ecke, in welcher alle Seiten gleich sind, heifit gleicb-
seitig; eine Ecke, in welcher alle Winkel gleich sind, gleicli-
w i n k I i g; und eine Ecke, in welcher die Seiten und Winkel gleich
sind, regelmaflig oder regular.

§. 81. Um aus drei gegebenen Kantemvinkeln A O B — a ,
AOC—b und B O D — c (Fig. 58), von denen a der grofite sei, eine
Ecke zu bilden, wird man die Ebenen AOC und BOD um die Ge-
raden O A und O B auf derselben Seite der Ebene AOB so lange
g-egeneinander drehen, bis die Geraden O C und OD ineinander fallen.
Wiirden diese Geraden gar nicht oder wtirden sie in der Ebene AOB
zusammenfallen, so entsttinde keine Ecke. Damit eine Ecke entstehe,
mtissen die Geraden O C und OD auflerhalb der Ebene AOB in der

Fig. 57.
O
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Geraden O E zusammenfallen, was nur moglich ist, wenn b -f- c > a
iHt. Wenn aber die zwei kleinsten Seiten b und c zusammen grofier sind
als die dritte griiBte, so muii umsomehr a -f- c > b und a -|- bO c sein.

In jeder dr ei kanti g en Ecke ist die Sum m e je zweier
Kantenwinkel grofi er als der dritte.

Da ran s folgt, dafi jede Seite e in er dreiseitigen
kdrperlichen Ecke grbfler sein mufi als die Differenz
der beiden and er n.

Vergleiclie mit diesen Satzen jene iiber die Seiten eines Dreieckes.

Fig. 58.
(I.) (IT.)

O O o

§. 82. Die Summe aller ebenen Winkel, welche in einer Ebene
um einen Punkt herum liegen, ist gleich vier Rechten. Umgekebrt:
betriigt die Summe aller ebenen Winkel um denselben Scheitel vier
Recbte, so liegen dieselben in einer Ebene und konnen daher keine
Ecke bilden. Daraus folgt:

In jeder Ecke ist die Summe aller Kantenwinkel
ki e in er als vier Redite.

§. 83. Zwei Ecken, welche sich so ineinander legen lassen, dafi
ilire Kanten und Seitenflachen einander decken, heifien kongruent.

Soli diese Deckung miiglich sein, so miissen nicht nur die Seiten
und Winkel der beiden Ecken paameise gleich sein, sondern auch in
beiden Ecken in derselben Richtung aufeinander folgen. Die Anordnung
der paarvreise gleichen Stucke kann aber in den beiden Ecken aucb
entgegengesetzt sein.

Bei der in §. 81 angeftihrten Konstruktion einer Ecke aus drei
gegebenen Kantenwinkeln (Fig. 58) kann namlicli die Drebung der
Ebenen AOC und BOB um die Geraden O A und OB auf zweierlei
Art gescheben, entweder auf der vorderen Seite der Ebene AOB
(Fig. 58, I) oder auf der hinteren (Fig. 58, II). Die zwei Ecken, die
dadurch entstehen, haben nach der Ordnung gleicbe Kantenwinlcel und
gleicbe Flaehenwinkel und dennocb kiinnen sie im allgemeinen nicbt
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so ineinander gelegt werden, dafi Deckung stattfindet, weil ilire gleichen
Bestandteile im entgegengesetzten S in n e der Drehung —in der
einen Ecke von links nach rechts, in der andern von rechts naeli links
— aufeinander folgen. Die boi den Ecken stehen in derselben Beziehung
zueinander wie ein Gegenstand zn seinem Spiegelbild oder wie die
rechte Hand zur linken. Zwei solche Ecken heifien symmetrisch.

Legt man zwei symmetrische Ecken so aneinander, dafi sie eine
Seitenflaclie gemeinsam liaben und sie selbst auf entgegengesetzten
Seiten derselben liegen, so steht die Strecke zwischen je zwei
entspreclienden Bunk ten der beiden Ecken zu der g e-
meinsamen Seitenflaclie normal und wird durch sie
halbiert.

Die Ebene, in welcher bei dieser Lage die gemeinsame Seitenflaclie
liegt, heiflt die Symmetrieebene der zwei symmetrisclien Ecken.

II. Korper und ihre Ausmessung.
§. 84. Ein von allen Seiten begrenzter Raum ist ein K o r p e r.

Ein Korper, welcher von lauter Ebenen begrenzt wird, heiBt ein eben-
flachiger oder eckiger Korper, auch Po ly e der. Ein Korper,
welcher entweder teils von ebenen, teils von gekrliinmten Flachen
oder von einer einzigen gekrtimmten Flacbe begrenzt wird, heiBt ein
krummflachiger oder rund er Kbrper.

Zur Begrenzung eines Polyeders sind wenigstens vier Ebenen
erforderlich. Die einzelnen Grenzebcnen eines Polyeders heifien seine
Blaclien, die Schnittlinien der Flachen heifien die Kan ten und die
von den Flachen gebildeten Ecken die Ecken des Polyeders.

§. 85. Zwei Korper, welche so ineinander gelegt werden kbnnen,
dafi alle ihre Grenzfliichen einander decken, heifien kongruent.

Zwei Korper, welche auf entgegengesetzten Seiten einer Ebene
in eine solche Lage gebracht werden kbnnen, dafi die Verbindungs-
strecke je zweier entsprechender Punkte derselben zu dieser Ebene
normal steht und durch sie halbiert wird, heifien symmetrisch (§.83)
und die Ebene selbst heiBt die Symmetrieebene der zwei Korper.

Sowohl in kongruenten als in symmetrischen Korpern sind je zwei
entsprechende Strecken gleich, je zwei entsprechende Flachen kongruent
und je zwei entsprechende Keilc gleich ; die entspreclienden Ecken aber
sind nur in kongruenten Korpern kongruent, in symmetrischen dagegen
symmetrisch. Zwei symmetrische Korper kbnnen daher im allgeineinen
nicht zur Deckung gebracht werden.

M o 8 n i k - S p i e 1 m a n n, Geom. Anschauungslelire, II. Abt. 4
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§. 86. Bei der Ausmessung der Korper hat man die Ober-
fliiche und den Kubikinhalt derselben in Bctracbt zu ziehen.

Unter der Oberflache eines Korpers versteht man die Summe
aller Grenzfiachen desselben. Um daher die Oberflache eines Korpers
zu erhalten, brauelit man nur den Placheninhalt jeder Grenzfliiche ftir
sieh zu bestimmen und alle gefundenen Flachen zu addieren.

§. 87. Die Grofle des Raumes, welchen die Oberflache eines
Korpers einschlieflt, heiflt dessen Kubikinhalt oder Volumen.

Zwei KSrper, welche gdeichen Kubikinhalt haben, heifien in h alt s-
gleich.

Um das Volumen eines Korpers zu bestimmen, nimmt man irgend
einen bekannten Korper als Einheit des Kubikmafles an und untersucht,
wie oft derselbe in dem gegebenen Korper enthalten ist. Die Zahl,
welche dieses angibt, heiflt dieMafizahl ftir das Volumen des Korpers.

Als Einheit des Kubikmafles wird ein Wiirfe 1 (Kubus) an-
genommen, dessen Seite der Einheit des Langenmafies gleich ist, also
ein Meter, ein Dezimeter,.. betragt und der dann beziehungsweise
K n h i k m e t e r (m1* 3), K u h i k d e z i m c t e r (dm3),... heiflt. Einen Korper
messen heiflt also untersuchen, wie viel ms, dm3 , u. s. w. darili
enthalten sind. Es wtlrde zu mtthsam und in vielen Fallen unausftihrbar
sein, diese Untersuchung durch wirkliches Neben- und Aufeinanderlegen
der Kubikeinheit vorzunehmen; einfaeher wird das Volumen eines
Korpers mit tel h ar aus dem Mafle der Strecken oder Flachen, von
denen die Grofle desselben abhangt, durch R e c h n u n g gefunden.

Eiitsteliuiig

1. Das Prisma.

umi Bestandstiicke eines 1’rismas.

Fig. 59.

§. 88. Nimmt man mit ciner unbegrenzten Geraden A E (Fig. 59)
eine Parallelverschiebung langs des Umfanges eines Polygons ABC1)...

vor, so schlieflen die von ihr beschriebenen Ebenen, deren
Sclmittlinien BF, CG, D IT,... parallel sind, einen
nach zwei Seiten offenen Raum ein, welcher ein
prismatischer Raum heiflt. AE heiflt die er-
zeugende Gerade, ABCD das Leitpoljgon.

Wird ein prismatischer Raum durch zwei
parallele Ebenen geschnitten, so heiflt der dadurch
abgegrenzte Korper ein Prisma.

Die zwei parallelen Schnittflaehen heifien die
Gr und flachen, die iibrigen Grenzfiachen die
Seitenflachen.
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Die Grundflachen eines Prismas ABCD und EFGH sind kon-
gruent, da die Seiten nnd Winkel paarweise gleich sind. AB = EF
als Parallele zwischen Parallelen, der Winkel bei A ist gleich dem
Winkel bei E, weil die Schenkel parallel und gleichgerichtet sind.

Die Schnittlinien der Seitenflachen un terc inander lici Pen Seiten-
k ant en; sie sind parallel, da sie durch Parallelverschiebung der cr-
zeugenden Geraden entstanden sind. Die Seitenflachen eines Prismas
sind daher Parallel ogramme,

Die Schnittlinien der Seitenflachen mit den Grundflachen heiflen
Gr nnd kan te n.

Ein Prisma ist also ein Korper, welclier von zwei parallelen und
kongruentcn Vielecken als Grundflachen und von so vielen Parallelo-
grammen, als eine Grundflache Seiten bat, als Seitenflachen begrenzt ist.

Der Abstand PQ der beiden Grundflachen heillt die Hohe des
Prismas.

Man kann sich ein Prisma auch durch cine Parallelverschiebung
eines Polygons entstanden denken, bei welcher alle Eekpunkte desselben
gerade Linien beschreiben.

Einteilung der Frisiuen.
§. 89. Nach der A n z a lil der S e i t c n k anten unterscheidet

man dreiseitige, vierseitige und mehrseitige Prismcn.
Mit Riicksiclit auf die Lage der Seitenkanten g e ge n die

Grundflachen lieifit ein Prisma gerade oder s c hi e f, je nachdem
die Seitenkanten auf der Grundflache normal oder schief stebcn.

Fig. 00.
H

In einem geraden Prisma sind die Seitenflachen
Rechtecke und jede Seitenkante ist der Hohe des
Prismas gleich.

Jedcs gerade Prisma, dessen Grundflachen regcl-
msiflige Polygone sind, lieifit regelmafiig. Ein
Prisma, in welchem alle Kanten gleich sind, lieifit
gleich kan ti g. .._J o

Ein Prisma ABCDEFGH (Fig. 60), dessen
Grundflachen Parallclogrammc sind, lieifit cin
P a r a 11 e 1 e p i p e d. Dasselbe kann, wie jedes andere
Prisma, gerade oder schief scin. Ein Parallelepiped wird von sechs
Parallelogrammen begrenzt.

Ein gerades Prisma, dessen Grundflachen Rechtecke sind,j, lieifit
ein rcchtwinkliges Parallel epi ped. Es wird von sechs Rccht-
ecken begrenzt.

B
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F,in rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Kanten gleich sind, heifit
ein W ii r fe 1 oder K u b u s. Es wird von seclis Quadraten begrenzt.

Fin schiefes Parallelepiped, dessen samtliebe Grcnzflachen
Rhomben sind, heiflt ein Rhomboeder.

Sehnitte dcr Prismen.
§. 90. 1. Wird ein Prisma duroh eine mit der Grundflache

parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfigur a b c d (Fig. 59) mit
der Grundflache kongruent. (Weshalb?)

2. Legt man dureh zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende
Seitenkanten B F urni DII (Fig. 60) eines Prismas die Ebene, so ist
der Durchschnitt B FHD ein P a r a 11 e 1 o g r a m m nnd heifit ein
Diagonalschnitt des Prismas.

Jedes mehrseitige Prisma kann dureh Diagonalschnitte in drei-
seitige Prismen zerlegt werden.

3. Wird ein Prisma duroh eine auf deu Seitenkanten normale Ebene gc-
selmitten, so heifit die Schnittfigur ein normaler Quersclinitt des Prismas.

Kann in einem Prisma die Grundflache selbst ein normaler Querschnitt sein?

OberMehe eines Prismas.
§. 91. Um die Oberflache eines Prismas zu erhalten, be-

rechnet man die Seitenflachen als Parallelogramme und addiert die-
selben; ihre Summe heiilt die Seitenoberflache oder Mantel-
fltiche. Zu dieser addiert man noch die doppelte Grundflache.

Wird der Mantel eines geraden Prismas in
61 • eine Ebene aufgerollt, so ergibt sich:

Uie Mantelflache eines geraden
Prismas ist einem Rechtecke gleich,
w e 1 c h e s d e n U m fa n g der Grundflache
zur Grundlinie und die Hohe des
Prismas zur liohe h at.

Sind die Seiten des normalen Querschuittes eities
schiefen Prismas (Fig. 61) 7tu /i 2 , h3 ..., so sind die
Seitenflachen .s7«,, sh.2 , shs ..., daher der Mantel

m “ sli^ -j- s d- s ^3 “h . ..
= s(h t + hs -)- /i 8 .. .) = s m,

weun u der Umfang des normalen Querschnittes ist.
Die Mantelflache eines schiefen Prismas ist also einem Recht¬

ecke gleich, welches de n Umfaug des normalen Querschnittes zur
Grundlinie und eine Seiten kante des Prismas zur Hčihe hat.

§. 92. Uie Oberflache eines Wtirfels ist gleich der sechs-
fachen Flache eines Grenzquadrates, somit der sechsfachen zweiten Potenz
einer Kante.
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Siiicl s urni o die Mali/,ali len der Kante und der Oberflache eines
Wiirfels, so ist

o — 6 s 2, nnd umgekehrt s =

Sind S und O die Maflzahlen der Kante und der Oberfliiclie eines
zvveiten Wtirfels, so ist auch O — 6 S2 , daher O: o = S2 : s 2 -, d. h.:

Die Oberflachen zweier Wtirfel ver hal ten sicli wie
die z w e i t e n P o t e n z e n i h r e r K a n t e n.

§. 93. Stellt man die Grenzflachen eines Kbrpers in einer Ebene
zusammenhangend dar, so heiflt die Zeichnung das Netz des Kbrpers.

Man erhiilt das Netz eines Prismas, wenn man die Seitenfliichen
desselben nebeneinander konstruiert und an eine derselben oben und
anten die Grundfliiclien zeichnet. Die Summe, der Seitenflachen eines
geraden Prismas bildet im Netz ein Rechteck.

Aufgab en.
Das Netz zu zeiehnen n) eines Wiirfels, h) eines reelitwinkligen Parallel-

epipedes, c) eines regelmaljigen, seclisseitigen Prismas, d) eines dreiseitigen, geraden
gleielikantigen Prismas.

Volumen eines Prismas.
§. 94. Die beiden Parallelepipede ABCDA1 B1 C1 D1 und

EFGHEl F1 Gl Hl sollen kongruente Grundflaclieii und gleiche Hbhen
haben. Beide stehen auf der¬
selben Ebene MN. Legt man
dureb beide Kiirper zu MN
parallele Ebenen unendlicli nahe
aneinander, so ergeben sicli
ftlr beide Kbrper kongruente
Schnittfiguren. Denkt man sicli
an ilie Stelle clieser Schnitt-
liguren unendlich diinne Platten,
so haben diese dasselbe Volumen,
daher sind auch die beiden
Parallelepipede inhaltsgleich, da beide aus derselben Anzahl inhalts-
gleicher Platten bestehen. Sind die Grundflachen der beiden Parallel¬
epipede nur inhaltsgleich, so haben die Platten, aus welchen sie zu-
sammengcsetzt gedacht werden konnen, doeh dasselbe Volumen. Ersetzt
man die beiden Parallelepipede durch Prismen (z. B. durch ein vier-
seitiges und ein fiinfseitiges) von gleichen Grundflachen und gleichen
Hbhen, so findet man durch dieselbe Betrachtung, dafl sie ebenfalls
dasselbe Volumen haben. Auf beliebig geformte Kbrper ausgedehnt,
ergibt sicli folgender Satz:

Fig. 62 .
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Z w e i K 6 r p e r, w e 1 c h e s i c h i n cine s o 1 c li e L a g' e b r i n g e n
1 a s s e n, d ;i 11 s i e mit jeder einzelnen E b e n e, d i e z u e i n e r
bes ti mm ten Ebene p ara1le 1 ist, gleiclie Schni ttflitchen
geb e n, hab en gleiches Volumen.

Dieser Satz heillt der C a v a 1 i. e r i’ s eh e S a t z. Aus demselbcn folgt:
Prismen von gleichen Grundfliiehen umi gleichen

Hohen hab e n d as s e lb c Volumen.
§. 95. Es sei (Fig. 63) die Malizalil 'fur das Volumen eines

rechtwinkligen Parallelepipeds zu bestimmen, in welchem die Lange
A Ji = 3 m, die Breite Al) — 2 m und
die Hohe A E = 4 m ist. Da die Hi ihe 4 m

G betragt, so kann man das Parallelepiped in
4 gleiche Parallelschichten zerlegen, deren jede
1 m hocli ist. Da ferner das Parallelepiped
3 to lang und 2 to breit ist, so liilit sich jede
dieser Parallelschichten in 3X2 = 6 Wtirfel
zerlegen, deren jeder 1 Kubikmeter ist. Die
Mali zabi ftir das Volumen dieses Parallel-

U epipeds ist sonacli 6 X 4 = 3 X 2 X 4 = 24,
und zwar auf das Kubikmeter als Einlieit
bezogen.

Die Mafi zalil f tl r das Volumen eines rechtwin kligen
Parallelepipeds ist also gleich dem Produkte aus den
M a U z a h 1 e n d r e i e r z u s a m m e n s t o fi e n d e r K a n t e n (Lange, Breite
und Hiilie) oder dem Produkte aus den M a (1 z a h 1 e n der
Grundfliiche und der Hohe.

Kiirzer sagt man gewbhnlich:
Das Volumen eines r echtwi n ki i gen Paral 1 el e p i peds ist

g 1 e i c h d e m P r o d u k t e a u s d r e i z u s a m m e n s t o 11 e n d e n K a n t e n
oder dem Produkte aus der Grundfliiche und der Hohe.

Sind allgemein a, b und c die Malizalilen der in einer Ecke zu-
sammenstollenden Kanten und v die Mafizahl des Volumens, so ist

v — ah c, und umgekehrt a = y , h = , c —b e a c a v
Sind a und b die Seiten der GrundHache g, so ist g — a b ) c ist

die Hiilie h des rechtwinkligen Parallelepipeds; es ist dami v — g h.
§. 96. Da naeh §. 94 jedes Prisma gleiches Volumen mit einem

rechtwinkligen Parallelepiped von gleicher GrundHache und gleicher
Hohe hat, so gilt allgemein der Satz:

Das Volumen eines j e d e n P r i s m a s ist dem Produkte
aus der Grundfliiche und der Hiilie gleich.

Ing. G3.

//
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Sind v, g, h die Mafizahlen fiir das Volumen, die Grundflache und
V V

die Hiihe eines Prismas, so ist v = g h ; dalier g — h =

Bezeichnen G und g die MaBzahlen der Grundflachen, H und h
die Maflzahlen der Holien zvveier Prismen und V und v die Mafizahlen
ihrer Kubikinhalte, so hat man:

1) V: v = G.H:g.h.
2) Pur G — g ist V: v — H: h.
3) Fiir H = 'h ist V: v = G: g.

Brucke diese Proportionen mit Worten aus!
§. 97. Da einWUrfel (Kubus) ein rechtwinkliges Parallclepiped

von gleiclier Lange, Breite und Iiohe ist, so folgt:
Das Volumen eines W li r f e 1 s ist g 1 e i c li der d r i 11 e n

P o t e n z e i n e r S e i t e.
Darum nennt man auch in der Arithmetik die dritte Potenz einer Zalil den

Kulius derselben.
Bezeichnen s und v die Madzahlen der Kante und des Volumens

eines Wiirfels, so ist
3

v — s 3 , und umgekehrt s = sj v.
Sind S und V die Kante und das Volumen eines zweiten Wtlrfels,

so ist aucli V — S3, dalier V: v — S'3 : s3 ; d. h.:
Die Volu mi n a zweier AVtirfel verhalten si c h wie die

d r i 11 e n P o t e n z e n ihrer Kante n.
Wie andert sicli demnach das Volumen eines Wiirfels, wenn die Seite des-

selben verdoppelt wird? Wie die Oberflache?
§. 98. Ein Wtlrfel, dessen Kante 10 dm betragt, hat

10.10.10 dm 3 — 1000 dm3.
Ein solcher Wiirfel ist nun 1 Kubikmeter; also ist

1 m3 = 1000 dm3.
Ebenso folgt 1 dm 3 = 1000 cm3,

1 cm3 = 1000 mm3.
1 Kubikdezimeter lieillt als Hohlmail ein Liter; 100 Liter =

1 Hektoliter.
§. 1)9. Recbnungsaufgaben.
1. Bie Kante eines Wiirfels ist a) 7 m, h) 2‘13 m, c) 159 dm, d) 125 cm\ wie

grofi ist die Oberflache, wie grofi das Volumen desselben?
2. Suelie die Kante eines Wiirfels, dessen Oberflache ist: a) 40344 cm8,

b) 22-18 m*, c) 5080'86 cm2 !
3. Suelie die Kante eines VViirfels, dessen Volumen ist: a) 29791 cm",

h) 10-003 c/m8, c) D157625 m8 !
4. Bie Oberflache eines NViirfels betragt 30 c/m2 ; wie grofi ist das Volumen?
5. Ein Wurfel von 2 c/m Seitenlange wiegt 10 lcc/\ wieviel wiegt ein anderer

Wflrfel von derselben Bicht.e und von 0 c/m Seitenlange?
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6. Wie viel .(/»«2 Blecli ist zu einem wiirfelf6rmigen, oben offenen Gelafi, das
10 l fassen soli, erforderlich ?

7. Wie gro(J ist die Kante eines Wurfels, dessen Oberflaehe doppelt so grofi
ist als die eines zweiten Wurfels von 2 cim Kantenlange? Wie grob ist die Kante
des ersten Wurfels, wenn die des zweiten a ist?

8. Wie grofi ist die Kante eines Wiirfels, dessen Volumen doppelt so grofi
ist als das eines zweiten Wiirfels von 0'12 m Kantenlange? Wie grob ist die Kante
des ersten Wurfels, weim die des zweiten a ist?

9. Bestimme die Kante eines Wuri'els, dessen Inhalt gleicli ist der Suimne
der Inhalte zweier Wiirfel von 1'2 dm uud 2‘1 dm Kantenlange!

10. Ein rechtwinkliges Parallelepiped ist: a) 11 dm lang, 6 dm breit, 9 dm
lioch; V) 4'2 dm lang, 1'5 dm breit, 1'2 dm hoch; c) 7'15 m lang, 3'72 m breit,
2'18 m lioch; \vie grofi ist die Oberflaehe, wie grofi das Volumen desselben?

11. Die Hohe eines geraden Prismas betragt 5 m, die Grundflache desselben
ist ein Quadrat mit der Seite 3 m ; \vie grofi ist <t) die Oberfliiche, b) das Volumen?

12. Wie grofi ist a) die Grundflache, b) das Volumen eines geraden 1‘rismas,
dessen Grundflache ein 2 - 3 dm langes und 1'2 dm breites Rechteck nnd dessen
Ilohe 3'5 dm ist?

13. Wie hoch ist ein reohtwinkliges Parallelepiped, das bei 75 cm Lange und
36 cm Breite 21000 cm8 enlhalt?

14. Die beiden quadratisohen Grundflaclien eines geraden Parallelepipeds
betragen zusammen 162 dm-, die vier Seitenflachen 590"4 dms ; \vie grofi ist das
Volumen ?

15. Wie viol ma hat eine Mauer, wolche 11 m 2 dm lang, 8 dm dick und
3 m 2 dm hoch ist?

16. Man will eine Grube machen, wel(!he boi einer Lange von 10 m und
einer Tiefe von 4'2 m einen Inhalt von 273 »ts haben soli; wie breit mufi sie
werden ?

17. Ein gerades 8 dm liohes Prisma, dessen Grundflache ein Quadrat ist,
wiegt 135 kg ; wie grofi ist jede Seite der Grundflache, wenn jedes dm3 2'7 kg
wiegt?

18. Die Grundflache eines prismatischen Gefafies ist ein Rechteck von 2 ra
Lange und 1'2 m Breite; wie tief mufi das Gefafi sein, um 12 Hektoliter zu fassen?

19. In einem Prisma betragt a) die Grundflache 15 m3, die Hoho 2'4 m-
■ b) die Grundflache 2'864 dm 8 , die Ilohe 9 - 2 dm-, wie grofi ist das Volumen des
Prismas ?

20. Die Grundflache eines Prismas betragt 31'78 ni‘, das Volumen 15'7311 «is ;
wie grofi ist die Ilohe?

21. \Vie grofi ist die Grundflache eines 4'5 dm liohen PrismaSj welches
124'2 dms Inhalt hat?

22. Die Grundflaclien eines 2"4 dm liohen geraden Prismas sind rechtwinklige
Dreieeke mit den Katheten 0'5 dm. und 1'2 dm ; bereohne a) die Oberfliiche, b) das
Volumen 1

23. Die Hohe eines geraden Prismas ist h, die Grundflache ein gleiehseitiges
Dreieck mit der Seitenlange a-, berechne die Oberflaehe o und das Volumen v\
(§• 59, 1.)

24. Wie grofi sind Oberflaehe und Volumen eines geraden, dreiseitigen Pris¬
mas, in welchem jede Kante 3 dm betragt?
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25. Die Hohe eines geraden Prismas ist 7i, die Grundflache ein regelmafiiges
Seohseck mit der Seitenlinie a; bestimme die Oberflache o und das Volumen v\
(§. 61, 1.)

26. Ein recht-svinkliges GefaG, dessen Grundflache 2 dm lang nnd 1'8 dm
breit ist, wird zmn Teil mit Wasser gefullt; um wie viel steigt das Wasser, wenn
ein Metallwiirfel mit der Kante 4 cm hineingelegt wird?

27. Es wird ein Keller gegraben, der 13'4 m lang, 8‘2 m breit und 3‘1 m
tief werden soli; wie viel ma Erde muG man ausgraben nnd wie viele Wagen
Erde werden Ibrtzusebaffen sein, wenn man aus 5 m3 festen Bodens dureh das
Graben 9 m3 geloekerter Erde erbalt und auf einen Wagen f ms rechnet?

28. Beim Baue einer Eisenbahn wird die aus einem Einschnitte, weleher
105 m lang, oben 22 m und unten 8 m breit und G'4 m tief ist, gevronnene Erd-
masse auf ein 25 a entbaltemles Grundstuck gleichmaGig. verteilt; um wie viel wird
1 etzteres dadurch erholit ?

2. Der Zylinder.
Entsteliung und Bestandstiicke eines Zylinders.
§. 100. Nirnmt man mit einer unbegrenzten Geraden CD (Fig. 64)

eine Parallelverschielmng langs des Umfanges des aus A mit dem Halb-
messcr^l C bescbriebenen Kreises vor, so beschreibt sie eine krumme Flacbe,
welclie Zylinderflache beifit; CD ist die erzeu-
gende Gerade, der Kreis der Leitkreis; die dureh Fig. 04.
den Mittelpunkt desselben parallel zur erzeugenden
Geraden gezogene unbegrenzte Gerade Ali beifit die
A c li s e der Zy linderflache, der von der Zylinderfiaclie
eingesclilossene, naeli zwei Seiteu offene Raum ein
z y 1 i n d r i s c h e r Raum.

Jede zur Ebeue des Leitkreises parallele Ebeue
sclmeidet die Zyliuderflaelie in einem Kreise, dessen
Mittelpunkt in der Achse liegt. Denu es ist a c, — A C,
da CAac ein Parallelogranim ist (§. 75), ebenso
af — A F, daher a c = af.

Wird ein zylindrischer Raum dureh zvvei zu der Eheuc des Leit¬
kreises parallele Ebeuen geschnitten, so beifit der dadureb abgcgreuztc
Korper eiu Zylinder.

Die beiden parallelen Schnittflacben, von denen die eine auch
mit dem Leitkreise selbst zusammenfallen kanu, beifien die Grund-
flacben, die gekrtimmte Seitenflaehe beifit der M ant el des Zylinders.

Man kann sich einen Zylinder CFGD aucb dureh eine Parallel-
verscbiebung einer Kreisflache CF entstanden denken, bei welclier der
Mittelpunkt A eine Gerade AB beschreibt.

Die Grundflachen eines Zylinders sind demnacb zvvei kongruente
Kreise. Dic Strecke A B, vvelche ihre Mittelpunkte verbindet, beifit die
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Achse des Zvlinders. Jede durch die Aclise gelegte Ebene sclmeidet
die Mantelflache in zwci geraden Linien; eine solclie Schnittlinie CD
heilit eine Seite des Zylinders. Alle Seiten eines Zylinders sind der
Achse gleicli und parallel. Der Abstand BP der beiden Grundflachen
des Zylinders heilit die H oh e desselben.

Da man sicli den Kreis als ein regelmafiiges Vieleck von unendlicli
vielen Seiten vorstellt, so kann man auch sagen:

Ein Z y 1 i n d e r i s t ein P r i s m a, d e s s e n Grundflachen
K r e i s e sind.

Einteilung der Zylinder.
§. 101. Ein Zylinder, dessen Aclise auf der Grundflache normal

steht, heilit ein gerader (Fig. 65), jeder andere ein schiefer Zylinder.
Einen geraden Zylinder kann man sich dadurch ent-
standen denken, dali sich ein Rechteck ABDC um
eine seiner Seiten, z. B. AB, als Achse herumdreht. In
einem geraden Zylinder ist die Hblic der Achse gleicli.

Ist auch ein schiefer Zylinder ein Rotationskorper bezuglich
der als. „Achse“ bezeichneten Gex-aden AB?

Ein gerader Zylinder, in welchem die Seite dem
Durclimesser der Grundflache gleicli ist, heilit gleicli-
s e i t i g.

Selmitte des Zylinders.
§. 102. 1. Wird ein Zylinder (Fig. 66) durch eine mit der Grund-

llaclie parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittflache AB ein mit
der Grundflache kongruenter Kreis. (§. 100 .)

2. Ist die Schnittebene niclit parallel zur Grund¬
flache und trifft sie alle Seiten des Zylinders, so ist
der Schnitt CD beim geraden Zylinder eine krumme
Linie, welche Ellipse heilit.

3 . Gelit die schneidende Ebene durch die Achse,
so ist die Schnittflache, welche in diesem Falle cin
Achsenschnitt heilit, ein Parallelogramm,
z. B. EFGH. (Weshalb?) In einem geraden Zylinder

ist jeder Achsenschnitt ein Rechteck, in einem gleichseitigen Zylinder
ein Quadrat.

Oberfliichc eines Zylinders.
§. 103. Wird die Mantelflache eines geraden Zylinders in eine

Ebene aufgerollt, so ergibt sich:
Die Mantelflache eines geraden Zylinders ist gleicli

einem Rechteck e, welches den Umfang der Grundflache
z urGrundlinie und die H ii h e des Z y 1 i n d e r s zur H ii h e h a t.

Fig 66.

Fig. 65.



Um die ganze Oberfiaclie eines geraden Zylinders zu erhalten,
addiert man zu der Mantelfiache deri doppelten Flacheninhalt der Grund¬
flache.

Drtiekt man durch r, h , m nnd o bezOglicli den Halbmesser der
Grundflache, die Hbhe, die Mantelfiache und die Oberfiaclie eines geraden
Zylinders aus, so ist 2 r% der Umfang, der Flacheninhalt der
Grundflache, und daher

m = '2rn.li, und
o — 2r1 jt-\-2rhn oder o = 2m. (r-\-h).

Im gleichseitigen Zylinder ist h — 2r, daher m = 4r2 jr und
o = Qr‘2 jt. Ist Ii der Halbmesser der Grundflache und O der Inlialt
eines zweiten gleichseitigen Zylinders, so hat man O = 6 Ji'1 n, daher
O : o = R2 : r\

§. 104. Aufgabe. Das N e t. x eines geraden Zylinders
zu konstruiereu.

Man zeiehne (Fig. (i7) ein Rechteck, dessen Grundlinie
gleich der Peripherie der Grundflache und dessen Ilohe der
Ilfihe des Zylinders gleich ist, und beschreibe sodann zwei
der Grundflache gleiche Kreise, von denen der eine die Grund-
linie, der andere die gegeniibcrliegende Seito des Recliteckes
berulirt.

Der abgewickelt-e Mantel eines schiefen Zylinders ist
kein Parallelogramm, sondern eine von zwei parallelen Ge¬
raden und zwoi krummen Linien begrenzte Figur (Fig. 68).
Daraus folgt, dafl die obige Formel fiir die Be-
rechnung des Mantels eines geraden Zylimlers auf
den schiefen nicht. anwendbar ist.

Fig. 67.

Fig. 6Ž.

Volumen eines Zylindcrs.
§. 105. Da jeder Zylinder als ein

Prisma, dessen Grundflachen Kreise sind,
betrachtet werden kann, so folgt aus §. 96:

Die M a fl z a h 1 f ii r d a s Volumen
eines Z y 1 i n d e r s ist gleich dem
Produkte aus den M a fi z a h1e n der
Grundflache und der Hbhe.

Ist r der Halbmesser der Grundflache,
h die Hbhe und v das Volumen eines Zylin-
ders, so ist v — r‘l nh.

Ahnlich wie in §. 96 erhalt man fUr zwei Zylindcr
v: v‘ — r2 : r' 2 , fiir h = h‘, und
v: v1 — h:h‘, fiir r — r‘. (In Worten?)

Fiir den gleichseitigen Zylinder ist h — 2r, daher v — 2 r3 n.
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Ist R der Halbmesser der Grundflache nnd V der Inhalt eines
zweiten gleichseitigen Zylinders, so bat man aueh V — 2R3 x, daher

V: v = R3 : r3.
§. 106. Unter einer zylindrischen R o h r e versteht man einen

Korper, welcher zwischen den Mantelflachen zweier Zvlinder liegt, die
eine gemeinschaftliche Achse liaben. Ilir Volumen ist gleicli der
Differenz der Volumina dieser beiden Zylinder. Sind also R und r die
Halbmesser derselben und ist h die Hohe der zylindriscben Rohre, so
ist ihr Volumen

v = R2 n h — r'1 n h = (R 2 — r2)nh.
§. 107. Rechnungsaufgaben.*)
1. In einem geraden Zylinder betragt a) der Halbmesser der Grundflache

3 dm, die Hohe 5 dm\ b) der Durehmesser der Grundflache 1'57 m, die Iiohe
1'29 wie grofi ist die Mantelflache, wie grofi das Volumen des Zylinders?

2. Bereehne die Oberflaohe eines geraden Zylinders, der 7’5 <lm hoch ist und
dessen Grundflache 17'4 dm im Umfange hat!

3. Wie grofi ist der Halbmesser der Grundflache eines geraden Zylinders
von 1*5 m Iiohe, wenn die Mantelflache 1'138G m2 betragt?

4. Von einem geraden Zylinder betragt die Oberflache 28'9(i(i5 dm2, der Um-
fang der Grundflache 4'71 drn ; wie grofi ist die Hohe des Zylinders?

5. Der Inhalt eines Zylinders ist 37'2G8 dm? ; wie grofi ist die Hohe, wenn
der Durehmesser der Grundflache 3‘7 dm betragt?

G. Ein 4'3 dm hoher Zylinder hat 20 dm? Inhalt; wie grofi ist der Halbmesser
der Grundflache?

7. Wie grofi ist a) die Oberflache, b) das Volumen eines gleichseitigen Zy-
linders, dessen Seite 2£ m betragt, ?

8. Wie grofi ist der Halbmesser eines gleichseitigen Zylinders, wenn a) dessen
Mantelflache 10 dm2, b) dessen Volumen 10 dm3 betragt?

9. Aus der Mantelflache m und dem Volumen v eines geraden Zylinders den
Halbmesser r der Grundflache zn berechnen.

Es ist v
m

r2 n. h
‘im.h

r 2 v- ; daher r = —.2 m
10. Wie viel Liter halt ein zylindrisches Gefafi von 80 mm Durehmesser und

172'1 mm Iiohe?
11. Wie viel Liter halt ein zylindrisches Gefafi, das 503'1 mm weit, und ebenso

hoch ist?
12. Ein zylindrisches Gefafi soli 1 / lialten; wic hoch mufi dasselbe gemacht

werden, wenn der Durehmesser im Lichten J08'4 mm betragen soli?
13. In einen zylindrischen Wasserbehalter von G dm Durehmesser wird ein

Gefafi von 2 l Inhalt 25mal geleert,; wie hoch wird das Wasser in jenem Behalter
stehen ?

14. Ein zylindrisches Gefafi fafit | lil und ist 400 mm hoch; wie grofi ist der
Durehmesser seiner Grundflache?

*) Bei den Rechnungen beachte man, dafi die Zahl sr eine unvollstandige
Dezimalzahl ist.
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15. Bin Baumstamm von 3’3 m Lange nnd 66 cm Dicke wird mit 28£ K be-
zahlt; wie teuer wird das ms gerechnet, wenn er annahernd als Zylinder betrachtet
werden kanu ?

16. Wie viel dm? Wasser schafft eine Pumpe bei jedem Hube in die H6he,
wenn der Durchmesser des Zylinders oder Stiefels im Lichten 21 cm und der Hub
4’2 dm betragt?

17. Wie oft wird sich eine VValze um ihre Achse drehen mussen, wenn ein
Stuck Feld von 200 m2 ganz uberwalzt werden soli und die Walze 1'2 m lang ist,
und 3 dm im Durchmesser hat?

18. Ein gerader Zylinder hat eine Grundflache von 3 dm Durchmesser und
zur Hohe 2 dm ; ein anderer hat nur 1'6 dm Hohe und mit dem vorigen gleiche
Mantelflache; wie grof) ist der Durchmesser der Grundflache des zweiten Zylinders ?

19. Ein Wurfel ist inhaltsgleich mit einem geraden Zylinder, dessen Hohe 2*4 dm
und dessen Mantelflache 7'54 dm2 betragt ; wie grob ist die Oberflache des VVurfels?

20. Bin Balken von 5'2 m Lange, 3 dm Breite und 2'6 dm Hohe ist nach der
Lange zylindrisch ausgehohlt,; wie groC ist sein Volumen, wenn der Durchmesser
der Hohlung 18 cm betragt?

21. Bei einer zylindrischen Rohre, welche 5 cm dick ist, betragt der innere
Durchmesser 18 cm und die Hohe 2’85 ra; wie gro(S ist ihre innere und auflere
Mantelflache ?

22. Eine zylindrische Rohre ist 32 dm lang und im Innern 1 ‘ 4 dm weit;
welches Volumen hat dieselbe, wenn ihre Dicke 5 cm betragt?

23. Die Hohe eines zylindrischen Turmes, dessen aufierer Umfang 13 m ist,
betragt 7'2 m und die Dicke der Mauer 86 cm; wie viel ma Mauerwerk enthalt der
Turm ?

24. Zu einer Wasserleituug von 1580 m Lange braucht man Rohren von Blei,
welche 13 mm dick sind und deren Weite im Lichten 79 mm betragt; wie viel kostet
das dazu erforderliche Blei, wenn 1 dm3 Blei 11'35 kg wiegt, wenn fiir 100 kg Blei
36 K bezahlt und wegen des Anschlusses der Rohren 2% dazugerechnet werden?

3. Die Pyramide.
§. 108. Eiiie korperliche Ecke (§. 80) wird auch ein pyrami-

d a 1 er Ran m genannt.
Wird ein pyramidaler Raum (Fig. 69) durch eine Ebene A B CId,

welche alle Kanten desselben trifft, geschnitten, so licilit der dadurch
abgegrenzte Korper eine P j ra m id e.

Die Schnittflaclie ABCD nennt man die
Grundflache, die Dreiecke A OB, BOC,
C OD,... die Seitenfliicben und den Punkt
O, in welchem alle Seitenhiicben zusammentreffen,
den Scbeitel der Pyramide. Die Schnittlinien
je zweier benachbarter Seitenflachen heillen
Seitenkanten, die Schnittlinien der Seiten¬
flachen mit der Grundflache Grundkanten.
Die Normale O P vom Scheitel auf die Grund¬
flache heillt die Hohe der Pyramide.

Fig. 69.
O
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Einteilung der Pyramiden.
§. 109. Mit Riicksicht auf die Anzalil der Seitenkanten

ist eine Piramide drei-, vier- oder mehrseitig.
Eine Pjramide, in welclier alle Seitenkanten gleicli sind, lieiflt

ge rad e, jede andere seliief. Die Grundflache einer geraden Pyrarnide
ist ein Sehnenvieleck, der Mittelpunkt des demselben umgeschriebenen
Kreises ist der Fuflpunkt der Hohe; die Seitenfiaehen sind gleich-
schenklige Dreiecke.

Eine gerade Pyramide, deren Grundflache ein regelmafliges Polygon
ist, lieiflt r e g e 1 m a fl i g oder r e g u 1 a r. Die Seitenfiaehen einer soleben
Pyramide sind kongruente, gleichschenklige Dreiecke; die Hohe eines
jeden derselben heifit die Seitenhbhe der regelmafligen Pyramide.

Eine gleicli kanti ge Pyramide ist eine solehe, bei welcher alle
Kanten gleicli lang sind. Da sie gleiche Seitenkanten besitzt, mufi
sie eine gerade Pyramide sein. Da ihre Grundflache ein Sehnenpolygon
mit gleichen Seiten ist, so ist sie ein regelmafliges Polygon. Mithin
mufl eine gleichkantige Pyramide zugleich regelmaflig sein. Ilir Mantel
ist von kongruenten, gleichseitigen Dreiecken gebildet. Da die Bildung
einer Ecke durch seclis gleichseitige Dreiecke nicht mehr moglich ist,
so folgt, dafi es nur drei-, vier- und ftinfseitige, gleichkantige Pyramiden
geben kann.

Sclmittc der Pyramide.
§. 110. 1. Es sei die Pyramide OABCJ) (Fig. 70) durch die

mit der Grundflache ABCD parallele Ebene EFGH geschnitten;
OK und O L seien die Abstande der bciden
Fliichen vom Scheitel O.

Da A B |! EF und B C \

Fig. 70.
O

FG (§. 75), so er-
gibt sicli (§• 40);

FO ,
FO ; daher
FG] ebenso kann

A B : EF = B O
B C : FG = B O :
AB : EF = B C :

die Proportionalitiit aller Seitenpaare der Grund¬
flache und der Durchschnittsfigur bewiesen werden;
tiberdies sind die Winkel der beiden Polygonc paar-
weise gleicli (§. 67); daher A B CD co EFG TL

EL ist (§. 75), so ist A O : EO = KO : L, O, daher
= KO \ L O und AB 2 : EF2 = KO2 : L O2 -, da sicli

dic Flacheninhalte ahnlicher Polygoue so verhalten wic die Quadrate
der homologen Seiten (§. 53), so folgt:

ABCD : EFGH = AB2 : EF2 = KO2 : L O2.

aucli
Da A K ||
AB : EF
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Wird cino Pyramide durcli eine z ur Grundflache
parallele Ebene geschnitten, so ist di e S cli n i ttf laclie mit
d er Grundflache ah n lic h und e s verlialten sicli die I li¬
li alt e beider F1 ach en wie die Quadrate i lir er Abstande
v o m S c h e i t e 1.

Man kann sicli dalier einc Pvramide auch durck eine Parallel-
verschiebung eines Polvgons ABCD (Fig. 69) langs der Geraden A O
cntstanden denken, welckes in jeder Lage (wie a bed) sicli aknlich
bleibt und' stetig kleiner wird, kis es in dem Punkte O yerschwindet.

Aufgabe.
In dem Abstande J, J der Hohe gereehnet vom Sebeitel \vird durch eine

Pyramide eine mir Grundflache parallele Ebene gelegt. Der Inhalt der Durchschnitts-
figur ist mit dem der Grundflache zu vergleichen.

2. Legt man durck zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende
Seitenkanten einer Pyramide eine Ebene, so ist die Schnittfigur ein
Dreieck und lieillt ein Diagonalscknitt der Pyramide.

Jede mehrseitige Pyramide kann durch Diagonalschnitte in drei-
seitige Pyramiden zcrlegt werden.

Pyramidens tumpf.
§. 111. Durck einen mit der Grundflache parallelen Querscknitt

wird eine Pyramide (Fig. 70) in zwei Teile geteilt, einen zwiscken
diesen parallelen Ebenen enthaltenen Korper, den man eine abge-
kiirzte Py rami de oder einen Py ramid ens t u mpf nennt, und
eine kleinere Pjramide, welclie die Erganzungspyramide des
Stumpfes keiflt. Ein Pyramidenstumpf AB CD EFGH ist daher der
Unterschied zweier Pyramiden OABCD und O EFGH, deren Grund-
flacken die untere und die obere Grundflache des Stumpfes sind und
deren gemeinschaftlicher Sckeitel O in dem Schnittpunkte der ver-
langerten Seitenkanten des Stumpfes liegt.

Die Grundflachen eines Stumpfes sind aknliche Polygone, die
Seitonflacken Trapeze. Der Abstand LK der beiden Grundflaclien
lieillt die Hohe des Pyramidenstumpfes. Ist die ganze Pyramide regel-
miiflig, so ist auch der zugehorige Pyramidenstumpf regelmaflig; die
Seitenflacken desselben sind gleickschenklige, kongruente Trapeze.

OberllSchc einer Pyramide.
§. 112. Um die Oberflacke einer Pyramide zu bestimmen,

suclit man die Mantelflache, d. i. die Sunime aller Seitendreiecke,
und addiert zu ikr den Flacheninhalt der Grundflache.

Ist die Pyramide eine reg e Im ali ige, so braucht man, um die
Mantelflache zu erlialten, nur ein Seitendreieck zu bereeknen und
dessen Flacheninhalt mit der Anzahl der Seitenkanten zu multiplizieren.
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Das N e t z einer Pyramide zu konstruieren.
Man konstruiere die Seitendreieoke nebenem-

ander so, dalj sie die Spitze gemeinschaftlich haben,
und lege dann an eines dieser Breiecke die Grundflache.

Um insbesondere das Netz einer geraden Pyra-
mide zu konstruieren, besclireibe man (Fig. 71) mit einer
Seitenkante alsRadius aus Oeinen Kreisbogen, ziehe darin
die Sehnen AB, B C und CD gleich den Seiten der Grund¬
flache und zeichne dann unter B C die Grundflache B CE.

Ist die Pyramide, deren Netz Fig. 71 enthalt,
nur gerade?

Volumen einer Pyramide.
§. 113. Haben zwei Pyramiden gleiche Grundflachen und gleiclie

Hohen und liegen sie mit iliren Grundflachen auf derselben Ebene auf,
so geben sie mit jeder zu den Grundflachen parallelen Ebene gleiche
Schnittflachen. Denn heifien G und G' ihre Grundflachen, h ihre Hohe,
d der Abstand der Schnittebene vom Scheitel, ferner F und F die
Schnittflachen, so ist (nacli §. 110, 1) G : F — h2 : d 2 und G' : F' =
h 2 : d‘\ daher auch G : F = G' : F‘. Da aber G = G‘, so ist aucli
F = F‘.

W e r d e n also zwei P y rami d en mit gleichen Grund¬
flachen und gleichen Hohen in demselben Abstande vom
Scheitel parallel zur Grundflache geschnitten, so sind
die Schnittflachen gleich.

Hieraus folgt nach dem Cavalieri’schen Satze (§. 94):
Z wei Pyrami den, welche gleiche Grundflachen und

gleiche Hohen haben, sind inhaltsgleich.
§. 114. Es sei ABCDFF (Fig. 72) ein dreiseitiges Prisma.

Schneidet man dasselbe durch die Ebene A EC, so zerfallt es in die
dreiseitige Pyramide EABC und in die vierseitige EACFD. Durch

die Ebene CED wird die letztere wieder in zwei
dreiseitige Pyramiden EAGD und ECD F zerlegt,
so dali das dreiseitige Prisma aus drei dreiseitigen
Pyramiden zusammengesetzt erscheint. Es laflt sich
nun zeigen, dafl diese drei Pyramiden inhaltsgleich
sind. Die Pyramiden EACD und ECDF haben
niimlioh gleiche Grundflachen ACD und CDF,
welche in derselben Ebene liegen, und denselben
Scheitel E, daher auch dieselbe Hohe; folglich sind
sie gleich. In den Pyramiden EA CD und EABC

kann man den Scheitel in C annelimen; die Grundflachen EAB und
EAD liegen dann in derselben Ebene und sind einander gleich; die
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beiden Pyramiden haben demnacb auch gleiche Grundflache und die-
selbe Hohe, sind also inhaltsgleich. Es sind somit alle drei Pyramiden
untereinander gleioh. Daraus folgt:

Jede dreiseitige Pyramide ist der dritte Teil eines
Prismas, welches mit der Pyramide gleiche Grundflache
und gleiche Ho h e h at.

§. 115. Aus §§. 114 und 96 folgt:
D i e M a 15 z a h 1 f ii r d a s Volumen e i n e r d r e i s e i t i g e n

Py ram ide ist gleich dem dritten Tei le des Produktes
aus de n Maflzahlen der Grundflache und der Ho h e.

Da auch jede mehrseitige Pyramide mit einer dreiseitigen von
gleicher Grundflache und gleicher Hohe inhaltsgleich ist, so gilt all-
gemein der Satz:

D i e M a B z a h 1 f ti r d a s Volumen einer P y r a m i d e ist
gleich dem dritten Teile des Produktes aus den Mafl-
zahlen der Grundflache und der Hohe.

Bedeutet g die Maflzahl des Flacheninhaltes der Grundflache einer
Pyramide, h der Hohe und v des Volumens, so ist

ah 3v ?>v
v = 3 ’ > = T> h = J'

Fttr die V o 1 u m s v e r h ti 11 n i s s e der Pyramiden ergeben sich
liieraus dieselben Beziehungen wie in §. 96 fllr die Volumsverhaltnisse
der Prismen.

§. 110 . Rechnungsaufgaben.
1. In einer regelmafiigen, vierseitigen Pyramide ist eine Grundkante 1'3 m;

wie grofi ist die Oberflache der Pyramide, wenn deren Seitenhohe 1'8 m betragt?
2. In einer regelmafiigen, vierseitigen Pyramide betragt die Mantelflache

1’036 m2, die Seitenhohe 1'48 m; wie grofi ist eine Seite der Grundflache?
3. Wie grofi ist das Volumen einer Pyramide, wenn

a) die Grundflache 18 cm‘ und die Hohe G’5 cm,
b) „ „ 2 ro2 35 dm? und die Hohe 7'2 dni ist?

4. In einer Pyramide ist die Grundflache ein Rechteck von 1'1 m Lange und
0'9 m Breite und das Volumen 1-188 ras ; wie grofi ist die Hohe?

5. I)as Volumen einer 7‘5 din hohen Pyramide mit quadratischer Grundflache
ist 40 dm?\ wie grofi ist eine Seite der Grundflache?

G. In einer regelmafiigen, vierseitigen Pyramide betragt eine Grundkante 4 dm
und eine Seitenkante 6'3 dm-, wie grofi ist a) die Oberflache, b) das Volumen?

7. In einer regelmafiigen, dreiseitigen Pyram:ide betragt die Ilohe 5'483 m und
jede Seite der Grundflache 2'804 m; wie grofi ist das Volumen? (§. 59, 1.)

8. In einer regelmafiigen, dreiseitigen Pyramidejist eine Grundkante 12 cm und
eine Seitenkante 22 ero; wie grofi ist a) die Oberflache, b) das Volumen?

9. Von einer regelmafiigen, sechsseitigen Pyramide sind die Grundkante a und
die Seitenkante b gegehen; man bestimme die Hohe h der Pyramide, die Seitenhohe s,
die Mantelflache m und das Volumen v.

M o i! n lic - S p i e 1 m an n, Geom. Anschauungslehre, II. Abt. 5
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Da der Abstand des Mittelpunktes eines regelmafiigen Sechseckes von einem
Eckpunkte gleioh ist der Seite desselben, so ist die Hohe h der Pyramide eine
Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Hypotenuse b nnd dessen zweite
Kathete a ist, daber h = V&2 — a2 . Die Seitenhohe s ist eine Kathete eines recht-

winkligen Dreieckes mit b als IIypotenuse und — als zweiter Kathete; daher

Hiernaeh ergibt sich

m = 3 a j/fr2 — und v = ——- . V b2 — a2 .

10. In einer regelmafiigen, sechsseitigen Pyramide ist a eine Grundkante und
h die Hohe; man berechne die Mantelflache m und das Volumen v.

o i/“ 3 n2 , a2 h\Jam = 3 a |/ h -j—— und v — —--•

11. In einer geraden, sechsseitigen Pyramide ist jede Seite der Grundflache
14 cm und die Seitenhohe 36 cm; wie groB ist a) die Oberflache, b) das Volumen?

12. Die Grundflache einer geraden 0‘6 m hohen Pyramide ist ein regelmafliges
Sechseck von 0'26 m Seitenlange; wie gr-oB ist die Kante eines Wiirfels von gleichem
Inhalte ?

13. Eine vierseitige Pyramide, deren quadratische Grundflache 4'6 m im Um-
fange hat, ist 1'5 m hoch; wie grofi ist ihr Gevvicht, wenn das dm8 2'7 kg vviegt?

14. Wie viel wiegt eine dreiseitige 8 dm hohe Pyrami.de aus Gufieisen, wenn
jede Seite der Grundflache 2'8 dm betragt und 1 dm3 Gufieisen 7’1 kg wiegt?

15. Das Dach eines Gartenhauses ist eine achtseitige Pyramide; es soli mit
Kupfer eingedeckt vverden; wie viel m2 Kupferplatten braucht man dazu, wenn jede
Seitenkante 1’5 m, jede Grundkante 1 m mifit?

16. Ein viereckiges Zelt ist 4 m lang, 3 m breit und bis zum Dache 3'5 m
hoch; an die Seitenwande setzt sich ein pyramidales Dach, dessen Spitze von jeder
Ecke 2‘8 m absteht; wie viel Meter Leinwand von 12 dm Breite sind zu diesem
Zelte erforderlich ?

4. Der Kegel.

§. 117. Gleitct ein Halbstrahl O A (Fig. 73), dessen Anfangspunkt O
im Raume fest ist, langs des Umfanges des aus C mit dem Halbmesser

Fig. 73. CA bescbriebenen Kreises liin, so beschreibt er eine
krumme Flache, welche Kegelflache oder konische
Flaeheheifit. OAbeiBtdie erzeagende Gerade,
der Kreis L e i t k r e i s, O C A c lise der Kegelflache ;
der von der Kegelflache eingeschlossene, nacli einer Seite
offene Raum heiflt ein konische r oder kegel-
for mi ge r Raum. Jede zur Ebene des Leitkreises
parallele Ebene schneidet die konische Flache in einem
Kreise, dessen Mittelpunkt in der Achse liegt.
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Legt man namlich durch O C und OA, ebenso durch O C und O M
je eine Ebene, so ist AC ^ A‘C‘ und MC\\ M' C‘ (§. 75), daber

AC: A‘C‘ = O C : OC‘,
MC: M'C' = OC:OC\

somit AC: A‘ C' — MC: M'C' ; da aber AC — MC
ist, so mufi auch A' C' = M' C' sein.

Wird ein kegelformiger Raum durch eine zur Ebene des Leit-
kreises parallele Ebene gesebnitten, so heiBt der dadurcb abgegrenzte
Korper ein Kegel. Die Schnittflache, welcbe mit dem Leitkreise
selbst zusammenfallen kann, ist ein Kreis und heiBt die Grundflache,
die gekriimmte Seitenflache der Man tel, der Punkt O der Sebe it el
des Kegels. Die Strecke O C, welcbe den Scheitel des Kegels mit dem
Mittelpunkte dieses Kreises verbindet, heiBt die A c h s e. Jede durch die
Achse gelegte Ebene sebneidet die Mantelflache in zwei geraden Linien;
eine solehe Strecke O A heiBt eine S.eite des Kegels. Die vom Scheitel
zur Grundflache gezogene Normale OP heiBt die H oh e der Kegels.

Einen Kegel OAMB kann man sicli auch durch eine Parallel-
verschiebung eines Kreises entstanden denken, bei welcher der Mittel-
punkt C in der Geraden CO fortruckt und dabei der Kreis selbst an
Grbfie stetig abnimmt, bis er im Punkte O verschwindet.

Ein Kegel kann als eine Py rami d e, d er en Grund¬
flache ein Kreis ist, angesehen werden.

Einteilung der Kegel.
§. 118. Steht die Achse eines Kegels auf der Grundflache des-

selben normal, so heiBt der Kegel ein g er a d er (Fig. 74), sonst ein
schiefer. Ein gerader Kegel entsteht, wenn sich ein
rechtwinkliges Dreieck ACO um cine Kathete C O als
Achse herumdreht; die andere Kathete AC beschreibt
dabei die Grundflache, die Ilypotenuse O A die Mantel¬
flache des Kegels. In einem geraden Kegel stellt die
Achse zugleich die Hohe vor; alle Seiten desselben
sind einander gleich.

Ist auch ein schiefer Kegel ein Rotationskorper beziiglich
der als „Acbse“ hezeichneten Geraden O C (Fig. 73)? ^4

Ein gerader Kegel, dessen Seite gleich ist dem
Durclnnesser der Grundflache, heiBt gleichseitig.

Sind in einem geraden Kegel von den drei Grofien: Mafizahl des
Halbmessers der Grundflache = r, MaBzahl der Hohe = h und Mafi¬
zahl der Seite = s, zwei gegeben, so kann aus denselben die dritte
berechnet werden. Man bat

s — Vra -j- 7z a , h = Vsa — r3, r = Vs 3 — h2.
5*
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Fig. 76.

Beispiele: 1) Gegeben r — 5 cm, h — 12 cm; zu suchen s.
2) ,, r = 11 cm, s — 61 cm-, „ „ h.
3) „ s =2'5dm, 7i=2'4:dm; „ „ r.

Selniittc (les Kegels.
§. 119. 1. Wird ein Kegel durch eine zur Grundflache parallele

Ebene geschnitten, so ist der Schnitt ein Kreis AB (Fig. 75) §. 117.
Die Schnittflache und die Grundflache
verhalten sich, wie bei der Pyramide(§. 110, 1),
so w i e die Q u a d r a t e ih r e r A b s t a n d e
vom Scheitel.

2. Ist die schneidende Ebene nicht parallel
zur Grundflache, so ist die Schnittfigur a) im
allgemeinen eine E Hip s e FG, wenn die Schnitt-
ebene alle Seiten des Kegels oder deren Ver-
langerungen trifft; b) eine Parabel CD E, wenn
die Schnittebene nur zu einer Seite des Kegels

)JV parallel ist; und c) eine Hy p er bel IIJK, wenn
die Schnittebene zu zwei Seiten parallel ist.
Die Hyperbel bestelit aus zwei Asten, welche
durch den Durchsclinitt der Ebene mit den beiden
Teilen einer vollstandigen Kegelflache entstehen,
deren Erzeugende eine nacli beiden Seiten unbe-
grenzte Gerade ist. (Fig. 76.) Man nennt. deshalb
diese krummen Linien Kegelschnittslinien.

3. Gelit die schneidende Ebene. durch die
Achse des Kegels, so ist der Schnitt MON ein
Dreieck. In einem gcraden Kegel sind alle
Acksenschnitte kongrnente, gleichschenklige, in
einem gleichseitigen Kegel kongrnente, gleich-
seitige Dreiecke.
Kegelstumpf.
§. 120. Wird ein Kegel durch eine mit der

Grundflache parallele Ebene DE (Fig. 77) ge¬
schnitten, so wird derselbe in zwei Teile geteilt,
einen zwischen zwei parallelen Kreisflachen ent-
haltenen Korper, lvelcher ein abgeklirzter Kegel
oder ein Kegelstumpf genannt \vird, und einen
kleineren Kegel, welcher der Erganzungskegel
des Stumpfes heifit. Ein Kegelstumpf ABED ist
dalier der Unterschied zweier Kegel, welche die
Grundflachen des Stumpfes zu ikren Grundflachen

Fig. 77.
O
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haben und deren Scheitel der Punkt ist, in welchem die enveiterte
Mantelflache des Stumpfes zusammenlauft. Der Abstand CF der beiden
Kreisfliichen ist die H obe des Kegelstumpfes. Der Kegelstumpf beiBt
gerade oder schief, je nachdem der ganze Kegel gerade oder schief ist.

Oberfiiiche eines Kegels.
§. 121. Da alle Punkte der Peripherie des Grundkreises bei

einem geraden Kegel von dem Scheitel desselben gleicb weit entfernt
sind, so erhalt man durch das Aufrollen des Mantels eines geraden
Kegels einen Kreisausscbnitt, welcber die Peripherie der Grundflache
zum Bogen und die Seite des Kegels zum Halbmesser hat. Daber ist
die Mantelflache eines geraden Kegels gleicb dem balben Produkte aus
den Mafizahlen der Peripherie der Grundflache und der Seite.

Sind m, s und r beziiglich die Maflzahlen des Mantels, der Seite
und des Radius der Grundflache eines geraden Kegels, so ist

m = 2m . ms.

Ftir den gleichseitigen Kegel ist s — 2r, daher m = 2r2 x.
Die ganze Oberflacbe eines geraden Kegels ist

o = r2 ci -j- t s x — t% (r -|- s).
Ftir den gleichseitigen Kegel ist o = 3r2 jr.
Ist O die Oberflache eines zweiten gleichseitigen Kegels, dessen

Grundflache R zum Radius hat, so ist
O : o = 3 R2 n : 3r2 jr = 7?2 : r 2 .

Zusatz. Um das Netz eines geraden Kegels zu erhalten, hat
man an den Bogen des Kreisausschnittes, den man durch Aufrollen des
Mantels erhalt, nocli
den Grundkreis zu Fi£- 78 - Ing- 79 -
zeichnen (Fig. 78). Da
die Seiten eines schie-
fen Kegels nicht gleich
sind, so ist der Mantel A
desselben nach der Ab-
wicklung kein Kreis-
ausschnitt (Fig. 79).
Die oben entwickelte
Formel ftir die Be-
rechnung des Mantels
eines geraden Kegels gilt daher nicht ftir den schiefen.

Volumen eines Kegels.
§. 122. Da ein Kegel als eine Pyramide, deren Grundflache ein

Kreis ist, betrachtet werden kann, so folgt aus §. 115:



70

DieMaBzalil f ti r das Volumen einesKegels ist gleich
dem dritten Tei le des Produktes aus denMaflzahlen der
Grundfiacbe and der Holie.

Ist r der Halbmesser der Grundflache und h die Hohe des Kegels,
so ist dessen Volumen

r 2 jt. h

Ist in einem geraden Keg-el statt der Holie h die Seite s gegeben,
so ist h — Vs 2 — r2, daher

r ajrVs a — r2

Ftir den gleicbseitigen Kegel ist s — 2r, daber h = r\J3 und
r3 jt \/3

V ~ ~3
IleiBt V das Volumen eines zweiten gleicbseitigen Kegels, dessen

Grundfiacbe li zum Halbmesser hat, so ist
R3 r3 n\J?>V: -v __ _fi>3 . r 8_

§. 133 . Rechnungsaufgaben.*)
1. In einem geraden Kegel betragt der Halbmesser der Grundfiacbe 3'81 dm,

die Seite 5'26 dm-, wie groC ist a) die Mantelflache, b) die Oberflache des Kegels?
2. Die Grundflache eines geraden Kegels betragt 15 dm1, die Seite 4 dm-, wie

groB ist die Oberflache desselben?,
3. Die Mantelflache eines geraden Kegels ist 23'55 dm1, der Halbmesser seiner

Grundflache 1'5 dm-, wie grofl ist a) die Seite, b) die H6he des Kegels?
4. In einem Kegel betragt der Halbmesser der Grundflache 5 dm, die Hohe

4'8 dm-, wie grof) ist das Volumen?
5. In einem geraden Kegel, welcher 4 m hoch ist, betragt der Durchmesser

der Grundflache 2'1582 m\ wie grof) ist a) die Oberflache, b) das Volumen des Kegels?
6. Wie hoch ist ein Kegel, dessen Inhalt 1137'385 dm3 ist und dessen Grund¬

flache 8'42 dm im Durchmesser hat?
7. Die Oberflache eines geraden Kegels betragt 11'304 m1, der Halbmesser

der Grundflache 1*2 m; wie grof) ist das Volumen?
8. Wie gi'oC ist die Oberflache eines geraden Kegels, dessen Inhalt 25'7892 m3

ist und dessen Grundflache 11-346 m im Umfange hat?
9. Die Ilohe eines geraden Kegels betragt 5'8 dm, eine Seite 6'4 dm-, wie

grof) ist das Volumen?
10. Der Durchmesser der Grundflache eines Kegels ist 0 ' 3 m, die Hohe 0'24 m;

wie grof) ist der Durchmesser der Grundflache eines zweiten Kegels, der 0'32 m
hoch ist und mit dem ersten gleiches Volumen hat?

11. In einem gleichseitigen Kegel sei s die Seite und h die Hohe; aus einer
dieser Grofjen die andere zu bestimmen.

12. In einem gleichseitigen Kegel ist die Seitenlange 7'5 dm\ wie grof) ist
a) die Oberflache, b) das Volumen?

*) Man beachte, daB die Zahl n eine unvollstandige Dezimalzahl ist.
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13. Die Oberflache eines gleiohseitigen Kegels ist 2530 cm2 ; wie grofi ist dessen
Volumen?

14. Das Volumen eines gleiohseitigen Kegels ist 0*16 m3 ; berechne dessen
Oberflache!

15. Ein gleiohseitiger Kegel hat 3 dm Durchmesser; wie grofi ist die Seite
eines VViirfels, welcher mit dem Kegel gleiche Oberflache hat?

16. Ein gleiohseitiger Zylinder mit der Seite 2 dm hat mit einem gleiohseitigen
Kegel gleiche Oberflache; wie grofi ist das Volumen des gleiohseitigen Kegels?

17. In welchem Verhaltnisse stehen die Volumina eines Zylinders und eines
Kegels, wenn sie gleiohen Radius der Grundflache und gleiche Hohe haben?

18. Der Halbmesser der Grundflache eines geraden Kegels ist 1*5 m, die
H5he 1*8 m\ eine Pyramide hat mit dem Kegel denselben Scheitel und zur Grund¬
flache ein der Grundflache des Kegels eingeschriebenes (Juadrat; wie grofi ist der
Unterschied a) der Oberflachen, b) der Volumina beider Korper?

19. Das kegelformige Dach eines Turmes, welches 3*8 m Seitenlange und
unten 3'3 m im Durchmesser hat, soli mit Kupferblech eingedeckt werden; wie viel
m2 Blech braucht man dazu?

20. Eine Tanne hat am untern Ende 6 *2 dm im Durchmesser und ist 18 m
hoch; welches Volumen hat sie, wenn sie annahernd als Kegel angesehen werdenkann?

21. Ein aufgeschiitteter Kornhaufen hat annahernd die Form eines Kegels,
dessen Umfang am Boden 10’ 5 m betragt; wie viel Hektoliter Korn enthalt der
Haufen, wenn er 1' 7 m hoch ist ?

22. Ein Kegel von Messing, welcher 1*62 dm hoch ist, wiegt 3*56076 kg\ wie
grofi ist der Halbmesser der Grundflache, wenn 1 dm8 Messing 8*4 kg wiegt?
(a = 3*1416...).

23. Ein gleiohseitiger Kegel aus Eisen soli 20 leg haben; wie grofi wird seine
Hohe sein, wenn 1 dm3 Eisen 7*12 kg wiegt?

24. Ein kegelformiger Saudhugel, der 82*4 m im Umfang und 9*6 m Hohe
hat, wird abgegraben; wie viel m3 Sand liefert derselbe, wenn sich der Sand durch
das Auflockern um J vermehrt?

5. Die Kugel.
Entsteliung und Erklarungcn.
§. 124. Drelit sich ein Halbkreis ACB (Fig. 80) um den be-

grenzenden Durchmesser AB als Achse, so besebreibt dr eine ge-
krummte Flache, welche so besekaffen ist, dali alle ilire Punkte von
dem Mitteipunkte O des rotierenden Halbkreises
gleiche Abstande haben; sie wird Kugel-
flache genannt. Der von der Kugelfiache
begrenzte Korper heilit Kugel.

Eine Kugel ist demnach ein Korper,
vvelcker von einer einzigen gekrlimmten Flache
so begrenzt wird, dafl jeder Punkt derselben
von einem innerhalb liegenden Punkte gleich
weit absteht.

Fig. 80.
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Dieser Punkt O heiflt der Mittelpunkt der Kugel. Der Abstand
OD des Mittelpunktes von irgend einem Punkte der Kugelfiache heiflt
ein H alb me s s er oder Kadi us; eine Strecke DH, welche zwei
Punkte der Kugelfiache verbindet, heiflt eine S e lin e und eine Sehne
CQ, welche durcli den Mittelpunkt geht, ein Durchmesser der
Kugel. Alle Halbmesser einer Kugel sind einander gleicb; ebenso sind
auch alle Durchmesser einander gleicb.

Jeder Punkt D des rotierenden Halbkreises beschreibt einen Kreis
DNU, dessen Halbmesser DP zu AB normal ist. Alle so be-
schriebenen Kreise sind par ali el.

Die KugelfiSche und der Punkt.
§. 125. Der Abstand irgend eines Punktes vom Mittelpunkte

einer Kugel heiflt der Zentralabstand des Punktes.
Ein Punkt liegt auf der Kugelfiache, innerhalb oder aulferhalb der-

selben, je nachdem sein Zentralabstand gleich dem Halbmesser der
Kugel, kleiner oder grofler als derselbe ist.

Pie Kugelfiache und die Grenade.
§. 126. Der Abstand irgend einer Geraden vom Mittelpunkte

einer Kugel heiflt der Zentralabstand der Geraden.
Ist der Zentralabstand einer Geraden grofler als der Halbmesser

der Kugel, so bat die Gerade mit der Kugelfiache k e in e n Punkt
gemeinschaftlich. Ist der Zentralabstand der Geraden gleich dem Halb¬
messer, so bat sie mit der Kugelfiache nur einen Punkt gemein¬
schaftlich, wahrend alle andern Punkte auflerhalb der Kugel liegen;
sie heiflt eine Tangente der Kugelfiache. Ist endlicli der Zentral¬
abstand der Geraden kleiner als der Halbmesser, so schneidet sie
die Kugelfiache in zwei Punkten.

Ist (Fig. 80) der Halbmesser einer Kugel O D — r, die Lange
der Sehne DE — s und ihr Zentralabstand OP — a, so erhalt man
aus dem rechtwinkligen Dreiecke DPO

a 2 + -^-, s = 2 Vr2 — a\

Aus den letzten zwei Ausdrticken ergibt sich:
1. Zu gleichen Zentralabstiinden gchorcn in derselben Kugel

gleiche Sehnen; und umgekehrt.
2. Zum kleineren Zentralabstande gehort in derselben Kugel die

groflere Sehne; und umgekehrt.
3. Der Kugeldurchmesser ist die groflte Kugelsehne.
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Die Kugclfl&che imd die Ebene.
§. 127. Der Abstand irgend einer Ebene von dem Mittelpunkte

einer Kugel heiflt der Zentralabstand der Ebene.
Ist der Zentralabstand einer Ebene grdil er als der Halbmesser der

Kugel, so bat die Ebene mit der Kugelflache k e in en Punkt gemein-
scliaftlicb. Ist der Zentralabstand einer Ebene gleich dem Halbmesser,
so liat sie mit der Kugelflache nur einen Punkt gemeinschaftlicb und
beiilt eine Beriibrungs- oder Tangentialebene; sie entbalt alle
Tangenten, welcbe im Beriibrungspunkte an die Kugel gelegt werden
konnen. Ist der Zentralabstand einer Ebene kleiner als der Halbmesser,
so schneidet die Ebene die Kugelflacbe.

§. 128. Jeder Scbnitt einer Kugel durcb eine Ebene
ist ein Kreis.

Die Richtigkeit dieses Satzes geht scbon aus der Entstehungs-
weise der Kugel hervor, kann aber auch ftir sich leicbt nachgewiesen
werden.

Es sei DNR (Fig. 80) ein ebener Kugelscbnitt. Fallt man vom
Kugelmittelpunkte O die Normale OP auf die Scbnittebene, zieht von
P nacb dem Umfange des Scbnittes die beliebigen Strecken PD und
PS, ferner nocli die Halbmesser OD und OS, so ist PD = PS
(§. 73). Daraus folgt, dali alle Umfangspunkte des Scbnittes DNR
von P gleichen Abstand haben, dali also der Schnitt ein Kreis ist.

Der Kreis DNR wird ein Kugelkreis genannt.
Zwischen dem Halbmesser OD — r der Kugel, dem Halbmesser

PD — p des Kugelkreises und dem Zentralabstande OP — a des
letzteren besteben, da das Dreieck DPO recbtwinklig ist, die Be¬
žiebungen :

r = Vp 2 -(-a 2 , p = Vr 2 — a2, a — Vr 2 — p 2.
Daraus folgt:
1. Zu gleichen Zentralabstanden geboren gleicbe Kugelkreise; und

umgekehrt.
2. Zum kleineren Zentralabstande gehort ein groflerer Kugelkreis;

und umgekebrt.
3. Am groflten wird ein Kugelkreis, wenn er durcb den Mittel-

punkt der Kugel geht; er beiflt deshalb geradezu ein groflterKugel-
kreis oder aucb ein Hauptkr e is; jeder andere Kugelkreis heiflt ein
Nebenkreis.

Der Halbmesser eines Hauptkreises ist gleich dem Halbmesser
der Kugel. Alle Hauptkreise sind daber einander gleich.
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Zu r eindeutigen Bestimmung eines Hauptkreises sind aufier dem
Kugelmittelpunkte nocli zwei mit ilirn nicht in gerader Lime liegende
Punkte erforderlich.

Durch die Endpunkte eines Durchmessers kann man unzahlig viele
Hauptkreise, durcli zwei Punkte, welche nicht Endpunkte eines Durcli-
messers sind, nur einen einzigen Hauptkreis legen.

Der Neiguugsvrakel der Ebenen zweier Hauptkreise wird der
spharische Winkel derselben genannt.

§. 129. Ein durch zwei Punkte M und N (Fig. 80) der Kugel-
fliiche gelegter Hauptkreis wird durch diese Punkte in zwei Bogen
geteilt, den Bogen MN und MB m, AN. Der kleinere Bogen MN
des durch zwei Punkte M und N gelegten Hauptkreises heifit der
spharische Ahstand der beiden Punkte.

Fiir jeden Kugelkreis nennt man den auf seiner Ebene normalen
Kugeldurchmesser die Achse und deren Endpunkte die Pole des
Kugelkreises. Alle parallelen Kugelkreise haben dieselbe Achse und
dieselben Pole. Jeder Pol eines Kugelkreises hat von allen Punkten
desselben gleiche spharische Abstande; diese lieiilen spharische
Halbmesser des Kugelkreises. Jeder Kugelkreis hat auf der Kugel-
flache zwei spharische Halbmesser.

Jeder Pol eines Hauptkreises hat von allen Punkten desselben den
spharischen Abstand von 90°.

Legt man durch den Punkt F (Fig. 80) und die Pole A, B des
Kugelkreises DNR den Hauptkreis, so liegen zwisehen F und den
Punkten N und N' zwei Bogen, von welcken der kleinere FN der
spharische Abstand des Punktes F von dem Kugelkreis DNR heifit.

Meridiane nnd Parallelkreise am Globus, Erdachse, Nord- und Siidpol, Aquator,
geographische Breite und Lange.

Wie groB ist der spharische Winkel der Meridiane von Pariš und Wien?
Wie groC ist der spharische Abstand Wiens vom Aquator?

§. 130. Wird eine Kugel durch eine Ebene geschnitten, so zerfallt
sie in zwei Teile, welche man Kugelabschnitte nennt; sie sind
untereinander gleich oder ungleich, je nachdem die schneidende Ebene
durch den Mittelpunkt der Kugel geht oder nicht; im ersten Falle
heifit jeder der beiden Kugelabschnitte eine II alb kugel. Die ge-
krttmmte Oberflache eines Kugelabschnittes heifit eine Kugelmtitze
oder Kalotte. Eine Kugelmtitze ADNR (Fig. 80) kann man sich
auch dadurck entstanden denken, dali sich ein Kreisbogen AD eines
Hauptkreises um den Durchmesser AB als Achse herumdreht.

Ein Teil der Kugelflache, welcher von zwei grofiten Halbkreisen
begrenzt wird, heifit ein spharischesZweieck. (Fig. 80: ACBMA.)
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Ein Teil der Kugelflache, welcher von drei Bogen grofiter Kugel-
kreise begrenzt wird, lieiBt cin spharisches D r e i e c k. (Fig. 80 :
ACM.)

Wird eine Kugel durcli zwei parallele Ebenen geschnitten,
so heiBt der zvrachen ihnen befindliclie Teil der Kugel eine Kugel-
scbicbt und der dazu gehorige Teil der Kugeloberflache eine Kugel-
zone (Giirtel). Eine Kugelzone CMQDNE (Fig. 80) kann man
sicli auch dadurch entstanden denken, daB sicb ein Kreisbogen CD
eines Hauptkreises um den Durcbmesser AB berumdrebt.

Dreht sicli ein Sektor AOD eines Hauptkreises um einen seiner
Halbmesser A O, so heiBt der dadurch beschriebene Korper ODABN
ein Kugel au s seli ni tt oder ein Kuge ls ek tor.

Fig. 81.

Volumen und Obevfliiche einer Kugel.
§. 131. Ist r der Radius einer Kugel, so ist ihr

4r3jr
Volumen v = 0 .

o
1. Drehen sieh (Fig. 81) der Quadrant OAFB, das Rechteck AOBC und

das Dreieck BCO um die Achse OB = r herum, so beschreibt der Quadrant eine
Halbkugel, das Rechteck den der Halbkugel um-
geschriebenen Zylinder und das Dreieck den
dem Zylinder eingeschriebenen Kegel. Das
Volumen der Halbkugel ist gleich dem dureh
den Kegel ausgehohlten Zylinder. Denn beide
Korper stehen auf derselben Grundflache auf;
sebneidet man sie in der Hohe O G = D H = a
dureh eine mit der Grundflache parallele Ebene,
so ist der Schnitt mit der Halbkugel ein Kreis AOD
mit dem Flacheninhalte FG2 . rt = (?-2 — a2) n,
und der Schnitt mit dem ausgehohlten Zylinder ein Kreisring mit dem gleichen
Flacheninhalte [GIF — G J2) rt = (r 2 — a2) rt, da das Dreieck OGJ gleichschenklig,
rechtwinklig, also GJ = OG = a ist. Es folgt daher nach dem Cavalieri-
schen Satze:

Das Volumen einer Halbkugel ist gleich der Differenz der
Volumina des umgeschriebenen Zylinders und des diesem Zylinder
eingeschriebenen Kegels.

Das Volumen des Zylinders ist A rt,
71 2 J'^Volumen der Halbkugel r3 rt -—=

das Volumen des Kegels daher das

und das Volumen der ganzen Kugel

4 rs n

Umgekehrt ist 3v
4:?r’ daher

3 v
4jc’
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HeiBt R der Halbmesser und V das Volumen einer zweiten Kugel,
4tRs xso ist aucli V — ——, daher

o

V:v = = Rs :rs : d. h.
o o

Die Volumina zweier Kugeln verkalten sich wie die
dritten Pote n zen ihrer Halbmesser.

2. Fiir das Volumen einer Kugel lafit sich noch ein zweiter Ausdruck ableiten.
Legt man durch einen Durchmesser der Kugel sehr viele grbfite Kreise und

normal darauf mehrere Parallelkreise, so zerfallt die Oberflache der Kugel in lauter
viereckige und dreieckige Figuren, -vrelche man fiir eben und geradlinig ansehen
kann, wenn die Anzahl jener Kreise sehr grofi angenommen wird. Betrachtet man
dann jedes dieser Vierecke und Dreiecke als Grundflache einer Pyramide, deren
Soheitel im Mittelpunkte der Kugel liegt, so erscheint die Kugel als die Summe von
lauter Pyramiden, deren gleiche Hohe der Halbmesser der Kugel ist und deren
Grundflachen zusammen die Oberflache der Kugel geben. Hieraus folgt:

Eine Kugel ist inhaltsgleich mit einer Pyramide, w e 1 c h e die
Ob e rflache der Kugel zur Grundflache und den Halbmesser zurHohe
hat; oder mit Riicksicht auf §. 115:

Die Mafizahl fiir das Volumen einer Kugel ist gleich dem Pro¬
dukte aus der Mafizahl der Oberflache und dem dritten Teile der
Mafizahl des Halbmessers.

Bezeichnet man durch r den Halbmesser, durch o die Oberflache und durch
v das Volumen einer Kugel, so ist ’

r

Aus den fiir das Volumen erhaltenen Ausdriicken v = 4 r3 n
3 und v — o r

' 17
ergibt sich o r 4 r3 n

3 ’ daher
o 4 ra n.

§. 132. Ist r der Radius einer Kugel, so ist ihre Ober¬
flache 4r2 7r.

Da r2 jt den Flacheninhalt eines grbiiten Kreises ausdrlickt, so
ergibt sich der Satz:

Die Oberflache einer Kugel ist gleich dem vierfacken
Flacheninkalte eines g r 6 fi t e n Kreises derselben.

Umgekehrt folgt = tzs daher r = V4 jr J1 4jr
Ileifit R der Halbmesser und O die Oberflache einer zweiten

Kugel, so ist auch O — AR2 n, daher
0:o — 4iž 2 7t:4r2 jr = lž 2 :r2 ; d. h.

Die Oberflachen zweier Kugeln verkalten sich wie
die zweiten Potenzen ihrer Halbmesser.
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§. 133 . Rechnungsaufgaben.*)
1 . In einer Kugel von 24 cm Halbmesser wird im Abstande 6 cm vom Mittel¬

punkte eine Sehne gezogen; wie lang ist dieselbe?
2. Wie grofi ist der Abstand einer 4 '6 dm langen Sehne vom Mittelpunkte

einer Kugel mit 4 dm Halbmesser?
3. Der Flacheninhalt eines Hauptkreises einer Kugel ist 19‘6 cm2 ; wie grofi

ist ein 2 cm vom Kugelmittelpunkte abstehender Nebenkreis?
4. Der Flacheninhalt eines Kugelkreises ist 6'16 cm8, der Abstand desselben

vom Kugelmittelpunkte ist 22'5 cm; wie grofi ist der Halbmesser der Kugel?
5. Berechne die Oberflache und den Kubikinhalt einer Kugel, deren Halb¬

messer o) 2 dm , h) 1*5 m, c) 1'25 m, d) 25J cm ist!
6 . Der Umfang eines grofiten Kugelkreises betragt Tim; wie grofi ist a) die

Oberflache, b) das Volumen der Kugel?
7. VVie grofi ist das Volumen einer Kugel, deren grofiter Kreis 14'8617 m 8

Flacheninhalt hat?
8 . Die Oberflache einer Kugel betragt a) 88 dm2, b) 4988'92 cm8 , c) 1'81703 m8 ;

wie grofi ist der Halbmesser?
9. Suche den Halbmesser einer Kugel, deren Volumen a) 33510'4 dm3,

b) 5715 dm3 betragt!
10. Wie grofi ist das Volumen einer Kugel, deren Oberflache 22 dm* betragt ?
11 . Das Volumen einer Kugel ist 22 dm3 ; wie grofi ist ihre Oberflache?
12. Ein Kugelkreis, welcher 9 cm vom Mittelpunkte der Kugel absteht, hat

454'74 cm2 Flacheninhalt; wie grofi ist a) die Oberflache, b) der Inhalt dieserKugel?
13. Wie verhalten sich o) die Oberflachen, J) die Kubikinhalte zweier Kugeln,

deren Halbmesser 0'36 m und 0'48 m sind?
14. Wie verhalten sich die Volumina zweier Kugeln, deren Oberflachen sich

wie 16:25 verhalten?
15. Wie verhalten sich die Oberflachen zweier Kugeln, deren Volumina sich

wie 27 : 64 verhalten ?
16. Von zwei Kugeln hat die eine 28 cm, die andere 15 cm im Durchmesser;

wie grofi ist der Durchmesser einer Kugel, deren Oberflache der Summe der Ober¬
flachen der beiden andern Kugeln gleich ist?

17. Von zwei Kugeln hat die eine 3 dm, die andere 1*8 dm im Durchmesser;
wie grofi ist der Durchmesser einer dritten Kugel, deren Volumen der Summe der
Volumina der beiden andern Kugeln gleich ist?

18. Wie grofi ist der Halbmesser einer Kugel, deren Inhalt doppelt so grofi
ist als der Inhalt einer Kugel von 12'75 dm 2 Oberflache?

19. VVie grofi ist die Kante eines VViirfels, welcher mit einer Kugel von 1' 5 dm
Durchmesser gleiches Volumen hat?

20. Der Durchmesser einer Kugel ist gleich der Kante eines VViirfels; wie
verhalten sich die Oberflachen der beiden Korper?

21. Aus einem holzernen VViirfel von 25 dm 3 Volumen soli die grofitmogliche
Kugel gearbeitet werden; welches Volumen wird die Kugel haben?

22. Der Durchmesser einer Kugel ist ebenso grofi als der Durchmesser eines
gleichseitigen Zylinders; wie verhalten sich die Volumina dieser zwei Korper?

*) Bei den Rechnungen beachte man, dafi die Zahl n eine unvollstandige
Dezimalzahl ist.
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23. Eine Kugel hat gleichen Durohmesser mit der Grundflache eines gleich-
seitigen Kegels; wie verhalten sioh die Oberflachen der beiden Korper?

24. Ein gerader Kegel hat 1'5» im Durohmesser und 1 ‘8 m Hohe; wie grofi
mufi der Durohmesser einer Kugel sein, die mit jenem Kegel gleiche Oberflache
haben soli?

25. Ein Wiirfel, ein gleiohseitiger Zylinder und eine Kugel haben gleiche
Oberflache; wie verhalten sich die Volumina dieser drei Korper?

26. Ein Wurfel, ein gleiohseitiger Zylinder und eine Kugel haben gleiches
Volumen; wie verhalten sich ihre Oberflachen?

27. In einen gleichseitigen Zylinder \verden eine Kugel und ein gerader Kegel
eingeschrieben; wie verhalten sich die Volumina dieser drei Korper?

28. Um eine Kugel sind ein gleiohseitiger Zylinder und ein gleiohseitiger
Kegel beschrieben; wie verhalten sioh ihre Oberflachen?

29. Wie viel ra2 Kupferplatten sind zur Bedeckung einer Kuppel erforderlich,
welche eine Halbkugel von 9 m Durohmesser vorstellt?

30. Ein kugelrunder Turmknopf soli vergoldet werden; wie hoch kommt die
Vergoldung, wenn der Durohmesser 1’05 m betragt und wenn fur 1 m2 Vergoldung
48 K 80 h zu zahlen ist?

31. Ein aus Taft verfertigter, mit Leuchtgas gefiillter Luftballon hat 6’5 m
im Durohmesser: a) wie viel m2 Taft sind dazu erforderlich? V) wie viel wiegt das
im Ballon enthaltene Leuchtgas, wenn 1 ms Gas 0’724 kg wiegt?

32. Ein Dampfzylinder ist 8 dm weit und 1‘4 m lang und hat zu beiden
Seiten zwei halbkugelformige Endstiicke; wie viel m3 Dampf fafit derselbe?

33. Wie grofi ist a) die Oberflache, V) das Volumen unserer Erde, wenn man
sie als eine vollkommene Kugel betrachtet, deren Durohmesser 12737’8 km ist?
(n = 3’1415927...)

34. Der Durohmesser eines Erdglobus ist 32 cm ; wie verhalt sich dessen Ober¬
flache zur Oberflache der Erde?

35. Wie grofi ist a) die Oberflache, 5) das Volumen unseres Mondes, da dessen
Durohmesser 3482 km betragt?

36. Der Durohmesser der Sonne ist 108’7mal so grofi als der Durohmesser
der Erde; wie verhalt sich das Volumen der Sonne zum Volumen der Erde?

37. Der aufiere Durohmesser einer Ilolilkugel ist 3 dm und der innere 2 '9dm-,
wie grofi ist ihr Kubikinhalt?

38. Eine Hohlkugel hat zum aufieren Ilalbmesser 2 dm, die Wandstarke betragt
2’5 cm; wie grofi ist a) der Ilohlraum der Kugel, b) der Inhalt der Kugelschale?

39. Wenn man den Halbmesser der Erde = 6368’9 km und die Hohe ihrer
Luftschicht = 63 km setzt, wie viel /cm3 erhalt man fur das Volumen der Luftschicht?

6. Die regelmafiigen Korper.
§. 134. Ein lJolyeder, dessen Grenzfliichen kongrucnte, regelmadige

Polygone sind und kongruente, regelmadige Ecken bilden, lici lit ein
reg e lin ali iger oder regularer Korper.

Aus dem Satze, da6 die Summe aller Kantemvinkel einer Ecke
kleiner als 360° sein muB (§. 82), folgt, dali es nur fiinf regel-
mafiige Polyeder geben kann.
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Denn der Winkel eines regelmaBigen (gleichseitigen) Dreieckes
betragt 60°; von solcken Winkeln konnen drei, vier oder aucli ftinf eine
Ecke bilden; aus sechs oder mebr als seclis solchen Winkeln aber
kann keine Ecke entstehen, da ihre Summe 360° oder mehr als 360°
betragt. Von gleichseitigen Dreiecken konnen daher nnr drei regel-
mafiige Korper begrenzt werden, namlich das Tetraeder, das Oktaeder
und das Ikosaeder.

Das Tetraeder (Fig. 82) wird von vier gleichseitigen Drei¬
ecken begrenzt, von denen je drei in einer Ecke zusammenstoBen; es
h at 4 Eclcen und 6 Kanten.

Das Oktaeder (Fig. 83) wird von 8 gleichseitigen Dreiecken
eingeschlossen, von denen je vier eine Ecke bilden; es hat 6 solche
Ecken und 12 Kanten.

Fig. 82. Fig. 83. Fig. 84.

Das Ikosaeder (Fig. 84) wird von zwanzig gleichseitigen Drei¬
ecken begrenzt, deren je ftinf eine Ecke bilden; es hat 12 Ecken und
30 Kanten.

Der Winkel eines regelmaBigen Viereckes (Quadrates) ist ein
rechter; von solchen Winkeln konnen nur drei in einer Ecke zusammen-
treffen; aus vier oder mehr als vier rechten Winkeln kann keine Ecke
gebildet werden. Es gibt daher nur einen einzigen von Quadraten
begrenzten Korper; er heiBt Hexaeder, Kubus oder Wtirfel.

Das I4exaeder (Fig. 85) wird
von 6 Quadraten eingeschlossen
und hat 8 dreiseitige Ecken und
12 Kanten.

In einem regelmaBigen Fttnf-
eckc ist jeder Winkel 108°; von
solchen Winkeln konnen nur drei
eine Ecke bilden. Es gibt daher
einen einzigen von regelmaBigen
Fllnfecken begrenzten Korper. Dieser heiBt Dodekaeder (Fig. 86);
er hat 12 Seitenflachen, 20 dreiseitige Ecken und 30 Kanten.

Fig. 85. Fig. 86.
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Der Winkel eines regelmafiigen Sechseckes ist 120°. Da schon
drei derselben 360° betragen, so kann von solchen Winkeln keine Ecke
gebildet werden. Ebensowenig kann aus - den Winkeln eines regel¬
mafiigen Vieleckes von mehr als sechs Seiten eine Ecke entstehen.

Es gibt demnacb nur fiinf regelmafiige Korper.
In jedem regelmafiigen Polyeder gibt es einen Punkt, der von

allen Seitenflachen wie auch von allen Eckpunkten gleich weit abstebt.
Er heifit der Mittelpunkt des regelmafiigen PoIyeders.

Legt man durch den Mittelpunkt und durch alle Kanten eines
regelmafiigen Korpers Ebenen, so wird dieser in kongruente Pyramiden
zerlegt, vvelche die Seitenflachen des regelmiifligen Polyeders zu Grund-
flachen und den Abstand des Mittelpunktes von einer Seitenflache zur
gleichen Hbhe haben.

Netze der regelmiiOigen Polyeder.
§. 135. 1. Um das Netz eines Tetraeders zu erhalten,

zeichne man (Fig. 87) ein gleickseitiges Dreieck, dessen Seite doppelt
so grofi ist als die gegebene Kante des Tetraeders, balbiere jede Seite
und ziehe durch die Halbierungspunkte Strecken.

Fig. 87. Fig. 88. Fig. 89.

2 . DasNetzeinesOktaeders erhalt man, indem man (Fig. 88)
fiir die gegebene Kante zuerst das Netz eines Tetraeders konstruiert
und dann an dieses ein zweites ganz gleiches Tetraedernetz so zeichnet,
dafl beide Netze eine Seite gemeinschaftlich haben.

3. Das Netz eines Ikosaeders wird erhalten, indem man
(Fig. 89) auf einer Geraden die gegebene Kante funfmal auftragt, iiber
den einzelnen Teilen nach oben und unten gleichseitige Dreiecke kon¬
struiert, dann durch die Scheitel auf einer Seite eine Gerade zieht und
liings derselben vvieder gleichseitige Dreiecke zeichnet, so dafi ilirer
auf jeder Seite fiinf erscheinen.

4. Um das Netz des Hexaeders oder Wiirfels zu erhalten,
zeichnet man (Fig. 90) iiber einer Geraden mit der Seite des Wiirfels
vier Quadrate nebeneinander und iiberdies noch zwei Quadrate an den
entgegengesetzten Seiten eines jener ersteren Quadrate.
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5. Das NetzdesDodekaeders erhalt man, in dem man (Fig. 91)
liber der gegebenen Kante ein regelmafiiges Filnfeck bescbreibt, iiber
den Seiten desselben wieder regelmaliige Filnfecke konstruiert, wobei
man sich mit Vorteil der Verlangerung der Diagonalen bedient, und
an dieses Netz ein zweites ihm vollkommen gleicbes so zeicbnet, dali
beide Netze eine gemeinscbaftlicbe Seite baben.

Ausuiessuug der regclmafiigcn Korpcr.
§. 136. Wie die Oberflache und das Volumen eines Hexaeders

oder Wiirfels bereclinet werden, ist bereits in der Lebre von den Prismen
angefuhrt worden. In Bezug auf die Ausmessung der tibrigen regel-
mafiigen Polyeder bescbrilnken wir uns auf die folgenden, mit An-
wendung der bisher vorgenommenen Satze losbaren Aufgaben.

1. Gegeben ist die Kante a eines a) Tetraeders, h) Oktaeders, c) Ikosaeders;
man bcrechne die Oberflache des Korpers.

Der Flaclieninhalt eines gleichseitigen Dreieckes mit der Seite a ist (§. 59, 1)
(PV 3 . . . . ,——, folglich ist

a) Oberflache des Tetraeders = 4 ■ a ^ = a2 V3;

&) „ „ Oktaeders — 8.—^— =2n2 V3;

c) „ „ Ikosaeders = 20 . n-- = 5a2 V3.

2. Wie verhalten sieh die Oberfiachen eines Tetraeders, Oktaeders und
Ikosaeders von gleieher Kuntenlange?

3. Bestimme die Oberflache eines a) Tetraeders, b) Oktaeders, c) Ikosaeders
fiir die Kante 1‘2 dm\

4. Ein Tetraeder, ein Oktaeder und ein Ikosaeder baben die gleiehe Ober¬
flache o; wie groC ist die Kante eines jeden dieser Korper?

5. Wie grofj ist das Volumen v eines Tetraeders mit der Kante a?
Das Tetraeder ist eine regelmaBige, dreiseitige Pyramide, deren Grundflache

n'2V3 .—1— ist.4
M o IS n i k - S p i e 1 m a n n, Geom. Anschauungslehre, 11. Abt. 6
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Die Hohe dieser Pyramide ist die Kathete eines rechtwinkligeu Dreieckes,
das eine Seitenkante a zur Hypotenuse und den Radius des der Grundflache um-

geschriebenen Kreises (§. 59, 1) zur zweiten Kathete hat; sie ist also gleich
O

i/ „ 3 a‘ i/ti«2 o\J&r = m = "a--
Man hat daher fiir das Volumen

a 2V3 aVfi _ a3V972 3«3 \/2 a 3V2
v ~ 4 ' 9 ~ 36 36 ~ 12 '

6. Bestimme das Volumen v eines Oktaeders mit der Kante a!
Das Oktaeder setzt si eh aus zwei regelmafiigen, vierseitigenPyramidenzusammen.
Die Grundflache jeder dieser Pyramiden ist a‘. Die Hohe ist die Hiilfte der

Diagonale eines Quadrates mit der Seite a, also h — a ■
Folglich ist das Volumen beider Pyramiden

r — O a2

7. Wie grofi ist das Volumen eines a) Tetraeders, bj Oktaeders, wenn die
Kante 6 cm betragt?

8. Wie verhalten sich die Volumina eines Tetraeders, eines Oktaeders und
eines IIexaeders von gleicher Kantenlange?

9. Wie grofi ist das Volumen einer Kugel, welche einem Oktaeder von 8 cm
Kantenlange a) eingeschrieben, b) umgeschrieben tet?

7. Gevvicht und Volumen der Korper. Volumsbestimmung mittels
eines GefafJes oder mittels des Gewichtes.

§. 137. Auf eine ganz einfache Weise wird das Volumen eines
beliebigen Korpers mitHilfe eines prismatischen oder zylin-
d rise h en G efiifies bestimmt, dessen Grundflache bekannt und an
dessen Seitenwand die innere Hohe in Dezimeter und Zentimeter ein-
geteilt ist. Man legt den zu messenden Korper in ein solches GefaB,
tulit dieses mit Wasser so hoch, dafi der Korper ganz von IVasser
bedeckt ist, und merkt sich die Hohe des Wasserstandes; hierauf wird
der Korper herausgenommen und die Hohe des nun niedrigeren Wasser-
standes abgelesen. Der Inhalt des zu bestimmenden Korpers ist nun
gleich dem Inhalte eines prismatischen oder cjdindrischen Korpers,
welcher mit dem Gefade gleiche Grundflache hat und dessen Hohe der
Differenz der beiden Wasserstande gleich ist. Wenn der zu messende
Korper das IVasser einsaugt, so verwendet man feinen Sand zum Fiillen
des GefaBes.

Mittels eines solehen GefaBes kanu man auch den Inhalt irgend
eines andern unregelmafiigen GefaBes finden. Man fttllt dieses mit
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Wasser, schiittet dasselbe dann in das mit der Skala versehene
Gefafi imd bereclmet aus der Grundflache desselben und der Hohe
des Wassers den gesuchten Iulia.lt ; am einfacbsten wird diese Metbode,
wenn die Skala direkt das Volumen angibt.

§. 138. Das Volumen eines Korpers kann auch mittels des Ge-
wiclites desselben bestimmt werden.

Die Grofie des Druckes, den ein Korper von beliebigem Raum-
inhalte auf seine Unterlage ausiibt, lieifit das absolute Gewiclit
des Korpers. Das Gewicht, das eine Kubikeinlieit, z. B. ein Kubik-
dezimeter, des Korpers hat, nennt man dessen spezifiscbes Ge-
wicht. Z. B. 1 dm?' Silber wiegt 10’51 kg-, dies ist das spezifische
Gewicht des Silbers fiir 1 dm3 als Kubikeinlieit.

Bei den Angaben liber das spezifische Gewicht nehmen wir durch-
gangig 1 dm3 als Kubikeinlieit und 1 kg als Gewiclitseinheit an.

Nachstchend folgen die spezifischen Gewiclit,e einiger Korper:
1 Kubikdezimeter

Es sei z. B. der Kubikinhalt eines Silberbarrens, der 32 kg wiegt,
zu bestimmen.

Da 1 dm 3 Silber 10 - 51 kg wiegt, so nehmen 32 kg Silber so viel
dm3 Raum ein, wie oft 10‘51 kg in 32 kg entlialten sind; man hat
daher 32:10*51... = 3'045.... Das Volumen ist also 3*045.. dm3.

Das Volumen eines Korpers in Kubikdezimetern wird
demnach gefunden, indem man das absolute Gewiclit desselben in
Kilogrammen durch das spezifische Gewicht fiir 1 dm 8 dividiert.

Umgekehrt findet man aus dem Volumen eines Korpers das
absolute Gewicht desselben, wenn man dessen spezifisches Gewicht
mit der Mafizahl des in dm 3 ausgedriickten Volums multipliziert. Ist
z. B. das absolute Gewiclit von 225 dm 3 Messing zu bestimmen, so
hat man

1 dm 3 Messing wiegt 8*40... kg
225 „ „ wiegen 8*40... kg X 225 — 189o kg.

6*
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Mittels des Gewichtes kann auch der Inhalt eines wie immer geformten
GefaGes auf eine sehr einfache Art bestimmt werden. Man wagt zuerst das leere
GefaG ab, fullt es mif^Vasser, wagt sodann das volle GefaG ab nnd subtrahiert das
erste Gewicht von dem zweiten. So viele Kilograrnm diese Ge\vichtsdifferenz betragt,
ebenso viele Kubikdezimeter oder Liter lialt das GefaG.

§. 139. Aufgaben.
1. In ein prismatisches GefaG von 47 cm Lange und 32 cm Breite, welches

bis zu einer Hohe von 24 cm mit Wasser gefullt war, wurde ein unregelmaGiger
Korper gesenkt, so daG ihn das Wasser bedeckte; das Wasser stand dann 36 cm
hoeh. Welches Volumen liat der Korper?

2. Ein zylindrisehcs GefaG von 3 din Durchmesser und 4 dm Ilohe, worin sieh
2'7 dm hocliWasser befand, war, nachdem man einen unregelmafligen Korper hiuein-
gelegt hatte, gerade gefullt; wie groG ist das Volumen dieses Korpers?

3. Ein zylindrisches Glas, dessen innere Hohe 1 dm und dessen Durchmesser
l - 5 dm betragt, ist ganz mit Wasser gefullt; wenn nun eine Iiugel von 8 cm Durch¬
messer in das Glas gesenkt wird, so wird daraus ein Teil des Wassers ausflieGen.
Wie groG ist das Gewickt des Wassers in dem GefaG, nachdem die Kugel wieder
herausgenommen wurde?

4. Wie groG ist der Inhalt eines GefaGes, das leer 1'5 kg, mit Wasser gefullt
14*8 kg wiegt?

5. Wie viel kg wiegt das Wasser, das in einem GefaGe von 165 cm Lange
85 cm Breite und 7 dm Tiefe enthalten ist?

6. Ein Stiick Blei wiegt 24 kg\ welclies ist seiu Volumen?
7. Wie viel m3 enthalt ein Balken von a) Eichenholz, b) Buchenholz, der 135 kg

wiegt ?
8. Wie groG ist die Kante eines Marmorwurfels, der 184 kg wiegt?
9. Eine eiserne Walze von 2‘5 m Lange wiegt 680 kg ; wie groG ist ihr

Durchmesser ?
10. Eine Kugel aus Elfenbein wiegt 12‘135 dkg; wie groG ist ihr Halbmesser?
11. IVie viel Kilograrnm wiegt eine Platte von GuGeisen, welche 1'9 m lang,

0'2 m breit und 0'08 m diclc ist?
12. Wie viel wiegt ein Zylinder aus Eichenholz, weun seine Lange 28 dm und

sein Durchmesser 3'5 dm betragt?
13. Auf den Ecksaulen eines Gartentores liegen zwei kugelformige Korper aus

Granit; wie viel kg wiegen dieselben, wenn jeder 5‘2 dm im Durchmesser hat?
14. Wie viel wiegt eine hohle Kugel aus Messing, bei welcher der innere

Durchmesser 3 dm betragt und das Messing 1 cm dick ist?
15. Ein Hektoliter Wein wiegt 100'8^; wie groG ist das spezifische Gewicht

dieses Weines?
16. Ein FaG von 0'6 m3 Inhalt ist mit 01 gefullt, das 520 kg wiegt; welclies

spezifische Gewicht hat das 01 ?
17. An einem Zuckerhute, der die Gestalt eines geraden Kegels hat, betragt

der Umfang der Grundflache 6 dm und die Seite 5 dm-, wie groG ist das spezifische
Gewicht des Zuckers, wenn der Zuckerhut 6'8 kg wiegt?

18. Eine messingene Walze soli 4 kg wiegen und 3 dm lang sein; welchen
Durchmesser muG man der Walze geben?

19. Es soli ein Zylinder aus GuGeisen gegossen werden, der 1 kg wiegt und
4 cm im Durchmesser hat; wie groG wird die Hohe sein?
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20. Es sollen zylinderformige Gewichte von je 1 kg umi zwar o) aus Blei,
b) aus Messing, c) aus Gufieisen gegossen werden; wie viel cm mufi der Durchmesser
betragen, wenn er nur die Halfte der Hohe des Zylinders sein soli?

21. Die Grofie des Druckes einer Fliissigkeit auf den Boden eines Gefafies ist
gleich dem Gewickte einer Fliissigkeitssaule, deren Grundflache die Bodenflache des
Gefafies und deren Hohe die Hohe des Fliissigkeitsstandes ist. Wie grofi ist der
Druek auf den Boden eines zylindrischen Gefafies von 1'2 dm Durchmesser, das bis
zu einer Plohe von 2 dm mit Regenwasser (spezifisches Gewicht = 1'09 kg) gefiillt ist?

22. Die Bodenflache eines prismatischen Gefafies von 1 m Lange und 5 dm
Breite kanu nur einen Druek von 170/«/ aushalten; bis zu -welcher Hohe darf dieses
Gefafi mit Baumol (spezifisches Gewicht = 0'92 kg) gefiillt werden?

23. Die Grofie des Luftdruckes auf eine Flache ist gleieh dem Gevvichte einer
Quecksilbersaule, deren Grundflache jene Flache und deren Hohe der jeweilige
Barometerstand ist. Wie grofi ist der Luftdruck auf eine Iflaehe von 1 dm* bei
einem Barometerstande von 742 mm?

24. Wie grofi ist bei demselben Barometerstande der Luftdruck a) auf die
Oberflaohe eines Wiirfels von 1 dm Seitenlange, b) auf die Oberflache einer Halb-
kugel von 2 dm Durchmesser?
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