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Bemerkung.

Bei der Bearbeitung der 21. und 22. Auflage sollte den Instruktionen
vom Jahre 1900 Rechnung getragen werden, - ohne die 20. Auflage
die mit Ausschluf aller tibrigen approbiert worden war, nach kurzer
Zeit neuerdings unbrauchbar zu machen. Iiir den gleichzeitigen Ge-
brauch beider Auflagen in derselben Klasse schien Ubereinstimmung
in den Paragraphen- und Figurennummern notwendig. Daher konnten
die nicht mehr zum Lehrstoff gehvrigen Teile, deren Umfang iibrigens
unbedeutend ist, nicht ausgeschieden werden, sie wurden aber durch
kleinen Druck erkemntlich gemacht. Dagegen waren an einigen Stellen
kurze Ergiinzungen notwendig: § 9, II; § 14, 4; § 15, 3; § 27, 5
und 6; § 41, 3; § 42, b; die Erklirung des sphiirischen Winkels,
Zweieckes und Dreieckes in § 128 und § 130.

m&{

Alle Rechte, einschlieflich des Ubersetzungsrechtes vorbehalten.

:Druck von Gebriider Stiepel in Reichenberg.



[. Flichengleichheit der ebenen - Figuren.

& 1. Die Grifie der Fliche, welehe die Grenzlinien einer Figur
einschlieBen, heift der Flidcheninhalt dieser Figur.

Zwei Figuren, welche denselben Flicheninhalt haben, heifien
flichengleich. Zwei kongruente Figuren sind auch fliichengleich.

§. 2. Errichtet man (Fig. 1) in den Endpunkten 4 und B des
schiefwinkligen Parallelogrammes A BC'D zu der Seite A B die Nor-
malen 4 £ und B F, so erhilt man das

Rechteck A BFE, welches mit dem Fig. 1.
Parallelogramme 4 B ' D gleiche Grund- g—D A C
linie und gleiche Hohe hat. Die recht- ™ /’ 3 / i

sind kongruent; addiert man jedes der-
selben zu dem Trapeze A BFD, so
miigsen auch die Summen gleich sein,
&L ABCD — ABFE

Jedes schiefwinklige Parallelogramm ist algo
flichengleieh einem Rechtecke, das mit ihm gleiche
Grundlinie und gleiche Hiohe hat.

Aus diesem Lehrsatze folgt:

ZweiParallelogramme mit gleichen Grundlinien und
gleichen Hohen sind flichengleich.

winkligen Dreiecke B FC' und A ED /

8. 8. Unter dem Rechtecke zweier Tig. 2.
Strecken versteht man das Rechteck, welches F
diese Strecken zu Seiten hat; unter dem E————7 D
Quadrate einer Strecke versteht man das
Quadrat, welches diese Strecke zur Seite hat. il pepamevnr e

Es sei (Fig. 2) 4C die Summe der Strecken
AB und BC und ACDE das Quadrat dieser
Streckensumme. Macht man AG = A B, zieht
BF|AE wd GH| AC, so ist ACDE= A-———p ¢
ABJG+DFJH-+BCHJ -+ FEG.J. : :

Nun ist, wie aus der Figur hervorgeht, 4 B.JG' das Quadrat der
Strecke 4 B und D F.JH das Quadrat der Strecke B (), ferner sowohl
BCHJ als auch FEGJ ein Rechteck mit den Strecken 4 B und B (.
Man hat somit folgenden Satz:

Das Quadrat einer Streckensumme ist gleich der
Summe der Quadrate der zwei Strecken vermehrt nm das
doppelte Rechteek beider Strecken.

Mo&nik-Spielmann, Geom. Anschanungslehre, 11, Abt. 1




§. 4. Zieht man (Tig. 3) durch zwei Eckpunkte 5 und €' ¢ines
Dreieckes A B¢ Parallele zu den gegeniiberliegenden Seiten, so ent-
g, 3. steht das Parallelogramm A 2.0 (') welehes mit

D dem Dreiecke 4 B C' gleiche Grundlinie und gleiche
-/ Hohe hat und von welehem das Dreieck A B¢

_‘ / die Hilfte ist.
J Jedeg Dreieck ist demnach die Hiilfte
- — eines Parallelogrammeg, das mit ihm
gleicheGrundlinieund gleiche Héhe hat.

Hieraus folgt anch:

ZweiDreieceke mit gleichen Grundlinienund gleiehen
Hiohen sind flichengleich.

I

§. 9. Halbiert man in dem Trapeze A B (' D (Fig. 4) den Schenkel
B(Cin F und zieht dureh D und % die Gerade, welehe die Verlingerung
von A B in F trifft, so ist \ C.DE 2 BFE,
Addiert man zu dem Vierecke 4 5B K1) einmal
das A\ C'D Eund dann das /\ B /"FE, so miissen
: also die Summen gleich sein, d. i. Trapez

g ABCD = Dreieck AFD.
Da nun in dem N 4FD die Grundlinie
e p Al'= AB{+ BF = AB -+ (D, also gleich
der Summe der Parallelseiten des Trapezes,
und die Hohe /)71 gleich der Hohe des Trapezes ist, so folgt:

Iig, 4.
(4

Jedes Trapez igt flichengleich einem Dreiecke, das
die Summe der parallelen Seiten zur Grundlinie und die
Hihe des Trapezes zur Hohe hat.

§ 6. Bs sei ABCD (Fig. 5) ein Viereck, dessen Diagonalen zu-
cinander normal sind. Zieht man durch die Eckpunkte des Viereckes
7z den Diagonalen parallele Gerade, so
schliefen diese ein Rechteck M N I7() ein,
dessen Seiten den Diagonalen des gegebenen
Viereckes gleich sind. Da nun dieses
‘ : ! Rechteck aus zwei kleineren Rechtecken

: "\\ // hesteht, AMQC und ANPC, von denen
s g e die Dreiecke 4 DC" und A B¢ einzeln die
N B P Hilfte sind, so folgt:

Ein Viereek mit Diagonalen, die zueinander normal
sind, ist die Hilfte eines Rechteckes, weleches dic heiden
Diagonalen zu Seiten hat.

Solche Vierecke sind inshesondere das Deltoid, der Rhombus nnd das Quadrat.




§. 7. Essei (Fig. 6) O der Mittelpunkt des regelmiiBigen Polygons
ABCDEF und OP | AB. Zieht man die Strecken 0 4, OB, O(C,. .,
so wird das Poly- ‘
gon in lauter kon-
gruente Dreiecke
zerlegt.  Triigt
man nun alle
Seiten des Poly-
gons auf der ver-
lingerten 45 auf
und zicht von den
Endpunkten  zu
dem Punkte O Strecken, so ist A\ HOL = A\ AOB X 6 (§.4), Polygon
ABCDEF= ) 40 B 86, dabher Polygon ABCDEF=/ HO L.

Jedes regelmiiffige Polygon ist also fliichengleich
cinem Dreieccke, das den Umfang des Polygons zur Grund-
linie und den[Abstand seines Mittelpunktes von einer
Scite/ zur Hohe hat.

Fig. 6.

-
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§ 8. 1. Lifit man in einem regelmiifligen Polygon die Anzahl
der Seiten ohne Ende zunehmen, so niihert sich das Polygon ohne Ende
einem Kreise, der Umfang des Polygons der Peripherie und der Ab-
stand des Mittelpunktes des Polygons von einer Seite dem Halbmesser
des Kreises. Aus § 7 folgt daher auch der Satz:

Ein Kreis ist flichengleich ecinem Dreiecke, das die
Peripherie des Kreises zur Grundlinie und den Halb-
messer zur Hohe hat.

2. Ebenso ergibt sich:

Ein Kreissektor ist fliehengleich einem Dreiecke,
das die Liinge des Kreisbogens zur Grundlinie und den
IMalbmesser zur Hohe hat. S

Denkt man gieh niimlich den Bogen des Kreis- i,
sektors 4 OB (Fig. 7) in sehr kleine Bogen geteilt, A
die man als Strecken betrachten kann, und zieht man
zu den Teilungspunkten Halbmesser, so erscheint der
Kreissektor als eine Summe von Dreiecken, deren
Grundlinien zusammen den Bogen 4 B des Sektors
geben und deren gemeinschaftliche Hihe der Halb-
messer ) A ist. Die Summe dieser Dreiecke ist aber A 0
fliichengleich einem einzigen Dreiecke, das die Liinge des Kreishogens
znr Grundlinie und den Halbmesser des Scktors zur Hohe hat.

1*



§ 9. Es seiin dem /\ 4 BC (Fig. 8a) der Winkel 4 ein rechter.
Beschreibt man iiber der Hypotenuse BC' und den Katheten 4 B und
AC die Quadrate B('JH, ABED und ACGF, so lift sich zeigen,
daB das Quadrat der Hypotenuse gleich ist der Summe der Quadrate
der beiden Katheten.

Fillt man von H und J auf 4B die Normalen /A und .J I
ferner von €' und /{ auf .J L. die Normalen O'M und H N, so sind die
rechtwinkligen Dreiecke C'.J M, JHN, (' BA und B HK, die wir folge.
weise durch m, n, p und ¢ hezeichnen wollen, kongruent; demn sie
haben die Hypotenuse und die ihr anliegenden Winkel wechselseitig
gleich. Addiert man zu dem Fiinfeck B (M N H einmal die Dreiecke
m und n und dann die Dreiecke p und ¢, so miissen die Summen
gleich sein. . Im ersten Falle erhiilt man zur Summe das Quadrat B C'.J I,

Fig. 8 a. Fig. 8. Fig. 8e.
A

e ~E

im zweiten Falle die beiden Quadrate N I K L
und AC' ML, welche beziiglich mit den Qua-
draten A B ED und ACG F kongruent sind.
Es ist demnach
Quadrat BC'J H = Quadrat 4 B ED - Quadrat ACG F; d. h.
I. In jedem rechtwinkligen Dreiecke ist das Quadrat
"der Hypotenuse gleich der Summe aus den Quadraten der
beiden Katheten. (Pythagoreischer Lehrsatz.)
Durch die Hohe 4 D auf die Hypotenuse wird das Dreieck 4 B ('
(Fig. 854) in zwei rechtwinklige Dreiecke A B und A D (' zerschnitten;
legt man das kleinere 4 B.D mit seiner Hypotenuse einmal bei 4, dann
bei ' an AC, so ist ADFG (Fig. 8b) das Hohenquadrat, D FG ('
(Fig. 8¢) das Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten des Dreieckes
A BC. Die mit f bezeichneten Dreiecke sind kongruent, weil sie in der
Hypotenuse (A C'— A B) und in den anliegenden Winkeln iibereinstimmen.
Es ist Quadrat ADFG = ABC —f,
Rechteck D FGC = ABC—f;
daher ist Quadrat 4D FG = Rechteck D FG (.
Il. In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Hohen-
quadrat gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der
Hypotenuse.




Konstruktionsaufgaben.
YVerwandlung geradliniger Figuren.
§. 10. Eine geradlinige Figur in einc andere verwandeln heifit,

eine Figur konstruieren, welche bestimmten Bedingungen entspricht und
mit der gegebenen fliichengleich ist.

Ein Dreieck 4ABC (Fig.9) mit Beibe- Iig. 9.
haltung der Grundlinie in ein gleieh- B LK
sehenkliges zu verwandeln. I

Zieht man durch B die Parallele zu 4 () so ,f/// ‘\\'\_\
sind alle Dreiecke, die 4C' zur Grundlinie haben V/d ‘ o
und deren Scheitel in jemer Parallelen liegen, “  p = ¢

flichengleich. Soll das Dreieck iiberdies gleich-
schenklig sein, so ist die Symmetrale von 4" der geometrische Ort fiir
den Scheitel. Daher ist 4 E(' das gesuchte Dreieck.

§ 11. 1. Ein Dreieck 4 BC (Fig. 10) mit Beibehaltung
einer Seite AC' in cin anderes zu verwandeln, das an
dieser Seite einen gegebenen Winkel m enthilt.

Man ziehe durch B die zu AC
parallele Gerade und konstruiere in A
an AC' den Winkel C'4 1) = m, dessen o et D 4
zweiter Schenkel jene Parallele in 1) ’;"'\‘. / \
schneidet. Zieht man dann C'D, so ist e
ACD das verlangte Dreieck. gt g

2. Ein gegebenes Dreieck in cin /‘,/ k
an der Grundlinie rechtwinkliges zu A” ! €
verwandeln.

§ 12 1. Ein Dreieck ABC (Fig. 11) mit Beibehaltung

eines Winkels 4 in ein anderes zu verwandeln, das eine
gegebene Grundlinie « hat.

Fig. 10.

Man trage « auf 4 €' von 4 aus his Fig. 11.
D auf und ziehe BD; ferner ziche man .
CE| BD und. verbinde D und E dureh ™ ~ B
die Strecke DE. Diebeiden Dreiecke ¢/ E1) ‘ /N \
und (' EB haben dieselbe Grundlinie (' % ’::"(:\ .
und gleiche Hohe, sind also gleich. Figt C \

man zu 4 CE das Dreieck C'D E hinzu,
80 erhiilt man 4 D E; addiert man aber zu floe it
ACE das Dreieck C'B E, so hat man ABC'; A c D
es ist daher das Dreieck 4 D E, welches die Grundlinie « hat, dem
gegebenen Dreiecke A B (' gleich.




2. Ein Dreieck 4 BC (Fig. 12) mit Beibehaltung eines
Winkels 4 in ein anderes zu verwandeln, das eine ge-
gehbene Hohe & hat.

Man errichte in 4 auf 4 ' die Nor-
male, schneide davon 4 /) — h ab, ziehe
durch 2) die Parallele zu 4 (', welehe die
verlingerte Seite A B in £ trifft.  Zieht
man nun £} ferner B ¥ || £C und endlich
LF, so ist AEF das verlangte Dreieck.

Fig. 12.

h

3y

4 3. Konstruiere -ein Dreieck mit den
Seiten 4 ¢m, 3 em (Grundlinie) und 2 cm
und verwandle dasselbe
«a) in ein gleichsehenkliges Dreieck tiber der Grundlinie 8 cim;
0) in ein rechiwinkliges Dreieck mit einer Kathete 3 cm;
¢) in ein Dreieck mit einem Winkel von 60°;

d) in ein Dreieck mit der Grundlinie 35 mm, (22 mm);

¢) in ein Dreieck mit der Hohe 26 mm, (15 mm);

/) in ein Dreieck mit einem Winkel 30° und der Grundlinie 5 ¢ ;
¢) in ein Dreieck mit dem Winkel 45° und der Hohe 25 mm !

A /5 C

018 Lokin Direiecls ABC (Fig 18) 1n ein Reclitecl
von derselben Grundlinie zu verwandeln.

Man errichte in 4 und €' die Normalen
auf A und ziehe durch B die Parallele zu A (.
Damn ist das Rechteck A C'G' H doppelt so grofi
als das Dreieck .4 B C. Macht man A B = LI
und zieht EF | zu A H, so ist das Rechteck
ACFE gleich dem Dreieck 4 B C.

2. Ein gegebenes Dreieck in ein Rechteck
von derselben Hohe zu verwandeln.

5. Ein gegebenes Parallelogramm in ein Dreieck von derselben
Grundlinie zu verwandeln.

4. Ein gegebenes Parallelogramm in e¢in Dreieck von derselben
Hohe zu verwandeln.

H. Ein Dreieek in ein Parallelogramm von derselben Hohe zu
verwandeln.

6. Ein Dreieck in ein Parallelogramm von derselben Grundlinie
zu verwandeln.

§ 14. 1. Ein schiefwinkliges Parallelogramm in ein
Rechteck zu verwandeln.

Die Auflosung ist schon §. 2 angelihrt worden.
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2. Ein gegebenes DParallelogramm mit Beibehaltung der Grund-
linie in ein anderes zu verwandeln, das einen gegebenen Winkel enthiilt.

Die Auflosung ist jener der Aufgabe in §. 11, 1 dhnlich.

3. Ein gegebenes Parallelogramm mit Beibehaltung der Winkel in
ein anderes zu verwandeln, das eine gegebene Seite hat.

Die Verwandlung kann mit Ricksicht anf §. 12, 1 ausgefithrt werden.

4. Ein gegebenes Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln.

Die Aufgabe kann mit Beniifzung des zweiten Flachensatzes in §. 9 gelost
werden.

§ 15. 1. Ein Polygon ABCDEF (Fig. 14) in ein anderes
zUu verwandeln, das eine Seite weniger hat.

Man ziehe die Diagonale D) F und die mit ihr
Parallele £/, welche die verlingerte 4 F in G trifft.
Zieht man D@, so ist das Polygon ABC DG
gleich dem Polygon 4 BC'D EF, weil beide aus
gleichen Teilen bestehen.

2. Zeichne ein beliebiges Sechseck und ver-
wandle es in ein Dreieck !

Das Sechseck wird in ein Fanfeck, dieses in ein
Viereck und dieses in ein Dreieck verwandelt.

3. Ein Polygon in ein Quadrat zu verwandeln.

Fig. 14,

§ 16. 1. Ein Quadrat zu konstruieren, welches der
Summe zweier gegebener Quadrate gleich ist.

Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Kathefen gleich den Seiten
der gegebenen Quadrate sind; die Hypotenuse dieses Dreieckes ist die Seite des
verlangten Quadrates.

2, Ein Quadratzukonstruieren, welehes der Differenz
zweier gegebener Quadrate gleich ist.

Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse der Seite
des griferen und dessen eine Kathete der Seite des kleineren gegebenen Quadrates
gleich ist; die zweite Kathete ist dann die Seite des gesuchten Quadrates.

3. Zeichme ein Quadrat, welches der Summe dreier gegebener
Quadrate gleich ist!

4. Zeichne cin Quadrat, welches «) das Doppelte, b) das Drei-
fache, ¢) die Hilfte eines gegebenen Quadrates ist!

Teilung geradliniger Figuren.

§ 17. 1. Ein gegebenes Dreieck durch gerade Linien,
welehe durch einen Eckpunkt gehen, in mehrere gleiche
Teile zu teilen.

Teile die diesem Eekpunkte gegeniiberliegende Seite in so viele
gleiche Teile, als verlangt werden, und verbinde die Teilungspunkte
durch Strecken mit jenem Eckpunkte!



2. Ein Dreieck 4B C (Fig. 15) in drei gleiche Teile so zu teilen,
daf die Teilungslinien von den drei Eckpunkten ausgehen und in
einem gemeinschaftlichen Punkte inner-

Fig. 15. halb des Dreieckes zusammentreffen.

Man teile eine Seite A4 B in den Punkten /)
und 7 in drei gleiche Teile und ziehe C'D und (/175
dann sind die Dreiecke ACD, DCE, BCE gleich.
Zieht man nun DI AC und KG || BC, so sind die
vom Schnittpunkte 71 aus gezogenen Geraden A 1/,
B, CH die gesuchten Teilungslinien. Denn es 1st
N A COH = N ACD = EAAB G fetner) /NVB GIEH—

. = ANBCE = 3 A ABC; daher muff- auch A ABH =
A D k B 3 A ABC sein.

§. 18, Ein Parallelogramm in mehrere gleiche Teile
so zu teilen, dafl alle Teilungslinien zu einer Seite
parallel sind.

Man teile die dieser Seite anliegenden Gegenseiten in die ver-
langte Zahl gleicher Teile und ziehe durch die Teilungspunkte gerade
Linien; die dadurch entstehenden Parallelogramme haben gleiche Grund-
linien und dieselbe Hohe und sind daher einander gleich.

II. Ausmessung der ebenen Figuren.

1. Ausmessung der geradlinigen Figuren.

Umfang und Flicheninhalt.

§. 19. Bei der Ausmessung der ehenen Gebilde kommen der
Umfang und der Flicheninhalt derselben in Betracht.

Um den Umfang einer geradlinigen Figur zu hestimmen, hat
man die Summe aller Seitenlingen zu bilden. Ist die Figur gleich-
seitig, so ist der Umfang gleich der Liinge einer Seite multipliziert mit
der Anzahl der Seiten.

Die Bestimmung des Umfanges einer geradlinigen Figur unterliegt
daher keiner weiteren Schwierigkeit.

§ 20. Um den Flicheninhalt einer Figur zu bestimmen, d. i.
um die Fliiche der Figur zu messen, mull man irgend eine bestimmte
Fliche als Einheit annehmen und untersuchen, wie oft dieselbe in
der gegebenen Flidche enthalten ist. Die Zahl, welche dieses anzeigt,
heifit die MaBzahl der Fliche.

Als Einheit des Flichenmafes nimmt man ein Quadrat
an, dessen Seite der Einheit des Lingenmafies gleich ist, von welcher
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dann das Quadrat den Namen ecrhilt. Ein solches Quadrat heifit ein
Quadratmeter (m?), ein Quadratdezimeter (dm?), ..., je nach-
dem die Seite einem Meter, Dezimeter, . .. gleich ist.

Die Bestimmung des Fliicheninhaltes geschieht iibrigens nicht durch
unmittelbares Auftragen der genannten QuadratmaBe auf die zu
messende Fliche, da dieses sehr miihsam und meistens auch unaus-
fiihrbar wiire, Man bestimmt vielmehr den Flicheninhalt mittelbar,
indem man diejenigen Strecken, von denen die Grifie der Figur abhiingt.
mit dem LingenmaBe mift und aus den MaBzahlen dieser Strecken den
Inhalt der Fliche durch Rechnung findet.

Das Quadrat.

§ 21. Betriigt eine Seite des Quadrates A BCD (Fig. 16) 3 dm,
so zerfillt, wenn man jede Seite in 3 gleiche Teile
teilt und die gegeniiberstehenden Teilungspunkte
durch Strecken verbindet, das gegebene Quadrat in D'———’C
lauter kleinere Quadrate, deren jedes 1 dm? darstellt; e e
und zwar enthiilt der Streifen liings der Seite A B et l
3 dm?, der dartiber befindliche Streifen ebenfalls 3 dim? ‘
und der dritte Streifen auch 3 dm? Man hat also A—
im ganzen 3mal 8 dm? — 9 dm

Die Mafzahl fiir den Flicheninhalt eines Quadrates
wird also gefunden, indem man die Mafizahl einer Seite
mit siech selbst multipliziert; oder kiirzer: der Flicheninhalt
cines Quadratesist gleich der zweiten Potenz einer Seite.

Daher kommt es, daf man auch in der Arithmetik die zweite Potenz ciner
Zahl das Quadrat derselben nennt.

Bezeichnet man die MaBzahl der Seite ecines Quadrates durch s
und die MaBzahl seines Fldcheninhaltes durch f, so ist
f =
Sind & und # die Mafzahlen der Seite und des Flicheninhaltes
eines zweiten Quadrates, so ist auch ¥ — &% daher
he i — b e
Die Flidcheninhalte zweier Quadrate verhalten sich
wie die zweiten Potenzen ihrer Seiten.
§ 22 Ein Quadrat, dessen Seite 10 dm ist, hat 10 > 10 dm® =
100 dm?*; ein solches Quadrat ist nun 1 m?; daher ist
180 = (0=
Ebenso folgt: 1 dm? = 100 em?
Iem® = 100 mm=
100 m* nennt man als Bodenflichenmall ein Ar (), 100 Ar oder
10000 m* ein Hektar (ha).

Fig. 16.

B



Das Rechteek und das Parallelogramm iiberhaupt.

§ 23, 1. Es sei der Flicheninbalt des Rechteckes 4 B C D
(Fig. 17), in welchem die Grundlinie 475 = 6 c¢m und die Hohe
AD = 4 ¢m ist, zu bestimmen.

Teilt man 4B in 6, AD in 4 gleiche

Fig. 17.
¢ Teile und zieht zu denselben durch die

e R | ;
___1_,_!___1\'___,:,_4__ Teilungspunkte parallele Linien, so ist ein
A i .
e el jedes der dadurch entstehenden Quadrate 1 e¢m?
R TSR iy e L .
Uj"__.ik,,l,,__l_‘!,_ und man hat 4 Streifen solcher Quadrate, je
A SR von 6 c¢m?; der Flicheninhalt des Rechteckes

droApcD betriigt daher 4 mal 6 em® = 24 cm®

Durch dhnliche Zeichnungen und Schliisse findet man, daB ein
Rechteck, welches 7 m lang und 3 m breit ist, 7>< 3 Flicheneinheiten,
von denen jede 1 m* ist, enthilt; daff die Fliéhe eines Rechteckes,
dessen Grundlinie und Hohe 8 dm und 5 dm sind, 8> 5 Flichen-
einheiten, jede 1 dm? enthilt.

Enthalten die MaBzahlen der Seiten Briiche, ist z. B. die Grundlinie = 4% m
und die Hohe = 3% m, so bringe man sie auf einen gemeinschaftlichen Nenuer,
setze also die Grundlinie 4§ m — % m und die Hohe = 34 m = & m = 1* . Nimmt

man nun % m als Einheit des LangenmaBes an, so ist dieselbe in der Grundlinie
19mal, in der Hohe 14mal enthalten; also enthilt das Rechteck 19 X 14 Quadrate,
dleren Seite L m ist. Solche Quadrate gehen aber 16 auf 1 m* Man erhilt also
die Mafzahl des Flacheninhaltes eines Rechteckes auf m? bezogen, wenn man das
Produkt 19 X 14 durch 16 dividiert; dieselbe ist somit
e e O
I el e i elab A0
Die Mafizahl fiir den Flidcheninhalt eines Rechteckes
wird also gefunden, wenn man die Mafizahl der Grund-
linie mit der Mafizahl der Hohe (oder die Mafizahl der Linge
mit jener der Breite) multipliziert.
Man pflegt diesen Satz kiirzer so auszudriicken:
Der Flicheninhalt eines Rechteckes ist gleich dem
Produkte aus der Grundlinie und der Hohe.
Bezeichnen ¢ und % die MafBzahlen der Grundlinie und der Hohe
eines Rechteckes und f° die Mafizahl seines Flicheninhaltes, so ist
e—— b i
Wird das Produkt zweier Faktoren durch den einen Faktor dividiert,
$0 erhiilt man den andern Ilaktor. Is ist daher

i St
s, und A = 7
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Aus dem obigen Satze und §. 2 folgt allgemein:

Der Flicheninhalt eines jeden Parallelogrammes ist
gleich dem Produkte aus der Grundlinie und der Héhe.

Driickt man durch & und g die Mafizahlen der Grundlinien, durch
Il und % die MaBzahlen der Hohen zweier Parallelogramme und durch
" und £ die MaBzahlen ilrer Flicheninhalte aus, so ist:

1) I f = (..r'./f:‘r,r.]l.

) PHE Gre—¢ That man Faf = ik

9) Fur H = B Wit man F:f= G:q.

Welche Sitze ergeben sich aus diesen Proporfionen?

Das Dreieck und das Trapez.

§. 24, 1. Die MaBzahl filr den Flicheninhalt eines
Dreieckes ist gleich dem halben Produkte aus den Malb-
zahlen der Grundlinie und der Hohe. (§ 4 und § 23, 2.)

Wird in einem rechtwinkligen Dreiecke eine Kathete als
Grundlinie angenommen, so stellt die andere Kathete die Hohe vor.

Bezeichnen ¢ und 7 die MaBzahlen der Grundlinie und der Hohe
cines Dreieckes und f seinen Flicheninhalt, so hat man

h I 2F 27

R RS e i gl pei L
L = 2.]1,-—-'1}‘.2:( = und & =

Iir diec Flidchenverhiltnisse der Dreiecke ergeben sich
hieraus analoge Beziehungen wie in § 23 fiir die Flichenverhiiltnisse
der Parallelogramme,

2. Die MafBizahl fiir den Fliicheninhalt eines Trapezes
ist gleich dem halben Produkte aus der Mafizahl der
Summe der Parallelseiten und der Mafizahl der Hohe.
(G5 o5y s s, DEE )

Sind @ und b die Mabzahlen der Parallelseiten, h die Maflizahl der
Hohe, so ist f = (U—i—)Q—h = +L h= (a4 0) - ); da [j—b die

Mittellinie 2 des Trapezes ist, so IST aehE = /i

Die MafBzahl des Flicheninhaltes eines Trapezes ist
gleieh dem Produkte aus den MafBzahlen der Mittellinie
und der Hohe.

Das Viereek mit zueinander normalen Diagonalen.
$.25. 1. Die MafBizahl fiir den Flicheninhalt eines
Rhombus oder eines Deltoids ist gleieh dem halben Pro-
dukte aus den MaBzahlen der beiden Diagonalen. (§ 6 und
SeRa i)
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2. Die Maflizahl ftir den Fldcheninhalt eines Qua-
drafes ist gleich der Halfte der zweiten Potenz der Maf-
zahl der Diagonale.

Das Vieleck.

§ 26. 1. Die Mafizahl fiir den Flicheninhalt eines
regelméfigen Vieleckes ist gleich dem halben Produkte
aus den Mafizahlen des Umfanges und des Abstandes des
Mittelpunktes von einer Seite. (§ 7 und §. 24, 1.)

Bezeichnen «, », » und f folgeweise die MaBzahlen fiir die Seite
eines regelmifigen n-Hckes, fiir den Abstand seines Miftelpunkfes von
einer Seite, flir den Umfang und den Flicheninbalt, so ist

ur na.r

w=mnaund f = - = S und umgekehrt
u 2f 2f a2r
a:—,u:V',fr—:k'[unda,:-j.
n r U no

2. Den Flicheninhalt eines unregelmifiigen Polygons
kann man auf eine der folgenden Arten bestimmen:

a) Man zerlege das Polygon durch Diagonalen in Dreiecke, berechne
den Inhalt jedes derselben und addiere alle Dreiecksflichen.

b) Man ziehe durch die zwei entferntesten Eckpunkte eine Strecke
und fille auf diese von allen iibrigen Eckpunkten Normale; da-
durch zerfillt das Polygon in rechtwinklige Dreiecke und Trapeze,
welehe einzeln berechnet und dann addiert werden.

Aufgaben.

8. 27. Konstruktionsaufgaben.

Die Richtigkeit folgender Gleichungen durch geometrische Kon-
struktion zu beweisen.

. (a+8)? = a?+-0*+42ab (§ 3)

2 (a—Db)? = a*40*—2ab, wenn a5 ist (Fig. 18).

3, (a4b) (a—0b) = a®*—Db% wenn a>0b ist (Fig. 19).

4, (a 4+ 0)c = ac+ be (Fig. 20) und fir a >b (a—0b)c =
we—be.

Die geometrische Darstellung der Formeln 4 veranschaulicht die
Addition oder Subtraktion zweier Rechtecke von gleichen Grundlinien
oder gleichen Hghen.

b, Zwei Parallelogramme mit gleichen Grundlinien oder gleichen
Hohen a) zu addieren, 4) zu subtrahieren.

6. Zwei Dreiecke mit gleichen Grundlinien oder gleichen Hihen
a) zu addieren, b) zu subtrahieren.
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Fig. 18. Fig. 19. Iig. 20.

a— | |

|
|
a-b !
j

a-b 1') =

T b

b @

§. 28. Rechnungsaufgaben.

e 1. Die Seite ecines Quadrates ist a) 21 m, b) 3:417 m,
¢) 6 dm 4 em B mm; wie grof ist der Umfang, wie grof ist
der Flicheninhalt des Quadrates?

2. Wie grof ist die Seite eines Quadrates, dessen Umfang 2°58 m betriigt?
3. Der Umfang eines Quadrates ist a) 2°8m, b) 4 m 3 dm 8 cm, ¢) 19° 356 dm ;

Wie grof ist eine Seite, wie grof ist der Flicheninhalt?

4. Wie grof ist die Summe der Quadrate zweier Strecken, deren eine 5°3 dm,
die andere 8 dm 5 cm lang ist?

5. Ein Garten bildet ein Quadrat, eine Seite mift 22°5 m; wie grof ist die
Gartenfliche?

6. Wie viel kosten 12 quadratformige Glastafeln von 4°8 dm Seitenlinge,
wenn das m® zu 6 K 80 h gerechnet wird?
7. Die Grundlinie eines Rechteckes betrigt 23 dm, die Hohe 15 dm; wie grof
ist a) der Umfang, &) der Flicheninhalt?
8. Bestimme den Flacheninhalt folgender Rechtecke:
a) Linge = 14 ¢m, Breite = 8 cm;
B = edim, w1850 M
& , =184 dm, , = 14% dm!
9. Wie grof} ist der Flacheninhalt eines Rechteckes, das 53°2 dm lang ist und
dessen Breite ¥ der Lange betrigt?
10. Der Umfang eines Rechteckes betragt 24 m, die Grundlinie ist 9°2 m;
wie grof ist die Hohe?
" 11. Ein Rechteck ist 9'4 dm breit und hat 86°2 dm im Umfange; wie arol
18t a) die Linge, b) der Flicheninhalt des Rechteckes?
12. Ein Rechteck hat 84 dm® Inhalt und 8 dm Liinge; wie grof ist die Breite?
13. Der Umfang eines Rechteckes mift 210 m, die Grundlinie ist doppelt so
lang als die Hohe; wie groff ist @) die Grundlinie, ) die Héhe, ¢) der Flichen-
inhalt ?
14. Wie vielmal so grof wird die Fliache eines Rechteckes, wenn man die
Linge und die Breite verdoppelt ?
15. Um wie viel wird der Inhalt eines Rechteckes von 4'56 dm Linge und
345 dm Breite kleiner, wenn jede Seite um 0°75 dm kleiner wird?
16. Wie grof ist der Flicheninhalt eines Deltoids, dessen Diagonalen 4°52 dm
und 2°15 dm sind ?
17. Bestimme den Flicheninhalt eines Rhombus, dessen Diagonalen a) 35 dm
und 54 dm, b) 1°04 m und 0°856 m sind!
18. Wie grof ist der Flicheninhalt eines Quadrates, dessen Diagonale a) 2 m,
b) 3°5 m, ¢) 1 m 4 dm 8 mm ist?
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19. Ein Quadrat hat denselben Umfang wie ein Rechteck mit den Seiten 48 m
und 32 m; um wie viel ist der Flicheninhalt des ersteren grifier als der des
letzteren ?

20. Ein Landmann kanft einen Acker im angegebenen Flichenmafle von
1} Joch = 0°8632 ha. Er mift denselben und findet aly Linge 284 m, als Breite
30 m; wurde ithm das Flichenmaf des Ackers richtie angegeben?

21. Von einem 283 m langen Felde will man eine gleich lange Parzelle von
38205 a Flicheninhalt abteilen; welche Breite wird diese Parzelle erhalten?

22. Wie viel Biume kénnen an dem Umfange eines Gartens von 144°2 m
Linge nnd 82°6G m Breite gesetzt werden, wenn sie 4°2 m voneinander abstehen ?

23, In einem Zimmer sind 54 m* Wandfliche zu tapezieren; man nimmt Ta-
peten von 48 e¢m DBreite; wie viel Stiick Tapeten braucht man, wenn jedes Stick
2% m lang ist?

24. Ein Stiick Land von 270 m Linge und 150 m Breite soll mit einem an-
dern von gleichem Inhalte, das & der Linge des ersteren hat, vertanscht werden:
wie bhreit mufl das letztere sein?

25. Fine Wiese ist 104°8 m lang und 47°5 m breit; wie viel IHen gibt sie,
wenn man anf 1« durchschnittlich 28 Iy Hen rechnet?

25. Wie teuer kommt ein Bauplatz von 25 m Linge und 19 m Breite, wenn
das m* mit 73 K bezahlt wird?

27. Ein Spiegel ist 2 m 8 ¢m hoch und 1 m 9 dm breit; der Rabhmen ist
4 cm breit; wie groff ist der Inhalt der sichibaren Spiegelfliche?

28. Ein Acker ist 124 m lang und 20 m breit; wie viel Weizen wird zur
Angsaat erfordert, wenn man auf 1 ha 3°5 i Weizen aussit?

>

29. 4 1aBt einen quadratformigen Garten von 27 m Seifenlinge, I3 einen
flichengleichen, rechteckigen Garten von 45 m Linge mit einer Mauer umgeben;
welcher hat eine lingere Umfassungsmauer herzustellen?

80. Ein Hausgang von 14'4 m Liinge und 2°2 m Breite soll mif Platten he-
legt werden. Wie viel Platten wird man brauchen, wenn jede 3 dm lang und 2 dm
breit ist? Wie tfeuer kommti das Belegen, wenn jede Platte samt Einlegen anf
32 K kommt?

31. Jemand besitzt einen rechtwinkligen Garten, welcher G4°5 m lang und
41°2 m breit ist. Fr will an dessen Umfange ringsherum einen Weg machen, der
cine Breite von 3°4 m haben soll; welchen Flichenraum wird dieser Weg ein-
nehmen ?

32. Durch die Mitte eines rechtwinkligen Gartens von #52°4 m Liinge und
207 m Breite geht sowohl nach der Liinge als nach der Breite ein 176 m hreiter
Weg; wie viel Gartengrund bleibt iibrig?

35. Wie grof ist der Umfang eines Dreieckes, dessen Seiten 2°4 o/m, 2°7 dm
und 3 om sind ?

84. Wie grof} ist der Umfang eines gleichseitigen Drcieckes, dessen Seife a)
1°5 m, b) 17°5 cm, ist?

5. Die Grundlinie eines gleichschenkligen Dreieckes ist 2°G dm, jeder Schenkel
2'1 dm; wie grof ist der Umfang?

6. Wie grof ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, dessen Umfang
76 em betrigt ?

5 m
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37. Der Umfang eines gleichschenkligen Dreieckes ist 4°89 m, die Grundlinie
1°25 m; wie grofy ist jeder Schenkel?
88. Wie grof ist der Flicheninhalt eines Dreieckes, dessen Grundlinie 54 em,
dessen Hohe 35 em ist?
59. Berechne den Flicheninhalt folgender Dreiccke:
a) Grundlinie 18 em,  Hohe 16 em; 4y

1) & 2345 m, e oL T2dim Lo ? 7
¢) . 252 dm, y 14k dm! 73 945 ( _‘7?0';

40. Suche den Flicheninhalt eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Katheten
sind: @) 7°9 m und 3°9 m; ) 49°5 dm und 37°8 dm!

41. Der Flicheninhalt eines rechtwinkligen Dreieckes ist 27 m? 56 dm* 25 ¢m?,
eine Kathete 5 m 25 em; wie grofy ist die andere Kathete?

42. Welche Hihe hat ein Dreieck von 12 m Grundlinie, das an Inhalt einem
Rechtecke von 15°2 m Grundlinie und 8°4 m Hihe gleich ist?

43. Wie grof} ist die ITohe eines Dreieckes von 8°1 m Grundlinie, das einem
Quadrate von 5°4 m Seitenliinge flichengleich ist?

44, Zwei Seiten eines Dreieckes sind 345 em und 450 c¢m, und die Hohe,
welche der ersten Seite entspricht, betrviigt 1575 em; wie grof ist die Iohe in Be-
zug auf die zweite Seite?

45. Ein Dach hat die Form eines Dreieckes mit 112 m Grundlinie und S5 m
Ilihe; wie grof ist geine Fliche?

46. Kin Trapez hat 4°5 m Iihe, die parallelen Seiten sind 6°8 m und 4°2 m;
wie grof} ist der Flicheninhalt?

47, Suche den Flicheninhalt eines Trapezes, wenn gegeben sind:

a) die Parallelseiten 38°4 ¢m und 7°2 dm, die Hohe 4*2 dm;
DyEs 5 12°745 m und 8°G55 m, et |

48. In einem Trapeze, dessen Inhalt 567 em? betrigt, sind die Parallelseiten
56 dm und 2°7 dim: wie weit stehen sie voneinander ab ?

49, Ein Trapez mift 1248 dm? die Hohe betrigt G°4 dm, eine der heiden
parallelen Seiten 12°8 #m; wie grof} ist die zweite Parallelseite?

50. Kin Bauplatz bildet ein Trapez, dessen Parallelseiten 85°2 m und 335 m
betragen und welches 21°4 m zur Hihe hat; wie grof ist dessen Flicheninhalt?

51. Kine Wiese hat die Form eines Trapezes, dessen Parallelseiten 140°7 m
und 109°3 m sind und dessen Inhalt 175 La betrigt; wie groff ist der Abstand der
Parallelseiten ?

52. Kin Tlofraum von der Form eimes Trapezes, dessen Parallelseiten 204 m
und 18°5 m sind und 15 m voneinander abstehen, soll mit Steinplatten, deren
jede 25 dm® deckt, gepflastert werden; wie viel solche Platten sind zur Pflasterung
nitig ?

53. Ein trapezformiger Garten, der 9°6G m hreit und an dem einen Ende
2075 m, an dem andern 14°25 m lang ist, wurde fiir 924 K gekaunlt; wie hoch kam
1 m* zu stehen?

54. Ein Ackerstiick, das 112 m lang, an dem einen Ende 56°2 m und an dem
andern 43°8 m breit ist, soll mit Roggen besiit werden; wie viel Roggen ist zur
Aussaat erforderlich, wenn man auf 32 a 1 A Roggen rechnet?

55. Die Seite eines regelmiifigen Finfeckes ist 4°7 dm; wie grof ist der
Umfang ? .

56. Kin Quadrat hat 3°6 m zur Seite; wie groff muf die Seite eines regel-
mifigen Sechseckes sein, damit dieses mit dem Quadrate gleichen Umfang habe?
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57. In eimem Trapezoide ist die durch zwei Fckpunkte gezogene Diagonale
524 dm lang, ihre Abstinde von den beiden andern Fckpunkten sind 3°56 dm und
2°35 dm; wie grof ist der Flicheninhalt dieses Viereckes?

Berechne den Fliacheninhalt folgender Polygone:

S
Fig. 21.

A “7 E
I
|
C
58. In dem Polygon A BCD EF (Fig. 21) ist gegeben:
AD = 196 m;, Bbi= 10°6 m, e = 78 m; BD = 17°7T m; C¢ = 3'8 m,
AE =143 m, Ff = 52 m.
59. In dem Polygon A B CD EI'G IT (Fig. 22) ist gegeben:
Bb=6'8m, Cc = 1006 m, Dd = 10'1 m, Ff = 883 m, Gg = 6°2 m,
Hk = 9°2 m; forner 4% = 5°6m, bh =26 m, he = 4'2 m, cg = 476 m,

gf = 8m, fd = 2'8m, d E = 5'8 m.

2. Ausmessung des Kreises.

Liinge der Peripherie.

§ 29. Ein einem Kreise eingeschriebenes Vieleck hat einen
kleineren, ein umgeschriebenes Vieleck einen grifieren Umfang als der
Kreis. Der Umfang des dem Kreise mit dem Radius » eingeschriebenen,
regelmiifligen Sechseckes ist 6 », der Umfang des diesem Kreise um-
geschriebenen Quadrates 87. Die Peripherie des Kreises ist sonach
groBer als der dreifache und kleiner als der vierfache Durchmesser,
oder die Zahl, welche angibt, wie oft der Durchmesser in der Peripherie
enthalten ist, liegt zwischen 3 und 4. Diese Verhiltniszahl bezeichnet
man mit z, dem Anfangshuchstaben des griechischen Wortes ,Peripherie®.

Man kann fir & auf mechanischem Wege einen Niherungswert
erhalten, wenn man einen diinnen Faden in mehreren Windungen
um einen Zylinder legt, aus der Linge des Fadens und der Anzahl der
Windungen die Linge einer Windung bestimmt und diese dann durch
den Durchmesser des Zylinders dividiert. Man findet auf diese Weise,
daB der Durchmesser in der Peripherie nahezu 3-14mal enthalten ist

519

oder dafi x nahezu gleich 3°14 oder 2-7% ist.
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Auf geometrischem Wege kann man z auch auf folgende Weise
bestimmen. Berechnet man den Umfang des regelmiifiigen ein- und um-
geschriebenen n-Eckes, so erhilt man einen unteren und einen oberen
Grenzwert fiir die Peripherie des Kreises. Diese Grenzwerte werden
der Zahl fiir die Peripherie des Kreises um so niiher kommen, je griofier
n ist, das heifit je mehr Punkte das ein- und umgeschriebene Vieleck
mit der Peripherie des Kreises gemeinsam hat.

Bezeichnet man mit «» und U die Umfiinge des ein- und um-
geschriebenen, regelmiifiigen n-Eckes und mit d die Linge des Kreis-
durchmessers, so ergeben die Berechnungen: i

fiir das 6-Eck u—d <3 U= d < 3:464102. .
12 -BekiNi = o 8 105528 S0l — a8 <O 5300
2ABCEE G — S 52629 TN — S S LOB6

-3 7
n n
s S012-Eek w=4d<3:1415692.. U=1d >3'1416%4..

Da nun die Peripherie des Kreises immer zwigchen den Umfingen
der ein- und der umgeschriebenen Vielecke liegt, so ist der Durch-
messer in der Peripherie anméhernd 3-14159..mal enthalten, oder

m = 3°:14159.. und die Peripherie des Kreiges — d > 5 14159..

Die Zahl @ = 3°14159.., welche also das Verhiltnis
zwischen der Peripherie und dem Durchmesser eines
Kreises ausdriickt, heifit nach Ludolph von Ceulen, der sie
auf 35 Dezimalen berechnet hat, die Ludolphische Zahl. Auf 10 De-
zimalen genau ist

n

m = 3:1415926536. . .
In Rechnungen, welche keine grofie Genauigkeit erfordern, werden

)¢

- ; 22
fiir o die Zahlen 3°14..., 3-1416..., oder £ eebraucht, s

Die Zahl @ wurde ihrer Wichtigkeit wegen auf mehrere Arten mit grofer
(renanigkeit berechnet und es ergab sich, daf die Darstellung in einer endlichen
Zahl nicht moglich ist, daf also die Aufgabe: eine Gerade zu konstruieren, welche
s0 lang ist als die Peripherie des Kreises, nur angenihert gelost werden kann.

§. 30. Driickt man durch », d und p beziiglich die MafBzahlen
des Halbmegssers, des Durchmessers und der Peripherie eines Kreises
aus, so ergibt sieh aus dem Vorhergehenden:

1. p=dm, Sy pi— 2 sh.

a) Die Peripherie des Kreises ist gleich dem Produkte
aus dem Durchmesser oder doppelten Halbmesser
und der Ludolphischen Zahl
Ferner folgt:

: e LE ARl
3 (l—-x, 4.7‘#23{_2.3,

Moénik-Spielmann, Geom, Anschauungslehre, II. Abt. 9
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b) Der Durchmesser eines Kreises ist gleich der Peri-
pherie dividiert durch die Ludolphische Zahl;

¢) Der Halbmesser eines Kreises ist gleich der Peri-
pherie dividiert dureh die doppelte Ludolphische

Zahl oder gleich der halben Peripherie dividiert

durch die Ludolphische Zahl.

Sind £ und # die Halbmesser, 1) und d die Durchmesser, 7’ und
p die Peripherien zweier Kreise, so ist

Pt rund o — d o, dalier PRy — DS S
d) Die Peripherien zweier Kreise verhalten sich wie
ihre Durchmesser oder wie ihre Halbmesser.

§. 31. Wenn (Fig. 23) die Winkel AOM, MON, NOP, POD,
COQ, QOLR, ROD einander gleich sind, so miigsen auch die Bogen
AM, MN, NP, PB, C'Q, QR, RD und ebenso aunch die zu diesen
Bogen gehirigen Kreissektoren gleich sein.

Es ist daher nicht nur der Winkel 4 O M
in dem Winkel 4 0B 4mal und in C'OD
Smal enthalten, sondern es kommt ebenso der
Bogen AM in AB 4mal, in C'D) 3mal vor;
und es ist auch der Kreissektor 4 O M in dem
Sektor 4 OB 4mal, in C'OD 3mal enthalten,

so daB:
Winkel 408 : C'OD = 4 : 3,
BasenEezloB B as (i s
Sekiopnd 0B Cl0 Bli—1us

Daraus folgt:

Zwei Bogen wie auch zwei Sektoren desselben
Kreises verhalten sieh so wie die ihnen entsprechenden
Zentriwinkel.

& 32. Ein Bogen kann im Gradmafe durch Grade, Minuten
und Sekunden oder im Liingenmafie durch die Liingeneinheit ge-
messen werden. Dureh das Gradmaf ist nur das Verhiiltnis des Bogens
zum ganzen [Imfang bestimmt.

Um einen Kreisbogen, der im GradmaBe gegeben ist, im
LingenmafBe und umgekehrt zu bestimmen, wendet man den aus
§. 31 hervorgehenden Satz an:

Die Liinge eines Bogens verhiiltsichzu derPeripherie
wie der entsprechende Zentriwinkel zu 360°

Bezeiehmet in einem Kreise, dessen Halbmesser » ist, b das
Lingenmal eines Kreishogens, dessen Gradmal o ist, der also




dem Zentriwinkel m° entspricht, so hat man nach diesem Satze
b:2rm — m?: 360% oder
Borm — mY: 1805

aus weleher Proportion jede der drei GroBen b, m, » berechnet werden

kann, wenn die beiden andern gegeben sind. Man erhilt

M 1800 1805

— m = —— und » = .
180 7 m T

b =

Man erhilt fiir
1 Bogengrad — el 80 — 1001745320305, >,
1 Bogenminute = »x: 10800 = 0-000290888... X,
1 Bogensekunde = »x : 648000 = 0-000004848. .. > 7.

Fliicheninhalt des Kreises.

8§ 83, 1. Aug §. 8, 1 und 8. 24, 1 folot:

DerFlicheninhalt eines Kreisesist gleich dem halben
Produkte aus der Peripherie und dem Halbmesser.

Sind », p und f beziiglich die MaBzahlen des Halbmessers, der
Peripherie und des Flicheninhaltes eines Kreises, so hat man

PTG
e ek i
, Ty '
2. Aus f = p. folgt wegen p = 2+x auch
; 0 : :
f = 2rz., oder f = r’x; d. h.

Der Flicheninhalt ecines Kreises ist gleieh dem Pro-
dukte aus dem Quadrate des Halbmessers und der Ludol-
phischen Zahl.

3. Wenn R und » die Halbmesser, ' und f die Flicheninhalte
zweier Kreise ausdriicken, so ist

F—= Rix und f ='r'm,
daher e —=siPanrd; dio b

Die Flicheninhalte zweier Kreise verhalten sich so
wiedie Quadrate ihrer Halbmesser oder wie die Quadrate
ihrer Durchmesser. Fig. 24.

Kin Kreis mit einem 2-, 3-, 4mal so grofien
Halbmesser hat daher einen 4-, 9-, 16 mal so grofien
Fliicheninhalt,

§ 34. Ist ABC (Fig 24) ein bei C recht-
winkliges Dreieck und beschreibt man iiber den
drei Seiten als Durchmessern Kreise, so ist nach
dem Pythagoreischen Lehrsatze
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A Bt = A0% - B,

4 R2 12 Nar)
daher auch ‘1;8 = A(J }—bzf , oder

( A H) (A C )" (H(')‘

folglich, wenn man die letzten Ausdriicke mit & multipliziert,

(AgB 2;: (1() i (B() =

Diese drei GroBen bedeuten nun nach der Reihe die Flichen der
iiber der Hypotenuse und iiber den beiden Katheten beschriebenen Kreise.

Der Flicheninhalt des tiher der Hypotenuse be-
schriebenen Kreises ist also gleich der Summe aus den
Flicheninhalten der beiden iiher den Katheten beschrie-
benen Kreise.

Beschreibe einen Kreis, weleher «) der Summe, &) der Differenz
zweier gegebener Kreise gleich ist!

Einen Kreis zu zeichnen, welcher «) das Doppelte, 0) die Hilfte
cines gegebenen Kreises ist.

Diesclben Aufgaben beztiglich der Peripherien zu lisen.

Fig. 25. 8.35. Den Flicheninhalteines Kreis-

ringes zu finden.
\ Sind 0.4 = Rund 04" = » (Fig. 25) die
A

Halbmesser der beiden konzentrischen Kreise und
/" der Flicheninhalt des Kreisringes, so hat man:
A 7‘——/» x—1tx = (R*— %) .

(In Worten ?)

§. 36. Fiir den Flicheninhalt cines Kreissektors folgt
82 und 8. 24 1 der Saiz:

Der Flicheninhalt eines Kreisgsektors ist gleich dem
halben Produkte aus der Linge seines Bogens und dem
Halbmesser.

Sind », b und f die MaBzahlen des Halbmessers, der Bogenlinge
und des Flicheninhaltes cines Kreisscktors, so hat man

d b.r
=33

Ist statt der Bogenlinge 4 das Gradmall m" gegeben, so ist
nach §. 32

]}:

aus §.

TVE I Bar £l o S IO firptat SO0
e folglich f == 360 S e B b



Zusatz. Wenn man zu den Endpunkten der Sehme A B (Fig. 26),
welehe dem Kreissegmente A B M entspricht, Halbmesser zieht, so erhiilt
man den Kreissektor 4 O 3, welcher aus jenem

: : . Fig. 26.
Segmente und aug dem Drelecke 4 O B zusammen- i B
. . =7
gesetzt ist.  Zieht man daher vom Inhalte des iy
.

Sektors den Inhalt des Dreieckes ab, so gibt die
Differenz den Flicheninhalt des Kreissegments. / 2

§. 37. Aufgaben. Z Sl

1. Der Durchmesser eines Kreises ist a) 3m, b) 2km, 4 __.-_._.__ﬁ_.m'_'\io
¢) 0°56 m, d) 5°48 dm; wie grof ist die Peripherie?

2. Der Halbmesser eines Kreises ist a) 8°7 m, b) 16°5 m, ¢) 1°205... m; wie
orof ist die Peripherie?

3. Die Peripherie eines Kreises betrigt a) 5 m, b) 27 dm, c) 339°202... cm,
d) 2506°99. .. mm; wie grof ist der Durchmesser? (7 = 3°1416...)

4. Suche den Halbmesser eines Kreises, dessen Peripherie betrigt: a) 44 dm,
b) 18°2 em, ¢) 1 m & dm 8 cm!

5. Berechne den Flicheninhalt eines Kreises, dessen Halbmesser betrigt:
a) 4 m, b) 2°92 m, ¢) 3'28 dm, d) 41} cm!

6. Der Durchmesser eines Kreises ist a) 375 m, b) 2102 dm, ¢) 1 m 5 em,
d) 259°3...mm; wie grof ist m) die Peripherie, n) der Flicheninhalt?

7. Die Peripherie eines Kreises ist a) 17°97 dm, b) 5 m 8 dm 5 mm, ¢) 219} mm ;
wie grof ist m) der Halbmesser, n) der Flicheninhalt?

8. Wie lang ist ein Bogen von 20 Grad, wenn der Durchmesser des Kreises
H'4 dm betrigt?

9. Der Halbmesser eines Kreises ist 2 dm; wie grof ist die Liinge eines Bogens
von a) 30°%,.0) 125% ¢) 75° 8047

10. Ein Kreishogen von 48° hat 426 mm Linge; wie grof ist der Halbmesser ?

11. Der Bogen eines Kreises von 22°5 c¢m Durchmesser ist 29 em lang; wie
viel Grade umspannt der Bogen?

12. Der Halbmesser eines Kreises ist 8 dm; wie viel Grade enthalt der Zentri-
winkel, welcher zu einem Bogen von a) 5 dm, b) 12 dm, ¢) 2 dm 28 mm Lange gehort ?

18. Wie viele Grade, Minuten und Sekunden hat der Kreishogen, dessen Linge
dem Halbmesser gleich ist?

14. Welchen Umfang hat das Zifferblatt einer Turmuhr, dessen Durchmesser
0:96 m betragt?

15. Ein Baumstamm hat an seinem dicken Ende 16 dm 2 em im Umfange; wie
groff ist der Duorchmesser?

16. Man rechnet einen Grad des Erdiquators zu 15 geogr. Meilen; wie grof
ist der HMalbmesser des Aquators @) in geogr. Meilen, &) in km, da 1 geogr. Meile
= 740044 0 bm At (= 3 14159040)

17. Kin Erdglobus hat 42 e¢m im Durchmesser; wie lang ist daran ein Grad
des Aquators?

18. Die Stadt Graz hat eine geographische Breite von 47° 4‘; wie viel km ist
sie vom Aquator entfernt, wenn man den Meridian als einen Kreis von 637156 km
Halbmesser annimmt ?

19. Ein Grad des Parallelkreises unserer Erde, welcher durch Triest geht,
hat 77°961, des Parallelkreises durch Wien 74°314, des Parallelkreises durch Prag
71554 km Linge; wie grof ist der Halbmesser eines jeden dieser drei Parallelkreise?
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20. Wie grof mul der Halbmesser eines runden Tisches gemacht
werden, wenn 8 Personen daran sitzen sollen und man fir jede 7°2 dm vom Um-
fange rechnet?

21. Wie viel Biume kann man um einen kreisrunden Teich von 87 m Durch-
messer pflanzen, wenn jeder 4 m vom andern entfernt sein soll?

22. Fin Fufgeher braucht, um den Umfang eines kreisrunden Teiches abzu-
schreiten, 10 Minuten, wenn er in jeder Sekunde 1°2 m zuriicklegt; welchen Durch-
messer hat dieser Teich?

93. Ein Lokomotivrad hat 1°2 m Durchmesser; wie vielmal muf es sich aunf
einem Schienenwege von 1 /m umdrehen?

924, Der Durchmesser der Winde bei einem Brunnen ist 25 em; wie tief ist
der Brunnen, wenn das Seil, welches bis auf den Boden reicht, 15mal um die
Winde geht ?

25. Das Vorderrad eines Wagens hat 1°2 m, das Hinterrad 1°7 m im Durch-
messer; wie viele Umliufe macht jenes mehr als dieses auf einer Entfernung von 4 km?

26. Wie grof ist der Druck der Luft auf eine Kreisfliche von 1°2 m Durch-
messer, wenn der Luftdruck auf 1 em? 1°033 kg betrigt?

27. Der Umfang eines Baumstammes an der Schnittfliche ist 2°3 m; wie grof
st die Schmttflache?

28. Wie grofj ist der innere und der aufere Umfang eines eisernen Ringes,
welcher 2°6 em stark und im Lichten 3 dm weit ist?

29. Ein kreisrunder Turm hat in seinem Innern einen Umfang von 25°2 m,
von anflen einen Umfang von 35 m; wie dick ist das Gemiuer?

30. Die Halbmesser zweier konzentrischer Kreise sind a) R = 6 m, r = 4dm;
by R = 356 dm, r = 28 dm; wie grof ist die Fliche des Kreisringes?

31. Die Peripherien zweier konzentrischer Kreise sind 137 em und 152 cm
wie grof ist der zwischen ihnen enthaltene Kreisring?

82. Der Durchmesser ecines Kreises ist 1 m; wie grof ist der konzentrisch
ausgeschnittene Kreis, wenn der Ring 1°7 dm breit ist?

53. Um einen kreisrunden Grasplatz, welcher 28 m 4 dm im Umfange hat,
geht ein Weg von 1m 4 dm Breite; welche Fliche nimmt dieser Weg ein?

34. Wie grof ist der Inhalt eines Kreissektors, dessen Halbmesser 3°24 dm
und dessen Bogenlinge 4°5 dm ist?

35. Die Peripherie eines Kreises betriigt 249 mm; wie grof ist der Inhalt eines
Sektors, dessen Zentriwinkel 75° betrigt?

36. Wie grof ist der Flicheninhali eines Sektors, dessen Bogen die Lange
von 2'7 dm und das Gradmaf von 75° hat?

37. Wie viel Grade umfaft der Bogen eines Kreissekfors von 11°82743 dm?
Inhalt, wenn der Halbmesser 5 dm ist? (x = 3°14159...)

38. Um wie viel ist die Fliche eines Kreises mit dem Halbmesser 8°5 cm
grofer als die Iliche des eingeschriebenen Quadrates?

39. Ein Tischler schneidet von einer hilzernen Kreisscheibe von 1°2 m Umfang
ringsherum 0°5 dm ab; wie grof ist a) der Umfang, &) der Flicheninhalt der noch
iibrig bleibenden Scheibe ?

40. Ein Schwungrad von 12 m Umfang macht in einer Minute 40 Umléufe;
welche Geschwindigkeit hat ein Punkt seiner Peripherie, d.h. wie viel m legt erin
einer Sekunde zuriick?
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41. Welehen Durchmesser muff ein Rad haben, wenn es wihrend 1 Minute
72 Umlidufe machen und ein Punkt seiner Peripherie 21 m Geschwindigkeit haben soll ?

42. Wie viele Umlinfe muf ein Miihlstein von 1 m Durchmesser in 1 Minute
machen, damit ein Punkt seiner Peripherie eine Geschwindigkeit von 8 m erlange?

43, In eine kreisrunde Biichse von 2°'8 em Durchmesser gehen 100 Zind-
holzehen; wie viel Ziindhélzehen von derselben Dicke gehen in eine Biichse, deren
Durchmesser 4 cm betrigt?

44. Auf einer Zielscheibe sind eine weiffe und vier schwarze Ringtlichen; der
dufere weife Ring ist 32 cm, jeder schwarze 2 cm breit; die Mitte der Scheibe
bildet, ein Kreis von 6 em Durchmesser. Wie grof ist a) die ganze Zielscheibe, b) die
mittlere Kreisfliche, ¢) jeder Kreisring?

[II. Ahnlichkeit der geradlinigen Figuren.

1. Proportionalitdt der Strecken.

8. 38. Unter dem Verhidltnisse zweier Strecken versteht
man den Quotienten ihrer Mafizahlen in Beziehung auf eine und die-
selbe Einheit.

Um das Verhiltnis zweier Strecken in Zahlen aus-
zudriicken, trage man die kleinere Strecke auf der grofieren so oft
auf, als es angeht.

a) Ist die kleinere Strecke C'D (Fig. 27) in der griBeren A B
mehrmal, z. B. 3mal enthalten, so dal kein Rest iibrig bleibt, so ist
C'D ein Mal von 4 B; das Verhiiltnis der Strecken 4 B und C'D ist
in diesem Falle gleich 3 : 1.

Fig. o7. Fig. 28.

j".'__'_'——_}._:_ =Pl R B
) Ghiri )

G

b) Lifit sich aber die kleinere Strecke auf der andern nicht genau
auftragen, ist z. B. die Strecke (') (Fig. 28) in A B 3mal enthalten
und bleibt noch ein Rest KB iibrig, so trage man den Rest KB auf
C'D so oft auf, als es angeht; es sei £B in C'D 3mal enthalten und
es bleibe noch die Strecke D iibrig. Diesen Rest wird man wieder
auf dem nichst vorhergehenden E B auftragen, und es sei FI) in EB
genau 6mal enthalten. Man hat dann

EB = 6FD,
CD = $EB 4 FD — 19FD,
AB = 3CD -+ EB — 63FD.



Die Strecken 4 B und ' haben demmach das gemeinsame
MaB FD, und zwar ist dieses in A B 63mal, in (/1) 19mal enthalten ;
das Verhiiltnis von 4 B zu ' D ist also 63 : 19.

§. 39. Die beiden Strecken 48 und €' (Fig. 29) haben das
Verhiiltnis 5 : 3; die Strecken A F und &' /1 haben dasselbe Verhiiltnis

5:3. Die beiden Verhilt-

Fig. 29. _ 5

o nisse AB: CD und EF: GH

. TR R 7 konnen daher gleich gesetst

werden; man erhilt so die

e s o Proportion AB:CD —
o D @ 1 Proportion 4B :C'1

RN G

Man sagt in diesem Falle: die Strecken 4B und C'D sind
den Strecken EF und G H proportional.

Ist C D — BiF go heift AB: CD — CD:GH eine gletige
Proportion; C'D ist diemittlere geometrische Proportionale
zwischen AB und GH und GH die dritte stetige Pro-
portionale zwischen 458 und C'D.

§. 40. «) Im Dreiecke A BC (Fig. 30) sei DE| AB und Ca
ein Mal, dag in der Strecke AZ) 3mal, in der Strecke ' 2mal ent-
halten ist; es ist daon AD: DC = 3:2 Zieht man durch die
Teilungspunkte von AC' Parallele zu 4B, so wird durch diese auch

Fig. 30. B(C in b gleiche Teile geteilt, von denen
. auf BE 3 und auf EC 2 kommen; es ist
daher auch B E: EC = 3 : 2. Aus beiden
Proportionen folgt:
AP D — BB
b) Man hat ferner
CD: A6 — 2:5, und
CHBL =216,
B Zieht man durch jeden Teilungs-
punkt von 4 C auch zu C'B die Parallele,
so wird dadurch auch 45 in 5 gleiche Teile und D K in 2 gleiche
Teile geteilt, und zwar sind die einzelnen Teile von A B ebenso
grofl als jene von D E, weil Parallele zwischen Parallelen gleich sind;
es ist daher auch DE: AB = 2:5. Man hat demnach
C D ACE=IC BB = D g A D,

Zieht man daher in einem Dreiecke zu einer Seite
eine Parallele, so werden «) die beiden andern Seiten
proportional geteilt und ) die Seiten des neuen Drei-
eckes sind proportional mit den Seiten des gegebenen
Dreicckes.




Konstruktionsaufgaben.
8§ 41. 1. Zu drei gegebenen Strecken 4B, CD und EF
(Fig. 81) die vierte Proportionale zu finden.
Man konstruiere einen heliebigen Winkel (7, schneide auf dessen
Schenkeln G H = AB, GJ = CD, GK = EF ab, ziche HK und zu
ihr parallel JZ; dann ist

GH:GJ— G K :GL, oder Fig 31.

AB:CD=EF:GL, also

(+ L die vierte Proportionale e D K

w AB, CD und EF. C D I \
2. Zuden Strecken

AB und CD die dritte FE —
stetige Proportionale G J "
zu konstruieren.

Diese Aufgabe ist ein besonderer Fall der vorigen, es ist
EF =CD: '

3. Zu zwei gegebenen Strecken « und & die mittlere
geometrische Proportionale zu konstruieren.

Ist o die mittlere geometrische Proportionale zu « und b, so ist
ittt dahert 2 — T 0.

Mithin ist = die Seite des Quadrates, welches dem Rechteck mit
den Seiten « und & flichengleich ist. Dadurch ist die Konstruktion
auf § 14, 4 zuriickgefiihrt.

8. 42. 1. Eine Strecke 4B (Fig. 32) in einem gegebenen
Zahlenverhdltnisse, z B. 3:2, zu teilen,

Man ziehe durch A einen beliebigen Strahl Fig. 32.
AX und trage auf demselben von A bis C' 3, X
von C' bis D 2 gleiche Teile auf; dann ist D
AC:CD = 3:2. Zieht man DB und zu ihr ¢

parallel CE so ist auch AE: EB = 3: 2,
gsomit A4 B im Punkte Z in dem Verhiltnisse
3:2 geteilt. 4 E B

2, Eine gegebene Strecke in einem gegebencn
Streckenverhiltnisse zu teilen.

Ist die Strecke 4B (Fig. 32) in zwei Teile zu teilen, welche
sich so verhalten wie die Strecken 4AC' und C'D, so trage man auf
AX die gegebenen Strecken A (' und C'D auf, ziehe DB und durch
(' die Gerade CE| DB; dann ist AE: EB = AC:CD,

3. Eine gegebene Strecke A FE (Fig. 32) in einem gege-
benen Verh#ltnisse 3:5 zu vergrofiern.
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4. Eine gegebhene Strecke 485 (Fig. 32) in einem gege-
benen Verhiiltnisse 5:3 zu verkleinern.

In 3. und 4. bleibt die Konstruktion dieselbe, wenn das Verhaltnis der Ver-
groferung oder Verkleinerung nicht in Zahlen, sondern in Strecken ausgedriickt
ist; nur werden in diesem Falle auf dem Schenkel A.X statt der Verhiltniszahlen
die Verhiltnisstrecken aufoetragen.

5. Ein Parallelogramm (Dreieck) zu konstruieren,
weleches mit einem gegebenen Parallelogramm (Dreieck)
gleiche Grundlinie oder gleiche Hohe hat und mit ihm
in dem Verh#ltnis 5:3 steht.

2. Ahnlichkeit der Dreiecke.

§. 43. Zwei Figuren, welche dieselbe Gestalt haben und siech nur
durch die Grofie unterscheiden, heiflen #@hnlich. Zwischen zwei
ihnlichen Figuren wird das Zeichen OO gesetzt.™)

Um die Merkmale zweier fihnlicher Dreiecke niher zu he-
stimmen, nehmen wir in dem Dreiecke 4 B C' (Fig. 33) mit der Seite 4 B

Fig. 33, eine Parallelverschiebung vor; es wird hiebei

7l jedes folgende Dreieck 4‘B/C, A" B'C,....
kleiner als das vorhergehende, dagegen bleibt
die Gestalt derselben ganz unverindert. Alle
diese Dreiecke haben also dieselbe Gestalt und
sind somit einander ihnlich. In allen diesen
Dreiecken sind je zwei gleichliegende Winkel
gleich; auch folgt aus §. 40, daB die Seiten
jedes neu entstehenden Dreieckes mit den Seiten des gegebenen Drei-
eckes proportional sind.

@) Zieht man in einem Dreiecke zu einer Seite eine
Parallele, so ist das gegebene Dreieck mit dem neu ent-
standenen #hnlich.

6) In ihnlichen Dreiecken sind die Winkel paarweise
gleichund die den gleichen Winkeln gegeniiberliegenden
Seiten proportional

Die Seiten, welche in #hnlichen Dreiecken den gleichen Winkeln
gegeniiberliegen, heiflen gleichliegende oder homologe Seiten.

Umgekehrt: Zwei Dreiecke sind #hnlich, wenn in denselben die
Winkel paarweise gleich und die homologen Seiten proportional sind.

§ 44. Die Gleichheit der Winkel zweier Dreiecke und die Pro-
portionalitit ihrer Seiten stehen in einem so innigen Zusammenhange,
daf man schon aus der ersteren auf die Ahnlichkeit der Dreiecke
schliefien kann.

*) oo ist ein liegendes s (similis).
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1

Ks sei in den Dreiecken A BC und D EF (Fig. 34) der Winkel
A = D, B = E, es mub dam aueh ¢’ = ¥ sein.

Legt man das Dreieck ) E [ so auf das Dreieck 4 B(, dafi der
Winkel ' auf € fillt, so ist &I mit A B parallel (I. Abt, § 41),
folglich C'G HOO A BC'; ('GH ist aber das Dreieck /) EF, daher auch
DEFcOABC.

Sind in zwei Dreiecken alle drei Winkel paarweise
einander gleieh, so sind die Dreiecke dhnlich.

Da in zwei Dreiecken, welche zwei Winkel einzeln gleich haben,
auch die dritten Winkel gleich sein miissen, so folgt, daB man schon
aus der Gleichheit zweier Winkel in zwei Dreiecken auf die
Ahnlichkeit derselben schliefen kann.

Fig. 84. Fig. 35.

T e

8 45. Es sei (Fig. 30) das Dreicck A BC' bei € rechtwinklig.
Zieht man die Hohe auf die Hypotenuse, so enthilt jedes der Dreiecke
ABC, CBD und ACD dieselben Winkel n, m, R, folglich sind sie
paarweise ihnlich.

Aus ABCoOCBD folgt ¢: a ==
Aus ABCooACD , e:b=b:q
Aus CBDCLVACD , p:ih =

Zieht man also in einem rechtwinkligen Dreiecke
die Hohe auf die Hypotenuse, so ist 1. jede Kathete die
mittlere Proportionale zwischen der ganzen Hypotenuse
und dem ihr anliegenden Abschnitte derselben; 2. die
Hohe die mittlere Proportionale zwischen den beiden
Abschnitten der Hypotenuse.

Aus der Proportion p:h = h:q folgt ? = pgq.

Welchen Lehrsatz enthiilt diese Gleichung ?

§. 46. Wenn jede Scite eines Dreieckes 2mal, 3mal, 4mal so
aroB ist als die homologe Seite eines ihnlichen Dreieckes, so wird auch
die Summe aller Seiten, d. i. der Umfang des ersten Dreieckes, 2mal,
3mal, 4mal so groB sein als der Umfang des zweiten Dreieckes.

In ihnlichen Dreiecken verhalten sich die Umfédnge
so wie je zwei homologe Seiten.



§. 47. Zieht man durch die Teilungspunkte der Seite B ('
(Fig. 30) die Parallelen zu A4C, so zerfillt das Dreieck 4 BC in 25
kongruente Dreiecke, von welehen anf C'D F 4 entfallen. Daher ver-
halten sich die Flichen der Dreiecke 4 B(' und D EC, deren Seiten-
verhiiltnis 5 : 2 ist, wie 25: 4.

Die Flicheninhalte dhnlicher Dreiecke verhalten
gich daher wie die Quadrate homologer Seiten. '

Wenmn jede Seite eines Dreiéckes 2, 3, 4, 5, 6mal so grof ist als
die homologe Seite eines ihnlichen Dreieckes, so ist der Fliicheninhalt
des ersten Dreieckes 4, 9, 16, 25, 36 mal so grof als jener des zweiten
Dreieckes.

Konstruktionsaufgahben.

§ 48. 1. Zu einem gegebenen Dreiecke A BC (Fig. 36)
ein iihnliches zu zeichnen.

Fig. 36. Man ziehe eine be-

@ liebige Strecke D E und

B trage an ihren Endpunkten

N 35 / \ die Winkel 4 und B auf;

N ; . DEF ist dann dhnlich ABC.

A ._ﬁ}gjj DL N (§ 44.) (Unbestimmte Auf-
gabe.)

2. Bin dem Dreiecke ABC iihnliches Dreieck zu kon-
struieren, wenn die der Seite 4B homologe Secite DE
gegeben ist.

Man mache (Fig. 386) <X D = <X 4, X E= < B, so ist
ANDEFOO AN\ ABC. (Die Aufgabe ist bestimmt.)

3. ZudemDreiecke A BC (Fig. 36) einiihnliches Dreieck
zu konstruieren, so daf sich die Seiten des gegebenen
Dreieckes zu den Seiten des neuen Dreieckes wie 3:2
verhalten.

Man suche zu 4B die in dem Verhiltnisse 3:2 verkleinerte
Strecke, trage sie auf AB von 4 bis M auf und ziehe MN || B
dann ist 4 M N das verlangte Dreieck.

4. Zu einem Dreiecke ein ihnliches zu konstruieren,
so daf die Seiten des gegebenen Dreieckes zu den Seiten
des gesuchten in dem Verhiltnisse 3:5 stehen,

5. Ein Dreieck ist gegeben; ein demselbenihnliches
Dreieck so zu zeichnen, a) dafB sich die Umfinge wie
2:3 verhalten; b) daf die Inhalte im Verh#ltnisse 9:16
stehen.
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§ 49. Eine gegcbene Strecke in mehrere gleiche
Teile zu teilen.

«) Eine Auflésung dieser Aufgabe wurde bereits in der I. Abteilung
dieses Buches (§. 125) gezeigt; dieselbe ist jedoch, da dabei viele Parallele
gezogen werden miissen, miihsam und kann leicht Fehler veranlassen.

Einfacher sind folgende Auflosungen:

b) Ist eine Strecke AB (Fig. 37) z B. in 7 gleiche Teile zu
teilen, so zieht man einen Strahl M X,

triigt darauf 7 heliebige gleiche Teile Fig. 37.

bis N auf und konstruiert iiber M N A B
dag gleichseitige Dreieck M NO. Macht : :
man nun Om = On gleich der ge- 0

gehenen Sfrecke A B und zieht mn,
so ist auch Ommn ein gleichseitiges
Dreieck (warum?), und daher mn —
Om und parallel mit M N. Zieht man
dann von O zu den Teilungspunkten

m / - 7t
von M N gerade Linien O R, 0OS,..., / / / / \ \\\
weleche mn in den Punkten #, s, .. \
N X

schneiden, so wird in diesen Punkten M R S
mn = AL in T gleiche Teile geteilt.

Da mn| MN, so it mr: MR = Or:OF nnd rss B8 —
Oz O folglich anch ma: MiE — rs: k8. Nun it MR —IRS,
somit auch m2» = rs. Ebenso Efit sich die Gleichheit der iibrigen
Teile der Strecke mn nachweisen,

c) Es sei AB (Fig. 88) z B. in 10 gleiche Teile zu teilen.
Man errichte in 4 und B auf 4 B zwei Normale,
trage auf jede 10 gleich grofe Teile bis €' und
1) auf und ziehe durch je zwei zusammengehirige e
Teilungspunkte eine Strecke. Zieht man nun in PRy R
dem Rechtecke 4 BD " die Diagonale 4 1), so e Lt
ist die Aufgabe gelost. Da ab| 4B, so ist PRy
ab:AB = Db:DB; nun ist Db der zehnte TR ST
Teil von DB, also muf auch «l der zehnte B ;
Teil von A5 sein. Ebenso folgt, dafi ¢cd = & AB, e E
o= T% A B g,

§ b0. 1. Einen tausendteiligen verjiingten Trans-
versal-Mafgtab zu konstruieren.

Die Konstruktion eines verjiingten Transversal-Mafistabes ® beruht
auf dem in §. 49 unter c¢) angegebenen Verfahren, eine Strecke in
mehrere gleiche Teile zu teilen.
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Es sei A B in verjingtem Mafistab 1 dm; man trage 4 B zehnmal
bis X auf, so ist 4 X 1m; um die em und mm zu finden, errichte
man in den Endpunkten von 4 X zwei Normale, trage darauf wieder
10 beliebig grofie, jedoch gleiche Teile auf wund ziehe durch die
letzten Teilungspunkte eine Strecke, welche der zuerst gezogenen
Strecke parallel und gleich sein mufl, und welche ebenfalls in 10 gleiche
Teile geteilt wird. Sodann ziehe man dureh die gegeniiberstehenden
Teilungspunkte gerade Linien, welche alle zu 4 X entweder normal
oder parallel sind. Zieht man in irgend einer Abteilung eine Diagonale,

Fig. 39.
E

®0 60 4o 20 0 100 200 300

i S

s G
Y
1 |
|
5
|
|
e e S I

A FB (4 D e

7z B. €' 200, so ist ab der 10te Teil von C.D, folglich auch von
AB; cd enthilt 2 solche Teile, ¢f 3 Teile, u. 8. w. Diese Teile
triigt man nun sowohl auf 4B als E0 auf zieht dann durch
0O und F sowie durch je zwei folgende Teilungspunkte Trans-
versalen und schreibt an die Teilungspunkte die Zahlen so hin,
wie man sie an der Figur sieht; dadurch wird p 1 L von #B, oder

10

T%ﬁ von 4B, ¢2 %ﬁ von A B. Mithin stellen 75 und p 1 beziiglich
%

I em und 1 mm dar.

Die wahre Liange von «' ' anzugeben.

2. Eine auf dem Papier gezogene Strecke mit Hilfe des tausend-
teiligen Transversal-Mafstabes zu messen.

3. Trage mit Hilfe dieses MaBstabes eine Strecke von a) 2 dm,
b) 19 em, ¢) 23D mm, d) 1 dm 8 em 9 mm auf!

4, Zeichne mit IHilfe dieses Mafistabes ein Dreieck mit den Seiten
204 mm, 193 mm und 148 mm!

5. Von einem Dreiecke A B (' ist das Seitenverhiltnis 4 B : 4 —
5:6 und der eingeschlossene Winkel 4 = 60° gegeben; konstruiere
itber der Seite 235 mm (homolog zu A B) ein dem Dreiecke 4 B ('
iihnliches Dreieck !



3. Ahnlichkeit der Palygone.

§. 51. Zwei Polygone heifen #dhnlich, wenn sic dieselbe
Giestalt haben.

Um die Eigenschaften iihnlicher Vielecke niiher zu bestimmen,
zieche man in dem Vielecke 4 BC D EF (Fig. 40) von A aus die
Diagonalen AC, AD, AE und
denke sich, dali sich die Punkte
B, C, D, E I'in den Geraden 4B,
AC, AD, AE, AF so gegen den
Punkt 4 hin bewegen, daB die
Bireckent LGS C LD ue el B

Tig. 40,

" D" ... in jeder neuen Lage mit
den gleichliegenden Seiten B,
('D, ... parallel bleiben; man er-

hillt dabei immer kleinere Polygone
I BACE I R A B D R
welehe aber offenbar alle untereinander und mit dem gegebenen Polygone
dieselbe Gestalt haben, also dhnlich sind. Der Winkel 4 ist allen diesen
Polygonen gemeinschaftlich; die iibrigen Winkel bleiben wihrend der
parallelen Bewegung der Seiten ebenfalls ungeindert, so daf alle diese
Polygone nach der Ordnang gleiche Winkel haben. Auch geht aus
8. 40 hervor, dafl die Seiten eines jeden neuen Polygons mit den
homologen Seiten des gegebenen proportional sind.

In dhnlichen Polygonen sind die Winkel nach der
Ordnung paarweise gleich und die homologen Seiten
proportional.

Zwei regelmiifige Vielecke von derselben Seitenanzahl sind dhnlich.

Aus der obigen Darstellung folgt ferner:

a) Ahnliche Polygone werden dureh die homologen

Diagonalen in dhnliche Dreiecke geteilt.

6) Indhnlichen Polygonen verhaltensich die homologen

Diagonalen wie die homologen Seiten.

8. 52. Wenn jede Seite eines Polygons 2mal, 3mal, 4mal so
grof ist als die homologe Seite eines @hnlichen Polygons, so wird auch
dic Summe aller Seiten, d. i. der Umfang des ersten Polygons, 2mal,
Smal, 4mal so grof sein als der Umfang des zweiten Polygons.

Die Umfiinge dhnlicher Polygone verhalten sich also
0 wie je zwei homologe Seiten. '

& 53, Zerlegt man zwei idhnliche Polygone, deren Seiten sich
z. B. wie D : 3 verhalten, durch gleichliegende Diagonalen in Dreiecke,
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so verhalten sich nach §. 47 je zwei gleichliegende Dreiecke der beiden
Vielecke wie 25:9; es miissen sich demnach auch die Summen aller
dieser Dreiecke, d. ‘h. die beiden Polygone selbst, wie 25 : 9 verhalten.

Die Flicheninhalte &hnlicher Polygone verhalten
gich also wie die Quadrate der homologen Seiten.

Wird eine in der Wirklichkeit aufgenommene Figur im verjiingten
Mafe auf dem Papiere dargestellt, so daB jede Seite auf dem Papiere
nur 4 104 L .. der wahren Liinge betriigt, so ist der Flicheninhalt
der Figur auf dem Papiere §, §, 7, 1i7--- von dem Flicheninhalte der
aufgenommenen Figur.

Aufgaben.

8. bd. honstruhtmnsaufgabcn.

. Uber einer gegebenen Strecke G'H (Fig. 41) ein
Polygon zu konstruieren, welches mit einem gegebenen
Polygone ABCDE ihnlich ist.

Iig. 41, Man ziehe die Diagonalen

AC, AD, mache AM — G H
und ziehe M N || BC, NP || CD,
PQ || DE; dann ist das Polygon
S ABCDECOAMNPQ. Kon-
struiert man nun tiber G H ein
Polygon G H J K I, welches mit

H 4 M N PQ kongruent ist, so ist
dasselbe das verlangte Polygon.

\Ve](']w Aufgabe wirde vorliegen, wenn die Seite &' I1 nicht gegeben wire?

. Zu einem gegebenen Polygon A BC' D E (Fig. 41) ein iihnliches
80 7l knnstrmeren, dafl sich die homologen Seiten des gegebenen und
des neuen Polygons wie 3 : 2 verhalten.

Man zerlege das gegebene Polygon in Dreiecke, indem man von
einem Punkte 4 aus zu den Eckpunkten Strecken zieht, verkleinere
dann die Strecke 4 B in dem Verhiltnisse 3 : 2 und ziehe von I/ die
Parallele M N zu BC, durch N die Parallele N> zu C'D und so fort,
so ist A MNPQ das gesuchte Polygon.

3. Konstruiere zwei ihnliche Sechsecke, deren homologe Seiten
das Verhiiltnis 4 : 5 haben!

§. 5. Rechnungsaufgaben.

1. Die homologen Seiten zweier #hnlicher Vierecke verhalten sich wie 8:4;
wie grof ist die Fliche des zweiten Viereckes, wenn die des ersten 117 em* betriigt ?

2. Die Umfinge zweier ihnlicher Vielecke sind 58 cm und 87 c¢m, die Fliche
des ersten Vieleckes ist 152 ¢m®; wie grof ist die Fliche des zweiten?

8. Die Flichen zweier ihnlicher Vielecke sind 86 cm? und 225 ¢m®, der Um-
fang des ersten Vieleckes ist 12 ¢m; wie grof ist der Umfang des zweiten?
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4. Ein Vieleck soll so vergrifert werden, daf seine Fliche doppelt so grof
wird; in welchem Verhdltnisse miissen die Seiten vergrofert werden?

5. In einem Bauplane, in welchem 4 cm des gewithlten Mafstabes 3 m in der
Wirklichkeit vorstellen sollen, betrigt der Flicheninhalt des Grundrisses 5°2 dm?;
wie grof} ist die wirkliche Baufliche?

6. Auf einer Landkarte sind die natiirlichen Lingen in dem Verhiltnisse 1 :
250000, auf einer zweiten in dem Verhiltnisse 1: 50000 dargestellt; welche Fliche
nimmt anf der ersten Karte ein Land ein, das aul der zweiten eine FKliche von
160 em?* hat?

Anhang zur Planimetrie.

Planimetrische Rechnungsaufgaben, welche durch das Ausziehen
der Quadratwurzel gel6st werden.

Das rechtwinklige Dreieck.
§. H56. Bezeichnet man in dem rechtwinkligen Dreiecke A B¢
(Fig. 42) die Mafizahlen der Hypotenuse 4B und der Katheten B(’
und AC beziiglich durch ¢, ¢ und &, ‘

so sind c% a® und 52 die MaBzahlen e
der Iliicheninhalte der Quadrate iiber
AB, BC'und 4C. Es folgt daher aus o /‘\
dem Pythagoreischen Lehrsatze (§. 9): i l b
cli—nas —obErRdaeh lh
In jedem rechtwinkligen B 1') |
c

Dreiecke ist das Quadrat der
Mafizahl der Hypotenuse gleich der Summe aus den
Quadraten der MaBzahlen der beiden Katheten. (Arith-
metiseher Ausdruck fiir den Pythagoreischen Lehrsatz.)

Bezeichnet man ferner mit & die Mafizahl der Hohe C'D und
mit /' die Mafizahl fiir den Flicheninhalt des rechtwinkligen Dreieckes
ABC, so ist mit Riicksicht auf §. 24, 1

l— e

Mit Hilfe dieser und der obigen Gleichung lassen sich nun nach-
stehende Aufgaben losen.

1. Gegeben sind die Katheten o und ; man suche die GroBen c,
h und f.

Zuniichst ist ¢ = a®-- 6% Kennt man das Quadrat einer Zahl,
so erhilt man die Zahl selbst, indem man aus dem Quadrate die
Quadratwurzel auszieht; also ist

¢ = Va® L 0%
Aus ch = ab folgt damm h = %é; i aT;)

Motnik-Spielmann, Geom. Anschanungslehre, 11, Abt. 3
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Ist z. B. aus den Katheten b = 36 em wund @ = 160 cm die
Hypotenuse ¢ zu bestimmen, so hat man
bet=— " o =] ol
a? = 160* — 25600, daher
¢ = V26896 — 164. a = 164 cm.
2. Gegeben sind die Hypotenuse ¢ und die Kathete 4; zu suchen
sind a, h und f.

Aus a? = ¢ — 0?2 folgt a = Ve2— 2
: ! be be
I)« St ] = f = —

ann ist A = und 5

3. Gegeben ist die Kathete & und der Fliicheninhalt /; man suche

die zweite Kathete « und die Hypotenuse e.
ol

Aus ab = 2f erhiilt man « = %

Dann ist ¢ = Va? b2

4. Die Katheten cines rechtwinkligen Dreieckes sind ) 35 m und
12 m, b) 72 dm und 3-84 dm; wie grof ist «) die Hypotenuse, ) der
Fliicheninhalt, y) die Hihe auf die Hypotenuse?

5. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist «) die Hypotenuse 68 dm,
eine Kathete 32 dm; b) die Hypotenuse 5'46 m, eine Kathete 2°72 m;
wie groff ist die andere Kathete, wie grofi der Flicheninhalt?

6. Wie lang mufi eine Leiter sein, um bis zum oberen Ende einer
4+5 m hohen Mauer zu reichen, wenn sie unten 2°8 m von der Mauer
absteht ?

7. Eine 7 m lange Leiter wird gegen eine vertikale Wand so auf-
gestellt, daB sie unten 2°4 m von derselben absteht; wie hoeh reicht
an der Wand das obere Ende der Leiter?

Das Quadrat.

§. b7. Es seien a, d und f die MafBzahlen der Seite, der Diago-
nale und des Fliicheninhaltes eines Quadrates.

1. Aus der Seite « eines Quadrates die Diagonale d zu berechnen.

Nach §. 56 ist d* = a® -+ a® oder d* = 24’ Zieht man die
Quadratwurzel aus, so ergibt sich d = V2a? oder d = a\/ 2.

2. Gegeben die Diagonale d; zu suchen die Seite o und der
Fliicheninhalt f.

dy 2

: d? 243
Da 2a* = d? so ist a® = - daher ¢ = o

T
(Auch aus §. 6 ableitbar.)

2
Aus f = a? folgt damn f = i
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3. Gegeben der Flicheninhalt f; gesueht wird a und d.

Aus a? = f ergibt sich a = Vf.

Aus d? = 2a? folgt ferner d? = 2f, somit d = V2f.

4. Die Diagonale eines Quadrates betriigt 1-4 m; wie groff ist
a) die Seite, b) der Fliicheninhalt?

5. Der Flicheninhalt eines Quadrates ist 15-1321... dm?; wie
groff ist a) die Seite, b) die Diagonale?

6. Wie lang ist die Seite eines Quadrates, welehes so groff ist
als zwei Quadrate zusammengenommen, deren Seifen 2:15 m und
912 m gind ?

Das Reehteck und der Rhombus.

8. B8. Man bezeichne die MaBzahlen der Seifen eines Rechteckes
durch @ und &, die Mabzahl der Diagonale dureh « und die MaBzahl
des Flicheninhaltes durch f.

1. Gegeben die Seiten « und » eines Rechteckes; zu suchen d und f.

Es ist d2 = a2 b2, daber d = Va? 4 b%; ferner ist f — ab.

2. Gegeben ist eine Seite ¢ und die Diagonale ¢; man berechne
b und f.

Es ist b2 = d? — a?; daher ist b — Vd? — o™

Fiir den Flicheninhalt hat man sodann f = ab.

3. Wie grofi ist die Diagonale eines Rechteckes von a) 5'6 m
Liinge und 3*3 m Breite, b) 572 m Liinge und 315 m DBreite ?

4. Die Diagonale eines Rechteckes ist 7:3 dm, eine Seite des-
selben 4-8 dm; wie groff ist die Seite eines fliichengleichen Quadrates ?

D, Wie grofi ist die Seite eines Rhombus, dessen Diagonalen
2:26 dm und 1°75 m befragen?

6. Der Umfang eines Rhombus ist 212 cm, eine Diagonale 56 em;
wie grofi ist der Flicheninhalt?

Das gleichseitige Dreieck.

§ 59. Es sei in dem gleichseitigen Dreiecke A B (' (Fig. 43) die
Seite 4B = 4C = B(C = a, die Hbhe C'D = h, der Abstand des
Mittelpunktes O von einer Seite O = », der
Abstand 04 = R, und f die Mafizahl des
Flicheninhaltes. ¢

1. Gegeben sei die Seite «; zu suchen 7,
oo amds .

2 (3{6
Es ist A% = a? == i

a3 f_a_k_uﬁfaﬂvl%
SRR O B L T

Fig. 43.

daher A=
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Ferner ist nach §. 79, 1. Abt.

h a3 2h a\d
r=— = —und R = & = —
3 6 \ 3 3
2. Gegehen die Hohe A; zu suchen «, », £ und f.
a\/3 2h 2k V3 2h\/3
Aus ———J = h f()]l.’,'t A== —— i ,—,—\/, = —n\—/'d
2 ¥ V3 V3.V3 ]
il 1h . h il
Dann ist £ — CT; ferner ist » = 5 und R = _.,l.
i € <)

3. In einem gleichseitigen Dreiecke befriigt eine Seite 8 dm; wie
grofl ist «) die Hohe, b) der Fliicheninhalt?

4. Berechne die Seite und den Flicheninhalt cines gleichseitigen
Dreieckes, dessen Hiohe 2+4 dm betriigt!

5. Wie grofi ist die Seite eines gleichseitigen Dreieckes, das einem
Quadrate von 15 dm Seitenliinge flichengleich ist?

Ist f* die Fliche eines gleichseitigen Dreicckes, so ist

: . 4f _ 4rVs V:L)"\/§
2 = 2 = T — = - = ————
a?V8 = 44, a V3 il et

Das gleichschenklige Dreieclk.

§ 60. Es sei in dem gleichschenkligen Dreiecke 4 B (' (Fig. 44)
die Grundlinie BC' = a, der Schenkel A B = AC' = b und die Hohe
AD = h; die Maflzahl des Flicheninhaltes sei f.

1. Aus der Grundlinie ¢ und dem Schenkel b

Fig. 44. . ; ;
) die Hohe » und den Flicheninhalt f zu berechnen.
1 Man hat A% — b2 (“meﬂ 2
/ Man hat =20 N I ase
o o ety ah
/ \ daher A = |/ 0% — r und damit f = 5
5-/ ,h b 2. Gegeben die Hohe h und der Schenkel b;
- i \ zu suchen « und f.

! \ 3
B./.__ug,i,ﬁ_m.__‘ \C (%) = b2 —h% daher -gn — Vb2 —h? und

£ D :
ah

2

3. In einem gleichschenkligen Dreiecke betriigt die Grundlinie
4+8 dm und jeder Schenkel 2:5 dm; wie grofi ist «) die Hohe, &) der
Fliicheninhalt?

4, In einem gleichschenkligen Dreiecke betriigt die Grundlinie
3:36 m und die Hohe 425 m; wie groff ist ein Schenkel ?

5. Berechne die Seiten eines gleichschenkligen, rechtwinkligen Drei-
eckes, dessen Hohe 24 em betrigt!

a = 2Vb® —h%; sodann f —
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6. Ein gleichschenkliges Dreieck von 35 ¢cm Héhe hat 944 cm?
Fléicheninhalt; wie grof ist der Umfang?

7. Ein Trapez mit den Parallelseiten 36 mm und 26 mm und der
Hihe 19 mm ist fliichengleich mit einem gleichsehenkligen Dreiecke,
dessen Grundlinie gleich ist der groBeren jener Parallelseiten; wic groff
ist die Hohe und ein Schenkel des Dreieckes ?

Das regelmiiige Sechseck.

8. 61. 1. Aus der Seite a eines regelmiifiigen Sechscckes den
Flicheninhalt f* desselben zu bestimmen.

Da der Umfang des regelmiiBigen Sechseckes 6, der Abstand
seines Mittelpunktes von einer Seite aber die Hohe eines gleichseitigen

a\/3
9

Dreieckes mit der Seitenlinge « und daher nach §. 59, 1 gleich

ist, 8o erhilt man
L 6a.aV3  3a’V3
. 4 9 ¥

2. Wie grof ist der Flicheninhalt cines regelmiifiigen Sechseckes
mit der Seitenléinge 4:24 dm?

3. Ein Quadrat und ein regelmiifiiges Sechseck haben gleichen
Umfang, nimlich 2-4 m; um wie viel ist der Flicheninhalt des Qua-
drates kleiner alg der des Sechseckes?

Der Kreis.

§ 62. In einem Kreise (Fig. 45) vom Halbmesser O 4 == » sei
die Sehne A B = s und ihr Zentralabstand O €' — a; aus zweien dmscl‘
GroBen die dritte zu bercchnen.

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke A ('O er-

: 3 Fig. 45.
gibt sich i

L Ny 0
S‘J.
T A T £l
% —~+ «*, daher » : V4 ~+ y/]‘\\
Ebenso erhilt man o lisg o
s = 2Vi? — q® und @ — frl—z.

Beispiele. 1. 3 = 320 cm, 2.9 = 111 dm, 3.7 = 24 m,

@ — 168 cm; ar==" 103 She=iG

§. 63. 1. Aus dem Flicheninhalte /° eines Kreises den Halbmesser r» desselben
zu berechnen. . o
Nach §. 83,2 st 72w = 7, daher r* = %, somit r = V.j—.
JT

2. Der Fliacheninhalt eines Kreises ist a) 10 dm?, b) 4°8659...m% ¢) 81°47 em*;
wie grof ist der Halbmesser?
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3. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, der an Inhalt gleich ist cinem
Quadrate mit der Seite 2 m 3 dm!

4, Der Flacheninhalt eines Kreises betrigt 4°0115 dm*; wie grof ist die
Peripherie?

5. Der Durchmesser eines Kreises ist 815 mm; wie grof ist der Durchmesser
eines andern Kreises, dessen Flache sich zu der Fliache des ersteren Kreises wie
3 zu 4 verhalt?

6. Die Halbmesser zweier Kreise sind 44 dm und 3°2 dm; wie grof ist der
ITalbmesser eines Kreises, welcher a) der Summe, 4) der Differenz der Inhalte
jener beiden Kreise gleich ist?

7. Um wie viel ist die Peripherie eines Kreises, dessen Flicheninhalt
154 m?® ist, groger als der Umfang des diesem Kreise cingeschriebenen, rogelmiiBigen
Sechseckes ?

8. Wie groff ist die Peripherie eines Kreises, welcher einem gleichseitigen
Dreiecke mit der Seite 18 em flichengleich ist?

9. Ein gleichseitiges Dreieck, ein Quadrat und ein Kreis haben gleichen
Umfang; wie verhalten sich ihre Flacheninhalte?

10. Wie grof ist der langere Halbmesser cines Kreisringes, welcher 86°24 din®
miff und dessen kiirzerer Halbmesser 4°2 dm lang ist?

11. Die Flache eines Kreisringes betrigt 254°34 dm?, der #ulBere Umfang
94°2 dm; wie grof sind die Halbmesser der beiden konzentrischen Kreise?

12. Wie breit muf der Raum um einen kreisrunden Schauplatz, dessen innerver
Durchmesser 9 m ist, angenommen werden, damit darin 500 Personen sitzen konnen,
wenn man fir jede Person 75 dm® rechnet?

13. Der Flicheninhalt 1 eines Kreissektors und der zn seinem Bogen gehérige
Zentriwinkel m® sind gegeben; suche den Halbmesser !

o 3607

Nach §. 86 ist mr*z = 360f, folglich »* = e daher r = V§60f

mi
14. Der Flicheninhalt eines Kreissektors, der zu einem Zentriwinkel von 30°
gehort, betragt 37°5 dm?; wie grof ist der Halbmesser des Kreises?

15. Der Halbmesser ecines Kreissegmentes ist 2 dm, seine Sehne ist die Seite
des dem Kreise cingeschriebenen Quadrates; wie groff ist der Flicheninhalt des
Abschnittes?

16." Den Flacheninhalt eines Kreisabschniftes mit dem IHalbmesser », wenn
dessen Sehne dem Halbmesser gleich ist, zu berechnen.

§. 64. 1. Aus der Seitenlinge eines einem gegebenen Kreise eingeschriebenen,
regelmagigen Vieleckes die Seitenlinge des demselben Kreise umgeschriebenen, regel-

mafigen Vieleckes von gleicher Seitenanzahl zu bestimmen.

Fig. 46. Es sei AB (Fig. 46) die Seite eines dem Kreise,
dessen Halbmesser 40 gegeben ist, eingeschriebenen,
0 regelmifigen Vieleckes. Zieht man den Halbmesser

O | AB und durch F die Tangente an den Kreis,
welche von den Verlingerungen der Halbmesser 04 und

E OB in C und D geschnitten wird, so ist C'D die Seite
= D eines dem Kreise umgeschriebenen, regelmifigen Viel-
C F eckes, das ebenso viele Seiten hat als das eingeschriebene,

dessen Seite A B ist.
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Kennt man nun 4B und 40 = FO, so kann man auch ¢ bestimmen.
Die Seiten €' und A B sind parallel, da sie beide auf 70 senkrecht stehen, daher ist
A CFO o AEO, mithin CF: AE = F0: EO, folglich auch CD : AB = FO: EO.
Von diesen Grégen sind A B und FO gegeben, £ O findet man aus dem recht-
winkligen Dreiecke 4% O ; es kann demnach aus der obigen Proporfion auch C'D
berechnet werden.

2. Aus der Seitenlinge eines einem gegebenen Kreise eingeschriebenen, regel-
méfigen Vieleckes die Seitenlinge des demselben Kreise eingeschriebenen, regel-
mifigen Vieleckes von doppelter Seitenanzahl zu bestimmen.

Ts sei A B (Fig. 46) die Seite eines dem Kreise, dessen Halbmesser A O ist,
eingeschriebenen, regelmifigen Vieleckes. Zieht man den Halbmesser OF | AB
und dann die Sehne A F, so ist diese die Seite des dem Kreise eingeschricbenen,
regelmifBigen Vieleckes, welches doppelt so viele Seiten als das frithere hat.

Sind nun 4 B und 40 = IO bekannt, so kann man aus dem rechtwinkligen
Dreiecke 4 7 O zunichst 750 berechnen; subtrahiert man 0 von FO, so hat
man KEF; aus dem rechtwinkligen Dreiecke A F erhalt man dann die gesuchte
Seite A F.

8. Der Radius eines Kreises ist 1 dm; berechne die Seite a) des diesem
Kreise umgeschrichenen, regelmifligen Sechseckes, ) des eingesehriebenen, regel-
mifigen Zwolfeckes und ¢) des umgeschriebenen, regelmifigen Zwolfeckes!

4. Der Halbmesser eines Kreises betrigt 0°5 dm; um wie viel sind Umfang
und Flicheninhalt dieses Kreises beziiglich grofer als Umfang und Flicheninhalt
@) des eingeschriebenen Quadrates, ) des eingeschriebenen, regelmifigen Acht-
eckes? — Um wie viel sind sie kleiner als Umfang und Flicheninhalt ¢) des um-
geschriebenen Quadrates, d) des umgeschriebenen, regelmafigen Achteckes?



Die Stereometrie.

I. Gerade Linien und Ebenen im Raume.

Bestimmung der Ebene.

§. 6. Eine Fliche, in welcher sich nach allen Richtungen gerade
Linien ziehen lassen, heifit eine ebene Fliche oder eine Ebene, In
den folgenden Betrachtungen wird sowohl die Gerade als auch die
Ebene als unbegrenzt angesehen, wenn nicht ausdriicklich das Gegen-
teil angegeben oder aus dem Satze ersichtlich ist.

Durch zwei Punkte im Raume wird eine Gerade vollkommen be-
stimmt, d. h. es ld6t sich durch zwei Punkte eine einzige gerade Linie
zichen. Legt man nun durch diese Gerade eine Ebene, so kann man
dieselbe um die Gerade rings herum drehen, wodurch sie unziihlig viele
verschiedene Lagen einnimmt. Durch zwei Punkte oder durch eine
gerade Linie ist demnach eine Ebene nicht bestimmt. Nimmt man aber
auflerhalb der Geraden noch einen Punkt an, so wird es unter jenen
unzihlig vielen Lagen, welche die Ebene wiihrend ihrer Umdrehung
annehmen kann, eine einzige geben, in welches die Ebene durch die
gerade Linie und den aufer ihr liegenden Punkt geht. Durch eine
Gerade und einen aufier ihr liegenden Punkt oder durch
drei nicht in einer geraden Linie liegende Punkte kann
demnach nur eine Ebene gelegt werden.

Die Lage einer Ebene ist daher eindeutig bestimmt:

1. durch drei nicht in ciner Geraden liegende Punkte,

2. durch eine Gerade und einen Punkt aufierhalb derselben,

3. durch zwei einander schneidende Gerade,

4. durch zwei parallele Gerade.

Jede Ebene kann durch Bewegung einer Geraden erzeugt
werden, und zwar, indem die bewegliche Gerade 1. lings zweier einander
schneidender Geraden oder 2. lings zweier Parallelen hingleitet, oder
3. sich um einen ihrer Punkte dreht und dabei lings einer Geraden
hingleitet, oder 4. lings einer zweiten Geraden parallel vergchoben wird,
oder 5. indem ein rechter Winkel sich um cinen seiner Schenkel dreht.



41

1. Hauptlagen von Geraden und Ebenen.

§. 66. Zwei gerade Linien kinnen eine dreifache Lage haben:
1. sie schneiden einander; 2. sie sind parallel; 3. sie schneiden weder
einander noch sind sie parallel. In den ersten beiden Fiillen lifit sich
durch die beiden Geraden eine Ebene legen, im dritten Falle ist dies
nicht moglich. In diesem Falle sagt man, die Geraden kreuzen einander
oder sie sind windschief.

Fiir jeden der drei Fille sind Beispiele an den Kanten im Schulzimmer an-
zugeben.

8. 67. Bei einer Parallelverschiebung zweier einander schneidender
Geraden bleiben die Winkel, welche sie bilden, ungeéindert.

Wie fiir Winkel in der Ebene, gilt daher auch fiir Winkel des
Raumes der Satz: :

Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise parallel sind, sind «) ein-
ander gleich, wenn beide Paare der parallelen Schenkel nach derselben
Seite oder beide Paare nach entgegengesetzten Seiten gerichtet sind,
dagegen b) supplementiir, wenn nur ein Paar nach derselben Seite, das
andere aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet ist.

§ 68. Zwei Ebenen heifien parallel, wenn sie keinen Punkt
gemeinschaftlich haben. Haben sie gemeinschaftliche Punkte, so sagt
man, daf die Ibenen einander schmneiden. Die gemeinschaftlichen
Punkte zweier einander schneidender Ebenen liegen in einer Linie, welche
die Durchschnittslinie der beiden Ebenen heifit. Diese muli eine Gerade
gein. Denn verbindet man zwei gemeinschaftliche Punkte der beiden
Ebenen durch eine Gerade, so kionnen die beiden Ehenen keinen
Punkt auBerhalh dieser Geraden gemeinschaftlich haben; die beiden
Ebenen wiirden dann zusammenfallen, da durch eine Gerade und einen
auflerhalb derselben liegenden Punkt eine Ebene bestimmf ist.

2. Lage der Geraden gegen eine Ebene.

& 69. Haben eine Gerade und eine Ebene in Fig. 47.
ihrer ganzen Ausdehnung keinen Punkt gemeinschaftlich, ¢ D

so heifien sie parallel. Ist eine Gerade zu einer Ebenc
nicht parallel, so schneidet sie diese in einem Punkte,
welcher Schnittpunkt oder Fufipunkt der Geraden heifit. M

Ist (Fig. 47) M N ecine Ebene, A B eine in dieser [ /
Ebene liegende Gerade, mit welcher C'1) parallel ist, -

go muf auch C'D mit M N parallel sein. Denn durch N
die beiden Parallelen 4B und C'D ist die Ebene A B.D (' bestimmt;
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wiirde (' D die Ebene M N schneiden, so miifite der Durchschnittspunkt
nicht nur in M N sondern auch in der Ebene 4 BD (' sein, er miifite
daher der Durchsehnittslinie beider Ebenen, d. h. 4 B angehtren, was
nicht moglich ist, da A B || C'D ist.

Daraus folgt:

Ist eine Gerade zu einer Geraden in einer Ebene
parallel, so ist sie auch zur Ebene selbst parallel.

Umgekehrt: Ist eine Gerade zu einer Ebene parallel,
s0 ist sie aueh zu jeder Geraden in dieser Ebene parallel,
welehe mit ihr in ¢ciner Ebene liegt.

Fig. 48. §. 70. Dreht sich ein rechter Winkel
AOB (Fig. 48) um den Schenkel 4 0,

A g0 beschreibt der andere Schenkel OB
eine Ebene M N und der Schenkel 40

ist auf dem andern Schenkel in jeder

| Lage desselben senkrecht. Man sagt, die
Gerade 4 O ist zur Ebene selbst normal.

Eine Gerade ist zu einer
Ebene normal, wenn sie zu allen
Geraden der Ebene normal ist,
welchedurch ihren Fuflpunkt ge-
zogen werden.

Da die Ebene M N schon durch zwei Lagen des sich drehenden
Schenkels bestimmt ist, die nicht in dieselbe Gerade fallen, z. B. durch
B O und B0, so ergiht sich:

Steht eine Gerade auf zwei Geraden, welche durch
ihren Fufpunkt in der Ebene gezogen werden, normal, so
steht sie auf der Ebene selbst normal

Voneinem Punkteauferhalb einer Ebeneist zudieser
nur eine Normale moglich.

M

Tig. 49. Denn ist 4B (Fig. 49) normal auf
A M N, so mufi in dem hei B rechtwinkligen

Dreiecke A B(C' der Winkel ' ein spitzer

sein; A C' ist also schief gegen M NV,
7 Da AC die Hypotenuse des Dreieckes
T ABC ist, soist 4C>AB. Daraus folgt:
B ¢ Die Normale von einem Punkte
, auflerhalb einer Ebene zu dieser
N Ebene ist die kiirzeste Gerade,
welche von diesem Punkte zu der Ebene moglich ist. Sie

gibt den Abstand des Punktes von der Ebene an.
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Auch in einem Punkte einer Ebene lift sich auf diese nur eine
einzige normale Gerade zichen.

§ 71. Zieht man von einem Punkte 4 (Fig. 50) im Raume die
Normale 4 A’ auf die Ebene M N, so heift der FuBpunkt A dieser Nor-
malen die Projektion und zwar die Fie. 50.
Normalprojektion des Punktes P
A aunf die Ebene und die Ebene selbst
diec Projektionsebene.

Unter der Normalprojektion
einer Linie auf cine Ebene versteht
man den Inbegriff der Projektionen
siimtlicher Punkte jener Linie auf
diese Ebene.

Die Projektion einer Strecke auf eine Ebene ist daher die
Strecke zwischen den Projektionen ihrer Endpunkte auf diese Ebene.
Ist A' die Projektion des Punktes 4 und B’ die Projektion des Punktes
B auf die Ebene M N, so ist die Strecke A'B’' die Projektion der
Strecke 4 B auf diese Ebene.

& 2. Unter dem Neigungswinkel einer Geraden gegen eine
Ebene versteht man den Winkel, welchen die Gerade mit ihrer Normal-
projektion auf diese Ebene bildet.

Steht (Fig. 51) AB schief, BC dagegen normal auf der Ebene
MN, so ist AC die Projektion der Geraden A B auf die Ebene M N
und B AC ihr Neigungswinkel gegen diese Ebene.

Zieht man durch A in der Ebene M N Fig. 51.
irgend eine Gerade A.D, macht AE = AC B
und zieht B E, so ist diese linger als die Nor- A
male BC; in den Dreiecken A B E und ABC 2 A

sind also zwei Seiten paarweise gleich, dagegen
die dritten Seiten ungleich, daher liegt auch
der grofieren dieser Seiten ein grifierer Winkel
gegeniiber (1. Abt., § 76), also Winkel
BAE>BAC., Daraus folgt:

Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene
ist der kleinste unter allen Winkeln, welche sie mit Ge-
radenbildet, dieinder Ebene durchihrenFufipunkt gehen.

Welcher dieser Winkel ist der grifte?

Zwischen den Strecken, ihren Projektionen und Neigungswinkeln
gegen eine Ebene finden folgende Beziehungen statt:

1. Ist eine Strecke zu der Ebene parallel, d. i. ist der Neigungs-
winkel gleich Null, so ist ihre Projektion von gleicher Liinge (Fig. 50, I);
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wiichst der Neigungswinkel, so wird die Projektion kleiner (Fig. 50, 1I);
wird der Neigungswinkel gleich 90° d. h. ist die Strecke zu der Ebene
normal, so wird die Linge der Projektion gleich Null (Fig. 50, III).

2. Bei gleichen Neigungswinkeln haben gleiche Strecken
auch gleiche Projektionen und umgekehrt; zu einer grofieren Strecke
gehirt auch eine grofere Projektion und umgekehrt.

Wie grof ist die Projektion einer Strecke von 5 dm 2 cm, wenn ihr Neigungs-
winkel gegen eine Ebene a) 45°% 0) 60% ¢) 30° betragt?

SR RgeTci N (o h9) Sl G EVEVEnd STAWE =N 1A e
sind die rechtwinkligen Dreiecke 4 OB, AO0C und 40D kongruent

und daher OB = OC = OD. Daraus folgt:
Iig. 52. Die FuBpunkte aller gleichen
Strecken, die von einem Punkte zu
ciner Ebene gezogen werden, liegen
in einem Kreise, welcher den Fuf-
punkt der Normalen zum Mittelpunkte
hat; diese Strecken haben also gleiche I'ro-
jektionen.

Umkehrung: Haben Strecken, welche von
demselben Punkte aufierhalb einer Ebene zu
derselben gezogen werden, gleiche Projektionen,
so sind sie einander gleich.

§. 74. Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ilbene #ndert
sich bei einer Parallelverschiebung der Geraden nicht.

Hieraus ergeben sich folgende Siitze:

1. Zwei parallele Gerade bilden mit derselben Ebene
gleiche Neigungswinkel.

2. Ist von zwei parallelen Geraden die eine zu einer
Ebene normal, so ist es auch die andere.

3. Der zweite dieser Siitze 148t folgende Umkehrung zu: Zwei
Normale derselben Ebene sind parallel

3. Lage der Ebenen gegeneinander.

§. 75. Die beiden parallelen Ebenen M N und 2”@ (Fig. 53) werden
durch die Ebene 4 B.D (' geschnitten; die Durchschnittslinien sind A B
und C'D. Diese kinnen als Gerade derselben Ebene 4 B.D €' nur parallel
sein, oder sie miissen einander schneiden. Wiirden sie einander etwa in
dem Punkte F schneiden, so miite £ sowohl in M N als auch in PQ
liegen, weil 4B und C'D diesen Ebenen angehoren; dann aber wiirden
die Ebenen einander schuneiden. 4 5 und C'D miissen daher parallel sein.
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Werden =zwei parallele Ebenen von einer dritten
geschnitten, so sind die Durchschnittslinien parallel.

Es seien (Fig. 53) AC und BD : Fig. 53.
parallele Strecken zwischen den parallelen
Ebenen MN und PQ. Legt man durch G )
AC wd BD die Ebene ABDC, so ist i ;,{
AB| €D, daher ist A BDC ein Parallelo- '
gramm und mithin 4C = B.D. M

Parallele Strecken zwischen //A_- L
pu.rf'LlJelen Ebenen sind einander / _/
gleich. N

§ 6. Der Neigungswinkel zwischen eciner Geraden und einer
Ilbene iindert sich bei einer Parallelverschiebung der Ebene nicht.
Hieraus ergeben sich folgende Stitze:

1. Zwei parallele Ebenen bilden mit derselben Ge-
raden gleiche Neigungswinkel.

2. Ist von zwei parallelen Ebenen die eine zu einer
Geraden normal, so ist es auch die andere.

Der 2. Satz liBt auch die Umkehrung zu:

Zwei mnormale Ebenen derselben Geraden sind
parallel.

Da Gerade, die auf einer Ebene normal stehen, parallel sind, so
gilt der Satz (§. 7H):

Normale Gerade zwischen parallelen Ebenen sind
einander gleich.

Die normale Gerade zwischen parallelen Ebenen heifit der Abstand
derselben; parallele Ebenen haben also in allen Punkten denselben Abstand.

§. 77. Dreht sich eine halbbegrenzte Ehene 4 B M (Fig. H4) um
die gerade Grenzlinie 4 B in der Richtung gegen A BS, so weicht sie
bei dieser Drehung von ihrer urspriinglichen Lage
A M umsomehr ab, je grifler die Drehung ist.

Die Abweichung der Lagen zweier Ebenen,
welche dieselbe Grenzlinie haben, heifit der Flidchen- j
winkel oder Keil der beiden Ebenen; die gemein- B, /
gschaftliche Grenzlinie nennt man die Kante und ¢ M
die beiden Ebenen Schenkelfliichen oder Seiten v b /
des Keiles.

In dem von den Ebenen A M und A4S gebildeten Keile ist 4
die Kante, 4 M und A S sind die Schenkelflichen oder Seiten. Den
Keil selbst bezeichnet man durch M (4 B)S.

Fig. 54.

7
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Die GriBe eines Keiles M (4 B)S hingt von der Griofie der
Drehung ab, welche die eine Schenkelfliiche 4 M um die Kante 4 73
machen muB, um in die Lage der zweiten Schenkelfliche 4.5 zu ge-
langen. Die Grofe dieser Drehung aber wird gemessen dureh den
Linienwinkel M O .S, welchen eine auf der Kante normale Gerade M O
withrend der Drehung beschreibt.  Der Linienwinkel M OS5 heifit der
Neigungswinkel der beiden Ebenen A M und A8, welche den Keil
bilden; man erhilt ihn, wenn man auf die Kante in einem beliebigen
Punkte derselben zwei Normale so errichtet, dafi die eine Normale in
die eine, die zweite in die andere Schenkelfliiche fillt.

Ot wird der zwischen den Schenkelflichen liegende Teil des Raumes
aly Keil erklirt.

Da die Keile durch die zugehorigen Neigungswinkel gemessen werden, so
gelten alle Bezeichnungen und Sifze, welche in der Planimetrie von den Winkeln
entwickelt werden, auch von den Keilen, wenn man die Ausdriicke

Winkel, Scheitel, Schenkel, Gerade
beziiglich dureh die Ausdriicke
Keil, Kante, Schenkelfliche, Kbene

ersetzt.
Man unterscheidet auch hier hohle und erhabene, spitze, rechte,
stumpfe und gestreckte Keile, ferner Neben- und Scheitelkeile.

§. 98. Ist der Neigungswinkel zweier Ebenen ein rechter, so
heiflen diese aufeinander senkrecht oder normal,
Tig. 55. sonst schief.

1. Es sei (Fig. 55) die Gerade 4B | M N
und man lege durch 4 B eine Ebene 2S5, welche
die Ebene M N in der Geraden 7S gchueidet; dann
mufi auch Ebene RS | MN sein. Denn zieht man
in der Ebene M N die Gerade BC | PS, so ist
A BC der Neigungswinkel der Ebenen 225 und M N
dieser Winkel ist aber ein rechter, da 4B | MN
und daher auch 4B | BC ist, folglich £.8 | MN.

Ist daher eine Gerade zu einer Ebene normal, so ist
auch jede durch die Gerade gelegte Ebene zu der ersten
Ebene normal.

Fig. 56. 2. Ist AB | MN (Fig. 56), so ist auch
Ebene ABC | MN. Dreht man die Ebene

= ABC um AB, so ist gie in jeder Lage, z B.

ABD, ebenfalls | MN. Daraus folgt:
M ‘ Sind zwei einander schneidende
/ Ebenen zu einer dritten Ebene normal,
J 4 £ o ist anch ihre Durchschnittslinie zu

dieser Ebene normal.
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8§ 79. Bei Parallelverschiebung der einen von zwei einander
schneidenden Ebenen iindert sich der Neigungswinkel dieser Ebenen
nicht. Daraus folgt:

1. Zweiparallele Ebenen haben gegen dieselbe dritte
Ebhene gleiche Neigungswinkel

2, Tat von zwei parallelen Ebenen die eine zu einer
dritten Ebene normal, so ist auch die andere zu derselben

normal.

4. Kérperliche Ecken.

8. 80. Gleitet ein Halbstrahl O M (Fig. 57), dessen Anfangspunkt O
im Raume fest ist, Lings des Umfanges cines Polygons A B (1) hin,
so schliefien die von ihm beschriebenen Ebenen —_—
MON, NOP, POQ... einen nach einer Seite Sy
unbegrenzten Raum ein, welcher eine kiorp er- ‘
liche oder Raumeecke, auch blof Ecke heibt.

Den festen Punkt O mnennt man den
Scheitel, die Ebenen MON, NODP, POQ...
diec Seitenflichen, die Schnittlinien je
zweier aufeinander folgender Seitenfliichen die
Kanten, die von je zwei benachharten Kanten
gebildeten ebenen Winkel die Kantenwiinkel
oder Seiten und die Neigungswinkel je N
zweier anliegender Seitenfliichen die Flichenwinkel oder blof
Winkel der Ecke. Die Ecke selbst heiffit O M N PQ.

Zur Entstehung einer Ecke sind wenigstens drei Ebenen erforderlich.
Fine Ecke hat so viele Seiten und so viele Winkel als Kanten. Nach
der Anzahl der Kanten oder Seiten unterscheidet man dreikantige
oder dreiseitige, vierkantige oder vierseitige,... Ecken.

Eine Ecke, in welcher alle Seiten gleich sind, heifit gleieh-
seitig; eine Ecke, in welcher alle Winkel gleich sind, gleich-
winklig; und eine Ecke, in welcher die Seiten und Winkel gleich
sind, regelmidfig oder regulir.

M &

§. 81. Um aus drei gegebenen Kantenwinkeln 4 O B = a,
AOC="b und BOD = ¢ (Fig. 58), von denen « der griofite sei, eine
Eeke zu bilden, wird man die Ebenen 4 OC und BOD um die Ge-
raden 04 und OB aunf derselben Seite der Ebene A OB so lange
gegeneinander drehen, bis die Geraden OC' und O ineinander fallen.
Wiirden diese Geraden gar nicht oder wiirden sie in der Ebene 4 OB
zusammenfallen, so entstiinde keine Ecke. Damit eine Ecke entstehe,
miissen die Geraden OC und OD auflerhalb der Ebene 4 OB in der
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Geraden O zusammenfallen, was nur miglich ist, wenn 5 ¢ >«
ist. Wenn aber die zwei kleinsten Seiten b und ¢ zusammen griBer sind
als die dritte grofte, so muB umsomehr « 4 ¢>>5b und a > ¢ sein.

In jeder dreikantigen Ecke ist die Summe je zweier
Kantenwinkel griofer als der dritte.

Daraus folgt, daB jede Seite einer dreiseitigen
korperlichen Ecke grtofler sein mufi als die Differenz
der beiden andern.

Vergleiche mit diesen Siitzen jene iiber die Seiten eines Dreieckes.

Fig. 58.

§. 82. Die Summe aller ebenen Winkel, welche in einer Ebene
um einen Punkt herum liegen, ist gleich vier Rechten. Umgekehrt:
betriigt die Summe aller ebenen Winkel um denselben Secheitel vier
Rechte, so liegen dieselben in einer Ebene und kinnen daher keine
Ecke bilden. Daraus folgt: -

In jeder Ecke ist die Summe aller Kantenwinkel
kleiner als vier Rechte.

§. 83. Zwei Ecken, welche sich so ineinander legen lassen, dall
ihre Kanten und Seitenflichen einander decken, heifen kongruent.

Soll diese Deckung moglich sein, so miissen nicht nur die Seiten
und Winkel der beiden Ecken paarweise gleich sein, sondern auch in
beiden Ecken in derselben Richtung aufeinander folgen. Die Anordnung
der paarweise gleichen Stiicke kann aber in den beiden Ecken auch
entgegengesetzt sein.

Bei der in § 81 angefiihrten Konstruktion einer Ecke aus drei
gegebenen Kantenwinkeln (Fig. 58) kann niimlich die Drehung der
Ebenen A OC und BOD um die Geraden O A und OB auf zweierlei
Art geschehen, entweder auf der vorderen Seite der Ebene AOB
(Fig. 58, I) oder auf der hinteren (Iig. 58, II). Die zwei Ecken, die
dadurch entstehen, haben nach der Ordnung gleiche Kantenwinkel und
gleiche Flichenwinkel und demnnoch kimmen sie im allgemeinen nicht
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so ineinander gelegt werden, daf Deckung stattfindet, weil ihre gleichen
Bestandteile im entgegengesetzten Sinne der Drehung — in der
einen Ecke von links nach rechts, in der andern von rechts nach links
— aufeinander folgen. Die beiden Ecken stehen in derselben Beziehung
zueinander wie ein Gegenstand zu seinem Spiegelbild oder wie die
rechte Hand zur linken. Zwei solche Ecken heiffien symmetrisech.

Legt man zwei symmetrische Ecken so aneinander, dafi sie eine
Seitenfliche gemeinsam haben und sie selbst auf entgegengesetzten
Seiten derselben liegen, so steht die Strecke zwischen je zwei
entsprechenden Punkten der beiden Ecken zu der ge-
meinsamen Seitenfliche normal und wird durech sie
halbiert.

Die Ebene, in welcher bei dieser Lage die gemeinsame Seitenfliche
liegt, heifit die Symmetrieebene der zwei symmefrischen Ecken.

II. Korper und ihre Ausmessung.

§ 84. Ein von allen Seiten begrenzter Raum ist ein Korper.
Ein Korper, welcher von lauter Ebenen begrenzt wird, heifit ein eben-
flichiger oder eckiger Korper, auch Polyeder. Ein Korper,
welcher entweder teils von ebenen, teils von gekriimmten Flichen
oder von einer einzigen gekriimmten Fliche hegrenzt wird, heift ein
krummfléichiger oder runder Korper.

Zur Begrenzung eines Polyeders sind wenigstens vier Ebenen
erforderlich. Die einzelnen Grenzebenen eines Polyeders heifien seine
Ilichen, die Schnittlinien der Flichen heiflen die Kanten und die
von den Flichen gebildeten Ecken die Fcken des Polyeders.

§. 85. Zwei Korper, welche so ineinander gelegt werden kiomnen,
daB alle ihre Grenzflichen einander decken, heiffien kongruent.

Zwei Korper, welche auf entgegengesetzten Seiten eimer Ebene
in eine solche Lage gebracht werden konnen, dafl die Verbindungs-
strecke je zweier entsprechender Punkte derselben zu dieser Ebene
normal steht und durch sie halbiert wird, heifflen symmetrisch (§. 83)
und die Ebene selbst heift die Symmetrieebene der zwei Korper.

Sowohl in kongruenten als in symmetrischen Kérpern sind je zwei
entsprechende Strecken gleich, je zwei entsprechende Flichen kongruent
und je zwei enfsprechende Keile gleich; die entsprechenden Ecken aher
sind nur in kongruenten Korpern kongruent, in symmetrischen dagegen
symmetrisch. Zwei symmetrische Korper kionnen daher im allgemeinen
nicht zur Deckung gebracht werden.

Moé¢nik-Spielmann, Geom. Anschauungslehre, 11. Abt. 4
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§. 86. Bei der Ausmessung der Kiorper hat man die Ober-
fliiche und den Kubikinhalt derselben in Betracht zu ziehen.

Unter der Oberfliiche eines Korpers versteht man die Summe
aller Grenzfliichen desselben. Um daher die Oberfliche eines Korpers
zu erhalten, braucht man nur den Flicheninhalt jeder Grenzfliche fiir
sich zu bestimmen und alle gefundenen Fliichen zu addieren.

§. 87. Die GrioBe des Raumes, welchen die Oberfliche eines
Korpers einschliefit, heifit dessen Kubikinhalt oder Volumen.

Zwei Korper, welche gleichen Kubikinhalt haben, heifflen inhalts-
gleich.

Um das Volumen eines Korpers zu bestimmen, nimmt man irgend
einen bekannten Korper als Einheit des KubikmaBes an und untersucht,
wie oft derselbe in dem gegebenen Kirper enthalten ist. Die Zahl,
welche dieses angibt, heifit die Mafizahl fir das Volumen des Kirpers.

Als Einheit des KubikmafBes wird ein Wiirfel (Kubug) an-
genommen, dessen Seite der Einheit des Liingenmalies gleich ist, also
ein Meter, ein Dezimeter,.. betriigt und der dann beziehungsweise
Kubikmeter (m®), Kubikdezimeter (dm®),... heifit. Einen Ktrper
messen heiBt also untersuchen, wie viel m? dm? 1w s. w. darin
enthalten sind. s wiirde zu miithsam und in vielen Fiillen unausfiihrbar
sein, diese Untersuchung dureh wirkliches Neben- und Aufeinanderlegen
der Kubikeinheit vorzunehmen; einfacher wird das Volumen eines
Korpers mittelbar aus dem MaBe der Strecken oder Flichen, von
denen die Grofe desselben abhiingt, durch Rechnung gefunden.

1. Das Prisma.

Entstehung und Bestandstiicke eines Prismas,

§. 88. Nimmt man mit einer unbegrenzten Geraden A F (Fig. 59)
eine Parallelverschiehung liings des Umfanges eines Polygons A BC D). ..

vor, so schliefen die von ihr beschriehenen Ebenen, deren

Fig. 59. Schnittlinien B F, C'G, D H,... parallel sind, einen

nach zwei Seiten offenen Raum ein, weleher ein

prismatischer Raum heifit. AKX heiBt die er-
zeugende Gerade, 4 BC' D das Leitpolygon.

Wird ein prismatischer Raum durch zwei
parallele Ebenen geschuitten, so heift der dadurch
abgegrenzte Korper ein Prisma,

Die zwei parallelen Schnittfliichen heifien die
Grundflichen, die iibrigen Grenzflichen die
Seitenflichen.
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Die Grundflichen eines Prismas A B CD und EFG H sind kon-
eruent, da die Seiten und Winkel paarweise gleich sind. 4B = EF
als Parallele zwischen Parallelen, der Winkel bei 4 ist gleich dem
Winkel hei E, weil die Schenkel parallel und gleichgerichtet sind.

Die Schnittlinien der Seitenfliichen untercinander heifflen Seiten-
kanten; sie sind parallel, da sie durch Parallelverschiecbung der er-
zengenden Geraden entstanden sind. Die Seitenfliichen eines Prismas
sind daher Parallelogramme.

Die Schnittlinien der Seitenfliichen mit den Grundfliichen heifien
Grundkanten.

Ein Prisma ist also ein Korper, welcher von zwei parallelen und
kongruenten Vielecken als Grundflichen und von so vielen Parallelo-
grammen, als eine Grundfliiche Seiten hat, als Seitenfliichen hegrenzt ist.

Der Abstand 7°¢) der beiden Grundfiichen heifit die Hohe des
Prismas.

Man kann sich ein Prisma auch dureh eine Parallelverschiebung
cines Polygons entstanden denken, bei welcher alle Eckpunkte desselben
gerade Linien beschreiben.

jinteilung der Prismen.

8§ 89. Nach der Anzahl der Seitenkanten unterscheidet
man dreiscitige, vierseitige und mehrseitige Prismen.

Mit Riicksicht auf die Lage der Seitenkanten gegen die
Grundflichen heifit ein Prisma gerade oder schief, je nachdem
die Seitenkanten auf der Grundfliiche normal oder sehief stehen.

In einem geraden Prisma sind die Seitenfliichen i 60
Rechtecke und jede Seitenkante ist der Hohe des R
Prismas gleich. :

Jedes gerade Prisma, dessen Grundfliichen regel- g/ |

miiflige Polygone sind, heifit regelmifiig. Ein A
Prisma, in welchem alle Kanten gleich sind, heifit
gleichkantig. Bl 6,
Ein Prisma 4 BCDEFGH (Fig. 60), dessen [
Grundfliichen  Parallelogramme  gind, heilit ein B

Parallelepiped. Dasselbe kann, wie jedes andere
Prisma, gerade oder schief sein. Ein Parallelepiped wird von sechs
Parallelogrammen begrenzt.

Fin gerades Prisma, dessen Grundfliichen Rechtecke sind,’ heifit
ein reehtwinkliges Parallelepiped. Es wird von sechs Recht-
ecken begrenzt.

4%



52

Ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Kanten gleich sind, heift
ein Wiirfel oder Kubus. Es wird von sechs Quadraten begrenzt.
- Ein  schiefes Parallelepiped, dessen séimtliche Grenzflichen
Rhomben sind, heifit ein Rhomboeder.

Schnitte der Prismen.

§ 90. 1. Wird ein Prisma durch eine mit der Grundfliche
parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfigur abed (Fig. 59) mit
der Grundfliche kongruent. (Weshalb?)

2. Legt man durch zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende
Seitenkanten B F und D H (Fig. 60) eines Prismas die Ebene, so ist
der Durchschnitt B FH D ein Parallelogramm und heiBt ein
Diagonalschnitt des Prismas.

Jedes mehrseitige Prisma kann durch Diagonalschnitte in drei-
seitige Prismen zerlegt werden.

8. Wird ein Prisma durch eine auf den Seitenkanten normale Kbene ge-

schnitten, so heifjt die Schnittfigur ein normaler Querschnitt des Prismas.
Kann in einem Prisma die Grundfliche selbst ein normaler Querschnitt sein?

Oberfliiche eines Prismas.

§& 91. Um die Oberfliche eines Prismas zu erhalten, be-
rechnet man die Seitenflichen als Parallelogramme und addiert die-
selben; ihre Summe heit die Seitenoberfliche oder Mantel-
fliche. Zu dieser addiert man noch die doppelte Grundfliiche.

Wird der Mantel eines geraden Prismas in
eine Ebene aufgerollt, so ergibt sich:

Die Mantelfliche eines geraden
Prismas ist einem Rechtecke gleich,
welches den Umfang der Grundfliche
zur Grundlinie und die Hohe des
Prismas zur Hohe hat.

Sind die Seiten des normalen Querschnittes eines
schiefen Prismas (Fig. 61) %y, hy, hs..., so sind die
Seitenflichen shy, shy, shg..., daher der Mantel

m o= shy + shy + shy + .
= alli-E T e ) = an,

wenn v der Umfang des normalen Querschnittes ist.

Die Mantelfliche eines schiefen Prismas ist also einem Recht-
ecke gleich, welches den Umfang des normalen Querschnittes zur
Grundlinie und eine Seitenkante des Prismas znr Hohe hat.

§ 92. Die Oberfliche eines Wiirfels ist gleich der sechs-
fachen Fliiche eines Grenzquadrates, somit der sechsfachen zweiten Potenz
einer Kante.
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Sind s und o die Mafizahlen der Kante und der Oberfliche eines
Wiirfels, so ist

o = 6% und umgekehrt s — V .

Sind & und O die MaBzahlen der Kante und der Oberfliiche eines
zweiten Wiirfels, so ist auch O = 682, daher O:0 = 8%:s%; d. h.:

Die Oberflichen zweier Wiirfel verhalten sich wie
die zweiten Potenzen ihrer Kanten.

§ 93. Stellt man die Grenzflichen ecines Korpers in einer Ebene
zusammenhiingend dar, so heifit die Zeichnung das Netz des Korpers.

Man erhiilt das Netz eines Prismas, wenn man die Seitenfliichen
desselben nebeneinander konstruiert und an eine derselben oben und
unten die Grundflichen zeichnet. Die Summe der Seitenfliichen eines
geraden Prismag bildet im Netz ein Rechteek.

Aufgaben.

Das Netz zu zeichnen a) eines Wiirfels, #) eines rechtwinkligen Parallel-
epipedes, c) eines regelmiifigen, sechsseitigen Prismas, ) eines dreiseitigen, geraden
gleichkantigen Prismas.

Yolumen eines Prismas.

§. 94. Die beiden Parallelepipede A BC DA, B, €, D, und
EFGIHE I G H sollen kongruente Grundfliichen und gleiche Hihen
haben. Beide stehen auf der-
selben Ebene M N. Legt man
dureh beide Korper zu MN
parallele Ebenen unendlich nahe A,
aneinander, so ergeben sich
filr beide Korper kongruente
Schnittfiguren. Denkt man sich »
an die Stelle dieser Schnitt-
fizuren unendlich diinne Platten, p
so haben diese dasselbe Volumen, _y /
daher sind auch die beiden
Parallelepipede inhaltsgleich, da beide aus derselben Anzahl inhalts-
gleicher Platten bestehen. Sind die Grundfliichen der beiden Parallel-
epipede nur inhaltsgleich, so haben die Platten, aus welchen sie zu-
sammengesetzt gedacht werden kinnen, doch dasselbe Volumen. Ersetzt
man die beiden Parallelepipede durch Prismen (z B. durch ein vier-
seitiges und ein fiinfseitiges) von gleichen Grundfliichen und gleichen
Hohen, so findet man durch dieselbe Betrachtung, daf sie ebenfalls
dasselbe Volumen haben. Auf beliehig geformte Korper ausgedehnt,
ergibt sich folgender Satz:




54

Zwei Korper, welche sich in eine solehe Lage bringen
lagssen, dafl sie mit jeder einzelnen Ebene, die zu einer
bestimmten Ebene parallel ist, gleiche Schnittfliichen
geben, haben gleiches Volumen.

Dieser Satz heifit der Cavalieri’sche Satz Aus demselben folgt:

Prismen von gleiehen Grundflichen und gleichen
Hiohen haben dasselbe Volumen.

§ 95. s sei (Fig. 63) die MaBzahl “fiir das Volumen eines
rechtwinkligen Parallelepipeds zu bestimmen, in welchem die Liinge

: 4B = 3 m, die Breite 4D = 2 m und
08 die Hohe A E = 4 m ist. Da die Hohe 4 m
4 G betriigt, so kann man das Parallelepiped in

4 gleiche Parallelschichten zerlegen, deren jede
1 m hoch ist. Da ferner das Parallelepiped
3 m lang und 2 m breit ist, so lifit sich jede
dieser Parallelschichten in 3 > 2 = 6 Wiirfel
R zerlegen, deren jeder 1 Kubikmeter ist. Die
e MaBzahl fiir das Volumen dieses Parallel-
it _Jg  epipeds ist sonach 6> 4 = 3 X2 XX 4 = 24,
ud zwar auf das Kubikmeter als Einbeit
bezogen.

Die MaBzahl fiir das Volumen eines rechtwinkligen
Parallelepipeds ist also gleich dem Produkte aus den
MaBzahlen dreier zusammenstofBender Kanten (Linge, Breite
und Hohe) oder dem Produkte aus den Mafizahlen der
Grundfliche und der Hohe.

Kiirzer sagt man gewohnlich:

DasVolumen einesrechtwinkligenParallelepipeds ist
gleichdem Produkte aus dreizusammenstoBenden Kanten
oder dem Produkte aus der Grundfliiche und der Hohe.

Sind allgemein @, b und ¢ die MafBzahlen der in einer Ecke- zu-
sammenstoBenden Kanten und » die MaBzahl des Volumens, so ist
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v = abe, und umgekehrt « = —, b = —, ¢ = —.
be ac ab

Sind « und b die Seiten der Grundfliiche ¢, so ist g = ab; ¢ ist

die Hohe 2 des rechtwinkligen Parallelepipeds; es ist damn v = gh.
8. 96. Da nach §. 94 jedes Prisma gleiches- Volumen mit einem
rechtwinkligen Parallelepiped von gleicher Grundfliche und gleicher
Hohe hat, so gilt allgemein der Satz:
Das Volumen eines jeden Prismas ist dem Produkte
aus der Grundfliche und der Hihe gleich.
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Sind v, g, h die Mafizahlen fiir das Volumen, die Grundfliche und
v

die Hihe eines Prismas, so ist v = gh; daher ¢ = Z = i
Bezeichnen G und ¢ die MaBzahlen der Grundflichen, // und %
die Mafizahlen der Hohen zweier Prismen und 17 und » die MafBzahlen
ihrer Kubikinhalte, so hat man:
L) Vosw — gk
2 Hr G — gt N =
LBt = hast Ve = @G g
Driicke diese Proportionen mit Worten aus!
§. 97. Da ein Wiirfel (Kubus) ein rechtwinkliges Parallelepiped
von gleicher Liinge, Breite und Hohe ist, so folgt:
Dag Volumen eines Wiirfels ist gleich der dritten
Fotien zeiner Seite,
Darum nennt man auch in der Arithmetik die dritte Potenz einer Zahl den
Kubus derselben.
Bezeichnen s und » die MaBzahlen der Kante und des Volumens
eines Wiirfels, so ist :

v = g8 und umgekehrt s — \j" v,

Sind S und V' die Kante und das Volumen eines zweiten Wiirfels,
o st anel’ 1 == 8% «daher V9 = 8% 8: d, s

Die Volumina zweier Wiirfel verhalten sich wie die
dritten Potenzen ihrer Kanten.

Wie iindert sich demnach das Volumen eines Wiirfels, wenn die Seite des-
selben verdoppelt wird? Wie die Oberfliche?

§. 98. Ein Wiirfel, dessen Kante 10 dm betriigt, hat

10.10.10 dm® = 1000 dm?.
Ein soleher Wiirfel ist nun 1 Kubikmeter; also ist -
1 m?s = 1000 dm?.
Ebenso folgt 1 dm® = 1000 em?,
1 em® = 1000 mam® :

1 Kubikdezimeter heift als HohlmaB ein Liter; 100 Liter =
1 Hektoliter.

§. 99. Rechnungsaufgaben.

1. Die Kante eines Wiirfels ist «) 7 m, &) 2°13 m, ¢) 159 dm, d) 125 cmi wie
grof ist die Oberfliche, wie grof das Volumen desselben?

2. Suche die Kante eines Winrfels, dessen Oberfliche ist: «) 40344 em?,
b) 22°18 m?, ¢) 5080°86 cm?!

3. Suche die Kante eines Wirfels, dessen Volumen ist: a) 29791 ewm”,
b) 16°003 dm?®, ¢) 1157625 m®!

4. Die Oberfliche eines Wiirfels betriigt 80 Jm*; wie grof ist das Volumen?

5. Bin Wiirfel von 2 dm Seitenlinge wiegt 16 Lg; wieviel wiegt ein anderer
Wiirfel von derselben Dichte und von 6 /m Seitenliinge?
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6. Wie viel dm* Blech ist zu einem wiirfelférmigen, oben offenen Gefiif, das
10 { fassen soll, erforderlich?

7. Wie grof ist die Kante eines Wirfels, dessen Oberfliche doppelt so grof
ist als die eines zweiten Wirfels von 2 ¢m Kantenlinge? Wie grof ist die Kante
des ersten Wiirfels, wenn die des zweiten a ist?

8. Wie grof ist die Kante eines Wiirfels, dessen Volumen doppelt so grof
ist als das ecines zweiten Wiirfels von 0°12 m Kantenlinge? Wie grof ist die Kante
des ersten Wiirfels, wenn die des zweiten a ist?

9. Bestimme die Kante eines Wirfels, dessen Inhalt gleich ist der Summe
der Inhalte zweier Wiirfel von 1°2 dm und 2°1 ¢m Kantenlinge!

10. Ein rechtwinkliges Parallelepiped ist: «) 11 dm lang, 6 dm breit, 9 dm
hoch; b) 4°2 dm lang, 1'5 dm breit, 1°2 dm hoch; ¢) 7°15 m lang, 3°72 m breit,
218 m hoch; wie grof ist die Oberfliche, wie grof das Volumen desselben?

11. Die Hohe eines geraden Prismas betrigt b m, die Grundfliche desselben
ist ein Quadrat mit der Seite 3 m; wie grof ist «) die Oberfliche, ) das Volumen?

12. Wie grof ist @) die Grundfliche, &) das Volumen eines geraden Prismas,
dessen Grundfiiche ein 23 «m langes und 1°2 ¢m Dbreites Rechteck und dessen
Hohe 35 dm ist?

18. Wie hoch ist ein rechtwinkliges Parallelepiped, das bei 75 em Linge und
86 em Breite 21600 e¢m® enthilt?

14. Die beiden quadratischen Grundfiichen eines geraden DParallelepipeds
betragen zusammen 162 om®, die vier Seitenflichen 59074 dm*; wie grof ist das
Volumen ?

15. Wie viel m® hat eine Mauer, welche 11 m 2 dm lang, 8 dm dick und
8 m 2 dm hoch ist?

16. Man will eine Grube machen, welche bei einer Linge von 10 m und
einer Tiefe von 4°2 m einen Inhalt von 278 m® haben soll; wie breit muf sie
werden ?

17. Ein gerades 8 dm hohes Prisma, dessen Grundfliche ein Quadrat ist,
wiegh 180 kg; wie grof ist jede Seite der Grundfliche, wenn jedes dm® 27 ky
wiegt?

18. Die Grundfliche eines prismatischen Gefiafes ist ein Rechteck von 2 m
Liinge und 1°2 m Breite; wie tief muf das Gefif sein, um 12 Hektoliter zu fassen?

19. In einem Prisma letrigt «) die Grundfliche 15 mw?* die Hohe 2°4 m;
b) die Grundfliche 2°864 dm?, dic Héhe 9°2 dm; wie grof ist das Volumen des
Prismas ?

20. Die Grundfliche eines Prismas betriigt 81°78 m*, das Volumen 1577311 m?;
wie grof ist die Hohe?

21. Wie grof ist die Grundfliche eines 4°5 ¢m hohen Prismas, welches
1242 om® Inhalt hat?

22, Die Grundflichen eines 2°4 dm hohen geraden Prismas sind rechtwinklige
Dreiecke mit den Katheten 0°5 dm und 1°2 dm; berechne a) die Oberfliiche, ) das
Volumen!

23. Die Hohe eines geraden Prismas ist £, die Grundfliche ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seitenlinge «: berechne die Oberfliche o und das Volumen »!
(§ 59, 1)

24. Wie grof sind Oberfliche und Volumen eines geraden, dreiseitigen Pris-
mas, in welchem jede Kante 8 dm hetrigt?
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25. Die Hohe eines geraden Prismas ist %, die Grundfliche ein regelmifiges
Sechseck mit der Seitenlinie a; bestimme die Oberfliche o und das Volumen #!
(8. 61, 1)

26. Bin rechtwinkiiges Gefif, dessen Grundfliche 2 dm lang und 1°8 dm
breit ist, wird zum Teil mit Wasser gefiillt; um wie viel steigt das Wasser, wenn
ein Metallwiirfel mit der Kante 4 cm hineingelegt wird?

27. Ks wird ein Keller gegraben, der 13-4 m lang, 8°2 m breit und 3°1 m
tief werden soll; wie viel m® Erde muB man ausgraben und wie viele Wagen
Erde werden fortzuschaffen sein, wenn man aus 5 m® festen Bodens durch das
Graben 9 m® gelockerter Krde erhilt und auf einen Wagen § m® rechnet?

28. Beim Baue einer Eisenbahn wird die aus einem Hinschnitte, welcher
165 m lang, oben 22 m und unten 8 m breit und 6°4 m tief ist, gewonnene Krd-
masse auf ein 25 a enthaltendes Grundstiick gleichmifig. verteilt; um wie viel wird
letzteres dadurch erhoht?

2. Der Zylinder.

Entstebhung und Bestandstiicke eines Zylinders.

§ 100. Nimmt man mit einer unbegrenzten Geraden C'1) (Fig. 64)
ecine Parallelverschiebung lings des Umfanges des aus 4 mit dem Halb-
messer A C beschriebenen Kreises vor, so beschreibt sie eine krumme Fliche,
welehe Zylinderfliche heit; C'D ist die erzeu-
gende Gerade, der Kreis der Leitkreis; die durch Fig. 6d.
den Mittelpunkt desselben parallel zur erzengenden
Geraden gezogene unbegrenzte Gerade A B heifit die
Achse der Zylinderfliche, der von der Zylinderfliiche
eingeschlossene, nach zwei Seiten offene Raum ein
zylindrischer Raum.

Jede zur Ebene des Leitkreises parallele Ebene
schueidet die Zylinderfliche in einem Kreise, dessen
Mittelpunkt in der Achse liegt. Denn es ist ae¢ = A}
da CAac ein Parallelogramm ist (8. 75), ebenso
afi== Aiirsdaheriagci=Iiaf.

Wird ein zylindrischer Raum durch zwei zu der £bene des Leit-
kreises parallele Ebenen geschnitten, so heiit der dadurch abgegrenzte
Korper ein Zylinder.

Die beiden parallelen Schnittfliichen, von denen die eine auch
mit dem Leitkreise selbst zusammenfallen kann, heiffen die Grund-
fliichen, die gekriimmte Seitenfliiche heift der Mantel des Zylinders.

Man kann sich einen Zylinder C'EG D auch durch eine Parallel-
verschiebung einer Kreisfliche ¢'E entstanden denken, bei welcher der
Mittelpunkt 4 eine Gerade 4 B beschreibt.

Die Grundflichen eines Zylinders sind demnach zwei kongruente
Kreise. Die Strecke A B, welche ihre Mittelpunkte verbindet, heifit die
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Achse des Zylinders. Jede durch die Achse gelegte Ebene schneidet
die Mantelfliche in zwei geraden Linien; eine solehe Schnittlinie /D
heifit eine Seite des Zylinders. Alle Seiten eines Zylinders sind der
Achse gleich und parallel. Der Abstand 527 der beiden Grundflichen
des Zylinders heifit die Hohe desselben.

Da man sich den Kreis als ein regelmiifiiges Vieleck von unendlich
vielen Seiten vorstellt, so kann man auch sagen:

Ein Zylinder ist ein Prigsma, dessen Grundflichen
Kreise sind.

Einteilung der Zylinder.

§ 101. Ein Zylinder, dessen Achse auf der Grundfliiche normal
steht, heifit ein gerader (Fig. 65), jeder andere ein schiefer Zylinder.

Einen geraden Zylinder kann man sich dadurch ent-

Fig. 65.  gtanden denken, daf sich ein Rechteck 4B DC um

e B eine seiner Seiten, z. B. 4 B, als Achse herumdreht. In
’ einem geraden Zylinder ist die Hohe der Achse gleich.

Ist auch ein schiefer Zylinder ein Rotationskiorper beziglich
der als. ,Achse” bezeichneten Geraden A4 B°?

Ein gerader Zylinder, in welechem die Seite dem
Durchmesger der Grundfliiche gleich ist, heifit gleieh-
seitig.

Schnitte des Zylinders.

§ 102. 1. Wird ein Zylinder (Iig. 66) dureh eine mit der Grund-
fliiche parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfliche A4 5 ein mit
der Grundfliche kongruenter Kreis. (§ 100.)

Fig 66. 2. Ist die Schnittebene nicht parallel zur Grund-
fliche und trifft sie alle Seiten des Zylinders, so ist
der Schnitt €D beim geraden Zylinder eine krumme
Linie, welche Llllpse heift.

3. Geht die schneidende Ebene durch die Achse,
so ist die Schnittfliche, welche in diesem Falle ein
Achsgensehnitt heit, ein Parallelogramm,
7. B. EFG H. (Weshalb?) In einem geraden Zylinder
ist jeder Achsenschnitt ein Rechteck, in einem gleichseitigen Zylinder
ein Quadrat.

Oberfliiche eines Zylinders.

§ 103. Wird die Mantelfliiche eines geraden Zylinders in eine
Ebene aufgerollt, so ergibt sich:

Die Mantelfliiche eines geraden Zylinders ist gleich
einem Rechtecke, welches den Umfang der Grundfliche
zur Grundlinie und die Hohe des Zylinders zur Hiohe hat,

Gy e
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Um die ganze Oberfliche eines geraden Zylinders zu erhalten,
addiert man zu der Mantelfliiche den doppelten Fliicheninhalt der Grund-
fliiche.

Driickt man durch o, A, m und o beziiglich den Halbmesser der
Grundfliiche, die Hole, die Mantelfliiche und die Oberfliiche eines geraden
Zylinders aus, so ist 27z der Umfang, »*x der Flicheninhalt der
Gruudfiiiche, und daher

m — 2rx.h, und
0 = 27*m 4 2rhx oder 0 = 2om (r 4+ k).
Im gleichseitigen Zylinder ist 2 = 2#», daher m = 4z und
o = 6r?m Ist R der Halbmesser der Grundfliche und O der Inhalt
eines zweiten gleichgeitigen Zylinders, so hat man O = 6 2%, daher

(0) 500 === T
§. 104. Aufgabe. Das Netz eines geraden Zylinders
zu konstruieren.

Man zeichne (Fig. 67) ein Rechteck, dessen Grundlinie O

Fig. 67.

gleich der Peripherie der Grundfliche und dessen Hohe der
Hohe des Zylinders gleich ist, und beschreibe sodann zwei
der Grundfliche gleiche Kreise, von denen der eine die Grund-
linie, der andere die gegeniiberliegende Seite des Rechteckes
herithrt.

Der abgewickelte Mantel eines schiefen Zylinders ist
kein Parallelogramm, sondern eine von zwei parallelen Ge-
raden und zwei krnmmen Linien begrenzte Figur (Fig. 68).
Daraus folgt, dag die obige Formel fiir die Be-
rechnung des Mantels eines geraden Zylinders auf
den schiefen nicht anwendbar ist.

Yolumen eines Zylinders. r
\‘--.

Fig. G,

§ 105. Da jeder Zylinder als ein
Prisma, dessen Grundfliichen Kreise sind,
betrachtet werden kann, so folgt aus §. 96:

Die Mafizahl fiir das Volumen
eines Zylinders ist gleich dem
Produkte aus den Mafizahlen der

Grundfliche und der Hihe.
Ist » der Halbmesser der Grundfliche, K_/
h die Hohe und » das Volumen eines Zylin-
ders, so ist v = »izh.
Ahnlich wie in § 96 erhiilt man fiir zwei Zylinder
g o e i — S

P = Bl fir =", (In Worlen?)
Fiir den gleichseitigen Zglinder ist A = 2#, daher v = 2:%a,
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Ist R der Halbmesser der Grundfliche und V der Inhalt eines
zweiten gleichseitigen Zylinders, so hat man auch V = 2Rk*x, daher
|Vl LIS

§. 106. Unter einer zylindrischen Rohre versteht man einen
Korper, welcher zwischen den Mantelfliichen zweier Zylinder liegt, die
eine gemeinschaftliche Achse haben. Thr Volumen ist gleich der
Differenz der Volumina dieser beiden Zylinder. Sind also 22 und » die
Halbmesser derselben und ist % die Hihe der zylindrischen Rohre, so
ist ibr Volumen

v= R’anh—r’mh = (R*— r®)mh.

§. 107, Rechnungsaufgaben.®)

1. In einem geraden Zylinder betriigt «) der Halbmesser der Grundfliche
3 dm, die Hohe 5 d¢m; D) der Durchmesser der Grundfiiche 1°57 m, die IHohe
1°29 m; wie grof ist die Mantelfliche, wie groff das Volumen des Zylinders?

2. Berechne die Oberfliche eines geraden Zylinders, der 7°5 «m hoch ist und
dessen Grundfliche 17*4 ¢m im Umfange hat!

3. Wie grof ist der Halbmesser der Grundfliche eines geraden Zylinders
von 1°5 m Hohe, wenn die Mantelfliche 1'1386 m® betrigt?

4. Von einem geraden Zylinder betriigt die Oberfliche 28°9665 dm?, der Um-
fang der Grundfliche 4°71 dm; wie groff ist die Hohe des Zylinders?

5, Der Inhalt eines Zylinders ist 37°268 dm®; wie grofj ist die Hohe, wenn
der Durchmesser der Grundfliche 3°7 om betrigt?

6. Ein 4'8 «m hoher Zylinder hat 20 dm® Inhalt; wie grof ist der Halbmesser
der Grundfliche?

7. Wie grof ist «) die Oberfliche, §) das Volumen eines gleichseitigen Zy-
linders, dessen Seite 2% m betriigt ?

8. Wie grof ist der Halbmesser eines gleichseitigen Zylinders, wenn «) dessen
Mantelfliche 10 dm?® b) dessen Volumen 10 dm® betrigt ?

9. Aug der Mantelfliche m und dem Volumen » eines geraden Zylinders den
Halbmesger » der Grundflache zu berechnen.

v 7wl 7 2o

Es ist — = = —; daher.r = —.
m 2ra.h m

10. Wie viel Liter hillt ein zylindrisches Gefif von 86 mam Durchmesser und
172°1 man Hohe?

11. Wie viel Liter hilt ein zylindrisches Gefi, das 5081 mun weit und ebenso
hoch ist?

12. Ein zylindrisches Gefif soll 1 / halten; wie hoch muf dasselbe gemacht
werden, wenn der Durchmesser im Lichten 108°4 zmum betragen soll?

13. In einen zylindrischen Wasserbehilter von 6 ¢m Durchmesser wird ein
Gefaf von 21 Inhalt 25mal geleert; wie hoch wird das Wasser in jenem Behilter
stehen ?

14. Ein zylindrisches Gefif fagt ¥ 2/ und ist 400 mm hoch; wie grof ist der
Durchmesser seiner Grundfliche?

¥) Bei den Rechnungen beachte man, daf die Zahl # eine unvollstindige
Dezimalzahl ist.
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15. Kin Baumstamm von 8°3 m Lénge und 66 cm Dicke wird mit 284 K be-
zahlt; wie teuer wird das m® gerechnet, wenn er annihernd als Zylinder betrachtet
werden kann ? -

16. Wie viel dm® Wasser schafft eine Pumpe bei jedem Hube in die Hohe,
wenn der Durchmesser des Zylinders oder Stiefels im Lichten 21 ¢m und der Hub
4°2 dm betragt?

17. Wie oft wird sich eine Walze um ihre Achse drehen miissen, wenn ein
Stiick Feld von 200 m® ganz iiberwalzt werden soll und die Walze 1°2 m lang ist
und 8 dm im Durchmesser hat?

18. Ein gerader Zylinder hat eine Grundfliche von 3 dm Durchmesser und
zur Hohe 2 dm; ein anderer hat nur 1°6 ¢m Hohe und mit dem vorigen gleiche
Mantelfliche; wie grof ist der Durchmesser der Grundfliche des zweiten Zylinders?

19. Ein Wiirfel ist inhaltsgleich mit einem geraden Zylinder, dessen Hohe 2°4 dm
und dessen Mantelfliche 7°54 dm? betrigt; wie grof ist die Oberfliche des Wiirfels ?

20. Ein Balken von 5'2 m Linge, 3 dm Breite und 2°6 dm Hohe ist nach der
Lange zylindrisch ausgehohlt; wie groff ist sein Volumen, wenn der Durchmesser
der Hohlung 18 cm betragt?

21. Bei einer zylindrischen Réhre, welche 5 em dick ist, betrigt der innere
Durchmesser 18 ¢m und die Héhe 2°85 m; wie grof ist ihre innere und #ufjere
Mantelflache ?

22, Eine zylindrische Réhre ist 32 dm lang und im Innern 1'4 dm weit;
welches Volumen hat dieselbe, wenn ihre Dicke 5 ¢m betrigt?

23. Die Héhe eines zylindrischen Turmes, dessen duferer Umfang 13 m ist,
betrigt 72 m und die Dicke der Mauer 86 cm; wie viel m* Mauerwerk enthalt der
Turm ?

24, Zu einer Wasserleitung von 1580 m Lénge braucht man Rohren von Blei,
welche 18 mm dick sind und deren Weite im Lichten 79 mm betrigt; wie viel kostet
das dazu erforderliche Blei, wenn 1 dm® Blei 11°35 kg wiegt, wenn fiir 100 kg Blei
36 K bezahlt und wegen des Anschlusses der Réhren 2% dazugerechnet werden ?

3. Die Pyramide.

§. 108. Eine korperliche Ecke (§. 80) wird auch ein pyrami-
daler Raum genannt.

Wird ein pyramidaler Raum (Fig. 69) durch eine Ebene A B C' D),
welche alle Kanten desselben trifft, geschnitten, so heift der dadurch
abgegrenzte Korper eine Pyramide.

Die Schnittfliche 4 B8CD nennt man die
Grundfliche, die Dreiecke 4 OB, B OC(]|
COD,... die Seitenfliichen und den Punkt
O, in welchem alle Seitenfliichen zusammentreffen,
den Scheitel der Pyramide. Die Sehnittlinien
je zweier benachbarter Seitenfliichen heilen
Seitenkanten, die Schnittlinien der Seiten-
flichen mit der Grundfliche Grundkanten.
Die Normale O/ vom Scheitel auf die Grund-
fliche heifit die Hohe der Pyramide.

Fig. 69.




Einteilung der Pyramiden.

& 109. Mit Riicksicht auf die Anzahl der Seitenkanten
ist eine Pyramide drei-, vier- oder mehrseitig.

Eine Pyramide, in welcher alle Seitenkanten gleich sind, heifit
gerade, jede andere schief. Die Grundfliiche einer geraden Pyramide
ist cin Sehnenvieleck, der Mittelpunkt des demselben umgeschriebenen
Kreises ist der Fufipunkt der Hohe: die Seitenflichen sind gleich-
schenklige Dreiecke.

Eine gerade Pyramide, deren Grundfliiche ein regelmiiBiges Polygon
ist, heift regelmifig oder regulir. Die Seitenfliichen einer solchen
Pyramide sind kongruente, gleichschenklige Dreiecke; die Hihe eines
jeden derselben heift die Seitenhihe der regelmifligen Pyramide.

Eine gleichkantige Pyramide ist eine solche, bei welcher alle
Kanten gleich lang sind. Da sie gleiche Seitenkanten besitzt, muf
sie eine gerade Pyramide sein. Da ihre Grundfliiche ein Sehnenpolygon
mit gleichen Seiten ist, so ist sie ein regelmiibiges Polygon. Mithin
mub eine gleichkantige Pyramide zugleich regelmiifig sein. Ihr Mantel
ist von kongruenten, gleichseitigen Dreiecken gebildet. Da die Bildung
einer Kcke dureh sechs gleichseitige Dreiecke nicht mehr miglich ist,
so folgt, dal es nur drei-, vier- und fiinfseitige, gleichkantige Pyramiden
2chen kann.

Schnitte der Pyramide.

& 110. 1. Es sei die Pyramide 0ABCD (Fig. 70) durch die
mit der Grundfliche 4B CD parallele Ebene FEFG I geschnitten;
OK und ©OL seien die Abstinde der beiden
IFliichen vom Scheitel O.

Da AB| EF und BC'|
gibt sich (§. 40):

AB Bl — BO: FO,

B0 H G O e R R al e

AB: El= B(C:FG; ebenso kaim
die Proportionalitiit aller Seitenpaare der Grund-
fliiche und der Durchsehnittsfigur bewiesen werden
iiberdies sind die Winkel der beiden Polygone paar-
weise gleieh (§ 67); daher A BC DO EFG H.

Da AK | EL ist (8§ T5), so.ist 40 : O = K0O: L0, daber
auch A B:EBF — KOaLO und 4dB2«EBF>—= K02 : L0 da sich
die Flicheninhalte iihnlicher Polygoune so verhalten wie die Quadrate
der homologen Seiten (§. 53), so folgt:

2B CDEE R i — AR E S Y e a0 0

Fig. 70.

K6 (8. T5), 80 er-
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Wird eine Pyramide dureh eine zur Grundfldche
parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfliche mit
der Grundfliche dhnlich und es verhalten sich die In-
halte beider Flichen wie die Quadrate ihrer Abstiinde
vom Scheitel

Man kann sich daher eine Pyramide auch durch eine Parallel-
verschiebung eines Polygons A BC'D (Fig. 69) lings der Geraden A O
entstanden denken, welehes in jeder Lage (wie abcd) sich iibnlich
bleibt und stetig kleiner wird, bis es in dem Punkte O verschwindet.

Aufgabe.

In dem Abstande &, 3, 1 der Hohe gerechnet vom Scheitel wird durch eine
Pyramide eine zur Grandfliche parallele Ebene gelegt. Der Inhalt der Durchschnitts-
figur ist mit dem der Grundfliche zu vergleichen.

2. Legt man durch zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende
Seitenkanten emer Pyramide eine Ebene, so ist die Sehnittfigur ein
Dreieck und heift ein Diagonalgchnitt der Pyramide.

Jede mehrseitige Pyramide kann durch Diagonalsehnitte in drei-
seitige Pyramiden zerlegt werden.

Pyramidenstumpf.

§. 111. Durch einen mit der Grundfliiche parallelen Querschnitt
wird eine Pyramide (Fig. 70) in zwei Teile geteilt, einen zwischen
diesen parallelen Ebenen enthaltenen Korper, den man eine abge-
kiirzte Pyramide oder einen Pyramidenstumpf nennt, und
eine kleinere Pyramide, welche die Erginzungspyramide des
Stumpfes heift. Kin Pyramidenstumpf 4 BCD EFGH ist daher der
Unterschied zweier Pyramiden O A B C' D und O EFG H, deren Grund-
flichen die untere und die obere Grundfliche des Stumpfes sind und
deren gemeinschaftlicher Secheitel O in dem Schuittpunkte der ver-
lingerten Seitenkanten des Stumpfes liegt.

Die Grundflichen eines Stumpfes sind iihnliche Polygone, die
Seitenfliichen Trapeze. Der Abstand LA der beiden Grundflichen
heift die Hohe des Pyramidenstumpfes. Ist die ganze Pyramide regel-
miifiig, so ist auch der zugehirige Pyramidenstumpf regelmiifiig; die
Seitenfliichen desselben sind gleichsehenklige, kongruente Trapeze.

Oberfliiche einer Pyramide.

§. 112. Um die Oberfliche ciner Pyramide zu hestimmen,
sucht man die Mantelfliche, d. i. diec Summe aller Seitendreiccke,
und addiert zn ihr den Flicheninhalt der Grundfliiche.

Ist die Pyramide eine regelmiifige, so braucht man, um die
Mantelfliche zu erhalten, nur ein Seitendreieck zu berechnen und
dessen Flicheninhalt mit der Anzahl der Seitenkanten zu multiplizieren.
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Aufgabe. Das Netz einer Pyramide zu konstruleren.
Fig. 71. Man konstruiere die Seitendreiecke nebenein-
0 ander so, daf sie die Spitze gemeinschaftlich haben,
und lege dann an eines dieser Dreiecke die Grundfliche.
( \ Um inshesondere das Netz einer geraden Pyra-
A (;D mide zu konstruieren, beschreibe man (Fig. 71) mit einer
/ 4 Seitenkante als Radius aus O einen Kreisbogen, ziehe darin
die Sehnen 4 B, B C'und C'D gleich den Seiten der Grund-
fliche und zeichne dann unter B C die Grundfliche B C' k.
Ist die Pyramide, deren Netz Fig. 71 enthilt,

nur gerade?

Volumen einer Pyramide.

§. 113. Haben zwei Pyramiden gleiche Grundfliichen und gleiche
Hohen und liegen sie mit ihren Grundfliichen auf derselben Ebene auf,
$0 geben sie mit jeder zu den Grundflichen parallelen Ebene gleiche
Sehnittfliichen., Denn heifien ¢ und G ihre Grundflichen, A ihre Hohe,
d der Abstand der Schnittebene vom Scheitel, ferner F und £ die
Schnittflichen, so ist (nach § 110, 1) G : F = h*:d* und G': F' =
h2:d3 daher auch G:F — G‘: . Da aher G = G, 80 ist auch
]‘,1 ) ,I’F‘.

Werden also zwei Pyramiden mit gleichen Grund-
flichen und gleichen Hohen in demselben Abstande vom
Scheitel parallel zur Grundfliche geschnitten, so sind
die Schnittflichen gleich.

Hieraus folgt nach dem Cavalieri’schen Satze (§. 94):

Zwei Pyramiden, welche gleiche Grundflichen und
gleiche Hohen haben, sind inhaltsgleich.

§ 114. Es sei ABCDEF (Fig. 72) ein dreiseitiges Prisma.
Schneidet man dasselbe durech die Ebene 4 EC., so zerfillt es in die
dreiseitige Pyramide A B und in die vierseitige #.AC FD. Durch
die Ebene C'ED wird die letztere wieder in zwei
dreiseitige Pyramiden ZACD und EC'D I zerlegt,
g0 daf das dreiseitige Prisma aus drei dreiseitigen
Pyramiden zusammengesetzt erscheint. Es liBt sich
nun zeigen, dab diese drei Pyramiden inhaltsgleich
sind. Die Pyramiden EAC D und EC' D F haben
niimlich gleiche Grundfliichen 4AC'D wnd €D F,
welche in derselben Ebene liegen, und denselben
Scheitel £, daher auch dieselbe Hihe; folglich sind
sie' gleich. In den Pyramiden KA C'D und KA BC
kann man den Scheitel in €' annehmen; die Grundflichen £A B und
EAD liegen damm in derselben Ebene und sind einander gleich; die

Fig. 72
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beiden Pyramiden haben demnach auch gleiche Grundfiiiche und die-
selbe Hohe, sind also inhaltsgleich. Es sind somit alle drei Pyramiden
untereinander gleich. Daraus folgt:

Jede dreiseitige Pyramide ist der dritte Teil eines
Prismas, weleches mit der Pyramide gleiche Grundfliche
und gleiche Hohe hat.

§ 115. Aus §S. 114 und 96 folgt:

Die MaBzahl fir das Volumen einer dreiseitigen
Pyramide ist gleich dem dritten Teile des Produktes
aus den MaBzahlen der Grundfliche und der Hohe.

Da auch jede mehrseitige Pyramide mit einer dreiseitigen von
gleicher Grundfliche und gleicher Hihe inhaltsgleich ist, so gilt all-
gemein der Satz:

Die Mafizahl fiir das Volumen einer Pyramide ist
gleich dem dritten Teile des Produktes aus den Maf-
zahlen der Grundfléiche und der Hohe.

Bedeutet ¢ die Mafizahl des Flicheninhaltes der Grundfliche einer
Pyrawide, 2 der Hohe und » des Volumens, so ist

S e A AN L
el M e R

Fiir die Volumsverhiiltnisse der Pyramiden ergeben sich
hieraus dieselben Beziehungen wie in § 96 fiir die Volumsverhiltnisse
der Prismen.

§. 116. Rechnungsaufgaben.
1. In einer regelmiifigen, vierseitigen Pyramide ist eine Grundkante 1°3 m;
wie grof ist die Oberfliche der Pyramide, wenn deren Seitenhdhe 1°8 m betrigt?
2. In einer regelmilfigen, vierseitigen Pyramide betrigt die Mantelfliche
1036 m*, die Seitenhihe 1°48 m; wie grof ist eine Seite der Grundfliche?
3. Wie grof ist das Volumen einer Pyramide, wenn
@) die Grundfliche 18 ¢m® und die Hohe 6°5 em,
B . 2 m* 35 dm® und die Hohe 7°2 dm ist?
4. In einer Pyramide ist die Grundfliche ein Rechteck von 1°1 m Linge und
0°9 m Breite und das Volumen 1-188 m®; wie groff ist die Hohe?
5. Das Volumen einer 7°5 ¢m hohen Pyramide mit quadratischer Grundfliche
ist 40 dm?®; wie grof ist eine Seite der Grundfliche?
6. In einer regelmifigen, vierseitigen Pyramide betrigt eine Grundkante 4 dm
und eine Seitenkante 6°3 dm; wie grof ist a) die Oberfliche, b) das Volumen?
7. In einer regelmiifigen, dreiseitigen Pyramide betrigt die Hohe 5°483 m und
jede Seite der Grundfliche 2'804 m; wie grof ist das Volumen? (§. 59, 1.)
8. In einer regelmiiBigen, dreiseitigen Pyramideist eine Grundkante 12 em und
eine Seitenkante 22 em; wie grof ist @) die Oberfliche, b) das Volumen?
9. Von einer regelmifigen, sechsseitigen Pyramide sind die Grundkante ¢ und
die Seitenkante & gegeben; man bestimme die Hohe & der Pyramide, die Seitenhdhe s,
die Mantelfliche m und das Volumen v.
Moénik-Spielmann, Geom. Anschal‘lungsleln'e, IL Abt. 5
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Da der Abstand des Mittelpunktes eines regelmifigen Sechseckes von einem
Eckpunkte gleich ist der Seite desselben, so ist die Hohe % der Pyramide eine
Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Hypotenuse b und dessen zweite

Kathete a ist, daher h = \/’b2 — @®. Die Seitenhdhe s ist eine Kathete eines recht-

winkligen Dreieckes mit & als Hypotenuse und -f)i als zweiter Kathete; daher

2
N I/b" ool i
Hiernach ergibt sich

AR 2
m=3a Vbz——(?{ undu=a2\/3.\/!'13 S

10. In einer regelmi(igen, sechsseitigen Pyramide ist a eine Grundkante und
I die Hohe; man berechne die Mantelfliche m und das Volumen wv.

a® hV3
e

RS e
m=3th2+3Ta und » =
11. In einer geraden, sechsseitigen Pyramide ist jede Seite der Grundfliche
14 ¢m und die Seitenhéhe 36 em; wie groff ist a) die Oberfliche, 3) das Volumen?

12. Die Grundfliche einer geraden 06 m hohen Pyramide ist ein regelmiafiges
Sechseck von 0°26 m Seitenlinge; wie grof} ist die Kante eines Wiirfels von gleichem
Inhalte?

13. Fine vierseitige Pyramide, deren quadratische Grundfliche 4:6m im Um-
fange hat, ist 156 m hoch; wie grof ist ihr Gewicht, wenn das dm® 2°7 Ly wiegt?

14. Wie viel wiegt eine dreiseitige 8 dm hohe Pyramide aus Gufeisen, wenn
jede Seite der Grundfliche 2°8 dm betrigt und 1 dm® GuBeisen 7°1 kg wiegt ?

15. Das Dach eines Gartenhauses ist eine achtseitige Pyramide; es soll mit
Kupfer eingedeckt werden; wie viel m®* Kupferplatten braucht man dazu, wenn jede
Seitenkante 1'5 m, jede Grundkante 1 m mift?

16. Ein viereckiges Zelt ist 4 m lang, 3 m breit und bis zum Dache 8'5 m
hoch; an die Seitenwiinde setzt sich ein pyramidales Dach, dessen Spitze von jeder
Ecke 2°8 m absteht; wie viel Meter Leinwand von 12 dm Breite sind zu diesem
Zelte erforderlich?

4. Der Kegel.

§ 117. Gleitet ein Halbstrahl O 4 (Fig. 73), dessen Anfangspunkt O

im Raume fest ist, lings des Umfanges des aus €' mit dem Halbmesser

Fig. 73. C' A beschrichenen Kreises hin, so beschreibt er eine

‘ krumme Fliiche, welehe Kegelfliche oder konische

Fliche heift, O A heibt die erzeugende Gerade,

der Kreis Leitkreis, OC Achse der Kegelfliiche ;

der von der Kegelfliiche eingeschlossene, nach einer Seite

offene Raum heifit ein konischer oder kegel-

formiger Raum. Jede zur Ebene des Leitkreises

parallele Ebene schneidet die konische Fliche in einem
Kreise, dessen Mittelpunkt in der Achse liegt.
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Legt man nimlich durch OC und OA4, ebenso durch OC und O M
je eine Ebene, so ist AC | 4'C" und MC'|| M'C* (§ 75), daher
A O A — OO O
MEC M —N ) =R G
somit AC:A'C' = MC: M'C’; da aber AC = MC
ist, so mufl auch A'C' = M'(C" sein.

Wird ein kegelformiger Raum durch eine zur Ebene des Leit-
kreises parallele Ebene geschnitten, so heifit der dadurch abgegrenzte
Korper ein Kegel. Die Schnittfliiche, welche mit dem Leitkreise
selbst zusammenfallen kann, ist ein Kreis und heift die Grundfliche,
die gekriimmte Seitenfliiche der Mantel, der Punkt O der Seheitel
des Kegels. Die Strecke O C, welche den Scheitel des Kegels mit dem
Mittelpunkte dieses Kreises verbindet, heift die Achse. Jede durch die
Achse gelegte Ebene schneidet die Mantelfliiche in zwei geraden Linien;
eine solche Strecke O A heifit eine Seite des Kegels. Die vom Scheitel
zur Grundfliiche gezogene Normale O P heifit die Hohe der Kegels.

Einen Kegel O AM B kann man sich auch durch eine Parallel-
verschiebung eines Kreises entstanden denken, bei welcher der Mittel-
punkt € in der Geraden C'O fortriickt und dabei der Kreis selbst an
Grofe stetig abnimmt, bis er im Punkte O verschwindet.

Ein Kegel kann als eine Pyramide, deren Grund-
fliche ein Kreis ist, angesehen werden.

Einteilung der Kegel.

§. 118. Steht die Achse eines Kegels auf der Grundfliche des-
selben normal, so heift der Kegel ein gerader (Fig. 74), sonst ein
schiefer. Ein gerader Kegel entsteht, wenn sich ein
rechtwinkliges Dreieck A4 €' O um eine Kathete C'O als Fig. 74.
Achge herumdreht; die andere Kathete 4 C' besehreibt
dabei die Grundfliiche, die Hypotenuge O A die Mantel-
fliche des Kegels. In einem geraden Kegel stellt die
Achse zugleich die Hihe vor; alle Seiten desselben
sind einander gleich.

Ist auch ein schiefer Kegel ein Rotationskérper beziiglich
der als ,Achse® bezeichnefen Geraden OC (Fig. 73)?

Ein gerader Kegel, dessen Seite gleich ist dem
Durchmesser der Grundfliche, heifit gleichseitig.

Sind in cinem geraden Kegel von den drei Grofen: MaBzahl des
Halbmessers der Grundfliche = », Mabzahl der Hohe — % und MaB-
zahl der Seite = s, zwei gegeben, so kann aus denselben die dritte
berechnet werden. Man hat

s = Vr2 - 22, ho= Va¥ — 73, r = Vs? — A%
5*
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Beispiele: 1) Gegeben r = 5 cm, b = 12 em; zu suchen s.
2) » =l ¥em s =G 1em s 5 7
3) n s =2'5dm, h =2'4dm; , o

Schnitte des Kegels.

§ 119. 1. Wird ein Kegel durch eine zur Grundfliiche parallele
Ebene geschnitten, so ist der Schnitt ein Kreis 4 B (Fig. 75) §. 117.
Die Sehnittfliche und die Grundfliche
verhalten sich, wie bei der Pyramide (§. 110, 1),
so wie die Quadrate ihrer Abstinde
vom Scheitel

2. Ist die schneidende Ebene nicht parallel
zur Grundfliiche, so ist die Schnittfigur a) im
allgemeinen eine Ellipse #'G, wenn die Schnitt-
ebene alle Seiten des Kegels oder deren Ver-
lingerungen trifft; ) eine Parabel C'D E, wenn
die Schnittebene nur zu einer Seite des Kegels
parallel ist; und ¢) eine Hyperbel I/J K, wenn
die Schnittebene zu zwei Seiten parallel ist.
Die Hyperbel besteht aus zwei Asten, welche
dureh den Durchschnitt der Ebene mit den heiden
Teilen einer vollstindigen Kegelfliiche entstehen,
deren Erzeugende eine nach beiden Seiten unbe-
grenzte Gerade ist. (Fig. 76.) Man nennt deshalb
diese krummen Linien Kegelsehnittslinien.

3. Geht die schneidende Ebene. durch die
Achse des Kegels, so ist der Schnitt M O N ein
Dreieck. In einem geraden Kegel sind alle
Achsenschnitte kongruente, gleichschenklige, in
einem gleichseitigen Kegel kongruente, gleich-
(4 /2 seitige Dreiecke.

Kegelstumpf.

§. 120. Wird ein Kegel durch eine mit der
Grundfliche parallele Ebene DE (Fig. 77) ge-
sehnitten, so wird derselbe in zwei Teile geteilt,
einen zwischen zwei parallelen Kreisflichen ent-
haltenen Korper, welcher ein abgekiirzter Kegel
oder ein Kegelstumpf genannt wird, und einen
kleineren Kegel, welcher der Ergiinzungskegel
des Stumpfes heifft. Ein Kegelstumpf ABED ist
daher der Unterschied zweier Kegel, welche die
Grundfliichen des Stumpfes zu ihren Grundflichen
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haben und deren Scheitel der Punkt ist, in welchem die erweiterte
Mantelflsiiche des Stumpfes zusammenliuft. Der Abstand (/" der beiden
Kreisfliichen ist die Hohe des Kegelstumpfes. Der Kegelstumpf heifit
gerade oder schief, je nachdem der ganze Kegel gerade oder schief ist.

Oberfliiche eines Kegels.

§ 121. Da alle Punkte der Peripherie des Grundkreises bei
einem geraden Kegel von dem Scheitel desselben gleich weit entfernt
sind, so erhilt man durch das Aufrollen des Mantels eines geraden
Kegels einen Kreisausschnitt, welcher die Peripherie der Grundfliche
zum Bogen und die Seite des Kegels zum Halbmesser hat. Daher ist
die Mantelfliiche eines geraden Kegels gleich dem halben Produkte aus
den MaBzahlen der Peripherie der Grumdfliche und der Seite.

Sind m, s und » beziiglich die Mafzahlen des Mantels, der Seite
und des Radiug der Grundfliiche eines geraden Kegels, so ist

s
m = 2rx.— — rIXS.

2
Fiir den gleichseitigen Kegel ist s = 2r, daher m = 2%z
Die ganze Oberfliiche eines geraden Kegels ist
0 =rixtrsm = rx (r4 8.
Fiir den gleichseitigen Kegel ist o = 3r*m.
Ist O die Oberfliche eines zweiten gleichseitigen Kegels, dessen
Grundfliiche £ zum Radiug bhat, so ist
. Ot — SR2x:3rin — B
Zusatz. Um das Netz eines geraden Kegels zu erhalten, hat
man an den Bogen des Kreisausschnittes, den man durch Aufrollen des
Mantels erhiilt, noch
den Grundkreis zu
zeichnen (Fig. 78). Da
die Seiten eines schie-
fen Kegels nicht gleich

o e
sind, so ist der Mantel 4 c .
desselben nach der Ab- B ¥
wicklung kein Kreis- D
ausschnitt (Fig. 79). /
Die oben entwickelte " o5 y
‘-—,—-'/

Formel fiir die Be-
rechnung des Mantels
eines geraden Kegels gilt daher nicht fiir den schiefen.
Yolumen eines Kegels.
§ 122. Da ein Kegel als eine Pyramide, deren Grundfliche ein
Kreis ist, betrachtet werden kann, so folgt aus § 115:

Fig. 78. f Fig. 79.
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Die Mafizahl fiir das Volumen eines Kegels ist gleich
dem dritten Teile des Produktes aus den Maflzahlen der
Grundflieche und der Hihe,

Ist » der Halbmesser der Grundfliche und % die Hohe des Kegels,
g0 ist dessen Volumen

rim.h
Y= —
(s ]

Ist in einem geraden Kegel statt der Hohe A die Seite s gegeben,

0 ist h = Vs¥ — ¢, daher
Vst — o2
Ko 3
Fiir den gleichseitigen Kegel ist s = 2, daher 2 = »V3 und
3¢ o\
B

HeiBt V" das Volumen eines zweiten gleichseitigen Kegels, dessen

Grundfliiche 22 zum Halbmesser hat, so ist
s Efﬁi“_l@ — S P

3 3

§. 123. Rechnungsaufgaben®)

1. In einem geraden Kegel betrigt der Halbmesser der Grundfliche 3°81 dm,
die Seite 526 dm; wie grof ist a) die Mantelfliche, &) die Oberfliche des Kegels?

2. Die Grundflache eines geraden Kegels betriigt 15 dm? die Seite 4 dm; wie
grofy ist die Oberfliche desselben?,

8. Die Mantelfliche eines geraden Kegels ist 23°55 dm?, der Halbmesser seiner
Grundfliche 1°5 dm; wie grof ist a) die Seite, b) die Hohe des Kegels?

4. In einem Kegel betrigt der Halbmesser der Grundfliche 5 dm, die Hohe
4°8 dm; wie grof ist das Volumen?

5. In einem geraden Kegel, welcher 4 m hoch ist, betrigt der Durchmesser
der Grundfliche 2°1582 m; wie grof ist @) die Oberfliche, b) das Volumen des Kegels?

6. Wie hoch ist ein Kegel, dessen Inhalt 1137385 dm® ist und dessen Grund-
fliche 8°42 dm im Durchmesser hat?

7. Die Oberfliche eines geraden Kegels betrigt 11°304 m?, der Halbmesser
der Grundfliche 1*2 m; wie grof ist das Volumen?

8. Wie grof ist die Oberfliiche eines geraden Kegels, dessen Inhalt 25°7892 m?®
ist und dessen Grundfliche 11-346 m im Umfange hat?

9. Die Héhe eines geraden Kegels betragt 5°8 dm, eine Seite 6°4 dm; wie
grof ist das Volumen?

10. Der Durchmesser der Grundfliche eines Kegels ist 0°3 m, die Hohe 0°24 m;
wie grof ist der Durchmesser der Grundfliche eines zweiten Kegels, der 0732 m
hoch ist und mit dem ersten gleiches Volumen hat?

11. In einem gleichseitigen Kegel sei s die Seite und % die Hohe; aus einer
dieser Groflen die andere zu bestimmen.

12. In einem gleichseitigen Kegel ist die Seitenlinge 7°5 dm; wie grof ist
@) die Oberfliche, b) dag Volumen?

*) Man beachte, daf die Zahl 7 eine unvollstindige Dezimalzahl ist.
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13. Die Oberfliche eines gleichseitigen Kegels ist 2530 cm®; wie grof ist dessen

Volumen ?
14. Das Volumen eines gleichseitigen Kegels ist 0°16 m®; berechne dessen

Oberfliche !

15. Ein gleichseitiger Kegel hat 3 dm Durchmesser; wie grof ist die Seite
eines Wiirfels, welcher mit dem Kegel gleiche Oberfliche hat?

16. Ein gleichseitiger Zylinder mit der Seite 2 dm hat mit einem gleichseitigen
Kegel gleiche Oberfliche; wie groff ist das Volumen des gleichseitigen Kegels?

17. In welchem Verhiltnisse stehen die Volumina eines Zylinders und eines
Kegels, wenn sie gleichen Radius der Grundfliche und gleiche Héhe haben?

18. Der Halbmesser der Grundfliche eines geraden Kegels ist 15 m, die
Hohe 1°8 m; eine Pyramide hat mit dem Kegel denselben Scheitel und zur Grund-
fliche ein der Grundfliche des Kegels eingeschriebenes Quadrat; wie grof ist der
Unterschied a) der Oberflichen, b) der Volumina beider Kérper?

19. Das kegelférmige Dach eines Turmes, welches 3°8 m Seitenlinge und
unten 3°3 m im Durchmesser hat, soll mit Kupferblech eingedeckt werden; wie viel

m? Blech braucht man dazu?
90, Eine Tanne hat am untern Ende 6°2 dm im Durchmesser und ist 18 m
hoch ; welches Volumen hat sie, wenn sie annéhernd als Kegel angesehen werden kann ?

21. BEin aufgeschitteter Kornhaufen hat anndhernd die Form eines Kegels
dessen Umfang am Boden 10°5 m betriigt; wie viel Hektoliter Korn enthélt der

Haufen, wenn er 1°7 m hoch ist?
22. Ein Kegel von Messing, welcher 1°62 dm hoch ist, wiegt 8°56076 ky; wie

grof ist der Halbmesser der Grundfliche, wenn 1 dm® Messing 84 ky wiegt?

(# = 8°1416...).
23, Bin gleichseitiger Kegel aus Eisen soll 20 kg haben; wie groff wird seine

Hohe sein, wenn 1 dm® Kisen 7°12 kg wiegt?
24. Ein kegelformiger Sandhiigel, der 82°4 m im Umfang und 9°6 m Hohe
hat, wird abgegraben; wie viel m® Sand liefert derselbe, weun sich der Sand durch

das Auflockern um % vermehrt?

5. Die Kugel.

Entstehung und Erklirungen.

§. 124. Dreht sich ein Halbkreis ACB (Fig. 80) um den be-
grenzenden Durchmesser 4B als Achse, so beschreibt ér eine ge-
kriimmte Fliche, welehe so beschaffen ist, daB alle ihre Punkte von
dem Mittelpunkte O des rotierenden Halbkreises Fig. 80.
gleiche Abstinde haben; sie wird Kugel-
fliche genannt. Der von der Kugelfliche
begrenzte Korper heift Kugel.

Fine Kugel ist demmach ein Korper,
welcher von einer einzigen gekriimmten Fliche €
so begrenzt wird, daf jeder Punkt derselben
von einem innerhalb liegenden Punkte gleich
weit absteht.
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Dieser Punkt O heiBt der Mittelpunkt der Kugel. Der Abstand
OD des Mittelpunktes von irgend einem Punkte der Kugelfliiche heifit
ein Halbmesser oder Radius; eine Strecke D[, welche zwei
Punkte der Kugelfliiche verbindet, heifit eine Sehne und eine Sehne
C'Q, welche durch den Mittelpunkt geht, ein Durchmesser der
Kugel. Alle Halbmesser einer Kugel sind einander gleich; ebenso sind
auch alle Durchmesser einander gleich.

Jeder Punkt ) des rotierenden Halbkreises beschreibt einen Kreis
DNR, dessen Halbmesser DFP zu APB normal ist. Alle so be-
schriebenen Kreise sind parallel.

Die Kugelfliiche und der Punlkt.

§ 125. Der Abstand irgend eines Punktes vom Mittelpunkte
einer Kugel heifit der Zentralabstand des Punktes.

Ein Punkt liegt auf der Kugelfliche, innerhalb oder aufierhalb der-
gelben, je nachdem sein Zentralabstand gleich dem Halbmesser der
Kugel, kleiner oder grifier als derselbe ist.

Die Kugelfliiche und die Gerade.

§. 126. Der Abstand irgend einer Geraden vom Mittelpunkte
einer Kugel heiBt der Zentralabstand der Geraden.

Ist der Zentralabstand einer Geraden grifier als der Halbmesser
der Kugel, so hat die Gerade mit der Kugelfliiche keinen Punkt
gemeinschaftlich. Ist der Zentralabstand der Geraden gleich dem Halb-
messer, 80 hat sie mit der Kugelfliche nur einen Punkt gemein-
schaftlich, wihrend alle andern Punkte auBerhalb der Kugel liegen;
sie heift eine Tangente der Kugelfliche. Ist endlich der Zentral-
abstand der Geraden kleiner als der Halbmesser, so schneidet sie
die Kugelfliiche in zwei Punkten.

Ist (Fig. 80) der Halbmesser einer Kugel O.D = r, die Liinge
der Sehne D R — s und ihr Zentralabstand O P = q, so erhilt man
aug dem rechtwinkligen Dreiecke .D PO

PR TRRET TR
3 J—
r o= a2—}—z, s = 2Vrt — 4?, a = |/r*— —,

Aus den letzten zwei Ausdriicken ergibt sich:

1. Zu gleichen Zentralabstiinden gehtren in derselben Kugel
gleiche Sehnen; und umgekehrt.

2. Zum kleineren Zentralabstande gehirt in derselben Kugel die
grifiere Sehne; und umgekehrt.

3. Der Kugeldurchmesser ist die grifte Kugelsehne.
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Die Kugelfliiche und die Ebene.

§ 127. Der Abstand irgend einer Ebene von dem Mittelpunkte
einer Kugel heift der Zentralabstand der Ebene.

Ist der Zentralabstand einer Ebene grifier als der Halbmesser der
Kugel, so hat die Ebene mit der Kugelfliiche keinen Punkt gemein-
schaftlich. Ist der Zentralabstand einer Ilbene gleich dem Halbmesser,
50 hat sie mit der Kugelfliiche nur einen Punkt gemeinschaftlich und
heifit eine Beriihrungs- oder Tangentialebene; sie enthiilt alle
Tangenten, welche im Beriihrungspunkte an die Kugel gelegt werden
konnen. Ist der Zentralabstand einer Ebene kleiner als der Halbmesser,
so schneidet die Ebene die Kugelfliiche.

8 128. Jeder Schnitt einer Kugel dureh eine Ebhene
igt ein Kreis.

Die Richtigkeit dieses Satzes geht schon aus der Entstehungs-
weise der Kugel hervor, kann aber auch fiir sich leicht nachgewiesen
werden.

Es sei DNR (Fig. 80) ein ebener Kugelschnitt. Fillt man vom
Kugelmittelpunkte O die Normale O P auf die Schnittebene, zieht von
P nach dem Umfange des Schnittes die beliebigen Strecken P.D und
PS8, ferner noch die Halbmesser OD und OS, so ist PD = PS§
(8§ 73). Daraus folgt, daB alle Umfangspunkte des Schnittes D) N
von P gleichen Abstand haben, daf also der Schnitt ein Kreis ist.

Der Kreis D N R wird ein Kugelkreis genannt.

Zwischen dem Halbmesser O D = r der Kugel, dem Halbmesser
PD = p des Kugelkreises und dem Zentralabstande OP = a des
letzteren bestehen, da das Dreieck D PO rechtwinklig ist, die Be-
ziehungen:

r = Vo? I a?, 0 = Vrt — a2, a = Vr¥— o'

Daraus folgt:

1. Zu gleichen Zentralabstiinden gehioren gleiche Kugelkreise; und
umgekehrt.

2. Zum kleineren Zentralabstande gehort ein grofierer Kugelkreis;
und umgekehrt,

3. Am griBten wird ein Kugelkreis, wenn er durch den Mittel-
punkt der Kugel geht; er heiBt deshalb geradezu ein groBter Kugel-
kreis oder auch ein Hauptkreis; jeder andere Kugelkreis heifit ein
Nebenkreis.

Der Halbmesser eines Hauptkreises ist gleich dem Halbmesser
der Kugel. Alle Hauptkreise sind daher einander gleich.
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Zur eindeutigen Bestimmung eines Hauptkreises sind auBer dem
Kugelmittelpunkte noch zwei mit ihm nicht in gerader Linie liegende
Punkte erforderlich.

Durch die Endpunkte eines Durchmessers kann man unzihlig viele
Hauptkreise, durch zwei Punkte, welche nicht Endpunkte eines Durch-
messers gind, nur einen einzigen Hauptkreis legen.

Der Neigungswinkel der Ebenen zweier Hauptkreise wird der
sphiivische Winkel derselben genannt.

§ 129. Ein durch zwei Punkte M und N (Fig. 80) der Kugel-
fliiche gelegter Hauptkreis wird durch diese Punkte in zwei Bogen
geteilt, den Bogen M N und M BwmAN. Der kleinere Bogen MN
des durch zwei Punkte M und N gelegten Hauptkreises heift der
sphiriseche Abstand der beiden Punkte.

Fiir jeden Kugelkreis nennt man den auf seiner Ebene normalen
Kugeldurchmesser die Achse und deren Endpunkte die Pole des
Kugelkreises. Alle parallelen Kugelkreise haben dieselbe Achse und
dieselben Pole. Jeder Pol eines Kugelkreises hat von allen Punkten
desselben gleiche sphiirische Abstiinde; diese heiflen sphiirische
Halbmegsser des Kugelkreises. Jeder Kugelkreis hat auf der Kugel-
fliche zwei sphiirische Halbmesser.

Jeder Pol eines Hauptkreises hat von allen Punkten degsselben den
sphiirischen Abstand von 90°.

Legt man durch den Punkt Z' (Fig. 80) und die Pole 4, B des
Kugelkreises D N R den Hauptkreis, so liegen zwischen /" und den
Punkten N und N' zwei Bogen, von welechen der kleinere I'N der
sphiirische Abstand des Punktes /' von dem Kugelkreis DNE heifit.

Meridiane und Parallelkreise am Globus, Erdachse, Nord- und Sidpol, Aquator,
geographische Breite und Léange.

Wie grof ist der sphirische Winkel der Meridiane_l von Parig und Wien?

Wie grof ist der sphirische Abstand Wiens vom Aquator?

§. 130. Wird eine Kugel durch eine Ebene geschnitten, so zerfillt
gie in zwei Teile, welche man Kugelabschnitte nennt; sie sind
untereiander gleich oder ungleich, je nachdem die schneidende Ebene
durch den Mittelpunkt der Kugel geht oder nieht; im ersten Falle
heiBt jeder der beiden Kugelabschnitte eine Halbkugel. Die ge-
krimmte Oberfliche eines Kugelabschnittes heifit eine Kugelmiitze
oder Kalotte, Eine Kugelmiitze 4 D NE (Fig. 80) kann man sich
auch dadurch entstanden denken, daB sich ein Kreishogen 4D eines
Hauptkreises um den Durchmesser A B als Achse herumdreht.

Ein Teil der Kugelfliiche, welcher von zwei grifiten Halbkreisen
begrenzt wird, heift ein sphérisches Zweieck. (Fig. 80: ACBMA.)
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Ein Teil der Kugelfliiche, welcher von drei Bogen grijfiter KuveL
kreise begrenzt wird, heifit ein sphiirisches Dreieck. (I'ig. 8
ACM,)

Wird eine Kugel durch zwei parallele Ebenen geschnitten,
so heift der zwischen ihnen befindliche Teil der Kugel eine Kugel-
sechicht und der dazu gehorige Teil der Kugeloberfliche eine Kugel-
zone (Giirtel). Eine Kugelzone CMQDNZR (Fig. 80) kann man
gich auch dadurch entstanden denken, daB sich ein Kreishbogen C'D
eines Hauptkreises um den Durchmesser 4.5 herumdreht.

Dreht sich ein Sektor 4 O D eines Hauptkreises um einen seiner
Halbmesser 4 O, so heift der dadurch beschriebene Kérper O D 4 BN
ein Kugelausschnitt oder ein Kugelsektor.

Yolumen und Oberfliche einer Kugel.

. 181, Igt ~ der Radidag einer Kugel wo ist ikr

.8
Volumen v = 4?338

1. Drehen sich (Fig. 81) der Quadrant OAF B, das Rechteck A0BC und
das Dreieck BCO um die Achse OB = # herum, so beschreibt der Quadrant eine
Halbkugel, das Rechteck den der Halbkugel um-
geschriebenen Zylinder und das Dreieck den
dem Zylinder eingeschricbenen Kegel. Das € 7 R sl )
Volumen der Halbkugel ist gleich dem durch E=
den Kegel ausgehthlten Zylinder. Denn beide Vo
Korper stehen auf derselben Grundfliche auf;
schneidet man sie in der Héhe OG = DH = a S
durch eine mit der Grundfliche parallele Ebene, X\
so ist der Schnitt mit der Halbkugel ein Kreis 4 [7] D
mit dem Flicheninhalte FG* .7m = (r* — a?) m,
und der Schnitt mit dem ausgehohlten Zylinder ein Kreisring mit dem gleichen
Flicheninhalte (G H? — G'J*) # = (r* — a*) =, da das Dreieck O G'J gleichschenklig,
rechtwinklig, also GJ = OG = a ist. Es folgt daber nach dem Cavalieri-

r

TFig. 81.

schen Satze:

Das Volumen einer Halbkugel ist gleich der Differenz der
Volumina des umgeschriebenen Zylinders und des diesem Zylinder
eingeschriebenen Kegels.

.3
Das Volumen des Zylinders ist 7®z, das Volumen des Kegels %, daher das

=]
Volumen der Halbkugel »* 7 — :’__ 4rz und das Volumen der ganzen Kugel

3 3
_1/3e.
in

47'31:'

==

Umgekehrt ist »° = Z%, daher »
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Heifit # der Halbmesser und V7 das Volumen einer zweiten Kugel,
>3
goSiEiR o= i{‘;_’_t, daher
(3]
Vidoi— %ﬁf.]ﬁ” : %{e"’ R

Die Volumina zweier Kugeln verhalten sich wie die
dritten Potenzen ihrer Halbmesser.

2. Fiir das Volumen einer Kugel 14t sich noch ein zweiter Ausdruck ableiten.

Legt man durch einen Durchmesser der Kugel sehr viele grofte Kreise und
normal darauf mehrere Parallelkreise, so zerfillt die Oberfliche der Kugel in lauter
viereckige und dreieckige Figuren, welche man fiir eben und geradlinig ansehen
kann, wenn die Anzahl jener Kreise sehr grof angenommen wird. Betrachtet man
dann jedes dieser Vierecke und Dreiecke als Grundfliche einer Pyramide, deren
Scheitel im Mittelpunkte der Kugel liegt, so erscheint die Kugel als die Summe von
lauter Pyramiden, deren gleiche Hohe der Halbmesser der Kugel ist und deren
Grundflichen zusammen die Oberfliche der Kugel geben. Hieraus folgt:

Eine Kugel ist inhaltsgleich mit einer Pyramide, welche die
Oberflicheder Kugel zur Grundfliche und den Halbmesser zur Héhe
hat; oder mit Riicksicht auf §. 115:

Die MagBzahl fiir das Volumen einer Kugel ist gleich dem Pro-
dukte aus der Mafizahl der Oberfliche und dem dritten Teile der
Magfzahl des Halbmessers.

Bezeichnet man durch » den Halbmesser, durch o die Oberfliche und durch
v das Volumen einer Kugel, so ist 4

V= 00—
. 4 478 i
Aus den fiir das Volumen erhaltenen Ausdriicken » = 3 mdy=o. 5
3
ergibt sich o. % = %ﬁ, daher

0= drim

8 132. Ist » der Radius einer Kugel, so ist ihre Ober-
fliche 47r%n.

Da 727 den Flicheninhalt eines groften Kreises ausdriickt, so
ergibt sich der Satz:

Die Oberfliche einer Kugelist gleich dem vierfachen
Flicheninhalte eines groBten Kreises derselben.

Umgekehrt folgt »? = ao;‘ daher » = V{;

HeiBt R der Halbmesser und O die Oberfliche einer zweiten
Kugel, so ist auch O = 4 R?z, daher

Oho —dRemedrian — RYipted i

Die Oberflichen zweier Kugeln verhalten sich wie

die zweiten Potenzen ihrer Halbmesser. |
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§ 133. Rechnungsaufgaben.®)

1. In einer Kugel von 24 cm Halbmesser wird im Abstande 6 ¢cm vom Mittel-
punkte eine Sehne gezogen; wie lang ist dieselbe?

2. Wie gro§ ist der Abstand einer 4°6 dm langen Sehne vom Mittelpunkte
einer Kugel mit 4 dm Halbmesser?

3. Der Flicheninhalt eines Hauptkreises einer Kugel ist 19°6 cm®; wie grof
ist ein 2 em vom Kugelmittelpunkte abstehender Nebenkreis?

4. Der Fliacheninhalt eines Kugelkreises ist 6°16 cm® der Abstand desselben
vom Kugelmittelpunkte ist 22°5 cm; wie grof ist der Halbmesser der Kugel?

5. Berechne die Oberfliche und den Kubikinhalt einer Kugel, deren Halb-
messer a) 2 dm, b) 1°5 m, ¢) 1°25 m, d) 25} cm ist!

6. Der Umfang eines groften Kugelkreises betriigt 7*1m; wie grof ist a) die
Oberflache, 4) das Volumen der Kugel?

7. Wie grof ist das Volumen einer Kugel, deren grofter Kreis 14°8617 m?
Flacheninhalt hat?

8. Die Oberfliche einer Kugel betrigt a) 88 dm?, b) 4988°92 cm?, ¢) 1°81703 m*;
wie grof ist der Halbmesser?

9. Snche den Halbmesser einer Kugel, deren Volumen a) 33510°4 dm?,
b) 5716 dm® betragt!

10. Wie groff ist das Volumen einer Kugel, deren Oberflache 22 dm?* betriigt?

11. Das Volumen einer Kugel ist 22 dm®; wie grof ist ihre Oberfliche?

12. Ein Kugelkreis, welcher 9 em vom Mittelpunkte der Kugel absteht, hat
454°74 em? Flacheninhalt; wie grof ist a) die Oberfliche, &) der Inhalt dieser Kugel?

13. Wie verhalten sich @) die Oberflichen, 8) die Kubikinhalte zweier Kugeln,
deren Halbmesser 0°36 m und 0°48 m sind?

14. Wie verhalten sich die Volumina zweier Kugeln, deren Oberflichen sich
wie 16:25 verhalten?

15. Wie verhalten sich die Oberflichen zweier Kugeln, deren Volumina sich
wie 27:64 verhalfen?

16. Von zwei Kugeln hat die eine 28 c¢m, die andere 15 em im Durchmesser;
wie grof ist der Durchmesser einer Kugel, deren Oberfliche der Summe der Ober-
flichen der beiden andern Kugeln gleich ist?

17. Von zwei Kugeln hat die eine 5 dm, die andere 1'8 dm im Durchmesser;
wie grof ist der Durchmesser einer dritten Kugel, deren Volumen der Summe der
Volumina der beiden andern Kugeln gleich ist? :

18. Wie grof ist der Halbmesser einer Kugel, deren Inhalt doppelt so grof
ist als der Inhalt einer Kugel von 12°75 dm?® Oberfliche?

19. Wie grof ist die Kante eines Wiirfels, welcher mit einer Kugel von 1°5 dm
Durchmesser gleiches Volumen hat?

20. Der Durchmesser einer Kugel ist gleich der Kante eines Wiirfels; wie
verhalten sich die Oberflichen der beiden Korper?

21. Aus einem hélzernen Wiirfel von 25 ¢m® Volumen soll die groftmagliche
Kugel gearbeitet werden; welches Volumen wird die Kugel haben?

29, Der Durchmesser einer Kugel ist ebenso grof als der Durchmesser eines
gleichseitigen Zylinders; wie verhalten sich die Volumina dieser zwei Korper?

#) Bei den Rechnungen beachte man, daf die Zahl # eine unvollstindige
Dezimalzahl ist.
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23. Eine Kugel hat gleichen Durchmesser mit der Grundfliche eines gleich-
seitigen Kegels; wie verhalten sich die Oberflichen der beiden Kirper?

24. Fin gerader Kegel hat 1°5 m im Durchmesser und 1°8m Hohe; wie grof
muf der Durchmesser einer Kugel sein, die mit jenem Kegel gleiche Oberfliche
haben soll?

25. Ein Wiirfel, ein gleichseitiger Zylinder und eine Kugel haben gleiche
Oberfliche; wie verhalten sich die Volumina dieser drei Korper ?

26. Ein Wiirfel, ein gleichseitiger Zylinder und eine Kugel haben gleiches
Volumen; wie verhalten sich ihre Oberflichen?

27. In einen gleichseitigen Zylinder werden eine Kugel und ein gerader Kegel
eingeschrieben; wie verhalten sich die Volumina dieser drei Korper?

28. Um eine Kugel sind ein gleichseitiger Zylinder und ein gleichseitiger
Kegel beschrieben; wie verhalten sich ihre Oberflichen?

29. Wie viel m® Kupferplatten sind zur Bedeckung einer Kuppel erforderlich,
welche eine Halbkugel von 9 m Durchmesser vorstellt?

30. Fin kugelrunder Turmknopf soll vergoldet werden; wie hoch kommt die
Vergoldung, wenn der Durchmesser 1°05 m betrigt und wenn fiir 1 m* Vergoldung
48 K 80 h zu zahlen ist?

81. Ein aus Taft verfertigter, mit Leuchtgas gefiillter Luftballon hat 6°5 m
im Durchmesser: a) wie viel m? Taft sind dazu erforderlich? ?) wie viel wiegt das
im Ballon enthaltene Leuchtgas, wenn 1 m® Gas 0°724 Ly wiegt?

32, Ein Dampfzylinder ist 8 dm weit und 1°4 m lang und hat zu beiden
Seiten zwel halbkugelférmige Endstiicke; wie viel m® Dampf faft derselbe?

33. Wie grof ist a) die Oberfliche, 0) das Volumen unserer Erde, wenn man
sie als eine vollkommene Kugel betrachtet, deren Durchmesser 12737°8 km ist?
(m = 8°1415927...)

34. Der Durchmesser eines Erdglobus ist 32 ecm; wie verhilt sich dessen Ober-
fliche zur Oberfliche der Erde?

35. Wie grof} ist a) die Oberfliche, b) das Volumen unseres Mondes, da dessen
Durchmesser 3482 km betrigt?

86. Der Durchmesser der Sonne ist 108°7mal so grof als der Durchmesser
der Firde; wie verhilt sich das Volumen der Sonne zum Volumen der Krde?

87. Der #ufere Durchmesser einer Hohlkugel ist 3 dm und der innere 2'9dm;
wie grof ist ihr Kubikinhalt?

58. Eine Hohlkugel hat zum duferen Halbmesser 2 dm, die Wandstiirke betrigt
2°5 em; wie grof ist @) der Hohlraum der Kugel, %) der Inhalt der Kugelschale?

39. Wenn man den Halbmesser der Erde = 6368'9 Lm und die Hohe ihrer
Luftschicht = 63 km setzt, wie viel m® erhiilt man fiir das Volumen der Luftschicht?

6. Die regelmifligen Kérper.

§. 134. Ein Polyeder, dessen Grenzfliichen kongruente, regelmiiBige
Polygone sind und kongruente, regelmiifige Keken bilden, heifit ein
regelmifiiger oder regulirer Korper.

Aus dem Satze, dall die Summe aller Kantenwinkel einer Ecke
kleiner als 360° sein muffi (§. 82), folgt, daf es nur fiinf regel-
mifige Polyeder geben kann.
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Denn der Winkel eines regelmifigen (gleichseitigen) Dreieckes
betriigt 60°; von solchen Winkeln konnen drei, vier oder auch fiinf eine
Ecke bilden; aus sechs oder mehr als sechs solchen Winkeln aber
kann keine Ecke entstehen, da ihre Summe 360° oder mehr als 360°
betriigt. Von gleichseitigen Dreiecken kénnen daher nur drei regel-
mifige Korper begrenzt werden, niimlich das Tetraeder, das Oktaeder
und das Tkosaeder.

Das Tetraeder (Fig. 82) wird von vier gleichseitigen Drei-
ecken begrenzt, von denen je drei in einer Ecke zusammenstofien; es
hat 4 Ecken und 6 Kanten.

Das Oktaeder (Fig. 83) wird von 8 gleichseitigen Dreiecken
eingeschlossen, von denen je vier eine Kcke bilden; es hat 6 solche
Ecken und 12 Kanten.

Fig. 82. Fig. 83. Fig. 84.

Das Tkosaeder (Fig. 84) wird von zwanzig gleichseitigen Drei-
ecken begrenzt, deren je fiinf eine Ecke bilden; es hat 12 Ecken und
30 Kanten.

Der Winkel eines regelmiifiigen Viereckes (Quadrates) ist ein
rechter; von solchen Winkeln kinnen nur drei in einer Ecke zusammen-
treffen; aus vier oder mehr als vier rechten Winkeln kann keine Eecke
gebildet werden. Es gibt daher nur einen einzigen von Quadraten
begrenzten Korper; er heift Hexaeder, Kubus oder Wiirfel.

Das Hexaeder (Fig. 85) wird '
von 6 Quadraten eingeschlossen Fig. 85.
und hat 8 dreiseitige Ieken und :
12 Kanten. \'

In einem regelmiifiigen Fiinf- '
ecke ist jeder Winkel 108°; von i
solchen Winkeln kénnen nur drei
eine Iicke bilden. Es gibt daher
einen einzigen von regelmifiigen
Fiinfecken begrenzten Korper. Dieser heifit Dodekaeder (Fig. 86);
er hat 12 Seitenflichen, 20 dreiseitige Ecken und 30 Kanten.
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Der Winkel eines regelmiBigen Sechseckes ist 120°% Da schon
drei derselben 360° betragen, so kann von solechen Winkeln keine Ecke
gebildet werden. Ebensowenig kann aus-den Winkeln eines regel-
miifigen Vieleckes von mehr als sechs Seiten eine Ecke entstehen.

Es gibt demnach nur fiinf regelmiifiige Korper.

In jedem regelmiifligen Polyeder gibt es einen Punkt, der von
allen Seitenflichen wie auch von allen Eckpunkten gleich weit absteht.
Er heift der Mittelpunkt des regelmiifiizen Polyeders.

Legt man durch den Mittelpunkt und durch alle Kanten eines
regelmiifiigen Korpers Ebenen, so wird dieser in kongruente Pyramiden
zerlegt, welche die Seitenflichen des regelmiifiigen Polyeders zu Grund-
flichen und den Abstand des Mittelpunktes von einer Seitenfliiche zur
gleichen Hihe haben.

Netze der regelmiibigen Polyeder.

§ 135. 1. Um das Netz eines Tetraeders zu erhalten,
zeichne man (Fig. 87) ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seite doppelt
so groff ist als die gegebene Kante des Tetraeders, halbiere jede Seite
und ziehe durch die Halbierungspunkte Strecken.

Fig. 87. Iig. 88. Fig. 89.

2, Das Netzeines Oktaeders erhilt man, indem man (Fig. 88)
fir die gegebene Kante zuerst das Netz eines Tetraeders konstruiert
und dann an dieses ein zweites ganz gleiches Tetraedernetz so zeichnef,
daB beide Netze eine Seite gemeinschaftlich haben.

3. Dag Netz eines Ikosaeders wird erhalten, indem man
(Fig. 89) auf einer Geraden die gegebene Kante fiinfmal auftriigt, iiber
den einzelnen Teilen nach oben und unten gleichseitige Dreiecke kon-
struiert, dann durch die Scheitel auf einer Seite eine Gerade zieht und
lings derselben wieder gleichseitige Dreiecke zeichnet, so daff ibrer
auf jeder Seite fiinf erscheinen.

4. Um das Netz des Hexaeders oder Wirfels zu erhalten,
zeichnet man (Fig. 90) tber einer Geraden mit der Seite des Wiirfels
vier Quadrate nebeneinander und iiberdies noch zwei Quadrate an den
entgegengesetzten Seiten eines jener ersteren Quadrate.
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5. Das Netz des Dodekaeders erhiilt man, indem man (Fig. 91)
iiber der gegebenen Kante ein regelmifiges Fiinfeck beschreibt, tiber
den Seiten desselben wieder regelmiifiige Fiinfecke konstruiert, wobei
man sich mit Vorteil der Verlingerung der Diagonalen bedient, und
an dieses Netz ein zweites ihm vollkemmen gleiches so zeichnet, daf
beide Netze eine gemeinschaftliche Seite haben.

Fig. 90. Fig. 91.

Ausmessung der regelmiiBigen Korper.

& 136. Wie die Oberfliche und das Volumen eines Hexaeders
oder Wiirfels berechnet werden, ist bereits in der Lehre von den Prismen
angefithrt worden. In Bezug auf die Ausmessung der iibrigen regel-
miiBigen Polyeder beschriinken wir uns auf die folgenden, mit An-
wendung der bisher vorgenommenen S#tze losbaren Aufgaben.

1. Gegeben ist die Kante a cines a) Tetraeders, ) Oktaeders, ¢) Ikosaeders;
man berechne die Oberfliche des Kérpers.

Der Flicheninhalt eines gleichseitigen Dreieckes mit der Seite a ist (§. 59, 1)

2\/ «
‘%, folglich ist

o
a) Oberfliche des Tetraeders = 4. al/:-} = i VS;
2\/g .
b) 5 w Oktaeders = 8. & l/— =2a*\3;
a4 ;
c) n » lkosaeders = 20.% gi = BatVa.

2. Wie verhalten sich die Oberflichen eines Tetraeders, Oktaeders und
Tkosaeders von gleicher Kantenlinge?

3. Bestimme die Oberfliche eines a) Tetraeders, &) Oktaeders, ¢) Ikosaeders
fiir die Kante 1°2 dm!
4. Bin Tetraeder, ein Oktacder und ein lkosaeder haben die gleiche Ober-
fliche o; wie grof ist die Kante eines jeden dieser Kérper?
5. Wie grof ist das Volumen v eines Tetraeders mit der Kante a?
~ Das Tetraeder ist eine regelmigige, dreiseitige Pyramide, deren Grundfliche
-“2}:/3-- ist
Mo&€nik-Spielmann, Geom. Anschauungslehre, 11, Abt. 6
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Die Héhe dieser Pyramide ist die Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes,
das eine Seitenkante a zur Hypotenuse und den Radius des der Grundfliche um-

/3
geschriebenen Kreises '(f—;\t— (§. 59, 1) zur zweiten Kathete hat; sie ist also gleich
o

';’lag i G “/!,i,{fz i i\'/”
‘/ gEaR gy e

Man hat daher fiir das Volumen
_aVs V6 _ a3 _ 8a%V2 _ a%V2
T R T TR R e e e S

6. Bestimme das Volumen » eines Oktaeders mit der Kante a!
Das Oktaeder setzt sich aus zwei regelmifigen, vierseitigen Pyramiden zusammen.

Die Grundfliche jeder dieser Pyramiden ist a*. Die Hohe ist die Hilfte der
2
Diagonale eines Quadrates mit der Seite a, also b = Gy__
Folglich ist das Volumen beider Pyramiden
aV/2 a®Va
= A =

6 5

7. Wie groff ist das Volumen eines a) Tetraeders, &) Oktaeders, wenn die
Kante 6 ¢m betragt?

8. Wie verhalten sich die Volumina eines Tetraeders, eines Oktaeders und
eines Hexaeders von gleicher Kantenlange?

9. Wie groff ist das Volumen einer Kugel, welche einem Oktaeder von 8 cm
Kantenlinge @) eingeschrieben, ) umgeschrieben ist?

7. Gewicht und Volumen der Korper. Volumsbestimmung mittels
eines Gefilles oder mittels des Gewichtes.

8 137. Auf eine ganz einfache Weise wird das Volumen eines
beliehigen Korpers mit Hilfe eines prismatischen oder zylin-
drischen GefdfBes bestimmt, dessen Grundfliche bekannt und an
dessen Seitenwand die innere Hohe in Dezimeter und Zentimeter ein-
geteilt ist. Man legt den zu messenden Korper in ein solches Gefif,
fiillt dieses mit Wasser so hoeh, dal der Korper ganz von Wasser
bedeckt ist, und merkt sich die Hohe des Wasserstandes; hierauf wird
der Korper herausgenommen und die Hohe des nun niedrigeren Wasser-
standes abgelesen. Der Inhalt des zu bestimmenden Korpers ist nun
gleich dem Inhalte eines prismatischen oder cylindrischen Korpers,
welcher mit dem Gefiie gleiche Grundfliiche hat und dessen Hihe der
Differenz der beiden Wasserstiinde gleich ist. Wenn der zu messende
Korper das Wasser einsaugt, so verwendet man feinen Sand zum Fiillen
des Gefiifles.

Mittels eines solchen Gefiifiles kann man auch den Inhalt irgend
eines andern unregelmiifigen Gefiiffes finden. Man fiillt dieses mit
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Wasser, schiittet dasselbe dann in das mit der Skala versehene
GefiB und berechnet aus der Grundfliche desselben und der Hihe
des Wassers den gesuchten Inhalt; am einfachsten wird diese Methode,
wenn die Skala direkt das Volumen angibt.

§. 138. Das Volumen eines Korpers kann auch mittels des Ge-
wichtes desselben bestimmt werden.

Die Grofe des Druckes, den ein Korper von beliehigem Raum-
inhalte auf seine Unterlage ausiibt, heifit das absolute Gewicht
des Korpers. Dasg Gewicht, das eine Kubikeinheit, z. B. ein Kubik-
dezimeter, des Korpers hat, nennt man dessen spezifisches Ge-
wieht. Z. B. 1 dm® Silber wiegt 10°51 kg; dies ist das spezifische
Gewicht des Silbers fiir 1 dm® als Kubikeinheit.

Bei den Angaben iiber das spezifische Gewicht nehmen wir durch-
gingig 1 dm® als Kubikeinheit und 1 %g als Gewichtseinheit an.

Nachstehend folgen die spezifischen Gewichte einiger Korper:

1 Kubikdezimeter

Bernsfein .. ., -~ wiegt 1°08 kg | Kupfer, gehiimmert wiegt 8-88 kg
Bleis et s 0 el S By B L ZEOGREEN L . e
Buchenholz . .. ... 3 OFFd e Marmoes Be 0 2 2T
Eichenholz....... " 0:86 , | Messing (im Mittel) ,, 8-40 ,,
Eisen, geschmiedet ol et Bk (s Sat o aledben
g gegossent... e Qneckailbariis . sl 3008
Elfenbein . « v oo 5 128305 | eSilher s ele v g cnik0eBl.
(67531 e e » 19°36 , | Steinkohle (im
Granit (im Mittel). ST Mittely ool s o 130
Teorkholz s 4 Gar g i) SR B . =198

Es sei z B. der Kubikinhalt eines Silberbarrens, der 32 kg wiegt,
zu bestimmen.

Da 1 dm?® Silber 10-51 kg wiegt, so nehmen 32 kg Silber so viel
dm® Raum ein, wie oft 10°51 kg in 32 k¢ enthalten sind; man hat
daher 32:10°51... = 3°045.... Das Volumen ist also 3-045.. dm?

Das Volumen eines Korpers in Kubikdezimetern wird
demnach gefunden, indem man das absolute Gewicht desselben in
Kilogrammen durch das spezifische Gewicht fiir 1 dm? dividiert.

Umgekehrt findet man aus dem Volumen eines Korpers das
absolute Gewicht desselben, wenn man dessen spezifisches Gewicht
mit der MaBzahl des in dm® ausgedriickten Volums multipliziert. Ist
z. B. das absolute Gewicht von 225 dm?® Messing zu bestimmen, so

hat man , ; ¢
1 dm® Messing wiegt 8°40... kg

2950 5 wiegen 8-40... kg > 226 = 189% kg.
6*
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Mittels des Gewichtes kann auch der Inhalt eines wie immer geformten
Gefifes auf eine sehr einfache Art bestimmt werden. Man wigt zuerst das leere
Gefiaff ab, filllt es mit Wasser, wagt sodann das volle Gefif ab und subtrahiert das
erste Gewicht von dem zweiten. So viele Kilogramm diese Gewichtsdifferenz betriigt,
ebenso viele Kubikdezimeter oder Liter halt das Gefaf.

§ 139. Aufgaben.

1. In ein prismatisches Gefaf von 47 cm Linge und 32 cm Breite, welches
bis zu einer Hohe von 24 e¢m mit Wasser gefillt war, wurde ein unregelmifiger
Koérper gesenkt, so daf ‘ihn das Wasser bedeckte; das Wasser stand dann 86 cm
hoch. Welches Volumen hat der Kérper?

2. Ein zylindrisches Gefif von 3 dm Durchmesser und 4 dm Hohe, worin sich
27 din hoch Wasser befand, war, nachdem man einen unregelmifjigen Korper hinein-
eelegt hatte, gerade gefillt; wie grof ist das Volumen dieses Korpers?

3. Ein zylindrisches Glas, dessen innere Hohe 1 dm und dessen Durchmesser
1°5 dm betriigt, ist ganz mit Wasser gefillt; wenn nun eine Kugel von 8 ¢m Durch-
messer in das Glas gesenkt wird, so wird daraus ein Teil des Wassers ausflieffen.
Wie grof ist das Gewicht des Wassers in dem Gefil, nachdem die Kugel wieder
herauggenommen wurde ?

4, Wie groff ist der Inhalt eines Gefifes, das leer 1°5 kg, mit Wasser gefiillt
14°8 kg wiegt?

5. Wie viel kg wiegt das Wasser, das in einem Gefafie von 165 em Linge
86 cm Breite und 7 Jm Tiefe enthalten ist?

6. Kin Stiick Blei wiegt 24 kg; welches ist sein Volumen ?

7. Wie viel m® enthiilt ein Balken von @) Fichenholz, #) Buchenholz, der 185 kg
wiegt ?

8. Wie grof ist die Kante eines Marmorwirfels, der 184 Ly wiegt?

9. Eine eiserne Walze von 2'5 m Liinge wiegt 680 ky; wie grof ist ihr
Durchmesser ?

10. Eine Kugel aus Elfenbein wiegt 12°135 dkg; wie grof ist ibr Halbmesser?

11. Wie viel Kilogramm wiegt eine Platte von GuBeisen, welche 19 m lang,
02 m breit und 0°08 m dick ist?

12. Wie viel wiegt ein Zylinder aus Eichenholz, wenn seine Liénge 28 dm und
sein Durchmesser 3°5 dm betrigt?

18. Auf den Ecksiulen eines Gartentores liegen zwei kugelformige Korper aus
Granit; wie viel kg wiegen dieselben, wenn jeder 5°2 dm im Durchmesser hat?

14. Wie viel wiegt eine hohle Kugel aus Messing, bei welcher der innere
Durchmesser 3 dm betrigt und das Messing 1 em dick ist?

15. Kin Hektoliter Wein wiegt 100°8 ky; wie grof ist das spezifische Gewicht
dieses Weines?

16. Kin Faf von 0°6 m® Inhalt ist mit Ol gefillt, das 520 kg wiegt; welches
gpezifische Gewicht hat das 017

17. An einem Zuckerhute, der die Gestalt eines geraden Kegels hat, befrigt
der Umfang der Grundfliche 6 dm und die Seite 5 dm; wie grof ist das spezifische
Gewicht des Zuckers, wenn der Zuckerhut 6°8 kg wiegt?

18. Eine messingene Walze soll 4 kg wiegen und 8 dm lang sein; welchen
Durchmesser muf man der Walze geben?

19. Es soll ein Zylinder aus Gufeisen gegossen werden, der 1 ky wiegt und
4 ¢m im Durchmesser hat; wie grof wird die Héhe sein?
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920. Es sollen zylinderformige Gewichte von je 1 kg und zwar a) aus Blei,
b) aus Messing, ¢) aus Gufeisen gegossen werden; wie viel cm muf der Durchmesser
betragen, wenn er nur die Halfte der Héhe des Zylinders sein soll?

21. Die GroBe des Druckes einer Flissigkeit auf den Boden eines GefaBes ist
gleich dem Gewichte ciner Fliissigkeitssiaule, deren Grundfliche die Bodenfliche des
Gefifes und deren Hohe die Hohe des Flissigkeitsstandes ist. Wie grof -ist der
Druck auf den Boden eines zylindrischen Gefifes von 1°2 dm Durchmesser, das bis
zu einer Hohe von 2 dm mit Regenwasser (spezifisches Gewicht = 1°09 ky) gefillt ist?

292. Die Bodenfliche eines prismatischen Gefifles von 1 m Linge und 5 dm
Breite kann nur einen Druck von 170 kg aushalten; bis zu welcher Hohe darf dieses
Gefif mit Baumdl (spezifisches Gewicht = 0792 kg) gefiillt werden?

23. Die Grofe des Luftdruckes auf eine Fliche ist gleich dem Gewichte einer
Quecksilbersiiule, deren Grundfliche jene Iliche und deren Hohe der jeweilige
Barometerstand ist. Wie grof ist der Luftdruck auf eine Fliche von 1-dm?® bei
einem Barometerstande von 742 mm?

24, Wie grof ist bei demselben Barometerstande der Luftdruck a) auf die
Oberfliche eines Wiirfels von 1 dm Seitenlinge, b) auf die Oberfliche einer Halb-
kugel von 2 dm Durchmesser? :
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