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Lev Schnirelmann?! (1905-1938) je leta 1930 dokazal, da je vsako naravno Stevilo,
vecje od ena, vsota konc¢nega Stevila prastevil. To je zelo pomemben izrek in hkrati prvi
odmevnejsi rezultat v zvezi z Goldbachovo domnevo. V tem ¢lanku bo predstavljen dokaz
z njegovim kriterijem za celostevilske mnozice kot baze s kon¢nim redom.

SCHNIRELMANN’S THEOREM

In 1930 Schnirelmann proved that every integer greater than one is the sum of a finite
number of primes. This is a great theorem, the first significant result on the Goldbach
conjecture. In this contribution we shall apply Schnirelmann’s criterion for a set of integers
to be a basis of finite order.

1. Uvod

Goldbachova domneva je eden najstarejsih problemov v teoriji Stevil
in nasploh v matematiki. Hilbert jo je leta 1900 uvrstil na seznam triin-
dvajsetih najve¢jih matematicnih izzivov dvajsetega stoletja. Goldbachova
domneva je zapisana na osmem mestu, skupaj s splosno Riemannovo hipo-
tezo, in je eden od redkih problemov s tega seznama, ki ni reSen. Originalna
domneva je bila prvi¢ zapisana v pismu, ki ga je Christian Goldbach (1690
1764) 7. junija 1742 poslal Eulerju. V njem je trdil, da lahko vsako naravno
Stevilo, vecje od 5, zapiSemo kot vsoto treh prastevil. Euler je odgovoril, da
se strinja z domnevo, vendar je ne zna dokazati. Kasneje jo je spremenil v
drugo obliko, ki pravi, da lahko vsako sodo naravno stevilo, ve¢je od dve, za-
pisemo kot vsoto dveh prastevil (isto prastevilo lahko uporabimo dvakrat).
Primeri: 4 =2+4+2,6=3+3,8=3+5,10=5+5=3+7,12=5+7,
14=3+11=7+47,... Ta oblika je danes znana kot krepka Goldbachova
domneva. Obstaja tudi $ibka oblika Goldbachove domneve, ki pravi, da je
vsako liho naravno Stevilo, veéje od 5, vsota treh prastevil. Obe domnevi
sta do sedaj ostali nereseni, ceprav je reSitev Sibke domneve bliZze kot resitev
krepke. V tem ¢lanku bo predstavljen Schnirelmannov pristop k reSevanju
problema.
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2. Schnirelmannova gostota

Naj bo A mnozica nenegativnih celih Stevil. Za vsako realno Stevilo x
naj pomeni A(x) Stevilo pozitivnih elementov mnozice A, ki ne presegajo z,

t].
Az)= > L

acA
1<a<z

Funkcijo  — A(z) imenujemo Stevna funkcija mnozice A. Za x > 0 velja
0 < A(x) < [z] < z, kjer oznacuje [z] najvecje celo stevilo, ki ne presega x.

Definicija 1. Schnirelmannovo gostoto mnozice A definiramo s predpisom

An)
o(A) = nf ==

Ker je 0(A4) < @ za vsak n € N, je 0 < o(A) < 1.
Poglejmo si nekaj primerov mnozic naravnih §tevil in jim dolo¢imo Ste-

vno funkcijo ter Schnirelmannovo gostoto.

(a) Za mnozico A = N vseh naravnih stevil je A(n) = n za vsak n € N,
njena Schnirelmannova gostota pa je o(A) = 1. Ker tudi obratno hitro
vidimo, je o(A) = 1 natanko takrat, ko je A = N.

(b) Za mnozico B, ki vsebuje vsa naravna Stevila razen enega, npr. B =

N\ {m}, je stevna funkcija B(n) = nzan < m in B(n) =n —1 za

n > m, zato velja o(B) = inf 20 = m=1 ¢ 1 Cejem =1, je
neN " m m

B(1) =0 in zato o(B) = 0.

(¢) Za mnozico C, ki vsebuje vse veckratnike naravnega Stevila d in Ste-
vilo 1, tj. C = {1} U{kd;k € N}, smo za primer, ko je d = 1, ze
ugotovili, da ima mnozica C gostoto 1. Ce pa d # 1, je tevna funk-

i = [2] +1 k n € N, zato velj _ g 1
cija C(n) = [4] + 1 za vsak n € N, zato velja o(C) inf 245 3

Vidimo, da z ve¢anjem razlike d v aritmeti¢nem zaporedju Schnirelman-
nova gostota pada, vendar ostaja pozitivna.

(d) Za mnozico D, ki vsebuje potence danega naravnega stevila k, tj. D =
{1}U{k™;n € N}, je za k = 1 o¢itno o(D) = 0, saj je v D le eno stevilo.
V primeru, ko je k > 1, pa je stevna funkcija D(n) = [log; n] + 1. Tako
je njena gostota o(D) = %Ielg % =0.
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(e) V zadnjem primeru si oglejmo Se mnozico P, ki vsebuje 1 in vsa praste-
vila. Tokrat se Stevna funkcija P(n) za velika Stevila n obnaga priblizno
kot izraz cp %, pri cemer je c pozitivna konstanta (prastevilski izrek, glej
[1]), zato je njena gostota o(P) = él;fN e =0.

Schnirelmannova gostota je pomembna mera za velikost podmnozic ne-
negativnih celih stevil. Za nadaljevanje potrebujemo nov pojem baze koné-
nega reda.

Definicija 2. Podmnozica A nenegativnih celih Stevil se imenuje baza re-
da h, ¢e hA vsebuje vsa nenegativna cela stevila (tj. ¢e lahko vsako nene-
gativno celo Stevilo zapisemo kot vsoto h, ne nujno razlicnih stevil iz A).
Mnozici A pravimo baza konc¢nega reda, ¢e je baza reda h za neko Stevilo
h>1.

Ce so Ay, ..., A, podmnozice nenegativnih celih stevil, je vsota A; +
.-+ + Ay, sestavljena iz vseh nenegativnih celih stevil oblike a; + -+ - + ay,
kjer je a; € A; zavsak i =1, ..., h. Ceje A; =Azavsei=1, ..., h, pa
najbohA=A+---+A.
————
h-krat

Po tocki (a) z zacetka razdelka je podmnozica A baza reda h natanko
tedaj, ko je o(hA) = 1. Schnirelmann je priSel do preprostega, vendar
pomembnega odkritja, da je podmnozica nenegativnih celih Stevil, ki vse-
buje 0 in ima pozitivno gostoto, baza konénega reda (glej izrek 8 na koncu
tega razdelka). Preden pa to dejstvo dokazemo, si oglejmo najpomembnejse
lastnosti Schnirelmannove gostote.

Trditev 3. Naj bosta A in B podmnoZici celih §tevil, ki vsebujeta 0. Ce je
n>0in A(n)+ B(n) >n, jen € A+ B.

Dokaz. Cejen € A alin € B, je o¢itno n € A + B; zato predpostavimo
n &€ AU B. Definirajmo mnozici A’ = {n—a:a € A;1 <a <n-—1}in
B’ ' ={b:be B,1 <b<n-—1}. Potem je mo¢ mnozice A’ enaka |A’'| = A(n),
ker n ¢ A, in mo¢ mnozice B’ je |B'| = B(n), ker n ¢ B. O¢itno velja

A'UB C[l,n-1].

||+ |B'| = A(n) + B(n) = n,
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mora biti
ANB #£10.

Torejjen—a=bzanekaa € Ainb € B oziroman=a+b€e A+ B. =

Trditev 4. Naj bosta A in B podmnozici celih stevil, ki vsebujeta 0. Ce je
0(A)+o(B) > 1, jen € A+ B za vsako nenegativno celo $tevilo n.

Dokaz. Ce oznacimo 0(A) = ain o(B) = 3, jezan >0
A(n)+ B(n) > (a+ B)n>n,
zato iz trditve 3 sledin € A+ B. n

Posledica 5. Ce je A mnoZica celih stevil, ki vsebuje 0 in za katero je
o(A) >1/2, je A baza reda 2.

Trditev 6. Naj bosta A in B taksni podmnoZici celih Stevil, ki vsebujeta 0.

Potem je
0(A+B) >0(A)+0(B)—o(A)o(B). (1)

Dokaz. Za utemeljitev te lastnosti ocenimo, koliko naravnih Stevil, ki ne
presegajo n, vsebuje mnozica A + B. V ta namen razdelimo interval [0, n]
na k + 1 delov, pri ¢emer je k = A(n). Torej naj bon > 1, ap =0 in

O=agy<a1 <---<ap<n

k pozitivnih elementov mnozice A, ki ne presegajo n. Ker je 0 € B, je
a; =a;+0€ A+ Bzavsei=1,..., k. Sedaj pa pois¢imo na vsakem
intervalu (a;, a;+1) Stevila, ki pripadajo mnozici A + B. Tako naj bo za
1=0,...,k—1,

1§bl<-~-<bm§ai+1—ai—l

r; = B(aj+1 — a; — 1) pozitivnih elementov mnozice B, ki so manjsi od
a;+1 — a;. Potem je

ai<ai—i—bl<'~<ai+bm<ai+1

in
ai—i-bjEA—l—B
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za vse 7 = 1, ..., r;. Nadalje poglejmo Se Stevila na zadnjem intervalu
(ag,n]. Naj bo
1<bh <"'<brk <n-—ag

rr = B(n — ay) pozitivnih elementov mnozice B, ki ne presegajo n — a.

Potem je
ap < ap+bp <---<ap+b, <n
in
ap +b; € A+ B
za vse j = 1, ..., . Vendar ni nujno, da po zgornjem postopku dobimo

vsa Stevila, saj lahko obstajata taksni Stevili a; in bj, da njuna vsota ni
enaka nobeni vsoti iz naSe razdelitve, pa vseeno ne presega Stevila n. Iz
tega razloga je v mnozici A + B vec stevil, ki ne presegajo Stevila n, kot pa
v nasi razdelitvi na k+1 delov. Oznac¢imo o(A) = « in o(B) = [ pa imamo

k—1
(A+ B)(n) > A(n) + > Blait1 —a; — 1) + B(n — az) >
=0

k—1

> A(n) + B8 (a1 —ai— 1)+ B(n — ap) =
i=0

=An)+pB(ar —ao—1+ar—ar —1+---+

+ar —ag—1— 1)+ B(n—ag).
V tej vsoti se veliko ¢lenov odsteje. Od preostanka izpostavimo 3 in dobimo
(A+ B)(n) > A(n) + B(—ap — k+n).
Upostevamo, da je ap = 0 in k = A(n)
(A+ B)(n) > A(n) + pn — BA(n) = (1 — B)A(n) + Bn.
Ker je A(n) > an, velja
(A+B)(n) > (1—-pan+pn=(a+ 5 —af)n.

Tako je

B0 5 04 p-ap
" A+ B)(n)

o(A+ B) = inf (

neN n = U(A) + J(B) - U(A)U(B) . n
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Neenakost (1) lahko zapisemo tudi kot:
1-0(A+B)<(1—-0(A)(1—-0(B))

in jo posplo§imo na vsoto poljubnih konénih podmnozic naravnih Stevil.

Trditev 7. Naj bo h naravno stevilo in A1, ..., Ay taksSne podmnoZice celih
Stevil, da je 0 € A; za vsaki =1, ..., h. Potem je
h
1—0(Aj 4+ Ap) §H1—0 (2)

Formalni dokaz z indukcijo na Stevilo mnozic prepustimo bralcu. Na
koncu si oglejmo Se najpomembnejso lastnost Schnirelmannove gostote.

Izrek 8. Naj bo A podmnoZica celih Stevil, ki vsebuje 0 in ima pozitivno
Schnirelmannovo gostoto. Potem je A baza koncnega reda.

Dokaz. Ce je 0(A) = a > 0, je 0 < 1 —a < 1; zato obstaja tako naravno
stevilo [ > 1, da je
0<(1-a)<1/2.

Potem je po trditvi 7
1-0(lA)<(1-0A)=010-a)<1/2

in tako
o(lA) >1/2.

Po posledici 5 je mnozica [ A baza reda 2 in zato A baza kon¢nega reda 2I.

3. Schnirelmannov izrek

Sedaj se bomo posvetili dokazu Schnirelmannovega izreka. Pokazali
bomo, da ima mnozica, sestavljena iz 0, 1 in naravnih Stevil, ki jih lahko
predstavimo kot vsoto dveh prastevil, pozitivno Schnirelmannovo gostoto.
Za to pa potrebujemo razlicne ocene za povprecno Stevilo predstavitev na-
ravnega Stevila kot vsote dveh prastevil. Preden za¢nemo, moramo vpeljati
nekaj novih oznak.
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Naj bo f poljubna realna ali kompleksna funkcija in g pozitivna funkcija.
Zapis f < g naj pomeni, da obstaja taksna konstanta ¢ > 0, da velja

| (2)] < eg()

za vse x iz definicijskega obmocja funkcije f. Oznaka f > g pa naj pomeni
isto kot g < f.

Naj r(IN) oznacuje Stevilo predstavitev naravnega stevila N kot vsote
dveh prastevil, pri ¢emer lo¢imo vrstni red sumandov. Naj bo x > 2 po-
ljubno realno stevilo. S 7(x) oznacimo $tevilo vseh prastevil, ki ne prese-
gajo = (glej [1]). Ce sta p in ¢ prastevili, ki ne presegata z/2, njuna vsota
p + ¢ ne presega x. Sedaj tvorimo vse mozne vsote s tema dvema praste-
viloma. Ker je do x/2 natanko 7(z/2) prastevil, dobimo natanko 7 (z/2)?
urejenih parov vsot manjsih ali enakih . Vendar to niso vse vsote dveh
praStevil, ki ne presegajo z, saj bi lahko veljalo p 4+ ¢ < z tudi za prastevili,
ki nista obe manjsi od x/2. Torej velja

> r(N) = w(x/2).

N<z

Uporabimo izrek Cebiseva, (glej [1], str. 173), ki pravi, da je 7(x/2) >
z/2

logz/27 P& mamo
2 (55/2)2 v’
2 TN = 7@/ o oy ¥

V [2] najdemo izrek (Theorem 7.2 na strani 186), ki pravi, da za vsako
sodo naravno Stevilo N velja

N 1 N 1
") < g e L (143) = Goawy 2 W

Ta neenakost velja tudi za liha naravna Stevila, saj je liho naravno stevilo N
vsota dveh prastevil natanko tedaj, ko je N — 2 prastevilo. Za taksno liho
naravno Stevilo je torej r(IN) = 2. Naj bo z > 1 poljubno realno stevilo. Z
uporabo neenakosti (4) dobimo

N? 1
Z r(N)? < Z (log N)* Z&

N<z N<z d|N
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. .. 2 e . R
Ker je funkcija (lojgviN)z; narascajoca, jo navzgor ocenimo z najvecjo vredno-

2
stjo pri x. Vsoto (Z é) pa zapiSemo v ekvivalentni obliki
AN

S SIDSF S ED SIS

dl\Ndl da|N d2 d1|N da N
Zdaj imamo
2
N .
PORETEEE o D K1 [ SP D) ppc
N<az N<z \d|N N<z di|N da|N

Zamenjamo vrstni red seStevanja in dobimo

x? 1
> r(N)? < (g 1) > i oL

N<z di.da<z N<z
dq|N,dy|N

Zadnja vsota je razli¢na od 0 samo v primeru, ko d; in do hkrati delita N. To
pomeni natanko takrat, ko njun najmanjsi skupni veckratnik [dy, d3] deli N.
Vsoto ocenimo navzgor, pa dobimo

Z r(N)? < log:c (logz) Z Z log:c 4 Z d1d2 [di,ds]

N<z da, 2<th Nzz
[d1 da]|N

Izpostavimo x, upostevamo oceno [d1, da] = % > (dyds)'/? za najmanjsi

skupni veckratnik [dy, ds] in najvecji skupni delitelj (dq, dz2) Stevil dy in do
ter zopet uvedemo sumacijsko spremenljivko d:

3 3
9 T 1 oz 1
Z r(N)” < Z 32 3/2 1 Z B2
dy’ " dy A<z

& eyt 2 (oz)

Zadnja vsota konvergira, ko gre x ¢ez vse meje, ker je eksponent v imeno-
valcu veéji od ena. Tako dobimo

YoV < (5)
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Po Cauchy-Schwarzevi neenakosti velja

2

SNy < D0 1) ()2
N<z

N<z N<z
- r(N)>1

Vsota > 1 presteje vsa naravna Stevila N, ki ne presegajo x in jih lahko
N<z
r(N)>1

vsaj na en nacin zapiSemo kot vsoto dveh prastevil. Torej je ta vsota enaka
stevni funkciji A(x) za mnozico A vseh naravnih §tevil, ki se dajo zapisati
kot vsota dveh prastevil. Tako imamo

2

> r(N)| < A(z) ) r(N)

N<x N<zx

Iz neenakosti izrazimo A(x), tako da je

Po deljenju z z dobimo

N<z

Upostevajmo oceni (3) in (5), pa od tod sledi

4

A(z) 1 Togat

> >1.
x

3

X
(log @)

Prepricajmo se, da ima mnozica A = {0,1} U{p+ ¢ : p,q prastevili}
pozitivno Schnirelmannovo gostoto. Pravkar smo videli, da obstaja taksno
stevilo ¢; > 0, da je A(x) > c1z za vsa dovolj velika Stevila = > z(. Ker pa 1
pripada mnozici A, obstaja taksno Stevilo co > 0, da je A(x) > cox tudi za
1 <z < xy. Torej A(x) > cx za vse z > 1, pri ¢emer je ¢ = min{cy,ca}. 1z
tega lahko sklepamo, da je Schnirelmannova gostota mnozice A pozitivna.
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Izrek 9 (Schnirelmann). Obstaja taksno naravno stevilo H, da lahko vsa-
ko naravno Stevilo, vecéje kot ena, zapiSemo kot vsoto kvecjemu H prastevil.

Dokaz. Pokazali smo, da ima mnozica
A={0,1}U{p+ q: p,q sta prastevili}

pozitivno Schnirelmannovo gostoto. Zato obstaja po izreku 8 takSno na-
ravno Stevilo h, da je vsako nenegativno celo Stevilo N vsota natanko h
elementov mnozice A. Naj bo N > 2 oziroma N — 2 > 0. ZapiSimo N — 2
kot vsoto k enic in [ parov prastevil p;, g;, pri ¢emer velja k+1 < h (k,l > 0).
Torej je

N-2=1+---+1+ + 4+ + .

. (p1+aq1) (i + )
k

Ce je k sodo &tevilo, to je k = 2m, potem po prenosu stevila 2 na desno
stran dobimo

N=92+4+...49 o ]
2+ +2+(prtaq)++ (et a)
m+1
Vidimo, da je tedaj N vsota m + 1 + 2[ prastevil. V primeru, da je k liho
Stevilo k = 2m + 1, pa imamo

24424834+ (pr+q) + (o1 + @)
m
Torej je tudi v tem primeru N vsota m + 1 4 2 prastevil. Ker stevili [ in
m+1 ne presegata h, velja m+1+4+2l < 2h+1. Ugotovili smo, da lahko vsako
naravno Stevilo NV > 1 zapiSemo kot vsoto kvecjemu 2h + 1 = H prastevil.

Stevilo H se imenuje Schnirelmannova konstanta in je po Schnirelman-
novih izrac¢unih znasala 300 000. Kasneje so konstanto z natan¢nejsimi oce-
nami moc¢no zmanjsali. Najboljsi rezultat doslej je leta 1995 dosegel Olivier
Ramaré, ki je pokazal, da je Schnirelmannova konstanta enaka najvec 6.
Torej lahko vsako naravno Stevilo, ki je veéje od 1, zapiSemo kot vsoto kve-
¢jemu Sestih prastevil.
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