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Lévy—Steinitzov izrek za pogojno konvergentne vrste s kompleksnimi ¢leni pravi, da
je mnozica vsot, ki jih dobimo po vseh preureditvah, bodisi premica bodisi kompleksna
ravnina. V ¢lanku predstavimo podroben dokaz tega izreka.

ON REARRANGEMENTS OF INFINITE SERIES WITH COMPLEX TERMS

The Lévy—Steinitz theorem for conditionally convergent series with complex terms
says that the set of sums we obtain after all rearrangements is either a line or the complex
plane. In the article we present a detailed proof of this theorem.

Uvod

Spomnimo se, da je konvergentna vrsta Y >~ z, s kompleksnimi ¢leni po-
gojno konvergentna, ¢e ni absolutno konvergentna, tj. vrsta Y o~ | |z, | diver-
gira. Absolutno konvergentne vrste so konvergentne, toda obratno ni vedno

res. Priljubljeni primer je alternirajoca harmonicéna vrsta

1 1 1

1 2+3 4+ = log 2. (1)
Preureditev ¢lenov absolutno konvergentne vrste ne spremeni njene vsote.
Formalno definiramo preureditev vrste 0 | 2, kot vrsto D 7% | zr(n), kjer je
7: N — N bijektivna preslikava, tj. 7 je permutacija mnozice N. Preureditev
pogojno konvergentne vrste pa lahko spremeni njeno vsoto. Ponazorimo to
z alternirajo¢o harmoni¢no vrsto. Vzemimo zaporedoma en pozitivni ¢len
in dva negativna ¢lena:

n=1 =1
1 & 1 1

- = — ) =1log V2
2 _<2n—1 2n> 0g V2

Pri izracunu smo ¢lene razdelili na skupine s tremi ¢leni in potem uporabili
enakost (1). O¢itno je vsota preurejene vrste razlicna od log 2.

Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 5 161



Aleksander Simonic¢

Osrednji rezultat o preureditvah pogojno konvergentnih vrst z realnimi
¢leni je zajet v naslednjem izreku.

Izrek 1. Vsako pogojno konvergentno vrsto z realnimi ¢leni lahko preuredimo
v konvergentno vrsto s poljubno vsoto.

Bernhard Riemann (1826-1866) je v razpravi o razvoju funkcij v trigo-
nometrijske vrste! zapisal skico dokaza izreka 1 ter omenil, da je to opazil
ze Dirichlet v clanku iz leta 1829, glej [8, str. 226]. Kakorkoli, danes je
rezultat poznan kot Riemannov preureditveni izrek. Ideja dokaza je izje-
mno preprosta. Najprej opazimo, da vrsti, ki ju sestavimo iz pozitivnih
in negativnih ¢lenov prvotne vrste, divergirata. To omogoca, da z doda-
janjem pozitivnih ¢lenov vedno presezemo poljubno Stevilo, medtem ko z
dodajanjem negativnih ¢lenov vedno pridemo pod to stevilo. Ker zaporedje
¢lenov v vrsti konvergira proti ni¢, lahko s takim postopkom dosezemo, da
preurejena vrsta konvergira proti zZeleni vrednosti. Kasneje bomo podali
dokaz posplositve tega izreka (posledica 5), za obi¢ajni dokaz glej npr. [3,
str. 318-320].

Izrek 1 obravnava izkljuéno vrste z realnimi ¢leni. Naj bo {z,} ", za-
poredje kompleksnih stevil in

P {zn}py) = {Z Zr(ny: T je permutacija N in Z Zn(n) konvergira} CccC

n=1 n=1
(2)
mnozica vsot vseh konvergentnih preurejenih vrst. Lahko je prazna, saj
ne obstaja preureditev divergentne vrste s pozitivnimi ¢leni v konvergentno
vrsto. Absolutno konvergentne vrste pokazejo, da je ta mnozica lahko le
tocka, medtem ko je po izreku 1 lahko tudi premica. Naslednji primer pa
pokaze, da je mnozica (2) lahko kar cela kompleksna ravnina.

Primer 2. Vzemimo pogojno konvergentno vrsto

o
> e ()
n P\

Oznac¢imo z z, njene ¢lene. Zaporedje {zon_1},- je sestavljeno iz pov-
sem imaginarnih Stevil, medtem ko je zaporedje {z2,},., realno. Vrsti
> oo | Zan—1 In Yo7 za, sta pogojno konvergentni. Naj bosta a in b po-
ljubni realni Stevili. Po izreku 1 obstajata permutacija w71 mnozice li-
hih Stevil in permutacija 72 mnozice sodih stevil, da je > 7, Zry(2n—1) =
ibin > 07, Zry(2n) = a. Torej obstaja permutacija m mnozice N, da je
Y onei Ze(n) = @ +1ib. S tem imamo P ({z,},2,) = C.

! Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Abhan-
dlungen der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, vol. 13, 1854. To
je bila Riemannova habilitacijska razprava.
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Ali obstaja kaksno zaporedje kompleksnih Stevil, da je mnozica (2) Se
kaj drugega kot le prej nasteti Stirje primeri? Odgovor je ne!
Izrek 3. Naj bo {z,},, zaporedje kompleksnih stevil. Mnozica P ({zn},— )

n=1
je bodisi prazna bodisi tocka bodisi premica bodisi kompleksna ravnina.

7 drugimi besedami: mmnoZica vsot, ki jih dobimo po vseh preureditvah
pogojno konvergentne vrste s kompleksnimi c¢leni, je bodisi premica v kom-
pleksni ravnini bodisi cela kompleksna ravnina.

Izrek 3 je prvi dokazal Paul Lévy (1886-1971) leta 1905 v ¢clanku [4], ko
je bil e dodiplomski §tudent na politehniski Soli v Parizu. Lévy je v resnici
obravnaval preureditve vrst s ¢leni v konéno razseznem evklidskem prostoru,
kjer se rezultat glasi, da je P bodisi prazna mnozica bodisi premik linear-
nega podprostora. Ernst Steinitz (1871-1928) je na pobudo E. Landaua
podrobno nastudiral Lévyjev ¢lanek in v njem nasel Stevilne pomanjkljivo-
sti, Se posebej pri vecrazseznem primeru, ter v seriji ¢lankov [10, 11, 12]
med drugim objavil povsem neodvisen dokaz tega. Grof je iz ¢lankov izlu-
scil bistvene prijeme ter v [1] objavil poenostavljen dokaz. Steinitz—Groov
pristop je predstavljen v [7]. Nef je v [5] podal drugacen dokaz izreka 3
z uporabo zanimive posplositve Riemannovega preureditvenega izreka, glej
izrek 4 in posledico 5 v naslednjem razdelku. Ta prispevek bo sledil tej poti.

Morda je zanimivo dejstvo, da kljub naravnosti in starosti izreka 3 do-
kaz ni vsebovan v Knoppovi monografiji [3, str. 398]. Prav tako rezultat
Se zdaleC ni tako prepoznaven kot izrek 1. Najverjetneje je glavni razlog
relativno zapleten dokaz. Namen tega prispevka je predstaviti pregledni do-
kaz Lévy—Steinitzovega izreka za vrste s kompleksnimi ¢Cleni ter ga morda s
tem priblizati bralcu, ki se je pravkar seznanil z Riemannovim preureditve-
nim izrekom. Za druge rezultate na podro¢ju preureditev neskonénih vrst
predlagamo Se pregledni ¢lanek [2].

Posplositev Riemannovega preureditvenega izreka

Znameniti poljski matematik Waclaw Sierpiniski (1882-1969) je v [9] posplo-
§il izrek 1 na preureditve, ki pustijo pozitivne ali negativne ¢lene vrste na
svojem mestu, odvisno od tega, ali je Zelena vsota vecja ali manjSa od vsote
dane vrste. Kljuéna metoda v dokazu je naslednji izrek, ki ga dokazemo
podobno kot v [5].

Izrek 4. Naj bo {a,},-, tako zaporedje pozitivnih realnih Stevil z limito 0,
da vrsta Y 2 | an divergira. Vzemimo d > 0. Potem je

> (an = ang) = d

n=1

za neko permutacijo m mnoZice N.
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Dokaz. Naj bo {ay,},—, tako podzaporedje zaporedja {a,},-,, da vrsta
Y me ay, konvergira. To lahko vedno dosezemo npr. s pogojem ay, < 27"
Oznacimo z a,,, preostale ¢lene v {a, },~ |, zapisane v enakem vrstnem redu.

Tvorimo novo zaporedje {b,} -, kjer je by, =0 1in b,, = a,,. Velja

An An n
Za :Zbk—i-Za,\k
k=1 k=1

za vse n € N. Ker je zaporedje delnih vsot 2221 ap Navzgor neomejeno,
zaporedje delnih vsot »"}'_; ay, pa konvergentno, vrsta > - by, divergira.
Za N € N definirajmo Dy := —d+ 3" (b, — ¢,), kjer bomo dologili &lene
zaporedja {c, },-; z naslednjim algoritmom.

Postavimo ¢; = 0 in A4 = & ter za vsak k > 1 ponavljamo naslednje korake:
(1) Ce je Dy, < 0, potem je cpy1 = 0;
(2) Ceje Dy > 0, potem:

(2.1) ceje byt1 = ay,,, potem vzamemo ci11 = by in 4" nadomestimo

z N U{m};

(2.2) ce je bpy1 = 0, potem vzamemo cii1 = G, za

_ { min (UPTGI ), o £ o,
1, N =

in .4 nadomestimo z .4 U {l}.

Najprej se prepricajmo, da je vsak korak v algoritmu izvedljiv. Edini
problem bi lahko nastal pri koraku (2.2), saj bi lahko bila mnozica v min {-}
prazna. Toda v tem primeru bi bili vsi nenicelni ¢leni zaporedja {bn}fl:1 ze
vsebovani v {¢,}*_,, od koder bi sledilo Dj, < 0, kar pa v tem koraku ni
mogoce.

Naj bo Dy < 0. Potem je Dygiq = Dy natanko tedaj, ko je bpi1 =
0, sicer imamo Dy > Dy. Ker vrsta » 2, b, divergira, po konénem
stevilu ponovitev koraka (1) vedno pridemo do koraka (2). Recimo, da je
k1 najmanjse tako Stevilo. Potem obstaja l; € N, da je

n=1’

Dy <+ < Dty -1 £ 0 < Digggey, < ay -
Naj bo Dy > 0. Opazimo, da ponavljanje koraka (2.1) ne spremeni
vsote Dy, toda korak (2.2) jo zmanjsa za a,,. Ponovno nam divergenca

vrste Yo7 | b, zagotavlja, da po konénem Stevilu ponovitev koraka (2) vedno

164 Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 5
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pridemo do koraka (1). Recimo, da je ko najmanjse tako Stevilo. Potem
obstaja tak I € N, da je

Dy = -+ 2 Dgyky—1 >0 2 Dy, = —ay,, -

Po prejsnjih dveh odstavkih obstajajo strogo naras¢ajoca in neomejena
zaporedja {k;};2,, {l1;};2; in {l2;}}2, naravnih stevil, da za vse N €
[k‘j, kij+1] NNin j € N velja

< <
laj — Dy = Qpy -

Ker je lim,_, a, = 0, to dokazuje limy_.ooc Dy = 0 oz.

[e.e]

(b, — cn) =d. (3)

n=1

Dolo¢iti moramo $e ustrezno preureditev vrste » ° | a,. Vsak nenicelni
¢len zaporedja {b,} -, se pojavi natanko enkrat v {c,} -, ter obratno.
Pokazali bomo, kako nadomestiti nicelne ¢lene prejSnjih zaporedij s ¢leni iz
{ax, }.2,. Vemo, da je j element mnozice £ := {\,: n € N} natanko tedaj,
ko je b; = 0. Recimo, da je za tak j = A, tudi ¢; = 0. Potem nadomestimo
bj in ¢j z ay,. Ce pa c; # 0, imamo ¢; = ay,, kjer je p; kot v koraku
(2.2). Tedaj velja ¢,, = 0. Zato nadomestimo b; in ¢,, z ay,. S takimi
nadomestitvami iz zaporedja {b,} -, dobimo prvotno zaporedje {a,},-,,
zaporedje {cp} -, pa postane {aﬂ(n)}zo:l za neko permutacijo m mnozice
N. Naj bo N<, := {n € N: n <m}. Tedaj imamo

m m
(an —anpn) =2 Gu—ea)+ 3 an— 3 an,
n=1 n=1 nELm neZLl,

kjer je L = £ N Ngy, in L) = LN {n(n): n € N, }. Ker je vrsta
Y02, ay, absolutno konvergentna, sta v limiti, ko posljemo m v neskonéno,

vsoti zadnjih vrst v zgornji enakosti enaki. Enacba (3) s tem zakljucuje
dokaz. n

Posledica 5. Imejmo pogojno konvergentno vrsto z realnimi cleni in vsoto
s ter s1 in so taki realni stevili, da velja s1 < s < s9. Potem obstaja
preureditev, ki pusti vse megativne ¢lene na svojem mestu in je s1 vsota
preurejene vrste. Obstaja tudi preureditev, ki pusti vse pozitivne élene na
svojem mestu in je Sg vsota preurejene vrste.
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Dokaz. Naj bo Y 2, a, = s pogojno konvergentna vrsta z realnimi ¢leni.

Lahko privzamemo s; < s. Dokazujemo prvi del posledice. Definirajmo
mnozici A :={n € N: a,, > 0} in A5 := {n € N: a,, < 0}. Imamo

m
E an = g an — E |an]| .
n=1 TLE:/VlﬁNSm 'rlGJVgﬂNSm

Zaradi pogojne konvergence od tod sledi
FEND SR
ne,/ﬁﬂNSm

Po izreku 4 obstaja permutacija m; mnozice .41, da velja

lim Z (an — gy (n)) =5 — s1. (4)

m—0o0
neM ﬂNSm

Naj bo 7(n) := mi(n) zan € M ter m(n) :=n zan € ;. S tem je w
permutacija mnozice N in

Y (an—arw) = D, (an—arm)-
n=1 nEMNN

Z upostevanjem enakosti (4) dobimo

Za”(n) = Z (aﬂ(n) - an) + Zan — (31 — 8) + s = s7.
n=1 n=1 n=1
Drugi del posledice dokazemo podobno. -

Natanénejsa oblika Lévy—Steinitzovega izreka za vrste s kompleksnimi
¢leni

Izrek 3 pove, kaksne oblike je lahko mnozica P iz (2). Naslednji izrek pa je
njegova podrobnejsa razlic¢ica, kjer s tremi paroma disjunktnimi pogoji na
¢lene vrste dolo¢imo vse mozne oblike mnozice P.

Izrek 6. Naj bo Y .7 | 2z, konvergentna vrsta s kompleksnimi éleni in vsoto
s.

(1) Ce obstaja natanko en pg € [0,7), da vrsta > oo | R {z,€'%°} absolutno
konvergira, potem velja

Pz}l )={2€C: R{(z—s)e¥} =0}.
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(2) Ce obstajata razlicna 1 € [0,7) in s € [0,7), davrsti > ooy R {z,e1%1}
iny 2R {zneim} absolutno konvergirata, potem velja

P ({antnzy) = {s}-
(3) Ce za vsak ¢ € [0,7) vrsta Yooy ‘?R {znei‘p}‘ divergira, potem velja
P ({Zn}ff:l) =C.

Ker primeri pokrijejo vse moznosti, je izrek 3 vsebovan v tem izreku.
Ker je R {(z — s)e*°} = 0 natanko tedaj, ko je z = s + ae™¥°, a € i- R,
je mnozica P iz primera (1) premica. Podobna klasifikacija s skalarnim
produktom obstaja tudi v vecrazseznem primeru, glej [7, str. 350].

Ponazorimo uporabo izreka na primeru realne konvergentne vrste
S an = s. Naj bo ¢ € [0,7). Potem imamo |R{ane¥}| = |an| -
lcos p|. Ce je vrsta pogojno konvergentna, vrsta Yo ’éR {aneiw}‘ konver-
gira natanko tedaj, ko je ¢ = /2. Torej imamo P ({an},-;) = R, kar je
ravno vsebina Riemannovega preureditvenega izreka. Ce pa je vrsta abso-
lutno konvergentna, vrsta » 7, |§R {anei‘p}‘ konvergira za vsak ¢ ter s tem

P ({an}nzy) = {s}
Primer 7. Vzemimo pogojno konvergentno vrsto
o0
1 1
(—1)"+t ( + i) .
nZ:l N

Oznaé¢imo z z, njene ¢lene in naj bo ¢ € [0, 7). Ker je

vV 1 1
Zn = (—1)7”“1”7—F exp (i arctan >,
n \/ﬁ
je
; vn+1 1
R Yl = tan — || .
R {zne?}] —— |cos { p +arc an\/ﬁ

Loc¢imo tri primere: ¢ € [0,7/2), ¢ € (7/2,7) in ¢ = w/2. Naj bo najprej
¢ € [0,7/2). Potem obstajata N € N in ¢ > 0, da je ¢ + arctan (1/y/n) <
p+e < w2 zavsen > N. Torej je |§R{znei‘”}’ > ﬁcos(g&—i—e) za
n > N. Ker je vrsta > 2, ﬁ divergentna, je po primerjalnem kriteriju
tudi vrsta Y 7, }§R {znew}’ divergentna. Naj bo sedaj ¢ € (7/2, 7). Potem
obstaja N € N, da zan > N velja 7/2 < ¢ < ¢ +arctan(1/\/n) < 7
in s tem ’?R{znei“’}‘ > % |cos ¢|. Odtod spet po primerjalnem kriteriju
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zakljucimo, da y 7, |§R{znei‘P}‘ divergira. V primeru ¢ = 7/2 imamo
‘gﬁ{znei‘f’}} = 1/n, kar so ¢leni divergentne harmoni¢ne vrste. Sklepamo,
da za vsak ¢ € [0,7) vrsta > o, |§R {znei@}‘ divergira. Izrek 6 zagotavlja
P ({zn}nz1) = C.

Izkaze se, da je dokaz izreka 6 v primeru (3) najtezji. Pri tem bo koristno
vpeljati in Studirati pojem poltraka absolutne divergence.

Poltrak absolutne divergence

Za o € R in 8 > 0 definirajmo mnozico
J(a, B) == {rei‘P: r € (0,00),|p —a| < B}.
Za [ € (0,7) ta mnozica predstavlja odprt kot v kompleksni ravnini z vrhom

v 0, kotom 28 in simetralo £ (a) := {re!*: r € (0,00)}. Naj bo > °° | 2,
pogojno konvergentna vrsta. Ce obstaja ag € R, da vrsta

Z |2n|

2n€J (ap,€)

divergira za vsak ¢ > 0, potem pravimo mnozici L («g) poltrak absolutne
divergence.? Seveda je potem za vsak k € Z tudi L (ag + 2km) poltrak
absolutne divergence.

Za vrsto iz primera 2 so £(0), £(n/2), L(m) in L£(37/2) vsi poltraki
absolutne divergence. Vsaka pogojno konvergentna vrsta z realnimi ¢leni
ima natanko dva poltraka absolutne divergence, £(0) in L(w), kar je res
tudi za vrsto iz primera 7, saj za njene ¢lene velja

arctan ﬁ, 2tn,
W8 =\ 1 4 arctan ﬁ, 2| n.

Naslednja lema zagotavlja obstoj poltraka absolutne divergence za vsako
pogojno konvergentno vrsto.

Lema 8. Naj bo > 02 | z, pogojno konvergentna vrsta. Recimo, da obstajata

n=1
>l

a €Rin B >0, da vrsta
€T (a,8)

divergira. Potem obstaja o € [a — B, + ], da je L () poltrak absolutne
divergence.

2Razliéni avtorji uporabljajo razliéna imena, npr. »principal direction« v [2], »direction
of accumulation« v [6] in »stark Strahl« v [5].
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Dokaz. Dokazujemo s protislovjem. Naj bo A := [ — 8, a + 5]. Recimo, da
za vsak A € A obstaja ey > 0, da vrsta Eznej()\@) zn, absolutno konvergira.
Potem imamo
o= Ba+ 81 C A —exA+en). (5)
AEA

Ker je leva mnozica v (5) kompaktna, obstaja kon¢na podmnozica Ag C A,
da (5) velja tudi v primeru, ko A nadomestimo z Ag. S tem imamo

YRETAED SEE S

z2n€J (e,8) AEAD zn €T (N\eN)

kar pa je v nasprotju s predpostavko leme. n

V nadaljevanju predpostavimo, da je izpolnjen pogoj (3) iz izreka 6, in
z uporabo prejSnje leme pokazemo obstoj poltraka absolutne divergence.

Lema 9. Recimo, da je Y > | z, pogojno konvergentna vrsta in za vsak ¢ €
[0, 7) vrsta Y .7, ‘?R {znei‘p}} divergira. Potem za vsak o € R obstaja o €
[a — 5,0+ %], da je L (ap) poltrak absolutne divergence.

Dokaz. Lahko opazimo, da po predpostavki v lemi vrsta > ‘?R {znew}‘
divergira za vsak ¢ € R, saj imamo %{zneiw} = —%{znei(“’_“)}. Vze-
mimo o € R. Opazimo tudi, da je z, € J (a,7/2) natanko tedaj, ko
je zpe i@ € J(0,7/2) oz. %{zne*ia} > 0. Od tod sledi %{zne*io‘} =
— |R {zne7'*}| natanko tedaj, ko je z, € C\ J (o, 7/2). Ce bi bila vrsta
Zznej(aﬂr/Q) ’3? {zne*io‘}‘ konvergentna, bi veljalo

)

i ‘?R {zne*ia}} =R {seiia} +2 Z ‘?R {zne*io‘}

n€J (a,m/2)

kjer je s := Y >° z,. To pa ni mogoce, saj bi bila s tem vrsta na levi
strani zgornje enakosti konvergentna. Sklepamo, da vrsta Y- ¢ 7(q.x/2) [2n]

divergira. Trditev sedaj sledi iz leme 8. ]

Trditev 10. Recimo, da je Y > | z, pogojno konvergentna vrsta in za vsak
o e [0,7) vrstay o2 ‘9‘% {znew}{ divergira. Potem za vsak o € R obstajata
taka a1 € [a — 7,0 in g € [a,a+ 7], ag — a1 <, da sta L (1) in L (o)
poltraka absolutne divergence.

Dokaz. Najprej bomo pokazali, da je mnozica

A= {a: L(«a) je poltrak absolutne divergence}
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zaprta. Vzemimo ¢ > 0 in {ay,},-; € A naj bo konvergentno zaporedje z
limito limy, o o, = a. Potem obstaja j € N, da je |a; — a| < £/2 in vrsta
ZZﬂEj(OJj,€/2) |zp| divergira. Ker pa je J (aj,¢/2) C J (o, €), od tod sledi

divergenca vrste 3. ¢ 7(a.) |2n| in s tem a € A.

Ce je £ (a) poltrak absolutne divergence, potem obstaja o/ € (o, o + 7],
da je tudi £ (a/) poltrak absolutne divergence. Recimo, da tak o/ ne obstaja
in definirajmo

B:={ap € la+7/2,a+37/2]: L(ap) je poltrak absolutne divergence} .

Po lemi 9 mnozica B ni prazna. Ker je navzdol omejena in zaprta, ima mi-
nimum @ > a + 7. Po lemi 9 obstaja o’ € [(@+a —7) /2, (@ + a+7) /2],
da je L () poltrak absolutne divergence. Imamo a < o/ < & < a + 37/2.
Sledi o € B in s tem o’ > @. Ker pa to ni mogoce, predpostavka o
neobstoju o’ ni pravilna.

Vzemimo « € R in definirajmo

C:={d' €[a—ma]: L(a') je poltrak absolutne divergence} .

Po lemi 9 mnozica C ni prazna. Ker je navzgor omejena in zaprta, ima ma-
ksimum «y. Ce je a1 = a, potem as = a; zadoSca trditvi. V nasprotnem
primeru po prej$njem odstavku obstaja as € (a1, a1 + 7], da je £ (ag2) pol-
trak absolutne divergence. To nam zagotavlja as — a1 < w. Ker po izbiri
ayq velja se ag € (a, a+ 7], je trditev s tem dokazana. n

Trditev 11. Naj bo fo’zl Zn, pogojno konvergentna vrsta.

(1) Ce je L (0) poltrak absolutne divergence, potem obstaja tako podzaporedje
{za, forys da velja R{z\,} > 0, vrsta Y .2 R{z\,} divergira in vrsta
o2 1S {2, } absolutno konvergira.

(2) Ce je L (r) poltrak absolutne divergence, potem obstaja tako podzapo-

o0

redje {2, ooy, da velja R{z,,} <0, vrsta Y7 R{z,,} divergira in
vrsta Y o0 {2y, } absolutno konvergira.

Podzaporedji {zx, }p—y i {2y, }ooy sta disjunktni.

Dokaz. Dokazujemo trditev (1). Izberimo € € (0,7/3). Ker zaporedje
{#n}—, konvergira proti 0 in vrsta ). 7(0,¢) |#n| divergira, obstaja kon¢no
mnogo ¢lenov zy,,..., 2y, zaporedja {zn},";, da je A < - < Any,
{2, }7]1\21 C J(0,e)in1 <M |z, | < 2. Napodoben naéin lahko vidimo,
da obstaja kon¢no mnogo ¢lenov ZAN 410> AN, zaporedja {z,},-, da je
N: . N:
ANy S AN1 < < ANy {2 © T (0,6/2) in 1 <302y 4 (2,
< 2. Na ta nac¢in konstruiramo strogo narasc¢ajoci zaporedji {Nj};io C
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No in {A\}72, € N, da je Np = 0, {z», ]R} 1 € J(0,e277) in 1 <
ZnNg\}jH |za, | < 2. 1z prvega pogoja dobimo R {z),} > |z, |cos (€277) in
S {22} < |2a,|sin (e279) zan € {N; +1,...,Njz1}. Zam € Ny sledi

N1 Nji1
Z?R{z)\}>z Z |z>\|cos—>Zcos—>%
j=0 n=N;+1
o0 Njp
Zﬁ{z)\n ]<Z Z ]zAn\sm—<22sm —,
n=1 Jj=0n=N;+1

od koder dobimo trditev (1). Dokaz trditve (2) poteka podobno, le da
clene z,, izbiramo iz J (77,52_3). Pri tem sta tako dobljeni podzaporedji
disjunktni. m

Prejsnji trditvi sta kljuéni v dokazu primera (3) izreka 6. Najprej opa-
zimo: ¢Ce je za neko pogojno konvergentno vrsto » - z, mnozica L(w)
poltrak absolutne divergence, je potem L£(0) poltrak absolutne divergence
za Yy oo zpe i Trditev 10 bo zagotovila obstoj dveh taksnih poltrakov,
medtem ko bo trditev 11 po ustreznih rotacijah priskrbela podzaporedja,
na katerih bomo lahko z uporabo izreka 4 izvajali ustrezne preureditve.

Na tem mestu dodajmo Se: Ce je za pogojno konvergentno vrsto mnozica
L(a) poltrak absolutne divergence za vsak o € R, je pogoj (3) izreka 6
izpolnjen. To sledi iz prejSnje opombe in trditve 11. Primer take vrste je

o 1 )
Z — exp (2wixn),

n

n=1

za © € R\ Q. Dokaz ni kratek in ga bomo zato izpustili, glej [5, str. 41-42].

Dokaz izreka 6

V tem zadnjem razdelku bomo dokazali izrek 6 in s tem tudi Lévy—Steinitzov
izrek za vrste s kompleksnimi ¢leni. Dokaz bomo razdelili na tri dele, v
skladu s primeri (1)—(3) v izreku 6.

Dokaz za prvi primer

Po predpostavki izreka obstaja natanko en ¢g € [0, 7T) da vrsta
Sy %{znewo} absolutno konvergira. Vrsta > °C | z, = s je v tem pri-
meru pogojno konvergenta, saj bi drugace veljalo

o0 ) o ) oo
Z ‘iﬁ{znew}‘ < Z ‘znew‘ < Z |2n| < 00
n=1 n=1 n=1
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za vsa realna Stevila . S tem je tudi vrsta > 2 zne el = sel%0 pogojno
konvergentna. Ker vrsta > > | R {zne 9"0} absolutno konvergira, sledi, da je
PRI {z ewo} pogojno konvergentna vrsta. Vzemimo

nl
s GS::{ZE(C:%{z—s 6“’00}20}.

Po izreku 1 obstaja permutacija 7 mnozice N, da je
Z {z “PO = %{s’ewo}.

Kerje > 22, R {zne“"o} absolutno konvergentna, je

Z R {zw(n)ei‘m} =R {s’ei‘po} =R {sei‘po} . (6)
n=1

Torej je Y 0% zz(n) = &', kar dokazuje S C P ({zn};2;)- Ce je s €

P ({#zn},—;), potem obstaja permutacija m mnozice N, da velja s’ =
Yoz =(n)- Ker vrsta SR {znei%} absolutno konvergira, ponovno ve-
lja (6) in odtod s’ € S. S tem imamo S =P ({z,}, ).

Dokaz za drugi primer

Po predpostavki izreka obstajata razlicna ¢ € [0,7) in 2 € [0, 7), da vrsti
oo up in Y o7 | wy, absolutno konvergirata, kjer smo definirali

Up =N {znelw} =R{z,}cosp; — S {z,}sin 1,
wy, =N {znei‘p"’} =R {z,} cos py — I{z,} sin ps.

Ce je g2 = 0, je 3.°°, R{z,} absolutno konvergentna vrsta. Recimo,
da velja o # 0. Potem imamo

S <S%n‘p1wn - un> _ s (1= 9a) 5 Zéﬁ{zn}

sin sin
n=1 ¥2 ¥2

Ker je leva stran enakosti absolutno konvergentna, sledl, da je tudi v tem
primeru vrsta » > R {z,} absolutno konvergentna.

Ce je g = /2, je > .o | 3 {2,} absolutno konvergentna vrsta. Recimo,
da velja @9 # 7/2. Potem imamo

o0
oS 1 _sin(p1 — @2
> ( wn—un)—WZ {on}.

COS
n=1 ¥2

od koder sledi absolutna konvergenca vrste Y o7 | S{z}.
Dokazali smo, da je Y 7 | z, absolutno konvergentna vrsta, torej se po
poljubni preureditvi njenih ¢lenov vsota ne spremeni.

172 Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 5



O preureditvah vrst s kompleksnimi ¢leni

Dokaz za tretji primer

Po predpostavki izreka za vse ¢ € [0,7) vista > oo, |R {zn€'¥}| divergira
in Y >, 2z, =5 Vzemimo s’ # s. Naj bo a € R tak, da velja s — s’ =
|s — §'| €. Po trditvi 10 obstajata a; € [ — 7, @] in ag € [, + 7, da je
ag —aq < 7 ter sta L () in L () poltraka absolutne divergence. Lo¢imo
primere:

(1) g — o1 < T

(1.1) a1 < @ < g
(1.2) a1 = a < aw;
(1.3) a1 < = ag;

(2) ag=ag + .

Vrsta v primeru 7 pokaze, da se (2) lahko zgodi.

Najprej obravnavajmo primer (1). Ce velja (1.1), obstajata pozitivni
Stevili dy in da, da je s — &' = die'®' 4 dye*?. 'V primeru (1.2) obstaja
di > 0, da je s — s = dje' ter v primeru (1.3) obstaja d;, > 0, da je
s — s = dyel®2. Podali bomo dokaz samo za primer (1.1), saj sta dokaza
v primerih (1.2) in (1.3) podobna. Za vrsto > °° | z,e7 % je mnozica £(0)
poltrak absolutne divergence. Po trditvi 11 obstaja podzaporedje {zx, },—;

zaporedja {zp}oc |, daje > o0 R{z), 7} = 400 in

n=1
Z | {z,\ne*ial}‘ < 00 (7)
n=1

Izrek 4 zagotavlja obstoj permutacije 71 mnozice .Z = {\,,: n € N}, da velja

o o0
Z % { (ZATL - Zﬂ'l ()\n)) e_ial} = dl’ Z % { (Z)\n - zﬂ'l()\n)) e_ial} = 07
n=1 n=1

kjer nicelnost vsote druge vrste sledi iz (7). Ce definiramo 7 (n) 1= m1(n)
zan € Z inwi(n) :=nzan¢ <, je ™ permutacija mnozice N, za katero

velja
oo

Z (Zn - Zﬁ-l(n)) = dleial.

n=1

S podobnim postopkom, le za vrsto Y 7, ,z,;l(n)e*io‘2 in ds, lahko pokazemo
obstoj permutacije 7o mnozice N, da je
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S tem imamo

D (o= zm) = D (B =z m) + D (i) = 2em) =5 — &

n=1 n=1 n=1

za = Ty 0 7. Torej je Y07 2y = 5.

Izrek moramo dokazati Se za primer (2), torej naj velja ag = a; +
m. Za vrsto y o0 zpe ' sta mnozici £(0) in L£(m) poltraka absolutne
divergence. Po trditvi 11 obstajata disjunktni podzaporedji {zx, }oe in
{zu, }oo ) zaporedja {z,},—q, daje > 07 af = +oo in Y o7 |bt] < oo ter
S a, =—o0in Y o0 |b,| < oo, kjer smo definirali a;} := R {z), e}
in b =S {zn, e} ter a, = R{z e} inb, = {z,,e7™}. Naj
bo {zyn}n | podzaporedje preostahh ¢lenov zaporedja {z,} -, zapisanih
v enakem vrstnem redu. Ker je \s{zne 16‘1} = —%{zne (m/2~ al)i}, vrsta
S o0 | R {zne?}| divergira za vsak ¢ € R in > o2, [bif| < oo, sledi diver-
genca vrste Y 7, ‘% {z,,ne_ial }‘ Po izreku 1 zato obstaja permutacija m;
mnozice {v,: n € N}, da velja

Z R {zm(,,n)efial} =3 {S’efial} — Z (b;{ + b;) ) (8)
n=1 n=1

710[1

Definirajmo a,, := R {zm(yn)e*ial} inb, ;=S {zm (n)€ } Za naravni

Stevili n in m, n < m, definirajmo A™(n,m) := Z;”n S in A7 (n,m) :=

Z;n:n aj . Locimo primera, ko je a; < %{s’e_ial} ali a; > §R{se 10‘1}.

Recimo, da velja a; < R {s’ e‘io‘l}. Potem izberemo naravna Stevila m; <
mo<...inky<ks<...vV

a1+ AT (L,m1) + a2+ A (1,k1) + a3
+ AT (my +1,mg) +ag+ A (k1 + 1, k2) + as
4o (9)
+ AT (M + 1,mpg1) + aznso + A (ko + 1, kng1) + a2n4s
na naslednji nac¢in:

(1) my > 1 je tako najmanjse naravno Stevilo, da velja
Sf i=a; + AT (1,m1) +ay >R {s'e*io‘l} ;
(2) k1 > 1 je tako najmanjse naravno Stevilo, da velja

Sy =87 +A" (Lk) + a3 <R{s'e” '}
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(3) ma > mq + 1 je tako najmanjse naravno Stevilo, da velja
S;r =57 + AT (my+1,mo) +ag >R {S'e_io“} :
(4) ko > k1 + 1 je tako najmanjse naravno Stevilo, da velja
Sy =85 + A" (k1 + 1,ko) + a5 <R {s'e_ial} :
(5) in tako dalje z mpy1 > mp + 1, kpy1 > ky + 1 in

S++1 =8, + AT (mp + 1,mp01) + azpae > R {s’e*ial} ,

n

Spiy =S85+ A7 (kn+ 1 knt1) + azngs < R{s'e7 " }.
Zgornji koraki so vedno izvedljivi, saj za poljubno naravno Stevilo n velja
lim AT (n,m) =400, lim A~ (n,m)= —oc.
m—r0o0 m—r0o0

Pri tem je (9) preureditev vrste Y o2 R {z,e7* }. Konstruirali smo tako
permutacijo m mnozice N, da za vsak n € N velja

N
lim sup Z R {zr(j) e} < S lﬁigof Z R {zﬂ(j)e_io‘l} >S5, .
=1

N—ooo
Velja se
0< Sy —R{s'e”™} < max {a;;n“ + azn+2, a;rlnﬂ} 7
min {ak 11 +a2n+3,ak +1} < S, _ %{5/ —1a1} <0,

kar zagotavlja lim,, o, S;F = lim, o S, = R {s e “"1} Torej je

Z e {zﬂ(n)e_ial} =R {s'e_ial} .
n=1

Opazimo, da velja

Z {Zx(mye Tl = Zb +Zb++Zb_ {slemin} .

Prva enakost velja, ker smo po predpisu (9) v pogojno konvergentno vrsto
>0 1 by dodali €lene absolutno konvergentnih vrst > >, b in fo 1 b, ,
medtem ko druga enakost velja zaradi (8). Od tod sklepamo D % | zr(n) =

s’. 'V primeru a; > §R{s’ _lal} dokazujemo podobno, zato podrobnosti

prepusc¢amo bralcu. Dokaz izreka 6 je s tem koncan.
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