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APROKSIMACIJA RASTNIH FUNKCLJ S KUBICNIMI ZLEPKI
Anton CEDILNIK*

Izviecek

V &anku so izpeljane formule za doloanje kubiénega zlepka prvega reda z minimalnim drugim
odvodom, ki naj ima vozle v danih tofkah in mora biti naras¢ajoc. Zahteva po monotonosti
privede do nelinearnega konveksnega programa, ki ga reSimo numeri¢no.
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APPROXIMATION OF GROWTH FUNCTIONS WITH CUBIC SPLINES

Anton CEDILNIK*

Abstract

In the article we deduce the formulae for determination of the cubic spline of the first order, with
minimal second derivative. The knots are in given points and the spline has to increase. This

demand leads us to a nonlinear convex program, which is solved numerically.
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Zaletni in osnovni problem, s katerim se sretamo potem, ko premerimo drevesne
letnice, je, kako dobljene podatke aproksimirati s funkcijo, na kateri se da uporabiti
analititne metode. V navadi je, da aproksimacijo izvedemo s kako analitiéno (vetinoma
elementarno) funkcijo, ki seveda podatke le priblizno uboga, pogoste so pa tudi hude
anomalije v prilagajanju. Tale zapis naj bi bil konstruktivna kritika tega posla.

V (Cedilnik 1986) je izpeljana metoda, kako iz podatkov dobimo najboljSo to¢kovno
aproksimacijo. Prepri¢ani smo, da bolj grobe aproksimacije niso smiselne iz dveh
razlogov:

(1) obstajajo numeri¢ne metode, ki nam z doloéeno natantnostjo poiStejo vse zahtevane
zakljucke;

(2) &e ze zelimo imeti povsod definirano aproksimacijo, moremo uporabiti interpolacijo
z zlepki.

Tu se bomo ukvarjali z zlepki, saj numeri¢ne metode, ki jih omenjamo, nimajo prav za
rastne funkcije nekih specifi¢nih mehanizmov.

Zlepek, ki ga bomo uporabili, mora imeti po potrebi prevoje, obenem pa naj bo &im
niZje stopnje. S tem je Ze odloteno, da gre za kubiéni zlepek.

Nadalje bomo zahtevali, da je zvezno odvedljiv. Ta zahteva je morda pretirana, saj
prirastna funkcija ni vselej zvezna (ob&asne hude motnje v prira$¢anju dozivi praktiéno
vsako drevo), je pa skoraj povsod zvezna. Nasprotno bi zlepek brez zahteve po zvezni
odvedljivosti ne imel skoraj v nobenem vozlu zveznega odvoda.

Naslednja zahteva je "pohlevnost" zlepka. To zahtevo izpolnimo z minimalnostjo
drugega odvoda v L°-normi, kar razumemo tako, da rastni pospesek ne more biti zelo
velik, ¢e pa je Ze, je le malo ¢asa.

Zlepek, kakrinega smo zahtevali, bi bil torej povsem obitajen kubi¢ni zlepek prvega
reda, ¢e ne bi bilo sicer samoumevne, matematiéno pa zelo neprijetne zahteve, da naj bo
monoton, torej nara$¢ajod.

X Xo X1 .. Xy Tabela 1
Yy Yo Y1 oo ¥n

Dana je tabela 1. Zanjo naj velja:

n =1,

X0<X1<..< X,

YosSy1=S..Syn

B&emo kubitni zlepek S = {y= A+ Bx* + Cx + D; | i=1..,n},ki
(P1) bo el skozi vozle (x;, y; ) (i = 1,..,n),

(P2) bo zvezno odvedljiv,
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(P3) bo monotona funkcija in
(P4) bo pri izplnjenih prejinjih pogojih imel drugi odvod minimalen v L? [xo, x)- normi.

Najprej bomo pokazali, da obstaja kubi¢ni zlepek, ki ustreza pogojem (P1) - (P3).
Vnaprej naj izraz kubicni polinom pomeni polinom stopnje <3.

LEMA 1. Za to¢ki (xp,yo ) in (X1,y1) (xo < X1, yo < y1) obstaja kubi¢ni polinom, za
katerega sta to stacionarni to¢ki, na intervalu med to¢kama pa nara3¢a.

Dokaz. Najboy = A+ B2+ Cx+D.Zata polinom torej velja:

x(3)A +x(2)B +x9C +D =y
x%A +x%B +x1C +D =y,

w34 +2xB  +C =0
3x24 +2r;B  +C =0
Izradunajmo glavno determinanto sistema:
x% X(Z) X 1

x:{ x%xll =(x;—x 420

g 2 10 1~ %) #0.

3% 2 10

Parametri 4,B,C,D so torej enoli¢no doloCeni. Iz sistema se tudi vidi, da je y ali konstanta
ali pa polinom natanéno tretje stopnje, iz ¢esar pa potem sledi tudi monotonost na
[x0,x1]. QED

TRDITEV 2. Vedno obstaja za tabelo 1 kubi¢ni zlepek, ki ustreza pogojem (P1) - (P3).

Dokaz. Trditev sledi iz leme 1, ée na vsakem intervalu [x;.1,x;] (i = 1,...,n) naredimo v lemi
opisano kubié¢no interpolacijo. QED

Najprej redimo nalogo za primern = 1.
Ax3 + Bx§ + Cxo + D =y
Axi + Bx} + Cx; + D =y,
Vx €lxg,x1]: 34x2 +2Bx + C = 0
Xy 2
Pri teh pogojihnajbo s = [ (6Ax + ZB) dx minimalen.
X
Resevanje je preprosto, saj Ze vnaprej vemo, da je refitev linearna:

x —
}’1 Y1~ Yo D= Yo — XoY1

4 =B =0,
X1 —xp’ X1 — Xp
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Odslej naj bor > 1. Natantno formulirajmo nalogo!
I§¢emo zlepek

X =X
S ={af +bf +ct+d; | t=——e_—‘—‘— €(01];i=1,..n}

kjer smo oznadili

P =X — Xi~1 > 0 (l = 1,...,n),

da bodo veljali pogoji (P1):

i =Yi-1 (= 1..,n) 1)
ai+b;+ci+di=y (=1,..n), @)
pogoj (P2):

;1;(361.- + 2b; + ¢;) = —j{f (= 0.1~ 1) -
in pogoj (P3):
VtE€[01):3a8 + 2bt +¢; 2 0 (i = 1,..,n), 4)

da bo izpolnjen 3e pogoj (P4), torej da bo minimalen izraz

n X;

s=% [ e (6ai+ 2b)%dx .
i=1 '

x-1

Uvedimo $e eno oznako:

fi=yi=yi.120(@=1,.,n

Z enacbami (1) so eliminirane neznanke d;, z enatbami (2) pa $e neznanke b;:
bi=fi—ai—ci (=1.,n) )

Uvedimo posebne oznake za odvode zlepka S v tockah tabele 1.
Odvod v totki (x ; yj ) naj boz; (j = 0,...,n). Potem je mogode pogoje (P2) oziroma enatbe

(3) zapisati Se drugace:

1 _ 6
e, = 20 | (6)
1 Cit1 .

—Ba;+2b;+¢))=—"=z(@{=1.,n—-1), )

¢ €ir1

- (3an + 2bn +€x) = 2, ®
n

Iz (6) in (7) sledi:

Ci = ezi_1 (i =1,.,n) 9
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Iz (5), (7), (8) in (9) pa potem e dobimo:

;= e (zi + zi1) — 2f; (i = 1,.,1) (10)
Ostale so nam samo e neznanke z; . Poskusimo z njimi izraziti pogoje (4). Ce v 4
vstavimo ¢ = Q aliz = 1, dobimo:

;=0 (j = 0,..,n) (11)
Nato naj bo 0 < ¢ < 1 in obravnavajmo i-ti pogoj iz (4). Vanj vstavimo (5), (9) in (10) in
ga takole preoblikujmo:

e. . e. ._
36 @ +2im) = 6 S 7o + o (12)
Ocena (12) velja za vsak ¢ € (0,1), torej predvsem za tisti fp , za katerega je izraz na

desni strani ocene minimalen:

fo = —VZizl
T Va +Vain

pri ¢emer smo predpostavili, da sta z; in z;. razliéna od 0. Toda prav v vseh primerih
potem velja:

3¢ (zi +2i-) — 6f; <€ (Vzi +Vzig )%,
oziroma, ¢e uvedemo $e eno oznako:

g = ¥/e; (i =1,.,n),
velja v konéni obliki:

i+ 2o —Vz2Ziq <g (i =1..,n). (13)

Dodelajmo $e izraz za s !

n 1
s=43 e [ (3ag +b;)2dt =
0

i=1

=43 e (3a? + 3ab; + b} ) =

= 45" +§-Eg,-2/e,-,

kjer je
o1 2 2
" = — (zf 4 zz; 1 + 25, -9z —pzi
igl ei (@i +ziziq +ziiy —8Zi — 8iZi—1 ) (14)

Seveda je s minimalen natanko tedaj, ko je minimalen s*.

Iskanje minimuma funkcije s* v (14) ob pogojih (11) in (13) je nelinearen program. Za
vsak I je obmodje, dologeno z oceno (13), zaprta konveksna mnoZica. MnoZica moznih
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reditev je tedaj zaprta konveksna mnozica, omejena zaradi tega, ker je z; <4g; /3 zai=
1,..,n (za dokaz vstavimov (13):z; = 4g/3 + w, w > 0) in z; <4g;41 /3 za i =0,..,n-1
(za dokaz vstavimo v (13): z; = 4g,+1/3 + w, w > 0), ter neprazna, kerjezg=..=2,=0
tudi mozna re§1tev Skratka, mnozica mozmh reditev je neprazna konveksna kompaktna
mnozicav R"*1. Povrhu vsega pa je s* zvezna in celo konveksna funkcija. Zato prob]em
m zahteven teoretino, pad pa le ratunsko. Ce neznanke z; nadomestimo z novimi: z; =
u? (da se v (13) znebimo korenov, ki niso povsod odvedljive funkcije), lahko napiSemo
Kuhn-Tuckerjev sistem, ki pa, kot kaZe, nima preproste eksaktne resitve. Zato poi§¢imo
reSitev numeri¢no, z iteriranjem.

Za zaletne vrednosti neznank izberimo: zy =.. =z, =0, potem pa zaporedoma
popravljajmo neznanke od 0 do n, pa spet od 0 do n ... tako, da so pogoji (13) e veljavni,
da pa se s* &im bolj zmanjia. Izpeljava ustreznih formul ni tezka, ima pa zelo veliko
parcialnega sklepanja, zato napiSimo le rezultate. Simbol z; naj pomeni prvotni pribliZzek,
simbol z;* pa novi priblizek.

Racunanje z¢":
Z1=2 2y = (81 -2 )/2

[ 1 Y
2128122 =75 [281 — 21— vz1(4g1 — 37, )]

Radunanjez;’ (0 <i <n):

_ ¢iv1 (8 —2i1) t e (8i+1 — Zis1)
2(ejvy + €)

q= % [max{‘/zz 1 — VA8 —3zi_1 , Vziy1 — VA8 — 3zin ,0}]2

)
r= fmm{zgi“zi—l + Vzi_y (48 =3zi-1 ), 28i41 —Zi+1 +VZiv1 (88iv1 —3Ziv1 ) > 217}

P=q =z =¢q
p=q =>z'=r
Radunanje z,,":

Zn-1<8n *2Zn = (8n—2p-1)/2

' 1 Y
Zp_y 28y PZy = 2 [zgn —Zpn_1 = VZp_1 (48n — 32, )]
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SUMMARY
APPROXIMATION OF GROWTH FUNCTIONS WITH CUBIC SPLINES

We have the following problem: through the given knots (whose coordinates are both
increasing) we want to send a cubic spline, which is continuously differentiable, is
everywhere increasing and has L* minimal second derivative. We firstly show that such
a spline exists and we express its coefficients with the values of the first derivative in the
knots. For these values we get (because of the demand for incresing) a nonlinear convex
program, for which we deduce an iterative numerical method of solving.

Such a spline could be used for the interpolation of data of a growth function, if the
errors of measurings are small. We claim that this interpolation provides a better result
than an approximation with a questionable analitic function.
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