SOLA

O METU KROGLE IN METU KLADIVA
JANEZ STRNAD

Fakulteta za matematiko in fiziko
Univerza v Ljubljani

PACS: 01.80+b

Gibanje izstrelka je priljubljen zgled v ucbenikih fizike. Pogosto se z njim ukvarjajo
fizikalne poucevalske revije. Clanek opiSe ra¢une pri metu krogle in metu kladiva. Sle-
dnji je zanimiv zaradi uspeha Primoza Kozmusa. Izracuna delo zra¢nega upora in oceni
zmanjSanje dometa zaradi njega. Nazadnje sledi poskusom, da bi pospesevalni del meta
povezali s prostim delom in naredi nekaj ocen.

ON SHOT PUT AND HAMMER THROW

Projectile motion is a popular example in physics textbooks. It is often discussed
in physical educational journals. In the article some calculations are presented for shot
put and hammer throw, the latter being particularly interesting due to the success of
Primoz Kozmus. The work of the air drag is calculated and its influence on the range is
estimated. Finally, the trials are followed to connect the acceleration phase with the free
motion phase giving some estimates.

Ze v starih ¢asih so tekmovali v metanju tezkih predmetov. Iliada ome-
nja, da so oblegovalci Troje tekmovali v metanju skale. Vojaki so v ¢asu, ko
so bili topovski izstrelki kamnite krogle, metali topovske krogle. Iz tega se je
postopno razvil met krogle (anglesko shot put, suvanje izstrelka — topovske
krogle). Za moske je bil met krogle olimpijska disciplina od prve olimpiade
leta 1896. Za zenske je postal olimpijska disciplina leta 1948. Skoti, ki jim
je angleski kralj med boji za osamosvojitev na koncu 13. stoletja prepovedal
uporabo orozja, so si pomagali s kroglo na drogu. Tako orodje so uporabljali
tudi na tekmovanjih na Skotskem visavju. Iz tega se je postopno razvil met
kladiva. Prvi¢ so ga za moske vkljuéili na drugo olimpiado leta 1900. Za
zenske so ga uvedli na olimpiadi leta 2000.

Pri obeh metih moski uporabljajo kroglo z maso 7,26 kg iz Zeleza ali
medenine s premerom od 11 do 13 cm, Zenske pa kroglo z maso 4 kg s
premerom od 9,5 do 11 cm. Pri kladivu je na kroglo pritrjena za moske do
1,215 m in za Zenske do 1,195 m dolga jeklena zica. Na drugem krajiscu zice
jerocaj. Kladivo metalec mece z dvema rokama in lahko uporablja rokavice.
Pri metu krogle mora uporabiti eno roko. Pri obeh metih metalec mece iz
kroga s premerom 2,135 m, ki ga obdaja 10 cm visok lesen obro¢. Metalec se
ga lahko dotakne na notranji strani, ne sme se ga dotakniti na zgornji strani
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ali ga prestopiti, preden krogla pade na tla. Let krogle pri metu kladiva je
mogoce primerjati z letom krogle pri metu krogle. Pri drugih dveh metih v
lahki atletiki, metu diska in metu kopja, sta orodji precej drugacni. Drugace
od metalca krogle, ki uporablja le roko, metalec kladiva uporabi obe roki in
zico kot nekaksno napravo za dodatno pospesitev krogle. Najprej sta obe
disciplini veljali za preizkus moci, potem so razvili nacine, ki vkljucujejo
hitrost in spretnost ter zahtevajo dobro ¢asovno usklajenost.

Svetovni rekordi
krogla
moski | Randy Barnes (ZDA) 23,12 m | 1990
zenske | Natalija Lisovskaja (Rusija) | 22,63 m | 1987
kladivo
moski | Jurij Sedih (Rusija) 86,74 m | 1986
zenske | Betty Heidler (Nemcija) 79,42 m | 2011

Primoz Kozmus je na olimpiadi v Pekingu leta 2008 z metom 82,05 m dosegel
zlato kolajno.

Zanimivo je obdelati mehaniéne osnove metov [7, 9]. Opazujmo giba-
nje krogle, ko jo metalec spusti. Tedaj ima krogla zacetno hitrost V pod
zacetnim kotom [ proti vodoravnici in zacetno visino yo nad tlemi. Krogla
nato pada s pospeskom prostega padanja g navpicno navzdol. Najprej ne
upostevamo zrac¢nega upora. Vodoravna komponenta hitrosti se ne spre-
minja v, = V cos 3, navpi¢na pa se zmanjsuje v, = Vsinf8 — gt, ¢e Cas t
zacnemo meriti v trenutku, ko krogla zapusti metal¢evo roko. Tirnico krogle
dobimo, ko iz enatbe z = Vit cos  izratunamo ¢as in ga vstavimo v enacbo
y=1yo+ Vtsin — %gtzz

y=1yo+xtan g — gavz/(QV2 cos? B). (1)

V enacbo je pripravno vpeljati brezenotski koordinati ¢ = gx/V? in n =
9y/V? ter o = gyo/V*:

n=mn+&tan B — %{2/cos26.

Z enacbo izra¢unamo metno razdaljo, to je razdaljo xg = V2&y/g, v kateri
krogla zadene tla pri y =n = 0:

€2 — €osin 28 — 2ng cos® = 0. (2)

Metna razdalja:

&= 3sin2B+ \/% sin® 23 + 2 cos? B (3)
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je odvisna od zacetnega kota (5. V splosnem krogla doseze tla po dveh
tirnicah pri ve¢jem in manjsem kotu 5. Le pri dometu xo.,, ki mu ustreza
€om, to je najvecji metni razdalji, je kot en sam: (y. Nadomestimo 1/ cos? 3
z 1 +tan? 3 in v (1) prepoznamo kvadratno enacbo za tan 3y [2, 5]:

tan? Bo — 2tanﬂo/§0 — 2770/53 +1=0.
Pri dometu je diskriminanta enaka ni¢: (2/&,)? = 4-1-(1—2n0/&3,,), tako
da je:
tan fo = 1/Eom, tan® Bo = 1/(1+2m0), &, =1+ 210, (4)

Enak izid bi dobili, ¢e bi izracunali odvod d¢/df, ga izenacili z 0 in resili
enacbo. Po enacbah (4) se zaradi zacetne visine 79 domet poveca.

2 468 2 468 2 468 2 468 2 468 2 468 2 468
10-! 109 10! 102 103 104 109 108

Re_>

Slika 1. Odvisnost koeficienta upora za gladko kroglo od Reynoldsovega Stevila [11].
Merili na obeh oseh sta logaritemski. Zacetni premi del ¢, = 24/Re ustreza linearnemu
zakonu upora.

Domet pa se zmanjsa zaradi zracnega upora. Upor izracunamo s kva-
dratnim zakonom F, = %cupsz. Pri tem je ¢, koeficient upora, p gostota

zraka, S Celni presek telesa in v? kvadrat velikosti hitrosti. Upor je odvisen

od oblike telesa [10]. Za kroglo s polmerom r meri ¢elni presek S = 7r2.

Delo zracnega upora med letom je A, = fﬁu -d§ = — [ F,ds. Pri tem je
ds = vdt kratek odsek tirnice in ima upor nasprotno smer hitrosti. Kvadrat
velikosti hitrosti se med metom le malo spremeni. Zanj vstavimo v? = vg+v§

in za odsek tirnice ds = /v2 + v2dt. Dobljena izraza sestavimo v:
Ay = —/Fuds = ZeupS [(vV2 4 02), 02 + v2dt = LeupS [(v2 +v2)3 2dt.
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Izra¢unamo kvadrat velikosti hitrosti:
v2 + vz = (VecosB)? + (Vsin g — gt)> = V2 — 2Vgtsin § + ¢°t* =

VZ(1 — 26 tan B+ €2/ cos® B).

Nazadnje smo ¢t nadomestili z x in tega s £&. To naredimo tudi z dt =
dx/(V cos B) = (V/g)d&/ cos 5 in dobimo:

_cupSV4 VI+2m0 _cu,oSV4

_ B 2 2 M\3/2 76
Ay = 2gcos B (1= 2€tan § + &%/ cos” f)77dE = 2g cos 8

I(no).
(5)

Koeficient pred integralom in z njim absolutna vrednost dela zratnega upora
izrazito narascata z zacetno hitrostjo. Integral I(ng) in odvod 01/0ng iz-
racunamo s programskim paketom za simboli¢no racunanje Mathematico
numeri¢no, ne da bi uporabili kak priblizek. Pri zacetni visini 0 dobimo
I(no =0) =0,5544 in (01 /0n0)n,—0 = 0,3859. Z integralom si pomagamo,
ko ra¢unamo delo zra¢nega upora pri zacetni visini 0, odvod pa pove, kako
se to delo spreminja z zacetno visino.

Najprej si ustvarimo pregled v prvem priblizku, v katerem ne uposte-
vamo zacetne viSine krogle ng = 0 in zra¢nega upora in je &y, = 1 in
Bo = 45°. V tem priblizku je zacetna hitrost v = V/97o. Za navedene
svetovne rekorde dobimo z g = 9,81 m/s? za V) pri moskih za kroglo
15,06 m/s in za kladivo 29,17 m/s ter pri zenskah za kroglo 14,90 m/s in za
kladivo 27,91 m/s. Rekordi so imenitni in jih pogosto navajajo, vendar so
nastali v izjemno ugodnih okolis¢inah. Veckrat je bolje uporabiti podatke,
ki so jih dala podrobna merjenja, ali povpreéja. Ze na prvi pogled vidimo,
koliko je pospesitev pri metu kladiva uspesnejsa kot pri metu krogle. Raz-
merje zacetnih kineti¢nih energij, to je kvadratov zacetnih hitrosti, pri metu
kladiva in metu krogle pri moskih doseze 3,75 in pri zenskah 3,51. Po tem
in po rekordih tudi uvidimo, da so razmerje med masama krogel za moske
in zenske izbrali premisljeno.

Zacetna visSina metno razdaljo poveca in metni kot zmanjsa, priblizno:

Som=\V1+2n~1+mn in tanfBy=1/\/1+42n~1—1n
in ﬁ()%iﬂ'—%ﬁ(]- (6)

Prvo zvezo za &y, preprosto pojasnimo. V prvem priblizku krogla zapusti
metalcevo roko pod kotom iﬂ in pod priblizno tem kotom pade na tla. Tako
si na mestu padca krogle lahko zamislimo pravokotni trikotnik, katerega
navpi¢na kateta yg je enaka vodoravni kateti, za katero se podaljSa metna
razdalja xg.

Pomnozimo enaébo zg = V?2/g + yo z mg. Zveza:

mgzg = mV? +mgyo = 2Wy + W, (7)
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kaze, da je v prvem priblizku v tem pogledu za metalca dvakrat ugodneje, da
delo vlozi v kineti¢no energijo kot v potencialno. Pogosto za gy upostevajo
podatek 2,15 m. Zacetni kot se zaradi tega zmanjSa pri moskih pri metu
krogle za 2,7° in metu kladiva za 0,71° ter pri zenskah pri metu krogle za
3,1° in pri metu kladiva za 0,78°.

Pri uporu smo integral I(ng) izrac¢unali, ne da bi se zatekli k priblizku.
Pojavijo pa se druge negotovosti. Navadno vzamemo, da je koeficient upora
konstanten in za kroglo meri nekaj veé¢ kot 0,4 [10]. Odvisnost koeficienta
upora od Reynoldsovega stevila Re = 2rpv/u z viskoznostjo zraka p pokaze,
da je tako pri Reynoldsovih stevilih med 2 - 10% in 2 - 10° [3]. Pri nekoliko
ve¢jem Reynoldsovem stevilu kot 2,3 - 10° pa koeficient precej strmo pade
na 0,1 (slika 1). Koeficient upora je odvisen Se od hrapavosti, a pri metih
lahko vzamemo kroglo za gladko. Reynoldsovo stevilo je pri rekordih za
moske pri metu krogle 1,20 - 10° in pri metu kladiva 2,33 - 10°, pri zenskah
pri metu krogle 1,20 - 10° in pri metu kladiva 2,23 - 10°. Racunali smo
za temperaturo 20 °C z viskoznostjo zraka 1,802 - 1075 kg/(ms) in gostoto
1,205 kg/m? — najdemo tudi druge podatke — s premerom krogle 12 cm in s
hitrostjo V(1. Predpisi dopuséajo premer krogle od 11 cm do 13 cm, zaradi
Cesar je premer negotov na 18 % in presek na skoraj 40 %. Razmerje med
absolutno vrednostjo dela upora in zacetno kinetiéno energijo |A,|/Wj, meri
za moske pri metu krogle 0,0136 in pri metu kladiva 0,0511 ter za zenske
pri metu krogle 0,0244 in metu kladiva 0,0848. Zaradi izrazite odvisnosti
upora od hitrosti sta prispevka upora pri metu kladiva precej vecja kot pri
metu krogle. V prvem priblizku je domet sorazmeren s kineti¢no energijo:

LmVW? = Lingao. Po tej zvezi di zrac domet B
5 smgxo. Po tej zvezi se zaradi zracnega upora domet zmanjsa za
moske pri metu krogle za 0,31 m in pri metu kladiva za 4,48 m ter za zenske
pri metu krogle za 0,55 m in pri metu kladiva za 7,15 m. Medtem ko se
zaradi zaCetne viSine domet poveca, se zaradi zracnega upora zmanjsa. Pri
metu krogle ucinek zacetne visine prevlada nad ucinkom zrac¢nega upora,
pri metu kladiva pa u¢inek zracnega upora nad uc¢inkom zacetne visine.

Prvi priblizek za odvisnost metne razdalje od zacetne viSine in zracnega
upora bi lahko izboljsali z iteracijo. (Bolje je govoriti o metni razdalji kot
o dometu, saj ni gotovo, da je pri dani velikosti zacetne hitrosti izbrani za-
¢etni kot najugodnejsi). Zacetno hitrost bi pri metu krogle za malenkost
zmanjsali in pri metu kladiva zvecali in ponovili racun ter se s ponavljanjem
racuna poskusali priblizati dosezenim metnim razdaljam. Toda podatki, ki
so jih dobili s podrobnejsim merjenjem na nekaterih pomembnih tekmova-
njih, namigujejo, da bi pri metu krogle imelo tako racunanje malo smisla.
Za zacetni kot pri metu krogle so dobili v povprecju 33,5° z velikim odsto-
panjem na obe strani [11]. Tolikénega zmanjsanja zacetnega kota na opisani
nac¢in ne bi mogli pojasniti. Pri metu kladiva so za povpreéni zacetni kot
dobili 41,5° in je odstopanje manjse.

Doslej smo obravnavali prosti del meta, ko se je krogla gibala le pod
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— T

Slika 2. Tirnice po enacbi (1) z Bo = 37, o = 21,1 m in V = 13,7 m/s (1), po (10a) z
Bo =38,8°, 20 =19,7m in V = 13,2 m/s (a) ter po (10b) pri Bo = 37,5°, 2o = 18,7 m
inV =12,9m/s (b).

vplivom teze in zra¢nega upora. Nismo se ozirali na pospesevalni del meta,
v katerem je na kroglo deloval Se metalec. Pri tem smo privzeli, da so
zacetna hitrost, zacetni kot in zacetna visina neodvisni. To velja za prosti
del meta, ne pa za pospeSevalnega. V pospeSevalnem delu je zacetna viSina
povezana z zacetnim kotom [6]:

Yo = Yyr + bsin 3, (8)

¢e je y, viSina metalCevih ramen in b dolzina roke.

Izkusnje pri dviganju utezi v lezeCem polozaju (anglesko: bench pres-
sing) so pokazale, da je zaradi zgradbe cloveskega telesa sila roke odvisna
od kota proti osi telesa. Najvecja je, ko roka deluje pravokotno na os telesa.
To upostevamo pri metu krogle in privzamemo, da roka kroglo pospesuje z
vecjo silo v vodoravni smeri in z manjSo v navpi¢ni smeri. V pomanjkanju
boljsih podatkov si pomagamo s priro¢nim zasilnim modelom:

F=FfB) s [f(B)=35(2+cosp). 9)

Fp bi bila sila v vodoravni smeri. Najprej privzamemo, da je kineti¢na
energija, ki jo krogla pridobi na racun dela te sile, sorazmerna s silo, in
nadomestimo:

VZ S V2E(B). (10a)

Ali je morda bolje upostevati, da se na racun dela roke poveca potencialna
energija krogle in se za pospeSevanje porabi manj dela, ter nadomestiti:

V2 = V2f(B) — 2gbsin B? (10b)
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Pospesevalni del meta se nadaljuje v prostem delu in dolo¢a zacetno hitrost
V in zacetni kot 5.

Pospesevalni del se pri metu kladiva moc¢no razlikuje od pospesevalnega
dela pri metu krogle. Najprej obravnavamo le met krogle. Pri njem v enacbi
za metno razdaljo (3) upostevamo za yo (8) ter V2 nadomestimo z (10a) ali
z (10b). Nova enacba za metno razdaljo je dokaj zapletena:

o = (V2/g)[(cos B +2)/3 — 5 2(gb/V?) sin f]

2(%—&-‘% sinﬁ) cos? 8

1 . .
— Sln 25 + % Sln2 25 + 2+cos B 9yr
9 50Uy

(11)

sin 3

Za primer (10a) vstavimo § = 0, za primer (10b) pa § = 1. Enacbe se
lotimo z Mathematico s podatki V' = 13,7 m/s, y, = 1,66 m in b = 0,8
m [6]. Izracunamo odvod (11) po zacetnem kotu f in grafiéno (z risanjem
krivulje na vse ozjih intervalih okoli ni¢le) poiséemo kot Sy, pri katerem je
odvod enak 0. Za primer (10a) dobimo Sy = 0,6779 = 38,8°, 9 = 19,7 m
in V(® = 13,2 m/s ter za primer (10b) By = 0, 6543 = 37,49°, o = 18,7 m
in V® =12,9 m/s (slika 2). Za vecjo metno razdaljo mora pri tem nacinu
metanja metalec doseéi vec¢jo zacetno hitrost. Izida kazeta v pravo smer in se
dobro ujemata z izidi iz [6]. Vendar nastavkoma (10) ne kaze prevec zaupati.
Boljse rezultate si je mogoce obetati po podrobnejs$ih merjenjih. Na drugi
strani veliki odmiki od povprecij pricajo, da vsak metalec mece po svoje in
se tudi pri istem metalcu pojavijo razlike od meta do meta. Zazeleno bi bilo,
da bi z racuni podrobneje opisali posami¢ne mete in metalcu pomagali, da
izboljsa svoj met.

Pospesevalni del pri metu kladiva bi zahteval posebno obravnavo. Me-
talec kroglo pospesuje s kroznim gibanjem. Primerjava z delovanjem po-
speSevalnika pa se ne zdi posrecena [1]. Pri enakomernem krozenju deluje
na telo centripetalna sila proti sredis¢u kroznice. Metalec pospesi kroglo
s tangentno komponento sile. Najprej metalec kladivo zaniha in s tem da
krogli majhno hitrost. Potem jo zavihti najprej v vodoravni ravnini in med
tremi do Stirimi vrtljaji poveca nagib ravnine proti vodoravnici. Krogla
odleti, ko metalec spusti drzaj, v smeri tangente v navpi¢ni ravnini. Pri
zacetnem kotu [ 41,5° je v tistem trenutku tolikSen tudi kot med Zico in
navpi¢nico. To pomeni, da je zacetna viSina yy pri metu kladiva manjsa
kot pri metu krogle. Tik preden metalec orodje spusti, deluje na kroglo z
radialno komponento sile, ki jo ocenimo z mV?2/R. Pri tem je R skupna
dolzina roke in zice, ki jo ocenimo na 2 m. Radialna komponenta doseze
skoraj 3000 N, kar priblizno ustreza tezi 300 kg. Po mnenju nekaterih ta
sila omejuje hitrost in z njo metno razdaljo. Del zacetne kineti¢ne energije
krogle, ki je odvisna od zacetne hitrosti, se porabi za delo proti zra¢nemu
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uporu. Preden bi se zdelo smiselno podrobneje ra¢unati, pa bi kazalo razéi-
stiti negotovost o koeficientu upora. Lahko, da v idealnih razmerah metalci
kladiva dosezejo toliksno zacetno hitrost, da se koeficient upora zmanjsa od
0,4 na 0,1 (slika 1). V tem primeru je upor stirikrat manjsi in ga skoraj ni
treba upostevati.

Omenimo, da poznamo v §portih Se drugac¢no metanje, ,,preko podlakti,
na primer pri baseballu, ko je hitrost priblizno pravokotna na podlaket [4].
Kroglo mecejo z iztegnjeno roko, suvajo. ,Met* krogle smo uporabljali na-
mesto ,suvanja“ krogle zaradi podobnosti z ,metom* kladiva. Raziskali so
tudi nekatere druge podrobnosti, na primer to, kako na metno razdaljo
vpliva vrtenje Zemlje [8].

Kot zanimivost navedimo Se IgNobelovo nagrado za fiziko za leto 2011.
Od leta 1991 podeljujejo na univerzi Harvard IgNobelovo nagrado za deset
najbolj nesmiselnih raziskovanj. Besedna igra kaze, da gre za Salo na racun
Nobelove nagrade. Leta 2011 so IgNobelovo nagrado za fiziko dobili Nizo-
zemci Philippe Perrin in sodelavci za ¢lanek Vrtoglavost pri metalcih diska
zaradi vrtenja je povezana z morsko boleznijo [12]. V njem so opisali, zakaj
metalci diska ob metu pogosto postanejo vrtoglavi, metalci kladiva pa ne.
Metalci kladiva z nogami ostanejo na tleh, metalci diska pa poskocijo. Vrte-
nje lahko povzroéi izgubo orientacije v prostoru in vrtoglavost, ¢e zgubimo
stik s tlemi.
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