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Splosna Fuchsova linearna diferencialna enaCba drugega
reda, ki ima n singularnih tock, zavisi poleg eksponentov v
posameznih singularnih toc¢kah $e od n—73 poljubnih konstant,
tako imenovanih akcesori¢nih parametrov. Glede dolo¢itve teh
je ze F.Klein postavil naslednje splosno vprasanje:

Ali se da z akcesori¢nimi parametri v diferencialni enacbi
tako razpolagati, da ima kvocient ¢ dveh neodvisnih reSitev,
oziroma lik, ki v ravnini 7 odgovarja ravnini neodvisne spre-
menljivke x v diferencialni enacbi, gotove izjemne lastnosti?
Ta problem je v ozki zvezi s teorijo enoli¢nih avtomorfnih
funkeij.

Lastnosti, ki se zahtevajo za kvocient 7. morejo biti zelo
razlicne. Vazen tak problem je n.pr. ta, da puscajo vse sub-
stitucije kvocienta 7, ki odgovarjajo obhodom spremenljivke x
okoli posameznih singularnih tock, isti krog nespremenjen.
Ce so eksponenti pri vseh singularnih tockah recipro¢na cela
Stevila, odgovarja ta slucaj enoli¢nim avtomorfnim funkcijam
z mejnim krogom. Za Stiri singularne tocke je obdelal ta
problem E.Hilb in sicer najprej za slucaj, da so vse singu-
larne toc¢ke reelne (E. Hilb: Uber Kleinsche Theoreme in der
Theorie der linearen Differentialgleichungen. Math. Annalen,
Bd. 66), mnato pa Se za Stiri kompleksne singularne tocke
(Math. Annalen, Bd. 68). V tem delu je tudi obdelan isti pro-
blem za n reelnih singularnih tock.

V splosnem sluc¢aju §tirih kompleksnih singularnih tock
se izkaze, da eksistira poleg tako imenovanega osnovnega
teorema, kamor spadajo tudi enolicne avtomorfne funkcije,
Se neskoncna serija visjih teoremov, od katerih je wvsak
karakteriziran z dvema poljubnima celima Steviloma in pri
katerih tudi eksistira ortogonalni krog.

Nadalje je obdelal E. Hilb v istih dveh delih tudi problem
doloc¢itve akcisoricnih parametrov v primeru reelnih singu-
larnih tock tako, da ima mnogokotnik, v katerega se preslika
zgornja polovica ravnine x s kvocientom 7, gotove lastnosti,
ki so invariantne napram linearni substituciji.



F.Klein pa je poleg drugih postavil tudi naslednji pro-
blem: Diferencialna enacba naj ima Sest singularnih tock in
pri vsaki izmed teh naj bo diferenca eksponentov 4. Tri
akcesori¢ne parametre, ki se nahajajo v diferencialni enacbi.
Je treba tako dolociti. da ima Sesterokotnik, v katerega pre-
slika 7 zgornjo polovico ravnine x, naslednjo obliko:

c 0 )
>lika 1.

Ta problem pa je specielni slucaj naslednjega zelo splos-
nega problema, ki ga ho¢em tu formulirati, mislim da popol-
noma v skladu s Kleinovimi idejami: Vse singularne tocke
diferencialne enacbe razdelimo v nekaj skupin po najmanj
dve tocki. Vse tocke ene skupine si mislimo v gotovem vrstnem
redu in jih po tem redu zvezimo s krivuljo od prve do zadnje.
Isto storimo z vsemi ostalimi skupinami in to tako, da se
krivalje niti same sebe niti med seboj ne secejo. Vzdolz
vsake teh krivulj si mislimo ravnino x prerezano. Problem
je sedaj ta: Ali se dajo akcesori¢ni parametri
tako doloc¢iti, da je kvocient + dveh neodvis-
nih resitev diferencialne enac¢bhe enoli¢na
funkcija na razrezani ravnini x in da poleg
tega pusc¢ajovsesubstitucije kvocienta = ki
odgovarjajoobhodom spremenljivke x okoli
singularnih toc¢k iste skupine, skupen krog
nespremenjen.

Kleinov primer je tak, da razdelimo vseh Sest singularnih
toc¢k v tri skupine po dve sosedni tocki in zveZemo obe tocki
ene skupine po reelni osi.
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V slu¢aju stirih singularnih tock obstojata samo dve moz-
nosti. Vzame se namrec¢ lahko vse Stiri tocke v eno skupino
(E. Hilb), ali pa po dve in dve tocki skupaj. Zadnji problem
je popolnoma splos$no obdelal J. Plemelj v svojem delu: Zur
Theorie der linearen Differentialgleichungen der zweiten
Ordnung mit vier Fuchsschen singuliren Punkten (Monats-
hefte f. Math. u. Physik, Bd. 43). IzkaZe se, da je reSitev
problema mozna le v primeru, ¢e zadoS¢ajo eksponenti dvema
relacijama. Kadar sta ti dve relaciji izpolnjeni, reSitev tudi
vedno eksistira in so pri tem lahko eksponenti celo kom-
pleksna stevila.

Pri splosnem problemu nastane vprasanje, ali je ravno
toliko akcesori¢nih parametrov v diferencialni enachi, kot je
pogojev. Ce se naj povrne kvocient = dveh neodvisnih regitev
pri obhodu okoli ene skupine singularnih totk vase, so zato
potrebni vobce trije pogoji, ki povedo, da je obhodna sub-
stitucija identicna. Le v primeru, da sta v skupini samo dve
singularni tocki, je treba akcesori¢ne parametre tako dolociti,
da sta izpolnjena dva pogoja. tretji pogoj je namre¢ relacija
med eksponenti v obeh singularnih tockah.

Vzemimo, da se 7 povrne vase pri obhodu okoli i-fe sku-
pine z n, totkami. Da puScajo vse substitucije. ki odgovar-
jajo obhodom spremenljivke x okoli singularnih tock te sku-
pine, skupen krog nespremenjen. je potrebno 2n, — 6 reelnih
pogojev. (Ce se namre¢ vzame vse singularne tocke v eno
skupino in se zahteva skupen ortogonalni krog, je treba
izpolniti ravno 2n — 6 reelnih pogojev in prav toliko je v
diferencialni enacbi reelnih parametrov.) Ce sta v skupini
samo dve singularni tocki, eksistira vedno ortogonalni krog.
Ako se Steje en kompleksen pogoj za dva reelna pogoja.
potem je treba v vsakem primeru izpolniti ravno 2n, pogojev,
da se 7 pri obhodu povrne vase in da puscajo substitucije,
ki odgovarjajo obhodom spremenljivke x okoli singularnih
tock te skupine. skupen krog nespremenjen.

Za vse skupine skupaj je treba izpolniti ravno 2n reelnih
pogojev. Ti pogoji pa niso vsi med seboj neodvisni, ampak
obstoja med njimi Sest reelnih relacij, ki izrazajo, da se
povrne 7 pri cbhodu okoli vseh singularnih tock vase. Torej
je 2n— 6 neodvisnih reelnih pogojev, ravno toliko pa je
reelnih akcesori¢nih parametrov.



Ce ima diferencialna enacba pet singularnih tock, nasto-
pata dva kompleksna akcesori¢na parametra. Tu se more
postaviti slicen problem kakor zgoraj, da se mamre¢ vzame
v eno skupino dve tocki, v drugo pa ostale tri. Izkaze se,
da je mozno pricakovati reSitev le tedaj, ¢e obstoja med
eksponenti tistih dveh singularnih tock, okoli katerih naj se
povrne kvocient ¢ vase, ena izmed naslednjih dveh enachb:

& — & = celo Stevilo . . . . |

& + & — celo Stevilo . . . . I,
pri ¢emer pomenita & in & diferenci eksponentov v prvi in
drugi singularri tocki.

V tem spisu ho¢em obdelati ravno ta problem in sicer v
primeru, da so vse singularne tocke reelne in da so diference
eksponentov reelne in manjSe od 1. Diferencialna enacba se
tukaj glasi:
a2 I-¢ 7-¢ 1 o I-g\d Tx*+Tyx +T,
ﬁ; + (x—e;1 x—ez + x-a + Tj E% + (x-e,) (x—:?)i(x:{;) (Zx-b)
Singularne tocke te diferencialne enactbe so e;, e, a b in
c=o0. Naj bo

y=0(Q1)

e, >e,>a>b

K posameznim singularnim to¢kam pripadajo eksponenti ¢, o,
&, 0, @ o0, B, 0o, B c=occ pa eksponenta " in y". Pri tem je
ot s tatfhr =3
iy = I
y—v'=r

Nadalje naj bo
0<6<1 0< <1, 0o<a<l, o</, o<y<1?
T, in T, sta akcesori¢na parametra.
Enacbi I in II sta tukaj
g—&6=0....1*
ate=1....11*

Za teorijo enoli¢nih avtomorfnih funkcij je vaZen samo
slucaj I* in se ho¢em zato v nadaljnem omejiti samo na tega.

Ravnino x si mislimo razrezano vzdolZ reelne osi najprej
od e, do e, in nato Se od a@ preko b do ¢ =ce.

Ako je relacija I* izpolnjena, je vedno mogoce akce-
sori¢na parametra 7, in 7, v diferencialni enacbi (1) tako
dolociti, da je kvocient 7 enoli¢na funkcija na tako razrezani
ravnini x. Eksponenti a, # in y so pri tem Se poljubni. le da
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so manj$i od 1. Kvocient 7 dveh neodvisnih resitev enache (1)
preslika razrezano ravnino x na nek lik v ravnini 7. ki je
omejen s kroznimi loki. V bistvu je to krozni Cetverokotnik
s koti 2am, fa. 2yn in pa, iz katerega je izrezan krozni dvo-
kotnik. Ta lik pa lahko lezi na ve¢ listih. Kot oscilacijsko
Stevilo definirajmo Stevilo listov, na katerih lezi nas lik. V
slucaju I* se dobi oscilacijsko Stevilo vedno liho: 2%+~
Cetverokotnik ima tu vedno ortogonalen
krog, ki je lahko reelen, imaginaren, ali pa
sereduciranatoc¢ko Vprimerih,daeksistira
reelen ortogonalen krog in je a+f+y<1, ali
da jeortogonalni krog imaginaren. ali pa, ce
se reducira na to¢ko (¢e+pf+y=1), se da poleg
eksistence reSitve problema dognati Se mno-
go vel, Tu velja namre¢ stavek: K vsakemu
oscilacijskemu Stevilu 2x+1 pripada tudi na-
tanc¢no 2x+1 reditev. Ce je oscilacijsko Ste-
vilo 1, eksistira torej samo ena resfitev, nam-
re¢ tako imenovani osnovni teorem. V tem
primeru lezi lik samo na eni ravnini (slika 2).

b

Slika 3.



V teoriji enoli¢nih avtomorfnih funkeij so eksponenti
reciproéna cela $tevila. Lahko se je prepricati, da v tem pri-
meru vedno eksistira imaginaren ortogonalen krog, ce je
a+ p+y>1. Iz zgornjega sledi, da se dasta parametra v
diferencialni enac¢hi na samo en nacin tako dolociti, da je
kvocient 7 enoli¢na frnnkcija na razrezani ravnini x in lezi
pripadajo¢i lik samo na enem listu. Ako smatramo x kot
funkcijo kvocienta 7, je to enolicna avtomorfna funkcija
kvocienta 7. Fundamentalno polje te funkcije je krozni
Cetverokotnik, iz katerega je izrezan dvokotnik (slika 2).

Tako dobimo dve razli¢ni vrsti avtomorfnih funkeij. Ce
je mamre¢ a+ B4y <1, je eksistencno polje pripadajocih
avtomorfnih funkcij omejeno z neskonéno mnogimi mejnimi
krogi in sicer je vsaka tocka katerega koli mejnega kroga
stekali¢e takih krogov. Kadar pa je a+ g+ y> 1. je eksi-
stenéno polje pripadajoc¢ih funkcij cela ravnina 7 z izjemo
ene same perfektne mnozice tock.

Ta razprava daje prvi, samo iz teorije di-
ferencialnih enac¢bizhajajoc¢i dokaz za eksi-
stenco takih Kleinovih avtomorfnih funk-
cij, katerih eksisten¢no polje je omejeno z
neskon¢é¢no mnogimi mejnimi krogi. Dokazo-
valna sredstva so samo elementarna zvez-
nostna razmotrivan ja.

Vendar pa ta razmotrivanja v dveh smereh presegajo
okvir navadnih enoli¢nih avtomorfnih funkecij. Dobi se nam-
re¢ poleg osnovnega teorema Se visje teoreme in so pri tem
eksponenti «, 8 in y Se poljubni, le da so manjsi od 1.

1.

Diferencialna enac¢ba (1) ima v vsaki singularni tocki
vazen v ¢ = po eno regularno resitev. To resitev zazna-
mujmo vedno z Y,. To je tudi ena izmed obeh normiranih
resitev v doti¢ni singularni tocki. Druga normirana resitev
n.pr. v tocki e; ima, ¢e je & == 0, naslednjo obliko:

Yie=(x-¢€)" P (x —e,)

kjer pomeni P potencno vrsto, ki je v tocki e, od nic razli¢na.
Ravno tako je pri drugih singularnih tockah. Ce pa je
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& — o, ima druga normirana reSitev v tocki e; logaritmic¢no
singularnost in je

Yie= Y:e, log (x —e;) + Q (x —e,)
V peti singularni to¢ki ¢ = oo sta normirani resitvi (77)7 B, (é) in
(%)9’” B (%) ter nastopijo sli¢ne spremembe kakor prej, kadar
jey=o.

Problem, ki smo si ga zastavili, zahteva, da se kvocient v
dveh neodvisnih reSitev enacbe (1) povrne vase pri obhodu
totke x okoli obeh singularnih totk e, in e,. Obhodu okoli
ene singularne tocke odgovarja neka linearna lomljena sub-
stitucija kvocienta 7. Kompozitum substitucij, ki odgovarjata
obhodoma okoli tock e, in e,, mora biti identi¢na substitucija.

Ce se vzame za t kvocient normiranih reSitev v e; ter
sepostavi ze, = Yie, : Yee,, tedaj preide e, v e*#7 7., kadar obkrozi x
totko e, v pozitivnem smislu. Treba je e poiskati, v kaj pre-
ide e, pri obkrozitvi totke x okoli e, Ker sta v ¢, normirani
reditvi neodvisni, se vsaka nadaljna reSitev diferencialne
enacbe (/) linearno izraza s tema dvema, torej tudi Yie, in

Y‘zel. NaJ bO
qu — AYiez—{— BY&e,

*
Yzei::CYieg—l—DY:ze, Y ( )

kjer pomenita Y, in Y, v e, normirani reSitvi. Determinanta
AD— BC je od ni¢ razli¢na, ker sta tudi Y, in Y:e, neodvisni.
Kvocient 7, pa se izraZa s 7., z naslednjo linearno substitucijo

_AwA+B Ve

S ek B ® Yo

()

Te

Ker preide 7,, pri pozitivnhem obhodu tocke x okoli tocke e,

v ey,  preide 7., Vv

A e?é‘zﬂl‘;[% +£
C 32827".'%, + D
. . 3 _—DTel -I_B . ..
V ta izraz je treba postaviti za 7, = Cp _ A ki se dobi iz

enacha (*). Substitucija kvocienta 7, ki odgovarja pozitiv-
nemu obhodu okoli tocke e,. se sedaj glasi
(BC — AD e®sni) q, - AB (exesi — 1)
DC (1 — e%*.7i) ¢, + BCe*mi— AD
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Ce obkrozi x obe singularni tocki e, in e, v pozitivnem smislu,
si mislimo, da obkrozi najprej e, in nato Se e, v pozitivnem
smislu. Pri tem preide 7., v
(BC — AD enezni) 28,7l T, _I_ AB (eiegni — i)
DC (1— egegni) 92.917;1'%1 - BC e?&i — AD
Substitucija (S) mora biti identi¢na. Zato morata biti iz-
polnjeni najprej naslednji dve enachi:

AB =0 in DC =o
Iz prve enacbe sledi, da je ali «) 4 =0, ali pa ) B=o.

(S)

a) Ce je A=o0, potem C =0 in je torej D = o. Substitu-
cija (S) se sedaj glasi
6(81_ 8,) 2ni .

Ker mora biti to identitna substitucija, je ef(& e 27l =]

Odtod sledi, da je & — & celo Stevilo. Ker pa sta ¢ in &
pozitivna in manjSa od 1, mora biti &, =¢&,. Tako smo dobili
tri pogoje A=o0, D =0 in ¢ =g¢,, ki so potrebni in zadostni
za reSitev problema.
8) Sedaj naj bo B=o0, potem D =Fo in je C = o. Substi-
tucija (S) se v tem primeru reducira na
e (e, + &) 2ni To,

Odtod sledi, enako kakor prej, da je & -+ & = 1.

Vse to pa velja le, ¢e sta & in & od ni¢ razlicna. Najprej
se je lahko uveriti, da moreta biti & in & le istoCasno nic.
Naj bo torej sedaj & = & = 0. Zopet naj pomeni 7, =Y, Y,
in 7. naj se izraza na sledeci nacin s 7,

Az, + B
= Ce,,+D
Pri pozitivhem obhodu tocke x okoli e, preide =z, v 7., - 2,
pri obhodu okoli e, pa preide 7., v
Az, + 2 Ani 4 B

Cre,+ 2Cni—+ D
. . _DTex B .
in ¢e zopet vstavimo za 7., = Cro — A dobimo

(BC — AD + 2ai AC) v, — 27i A?

: , (S)
2ni C1,, + BC— AD — 27 AC
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Odtod sledi najprej, da mora biti C' = o. Substitucija () se
potem reducira na

A
e, T A7l —
e, + 5

Pri obhodu okoli obeh singularnih tock e, in e, pa preide 7., v

Te, F 2mi —— AL
D
Ce naj bo to identi¢na substitucija, mora biti 4+ D —o.
Doslej smo torej spoznali, da moremo pricakovati resitev
problema le v primeru. ¢e je izpolnjena ena izmed naslednjih
relacij:
& —eg =20 ....1*%

o+ e=1....1*

Kakor sem ze zgoraj omenil, se hotem v nadaljnem omejiti
samo na slucaj I*. V tem slu¢aju je treba parametra T, in 7T,
v diferencialni enacbi (1) tako dolociti, da Je ustrezeno po-
gojema A==o0in D = o.

2
Vzemimo najprej. da je prvi pogoj A4 = 0 izpolnjen.
Potem se izraza 7, na sledeci nacin s 7,
B
Gy == ——— B0, C=F0
Cre, D"’

Ker je u, (6,) =Y, (e,): Yie,(e;) = 0. ¢e& = o0, sledi odtod, da
mora biti 7, (e;) = oo. Narobe pa tudi velja, da je 4=o,
kadar je v, (€)= co. 1z 1w, (e;) = ~ sledi Y, (e;)=o0 in je
torej Y, proporcionalen z Yie- To velja za & =& = 0. V
nasprotnem primeru se glasi prvi pogoj C'=0 in je Yie
proporcionalen z Y, . Zaradi tega je tudi sedaj ve, () = oc.
Postavimo m =1, (e,). Prvi pogoj se glasi potem v obeh pri-
merih m — oo,

Sedaj je treba dognati, ali je moZno, ¢e se v enacbi (1)
fiksira en parameter, drugi vedno tako dolociti, da zavzame
m poljubno naprej predpisano vrednost. Izkazalo se bo, da
je to vedno mogoce in sicer Se na neskon¢no mnogo nac¢inov.

V ta namen zapisimo najprej diferencialno enacbo (1) v

obliki
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i ay Tx—a)(x—b+Ai(x—a)—u —0
dx(pdx>+ (x—e])(xﬁez)(x—a)(xﬁb)y
kjer pomeni
p=(x—e) "4 (x—e) =5 (x—a)T-a(x—b) 6
ali Se krajSe
_(p~)=p[go<x>+zw<x>+mx>1y..-.<1'>
dx\ dx
T ! .
) e i—e) PO T e ti—a (=)
]

(x—e)(x—e)(x—a)(x—7b)

y ()=

V enacbi (1¥) sta akcesori¢na parametra 1 in u.

Za naslednje razmotrivanje je vazno, kaksSen znak imata
¥ (z) in g (z) na posameznih intervalih med singularnimi toc¢kami.
Na intervalu (e, e,) je ¥(x)pozitiven,y(z) pa negativen, v
sploSnem pa imata ¢(z) in x(») znake, kakor jih kaze ta-le slika:

P + = . + -
C— o0 b a [ €
@+ - 4+ = 7

Kon¢no naj bosta Y,, in Y,, tako normirana. da je
Vie,(6) =1 pY ", (€3) =0, Yie,=(x — )" P (x — e,), kjer po-
pomeni P potencno vrsto z reelnimi koeficienti in zacetni
¢len, ki nima faktorja x —e,, naj bo tako doloten, da je

. AdY e,
Lim |p|
e—> 0 dx |lx= ey, +¢&

=1

Isto naj velja za ostale singularne tocke, ¢e eksponenti niso
enaki nic. Ce pa je & =o, naj pomeni Y, regularno resitev
v tocki e, kakor prej, ¥, pa naj bo resitev. ki je logaritmic¢no
singularna v tocki e,,

Yie,= gY e, log (x— &) Q(x— &)

kjer naj bo Q (x — e,) taka potencna vrsta, ki ima za x = e,
vrednost 0. Faktor ¢ pa naj bo tako dolo¢en kakor zgoraj,
da je

. dY e,
Lim |p|
e—>» 0 dx x =6+ ¢&

=1
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Ce se postavi v prvo enacbo (*) za x =e,, se dobi
Y“"z (el) L B

Y e, (81) A
kar pa velja samo v primeru & =&, 0.

V diferencialni enacbi si mislimo u fiksiran, drugace pa
popolnoma poljuben. Drugi parameter pa naj ima tako veliko
negativno vrednost, da je koeficient pri y na desni strani
enacbe (1%) na intervalu (e,, e,) povsod pozitiven. To je vedno
mogoce doseci, ker je treba izbrati parameter 1 samo pozitiven
in tako velik, da je 1 (x —a) povsod na intervalu (e.. o)
vecji od T(x — a) (x — b)— u.

m — Te, (el) =

Na reelni osi se lahko postavi v diferencialni enacbhi (1*)

dYie, | .
|p| namesto p. Ker je Y,, (e.)=1 in p| = B =1, sledi
X =&
dY e a 20y ,
iz enacbe (1%), da |p[ Ls in [p| Y na intervalu (e,, e,)
ax dx

stalno naraScata in sta pozitivna. Izjema je le pri &, =& —o,
kar pa hotem pozneje obdelati. Odtod pa dalje sledi, da tudi
Y, in Y., Narascata, Ce raste x od e, do e,. Torej je

m— Ylez (e,) >0
Yf“’a (31)

Naj bosta 4, p in 2, u, dva para vrednosti parametrov.
Nadalje naj bo y ena reSitev diferencialne enacbe (1*) s
parametroma 2 in u,  pa reSitev iste enacbe, kjer imata
parametra vrednosti 1, in . tako da je

LI (W A SRR ,
dx (!p dx | = Ple@ A dp@) + uy ()] y

4 (4
T (17 dx>=lf’[w(x)+21w(x)+ulx(x)]n

Ako se pomnozi prvo enatbho z 5. drugo pa z y in se nato
prvo od druge odsteje. se dobi z integracijo

dy  dy r g
PN g — 7 g ) =D Py ny @do+(u - ) | iply 97 @) dz )
Za y in 5 postavimo v enacbo (2) Vi e alm’;, enkrat pri
vrednostnih parametrov 1, u, drugi¢ pa pri vrednostih 1, in u.

— gyl . ; — &7l
Faktor e ™" se vzame radi tega, da je Vi, e “ reelen
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na intervalu (e, e,). Iz enacbe (*) sledi, da se Yi na sledeci
nacin izraza z Yie in Yae, :

Kq = A (Yie,—m Ifw.Z) .

Ce se to vstavi v (2) in se vzame integrale od e, do e,
se dobi
€1
¢ 2 (BO) Af) — B A®) = (1, — 2) j plwe” Ay vildx,

23

kjer pripadajo k A4, u z indeksom (°) oznalene kolic¢ine, k
%. w pa z indeksom (1). Zgornjo enatbo moremo pisati tudi

v obliki

247 400 A0 (m— m) = (2, — 2)| | p| e P YE viEldx. ... (3)

2

Faktor e 8™ A(°) A™ je reelen in je tudi pozitiven, Ce sta
7 in 4, dovolj blizu drug drugega. Ker je y(X)na intervalu
(es, e,) pozitiven, je integral na desni strani tudi pozitiven.
Torej sledi odtod, da m pada, ¢e 2 naraSca in narobe. Nadalje
sledi Se iz zgornje emacbe, da se m z 1 zvezno spreminja.
razen za tiste vrednosti parametra 2, kjer je m=oo. Tam se
1:m zvezno spreminja, kar se da prav lahko uvideti 1z
zgornje enacbe.

Najprej smo izbrali 7 tako, da je bil m pozitiven in ni
imel Vi, mnobene nicle na intervalu (e, e,). Ce se 4 od te
vrednosti veca, se m sicer manjsa, ostane pa vedno pozitiven.
Zato je treba 2 manjsati. Pri tem se m veca in raste preko
vsake meje, ¢e gre A proti taki vrednosti. za katero je
Ve, (€;) = 0. Take vrednosti parametra vedno eksistirajo in
jih je celo neskonéno mmogo. Ce pa je predpisano Stevilo
ni¢el, ki jih mora imeti Yw, na intervalu (e., e,), potem je
parameter 1 natancno dolocen. Torej raste m na jprej do vred-
nosti + o0, ki jo doseze tedaj, ko je Yw. (e;)=o0 in mima
Y, nobene nicle na intervalu (e. ei). Ce se parameter 1 Se
manjia. presko¢i m najprej iz +-00 v — oo in potem zopet
raste. Ce se parameter 4 manjsa proti — oo, zavzame m vsako
vrednost med — oo in 4 oo neskon¢no mnogokrat. Posamezne
vrednosti parametra, za katere zavzame m predpisano vred-
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nost, so karakterizirane s Stevilom nicel, ki jih ima Y, na
intervalu (e, e;). Ce je namre¢ to Stevilo damno, je 1 natan¢no
dolocen.

Sedaj je ireba obdelati Se slucaj, da je e, = & =0. Tudi
v tem primeru se glasi prvi pogoj m= o . Naj ima 4 zopet
tako veliko pozitivno vrednost. da je koeficient pri y na
desni strani enacbe (1*) povsod na intervalu (e,, e,) pozitiven.
AY e,
dx

. AYew, . s
proti e, in je torej dL povsod na tem intervalu pozitiven.
X

Ker je Yo, (e,)=1,

stalno narasca, ¢e gre x od e,

|

Odtod pa sledi, da tudi Yw, naraca in gre proti vrednosti
+ oo, Ce limitira x proti e,. Za reSitev Yie, pa smo vzeli
0 Ye, log (x— e3) 4+ Q (x — &), kjer je ¢ > 0. Torej gre Yie, proti
— 00, Ce se priblizuje x od desne strani tocki e,. Ker je
pf Do) ey
dx X=e, ax
x od e, proti e;. Y, je najprej negativen in se veca. Ako

nekaj casa zmanjSuje, ce gre

Yie,
dx
negativen in ostane tak do e;. Y, se zacne od tistega tre-
nutka dalje manjsati in gre proti — oo, ¢e limitira x proti e,,

Py dYie,
kakor nam kaze slika 3. V tem primeru je Lim |p) L2C)
e—> 0 X xX=6€ —¢&

doseze vrednost ni¢ na intervalu (e, e;), postane potem

<0 in je m < 0. Lahko pa doseze najprej Yi, vrednost ni¢
. dqu
dx

>0, torej je m>o. V tem

na intervalu (e, e;). Od te tocke dalje se zaine ]p]

e av:
vefati in je Lim |p—=
e—>0 dr |x=e ¢

primeru dobimo sliko 4.

Tudi sedaj se m s parametrom 1 zvezno spreminja in se
manjSa, ¢e se parameter veca in marobe. Enacba (3) velja
namre¢ sedaj prav tako kakor prej, le da se vzame tu
Yie, = ¢ Yie, log (x — e.) + Q (x — e,). Pri dovolj velikem nega-
tivnem 1 bosta imela Yi, in Yz, ni¢le na intervalu (e, e,).
Vzemimo najprej prvi primer, ko Vi, nima ni¢le na inter-
valu (e, e;), da je toref m < 0. Ce se 2 manjsa, bo dobil Y,
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e, e, €. €

Slika 4.

prej ni¢lo kakor Y. To se uvidi na slede¢i nac¢in. Naj bo
z, mnicla, ki jo ima Yw, mna intervalu (e, ei). Sedaj velja
enacha

dKe.z dlfze2 Z
Vees ) 1] 25 ) 7, () | 220 ) —
ax dx
KeI' je Yu’z (7/') — 0 n Iflee (xo) < o, Sledi 1z te enaébe‘, da je
A Y e,
p| ~(x°) >0
dx

To pa ni mogoce, ker je x, prva nic¢la na intervalu (e,, e}
in preide tam Yew, iz pozitivnih vrednosti v negativne. Torej
dobi najprej Yi, nic¢lo na intervalu (e., e;) in je tedaj m > o.
Y., pa dobi niclo, preden dobi Yi, drugo in je tedaj m <o.
Ker se m zvezno spreminja in raste, je moral preiti skozi
vrednost co. Kadar je prvi¢ m = oo, nima Y, Se nobene nicle
na intervalu (e, ;). Ce se parameter 1 Se nadalje manjsa,
preskoci m najprej iz vrednosti + 0 na — 00 in potem zopet
raste do + co. To se ponavlja neskonéno mnogokrat. Zopet
se posamezne vrednosti parametra 1, pri katerih je m = oo,
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lo¢ijo po tem, koliko nicel ima Yw, na intervalu (e.. e,). Ce
je to Stevilo predpisano, je 2 s tem natan¢no dolocen.

Kadar je m = oo, je v primeru & =¢g, &0, Y, proporci-
onalen z Y. Ce pa je & =& = o0, je Yw proporcionalen z
Yoe,.

Dosedaj pa se je spreminjal le parameter 2, medtem ko
je w ostal ves Cas fiksen, sicer pa poljuben. Ce se vzame za u
kaksno drugo vrednost in se predpise Stevilo nicel, ki naj
jih ima Y, na intervelu (e., e,). se dobi zopet eno, pa samo
eno vrednost za parameter 1. Torej je . enolicna funkcija
parametra w«. Ta funkcija je zvezna in obenem monotono
narastajoca. To je razvidno iz naslednjega razmotrivanja.

Resitev Ye,, ki je v e, regularna, ima v primeru, da je
6 =¢ Fo. niclo v tocki e,. Za & = & —o pa je Ye, tudi
v e, regularna resSitev. Naj se u spremeni za A u, pripadajoco
spremembo parametra A - zaznamujmo z Al K paru 2, u naj
pripada reSitev Yw, k 2+ AL u-+ Au pa Y;,f). Postavimo v
enacbo (2) za y reSitev Y,,, namesto 5 pa Yz(ef)'. A in u, po-
menita tu 2+ A2 in w4 Au. Tako dobimo, ¢e vzamemo
integrale med mejama e, in e,

r AV v\ © i ,
(e S B P Tl 7 Pt
dx dx

) e,

+ YAy} j]p“{(X) Yze:le(ef)dx
Leva stran ima vrednost ni¢. Sprememba Awx naj bo tako
majhna, da se Y., le malo razlikuje od Y Ker je p>o
in y <o na intervalu (e, e,), je

J |p[’(})()€) YzezYeng) dx > o, Jl‘pIX()C)Yze.ZYzE’QA)dx <o

€y

Torej je
JJ YAV e

Au
Iz te enacbe pa sledi zveznost in monotonost parametra 1
kot funkcije parametra u. Torej se 1 stalno veca z naraSca-
jot¢im w. Konc¢no se da Se prav lahko uvideti, da, ¢e raste
v eno ali drugo smer preko vsake meje, raste tudi 1 preko
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vsake meje. Kajti iz enakega razmotrivanja kakor zgoraj
sledi, da je tudi ¢ zvezna in monotona funkcija parametra ..
Odslej naprej bomo 2 in u samo tako izpreminjali, da je
izpolnjen pogoj m= co in da ima Y, na intervalu (e.. e;)
predpisano Stevilo » nicel.

7a refitev problema je Se potrebno parametra 7 in u v
skladu s prvim pogojem tako dolociti, da je tudi D = o. Ven-
dar se mi to direktno s samim razmotrivanjem na intervalu
(e.. e,) ni posrecilo. Moral sem iti k drugim intervalom in
postaviti druge pogoje, ki se dajo izpolniti in ki so ekviva-
lentni s pogojem D = o.

3.

Kvocient dveh neodvisnih resitev diferencialne enacbe (1)
konformno vpodobi zgornjo polovico ravnine x na petero-
kotnik, ki je vob¢e omejen s kroznimi loki. Koti tega petero-
kotnika so & &7, ew, pr in ym. Okolica vsake tocke, ki lezi
na zgornji polovici ravnine x, se enostavno preslika na okolico
odgovarjajoce totke v peterokotniku. To je razvidno odtod,
ker ni odvod kvocienta 7 dveh neodvisnih resitev enacbe (1)
nikjer ni¢ niti neskoncen, ¢e se izvzame singularne tocke in
tocke. kjer je 7= oo. Ta odvod se namrec glasi

dr_d <L) _ N Ve
dx dx \y, Vi
___C(x—e,)gl—’(xfeg)fz—f (x—a)?—1 (x—b)f—1 _
I

C je konstanta, ki je od ni¢ razlicna. Zaradi tega je v vsaki

TR TIN o A . d " .
tocki, ki ni singularna in kjer ni y, :O’f #0. Ce pa je v
x

kaksni to¢ki, n.pr. x,, y; =o0, ima Yy, vV X, enostavno niclo,
Y. =+ o. Potem je '
C_

r=——L L C+Cix—x) . C_,=F0

CX— X
in okolica totke x, se enostavno vpodobi okrog 7= co. Odtod
pa ne sledi, da se peterokotnik ne bi mogel delno prekrivati.
Vendar razvejis¢a nima nikjer v notranjosti.

Preslikajmo sedaj zgornjo polovico ravnine X s 7a = Yia: }a,

kjer sta Vie in Yw tako normirana kakor zgoraj. Ce gre x
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po reelni osi od a do e., opiSe 7= segment ae, na reelni osi,
Tocka a lezi pri tem v izhodis¢u.

b
£

a (9 TIE, e,z 21 {5 Yy ¢
Slika 5.

Kadar pa gre x proti tocki b po reelni osi in se singularne
tocke a izogne v majhnem polkrogu, ki lezi v zgornji polovici
ravnine x, opise 72 daljico ab, ki oklepa z daljico ae, kot ax.
Ce gre x proti to¢ki e,, ko se Je tocke e, prav tako izognil kakor
prej a, opise 7 lok kroga K, ki sece daljico ac. pod kotom &7,
Ce zavzameta 1 in u samo take vrednosti, da je pogoju m = oo
ustrezeno, lezi slika tocke e, na reelni osi, to je na podaljsku
daljice ae.. To je razvidno iz naslednjega. Med normiranimi
reSitvami v toc¢ki @ in normiranimi reSitvami v tocki e, obstoja
linearna relacija Yia— AiTier + B, Voo,

Yia = C.Yie, - D1 Ve,
Yia in Yw sta reelna na intervalu (a, e,), prav tako Ve,
Ker pa Y, ni reelen na tem intervalu, ampak ima tam
vrtilni faktor*) e ©7{ imata A, in C, vrtilni faktor e &7
B, in D, pa sta reelna. Potem je
_ Awe, +B:
“ = Caw+D

Kvocient 7, je reelen na intervalu (e,, e, ). na intervalu (a, e,)

pa dobi faktor e»". Kadar je prvemu pogoju ustreZeno, je

m= t,(e;)= oo. Tedaj je torej 7, (e;) = i Koeficienta 4,
1

* Pri izrazanju z = |z|e’® imenujemo ' vrtilni faktor kompleksnega
Stevila z. P

21



in C, pa imata isti vrtilni faktor, torej je njun kvocient
reelen. Res leZi e, to je slika tocke e;. na reelni osi. Ravno
tako se uvidi to v primeru, ¢e je & =& = 0. Tedaj sta namrec
A, in C, reelna. Kolikor nicel ima Y-, v notranjosti intervala
(e.. e,), tolikokrat opise 7z ves krog K in poleg tega Se lok e,e..
Ker je & =g¢, se lok. ki odgovarja intervalu (e, ¢). dotika
reelne osi v tocki e,.

Ce imamo resitev problema, lezi slika intervala (e, ¢) na
reelni osi. Narobe je pa tudi res, da dajo take vrednosti
parametrov 1 in w, pri katerih lezi slika intervala (e;. ¢) na
reelni osi, reditev problema. To je razvidno iz naslednjega
razmotrivanja. Spojimo katerckoli tocko x, intervala (a, e;)
s poljubno totko x, intervala (e:. ¢) s krivuljo, ki poteka po-
polnoma na zgornji polovici ravnine x. Tej odgovarja na rav-
nini = krivulja, ki veZze x, in x, odgovarjajoci tocki in poteka
v notramjosti peterckotnika abce;e.. Ce se vzame k prvotni kri-
vulji Se simetri¢no z ozirom na reelno os. se dobi sklenjeno
krivuljo, ki oklepa singularni tocki e, in e, okoli katerih se
v povrne vase. Torej mora tej krivulji odgovarjati sklenjena
krivulja v ravnini 7. Ker pa odgovarja simetri¢ni krivulji na
ravnini x krivulja, ki je simetri¢na z ozirom na reelno os rav-
nine 7, mora lezati to¢ki x; odgovarjajota tocka na reelni osi.
Totko x; pa smo poljubno izbrali na intervalu (e:., c¢), torej
lezi slika tega intervala na reelni osi. Lahko se je prepricati,
da obratno tudi velja.

Sedaj hocemo poiskati potrebne in zadostne pogoje za to,
da lezi slika intervala (e,, ¢) na reelni osi.

Naj bosta Yw in Ve v tocki b normirani reSitvi. Med
tema in v tocki @ normiranima reSitvama obstoja naslednja

linearna relacija .
Yia= As } 1b + B2Yob

/20 = C‘e Y + D‘zY-:b
Najprej vzemimo slucaj, da je f == o. Koeficienti zgornje
substitucije se izrazajo na sledeci nacin

dYia

2:[“’”“7: J s 32: )rlu(b)
C,= Lim |p| == . Dy= Y (b)
e—>o0 dX x=b+e
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V slu¢aju =0 se 4, in C, ravno tako izrazata kakor zgoraj.
le formuli za B, in D, tedaj nimata smisla.

Kvocient 72 zavisi torej na slede¢i nacin od kvocienta 7s
v tocki b normiranih resitev

Az’[b B,2 ,
Ta = Awnt8, ™)
Corv -+ D
72 je reelen na intervalu (b, ¢). na intervalu (b, ¢) pa ima

. . Tl . .v Y.
vrtilni faktor ¢”. Kadar gre x od b proti ¢, opiSe 7, lok bc
na krogu K, (sl.3). Tocka

Ae™ v+ B
=
A4

C. 6ﬁn ’[+ D-z
opise cel krog K, ko opife 7 celo reelno os. Koncno je treba
dobiti e sliko intervala (¢, e;). V ta namen izrazimo 7a S
kvocientom 7, v totki ¢ normiranih reSitev, ki je reelen na
intervalu (e;. ¢). Naj bo

L’[C + M
1 = —

Nz, + P
L. M. N. P so substitucijski koeficienti. ki so vobce kom-
pleksni. Stranico ce; opise 7, kadar gre 7 od 7. (¢) =0 do 7. (&).
Problem zahteva, da leZi stranica ce, na reelni osi. Torej mora
biti substitucija (*) takina, da odgovarja reelni osi spet reelna
os. Lahko pa se je prepricati, da odgovarja zgornji polovici
ravnine 7, spodnja polovica ravnine 7 in narobe. Ce se nam-
re¢ giblje tocka 7c po reelni osi v eno smer, se premika 7,
v nasprotno smer. Odtod sledi, ker je determinanta koefici-
entov 1, da morajo biti vsi koeficienti ¢isto imaginarni. Zaradi
tega veljajo naslednje enacbe

Lt b==0 : M+ M=0)
N+N=0 : P+ pP=o0f

Od teh gtirih enacb so samo tri neodvisne, ker je substitucijska
determinanta 1. To so potrebni in zadostni pogoji za reitev
problema.

V splognem so tri izmed zgornjih enacb res neodvisne.
V naSem primeru pa sta samo dve neodvisni in to zaradi tega,
ker je izpolnjen prvi pogoj m = . Sedaj lezi namrec stra-
nica ce, vobee na krogu, ki se dotika reelne osi v tocki e,.

. LP—MN=1....("

. (4)
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e e,
( o

Slika 6.

Krog, na katerem leZi stranica a, opise tocka
LM
o Ne4 P~
ko opise = celo reelno os. Ta krog se v toc¢ki ¢, dotika reelne
osi in tvori z njo kot @ vsled nasprotne usmerjenosti.

Naj bo z=z(t) analititna funkcija spremenljivke ¢, ki
je definirana v okolici reelne osi ravnine f. Reelni osi odgo-
varja neka krivulja v ravnini z in vprasanje je po kotu, ki
ga oklepa tangenta v totki z=z ({,) s pozitivno smerjo
reelne osi. Ta kot se dobi na slede¢i nacin. Funkcijo z raz-
stavimo v reelno in imaginarno komponento. Enacba krivulje
se glasi x=ux(t), y=y(t); z=x+iy

Smerna koeficienta sta proporcionalna x in Y in sicer je
COS@:T_X%'=%X 5 Siﬂ@:-"y—;:—%j*e
Virgyr 2 Vot |2
kjer pomeni O kot, ki ga oklepa tangenta s pozitivno smerjo
abscisne osi. Odtod sledi

ei@zcos@—f—isin @:iﬂ: -z

2] 2]
Zgornja enacba se da tako povedati z besedami: Ako oklepa
tangenta na krivulio z=z(t) v kaksni tocki kot @ s pozitivno
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smerjo abscisne osi, je vrtilni faktor odvoda z v doti¢ni tocki
enak ¢

V zgornjem primeru je vrtilni faktor odvoda dﬁv tocki e,
enak eni_ Ta odvod se glasi '
dra 1
—d’[\: (N4 P);

Vrtilni faktor pa je, ker je v reelen,

Nr-—]—f
Nt-+P’
Po prejsnjem mora biti za v= 1 (e;) = 7,
N’ll—l*'p 7l ¥ AT N
————=¢ =—1 ali (N--N)z P+ P=y.
oy (N+ Ny P+

Iz te enacbe se dobi za 7,, Ce ni isto¢asno N-+N =0 in
P 4+ P =0, naslednjo vrednost

P4 P

VAN

Tl:¥

Tocka e, pa lezi poleg tega tudi na reelni osi. Ce se torej
postavi v enacbo (*) za 7 zgornjo vrednost, je 7. reelen.

Odtod pa sledi, da je

M(N-+N)—L(P+P
() =" +Pﬁ)k/3;v+ :

L (*%)

reelno Stevilo. Ker je imenovalec ¢isto imaginaren, je tudi
Stevec in velja zaradi tega naslednja relacija

L+DP+B) — M+ N+N=0....5)

Ta relacija je izpolnjena tudi, ce Je imenovalec ni¢, kajti,
¢e bi sStevec ne bil nic, je 7,(e:) neskoncen in slika inter-
vala (ce;) je premica s kotom z proti reelni osi. V tem slucaju
bi bila ena¢ba (N + N) ¢, + (P+ P)=o pri vsakem ¢ izpol-
njena, tako da bi bilo N+N=0 in P+P=o. '

Izmed Stirih enach (4) ostaneta tedaj samo dve neodvisni.
Ker pa je prvemu pogoju ustrezeno, je ostal prav za prav
samo en parameter na razpolago. Drugi je namre¢ s prvim
natancno doloc¢en. Zato je mogoce neposredno ustreéi samo
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eni teh enacb. Izbrati si hotemo drugo izmed enacb (4). ki
se glasi

M+M=o0....4%

Pozneje se bo izkazalo, da je tej enacbi vedno mogoce
ustreci in to Se na neskon¢no mnogo nacinov. Sedaj pa je
vazno raziskovati, kaj se da povedati glede peterokotnika, ¢e
je zgornja enacba izpolnjena.

Najprej sledi iz enacbe (5). da je

(L+L)(P+P)=o
Sedaj nastaneta dve moznosti, ali je prvi faktor enak nic,
ali pa drugi.

1. Naj bo

L+L=o....5%
Lega tocke ¢, je dolocena z enacbo (**). Ako se na desni
strani te enacbe vpoStevata (4*) in (5%). se izkaze, da ima
stevec vrednost ni¢. Ce je torej imenovalec od ni¢ razlicen.
je 7a (e;) =0 in tocka e, se ujema s tocko a. Ce pa ima ime-
novalec vrednost ni¢, potem je prav lahko uvideti, da so
izpolnjene vse Stiri enacbe (4) in imamo resitev problema.

2. Sedaj pa je

PA-P=g ;u:: (5
V tem primeru se dobi za 7,
PP
N+ N

vrednost ni¢, ¢e je imenovalec N+ N od ni¢ razlicen. Ker je

Ty =— T¢ (6,): -

—

tudi 7. (¢)=o0, se totka ¢, ujema s totko ¢ in stranica ce,
opise najmanj enkrat cel krog. Ce pa ima tudi imenovalec
vrednost ni¢, so zopet izpolnjene vse Stiri enac¢be (4) in nastopi
resitev problema.

Rezultat te raziskave je v kratkem naslednji. Ce je enacba
(4%) izpolnjena, so v celoti tri moZnosti. Lahko je peterckotnik
takSen, da se tocka e; ujema s tocko ¢ ali pa s tocko a. V
primeru pa. da ne nastopa nobeden izmed pravkar navedenih
slucajev, lezi stranica ce; na reelni osi in imamo reSitev
problema.
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Enacba (4%) Se ni prikladna za nadaljna razmotrivanja
in jo je zaradi tega treba pretvoriti. Najprej moramo dobiti
vrednosti koeficientov L, M. N in P. Normirani reSitvi v b
naj se na sleded¢i nacin izrazata z normiranima v ¢

Yip = Aa Yic —!— Ba Y
Yoo = CsYic + Ds Ye
Koeficienti 4,, B., C, in D, se izra¢unajo na prav slicen nacin

kakor prej A.. B.... Razlika je samo v tem, da lezi totka ¢
v neskon¢nosti. Zaradi tega ima Y,. na intervalu (b. ¢) vrtilni

(T

faktor e 7™ Y pa ¢~ 7" Determinanta kocficentov je
A,D, — B, C, = — (Bt y +y")ni
Enacba (1) dobi sedaj obliko
_ A +B_(AAtBC)retABABD
Cowo - D2 (CoAstD:Cyze— Ci Bk DeDs

Koeficientov A4, 4, + B, C,, ... $¢ ne moremo vzeti kot L,

M. N in P, ker determinanta nima vrednosti 1. ampak

et oty Fylal pa se dividira vse koeficiente te substi-
C atatr Y , _

tucije z e , potem ima determinanta vrednost

1. Enacba (4*%) se tedaj glasi

c (T

Ta

- (a-l-/a’-l—y’—l—y")y‘ljl o +(a+p’+y'+y")ﬂ7i
(AyB; + B, Dy)e +(Ay B; + By Dy)e =0.

Kakor je razvidno iz enacbe (17), imata B, in D, vrtilna

(8 -y )ni v’

i . " i o o @ o
faktorja e . oziroma e’ ™. Prav tako sledi iz izrazave

keeficientov A, in B., da imata vrtilni faktor e Torej je

442 . Bg :E'Z anl Bg :egfﬂ—l—y”}nl” 93 :er”nl..

e

4, By B, D,
Ce se to vposteva v zgornji enacbi, se reducira na obliko
—(a+p+y")al "
Ay Bye cos(a-FB—9) 5+
~ (atyni -
+ ByDe cos(—a+g8+95 =0.

B. s 5 . . .
Vrednost za = se dobi iz enacbe (7)., ¢e se postavi x = .

o

Ker je 7 (@) = 0. sledi
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Ayes (@) =By — 0 gl ’j; =1 (@)
2
Slicno se dobi iz enatbe (1) za % vrednost 7, (¢). Ce to
3
upostevamo, dobi enacba (4*) koné¢no obliko

Yio(@ a_ Yoo () ,—pni — )T (6
Yoo (@) cos ( a‘l‘ﬂ'l"V) 2 — Yor (0) e cos (a4 7z (©)

Za veljavnost izpeljave te enaibe je potrebno, da sta « in y
od ni¢ razliéna. Vendar pa je enacba (6) tudi v teh primerih
veljavna. O tem se je mozno prepricati na ta nacin. da se vsa
zgornja razmotrivanja izpelje za slu¢aj « = o, oziroma y=o.
Uvideti pa se da to e na drug nacin. Enacho (6) je namrec
mozno dobiti geometriénim potom. V ta namen preslikajmo
zgornjo polovico ravnine x s 7,. Ce je problem resen, dobimo
naslednjo sliko:

Slika 7.

v . —— . e - I
Dolzina stranice ab je 7, (a), stranica be pae g (c). Ako
zvezemo tocko a s ¢, dobimo premocrten trikotnik, ¢igar kota

pria in ¢ sta (I4a—g—p) " in (1—a —B+7)5. Po stavku
o sinusih je

ab sin (14e —f— )= = B¢ sin (1—a—B+y)+
ali po prejinjem
(@) cos (—at+p+NT =1 () e " cos (af— )T
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To pa je enacba (6), ki velja torej tudi za primer, ¢e je kot
pri a ali pri ¢ enak nic.

Preostane Se sluc¢aj g = 0. Vsa prej$nja analiza se ni¢ ne
spremeni vse do enacbe (4%), ki se tudi sedaj prav tako glasi
kakor prej. Sele od tu naprej nastopijo spremembe. Koeficienta
A, in B, imata tudi tukaj vrtilni faktor eam, D, pa ravno
tako e” ™. 1z enacbe () se tudi sedaj dobi

B
= —1(a)
Ay

Kvocient w =Yw :Yw je reelen na intervalu (2, b) in ima
v okolici toc¢ke b obliko
=9 log (x —b)+ P (x—b)
kjer pomeni P (x — b) poten¢no vrsto, o pa je pozitiven faktor,
ki je tako dolocen, da je
ay:
Lim |p| 22 =7
e—> 0 dx x=b+e¢
Na intervalu (b, ¢) pa je w kompleksen z imaginarno kom-
ponento zip in je zaradi tega
w = 7, — 2 7ig.
Odtod sledi
T (€)= —=— = — 2mip.
b (€) D, D, 0
Ce se to uposSteva v enacbi (4*), dobi ta obliko

i
B, B, P . (y—oy
— 4+ —-) cos (@ —y)5-=migpe
( A, D, ) ( '}’)2 Y

. . . . 3 . .
Ker je imaginarna komponenta kvocienta — enaka moi, je
3 :
—* —ngi reelno Stevilo. Ce se Se postavi v zgornjo enacbo
8

ﬁ _ Y (c) S5 &__ V1b (a)
D, Yoo () A, Yoo (a)
se dobi naslednjo enatbo
Yio (c) — ol —M:ngtg(a—y)%....(()*)
| Yoo (o) Yo (a)
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la enacba nadomesc¢a v slu¢aju f—o enacbo (6). Tudi to
enacbo je mozno dobiti geometri¢nim potom in sicer na slicen
nac¢in kakor prej. Ce je a ali pa y enak ni¢, (6*) prav tako
velja.

4.

V diferencialni enacbi (1) naj se spreminjata parametra
A in u tako, da je prvi pogoj 4=0, oziroma C =10 za
& = & = 0, izpolnjen in da ima pri tem Y:, v notranjosti
intervala (e.. e;) ravno » nicel. Sedaj nastane vpraSanje, ali
je mozno 1 in u v skladu s tem pogojem tako dolociti, da je
izpolnjena tudi enacba (6), oziroma (6*). V naslednjem se bo
izkazalo, da je to vedno mogoce in sicer e na neskoncno
mnogo nacinov. Ker pa ne da vsaka teh vrednosti resitve, je
treba iz te mnozice parametrov izbrati one, ki dajo res resitev
problema.

Zaradi krajSe pisave postavimo

Y (a) i e_ﬂ”i Y (c) i

in
Y2 (a) Y (c)
Ce je f=o0, naj bo
M —n@L:ﬂ
Yo (c)

Enacbi (6) in (6%) dobita sedaj obliko
! cos (—a+B+y) 5 =n cos (a—{—ﬂ—y)% (6)

n—Il=umgtg(a—y) 5 (6%)
Najprej je treba preiskovati, kako se spreminjata [ in n, ce
se parametra 1 in u spreminjata v skladu s prvim pogojem.
Funkcija

Yie= A2 Y1b+ B Yoo

je taka resitev diferencialne enacbe (1*), ki ima v tocki a

vrednost ni¢. Naj bosta 2, u in 2+ AL u+ Au dva para
parametrov, za katere je prvemu pogoju ustrezeno, sicer pa

poljubna. K 2, u naj pripadajo Yo, Y2 in 4,, B,, k 1+ Al

(L) (a) . (L\) — , .
wtAwpaYis, Yob in A, B: . Potem zadosc¢ata Y,, in
(1) (2) 7o

Yia —Az be +Bz Y-
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diferencialni enacbi (1¥), ¢e se da parametroma enkrat vred-
nost 2, u, drugi¢ pa 2+ A2, u+ Au. Ako se postavi v enacho

(2) za y="Yia, za 5 pa Yl(f)', se dobi

a

. ..a )
A AP — P = mj 1P| Yia V& w(x) dx -4 A u|lp| Yia Y@ g(x)dx
b b

Ker se 4 in u spreminjata samo v skladu s prvim pogojem,
. A .
je %>0- Funkeciji (x)in z(x) sta na intervalu (b, a) obe
w
. . (&) . . .
negativni in Y.z ter Yia se malo razlikujeta med seboj, e

. ‘ . i . (& .
sta A2 in Ap majhna. Ker imajo A, A™ in Yia, Yia vrtilni

. ani . . T . 2 anl
faktor e™"", moramo zgornjo enacbo dividirati z e “*". Potem
je desna stran reelna in ima nasproten predznak kakor Au.

— 2 anl
Ker je tudi 44 " pozitiven faktor, sledi odtod, da

[ narasca, ¢e se 2 in u vecata, narobe pa pada. Obenem se
[ z 2 in pu zvezno spreminja, ¢e je konCen. V nasprotnem pri-
meru se [ :l zvezno spreminja. Zgornja enacba velja neiz-
premenjena za slucaj. ¢e je f =o0 ali y = 0. Samo v zadnjem
primeru je treba izhajati iz reSitve Y:a.

Na popolnoma slicen nac¢in se dokaze, da n pada, ¢e se
parametra 1 in « vecata in narobe. Pri nastopajoc¢ih integralih
neskon¢nost meje integralov ne moti.

Najprej vzemimo sluc¢aj, da se spreminjata 1 in u tako.
da je prvi pogoj izpolnjen in nima pri tem Y:., nobene nicle
v notranjosti intervala (e,, e,). Torej je x=20.

Dolo¢imo parametra 1 in p tako velika negativna, da je
koeficient pri y na desni strani enacbe (1*) na intervalu (b, @)
povsod pozitiven. Take vrednosti parametrov je vedno mozno
dobiti. Regularna reSitev v to¢ki b, namre¢ Y:», ima v b

vrednost 1in Lim |p| 4 Yoy

e—>0 dx lx=b+e
dYﬁb
ax

dY"zb v v v . . . dYﬂb
naraSca, ¢e gre x od b proti a. Torej je |p| — —
dx dx

=0. 1z diferencialne enache

sledi, ker je odvod za p| na intervalu (b, a) pozitiven,

da |p|
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na intervalu (b, a) pozitiven in isto velja zaradi Ip|>0 za

dYss

— Odtod pa dalje sledi, da tudi Y.» na intervalu (b, a)
%

narasca. Prav isto velja za Yio. Torej je
Yin(a)>0, Yer(a)>0, ali >0.

Ce se parametra 1 in u od zacetnih vrednosti manjsata.
se | manjsa, ostane pa vedno pozitiven. Koeficent pri y v
enachi (1%) ostane namreé pozitiven in je zaradi tega [ > o.
Kadar pa se parametra velata, [ nara$ca. Treba je se dognati,
ali raste [ preko vsake meje, ¢e sta 4 in u dovolj velika. Naj
se parametra vecCata od zacetnih vrednosti! PriSel bo trenutek.
ko koeficient pri y na desni strani enache (1*) ne bo vec
povsod na intervalu (b, a) pozitiven, ampak tudi Ze negativen.
Ce je ta koeficient dovolj velik negativen, ima gotovo Y
nicle na intervalu (b, a). Torej je Y. (a)= 0 pri gotovi vred-
nosti parametrov, medtem ko nima na intervalu (b, a) %e
nobene nicle. Tedaj pa je = oo in Vs je povsod na inter-
valu (b, @) pozitiven, razen v zacetni tocki.

Nastane vpraSanje, kaksno obliko ima peterokotnik, ko
doseze [ prvikrat vrednost co. Ce se preslika zgornja polovica
ravnine x s e = Y ¢ Yap . lezi slika intervala (b, a) na reelni
osi ravnine 7 in sicer lezi tocki a odgovarjajoca totka v mne-
skonc¢nosti. Zaradi tega pa lezi tudi slika intervala (a e,) na
premici. Ker peterokotnik nima v svoji notranjosti razvejisca.
mora imeti obliko, kakor jo kaze slika 8. Tocka e, leZi na

ez JTE.

b /nf )

Slika 8
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podaljsku stranice ae., stranica ce, pa lezi na krogu K, ki

—>
se v tocki e, dotika premice ae;. To sledi odtod, ker je prvi
pogoj izpolnjen. Prav lahko se je nadalje prepricati, da stra-
nica O¢ ne opiSe niti enkrat cele premice, ampak je le kon¢na
daljica. Isto velja za e, in e0. Ker je nadalje =0 in nima
Y.., na intervalu (e, e;) nobene nicle, tudi stranica e.e, ne
more opisati celega kroga K.

Ce je 8+ y— a= 1, dobimo Ze kar reSitev problema. Kajti
v tem primeru lezi stranica e,c na podaljSku stranice ea.
Kadar pa je g+ y—a=F 1. lezi stranica &¢ na krogu K;, ki
kare konveksno stran v notramjost peterokotnika, kadar je
f-+y—a<1 in narobe, kadar je g +y—a> 1.

1z slike je razvidno, da je tedaj, ko ima [ prvi¢ vrednost oo,
— 6l Y (c) >0

Y (¢)

na intervalu (b, ¢). Vzemimo najprej slucaj, da je

—a+p+y<1inatp—y<lL

n—e in da nimata Yi» in Y2 $e nobene nicle

Tedaj je
cos (—a+g-+ygy>0 in cos (@ +p— )5 >0

Ce se parametra A in x manjSata od tistih vrednosti, za
katere je bilo prvi¢ | = oo, postane | pozitiven in se manjsa.
n je bil v zacetku tudi pozitiven in sedaj narasca. Preden
dose¥e n vrednost oo, je enkrat, pa samo enkrat izpolnjena
relacija

! cos (— a‘}‘ﬁ"'—y)-];:ﬂcos(a_l_ﬁ_,}/);i

V zatetku je namre¢ leva stran oo, potem pa postane
pozitivna in se manjSa. Desna stran pa je v zacetku pozitivna
in nara$ca Cez vse meje, kadar gresta 1 in p proti takim
vrednostim, za katere je prvic n=o0. Med zacetnim in
kon¢nim parom parametrov se torej nahaja samo en par, pri
katerem je zgornja relacija izpolnjena. Lahko se je prepricati,
da da ta par res resitev problema. Kajti v nasprotnem primeru
obstojata dve moznosti, ali se ujema tocka ¢, s tocko a ali
pa s totko ¢. V prvem primeru bi dobili peterokotnik. kakor

3 33



Slika 9

ga kaze slika 9, v drugem primeru pa slika 10. Niti prvi niti
drugi peterokotnik pa ni mozen, ker bi moral imeti v svoji
notranjosti razvejisce.

Slika 10

Zaradi tega ostane samo Se tretja moznost, da lezita
Cl

stranici ae, in Eej na istem krogu in je peterokotnik taksen,
kakor ga zahteva problem (slika 7).

Razen te resitve, ki je tako imenovani osnovni teorem,
pa ne eksistira nobena reSitev ve¢ pri x=0. Pac pa je
enacba (6) izpolnjena Se pri neskonéno mnogo vrednostih
parametrov 2 in u. To je razvidno iz naslednjega razmo-

R T i I

trivanja. ‘ T Y
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Parametra naj se najprej vecata od tistih vrednosti, pri
katerih je bil osnovni teorem. Tedaj je bilo [ >0 in n > o,
Y:» ni imel niti na intervalu (b, a), niti na intervalu (b, ¢)
Se nobene nicle. Sedaj se | ve¢a, n pa manjsa in ostane vedno
pozitiven. Ko doseze [ vrednost oo, presko¢i potem v — o
in zavzame potem vsako vrednost neskon¢no mnogokrat.
Torej je tudi neskoncno mmnogokrat izpolnjena enacba (6).
Posamezne vrednosti parametrov. za katere je tej enacbi
ustrezeno, so karakterizirane s Stevilom nicel, ki jih ima Yo
na intervalu (b, a). Ce je to Stevilo predpisanoc, se dobi samo
ena vrednost parametrov 1 in u. V zacetku je bila enacba (6)
izpolnjena in Y:» ni imel tedaj nobene nic¢le. V tem primeru
se je res dobila resitev problema. Kadar pa ima Y:» kaksno
ni¢lo na intervalu (b, a), ne dobimo resitve problema, ampak
se tocka ¢; ujema s ¢. Peterokotnik ima obliko, kakor jo kaze

slika 11%), ¢e se vzame, da ima Y:» eno ni¢lo na intervalu

Slika 11t

(b, a). Stranica, ki odgovarja temu intervalu, opiSe enkrat
celo reelno os in Se daljico ba zraven. Ce bi imel Y ved
nicel na intervalu, bi odgovarjajo¢a stranica tudi tolikokrat

opisala celo reelno os, kolikor nic¢el ima Yso, stranica ce, pa

*) Na slikah so zaradi preglednosti ¢rte, ki se krijejo pa leze na
razliénih listih Riemannove ploskve, nadrtane nekoliko premaknjene.
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tudi tolikokrat krog K. ae, sicer v tocki ¢; tangira ey, ki je
tu krog K, ne lezita pa ae, in ce; na istem krogu, zato tu
nimamo resitve.

Ce pa se parametra od zaCetnih vrednosti manjSata, raste
n, | se manjsa in ostane vedno pozitiven. Sedaj zavzame n
vsako vrednost neskontno mnogokrat in je tudi enacba (6)
Se pri neskonéno mnogo parih parametrov izpolnjena. Tu so
karakterizirane posamezne vrednosti parametrov s Stevilom
nicel. ki jih ima Y. na intervalu (b, ¢). Tudi sedaj ne dobimo
ve¢ nobene resitve problema, ker se namre¢ tocka ¢, ujema
s tocko a. Kadar ima Y.+ na intervalu (b, ¢) eno nic¢lo, ima
peterokotnik naslednjo obliko:

Slika 12

Doslej smo imeli a +f—y <1 in —a+p+y<I. Ti dve
neenachi sta vedno izpolnjeni, ¢e je a + g +y <1, to se pravi,
da ima trikotnik abc reelen ortogonalen krog. ali pa e je
o+ f+y>1in je ortogonalni krog imaginaren.

Sedaj pa naj bo na primer —a-+f+y>1. Potem je
cos (—a-+ p+7y) 5 < 0.V zacetku sta bila 2 in u tako dolo¢ena,
da je bilo prvi¢ [ = oo. Tedaj je bilo Y2v (a)=0 in n>0.
Ce se parametra vecata, postane [ negativen in narasca, n pa
pada in ostane pozitiven. Ravno tako kakor zgoraj se uvidi.
da eksistira neskonino mnogo parov parametrov, pri katerih
je enacba (6) izpolnjena. Vendar pa bi bilo tukaj mozno.
da bi se med dvema zaporednima paroma parametrov. za
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katere je | = oo, nahajalo ve¢ vrednosti parametrov, ki ustre-
zajo enacbi (6). Ker je namre¢ n vedno pozitiven, mora biti

| negativen. Tedaj pa je produkt I cos (—a+ 8 +y) 5 pozi-
tiven in se manjSa, Ce parametra rasteta. Ker gre ta produkt
skozi vrednost ni¢, mora biti vsaj enkrat enak

T
n cos (+B8—9y) 5.
Ni pa odtod razvidna enoli¢nost.
Kadar ima Y:» eno nic¢lo na intervalu (b, a), dobimo res
resitev problema, namrec¢ osnovni teorem (slika 13), drugace
pa so peterokotniki sli¢ni kakor na sliki 11. ’

JE,
e, \\

R

e,

TN Q b &
Slika 13

Ce se parametra od zaCetnih vrednosti manjsata, je tudi
enacba (6) neskon¢nokrat izpolnjena. Nikdar pa se ne dobi
resitve problema, ampak imajo peterokotniki sli¢no obliko
kakor na sliki 12.

Prav isto velja za primer, ¢e je —a-+pg +y> 1.

Preostane nam Se slucaj. da je f=o. Sedaj je treba
parametra 1 in u tako dolo¢iti, da je izpolnjena enacba (6%).
Tako kakor prej dolo¢imo najprej tiste vrednosti parametrov,
za katere je prvi¢ [=oo. S slitnim razmotrivanjem kakor
zgoraj se dobi, da nima tedaj Y:» nobene ni¢le na inter-
valu (b, ¢). Tudi tukaj eksistira neskon¢na mnozica para-
metrov 2 in u, pri katerih je enacba (6*) izpolnjena. Resitev
problema se dobi tedaj, e se parametra od zacetnih vred-
nosti manjsata, dokler ni enac¢ba (6%) izpolnjena. Pripadajoci
peterokotnik kaze slika 14.
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Tk

Slika 14

Drugace pa se dobijo le peterokotniki, ki so podobni onim
na sliki 11, oziroma na sliki 12.

Torej se dobi v primeru » =o samo ena resitev problema.
namre¢ osnovni teorem, tudi tedaj, kadar je f=o.

5.

Doslej ni imel Yie, na intervalu (e,, e;) nobene nic¢le, razen
na koncu v tocki e;. V vsakem primeru smo dobili vsaj eno
resitev problema, namre¢ osnovni teorem.

Sedaj pa naj ima Y:e, na intervalu (e., e,) razen v tocki e,
$e nadaljnih x ni¢el. Tukai se parametra 2 in u spreminjata
v skladu s prvim pogojem tako. da ima Y:e na intervalu
(e,, e,) vedno x nicel. Parametra se zopet ali oba istoCasno
vecata, ali pa oba manjSata in Ce se eden zvezno spreminja.
se prav tako drugi.

Zopet dolotimo najprej tiste vrednosti parametrov, za ka-
tere je | — oo in nima Y:e Se nobene ni¢le na intervalu (0, @)
razen v tocki a. S slitnim razmotrivanjem kakor pri »=0
se dobi, da mora imeti peterokotnik obliko. kakor jo kaze
slika 15, kjer je »—=1.

Peterokotnik se vije okrog kroga K skozi » + 1 listov. Iz
zgornje slike je razvidno, da ima pri teh vrednostih para-

metrov Y,, na intervalu (b, ¢) ravno x nicel in da je n >o.

Tocka e, leZi na premici e, ker je prvi pogoj izpolnjen in
J S J

krog K, se dotika premice ea v tocki e
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Slika 15

Zopet vzemimo najprej slucaj. da je a+p—y<1 in
—a+pf+y<1. Leva stran v enacbi (6) ima v zacetku
vrednost oo, desna pa ima neko pozitivno vrednost. Pri tem
n narasca in gre skozi vsako vrednost do 4 oo, ¢e se 2 in u
manjSata proti takim vrednostim, za katere je Y:o(c) = 0.
Zaradi tega je enaCba (6) izpolnjena, ko nima Y.» ' na inter-
valu (b, a)nobene nicle, na intervalu (b, ¢) pa ravno x nicel.
Te vrednosti parametrov dajo res reSitev problema. Za » = 1
nam kaze pripadajo¢i peterokotnik slika 16.

Kadar je a4+ g+ 7y <1, eksistira h kroznemu trikotniku
abc reelen ortogonalen krog in stranica bc ga sece 2x- krat,
stranica ab pa ga sploh ne sece.

Parametra 4 in © naj sedaj od tistih vrednosti, za katere
je bilo prvikrat | = co, zrasteta do onih vrednosti, ko je
drugi¢ | = oo. Tedaj ima Y:» razen v tocki a $e eno niclo
na intervalu (b, a). Odgovarjajo¢i peterokotnik je prav tak-
Sen kakor na sliki 15, le da se stranica ba enkrat ovije okoli
cele reelne osi, stranica bc pa samo x» — f-krat. Pri tem
ima Y.t ma intervalu (b. ¢) » — 1 nicel, n je pozitiven. V
zacetku je bilo tudi n>o0. Ker se n—= e ™ Y te): Yoo (o)
manjSa in je imel Y:» v zaCetku x nicel na intervalu (b, c¢).
na koncu pa jih ima le » — 1, je Sel n enkrat skozi vred-
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Slika 16

nost 0o. Med zacetnimi vrednostmi parametrov in vrednostmi,
pri katerih je n= oo, eksistira en, pa samo en par para-
metrov, pri katerem je enacba (6) izpolnjena. V zacetku ima
namre¢ leva stran vrednost — oo, desna je pozitivna, na
koncu pa ima desna stran vrednost — oco. Tu se res dobi
reSitev problema in je peterokotnik naslednji ( » =1).

Slika 17
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Na tej sliki je a+pg+y<L. Ce bi bilo a+pg+y>1, bi

lezali tocki a in ¢ na levi strani tocke b.

Pri sedanji resitvi ima Y.» eno nic¢lo na intervalu (b, @)
in » micel na intervalu (b. ¢). Na obeh intervalih skupaj ima
torej x -+ 1 nicel. Pri prvi reditvi pa Je imel Y= e« nicel
na obeh intervalih. Tudi struktura peterokotnika na sliki 17
je precej drugacna kakor na sliki 16.

Med tistima paroma parametrov, za katere je n = oo in
ko zavzame | drugi¢ vrednost co. eksistira zopet en sam par
paramentov, pri katerem je enacba (6) izpolnjena. Tudi ta
par parametrov da resitev problema. Sedaj ima Y:» na inter-
valu (b, a) eno niclo, na intervalu (b, ¢) pa = —1 nicel. Na
obeh intervalih skupaj ima torej Y:» zopet z nicel. Pripa-
dajoti peterokotnik je podoben onemu na sliki 16, samo
stranica ba se ovija okoli cele reelne osi. Ce je o+ f +y <1,
sece stranica bc 2x — 2-krat ortogonalni krog. stramica ba pa
dvakrat. v

Ce se parametra vefata do tedaj, ko je tretjic [ = oo,
gresta zopet dvakrat skozi vrednosti, pri katerih je enacba
(6) izpolnjena. Zopet se dobita dve resitvi problema, prvic¢
je peterokotnik taksnega tipa kot na sliki 17, drugi¢ pa je
takien kot na sliki 16, samo stranica bc see ortogonalni
krog 2% — 4-krat, stranica ba pa Stirikrat.

To se nadaljuje tako dolgo. da ima Y:» razen v tocki a
e x nitel na intervalu (b, a). Tedaj je n pozitiven in Yao
nima na intervalu (b, ¢) nobene nicle ved. Med dvema zapo-
rednima paroma vrednosti parametrov, za katere je [= .
cksistirata vedno po dve reSitvi problema. Na ta nacin se
dobi vsega skupaj 2% -+ 1 reSitev. Med temi je x + I takih
reSitev, ki odgovarjajo sliki 16 in ima Y:» na intervalih
(b, a) in (b, ¢) skupaj x nicel. Nadaljnih = resitev odgo-
varja sliki 17 in ima Y:» na obeh intervalih z -+ 1 nicel.
Ce je Stevilo nicel, ki jih mora imeti Y=» na intervalu (0, a)
in $tevilo, ki jih mora imeti na intervalu (b, ¢). predpisano,
sta parametra enolitno dolotena. Predpis teh dveh Stevil
pa ni popolnoma poljuben, ampak mora biti njihova vsota
» ali pa =+ 1.
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Ko rasteta parametra Se naprej. je enacba (6) e ne-
skonéno mnogokrat izpolnjena, toda nikdar veé se ne dobi
reSitve problema. n se manjia. ostane pa vedno pozitiven.
Posamezni slucaji, ko je ena¢ba (6) izpolnjena, so karak-
terizirani s Stevilom nicel, ki jih ima Y:» na intervalu (b, a).
To stevilo je vedno vecje od #. Na intervalu (b. ¢) pa nima
Y2» nobene nicle. V odgovarjajocih peretorokotnikih se vedno
ujema tocka e, s ¢ Primer takega peterokotnika za » — f
kaze slika 18.

Slika 18

Tudi ¢e se parametra manjSata od tistih vrednosti. za
katere je bila prvikrat enacba (6) izpolnjena, se ne dobi ve
ncbene resitve problema. Enacbi (6) je sicer e neskoncéno
mnogokrat ustrezeno in se sedaj lotijo posamezni slucaji
po Stevilu nicel, ki jih ima Y:» na intervalu (b, ¢), toda
vedno se ujema tocka e, s totko a. Peterokotniki so sli¢ni
onim na sliki 12, ko je bilo »=0.

Slucaj, ¢e je f=o. ne dela prav nobenih posebnih tezav
in se obdela ravno tako kot drugi slu¢aji. Tudi v tem primeru
se dobi natantno 2%+ 1 refitev. Isto velja, ¢e je kak drug
kot enak nic.

Preostane Se slucaj. ko je ali « 43 — y > 1, ali pa
—a+ f+y>1 Tu pa se mi ni posrecilo ni¢ splo¥nega
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ugotoviti. To se pa da dokazati, da vsaj ena reSitev res
eksistira pri vsakem x.

Doslej smo upodobili le zgornjo polovico ravnine x s kvo-
cientom 7. Sliko cele ravnine x, ki je razrezana po reelni
osi od e, do e, in od a preko b do ¢ =00, se dobi, ce se
zreali peterokotnik okoli stranice ce; ali pa ae,. Na ta nacin
se dobi dvakrat sovisen lik, ki je v bistvu krozni cetvero-
kotnik. iz katerega je izrezan krozni dvokotnik. Kot oscila-
cijsko Stevilo smo definirali ono Stevilo, ki nam pove. skozi
koliko listov se vije ta lik v neposredni blizini stranic
dvokotnika.

Kadar ima Y:e razen nicle v tocki e, Se nadaljnih x nicel
na intervalu (e.. e,), opise 7a, kadar gre tocka x od e, do e,
krog K (slika 5) w-krat in Se lok e.e. Prav lahko se pa da
uvideti, ¢e se zrcali peterokotnik okoli stranice ae., da se vije
lik, ki odgovarja celi ravnini x. v neposredni blizini dvo-
kotnika skozi 2#z+ 1 listov. To je oscilacijsko Stevilo v tem
primeru in je torej vedno liho. Ker pa je tedaj, ko ima Y:e
na intervalu (e, e;) # nicel, tudi 2% +1 reSitev problema.
sledi odtod, da je pri danem oscilacijskem Stevilu 2%+ 1
ravno 2z -+ 1 reSitev problema.



KLEINSCHE THEOREME IN DER THEORIE
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN



Die allgemeine lineare Differentialgleichung der zweiten
Ordnung vom Fuchsschen Typus mit n singuliren Punkten
hiéngt ausser den Exponenten in den einzelnen singuliren
Punkten noch von n—3 willkiirlichen Konstanten, den so-
genanten akzessorischen Parametern, ab. Uber die Festlegung
dieser Konstanten hat Klein die folgende Frage gestellt: Ist
es moglich iiber die akzesorischen Parameter in der Diffe-
rentialgleichung derart zu verfiigen, dass der Quotient zweier
unabhingiger Losungen der Differentialgleichung gewisse
besondere in voraus vorgeschriebene Eigenschaften besitzt.
Dieses Problem steht in enger Beziehung zur Theorie der
cindeutigen automorphen Funktionen.

Die Kleinsche Fragestellung ist sehr allgemeiner Natur.
Ein etwas engeres, aber noch immer sehr umfassendes Pro-
blem formuliere ich folgendermassen: Alle singuliiren Punkte
der Differentialgleichung teile man in einige Gruppen ein,
mindestens zwei in jede dieser Gruppen. Simmtliche Punkte,
die man in eine dieser Gruppen genommen hat, verbinde man
nach einer festgesetzten Reihenfolge vom ersten bis zum
letzten mit einer Kurve. Dies hat mit allen Punkt-Gruppen
so zu geschehen, dass die einzelnen Kurven weder selbst
nech untereinander sich schneiden. Entlang jeder dieser Kur-
ven denke man sich die Ebene der unabhingigen Variablen x
aufgeschnitten. Die Frage ist jetzt die folgende: Ist es
moglich durch geeignete Bestimmung der akzessorischen Pa-
rameter zu erreichen. dass der Quotient 7 zweier unabhiin-
giger Losungen der Differentialgleichung in der zerschnit-
tenen Ebene eindeutig wird und dass dabei simtliche Sub-
stitutionen des Quotienten 7, die den Umldufen des x um
die einzelnen singuliren Punkte. die derselben Gruppe an-
gehoren, entsprechen, auch denselben Kreis unveriindert lassen.

Wenn die Differentialgleichung fiinf singulire Punkte
hat, so gibt es zwei akcessorische Parameter. Man kann dann
das Problem so stellen, dass man zwei dieser fiinf Punkte
zu einer Gruppe. die iibrigen drei in die andere Gruppe auf-
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nimmt. Es zeigt sich da. dass eine Losung nur dann erwartet
werden kann, wenn die Exponenten jener zwei siguldren
Punkte, bei deren Umlauf der Quotient 7 in sich zuriickkehrt.
die eine der folgenden Gleichungen erfiillen:

& — &, = ganze Zahl  (IFall 1)

£, -+ & = ganze Zahl  (Fall IT)
Dabei sind ¢ und e die Exponentendifferenzen an der ersten
und an der zweiten singuldaren Stelle.

In der vorliegenden Untersuchung bearbeite ich eben
dieses Problem unter der Voraussetzung, dass die singuliren
Stellen, sowie die Exponentendifferenzen reele Zahlen sind.
Die Differentialgleichung lautet hier:

3 /-¢ —¢ - a /- 2 7,
'(% + (x—Pl1 ;-;2 + Ix—a + ?j)% + (x—ey,‘;v(xt/;().cx::) (2,»(—[1) y=0{0
Die singuliren Punkte sind hier e, e, a, b und ¢ = oo.
Dabei moge sein:
e, > e, >a>Db
Zu diesen singuliren Punkten gehoren der Reihe nach die
Exponenten
&, 0, &, 0: a,0: f,o und zu ¢c= oo die Exponenten 7. y”
wobei die Gleichungen
ateatatpftr4y'=3
py =7 »
V==
gelten, und es mogen noch fiir die Exponentendifferenzen
&, &, a, f. y die iblichen Beschrankungen
0<6<71, 0<e<1, 0<a<1, o<B</, 0o<y<1I
bestehen. T, und T. sind die akzessorischen Parameter.
Die Gleichungen I bezw. Il gehen hier in

e — = 0 (Fall 1%

& +e= 0 (Fall 1I*)
iiber und ich beschrinke mich hier auf den Fall I, wobei
& =¢& ist. In der Theorie der eindeutigen automorphen Funk-
tionen ist dieser Fall der einzig auftrettende. Die Ebene x
denke man sich lings der reellen Achse zunichst zwischen
e; und e, dann weiter von a iiber & nach ¢—=occ aufge-
schnitten.
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Es zeigt sich nun, das wenn die Gleichung I*, d. h. &, =&
besteht, es immer moglich ist, die akzessorischen Parameter
T, und T, in der Differentialgleichung (1) derart zu bestim-
men, dass der Quotient 7 in der aufgeschnittenen Ebene eine
eindeutige Funktion von x wird. Dabei konnen a, f, y noch
ircend welche reelle Zahlen <1 sein. Der Quotient 7 gibt
von der aufgeschnittenen Ebene x in der Ebene des 7 ein
zweifach zusammenhingendes Bild, das von Kreisbogen be-
grenzt wird. Es ist im Wesentlichen ein Kreisbogenviereck,
aus dem ein Kreisbogenzweieck herausgeschnitten ist. Das
Bild kann sich allerdings auf mehrere Blitter erstrecken.
Wichtig ist da die sogenannte Oszillationszahl, die als jene
Zahl festgesetzt wird, die die Anzahl der Blitter gibt, durch
welche sich das Viereck in der unmittelbaren Ndhe des Zwei-
eckes windet. Die Oszillationszahl ist im Falle I* immer
eine ungerade Zahl 2x + 1.

Das Kreisbogenviereck hat immer einen Orthogonalkreis.
der, je nach Umstinden, reel oder imaginir ist, oder sich
auch auf einen Punkt zusammenziehen kann. Wenn der
Orthogonalkreis imagindr ist oder reell, wobei gleichzeitig
a—+ p+4y <1 erfiillt ist, oder wenn er sich auf einen Punkt
reduziert (a4 p-+y = 1), ldasst sich noch mehr aussagen. Es
gilt namlich der Satzt: Zu jeder Oszillationszahl 2« + 1 gibt
es auch genau 2% + 1 Losungen. st die Oszillationszahl = 1,
so existiert auch nur eine einzige Losung, dass sogenannte
Grundtheorem. Diesmal liegt das Bild nur in einem einzigen
Blatt. — (Fig.2.)

In der Theorie der eindeutigen automorphen Funktionen
sind die Exponenten reziproke ganze Zahlen. Nach dem
gesagten lassen sich die beiden akzessorischen Paramenter
auf eine einzige Weise so bestimmen, dass der Quotient 7
in der zerschnittenen x-Ebene eine eindeutige Funktion von
7 wird und das Bild nur in einem einzigen Blatt liegt. Hier
ist x eine eindeutige automorphe Funktion des 7. Der Fun-
damentalbereich ist ein Kreisbogenviereck, aus dem ein Kreis-
bogenzweieck herausgeschnitten ist. (Fig. 2.)

Man bekommt so zwei verschiedene Arten automorpher
Tunktionen: Der Existenzbereich der Funktion x (7 ) ist, wenn
a4+ p+y <1, begrenzt durch eine unendliche Menge von
Grenzkreisen, deren jeder Punkt ein Haiifungspunkt dieser
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Kreise ist, wenn aber a + 4y > 1, so ist der Existenzbereich
dazugehoriger Funktionen die ganze ¢-Ebene mit Ausnahme
einer perfekten Menge von Punkten.

Die Arbeitenthiltdenersten,nurder The-
orie linearer Differentialgleichungen ent-
nommenen Beweis fiirsolche Kleinsche auto-
morphe Funktionen, deren Existenzbereich
durch eine unendliche Menge von Kreisen
begrenzt ist. Die Beweismittel bilden nur ganz ele-
mentare Stetigkeisbetrachtungen.

1.

Die Differentialgleichung (1) hat in jedem singuldren
Punkte ausser fiir ¢ = o, je eine regulire Losung, die durch-
wegs durch Y, also Yw ., VYw ... bezeichnet werden soll.
Es ist dies auch eine der beiden in jenem singulidren Punkte
normierten Losungen. Die andere normierte Losung z. B. im
Pukte e, hat, wenn & =F o ist, die Form

Vie="x e)" P (x —e)
wo B (x — e,) eine Potenzreihe von x — e, ist, mit P (o) = o.
Analoges gilt fiir die anderen singuliren Punkte. Wenn jedoch
&, = o ist, so hat man eine Losung Y, in der Form

Yiee="Yoe, log (x —e;) + Q (x —e,)

worin Q (x — e,) wieder eine Potenzreihe von x— e, ist. Fiir
die Stelle ¢ = o haben die beiden normierten Losungen die
Form (%)7, L, (%) und (4 )7’" B, (1) waobei dhnlich wie friiher,
eine Anderung platzgreift, wenn " — )" =y =o ist.

Die [Iragestellung verlangt, dass der Quotient 1 (x)=
Yi(x): Y,(x)zweier unabhingiger Losungen von (1) beim Um-
lauf des x um die beiden singuliren Punkte e; und e. in
sich zuriickkehrt. Dem Umlauf eines jeden der singuldren
Punkte e, und e, entspricht je eine lineare gebrochene Sub-
stitution des 7. Das Produkt dieser beiden Substitutionen
entspricht dem Umlauf um e; und e, und dies muss die
Identitat sein.

Es sei 7 der Quotient der in e, normierten Losungen. Zwi-
schen diesen und den in e, normierten Liosungen bestehen
Gleichungen der Form:
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Yie, = AYie, T BV, "
Vie, = Cliey | DYee,
Das Produkt der beiden Substitutionen des 7., um e, und e.
lautet jetzt:
(BC — AD e?ezni) o287l s, -+ AB (e‘zaznl' — i)
DC (1— esni) eterniq, - BC etesni — AD

(S)

Soll diese Substitution identisch sein, so muss eines der beiden
Systeme von Gleichungen bestehen:

g, —e=0 A=0 D=0 (Fall I*)

at+ea=1 C=0 B=0 (kall 11*)
Diese Gleichungen gelten fiir den Fall, dass &30, esFo0
ist. Es lisst sich leicht einsehen, dass & und &, nur gleich-
zeitig = o sein konnen. Wenn jedoch & =&, =0 ist, so be-
kommt man die folgenden notwendigen und hinreichenden
Bedingungen:

C=o0, A+D=o0

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, beschridnke ich
mich in der vorliegenden Arbeit auf den Fall I*. Hier ist es
notig die beiden Parameter T, und T, so zu bestimmen, dass
die Gleichungen 4 =0, D =0 bezw. C —o. A+ D = 0, wenn
e, = & — o, erfiillt sind.

Zuniichst werde angenommen, dass 4 =o0 bereits gilt. Aus
den Gleichungen (%) folgt dann. dass Yie, proportinal ist mit
Yee, und dass Yie(e)=o ist. Setzt man
Yie, (61) . __B_

Y e, (81) A

so ist m = o sobald 4 = 0. Umgekehrt gilt auch, dass 4 =o,
wenn m = oo ist. Wenn & =g, = o ist, so lautet die erste
Bedingung C'=0 und es ist auch hier m = .

Nunmehr ist zu zeigen, dass bei beliebiger Fixierung des
einen Parameters in der Gleichung (1) der zweite so bestimmt

werden kann, dass m irgend einen im voraus gewollten Wert
annimmt.

m — Te, (61) ==

Die -Differentialgleichung (1) schreibe man in der Form:

a /| d
P ) =re+ oty 1
x\ dx

wobei
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p=(x—e) "t (x—e) e (x—a)l"¢(x—b)T7F

o T pw=— / .
T e T e —a)(x—b)

/
(x —e) (x—e) (x—a)lx-—10b)

2 ()=

In der Gleichung (1*) sind 2 und u die akzessorischen
Parameter.

In der Folge sind die Vorzeichen von y(x) und g(x) in den
einzelnen Intervallen von Wichtigkeit. Das folgende gibt
eine Ubersicht iiber diese Zeichen

X b —a €, &,
wlx): - — -+ —
2@ A — . - +

Y., und Y,, sollen eindeutig so normiert werden, dass
Y:e(e,) = 1 und

=1

; Y se,
Lim |p|
e—> 0 dx lx=e+e¢

Die gleiche Normierung gilt in den anderen singulidren
Punkten.

In der Differentialgleichung (1*) werde u« beliebig, aber
fix gehalten. Bei stetiger Anderung des Parameters 1 erleidet
Yl €y

26y
ist aber m = o0, so ist 1 : m stetig. Wichst nimlich 1, so wird
m kleiner und umgekehrt. Man erkennt dies folgendermassen:
Es sei y eine Losung der Differentialgleichung (1¥) beim
Parameterpaar 2 und g, 5 jedoch die Losung derselben Glei-
chung (1*) beim Parameterpaar 1+ Al w+ Auw. wobei m
den Wert m + Am hat. Es gilt dann die Gleichung

auch m= wenn e< endlich ist, eine stetige Anderung:

d ay o ;
lp\(y gz —1 dx) =04 —2) | ey de +(u, - mj Py ny(x)de(2)

und wenn, wie in unserem I['all die Integration sich auf ein
Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden singuliaren
Stellen erstreckt, so kann hierin |p| statt p genommen werden.

Fiir y setzen wir nun hierin Y,, —mY,, ein, genommen
beim Parameterpaar 1, ¢ und fiiv 3 denselben Ausdruck fiir
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das Paar 1+ A2 u und den Wert m+ Am des m. Wenn

dann die Anderung A2 hinreichend klein ist und man in (2)

die Integrationsgrenzen e, und e, nimmt, so gibt die Beriick-

sichtigung der Vorzeichen von ¢ (x) die Ungleichung
% <o (3

woraus die stetige Abnahme des m bei Zunahme des 7 folgt.

Solange 4 positiv und so gross ist, dass rechts in (1%) der
| |-Faktor des y auf e.e, iiberall positiv ist, ist m > o und
Yee,co hat auf e.e; keinen Nullpunkt. Y, und Y. wachsen
nimlich bestindig, wenn x von e, bis e; geht. Wenn nun 1
von so einem Wert abnimmt, wichst m und nimmt jeden
Wert beliebig oft an. Die einzelnen Werte des 2, bei denen m
denselben vorgeschriecbenen Wert bekommt, sind durch die
Anzahl der Nullstellen des Y,., auf e.e; charakterisiert. Wenn
diese Anzahl gegeben ist, ist auch 1 genau bestimmt, sobald m
gegeben ist. Dies gilt auch fiir m= % und auch, wenn
& —¢& —o ist.

Bisher wurde nur 1 veriandert, wihrend u fest, wenn auch
beliebig, blieb. Nimmt man nun fiir # einen anderen Wert
und schreibt dasselbe m und die gleiche Anzahl von Null-
stellen fiir Y,, auf e.e; vor, so bekommt man wieder nur
einen Wert fiir 2. Es ist also 2 eine eindeutige Funktion des w.
Dass diese Funktion stetig und mit u monoton aufsteigend
ist, lasst sich folgendermassen erkennen:

Es mogen AL und Ap zusammengehorige Anderungen von
4 und u bedeuten. Setzt man dann in (2) Y., fiir y beim
Parameterpaar 1, ¢ und analog Yo fiiry beim Paar 2+ AZ
4+ Aw ein, so ergibt sich, wenn AZ und Ap hinreichend klein
sind bei Beriicksichtigung der Vorzeichen von ¢(x) und x(x)
auf e.e, die Ungleichung

YA

: Au
Daraus folgt die Stetigkeit und Monotonie von 7 als Funk-
tion des u. In gleicher Weise ergibt sich auch die Stetigkeit
und Monotonie von u als Funktion des 1.
Zur Losung des Problems wire es noch notig im Einklang
mit der ersten Bedingung 4 =0 oder m = o die Parameter
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A und u so zu bestimmen, dass auch D = o wird. Dies gelang
mir jedoch nicht bei bloser Betrachtung auf dem Intervall e,e,.
Ich musste andere Intervalle zu Hilfe nehmen und andere
erfiillbare Bedingungen aufstellen, die mit der Bedingung
D = o aequivalent sind.

2.

Der Quotient zweier unabhéangiger Losungen der Differen-
tialgleichung (1) liefert eine konforme Abbildung der oberen
Hilfte der x-Ebene auf ein Kreisbogenfiinfeck mit den Win-
keln me,, mesy, ma, 78, wy. Die Umgebung jedes Punktes in der
oberen Hilfte der x-Ebene wird umkehrbar eindeutig auf
die Umgebung des entsprechenden Punktes der 7-Ebene ab-
gebildet. Es folgt daraus nicht, dass das Fiinfeck sich nicht
zum Teil selbst iiberdecken konnte, Windungspunkte gibt es
jedoch im Inneren nirgends.

Bilden wir nun die obere x-Halbebene durch 7= Yu:
Y. und Y ab, wobei Y= die beiden im Punkte a, wie ange-
geben, normierten Losungen von (1) sind. Geht nun x lings
der reellen Achse von a bis e,, so beschreibt 7. das Segment
ae, der reellen za-Achse. Der Punkt a liegt im Koordinanten-
ursprung (Fig.5). Geht jedoch x vom Intervall ac, auf das
Intervall ab iiber indem es dem Punkt a auf einem kleinen
in der oberen x-Halbebene verlaufenden Kreis ausweicht, so
gibt das Intervall ab in der 7z-Ebene eine geradlinige Strecke
ab, die mit ae, den Winkel ma einschliesst. Wenn nun x
von e, aus gegen den Punkt e, weiter geht, indem es zunichst,
wie oben dem Punkt a, jetzt e, ausweicht, so beschreibt za
einen Kreisbogen K, der die reelle Achse unter dem Win-
kel me, trifft. Nehmen 2 und u nur solche Werte an, dass die
erste Bedingung m = oo befriedigt ist, so liegt der Bildpunkt
¢, von e, auf der reellen Achse d.h. auf der Verlangerung
wvon a¢,. Die in a normierten Losungen sind mit jenen in e,
normierten durch Gleichungen der Form

Yia prm— Ai Yle, -I— 31 Ifzpl
Yia= ClYieg —-[— D Y292

verkniipft. Yiz und Y. und ebenso Vi, sind auf ae, reell.
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Weil nun Yi, auf ae, den Drehfaktor ejm32 hat*), so haben

A, und C, den Drehfaktor e ™, B, und D, sind jedoch
reelle Zahlen. Darans folgt, weil
16,/ €1
m=my(e,) = %e:(/ej =w®

ist, dass za (€;) = 4,:C, reell ist, weil 4, und C: denselben Dreh-
faktor haben. So viele Nullstellen Yi, auf dem Intervall e.e
besitzt, so oft beschreibt 7 den ganzen Kreis K und dazu
noch den Bogen e.¢;, sobald x von e, gegen e, geht. Weil
nun & =&, ist, so beriihrt der Kreisbogen, der dem Inter-
valle e;¢ entspricht, die reelle Achse im Punkt e, (Fig.6).

Im Falle der Losung des Problems ist das Bild des Inter-
valls e;c¢ ein Teil der reellen Achse. Umgekehrt geben solche
Werte von 2 und u bei denen das Bild des Intervalls ec
in der reellen Achse liegt, wirklich eine Losung der Frage.

Um nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir aufzustellen, dass das Bild von e,c in der reellen Achse
liegt, driicken wirza durch den Qutienten 7 der in ¢ nor-
mierten Losungen aus. Dieser Quotient ist auf e;c reell.
Es sei

. — Lv,. +M

= LP—MN=1....(%
Nz, 4+ P

Wennz von 7 (¢)=o0 bis 7 (e,) geht. beschreibt 7 die Seite
¢6,. Da das Problem das Reellsein des ce; verlangt, muss
die Substitution (*) die reelle Achse wieder in die reelle
Achse iiberfiihren und zwar, wie leicht zu sehen. so, dass
dem oberen Teil derz -Ebene der untere von 7 und unge-
kehrt entspricht. Es folgt daraus, dass die Koeffizienten alle
rein imaginidr sein miissen. Es gelten also die Gleichungen

L} L=p , M4+M=0
N+N=0 , P+ﬁ:0} o

Dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen.
Im allgemeinen sind, wegen LP — MN = 1, nur drei von

.4

*) In der Darstellung z = |z|ei'x nenne ich e Drehfaktor der kom-
plexen Zahl z.
=
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ihnen unabhiingig. Da aber die erste Bedingung m = oo
erfiillt ist, bleiben hier nur zwei von ihnen unabhingig. da
der Kreis K,, auf dem ce, liegt, die reelle Achse in ¢, beriihrt.
Der Punkt

Le+M

) Ne+ P’

beschreibt den vollen KreisK,, wenn 7 die ganze reelle Achse
durchlauft. Im Punkte e;, wo K, die reelle Achse beriihrt,
bildet die Tangente auf K, mit der reellen Achse den Win-
kel =n. Es gilt nun offenbar der Satz: Wenn die Tangente
auf K, in irgendeinem Punkte mit der positiven reellen Achse
den Winkel 6O einschliesst, so ist daselbst der Drehfaktor

Ty =

dwa | . : dra |
von gleich ¢’®. Der Drehfaktor von " lautet nun
B dr dr
Net P und muss in e; gleich ¢ = _1 sein. Es ist also
Nz—+ P
fir 7 =% (e))= 1,
Nil——'—P——l oder (N4+N)z,+P4+P=o0.

Ne,--P
Daraus folgt der Wert fiir 7,, wenn mnicht gleichzeitig
N+N=o, P+P=o0. Der Wert fiir 7 ergibt sich jetzt

durch Einsetzen in (¥). Da dieser reell sein muss, folgt jetzt
mit Riicksicht darauf, dass der Nenmer rein ‘imaginért ist,

dasselbe auch fiir den Zihler und daraus die Gleichung:
L+L)P+P)—M+MN+N)=0....0)

Von den vier Gleichungen (4) bleiben also nur zwei unab-
hingig. Da jedoch der ersten Bedingung geniigt wurde, der
eine Parameter also durch den anderen vollstandig bestimmt
ist, lasst sich unmittelbar nur eine Bedingung erfiillen. Als
solche moge die Gleichung

M+M=o ....4"

genommen werden. Es wird sich herausstellen, dass diese
Gleichung stets erfiillbar ist. Jetzt ist es notig zu untersuchen,
was aus (4*) fiir das gesuchte Fiinfeck folgt.

Wenn sich mit (4*) gleichzeitig die Gleichungen N + N = o,
P+P=o ergeben, so sind wegen LP — MN — 1 alle Koef-

fizienten L, M, N, P rein imaginir und wir haben eine Lo-
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sung des Problems. Wenn nicht, so ist nach dem gesagten
7= (P4 P): (N + N) bestimmbar und es gilt dann die Glei-
chung (5) und wegen (4%) folgt, dass

(L+L) (P+P)=o

ist, woraus zwei weitere Moglichkeiten entstehen.
1. Es sei

L+L=o....(%
Das Einsetzen des 7, =(P+P):(N+N) in (%) zeigt, dass

Ta (ey) — 0 ist, dass demnach ¢, mit a zusammenfallt.
2. Wenn

P+P=o....6

dann ergibt sich schon 4 (e¢;)= 7,=0 d. h. der Punkt e,
deckt sich mit «.

Das Ergebniss ist nun: Ist die Gleichung (4*) erfiillt, so
hat man entweder eine Losung des Problems oder aber fallt
der Punkt ¢; mit dem Punkt a oder mit ¢ zusammen.

Es handelt sich jetzt um eine handliche Darstellung der
Bedingung (4*). Zunichst die Darstellung der Koeffizienten
L, M, N, P. Die in a normierten Losungen sind mit den in b
normierten durch

YIH:A2 be+BzY2b A D B C i
YZa:Czbe+D2Yzb 3 T Sala = €

und Yiv,YV2p mit dem in ¢ = oo normierten durch

Y = Aa Yic _l— Ba Yo

Yoo = GYi 4 DsYee ()
verkniipft. Also ist
A3 Ds = Bs C3 = — 9(‘8+7/+7”)7”

o A?rﬂb +B2 __(AzAs—'— BzCﬁ)’Ec—'—Az BS—!—BzDa
Cioo +D:  (C:A—D:C)vc—+ CoBs 4 D Ds

Die Koeffizienten sind hierin noch nicht L. M, N, P, weil
ni[a+ﬂ+y'+y”j

ce (D

Ta

die Determinante nicht den Wert 1 sondern e

l. ’ n”
Dividiert man jeden Koeffizienten durch e Bletoty +y")
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so wird die Determinante gleich 1 und die Gleichung (4%)
bekommt, wenn man beriicksichtigt, dass die Drehfaktoren von
B, und D, beziiglich e#i(6+y") und e #&y", von A, und B,
aber e7ie sind, die Form

7,

AEB3e_ ’ cos (a-+B—9 5+
+ By Dy cos (—a+ B+ 7) 5 =0.

2

Yo

Den Wert fiir

|

bekommt man aus () fiir x=a und

.E So hat man fiir (4*) die Endform

N

analog B, aus (}+

Yio (@) F1] Yip (C) — gl b7

s (— T =" — )% (6
Forla) cos (—a—+f+9)3 Yo (0) € cos (@+pF—y)g .- (6)
Diese Gleichung gilt in allen Féllen ausser fiir f=o. Im
Falle #= o0 liefern dhnliche Betrachtungen. wie bisher, fiir
(4*) die Gleichung

l Yio () i | e Y (a)
| Yoo (c) Y (a)
dabei bedeutet mip die imagindire Komponente von 7 auf

=motg(e—9)g .- .- (6%

77
"
!

dem Intervall bc.

3.

In der Differentialgleichung (1*) sollen jetzt 2 und u so
verdndert werden, dass die erste Bedingung m = o erfiillt

ist und, dass dabei Yz, im Inneren des Intervalls e,e; genau
% Nullpunkte hat. Es entsteht nun die Frage. ob unter Er-
haltung dieser Bedingungen die Parameter 4 und u derart
bestimmt werden konnen, dass auch die Gleichung (6)
bezw. (6%) erfiillt ist. Es wird sich im Folgenden herausstellen,
dass dies noch auf unendlich viele Weisen moglich ist. Da
aber nicht jedes Paar solcher Parameter wirklich eine Losung
des Problems gibt, ist es motig aus der sich ergebenden
unendlichen Menge gerade jene auszusonderen, die eine Lo-
sung geben.
Der Kiirze wegen sei
Y (a) = e_ b7 Vb (¢) —
Yo (a) Yo (c)
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und, wenn g = o ist, sei
Y (c)
— 7
Y (c)
dann lauten die Gleichungen (6) und (6%)

[ cos (—a—t gty m=n cos (@+B—77 (6)
n—Il=motg(@—)7 (6%)

oi=n

Zunichst ist es notig zu untersuchen, was mit [ und n ge-
schieht, wenn 2 und w im Einklang mit der ersten Bedingung
geiindert werden. Zu diesem Zvecke fithren wir in (2) fiir
y die Losung
Yia= A2Y1b+ B:Y:p

beim Parameterpaar 1. u, fiir g dasselbe beim Paar 1+ A4,
1+ Au ein. Mit Riicksicht auf die Vorzeichen von(z) und
z(x) auf dem Intervall ba und den Umstand, dass stets
A‘—}b> Oist, bekorﬁmt man
YAV

Al

e )

AV
Es wichst also I mit 2 und p gleichzeitig und umgekehrt.
Die Anderung des [ ist stetig, wenn [ endlich ist, fiie l— o0

ist die Anderung von —11— stetig, wovon man sich leicht
iiberzeugt.

Auf genau analoge Weise zeigt man, das n abnimmt,
wenn 4 und u zunehmen und umgekehrt.

Zunichst sei » = o, also der Fall, dass Y%e, auf e.e; keinen
Nullpunkt hat. Wenn die Parameter 2 und x hinreichend
gross negativ sind, ist der [ [-Faktor des y rechst in der
Gleichung (1*) auf dem Intervall ba iiberall positiv. Die
Werte von Yw und Yw wachsen bestindig, wenn x von b
gegen a riickt und es ist dabei:

Yis (@) > 0, Yas(a) >0, oder {>0.

Werden von diesen Werten aus die Werte der Parameter
4 und u verkleinert, so fillt auch I bestindig, bleibt aber
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doch positiv, weil der Klammerfaktor des y in (1*) positiv
ist. Wenn also 2 und x von ihren Anfangswerten aus so
lange vergrossert werden, bis der | |-Koeffizient des y in (1%)
negativ und so gross wird, dass Yw auf ba Nullpunkie
bekommt. so gehen sie einmal durch die Werte, bei denen
zum ersten Male Yw (@) =0 ist. In diesem Moment ist [ = oo,

Nun die Frage, welche Form hat das Fiinfeck, wenn [
zum ersten Male .o wird? Das entsprechende Fiinfeck zeigt
die Figur 8, worin die obere x-Halbebene durch e = Y»: Y20
abgebildet ist. Dem Bild entnimmt man, dass n=0c > o ist
und, dass Y auf bc noch keinen Nullpunkt hat. Wenn
—a -+ pf+y=1 ist, bekommen wir schon gleich eine Losung
des Problems, denn die Seite ce, liegt hier in der Verlangerung
der Seite ae,, im allgemeinen aber ist ce, ein Bogen des
Kreises K. der ins Innere des Fiinfeckes fiir —a+8-+y > 1
die konkave Seite, fiir — o+ f+ y < 1 die konvexe Seite weist.

Es sei zundchst —a+pg+y<1 und a+pf—y<1. In
diesem Fall ist

cos (—at+pg+pr>0 . cos@+pg—ygy>0

Wenn die Parameter 2 und x von jenen Werten, bei denen
zum ersten Male [ = o wurde, abnehmen, ist [ positiv und
wird kleiner. Zun#chst war n auch positiv und wichst.
Bevor n = o wird, wird die Gleicung (6) einmal aber auch
nur einmal erfiillt. Dies gibt eine Losung des Problems, denn
sonstigen Falles wiirde nach dem oben gesagten der Punkt ¢,
entweder mit a oder mit ¢ iibereinstimmen (Figur 9 oder 10).
Keines solcher Fiinfecke ist méglich, denn es miisste im In-
neren Windungspunkte haben.

Die gefundene Losung ist das Grundtheorem und es exi-
stiert fiir x = o keine weitere Losung. Trotzdem ist die Glei-
chung (6) noch bei unendlich vielen Werten der Parameter
A. w erfillt. Die Parameter sollen von jenen Werten aus,
bei denen das Grundtheorem bestand, vergrossert werden.
n wird kleiner und bleibt positiv, I hingegen nimmet jeden
Wert beliebig oft an. Es besteht auch die Gleichung (6) noch
bei unendlich vielen Parameterwerten /. x und die einzelnen
Paare, bei denen der Gleichung (6) geniigt wird, sind durch

60



die Anzahl der Nullpunkte von Y auf ba eindeutig charak-

terisiert. Im Fiinfeck stimmt ¢, mit ¢ iiberein (Figur 11).%)
Werden die Parameter 4, © von den Ausgangswerten aus

verkleinert, so besteht die Gleichung (6) abermals unendlich

oft. Diesmal werden die einzelnen Paare von 2, x durch die

Anzahl der Nullpunkte von Y% auf dem Intervall be fest-
gelegt. Im Fiinfeck fillt der Punkt ¢, auf a. (Figur 12.)

Bisher war —a+pf+y <1, a+p—y <1. Diese beiden
Ungleichungen bestehen immer, wenn o+ +y <1 ist, d. h,,
wenn ein reeller Orthogonalkreis des Dreieckes abc existiert
oder aber wenn «+ g4y > 1 und der Orthogonalkreis ima-
ginar ist.

Sei etwa — a + -+ y > 1. Sodann ist Cows%(—a+ﬂ+y) <0.
Zu Beginn nehmen wir fiir die Parameter solche Werte an, dass
zum ersten Male [ = oo wird. Dabei war n > 0. Vergrossert
man die Parameter, so wird [ negativ und aufsteigend, n fallt.
bleibt aber positiv. Bevor =0 wird, besteht wenigstens
einmal die Gleichung (6). es ldsst sich aber hier nicht einsehen,
dass dies nur einmal eintritt. Diese Werte der Parameter
geben eine Losung (Figur 13). Werden die Parameter noch
weiter vergrossert, oder aber, wenn sie von den Ausgangs-
werten aus verkleinert werden, so ist (6) noch unendlich oft
erfiillt. Man bekommt jedoch hier in keinem Falle mehr
‘eine Losung, sondern sind die Fiinfecke dhnlich denen in
Figur 11 bezw. Figur 12. Das gleiche gilt fiir a +p—7y > 1.

Es bleibt noch der Fall =0 zu erortern. Die Parameter
2 und u sind hier der Gleichung (6*) gemiss zu bestimmen.
Wiederum gehe man von jenen Werten aus, fiir die zum
ersten male [ — o wird. Ahnlich, wie oben, ergibt sich, dass
dabei Y,, auf ba noch keinen Nullpunkt hat. Auch hier exi-
stiert eine zahlbar unendliche Menge von Parametern, bei
denen (6%) erfiillt ist. Man bekommt eine Losung, sobaid
Y., weder auf ¢b noch auf ba einen Nullpunkt hat (Figur 14).

4.

Bisher war » = 0. Unter allen Umstéanden konnten wir we-
nigstens eine Losung des Problems angeben. Nunmehr moge

*) Auf den Zeichnuigen sind Linien, die einander iiberdecken jedoch
in verschiedenen Blittera der Riemannscher Flache lieg n, zwecks leich e-
rer Vorstellbarkeit etwas verschoben dargestellt.
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Y.e, auf e,e; ausser im Punkt e, noch genau » Nullpunkte
besitzen. Wiederum bestimmen wir jenes Parameterpaar 4, p.
wofiir 1= o wird und Y:» auf ba (ausser in a) noch keinen
Nullpunkt hat. Anlich, wie fiir » =o, zeigt sich, dass das
Fiinfeck die Form von Figur 15, wo » = 1 angenommen
wurde, haben muss. Das Fiinfeck windet sich um den Kreis K
durch » + 1 Blitter. Aus Figur 15 erkennt man, dass bei

diesen Parametern Y» auf bc genau x Nullpunkte hat und
dass n > o.

Wieder nehmen wir zuerst —a+pg+y <1, a+p—y<I
an. Bei Verkleinerung der Parameter von den Anfangswerten
aus wird [ kleiner, bleibt aber positiv. Dabei wichst n und
bevor es oo wird, ist ein enziges Mal die Gleichung (6)
erfiillt. Dies gibt wirklich eine Losung des Problems (Fig. 16).

Nunmehr sollen 2 und @ vom ersten Auftretten von [ = o
bis zum zweiten vergrossert werden. So bekommt Y.y ausser
in a noch einen Nullpunkt auf ba. Das entsprechende Fiinf-
eck zeigt Figur 15, nur dass die Seite ba einmal. die Seite bc
noch (x — 1)-mal die ganze reelle Achse durchldauft. Dabei

hat Y auf be genau # — 1 Nullpunkte und n ist positiv.

\ T aip
Auch zu Anfang war n positiv. Weil n="Yw () e~ : Y (O
abnimmt, und Y» zu Anfang » am Ende noch » — 1 Null-
punkte auf bc hatte, musste n einmal durch oc hindurch-
gehen. Zwischen den Anfangswerten und diesen Werten exi-
stiert ein einziges Paar von Parameterwerten, fiir die (6) be-
steht. Man bekommt hier eine Losung und das Fiinfeck wird
durch Figur 17 veranschaulicht. Bei dieser Losung hat Y
auf ba einen, auf bc genau » Nullpunkte, auf beiden zu-
sammen also x+ 1. Bei der ersten Losung also hatte Y
nur x Nullpunkte auf beiden Intervallen. Es ist auch die
Strucktur des Fiinfeckes auf Figur 17 sehr verschieden von
der aufl Figur 16.

Zwischen jenen Parameterpaar, bei dem n = co wird und
jenem, wobei zum zweiten Male | — o0 wurde, existiert
wieder ein Paar im Einklang mit (6). Auch dieses Paar von
Parametern gibt eine Losung. Yw» hat jetzt auf ba einen
Nullpunkt und » — 1 auf bc, im ganzen also » Das Fiinfeck
ist dhnlich dem der Figur 16.
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Wird das Paar 1, x von nun an weiter vergrossert, bis
zum dritten Male [ = c0 wird, so wird inzwischen zweimal
die Glichung (6) erfiillt. Die Losungen geben nacheinander
Fiinfecke von den Formen der Figur 17 und der Figur 16.

Das Verfahren wird fortgesetzt bis Yw auf ba ausser
in @ noch » Nullpunkte bekommt. Dabei ist n positiv und
Y hat auf be keinen Nullpunkt. Zwischen zwei aufeinander-
folgenden Paaren von 1, u fiir welche [ =ooist, existieren
immer zwei Losungen des Problems. Man bekommt so im
ganzen 2x + 1 Losungen, worunter es z -+ 1 solche gibt, die
einem Bilde der Figur 16 entsprechen, wobei Y= auf (ba)
und be zusammen » Nullpunkte hat, die weiteren » Losungen
entsprechen einem Bild der Figur 17, wobei x4+ 1 Null-
punkte des Y% auf ab und be vorhanden sind. Bei weiterem
Wachsen der Parameter ist (6) noch unendlich oft erfiillt,
es ergibt sich jedoch keine Losung des Problems mehr. In
den Fiinfecken fallen immer die Punkte ¢, und ¢ aufeinander
(Figur 18). Das gleiche beim Verkleineren der Parameter von
jenen Werte ausgehend, fiir welche zum ersten Male (6)
bestand. In den entsprechenden Fiinfecken fallen die Punkte
¢; und a aufeinander. Auch, wenn =0 ist, ergeben sich ge-
nau 2x + 1 Losungen. Die Behandlung stosst auf keine beson-
dere Schwierigkeit und ist der Weg der bisherige.

In Falle jedoch, wenn —a+fg4+y>1 oder a+p—y > 1
ist, konnte ich michts vollstindiges nachweisen. Eine Losung
existiert bei jedem » sicher immer.

Um ein einmaliges Bild der ganzen x-Ebene zu arhalten,
spiegele man das Fiinfeck iiber die Seite ae oder ce. Man
bekommt so ein zweifach zusammenhingendes Bild, ein Vier-
eck, aus dem ein Zweieck herausgeschnitten ist. Hat Y e,
ausser in e; noch weitere xNullpunkte auf e.e,, so beschreibt 7,
wenn x von e, bis e, bewegt wird, den Kreis x (Figur 5)
#-mal und noch dazu einen Bogen e.,e;. Es lisst sich leicht
erkennen, dass beim Spiegeln iiber ae, das Bild, das der vollen
Ebene entspricht, sich in unmittelbarer Nithe des Zweieckes
durch 2 x +1 Blitter windet. Wird diese Anzahl als Oszilation:
zahl eingefiirt, so stimmt die Zahl auch mit der Anzahl
2% + 1 von Losungen, die man bekommt, wenn man dem

Y auf e.e;, genau Nullpunkte vorschreibt.
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