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KLEINOVI TEOREMI V TEORIJI
LINEARNIH DIFERENCIALNIH ENAEB



SploBna Fuchsova linearna diferenciaina enaiba drugega
reda, ki ima n singularnih todk, zavisi po,leg eksponentov v
posameznih singularnih todkah Ee od n-J po jubnih ko,nstant,
tako imenovanih al<cesoridnih pararnetrov. Glede doloiitve teh
je Ze F. Klein postavil rraslednje splo5no vpralanje:

r\ii se da z akcesoritlnimi parametri v diferencialni e,naibi
tako razpolagati, da ima kvocient z dveh neodvisnih reiitev,
ozirorna lik, ki v ravnini z odgovarja ravnini ne'odvisne sp,re-
menljivke r v diferencialni enadbi, gotove izjemne lastnosti?
Ta prob,Iem je v ozki zvezi s teorijo enolidnih ar.tornorfnih
{unkcij.

Lastnosti, ki se zahtevajo za kvocient z, mo,rejo biti zelo
razlidne. YaZen tak problem je n. pr. ta, da puBdajo vse sub-
slitucije kvocienta z, ki odgo,varjajo obhodo'm spre,menljivke r
oko[ posameznih singularnih to,dk, isti krog nespremenjen.
ee so eksponenti pri vseh singularnih todkah reciprodna cela
Stevila, ,odgovarja ta sluiaj enolidnim avtornorfnim funkcijam
z mejnim kro'gom. Za Atiri singularne todke je obdelal ta
problem E.I{itb in sicer najprej za sludaj, da so vse singu-
larne toike reelne (E.I{ilb: Uber Kleinsche Theoreme in der
f 

'he'orie 
der linearen Differentialgleichunge'n, Math. Annale'n,

Bd. 66), nato pa 3e za Stiri kompleksne singularne todke
(Math. Annalen, Bd.68). V tern delu je tudi obde,lan isti pro-
blem za n reelnih singularnih todk.'

V splo5nem sluiraju Btirih ko,mpleksnih singularnih todk
se izkai,e, da eksistira poleg iako imenovanega osnoNnega
teorema, karnor spadajo tudi enoliine avtornorfne funkcije,
5e neskondna serija vi5jih teoremov, od kate,rih je vsak
karakterizfuan z dvema po'ljubrrima celima Steviloma in pri
katerih tudi eksistira ortogonalni krog.

Nadalje je obdelal E. Hilb v is'tih dveh delih tudi pro,ble n
doloditve akcisoridnih parametrov v primeru reelnih singu*
larnih todk tako, da ima mnogokotnik, v katerega se preslika
zgornja polo'r'ica ravnine r s kvociento'm z, go,tove lastnosti,
ki s,o invariantne napram linearni substituciji.
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V sludaju Stirih singularnih todk obstojata samo dve moZ-
nosti. Vzame se namrei lahko vse Stiri todke v eno skupino
(8. Hilb), ali pa p,o dve in dve todki skupaj. Zadnji problem
je popolno'ma sploino obdelai J. Plemelj v svojem delu: Zur
'l-heo'rie 

der lineare'n Differentialgleichungen der zweiten
Ordnung mit vier Fuc,hsschen singuldren Punkten (Monats-
hefte f. Math. u. Physik, Bd. 45). Izkai,e se, da je reiitev
problerna rnoZna le v primeru, ie zadoS,iajo eksponenti dvema
relacijanra. Kadar sta ti dve relaciji izpolnjeni, reSitev tudi
vedno eksistir,a in so pri tem lahko eksponenti celo kom-
pleksna Stevila.

Pri sploinem proble,mu nasta,ne vpra5anje, ali je ravno
toliko akcesoriinih pararnetrov v diferencialni enadbi, ko,t je
pogojev. ee se naj pol'rne kvo,cient z dveh- ne,odvisnih rebitev
pri obhodu okoli ene skupine singularnih toik vase, so zato
potrebni robie trije pogoji, ki povedo, da je obhodna sub-
stitucija ideniiina. Le v primeru, da sta v skupini samo dve
singularni todki, je treba akcesoriine parametre tako doloditi,
da sta izpolnjena dva pogo'ja, tretji pogo'j je namred relacija
med eksponenti v ,obeh singularnih todkah.

Vzernimo, da se " povrne vase pri obhodu okoli i-le sku-
pine z n, todkami. Da puidajo vse substitucije, ki odgovar-
jajo obhodom spremenljivke r okoli singularnih todk te sku-
pine, skupen krog nespremonjen, je potrebno 2n, - 6 reelnih
pogojer'. (ee se namrei vzame vse singularne toike v eno
skLrpino in se zahteva skupen ortogonalni kro,g, je treba
izpolniti ravno 2n - 6 reelnih pogojev in pr,av toliko je v
diferencialni enadbi reelnih paramertrov.) de sta v skupini
samo dve singulirrni todki, eksistira vedno o,rtogonalni krog.
Ako se Steje en kornpleksen pogoj za dva reelna pogo'ja,
potem je treba v vsakem primeru izpolniti rarrno 2n, p.ogojev,
da se z pri obhodu povrne vase in da pu5dajo substirtucije,
ki odgovarjajrr obhodom sprernenljivke r okoli singularnih
toi'k te skupine, skupen kro,g nespremenjen.

Za vse skupine skupaj je treba izpo,lniti rar.no 2n re,elnih
pogojev. Ti pogoji pa nis,o vsi med seboj neodvisni, ampak
obstoja mecl njimi Sest reelnih relacij, ki izraZajo, da se
povrne z pri obhodu oko i vseh singularnih todk vase. Torej
je 2n - 5 neodvisnih reelnih pogojev, ravno to,liko pa je
reelnih akcesoriinih parametrov.
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so manjii od -1. Kvocie'nt z dveh neodvisnih re5itev enadbe (1,)

preslika r:aztezar,o rartnino r na nek lik v ravnini z, ki je

omejen s kroZrlr._mi loki. V bis'tvu je to kroZni betverokotnik
s koti 2an, Bn, Zyn in pn, iz katerega je ryrezan kroZni dvo'
ko'tnik. 'Ia lik pa lahko leLi na ved listih" Kot oscilacijsko
dtevilo dofinirajrno Stevilo listov, na katerih leZi naB lik. V
sludaju In s,e dobi oscilacijsko Stevil,o vedno Iiha: 2Nl

e e t v e r o k o t n i k  i m a  t u  v e d n o  o r t o g o n a l e n
k . r o g ,  k i  j e  l a h k o  r e e l e n ,  i r r t a g i n a r e n ,  a l i  p a

s e  r e d u c i r a  n a  t o d k o . V  p r i m e r i h ,  d a  e k s i s t i r a
r e e ' l e n  o r t o g o n a l e n  k r o g  i n  j e  a * f  * y < 7 ,  a l i
d a ' j e  o r t o g o n a l n i  k r o g  i m a g i n a r e n ,  a l i  p a ,  d e
s e  r e d u c i r a  n a  t o d k o  ( o + P + y : 1 ) ,  s e  d a  p o l e g
e k s i s t e n c e  r e B i t v e  p r o b l e m a  d o g n a t i  5 e  f i r r o -
g o  v e d .  T u  v e l j a  n a m r e d  s t a v e k :  K  v s a k e m u
o s c i l a c i j s k e m u  B t e v i l u  2 " * 1  p r i p a d a  t u d i  n a -
t a n d n o  2 u * 7  r e d i t e v .  d e  j e  o s c i l a c i j s k o  5 t e -
v i J o  1 ,  e k s i s f  i r a  t o r e  j  s a m , o  e n a  r e d i t e v ,  n a m -
r e d  { a k o  i m e n o v a n i  o s n o v n i  t e o r e m .  V  t e m
p r i m e r u  I  e i , i  l i k  s a m o  n &  e n i  r a v n i n i  ( s l i k a  2 ) .

Slika 3.

[c,,.: :,:
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€r : o, ima drug:a normirana re,Sitev v todki e, Iogaritmidno

singr larnost in je

Y,",- Y,,, log (x - nt) + Q (x - et)

V peti singularni todki c : c,o sta normirani re5itvi (*)t'ft G) n

(L)r" ryrO te" nastopijo sli6ne spremembe kakor prej, kadar

j .  y : o ,

ProLrlem, ki smo si ga zastavili, zahteva, da se kvocient z

dveh neodvisnih re5'itev enadbe (1) povrne vase pri obhodu

toike r okoli obeh singularnih toirk e, in e". Obhodu okoli

ene singularne todke odgovarja neka linearna lomljena sub-

stitucija kvocienta z. Kornpo,zitum substitucii, ki odgovarjata

obhodoma okoli todk e, in e", mora biti ide'ntidna subsii'tucija.

ee se vzame za r kvocient normiranih re'5itev v e, ter

se postavi re,:('",: %r,, tedaj preide xe,Y €zerni xo,' kadar obkroZi x

to6ko e, tr pozitivnem smislu. Treba je Be poiskati, v kaj pre-

id,e r,, pri obkroZitvi totke x okoli er- Ker sta v en normirani

reSitvi neodvisni, se vsaka nadaljna reSitev diferencialne

enadbe (1) linearno izraLa s tema dvema, torej tudi Y' ", in

%"' '  Naj bo 
Y,e,: / ! \ r ,*BY,^ /n\
Y,er=-Qf'sr{DY'", 

" " \  /

kjer pomentla Y,", in Y,,, Y €s rlorrlirani re6itvi' Determinanta

io BC je od nid razlidna, ker sta tudi K,, it Y'", neodvisni'

Kvocient r", p& se izraia s rez z naslednjo linearno substitucijo

Au" * B Y,*
, " : ; , : ; ; i  r e z :  

, * .  
.  .  . ( ,

Ker preide r", pri pozitivnem obhodu todke r okoli todke et

Y e2"oi'r"r, preide 2", v

Aer"ro i r " r*  B

C ezernir"" * D
- D u  l B

\ ta izraz je treba postaviti zd.re":-;=, ki se dobi iz

enadba (.). Substitucija kvocienta 'r,,, ki odgovarja pozitiv-

nemu obhodu oko,li todke e, se sedaj glasi

(BC - AD eze,ti) r", * AB (eze"ni - 1)

DC (1 - ezs,ni) vr, I BC e2",7'i - AD

1 l
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Odtod sledi nsltr.j, da mora biti C: o. Substitucija (S,) se
potem reducira na

A

r", I 2ni-"

Pri o,bhodu okoli obeh singularnih toik e, in e, pa preide 2,, v

r", * 2niA:L 
2

D

ee naj bo to identidna subsrtitucija, mora bnti A I D : o.
Doslej smo torej spoznali, da rnoremo pridako,vati re5itev

prob,lema le v primeru, de je izpo,lnjena ena izmed naslednjih
relacij:

8 r  -  € g : 0  . . . .  I *
e r * e s : 7 . . . . I I x

Kakor sem Ze zgaraj ornenil, se hodern v nadaljnem o,mejiti
samo na sludaj In. V tem sludaju je treb,a paramertra TrinT"
v di{erencialni enadbi (1) tako doloditi, da je ustreZeno po-
go je rna  A-  o  in  D:  o .

'2.

Vzemim,o najprej, da je prvi pogo,j A : 0 izpolnjen.
Potem se izrai,a ter rra slededi nadin s 2,,

" " , :  ^ j - , 8 + o , c + ( )
Cr",f D

Ker je r" ,(et) :Y,r ,(e.) :Y,",(er)  -  o,  ie e, # o, s, ledi  odtod, da
mcrra biti te, (er): oo. Narobe pa tudi velja, da je A:oo
kadar . ie r""  (er) :  

- .  l "  "q(er):  -  s ledi  y, , , ' (er) :o in je
torej Y,"" prop,orcionalen z Y,"". To velja za 8r : €g * O. V
nasprotne,m primeru se glasi prvi po,goj C :0 jn je y,",
pr'opo,rciornalen z Y,,,. Zaradi tega je tudi sedaj 2", (er) : or.
Postavimo trL:xe2@). Prvi pogoj se g,lasi potem v oLr,eh p,ri-
l r rer ih m: /<).

Sedaj je treba dognati, a,li je rnoZno, de se v erradbi (1)
{iksir,a en parame,ter, drugi vedno tako doloditi, da z'uzao'e
m po'ljubno naprej predpisano vrednost. Izkazalo se bo, da
je to vedno mogode in sicer 5e na ne,sko,ndno mnogo nadinov.

V ta namen zapiSimo najprej diferencialno enadbo (1) v
obliki

1 3
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ee se postavi v prlro enadbo (") za x: €t, se dobi

m:  Te"  (e , \ :Y ' " , (e r \  - -  -  B

Y*, \€r) A
kar pa velja samo v primeru €r : €, + 0,

V diferencialni enaibi si misli,mo p {iksiran, drugade pa
popolnorna po'ljuben. Drugi parameter pa naj ima tako veliko
negartivno vredno,st, da je koeficient pfi A na desni strani
enadbe (1*) na irntervalu (er, e,) po,vsod pozitiven. To je vedno
mogode dosedi, ke'r je treba izbrati parameter 2 samo p,ozitiven
in tako velik, da je ), (x - a) povsod na intervalu (e,, e,)
vedji od T(* - a) (r -- b)- p.

Na reelni o,si se lahko postaVi v difere,ncialni enadbi (1'-)

l r l  namesto p.  Ker  i "  Yu"(e, ) :  t  ,n  ln l# l *=" , :7 ,  s led i

iz  enai.bc ( t-) .  da 
'  dY'""  dY
t/ff i" lpl ff na intervah (e,, e,)

stalno nara5data in sta po'zitivna. Izjema je le pri or : r', : o,
kar pa hodem pozneje obdelati. Odtod pa dalje sledi, da tudi
Y,", in f,", nara5iata, ie raste r od e, do er. Torej je

* :  
Y " " ( " )  

-  o
Yu,(er) 

'

Naj bosta )", 1t in 2,r, p, dva para vrerdnosti panametrov.
Nadalje naj bo y ena re5itev diferencialne enaibe (1.) s
parametroma I in p, q pa re5itev iste enaibe, kjer imata
parametra vrednosti )", in 1tr, tako da je

d  I  d v \

a. \V ; ) 
:lPl [E@) 1 )"tP("t I wx@)l Y

d  I  d n \

d* \ 
p 

d; ) 
: lp [q(*) * ]',rp (.d I p,x@)J ,l

pomno,Zi prvo enadbc z q, drugo pa z A in se nato
druge od5teje, se d<rbi z inte'gracijo

dv\ r-, =*) : ( )., - h ) | pl y 11 q (r) d r * ( rt, * d J i 
pl y 11 y (r) d.r (2)

Za y in 4 po'stavimo v enaibo (2) y," ,  e- u 'oi .  
enkrat pr i

'r'rerdnostnih parametrov ),, pr,, drugii pa pri vrednostih )", in trr.
Faktor ,- efli 

se vzame radi tega, da je f,e, € ",oi 
reelen

Ako se
prvo od

^Qt
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nost, so karakterizirane s Stevilom nidel, ki jih ima fze, ltE
inteirvalu (e", er). de je namred to Stevilo dano, je I natandno
doloden.

Sedaj je ir,e'ba obdelati 5e sludaj, da je rr : rg: o. Tudi
v tem primeru se glasi prvi pogoj m:@.Naj ima )" zopel
tako veliko p,ozitivno vrednost, da je koeficient pri y na
desni strani enadbe (1") povsod na intenval:u (er, er)pozitiven.

Ker  je  Y" " "  (e , ) :  l ,  ' r l#  s ta lno  nara l ia ,  ie  g re  x  od  e ,

pro,ti e, in je torej +- povsod na tem intervalu pozitiven.
dx

Odtod pa sledi, da tudi Y,", nara5da in gre pro,ti vrednosti
* oo, de limitira Jc pro,ti er. Za reSitev I,", pa smo vzeli
g Yu"log (x- er)* Q (x - €r\, kfer je Q> o. Torej gre Ii,", proti
- @, ie se pribliZuje r od desne strani todki er. Ker je

l - l  dY, " " l  ,  '  |  ,  d .Y , " ,  r  .
lp l  d* l , : " , : t ,  

se lVi  f  
nekaj dasa zmanjSuje, ie gre

x od e, proti er. Y,", je najprej negativen in se veda. Ako

d'o'seZe +" vredno,srt nid na intervalu (e", €r), postane po,tem
dx

negativen in ostane tak do er. Y,"" se zadne od tistega tre-
nutka dalje manjSati in gre pro,ti - @, de lirnitira x 

,proIi 
e,,

kakornamkaZesl ika5. V temprimeru je Lim lpf+21
e - l o  d X  I  a : € t - e

( 0 in je m 10. Lahko pa doseZe najpre'j I,", vrednost nid

na intervalu (e,, e,). Od te todke dalje se zatne lrl#

vedati in je Lim @+:t! )o, torej je m ), o. V tern
e - * o  d r  l x : e ,  a

primeru dobimo sliko 4.
Tudi sedaj se m s parametro'm )" zvezno spreminja in se

manjla, de s'e paramete,r veda in naroilre. Enadba (5) velja
namred sedaj prav tako kakor prej, le da se vzame tu
Y,"o: g Y"+ Iog (* - n) + Q(x - er). Pri dovolj velikem nega-
tivnem 2 bosta imela f,,, irt li'r, nidle na intervalu (er, er).
Yze'mimo najprej prvi primer, ko Y,,, nima nidle na inter-
valu (e, e,), da je torej m --0. de se 2 rnanj5a, bo d,obil Ii,,,

t 7
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I

lodijo po tem, koliko nidel ima Y,,, na intenvaltt (e", e). ee
je to Stevilo predpisano, je I s tem natandno do,loden.

Kadar je m: @, je v primeru €r : €g { o, Y,r, p,r'opo'rci-

onalen z Y,",. ee pa je e, : Ez : o, je Yn, proporcionalen z

Y""r,
Dosedaj pa ,se j'e spre,min'jal le paramerter 1, med,tem ko

je p ostal ves das fiksen, sicer pa poljuben. ee se vzame za p'

kak5no drugo vr,ednost in se 
'predpiSe 

Stevilo nid'el, ki naj

jih ima Y,", na inte,rvalt (er, er), se do'bi zopet eno, pa samo
eno vredno'st za parameter i. To'rej je /. enolidna funkcija
parametra p,. Ta funkcij. j" zve:zua in obenem monotono
nanaSdajoia. To je razvidno iz naslednjega razmotrivanja.

Resitev Y,",0 ki 7e v e, regul'arna, irna v prirneru, da je

€t: sz =F o, nidlo v todki er. Za €r : sz : o pa je Y'r, tudi
v e, re,gularna re5itev. Naj se y'c spremerlri za Lpr, pripadajodo
sprerne'm,b,o paname,tra J. : Z,a'zttalrrruimo z 41. K paru i, p r-;B.i

pripad,a re,Sitev Y,,,, k ).+ Lt, p* Ap p" y;i).Postavimo v

enaibo (2) za y reiitev I,"", name,sto 11 pa Y!^^)'. )", in y,po'
menita tu l+At in p*At.  Tako dobimo, de vzamemo
integrale med mejama e, in et

| , ,( -- dY"t?) ,,ug dY,""\ f" n P'i , 'n )- -

I lrl\r",,;t-- 
Y,r?' 

*-) )"": 
o^).lpl'p@)Y,ii'Y,'"dxl

Leva stran irna vred'nost nid. Sp,re,memba Lp naj bo tako

majhna, d,a se Y,u, le malo razlikuje od Y,l"?. K.r je E) o
in Z < o na intervala (er, er), je

Pet

) lPlrP tx)Yu,Y,f,|' dx ) o,
€2

Torej je

Iz te enadbu p. sle'di zveznost in monoto,nost parametra f
kot funkcije parametra p,. To'ref se I stalno veda z naradda-
jodim pr. Kondno se da 5e prav l,ahko uvideti, da, de rnaste yr.
v eno ali dru,go srne'r preko vsake meje, raste tudi /. preko

F(1

* L p. J lpl xt*l Y*"v!,!) dx
e2

al.
atr'

19
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po reelni osi
Todka a leii

a do €", opiSe. ro se,gment 0e2 na reelni o,si.
tem v izhodi5du.

m: r " . (er) :  a .  Tedaj  je  tore j  ro (er) :

St";iff ir:r"uzanju 
z: lzletd imewiemo eit '  vri i lni

od
pri

Slika 5.

l(adar pa gre r pro,ti todki b po reelni osi in se singularne
toike a izc,gne v majhne,m polkrog.u, ki leZi v zgornji ioiovi"i
ravnine x, opiSe zo daljico 0b, ki oklepa z daljico ai, kot qn.
Ce gre x proti todki e_,, ko se je todke ez prav tak; izoJ;il kakor
prej a, opiSe z" lok kroga I{, ki sede daljico ae, pod ioton, ur"r.
ee zavzameta,l in p samo take vred,nosti, da je po,go,ju rn:@
ustre'Zeno, leZi slika iodke e, na re,elni osi, to je na podalj5ku
daljice oer. To je razvidno iz naslednje,ga. Med normiranirrni
resitvami v todki a in normiranimi re5itvarni v todki e, ob,stoja
linearna relacija

Y,o- Arl ,"r*  B'Yu"
fra: Crfre"{ DrYr",

Y'o in Yro sta reelna na intervalu (a, er), prav tako y,r,.
Ker pa I',", ni reelen na tern intervalu, ampak ima tam
vr i i l  n i  fak lor" )  e u,n i ,  imaia A,  in  C,  vr t i ln i  faktor  n e,n i
B, in D, pa sta ree,lna. pote,m je

, o  -  A t t t " *B '

C,,r"" I D,
Kvocient ze. je reelen na intervaltt (er, er), na intervalu (a, e")
pa dobi  faktor  eu ' ' i .  Kadar je  prvemu pogoju ustreZeno,  je

{. Koefi" ienta A,
c1

faktor kompleksnega

i r
2 l
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V sludaju f : 0 se A, in C, r'avno tako izraZata kakor zgoraj,

le formuli za B, in D, tedaj nimata smisla.
Kvo,cient ra zavisi torej na sledeii naiin od kvocienta za

v todki b normiranih relitev

, , : l ' ' o t u : . . . ( t )
C,ro ! D,

xs je ree'le'n na intervalu (b, o). na intervalu (b, ") pa ima

vrtilni f aklor e7oi. Kadar gre lc od b proti c, opi5e to lok bc

na krogu 1f, (s1.5). Todka

A,e1' i r !  B"'o: e;* u o,
opi5e cel krog K' ko opiSe z celo reelno os' Kondno je treba

dobiti 5e sliko intervala (c, er)- V ta namen izrazill;'o ra s

kvo,ciento,m z" v todki c normiranih reSitev, ki je reelen na

intervailu (n', c).Naj bo

L r , * M
-  

N r ,  I P

L. M, N, P so substitucijski koeficienti, ki so vobie kom-

pleksni. Stranico &, opi5e zo, kadar gre z, od r, (c): o do t' (e')'

Problem zahteva, da leZi stranica ce1 na reelni osi' Torej mora

biti substitucija (*) taklna, da odgovarja re,elni o,si spet reelna

os. Lahko pa se je preprida,ti, da odgovarja zgornji polovici

ravnine z, spodnja po'lovica ravnine z, in narobe' ee se nam-

red giblje tot'ka ac po reelni o'si v eno smer' se premika zo

v nasprotno smer. Odtod sle'di, 'ker je determinan'ta koefici-

eotovl, da mo'ajo biti vsi koeficienti disto imaginarni. Zaradi

tega veljajo naslednje enaibe

L f Z : 0  M { u : 0 1 . . . . ( 4 )
N f N : 0  , e a C : O l

od teh Stirih enaib so samo tri neodvisne, ker je substitucijska

determinanta 7. To so potreb'ni in zadostni pogofi za reSitev

problema.
V sploXnem so tri izmed zgornjih enadb res neo'dvisne'

v nasem primeru ptr sta samo dve ne,odvisni in to zaradi tega,

ker je izpo,lnjen prvi pogoj nL: Qa. Sedaj leZi namred stra-

nica ce, vlo6de na k.o'gu, ki se do'tika reelne osi v todki e''

L P -  M , V : 7 . .  . . ( * )
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smerjo abscisne osi, je vrtilni faktor odvo,cla z v dotidni todki
"nuk ,i@.

V zgornjem primeru je vrtilni fakto,r odvoda 
dro 

o to(ki
enak e-- - .  

' [ 'a  
odvod se g las i

d.,ro

dc ( l ; r IPlz

Vrtilni fakto,r pa je, ker je z r,eelen,

N,t!.
N r *  P

Po prej5njem mora biti za r:rc (er): r,

! : '+  4 :  en i  :  /  a t i  (N i  N)r ,+  p+ P:  0 .N q {  P

Iz te enadbe se dobi za r, , de ni ist,oiasno A/ + F : 0 in
P + P: 0, naslednjo vrednos,t

P 4 -  P
'  r 1 : -  

N + A /

Todka e, pa leZi poleg tega tudi na ree,lni osi. de se to,re,j
postavi v enadb,o (") za z rgornjo vrednost, je , o oeelen.
Odtod pa sledi, da je

ro (c) : m (n +Y.. - 4,t! 
jlt . . . . (**)

P N - P N

ree'lno Stevilo. Ker je irnenovarrec disto imaginaren, je tudi
Stevec in velja zaradi tega naslednja relacij"a

(L+  L ) (P+  P) - (M+M) (N+N)  :o  .  .  . .  (5 )
Ta 

_rerlacija je izpolnjena tudi, de je imenovalec ni6, kajti,
de bi Stevec ne bil nid, je r.(e,) neskonden in slika inten-
vala (ce,) je premica s kotom n proti ree,lni osi. V tem sludaju
bi bila enadba (1V + 1\i/ r, * (p +P): o pri vsak em .r izpol_
n jena.  rako  da  b i  b i lo  N +  N:0  in  p  I  p  :  O.

Izmed Stirih enadb (4) ostaneta tedaj samo dve neodvisnt.
Ker pa je prvomu pogoju ustreZeno, jL o,stal prav za prav
samo en parameter_na razpo,lago. Drugi je narnred s prvim
natandno doiloden. Zato je mogode neposredno ustredi samo

€1
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Enaiba (4") 5e ni prikladna za nadaljna razmo'trivanja

in j,o je zaradi tega treba pretvoriti. Najprej moramo dobiti
vrednosti koeficientov L. M, 1{ in P. No'rmirani re'5itvi v Lr

naj se na sledeii nadin izral,ala z normiranima v c

f 6 - A " Y u l B " Y u

Y,u: C,Yn + D,Y", 
"  '  ( f  t l

Koeficienti A,,, 8", Co in D, se izradunajo na prav sliien naiin

kerkor prej A,, 8,. . . Razlika je samo v tem, da ileZi to'ika c

v nesko,nino,sti. Zaradi tega ima Y,. na intervala (b' c) vrtilni

I ,aktor e- l"ni , I f rr  pa s-/" ' i .  Determinanta kocf icentov je

A " D ,  -  B u C ,  :  -  e ( P + r '  * Y " ) o i

Enai:ba (t) dobi sedai o,bliko

A,ro I  B, (A, A"+ B,C")r, l  A" B, l  B, D, r++-L\
T n : -  - -  . . . . \ t t ! l

C,ru !  D, (C,A'+ D,Clr ,  I  C, B'+ D'D"
Koef ic ien tov  A"A"  +  BrC, . , . ' .5e  ne  moremo vze t i  ko t  L '

M. N in P. ker determinanta nim,a vrednosti 7, ampak

"(a* 0*v'*v")oi .  e" pu se dividira vse koef ic iente tc subst i-

( a { , t l Y ' * Y " ) n !

ttcije z e 
' ', potern ima determinanta vre'dnost

1. Enadba (4'*) se tedaj glasi

-(a+pry'+y")* *fu+B+y'ry")f,
( A r B u * B r D u \ e  

" + l A r B " + E n D u l e  " : 0 .

Kakor je razvidno iz enaibe (tt), imata B', in D,, vrtilna
/p-L^"')-i 

oziro,ma n'"oi. P"uo tako sledi iz izra\arefak lo r ja  e tP  |  /  ' " ' .  az i ro rna  e '  " - .  Pra

koeficiento v A, in 8,, da imata vrtilni faktor eo"'' 
' l-orej je

' \ - - ! ,  : 1 2 a n i  ,  
B u - - e 2 ( P + r ' ' f  i "  

4 : o 2 Y " ' i .
A, Bz Bt Ds

i.e se 
-to 

vpolteva v zgor'nji enaibi, se reducira na obliko
- tut  l ' r  - ry")" i

A o B r e  c o s ( a  - l p - i + +

-  ( a f y " ) n i  .

1 B r D , e  c o s ( -  " + P  + i l t : 0 .
R

Vrednost za = se dobi iz enai'be (t), i 'e se postavt x : tt.
A .

Ker je ," (a) : 0. sledi

27
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To pa je enaiba (6), ki velja torej tudi za primer, ie je kot
pri o a,li pri c enak nid.

Preostane 5e sludaj f :0, Ysa prej5nja ana,liza se nid ne
sprerneni vse do enadbe (4.), ki se tudi sedaj prav tako glasi
kakor prej. Sele od tu naprej nastopijo spremembe. Ko,e'ficienta

A, in B, imata tudi tukaj vrtilni faktor eo'i , D" pa rarrno

tako e v"'i. Iz enadbe ( t) se tudi sedaj dobi

B,

o r : - t u \ a )

Kvocient u :Y,o' :Y,u je ree,len na interval-t (a, b) in ima
v okolici todke b obliko

co:  Q t ro ,g  (x  -b )+  P (x  _b)

kje'r pomenr P (x - b) po,tendno vrsto, S pa je pozitiven faktor,
ki je tako dotloden, da je

,Yot, t#: l . :u*, : ,
Na intervala (b, c) pa je zo kompleksen z imaginarno kom-
ponento nig in je zaradi tega

xb -- rb - 2 nip.
Odtod sledi

xb lc ) :+ :  +  -  2n ip .
DB Dg

ee se to upodteva v enadbi (4"), do,bi ta obliko

l B "  R  \  ( y - o ) X i
| -' + 

"^t 
I cos (" - y)* - nip e'' 

*/ 2

\ / ,  D ' J  
'  " z

Ker je imaginarna komponenta kvocient. $ "nuk a ngi, je
R  D ,  . '
= - zgl re'erlno Stevilo. ee se 5e postavi v zgornjo enadbo
D.

Bu :  Y,a (c) 
in PL:_

Ds Yzo (c) Az

Y* (a)

Yzu fu)

se dotri naslednjo enadbo

1 ::- - "a;l - ++ - nQte(o - v)+. .. . (6*)
I Yzo ft) 

' 
Y,o (a)
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diferencialni enaifii (1"), de se da pararnetroma enkrat vred-
nost 1, p, drugii pa l, * A1, p * Ap. Ako se po,stavi v enadbo

(2) za U:Y,o, z& 1l  pu Y,t f ; ' ;  se dobi
A A

A"AIN(I-  t (o)) :  t ,s\ l ,n l  y,oy,(* \  q@\r ix* Apj ,p lv,"  v l t )1x,1ax
b b

Ker se ), in pr. spreminjata samo v skladu s prvim pogojem,

j"  T)0. Funkci j i  E@)inyQ) sta na interva, lu (b, o) obe
/)lL

negativni tn Y,o te, Y l?' se malo razlikujeta med seboj, de

sta Ai in A,r, majhna. Ker imaj,o A,, AID in Y,o, Y,'2) vrtilni

faktor nooi, ,rrrumo zgornjo enadbo dividirati , n'ooi. Potcm
je desna stran reelna in ima nasproten predznak kakor Ap.

Ker  je  tud i  4 , ,4JA ' " - 'o ' i  poz i t i ven  fak io r .  s led i  od tod .  da
I naralda, de se 2 in pr vedata" narorbe pa pada. Obenern se
l, z ), in p zvezno spreminja,, de je konde,n. V nasprotnem pri-
meru se 1 : I zvezno spreminja. Zgornja enadba velja neiz-
premenjena za sludaj, de je f : o ali / : o. Samo v zadnjem
primeru je treba izhajati rz reiitve Y,o.

Na popo,lno,ma sliieLn nadin se dokaZe, da n pada, de se
parametra )" in pt vedata in naroftre. Pri nastop,ajoiih integralih
neskondnost meje integralov ne moti.

Najprej vzemirno sludaj, da se spreminjaita I in pr tako,
da je prvi po'go,j izpolnjen in nirna pri tem I,", nobe,ne nii,le
v no,tranjo'sti intervala (er, er). Tcrej je n:0.

Dolodimo para,mertra )" in p, tako velika negativna, da je
koeficie'nt pri y na desni strani enadbe (1*) na intewa]-lu (b, a)
povsod p,o'zitiven. Take vrednosti parametrov je vedno rnoLno
dobiti. Regularna re5itev v todki b, namred Y,o', ima v b

vrednost lin Lim Vl4l | : 0. Iz diferencialne enadbe
e - ) 0  d ' X  l x : b { s

sledi, ker je odvod tu lal# "" intervalu (b, d pozitiven,

- dY,u dY,u
da lpl - naralia, dF gre x od b pnoii a. Torej jn lpl:d x  

I  - - - - r  r -  ) E t  
d x
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podaljiku stranice 0e,, stranicl &' p" IeZi na krogu K', ki

se v todki e, dotika premice oer' To sledi odtod, ker je prvi

pogoj izpolnjen. Prav ,lahko se je nadalje prepridati, da stra-

nica bc ne opi5e niti enkrat cele premice, ampak je le kondna

daljica. Isto velj,a ,u G, fut fr. Ker je nadalje z:0 in^nima

Y,,, na intervaltt (er, er) nobene nidle, tudi stranica 0zgr rr€

more opisati celega kroga K.

ee je p * y - e: f , doftrirno le kar resitev prob'lema' Kajti

v tem primeru leZi stranic. Ec na podaljiku stranice ero'

Kac la r  pa  je  0*y - �a*1 . leZ i  s t ran ica  A na  k ro 'gu  K,  k i

kaZe ko'nveksno stran v no'tra,njost peterohotnika, kadar je

f  - | y -  o  (  1  im naro ,be ,  kadar  ie  f  *y -a )  7 .

Iz slike je razvidno, da je tedaj, ko ima I prvid vrednost oo,

n:e 
fni Y'aG) ) o in da nimata Y,a inY,o 3e nobene nidle

Y,t 1c1
na intervalu (b, c). Vzemirno najprej sludaj, da je

- o * f * y < 1 i n a + P - Y < 1 .

( - a * 0 * y t ? > 0  i n  c o s ( a + P -  D + > 0

parametra ). in p' manjiata od tistih vredno'sti, za

bilo prvid l:a, p'ostane I pozitiven in se manj5a'

o ,adetku tudi pozitiven in s'edaj narardda' Preden

vretdno,st oo, je e,nkrat, pa samo enkrat izpolnjena

/  c o s  ( -  a J -  B + r ) * -  n c o s ( a * 0 - D T

V zadetku je namred leva stran oo, potem pa postane

pozitivna in se manjsa. Desna stran pa je v zadetku p,orzitivna

in naraSda dez vse meje, kadar gre'sta )' ,n p pro'ti takim

vrerdno,stim, za ka,tere je prvii. n-- @. Med zadetnim in

kondnim panom parametrov se torej nahaja s&mo en par, pri

katerern je zgo,rnja relacija izpo'lnjena. Lahko se je prepridati,

da d5 ta par res re5itev problema. Kajti v naspro'tne'm primeru

obs,tojata dve mo,Znosti, ali se ujetma todka e, s todko o ali

pa s todko c. V prvem p'rirneru bi dobili peteroko'tnik, kakor

Tedaj je

cos

ee se
katere je

n je bil
do'seZe n,
relacija
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Parametra naj se najprej veda,ta od tistih vredno,sti, pri
katerih je bil osnovni teorem. Tedaj je bilo I > o in n )> o,
Y,o ni imel niti na intervalu (b, o), niti na inte,rvalu (b, c)
5e nob,ene nidle. Sedaj se I veda , h pd manjSa in ostane vedno
pozitiven. Ko 'do,seZe I vrednost oo, pre,skodi potem v - co
in zavzarTue poterm vsako vledno'st neskondno mnogorkrat.
'['orej je tudi neskondno mnogokrat izpolnjena enadba (6).
Posamezne vredno,sti parametrov, za kate're je tej enadbi
ustreZeno. so kirrakterizirane s S,tevilom nidel, ki jih ima I,a
na intervalu (b, a). ee je to 5'tevilo predpisa,no, se do,bi samo
ena vredno,st parame,trov I in pr. V zadetku je bila enadba (6)
izpolnjena in Y"t ni imel tedaj no,bene nidle. V tem primeru
se je res dobila re5itev problema. Kadar pa ima I.o kak5no
nidlo na intervalu (b, o), ne dobimo relitve problema. ampak
se to,dka e, ujema s c. Peterokotnik ima obliko, kakor jo kaZe
slika 11'"), ire se vzame, da ima Y,r, eno niilo na intervtrlu

Slika l t

(b, u) Stranica, ki odgovarja temu i,ntervalu, opi5e enkr,at
celr;; reelno os in 5e daljico bo ,ru.r".t. ee bi imel Y,o ved
nic:el na intervalu, bi odgovarjajodtr stranica tudi tolikokrat
opisala celo reelno o,s, kolikor niiel ima Iea , stranica ce, pa

") Na sl ikah so zaradi preglednosti  i r te, ki
raz l i in ih  l i s t ih  R iemannove p losk . r 'e .  na i r tane

s e  k r i j e j o  p a  l e 2 e  n a
n e k o l i k o  p r e m a k n j e n e .
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I negativen. Tedaj
tiven in se manj5a,
skozi vrednost nid,

katere je I - oo, nahajalo ved vr,ednosti parametrov, ki ustre-
zajo enadbi (6). Ker je nannred n vedno pozitiven, mora biti

pa je produkt I cos (- a* p * y) ?pozi-
de parametra lasteta. Ker gre ta produkt

mora biti vsaj enkrat enak

n c o s ( a * | - i i ' .

Ni pa odtod razvidna enolidnost.
Kadar ima Y,u eno nidlo na interva-lt (b, a), doilrimo res

re,Sitev p,r'o,blerna, namred o,snovni teo,rem (slika 15), drugade
pa so peteroko,tniki sliini kako,r na sliki 11.

Slika 15

ee. se p,arametra od zadetnih vrednosti manj5rata, je tudi
enaEba (6) neskondnokrat izpolnjena. Nik'dar pa se ne dobi
reiitve problema, ampak imajo petenoko'tniki slidno obliko
kakcr na sliki 12.

Prav isto velja za primer, de je - a*p *y> 1,
Preostane nam 5e sludaj, da je f : a. Sedaj je treba

parametra ). in p, tako dolobiti, da je izpo,lnjena enadba (6").
Tako kakor pr,ej doloiimo na,jprej tisrte vrednosti parametrov,
za katere je prvid l:o. S slidnim r.azmortrivanjem kakor
zgaraj se dobi, da nima tedaj I"a no,bene nidle na inter-
valu (b, c). Tudi tukaj eksistira neskondna mno,Zica para-
metrov ). in p, pri kate,rih je enadba (6*) izpolnjena. Re5itev
prorblema se d,obi tedaj, de se parametra od zadehlih vred*
nosti manjBata, dokler ni enadba (6*) izpolnjena. Pripadaj,odi
peterokotnik kaZe slika 14.
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Slika 15

L a p e t  v z e m i m o  n a j p r e j  s l u d a j ,  d u  j e  " * B - y < l i n
-a* f  *y < 1. Leva stran v enadbi (6) ima v zadetku
vrednost @. des,na pa ima neko po,zitivno vredno'st. Pri tem
n nara5da in gre skozi vsako vredno,st do * oo, de se ), in p

manjiata prorti takim vrednostim, za katere je Y"a(c): 0.
Zaradi tega je enadba (6) izpo'lnjena, ko nima Y.o ' na inter-
valu (b, aJncrbene nidle,, na intervalu (b, c) pa ravno z nidel.
if'e vrednosti pararnetrov dajo res reSitev problerna. Za u - |
nam kaZe pripadajodi peteroko,tnik slika 16.

Kadar je a*f  *y< 1, eksist i ra h kroZnemu tr ikotniku
obc reelen orrtogonalen krog in stranica 6- ga seie 2N-kra!,
stranica ,rb pu ga sploh ne sede.

Parametra ), in p. naj sedaj od tistih vredno,sti, za katere
je bilo prvikrat | : s6, zrasteta do o,nih vrednosti, ko je

drugii l: o. l-edaj irna Y,o razela v todki a 5e eno nidlo
na intervala (b, a). Odgovarjajodi peteroko,tnik je prav tak-
5en kakor na sliki 15, le da se stranica 6n enkrat ovije oko,li
cele reelne o,si, stranica bc pa samo z - 1-kra,t. Pri tem
ima Y,e na intervaht (b, c) N-�1nidel,  n je.pozit iven. V

zaie,tku je bi lo tudi  n )  o.  Ker se n: e* { tr t  f , t (c):y,r ,(c)
manjia in je imel Yza v zaietku z niie,l na intervaht (b, c),
na koncu pa jih ima le N - l, je Sei n enkrat skozi vred-
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N a  t e j  s l i k i  j c  a *  f i f - v <  1 '  C e  b - r  b i l o  a  +  P + v >  1 '  b i

leZali toi,ki o in c na levi s'trtrni toike b'

Pri seclanji reiitvi ima Y'i' eno niilo na intervalu (b' a)

in z niiel na in'Lervalu (b, c)' Na obefrr intervalih skupaj ima

it i , rej  z * I  ni ie l .  Pr i  prvi  reBitv i  pa je imel I"o lc z 
-ni ie l

,ro nb"h intervirlih. 
' l 'udi 

strtktura pe,terokotnika ntr sliki 17

je precej clrugaintr kakor na sliki 16'

Med tistima paroma parametror'" za katere je n: co in

ko zavzarne I drugiir vre'clnost co' eksistirir,zopet en sam- par

parament'ov, pri kat""e- je enaiba (6) izpolnjena' 
'fudi ta

par parametrov da reiitev problernar' Sedaj ima I"t' na inter-

"aln (b, a) eno nii ' lo, na intervtrlu (b, c') pa )4- I niiel' Na

obeh intervalih skupaj ima torej Yro zopet z nii 'el' Pripa-

clajoii peterokotnik je podoben onemrr na sliki 16' samo

stranica bo se ovija okoli cele reelne o'si' ee je a * f * y < 1'

seie stranica bi Z z - 2-krat or,togonalni krog, strarnica bO pa

dvtrkrat.

ee se parametra vedata do tedaj" ko je trertji i l: @'

gresta ,oplt dvakrat sko'zi vredno'sti, pri katerih- je enaiba

i6) izpolnlena. Zopet se dobita dve 'eriitvi problema, p'vic

je peierokotnik takBnega tipa kot na sliki 17, drugii pa je

iakien ko,t na sJiki 16, samo st.anica 6i seie ortog,nalni

krog 2 n - 4-krat, stranica 6o po itirikrat'

To s'e nadaljuje tako do gtl, da ima I''r razen v toiki a

5e z niiel na intervalu (b, a). 'fedaj je n pozitiven in f'r'

nima na intervtrltt (b. c) nobene nidle vei' Med dvema zapo-

rednima paroma vre'dno'sti parametrov, za katere je l: oo'

eksistirata vedno po dve relitvi problema' Na ta naiin se

dobi vsega ,k..ptj 2' -l I relitev' Med temi je * 11 takih

reiitev, ki odgovarjajo sliki 16 in ima Y'a na inrtervalih

(b, a) in (b, c) skupaj z nidel. Nadaljnih z re5itev odgo-

varja sliki 17 in imtr I,r, na ob'eh intervalih z * I nidel'

Ce je Btevilo nidel, ki jih mora imeti Y'o na inte'rval':� (b' a)

in Btevi,lo, ki jih mortr ime'ti na intervalu (b. c), predpisano'

sta parametra enolidno dolo'dena' Pre'dpis teh dveh Itevil

po ,ri popolno,ma poljuben, ampak mora biti njihova vso'ta

z  a l i  p a  ) t + 1 .

A 1
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ugotoviti. 
'l'o s,e pa da dokazati, da vsaj ena relitev res

eksis,tira pri vsakem z.

Dosle.j smo upodobili le zgornjo polovico ravnine r s kvo-

cientom z. Sliko ce,le ravnine r, ki je razrtezarra po reelni

osi od e, do e, in od a preko b do c: oo, se dobi, de se

zrcali peterokotnik o'koli stranice ce, ali pa cer. Na ta nadin

se dobi dvakrat sovis,en lik, ki je v bistvu kroZni detvero-

ko,tnik, iz katereg a ie izrezan kro'Zni dvokotnik. Kot oscila'

cijsko Stevilo smo definiraili ono Stevilo, ki nam pove, skozi

koliko listov se vije ta lik v nep'o'sredni bliZini stranic

dvokotnika.

Kadar itt:-aYn", razerr nidle v todki e, 5e nadaljnih z nidel

na intervaltt (er, e'), opiSe ao , kadar gre todka x o'd e, do e,

krog K (slika 5) u-krat in 5e lok eze. Prrav lahko se pa da

uvide,ti, de se zrcali peterokotnik okoli stranice aer, du se vije

lik, ki odgovarja celi ravnini r, v nepo'sre'dni bliZini dvo-

kotnika skozr 2;.2* I lisiov. To je oscilacijsko B'tevilo v tem

primeru in je torej vedno liho. Ker pa je tedaj, ko ima I'",

na intervalu (e,, e') N nidel, tudi 2ul1 re5itev problema'

sledi odtod, da je pri danem oscilacijskem Stevilu 2' * 1

raYno 2 u i 1 re3itev proLrlema.



KLEINSCHE THEOREME IN DJR THEORIE
DER LII\EAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN



Die allgemeine lineare Di{ferentialgleichung der zweiten
Ordnung vom Fuchsschen Typus mit n singuliiren Punkten
htingt ausiser den Exponenten in den einzelnen singuliiren
Punkten no,ch von n - J willkiirliche,n Konsriante,n, den so-
genanten akzesso,rischen Parametern, ab. Ub,er die Festlegung
dieser Konstanten hat Klein die folgende Frage gestellt: Ist
es miiglich iiber die akzesorischen Parameter in der Diffe-
rentialgleichung derart zu ver,filgen, dass der Quo,tient zweier
unabhiingiger Liisungen der Differe,ntialgleichung gewisse
bes'ondere in voraus vorgeschriebene Eigenschaften be,sitzt.
Die'se,s Proble,m steht in enger Beziehung zur The,orie der
eindeutigen autornorphe,n Funktionen.

Die Kle,insche Fr,ages,te,llung ist sehr allgerneiner Natur.
Ein etwas engeres, ab,er noch immer sehr umfasse,nde,s Pro,-
ble'm fo,rmuliere ich fo,lgendermarssen: Alle singuliire,n Punkte
cler Differentialgleichung teile man in einige Gruppen ein,
minde,stens zwei in jede dieser Gruppen. Sdmmtliohe Punkte,
die man in eine dieser Gruppen genommern hart, verbinde man
nach einer festgesetzten Reihenfolge vom erstgn b,is zum
letzten mit e,iner Kurve. Dies hat mit allen Punkt-Gruppen
so zu geschehen, dass die einzelnen Kurven weder se,lbst
noch untereinander sich schneiden. Entlang jeder dieser Kur-
ven denke man sich die Ebene der unabhiingigen Variablen r
aufgerschnitten. Die Frage ist jetzt die folgende: Ist es
mtiglich durch geeignete Bestimmung der akzessorischen Pa-
rame'ter zu erreichen, dass de,r Quo,tient z zweier unabhiin-
giger Liisungen der Differentialgle,ichung in der zerschnit-
te,nen Ebene eindeutig .lvird und dass dabei siimtliche Sub-
stitutionen des Quo,tienten z, die den Umleiufen des r um
die einzelnen singuliiren Punkte, die derse,lben Gruppe an-
gehiire,n, entsprechen, auch de'selbenKreis unverdndert lassen.

Wenn die Differentialgleichung fiinf singuliire punkte
hat, s'o gib,t es zwei akcesso,rische Parame,ter. Man kann dann
das Problem so stellen, das,s man zwei dieser fiinf Punkte
zu einer Gruppe, die iibrigen drei in die andere Gruppe auf-
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Es zeigt sich" nun, das wenn die Gleichung Io, d. h. a' :6u

bersteht, es immer miiglich ist, die akzessorischen Parameter

T, u'nd T, in der Differentialgleichung (1) derart zu bestim-

men, das's der Quotieurt z in der aufgeschnittenen Ebene eine
einde'u,tige Funktion von r wind. Dabei kiinne'n a, p, y noch

irge,nd welche reelle Zahtren ( 1 sein. Der Quotient z gib't

von der aufgeschnittenen Ebene r in der Ebene des z ein

zweifach zusarrunenh.iingendes Bild, das vo,n Kreisbogen be-
grenzt wird. Es is't im Wesentlichen ein Kreisb'o,genviereck,
aus dem ein Kre'isb'ogernzweieck heraus,geschnittem ist. Das

Bild kann sich alleirdings auf mehreret Bliitter erstrecken.
Wic,htig ist da die sogenannte Oszillationszahl, die als jene

Zahl festgesetzt wird, die die Anzahl der Bliitter gibrt, durch
welche sich das Viereck in der unmi'ttelbaren Ndhe des Zwei-
ecke,s windet. Die Os'zillatio,nszahl ist im Falle I" irnLmer
e'ine ungerade Zahl 2n * 1.

Das Kre'isbogenviereck hait immer e,inen Orthogonalkreis,
der, je nach Umstiinderr, reel oder imagindr ist, oder sich
auch auf einem Punkt Z[snrltrrrgnziehen kann. Wemn der
Orthogonalkreis imagindr ist oder reell, woftrei gleichzeitig
a + P * y < I erfiillt is,t, 'oder .wenn or sich auf eiine,n Punkt
reduziert ("* f *y:1), li isst sich noch me,hr aus,sagen. Es
gil't niimlich der Sartzt: Zt jerder Oszillationszahtl 2x + I gibt
ss auch genau 2, * 1 LiisunEen. Ist die Oszillationszah.l : l,
so existiert auch nur eine einzige Liisung, dass sogenannte
Grundtheo'rern. Diesmal liegt das Bild nur in einerrn e'inzigen
Blatt .  -  (Fig.2.)

In de'r Theorie der eindeutigen'automorphen Funktionen
sind die Exponenten rezipro,ke ganze Zahlen. Nach dem
gesagten lassen sich die beiden akzessorischen Parame,nter
auf eine einzige Weise so bestimmen, dass der Quotienrt z

in der zenschnittenen r-Ebene eine eindeutige Funktio'n von
z wird und das Bild nur in einem einzige,n Bla'td lierg*. Hier
ist r eine erinderuriige autornorphe Funktio,n des z. Der Ful-

damentalbere,ich ist ei,n Kre,isbogenviereck, aus dem ein Kreis-
tioge,nzweieck herausgeschnitten isrt. (Fig. 2.)

Man bekomrnt so zwei verschiedene Arten auto'morpher

Funktionen: Der Existenzbereich der Funktion x (r ) ist, wenn
a* f *y < 7, bergrenzt durch eine unendliche Menge von

Grenzkreis,en, deren jeder Punkt ein Haiifungsp,unkt dieser
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Yte,- -  f f , " , l  bY'" ,  
/x l

Y , e , = -  Q Y , r , l  D Y t , ' ' ' '  \  /

Das Produkt der beiden Substitutionen des r.e, 1)rtr e, ,J:t:rd e"

Iautet jetzt:

(s)

soll diese substitution identisch sein, ,so muss eines der beiden

Systeme von Gleichungen bestehe'n:

s1- - �  e2 :Q A:0  D:0  (Fa l l  I * )

\ f  € 2 :  l  C : 0  B : 0  ( l a l l  t t * )

Diese Gleichungen gelten {iir den Fal,l, dass e' * o, er* o

ist. Es les,st sich leicht einse,he,n, das's e, und e, nur gleich-

zeitig : o sein kiinnen. Wenn jedoch 81 .:6n: o ist, so be-

ko-mt man die fo,lgenden no'twendigen und hinreichenden

Bedingungen:
C : o ,  A I D : o

Wie bereits in der Einleitung erwdhnt, beschriinke ich

mich in der vorliegenden Arbeit auf den Fall I". Hier ist es

niitig die beiden Paramete,r T, und T, s,o zu be,stimmen, dass

die Gleichungen ,4 :  o,  D: o bezw. C :  o '  A+ D: o, wenn

\:  €z: o,  erf i i l l t  s ind'
Zuntichst werde angenommen, dass A: o berei'ts gilt' Aus

den Gleichungen (") folgt clann, dass IZ", pro'portinal ist mit

},,",und dass Y,r,(er):o ist. Se'tzf man

rlt : re, (er):Y:14_: - +
Y,e,l€) A

so ist nz: oo sobald A: o. Umgekehrt gilt auch, dass A: o,
wenn tn: @ ist. Wenn €r : tz : o ist, so lautet die erste
Bedingung C - 0 und e,s ist auch hier m: oo.

Nun'rnehr ist zu zeige,n, dass bei beliebiger Fixierung de's
einen Parame,ters in der Gleichung (1) der zweite so bestimmt
ll-erden ktrnn, dass rn irge,nd einen im voraus gewo,llten Wert
a n n i m n r t .

Die Differentialgleichung (1) schreibe man in der Form:

d t  d v \

;\, 
-*) : p lE@) + Lq,b) -l px@)ly . . . . (r")

wobei

(BC - AD eze,ni) ezetni c", * AB (ezezni - i )

DC (1- sze"ni) gzefiir", + BC ezerni - AD

5r



69

JnJ {cnrpsnv ureqlesuap la ;n; pun z/ 'y "reed"ra'laurered rure,cl
ueturuoug8 'ure "'"1LLr- "';1 u1"ra1q unu Jr,,lr uez+os ,( JnC
'uapJre^\ u,eruuroue3 d pep ldl urrarq uu'€>l os 'l1ce,r1sre uellols
ualeln5urs uapue3lo;"ropueureJne re^\z ueqesrnz 11elre]ul
ura Jn" rlcrs uorl r8elul erp II€d ureJesun ur er.&r 'uue^. pun

I

(7)rplrflttc tla l@ -'rt)+np(.v)hbtlttlt, 'r,:ffi, -ffirOt

Sunqcrelp erp uuep +lI5 sg 'leq zuv + ur }-re.&[ uep
ur reqo^. 'r{V 

+ d 'TV 
1y eeed"re}eruered ruleq (*tr) Sunqe

-relC ueqlas,rap Sunsol dlp qcop,e{ h 'rl pun 7 ,reed,repure,re4
ruloq (.1) Funqcreppquer,oJJrql lep SnrsgT eule -{. res sg
:uesserurepua"?1o; srerp ]uue>flo u€tr[ '1.rqo1e5run p{rn r6.urolT] ?z
prr-tt' os 'y qcrlurgu +sqog1& 'Ft1ap ut i I +sr ou 'f : uI r'eq€ lsr

!.8un.rapu\7 e8rlels eure '+sr t{crlpus rd uuer\ 
"=".4 

:?rr qcne uutA .

lopTolJe y sreleruerlsd sop Fun,reput/ ,roSr1ap Iofl 
'ualleq;e^8 xr1

.reqe '3rqer1oq r/ epJe,ll' (*y) Sunqctel8lerlueaeJJrql rep uT
'uol>lund

ualeln8urs uoJepue rrep q lp3 Sun.rerruJoN eqarelS etq

1:"+"u:'| 1L@:;;"
l'u'Ap ' '

Pun f : fa)'a217
sseP

-r
'uePJera +rerrrrJotros Srlnepura ua11os " 

7 pun "" 
I

t -rOz2-n-

uaqJrez e,s,eTP Je{B }IIcISJoqQ eulo

lqr5 apue3lo; seC[ '1r,a>13r1qcrr11 uo^ uaIIEAre]uI ueulazuro

uop ur (r)/ pun (r)h u'ot uaqrr'azroA erP Purs e31og reP uI
'Joleluered

uoqc,srrossez{€ erP r/ p'un I puTS (*tr) 3unqcre13 roP uI

(q -- xl (o - x) tza - x) t'a - x) 
: @)I I

("a -x) ('a -x)
: (r)h :-- (n)b

I - 1 (Q - x) o - I @ *- x) "" - t (a - x) ',-l ('2 - x) : d



das Paar t + L),, p und de'n Wert m * Am des nr' We'nn

dann die Anderung Ai hinreichend klein ist und man in (2)

die Integrafisls,grenzen e, und e, nimmt, so gibt die Beriick-

sichti,gung der Vo'rzeichen volr- Lp (x) die Ungleichung

}ry <o G')
1\ /L

wo,raus die steitige Abnahme 'de,s m bei Zunahme des I folgt"

Solange i positiv und so gross ist, dass rechts in (1*) der

[ ]-Faktor des y auI e.,e' iiberall posi'tiv ist, ist rn ) o und

Yze,(t\ hat auf nrn, k"it*rt Nullpunkt. Y',, und I'*", wachse'n

niimlich bestiindig, wenn rc von e, bis e, geht. Wenn nun I

von so einem Wert abnimmt, wdchst m und nirnmt jeden

Wert beliebig oft an. Die e,inzelnen Werte des 2, be'i denen m

denselbe,n vorge,schriebenen Wert beko'mmt, sind durch die

Anzahl der Nulls'lellen des Y,", aul e',e, charakterisierl' Wenn

diese Anzahl gegeben ist, ist auch I genau be,srtimnnt, sobald m

gegeben ist. Dies gilt auch fiir m: 6 und auch, wenn

€ 1 : 6 r :  O  i S t .

Bisher wurde nur i ve'rdnderrt, wdhrend pr fe'st, wenn auch

beliebig, blieb. Nimmt man nun fid:r p' eineur anderen Wert

und schreibt dasselb'e rn und die gleiche Anzahl von Null-

stel,len fi.iLr Y,"" afi e-re, vor, so bekommt man wie'der nur

einen We,rt fiir ,1. Es ist also 2 eine eindeutige Funktio'n des pr.

Dass dies'e Funktion stetig und mit pr, rno'no'ton aufsteigend

ist, lii,sst sich fo,lgendermassen erkennen:
Es mtigen Al und A7, zusammengehiir{ge Anderungen Yorl

,i und pr bedeuten. Sertzt man dann ;n (2) y,", fiir y beim

Paramelerpaar ,i. p, und analo,g Y.') ftjr 4 beim Paar i + A),,
p * Ap ein, s'o ergib,t sich, wenn Al und Apr. hinreichend klein

sind bei Berticks,ichtigung de,r Vo'r'zeichen von tp(x) :und x(x)
anf e"e, die Ungleichung 

al 
uo

Lt't'

Daraus forlgt die Stetigkeit und Monoto,nie von ,1. als Funk-

tion des p. In gleicher Weise ergibt sich auch die Stertigkeit
und Monotonie von p als Funktion des 1.

Zur Liisung des Protrlems wdre es noch ntitig im Einklang

mit der ersten Bedingung A:o o'der m- oo die Parameter
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Weil nun Y'e, auf ie, d'em Drehfaktor e''"" hat*), so haben

,4, und C, den Drehfakto,r e- 
ntez, B, und D, sind jedoch

reelle Zahle,n. Darans fo,lgt, weil

m: t " (e , ) :  
Y" ' (e ' )  :@
Y""r( e" J

ist, dass zo (e') -- Ar:C ' reell isrt, weil -4, und C' de,nselben Dreh-

faktor haftren. So viele Nullsteillen Ii,, auf dem Intervall e,e'

besitzt, so oft beschreibt ra den garrzen Kreis 1{ und dazu
noch den Bogen erer, sotrald rc von e2 geger' e' geht. Weil
nun €r --e, ist, so beriihrt der Kreisb,ogein, der dem Inter-

valle e'c entspricht, die reelle Achse im Punkt e' (FiS.6).

Im Falle der Liisung des Pnoble'ms ist das Bild des Inte,r'

valls erc ein Teil der ree,llen Achse. Umgekehrt geben so,lche

Werte von 2 und ,r.r, bei denen das Bild des Inte,rvalls erc
in der reellen Achse liegt, wirklich eine Liisurng der Frage.

Um nun die notwendige'n und hinreichende,n Bedingungen
dafiir aufzustellen, dass das Bild vorl e1c in der reellen Achse
liegt, driicken wir ro dtrch den Qutienrtem r' der in c nor-
mierten Liisungen aus. Dieser Quo,tient ist auf €rc reell.
Es sei

va -
L r , * M

,  L P -  M N : 7 . .  .  . ( " )
N u i - ' P

-Wenn 
z, \orL rc (c): o bis z" (e') gaht, beschreibt zo die Seite

ire". Da das Prob,lerrn das Reellsein des ce, ver[angt, muss
die Substitutio,n (.) die reelle Achse wieder in die reelle
Achse iiberfiihren und zwar, wie leicht zu sehe,n, so, da,ss
dem obere,n Te'il derz, '-Ebene der untene \an ra und unge-
kehrt entspricht. Es folgt daraus, dass die Koerffizieinten alle
rein imagindr sein miisse,n. Es gelten also die Gleichungen

L l z : o
/ V t / V : U

,  y i  ! :  ' )  .  . . . r u i
,  P * P : 0 1

Dies sind die nodwendige'n und hinreichenden Bedingungern.
Im allgerneinen si,nd, we,gen LP - MN - 7, 'nar drei von

*) ln der Darstel lung ":1z1eio nenne ich eld Drehfaktor derkom-
plexen Zahl z.
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sung des Problems. Wenn nicht, so ist nach dem gesa,gten

r,: (P -lP) : N +N ) bestimmbar und es gilt dann die Glei-
chung (5) und wegen (4") folgt, dass

( L + D  ( P + P ) : o

ist, wo,raus zwei weite're Mdgilichkeiten entste'hen.
1. Es sei

L + L : o . . . . ( 5 . )

Das E inse , tz ,en  des  r , : (P  *P) : (A /+Nl  io  ( " )  ze ig t ,  dass
co (e) : 0 ist, dass demnach e, mit o zusamme,nfiillt.

2 '  w e n n  

P + P : o . . . . ( 5 . * )

dann ergiftrt sich schon t (er): rr:o d. h. .ler Punkt e,
deckt sich mit c.

Das Ergebniss ist nun: Ist die Gleichung (4") erfiillt, so
hat man entweder eine Lijsung des ProlJems oder aber fiillt
der Punkt e, mit dem Punkt a oder mit c zusammen.

Es handelt sich jetzt um eine handliche Darsrtellung der
Bedingung (4"). Zundchst die Darstellung der Koeffizienten
L, M, /[, P. Die in a normiertern Lijs'ungen sind mit den in b
normierten durch

f,s:  / ,Yo I  B,Y,o n n
fvs: Q2f'6 * DrYrr, 

Azua - B2C': -  gntcl

und Y'a ,Y,u rnit dem in c: @ no,rmierten durch

j \ 6 :  A 'Y ,c  |  8 "7 ' " ,  / r+ \
'  Y , b : C " Y . * D " Y , c  

" ' \ l  l /

verkniipft. Also ist

A " D u  -  B u C ,  :  -  e f t * ' '  * Y " ) ' '

- _ A"rb + B, _(A, A"+ B,C")r, + A" B"+ B, D, /.Lrr\L u : - - - - - - - - - - - - - - : - - - - - . - - - : - _ . . . . i T T T /
C,ro  {  D ,  (C,A"+  D"C, ) r . i f  C ,B,+  D"D, ' " ' \ '  '

Die Koeffizienten sind hierin noch nicht L, M, N, P, weil

die Determinante nicht den Wert I s,ondern "ni(alp*v'*v")

Dividiert man jeden Koeffizienten durch noriro + 0 * v' * v" )

i -
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und, wenn f :o ist, sei

Y'u (c) -npi :n
Y,u (c)

dann lauten die Gleichunge'n (6) und (6.)

I  c o s  ( -  o * $ * y ) * - z  c o s  ( o * 0 - Y ) +  ( 6 )

n - I : n g t g ( a - Y ) + (6.)

Zuniichst ist es ntitig zu untersuchen, was mit I und ru ge'

schieht, lvenn i und 1, m nioUlang mit der ersten Bedingung

geiindert werden. Zu diesem Zvecke fiihren wir in (2) fiir

.ry die Ltisung

Y,o-  A ,Y 'u {  B 'Y 'u

beim Parameterpaar ),, p', f]ULt 4 dasselbe beim Paar )' + Li."

p'r'Alt ein. Mit Riicksicht auf die Vo'rzeichen vontp(r) und

y@) a:uf dem Intervall ba und den Umstand' das's stets

A 1/)" > Oist, bekommt man
ay'r'

A/
L r ' o

Es wiichst also I mit I und p gle'ichzei'tig und umgekehrt'

Die Anderung des I ist stetig, wenn I endlich ist, fiir l: oo

ist die Anderung oo* f; steti,g, w'ovon man sich leicht

iiberzeugt.

Auf genau analo'ge Weise zeigt rnan, das n a-bnimmt'

\ve,nn I und ,tr zunehmen und umgekehrt'

Zrrniichst sei z : o, also der Fall, dass Yj", a:uf e,et keinen

Nullpunkt hat' Wenn die Parameter i und p hinreichend

g"or, .t"gutiv sind, ist der I l-Fakto'r des y rechst in der

6t"i"t llrrlg (1") auf dem Intervall ba iiberall positiv. Die

Werte yo,n Yo 11d I/,a rvachse,n bestiindig, wenn x v'om b

gcgen a riickt und es ist dabei:

Y 'u (a) )0 ,  Y , t (a ) )0 ,  oder  / )0 '

Werden von diesen
J und p verkleinert,

Werten aus die Werte der Parameter

so fallt auch I bestiindig, bleibt aber

59
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die Anzahl der Nullpunkte von Y,a auf ba eindeutig charak-
terisiert. Im Fiinfeck stimmt e' mit c ilberein (Fi,gur 11)..)

Werden die Parameter ),, p, von den Ausgangswerten aus
verkleinert, so be'steht die Gleichung (6) abermals unendlich
oft. Diesmal werden die einzelnen Paare von )'o pr durch die

Anzahl der Nullpunkte vo'tr Y''b v:uf de'm Inte'rvatrl bc fest-
gelegt. Im I'tinfeik fiillt der Punkt er auf o. (Figur 12.)

B i s h e r  " * f  * y 1 7 ,  d + 1 3 - y < 1 .  D i e s e  b e i d e , n
Ungleichungen be's,tehen immer, wenn a* f * y ( I ist, d. h.,
-wenn e,in re,eller Orthogonalkreis des Dreieckes obc existiert
oder arber wenn a* fr* y ) I und der Orthogomalkreis ima-
giniir ist.

S e i  e t r v a  - a l f  * y >  - 1 .  S , o d a ' n n  i s t  c o s f , ( - a l p * y ) < 0 .

Zu Be,ginn nehme,n wir fiir die Pararneter solche Werte an, dass
zum e,rsten Male l: oo wird. Dabei war n ) 0. Vergrijssert
man die Parameter, so wird I negativ und aufste,igend, n fallt,
trileibt aber positiv. Bevor l: o wird, besterht wenigstens
einmal die Gleichung (6), es liisst sich aber hie,r nicht einserhen,
dass dies nur einmal eintritt. Diese Werte der Parameter
ge,ben eine Lijsun'g (Figur 15). Werden die Paramete,r noch
weiter ve.rgriissert, oder aber, wenn sie von den Ausgangs-
werten aus ve,rkleinert werden, so ist (6) noch unend"lich oft
erfiillt. Man beko,mmt jedoch hier in kerinem Falle, nehr
eine Lijsung, sondern sind die Fiin{ecke iihnlich denen in
Figur 11 bezw. Figur 12. Das gleiche gi l , t  f i i r  d+ P-y> 1.

Es bleibt no,ch der Fall p : o zrt eriirtern. Die Parame'ter
2 und p sind hier der Gleichung (6") gemiiss zu bes'timmen.
Wiederum gehe man von jenen 

'Werten 
aus, ftir die zum

ers'te,n male l: oo wird. Ahnlich, wie oftre,n, ergibt sich, dass
dabei I',6 auf ba noch keinen Nullpunkt hat. Auch hier exi-
stiert eine ziihlbar unendliche Menge von Pararnetern, bei
denen (6.) erftillt ist. Man bekommt eine Ltis,ung, sobald
IZ,1 weder a:uf cb noch auf ba eirren Nullp,unkt hat (Figur 14).

4.

Bisher war x:0. Unter allen Umstiinden konnten wir lve-
nigstens eine Liisung des Problems arngeben. Nunmehr miige

*) Auf r ien Zeichnu rgcn sind Linicn, die einander i iberdeckcn jedoch
in verschiedenen Bldtter.r der Riemannscher Fl l iche l ieg n, zwecks leich e-
rer Vorstel lbarkeit  etwas verschr,ben dareestel l t .

6 1
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Wir'd das Paar i, p, vorn nun arr we,iter vergriissert, bis
zum dritten Male l: o wird, so wird inzwischen zweimal
die Glichung (6) erfiill't. Die Ltjsungen gebe'n nacherinander
Fiinfecke vo'n den Formern der Figur 17 und der Figur 16.

Das Ve,rfahren wird forrtgesetzt b,is Y,a a:u:[ ba ausse,r
in a noch z Nullpu'nkte bekommt. Dabei ist n positiv und
Y,u hat a:uf bc keinen Nullpunkt. Zwischen zwei a,ufeinander
folgenden Paaren vo,n 2, pt tar welche l: @ist, existieren
immer zwei Lijsulgen des Proftile,ms. Man bekomrmt so irn
ganzen 2" * t Ldsungem, worunter es z f I solche gibt, die
einem Bilde der Figur 16 entsprechen, woLrei I.,a afi (ba)
und bc zusamrnqn z Nullpunkte hat, die weiteren z Ltisungen
entsprechen einerm Bild der Figur 17, wobei ul 1 Null-
punkte des I',r a;uf ab und bc vorhanden sind. Bei we,i,terrem
Wachsen der Parameter ist (6) noch unendlich oft e,rfiillt,
es ergibt sich jed,och keine Liisung des Prorblerms mehr. In
den Fiinfecken fallen imrner die Punkte e, und c aufeinander
(Figur 1B). Das gleiche beim Verkle'ineren der Parameter vo,n
jenen Wer"te ausgehend, fiir welche zum ersten Male (6)
bestand. In den entsprechenden Fiinfecke,n fallen die Punkte
e1 und o a,ufeinander. Auch, werrn fr:O ist, ergeben sich ge-
nau 2u * I Liisungen. Die Be,handlung stiisst auf keine b,eson-
dere Schwierigkeit und ist der Weg der b,i,srherige.

I n  F a l l e  j e d o c h ,  w e n n  - o * f  l y >  I  o d e r  a * f  - y >  I
ist, konnte ich nichts vorllstiindige,s nachweisen. Eine L'6sung
existiert bei jedem z sicherr irn:men.

Um ein einmalige,s Bild der gtanzen r-Ebene zu ,arhalten,
spiegele man das Fiinfeck iibe,r die Serite oe oder ce. Man
bekommt so ein zweifach zusammenhdngendes Bild, ein Vier-
eck, aus dem ein Zweieck hs113u5,ges,chni,tten ist. Hat I,",
auss,er in e, noch weirtere zNullpunkte auf e2e7, so beschreibt zr,
we,nn ,c von e, bis e, bewegt wird, den Kre,is n (Figur 5)
z-mal und noch dazu einen Bogen e,er. Es liisst sich leicht
erke,nne'n, dass b,eim Spiegeln ilber oe, das Bild, das der vollen
Ebene entspricht, sich in unmitterlbarer Niihe des Zweiecke,s
durch 2 N ll Bliitter windet. Wird diese Anzahl als Oszilatio,n.
zahl einge,fiirt, so stimmt die Zahl auch mit der Anzahl
2n -l 1 von Liisungen, die rnan bekommt, wernn man de,m
Y'o auf e2e1 g'enau Nullpunkte vorschreib't
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