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POSPLOSENA FIBONACCIJEVA ZAPOREDJA

Gotovo poznate Fibonaccijevo zaporedje. Njegovi zacetni éleni so 1, 1, 2,
3,5, 8,13, 21, ... Pravijo, da je nanj prvi naletel Leonardo (Fibonacci)
iz Pise (11807-1250), ko je opazoval spreminjanje stevila zajcev. Naj bo
dovolj govoric. Bolj natanéno to zaporedje opisemo takole. Zaéetna élena
fi in fy sta enaka ena: f; = 1 in fo = 1; n-ti élen zaporedja f,, kjer je
n > 2, pa je enak vsoti dveh prejénjih élenov: f, = f,_1+ fn—2. Definiciji,
kakrsna je pravkar opisana, pravimo rekurzivna. Pri njej naslednji élen
izracunamo iz nekaj prejsnjih.

Ce ohranimo rekurzivno zvezo, zacetna &lena pa poljubno spreme-
nimo, dobimo posploseno Fibonaccijevo zaporedje. Za zacetna élena a;
in as torej vzamemo poljubni stevili a in b: a; = @ in as = b; naslednji
cleni zaporedja a, pa so kot prej enaki vsoti dveh prejénjih élenov: a, =
= Gp—1+ @n-2. Za a =1 in b = 4 tako dobimo zaporedje z zacetnimi
cleni 1, 4, 5, 9, 14, 23, 37, ...

Zapisimo prvih nekaj ¢lenov posplosenega Fibonaccijevega zaporedja:
a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a+5b, Ha+8b, 8a+13b, ... Hitro opazimo, da
so koeficienti pred za¢etnima ¢lenoma a in b ravno éleni obi¢ajnega Fibo-
naccijevega zaporedja. To seveda ni nakljugje. Z matemati¢no indukeijo
lahko dokaZemo, da za n > 3 velja

ﬂn:fn—z'a'i'fn—l -b.

Sedaj pa je Ze ¢as, da si zastavimo nekaj vprasanj. Pred éasom je
gospod Kukrika v prilogi Programer revije Monitor spraseval po tistih
posplogenih Fibonaccijevih zaporedjih s pozitivnima zacetnima élenoma
a,b > 0, ki vsebujejo stevilo 10006000 in imajo pri tem éim manjso vsoto
a + b obeh zacetnih élenov.

Oglejmo si nalogo nekoliko natanéneje. Naprej bomo pokazali, da
naloga v zgornji obliki pravzaprav nima prave resitve, saj lahko poiséemo
posplosena Fibonaccijeva zaporedja, ki vsebujejo stevilo 1000000, pri ka-
terih je vsota a + & poljubno majhna. Takole sklepamo. Ce naj stevilo
1000000 nastopi v zaporedju, mora za neko naravno stevilo n veljati

1000000 = ap, = fr—o-a+ fn_1-b.
Zaradi lazjega ratunanja vzemimo a = b. Potem je

1000000 = fr-2-a =+ faey-a = fn-a.



Racunalnistvo 151

Zacetna ¢lena a = b = 1%9—0 torej resita nalogo. Ker pa Fibonaccijeva
stevila postanejo z rastoéim n poljubno velika, lahko naredimo vsoto a+b
poljubno majhno.

Pogoje v nalogi moramo torej nekoliko zaostriti. Zahtevajmo Se, da
sta zacetna clena a in b naravni stevili. Naloga ima potem gotovo resitev,
saj so mozne vrednosti za a in b le stevila med 1 in 999999. Pregledati
moramo torej le konéno mnogo moznosti. Ker pa je teh moznosti vendarle
kar precej, preproste analitiéne resitve pa ni pri roki, si bomo pri resevanju
pomagali z ra¢unalnikom. Najprej opazimo, da iz dveh zaporednih élenov
zaporedja lahko izraéunamo vse prejsnje clene. Ce torej izberemo stevilo,
ki je v iskanem zaporedju pred stevilom 1000000, v programu ga bomo
hranili v spremenljivki prej, lahko iz njega izracunamo a in b. Ker so
kandidati le stevila od 1 do 999999, teh pa ni preveé, jih preizkusimo s
spodnjim programom. Pri tem ¢lene zaporedja hranimo v spremenljivkah
tipa longint, saj imajo obic¢ajna cela Stevilo premajhen obseg.

program posploseni Fibonacci;
{ Z vzvratnim raéunanjem poisée zacetna clena posplosenega }
{ Fibonaccijevega zaporedja. }

const

elt = 1000000; { dani élen zaporedja }
var

prej: longint; { élen, ki je v zaporedju pred élenom elt }

al,a2,a3: longint; { éleni zaporedja: a3=a2+al }

min,amin,bmin,pmin: longint; { (trenutno) najboljsa resitev }
begin

min := elt41; { trenutno najmanjsa vsota a+bh }

for prej:=elt—1 downto 1 do begin

a3 := elt; a2 := prej; al := a3-a2; { izracun zacetnih ¢lenov zaporedja }

while al>0 do begin
a3 := a2; a2 := al; al := ad—al;
end; { while }

if a24-a3<min then begin { nova najhboljsa resitev }
min := a2+4a3; amin := a2; bmin := a3; pmin := prej;
end;
end; { for }
writeln('Vsota: ',min:8," a = ",amin,’ b = ’bmin,’ (predzadnji clen ',pmin,")’);
readln;
end.

Kot resitev v nekaj sekundah dobimo stevili a = 154 in b = 144 z
vsoto 298. Pri teh zacetnih ¢lenih ima zaporedje naslednje elemente:

154, 144, 298, 442, 740, 1182, 1922, 3104, 5026, 8130, 13156, 21286,
34442, 55728, 90170, 145898, 236068, 381966, 618034, 1000000, ...
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Tako, nalogo smo uspesno resili. Kot neobvezno domaco nalogo pa
lahko poskusate ugnati Se naslednja problema.

1. Poiséi tisti posploseni Fibonaccijevi zaporedji z nenegativnima zacet-
nima clenoma a,b > 0, ki kot 13. clen vsebujeta stevilo 1996, za
kateri je vsota a + b
a) najmanjsa,

b) najvecja.
Naj opozorim, da vam pri tej nalogi racunalnik ne bo veliko pomagal.

2. Ta naloga je bolj racunalniska. Ce razumete gornji program, potem
vam ga ne bo tezko spremeniti tako, da bo resil v prispevku obra-
vnavano nalogo za stevilo 1996 namesto za stevilo 1000000. Ce pa se
vam zdi to prelahko, potem lahko poskusite nalogo resiti Se za stevilo
19961996.

Martin Juvan






