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V ¢lanku obravnavamo nalogo, ki so jo reSevali madzarski Studenti matematike na
memorialnem tekmovanju Miklés Schweitzer.

FROM INTEGRALS TO NECKLACES

In the paper we consider a problem which was given to Hungarian students of ma-
thematics at the Miklés Schweitzer Memorial Competition.

Uvod

Madzarsko matemati¢no drustvo od leta 1949 organizira memorialno tek-
movanje Miklos Schweitzer, ki je namenjeno Studentom matematike na Ma-
dzarskem. Naloge na tem tekmovanju so zahtevne, Studenti jih resujejo 10
dni, pri reSevanju pa smejo uporabljati kakr$no koli literaturo. Naloge sodijo
v razli¢cna matemati¢na podrocja, ki jih Studenti spoznajo na univerzitetnem
in magistrskem Studiju: algebra, analiza, geometrija, kombinatorika, opera-
torska teorija, teorija mnozic, teorija Stevil, topologija, verjetnost in druga
[7]. Objavljene so na spletu [8] ter v knjizni obliki z resitvami [2, 5].
V ¢lanku bomo obravnavali nalogo iz leta 1995:

Naloga 1. Naj bosta f in g integrabilni funkciji na intervalu [0, 1], za kateri

velja
1 1
/0 f(:x)dmz/o g(z)dr = 1.

Pokazi, da obstaja tak interval I C [0,1], da velja

/If(x)dx—/lg(m) iz = %

V. Totik je v ¢lanku [6] napisal sedem razli¢nih studentskih resitev zgor-
nje naloge iz analize z uporabo zelo razlicnih matematic¢nih rezultatov, ki se-
gajo na podroc¢ja kombinatorike, geometrije in topologije. Predstavili bomo

!Del ¢lanka je avtorica predstavila udelezencem Seminarja za ucitelje matematike UL
FMF dne 20. 9. 2019.
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dve resitvi naloge 1, spoznali bomo problem ogrlice in ga s pomoc¢jo naloge
re§ili ter predstavili njeno ekvivalentno formulacijo.

V nalogi lahko uporabimo katero koli od obic¢ajnih definicij integrabil-
nosti: Riemannovo, Lebesguovo ali Riemann-Stieltjesovo.

Ce v nalogi vzamemo f = g, potem iz integrabilnosti funkcije f sledi,
da je integral kot funkcija zgornje meje, F'(z fo t) dt, zvezna funkcija
na intervalu [0,1]. Zato funkcija F' doseze vse Vrednostl med F'(0) =0 in
F(1) = 1, torej doseze tudi vrednost %, tj. obstaja x € [0, 1], za katerega
velja F(z) = 1 in interval I = [0, 2] resi nalogo.

Z uvedbo nove spremenljivke enostavno izpeljemo, da lahko interval [0, 1]
zamenjamo z drugim zaprtim intervalom. Ce vrednosti obeh integralov v
predpostavki zamenjamo z a € R, potem je treba v zakljucku % zamenjati
z 2.

’ Nalogo je dovolj resiti za kaksno gosto podmnozico integrabilnih funkcij,
npr. za zvezne funkcije ali za stopnicaste funkcije: denimo, da sta funkciji

f in g limitni funkciji zaporedij (fy,)n in (gn)n, torej da velja

lim/ |f(z) — fu(x)|dz =0, hm/ lg(x) — gn(z)|dx =0

/01 Ful@) do = /01 on(@) da = 1.

Ce je naloga resljiva za funkciji f,, in g, potem obstajata stevili a,, in by,
0 <a, < b, <1, za kateri velja

in denimo, da velja

bn bn, 1
fn(x)dx = / gn(z)dx = 3

Qn, Qn,

Ker sta zaporedji (ay,)y in (by,), omejeni, obstajata konvergentni podzapo-

redji (an,, )k in (bp, )k z limitama a in b. Z upostevanjem pravila o aditivnosti

domene in trikotniske neenakosti dobimo

b b,
/ f(z)de — fop () do

Ang,

b b

any, b
fyde — [ fu(@)de + / f@yde+ [ f(@)de

ank

/|f - fladat [ If(x)ldfﬂ+/bb 1£(2)] da.

"k

b
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Vsi trije ¢leni v vsoti konvergirajo proti 0, ko posljemo k proti neskoncno,
zato velja

b . by, 1
/a f(z)dx = kli)rgo Jnp(z) do = 3

ank

Ker enak sklep velja za funkcijo g, je interval I = [a,b] resitev naloge za
funkciji f in g.

Resitev z uporabo ovojnega stevila

Ovojno Stevilo orientirane sklenjene krivulje v ravnini, ki ne vsebuje izho-
diséa, presteje, kolikokrat krivulja obkrozi izhodisée. Ce je krivulja gladka,
ovojno Stevilo dolo¢imo tako, da prestejemo, kolikokrat krivulja orientirano
preseka poltrak skozi izhodisce, ki krivuljo seka transverzalno.

Formalno ovojno §tevilo definiramo takole: Naj bo «v: [a,b] — R?\
{(0,0)} zvezna preslikava, za katero velja vy(a) = 7(b). Potem je njena
zaloga vrednosti y(I) orientirana sklenjena krivulja v ravnini. Tocko ~y(t) za-
piSemo v polarnem zapisu z r(t) in ¢(t), pri cemer velja v(t) = (r(t) cos ¢(t),
r(t)sinp(t)). Spomnimo se, da tocka (t) doloca polarni kot ¢(t) do vec-
kratnika 27 natancno. Ker je v zvezna preslikava, lahko s pravilno izbiro
tega veckratnika dosezemo, da je funkcija ¢ zvezna na intervalu [a, b]. Ker
je v(a) = ~(b), je razlika ¢(b) — p(a) celostevilski veckratnik Stevila 27.
Ovojno stevilo vy je

p(b) — ¢(a)
2 '
1z zapisanega sledi, da je ovojno Stevilo preslikave v celo stevilo. Natanéno

definicijo ovojnega Stevila in izpeljavo njegovih osnovnih lastnosti najdemo
v [4].

Slika 1. Krivulji z ovojnima steviloma 1 in 2.
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Naj bo V zvezno vektorsko polje na D C R? in K C D orientirana
enostavno sklenjena krivulja, tj. orientirana sklenjena krivulja brez samo-
presecis¢é. Izberimo zvezno parametrizacijo v: [a,b] — K krivulje K, ki
dolo¢a dano orientacijo. Ce V nima nicel na K, je ovojno stevilo zozitve V.
na K ovojno §tevilo preslikave V o v in ni odvisno od izbire parametriza-
cije v. Ovojno stevilo zozitve zveznega vektorskega polja V' na K presteje,
kolikokrat se V' zasuka okrog izhodis¢a, ko potujemo po K v izbrani smeri.

Izrek 2. Naj bo V: D — R? zvezno vektorsko polje na zaprtem enotskem
disku, ki nima nicel na robu bD. Ce je ovojno Stevilo zozZitve V na bD
nenicelno, potem ima V niclo na D.

Dokaz. Denimo, da V nima nicle na D. Za r € [0,1] definiramo ~,.(t) =
V(re'), t € [0,27]. Potem je 7, parametrizacija orientirane sklenjene krivu-
lje v ravnini, ki ne gre skozi izhodis¢e. Ovojno stevilo . je zvezno odvisno
od parametra r in ima vrednosti v Z, zato je konstantno. Ker je ovojno
stevilo g enako 0, je ovojno Stevilo v, enako 0 za vse r € [0,1], kar je v
nasprotju s predpostavko. Dokazali smo, da ima V ni¢lo na D. "

Resitev naloge z uporabo izreka o ovojnem Stevilu:
S T oznac¢imo trikotnik {(z,y): 0 < z <y < 1}. Zvezno vektorsko polje
U: T — R? definiramo s predpisom

Ulz,y) = </:f(t)dt—;,/:g(t)dt—;>.

Ce je (x,y) € T nicla vektorskega polja U, potem interval I = [z,y] resi
nalogo.

Ker je trikotnik 7" homeomorfen zaprtemu enotskemu disku D, lahko
uporabimo izrek 2: Ce vektorsko polje U na bT nima nicle, potem ima U
nic¢lo v notranjosti 7', ¢im ima U na bT nenicelno ovojno stevilo. Zat € [0, 1]

po definiciji U izra¢unamo U(t,t) = (—%, —%) in
U(0,t)+U(t,1) = (0,0). (1)

Od tod ocenimo ovojno stevilo U na bT": Iz tocke (0, 0) potujemo po robu
bT v pozitivni smeri. Vektorsko polje U je na diagonali konstantno. Zasuk
U vzdolz horizontalne stranice od U(1,1) = (-3, —3) do U(0,1) = (3, 3) je
7 do celostevilskega veckratnika 27 natancno, kajti vektorja sta si nasprotno
enaka. Iz (1) sledi, da je zasuk U vzdolz vertikalne stranice, ko nadaljujemo
potovanje v pozitivni smeri, enak zasuku U vzdolz horizontalne stranice, ko
potujemo v pozitivni smeri (glej sliko 2). Polarna kota se sestejeta, torej je
zasuk vektorskega polja U vzdolz b1 enak 27 do celostevilskega veckratnika
47 natan¢no, zato je ovojno Stevilo U|bT nenicelno. S tem smo resili nalogo.
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Slika 2. Primer vektorskega polja U na bT'.

Resitev z uporabo Borsuk-Ulamovega izreka

Izrek 3. Naj bo T': S™ — R" zvezna preslikava iz n razseine enotske sfere.
Potem obstaja tocka x € S™, za katero velja T'(x) = T'(—x). Ce je preslikava
T liha, potem velja T(x) = T(—x) = 0.

Borsuk-Ulamov izrek v posebnem primeru pove, da obstajata antipodni
tocki na ekvatorju z enako temperaturo in antipodni tocki na Zemlji, ki
imata enako temperaturo in enak zra¢ni tlak. Dokaz bomo izdelali v primeru
n = 1, sploSen primer pa je bil obravnavan v Obzorniku [3].

Dokaz. Funkcijo f: [0,27] — R definiramo s predpisom f(z) = T(e'®).
Funkcija f je zvezna in velja f(0) = f(27). Zvezno funkcijo g: [0, 7] — R
definiramo s predpisom g(z) = f(7 4+ x) — f(x). Izracunamo ¢(0) = f(m) —
f(0) in g(m) = f(2m) — f(m) = f(0) = f(7) = —g(0). Bodisi je g(0) = 0
niclo x funkcije g velja 0 = g(z) = T(e®*+™) — T(e™®) = T(—e™) — T ().
Nasli smo antipodni tocki na S', v katerih T doseze enako vrednost. "

Resitev naloge z uporabo Borsuk-Ulamovega izreka:
Za (z,y,2) € S? naj bo

1

f(t)dt + sgn z/ f(t)dt,

2 +y2

2 +y2

1’2
X¢(z,y,2) :sgn:c/ f(t)dt—l—sgny/
0 x2

pri cemer smo s sgn oznacili funkcijo predznak, ki pozitivhemu Stevilu in
nicli priredi 1, negativnemu stevilu pa —1. Ce so vse komponente tocke
(z,y,2) € S? nenicelne, potem je Xy zvezna v tocki (z,y, z), ker je integral
zvezna funkcija svojih mej, funkcija predznak pa je v nenicelnih tockah
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zvezna. Ce je ena od komponent tocke (7,1, 2) € S? enaka 0, potem ustrezna
funkcija sgn sicer ni zvezna v 0, vendar je omejena in je pomnozena z zvezno
funkcijo, ki ima v 0 vrednost 0, zato je ustrezni ¢len v vsoti zvezna funkcija.
S tem smo dokazali, da je Xy zvezna funkcija na S?.

Preslikavo T': S? — R? definiramo s predpisom

T(CE, Y, Z) = (Xf(ﬂ?,y, Z)ng('rvy7 Z))

Ker sta funkciji Xy in X, zvezni in lihi, je preslikava T' zvezna in liha,
zato ima po Borsuk-Ulamovem izreku niclo. Oznaéimo jo z (z,¥, z). Med
Stevili Z, ¢ in Z imata natanko dve enak predznak: ¢e bi bila vsa tri enako
predznacena, bi po predpostavki o f sledilo, da je Xf(z,7,2) € {—1,1},
- 52
kar pa ni res. Ce imata ¢ in Z enak predznak, potem velja fox ft)dt =
1 .2 1 .ol 1

Jo2 f(O)dt in [§ g(t)dt = [, g(t)dt. Ker je [y f(t)dt = [; g(t)dt = 1,
sledi, da za I lahko vzamemo [0, Z2]. Podobno premislimo, da ¢e imata Z in
% enak predznak, lahko vzamemo I = [z2, 2% + 7?], ¢e pa imata Z in ¢ enak
predznak, lahko vzamemo I = [z% + 72, 1]. S tem smo reili nalogo.

Problem ogrlice

Problem 4. Pirata imata ogrlico, na kateri je v nakljué¢nem vrstnem redu
nanizanih 2k belih in 2k ¢érnih biserov. Doloci najmanjse Stevilo rezov, s
katerimi ogrlico pravicno razdelimo med pirata.

Istemo torej najmanjse Stevilo rezov, s katerimi razrezemo ogrlico in nato
vsakemu od piratov damo natanko k belih in k ¢rnih biserov. Z resitvijo
naloge bomo dokazali, da sta dovolj dva reza. Resitev problema ogrlice se
da izpeljati tudi direktno iz Borsuk-Ulamovega izreka [1].

Izberemo biser na ogrlici in ga indeksiramo z 1, nato se premikamo po
ogrlici v pozitivni smeri. Zaporedju belih in ¢rnih biserov priredimo funkciji
f,g9:[0,4k) — R takole: ¢e je m-ti biser bel, naj bo

fl[m—1,m)=1ing|[m —1,m) =0,
sicer pa
fllm—1,m)=01in g|[m —1,m) = 1.

Integral funkcije f po intervalu s celoStevilskima krajiséema presteje
bele bisere na ustreznem delu ogrlice, integral g pa presteje ¢rne bisere.
Zato velja f04k f(t)dt = 04k g(t) dt = 2k. Resitev naloge zagotavlja obstoj
intervala I C [0,4k], za katerega velja: [; f(t)dt = [, g(t)dt = k.
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belih, integral g po I pa presteje stevﬂo ¢rnih biserov, torej lahko ogrlico
pravicno razdelimo z dvema rezoma.

Denimo, da je I = [a,b], kjer je a = |a| + a in b = |b] + 3, pri ¢emer
je vsaj eden od a, B € [0, 1) neniceln. Sledi, da je a = f3, sicer vsaj eden od
integralov po I ni naravno §tevilo. Podobno sklepamo da je f(a) = f(b)
in g(a) = g(b). V tem primeru velja [, f(t) beJ t)dt in [, g(t)

J LLbJ t) dt, torej je na intervalu [|a] , |b]] natanko & belih in k érnih biserov.

Ekvivalentna trditev

Trditev 5. Dwa igralca meceta kovanec. Ce pade cifra, igralec dobi en evro,
sicer izqgubi en evro. Denimo, da sta oba igralca v nekem casovnem intervalu
dobila 2n evrov. Potem obstaja ¢asovni interval, v katerem sta oba dobila n
evrov.

Dokazali bomo, da sta trditev 5 in naloga 1 ekvivalentni.
Najprej pokazimo, kako trditev 5 izpeljemo iz naloge. Recimo, da sta

oba igralca dobila 2n evrov po k metih kovanca. Zaporedju metov prvega
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igralca priredimo funkcijo f: [0, k) — R takole: ¢e je pri m-tem metu padla
cifra, naj bo f|[m — 1,m) = 1, sicer pa f|[m — 1,m) = —1. Zaporedju
metov drugega igralca priredimo funkcijo g na enak nacin. Integral funkcije
f po intervalu s celostevilskima krajis¢ema je dobicek oziroma izguba prvega

igralca v ustreznem casu. Zato velja fok fo t)dt = 2n. Resnev
naloge zagotavlja obstoj intervala I = [a, b] za katerega velja [, f(t)dt =
J 7 9(t)dt =n.

Ce sta a in b celi stevili, potem smo dobili ustrezni ¢asovni interval.
Sicer lahko zapisemo a = |a] + « in b = [b]| + 3, kjer je vsaj eno od §tevil
a, B € ]0,1) nenicelno.

e Ce a # f3, potem vsaj eden od integralov funkecij f in g po I ni celo
Stevilo, kar je protislovje.

e Cejea =p# %, potem sta integrala funkcij f in g po I lahko ce-
lostevilska samo v primeru ko je fla) = f( ) in g(a) = g(b). V tem

primeru velja [; f(t)d fLa t)dt in [, g( = fLLabJJ g(t) dt, torej je
[la],|b]] ustrezni ¢asovni 1nterva1

e Denimo, da je « = 3 = %. Potem velja bodisi f(a) = f(b) in g(a) = g(b)
bodisi f(a) # f(b) in g(a) # g(b), kajti sicer bi bil en integral lih,
drugi pa sod. V prvem primeru lahko ponovimo sklep iz prejsnje tocke,
v drugem primeru pa velja: [; f(t)dt = beJH f@t)dt in [;g(t)dt =

J LLal]J 1 g(t) dt, torej smo v obeh primerih dobili ustrezni ¢asovni interval.
Dokazali smo, da trditev 5 sledi iz naloge 1.

Dokazimo Se obratno: denimo, da trditev 5 drzi. Nalogo 1 je dovolj
dokazati za zvezni funkciji f in g, ki ustrezata predpostavki. Ker sta zvezni,
sta omejeni, torej obstaja M € R, da velja |f(x)| < M in |g(z)| < M za vse
z € [0,1]. Funkciji

F(z M/f t)dt in G(z M/

sta zvezno odvedljivi in velja F'(z) = 17 f(z) ter G'(z) = £7g(x). Zato ve-
ljata oceni |F'(z)| < 1in |G'(x)] <1 za vse x € [0,1]. V nadaljevanju bomo
dokazali, da lahko funkciji F' in G enakomerno poljubno dobro aproksimi-
ramo z zveznima kosoma linearnima funkcijama, ki imata enaki vrednosti v
0 in 1 ter imata na vsakem linearnem delu naklon 1 ali —1.

Naj bo m € N. Za vsak | € {0,1,...,m} obstaja natanko en j €
Z, za katerega velja F(L) € [Z=1 1) in definiramo (L) = =1 po

m ’m m
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Lagrangeevem izreku velja [F(z + =) — F(z)] = L|F'(c)] < L za neki
¢ € [z, + L], od tod sledi pm(l%) — P
{0,1,...,m — 1}. Definiramo Se

A
m

D (2li1) _ { pm(é) + %7 pm(;—‘rﬁi) Zl%n(é)
m - .
am () — 5y Pm(EL) < pm(L)

1 .
F
D5
—
1

Slika 4. Aproksimacija funkcije F' s kosoma linearno funkcijo ps.

Za vse | € {0,1,....2m — 1} velja [pn(5)) — pu(5h)] = 2, zato

2m 2m
lahko py, razsirimo do zvezne kosoma linearne funkcije na [0, 1], ki ima na
vsakem linearnem delu naklon £1. Za vsak [ € {0,1,...,m — 1} in za vsak
z € [, L] 7 uporabo trikotniske neenakosti dobimo

|F(z) = pm(2)| < |F(z) = FGR)I+ [F(L) = pn () + [pm(55) — pm ()]
+ L4 L _3 (2)

m = m’

IN

141
m m

pri ¢emer smo pri oceni prvega ¢lena upostevali, da je |F’| < 1, pri drugem in
tretjem ¢lenu pa ocena velja po definiciji funkcije p,,,. Na enak na¢in funkciji

Funkciji p,,, priredimo izide 2m metov kovanca za prvega igralca takole:
¢e je naklon p,, na intervalu [ﬁ, %] enak 1, je rezultat cifra, sicer grb.
Na enak nacin funkciji ¢, priredimo izide metov drugega igralca. Ker je
Pm(0) = gm(0) in pp(l) = gm (1), igralca po 2m metih dobita enako. Ker
je stevilo metov sodo, je njun dobicek sodo stevilo 2n. Z uporabo trditve 5
dobimo ¢asovni interval [a,, by,], v katerem sta oba igralca dobila n evrov.
Na tem intervalu sta oba igralca vrgla enako cifer (in enako grbov), njun

dobicek na tem intervalu pa je bil enak polovicnemu dobi¢ku na koncu, zato
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velja

Pm(bm) — Pmlam) = gm(bm) — gm(am) = %(pm(l) — pm(0)).

Po definiciji funkcije F' velja

1
/0 f(@) dz = M(F(1) = F(0)) = M(pm(1) = pm(0) + 01),

pri Gemer z uporabo ocene (2) dobimo |o1| < £. Podobno izpeljemo

bm
f(@) de = M(F(bm) = F(am)) = M(pm(bm) — pm(am) + 02),

am
kier je |oo| < L. Sedaj izra¢unamo

bm
() dz = M (P (bm) — prm(am) + 02) = %M(pm(l) —pm(0)) + Moy

am

1t 1 1
:2/ f(x)dxf§M01+M02:§+M03,
0

kjer je |os| < %. Podobno velja za G in ¢,,. Sedaj nadaljujemo podobno
kot v zacetku uvodnega razdelka: v omejenih zaporedjih (ap,)m in (by)m
obstajata konvergentni podzaporedji in za njuni limiti a in b velja

/abf(x)dx:/abg(x)dm:;.

Torej smo resili nalogo.
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