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Uvod

To so zapiski vaj pri predmetu Afina in projektivna geometrija za Studente matematike iz Studijskega
leta 2017/2018. Vsebina se navezuje na zapiske predavanj profesorja Vavpetica, ki je zadnja leta
predavatelj pri tem predmetu.

Ljubljana 2019
Jure Kalisnik
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1 Izometrije evklidskih prostorov

Zaceli bomo s studijem izometrij evklidske ravnine. To so bijekcije 7 : R? — R?, ki zados¢ajo pogoju
d(T1, T) = d(r(T1), 7(T3))

za vsak par tock T, Ty € R?. Glede na geometri¢ni pomen je vsaka izometrija ene izmed oblik:

- translacija za nek vektor,
- rotacija okoli neke tocke,
- zrcaljenje ¢ez neko premico,

- zrcalni zdrs ¢ez neko premico.

V nadaljevanju bomo spoznali, s kakSnimi predpisi lahko opisemo izometrije evklidske ravnine. Kot
bomo videli, lahko vsako izometrijo R? enoli¢no zapisemo v obliki

7(Z) = QF + a,
kjer je Q € O(2) ortogonalna matrika velikosti 2 x 2 in @ € R? nek poljuben vektor.
(1) Zapisi predpisa za naslednji izometriji evklidske ravnine:
(a) rotacija za kot ¢ = 45° okoli tocke (1,1),

(b) zrcaljenje ¢ez premico x +y = 1.

Regitev: (a) Najprej se spomnimo, kako se rotira vektorje v ravnini okoli koordinatnega izhodisca.
Rotacijo za kot ¢ € (0,27) v pozitivni smeri lahko predstavimo z rotacijsko matriko

R, = {cosqﬁ —sinqb] .

sing cos¢

Rotacijske matrike so ortogonalne in imajo determinanto enako 1. Obratno pa vsaka 2 x 2
ortogonalna matrika, ki ima determinanto enako 1, ustreza neki rotaciji Ry, ali pa je identi¢na
matrika.

YA
20+ T(X,y)

=Y

Pri rotaciji okoli poljubne tocke si lahko pomagamo s to matriko na naslednji na¢in. Ce zelimo
zavrteti tocko (z,y) okoli tocke (1, 1), moramo najprej zarotirati vektor (z—1,y—1) (to je vektor
od sredisca vrtenja do tocke) s pomocjo matrike Ry, nato pa temu pristeti Se vektor (1,1). Isti
postopek deluje pri rotaciji okoli poljubne tocke. Od tod dobimo predpis

_ |cos¢ —sing r—1 1|  |cos¢-x—sing-y+1—cos¢+sing
(@) = [sirub cos ¢ ] ' [y—l] + [J - [sin¢-x+cos¢-y+1—cos¢—sin¢ '



Ta predpis lahko zapiSemo tudi v obliki

__|cos¢p —sing T 1—cos¢+sing
(@) = [sinqS cos ¢ ] ‘ [y] + [1—cos¢—sin¢] '

Ce vstavimo ¢ = 45°, dobimo, da je

&

T(z,y) = (LR —y) + 1, L@ +y) +1-V2).

(b) Tudi tokrat bomo najprej pogledali, kako lahko predstavimo zrcaljenje ¢ez premico, ki gre
skozi izhodis¢e in ima smer § = (cos ¢, sin ¢) za nek ¢ € [—7/2,7/2].

y

premica

S slike je razvidno, da se tocka (1,0) preslika v tocko (cos2¢,sin2¢), tocka (0,1) pa v tocko
(sin 2¢p, — cos 2¢). Matrika za zrcaljenje Gez premico s smerjo § = (cos ¢, sin ¢) je torej

7 _ cos2¢  sin2¢
7 |sin2¢ —cos2¢|”

Premica x +y = 1 ne poteka skozi izhodisce, z abscisno osjo pa oklepa kot ¢ = —7.

-o5f

Da bi izra¢unali predpis, najprej izberimo neko toc¢ko na premici, npr. tocko (0, 1). Zrcalno sliko
tocke (z,y) ¢ez premico x +y = 1 potem dobimo tako, da najprej z matriko Z,% prezrcalimo
vektor (x,y — 1) nato pa pristejemo Se vektor (0,1).

10 -1 x 0 |-y+1
G K B P S S
Ta predpis lahko zapiSemo tudi v obliki
0 -1 T 1
T(:I},y) = -1 0 : y + 1|

Vidimo, da lahko poljubno zrcaljenje zapiSemo kot kompozicijo translacije in pa zrcaljenja Cez
neko premico skozi izhodisce. ]



(2) Geometricno opisi naslednje izometrije evklidske ravnine:

(a) T(:Evy): (_y+1a$_1)a
(b) T($,y):(y—2,l'+2),
(©) 7(z,y) = (x +2,—y).

Resitev: (a) Najprej zapisimo preslikavo 7 kot kompozicijo linearne preslikave in translacije

(z,y) = 0 -1 |z n 1
Y =10 o |yl " |-1]
Ker je linearni del preslikave 7 rotacija
0 -1
g = [1 0 } ’
je preslikava 7 rotacija za kot ¢ = 90° okoli neke tocke v ravnini. Ta tocka je ravno fiksna tocka

preslikave 7, zato zanjo velja 7(z,y) = (z,y), oziroma:

_y+1:$7
r—1=y.

Resitev tega sistema je tocka (1,0), kar pomeni, da preslikava 7 predstavlja rotacijo za kot
¢ = 90° okoli tocke (1,0).

yA

10+

051

L
0.5

(b) Najprej preslikavo T zapisimo v obliki

=0 o] [+ [

Linearni del preslikave 7 je zrcaljenje

0 1
%= (1)

¢ez simetralo lihih kvadrantov. Vektor translacije @ = (—2,2) je pravokoten na to simetralo,
zato imamo opravka z zrcaljenjem ¢ez neko premico, ki je vzporedna simetrali lihih kvadrantov.
Ta premica je ravno mnozica tock, ki jih preslikava 7 fiksira, vedno pa na njej lezi tocka %Ei. A%
naSem primeru gre torej za zrcaljenje ¢ez premico y = = + 2.



y=x+2

xy)

<Y

-05

(c) Sedaj lahko zapisemo preslikavo 7 v obliki

wn-ly °J [}

Linearni del preslikave 7 je tokrat zrcaljenje

10
=l 4

Cez abscisno os, preslikava 7 pa je kompozicija tega zrcaljenja in pa translacije vzdolz abscisne
osi. Kadar kaze translacijski vektor v smeri premice, ¢ez katero zrcalimo, imamo opravka s tako
imenovanim zrcalnim zdrsom.

yA

21

xYy

Za konec si poglejmo Se klasifikacijo izometrij evklidske ravnine.
1. Translacije:
Translacije so preslikave oblike
T(¥)=2Z+a

za nek @ € R%2. V tem primeru je Q = Izom.
2. Rotacije:
Rotacije so preslikave oblike

T(¥) = Ry + d
za nek ¢ € (0,27) in @ € R?. Taksna preslikava ustreza rotaciji za kot ¢ okoli tocke v ravnini,
ki je dolo¢ena z enacbo 7(Z) = Z.
3. Zrcaljenja:

Zrcaljenja so preslikave oblike

oo



kjer je ¢ € [-7/2,7/2], vektor @ pa je pravokoten na smer § = (cos ¢, sin ¢). Taksna preslikava
ustreza zrcaljenju Cez premico s smerjo 5= (cos ¢,sin ¢), ki gre skozi tocko 3.

4. Zrcalni zdrsi:

Zrcalni zdrsi so preslikave oblike
7(%) = ZpZ + d,

kjer je ¢ € [—m/2,7/2), vektor @ pa ni pravokoten na smer § = (cos ¢, sin ¢). Taksna preslikava
ustreza kompoziciji zrcaljenja ¢ez neko premico p s smerjo § = (cos ¢, sin ¢) ter translacije vzdolz
te premice. Dana premica je dolo¢ena s pogojem 7(p) = p. ]

Mnozica vseh izometrij evklidske ravnine tvori grupo
Izom(R?) = {7 : R? = R?| 7 je izometrija}.

Simboli¢no lahko vsako izometrijo predstavimo s parom (Q,@), kjer je Q@ € O(2) in @ € R2.
Enota je par (I,0), produkt in inverz pa se v tem zapisu izrazata s formulama:

(Q1,d1)(Q2,d2) = (Q1Q2, Q1d2 + d1),
(@a)~' =@, -Q"a).
Translacije tvorijo podgrupo edinko grupe Izom(R?), ki je izomorfna grupi R?, izometrije, ki
ohranjajo izhodisce, pa podgrupo O(2) grupe Izom(R?), ki pa ni podgrupa edinka. Ker lahko
vsako izometrijo enoli¢no zapiSemo kot kompozicijo linearne izometrije in translacije, je grupa
Izom(R?) izomorfna semidirektnemu produktu grup O(2) in R2, oziroma

TIzom(R?) = O(2) x R?.

Grupa izometrij Izom(R?) je tridimenzionalna, sestavljena pa je iz dveh komponent, ki sta obe
homeomorfni S x R2.

Poisci vse izometrije evklidske ravnine, ki ohranjajo dane mnozice:

(a) kvadrat [—1,1] x [—1,1],
(b) hiperbolo {(z,y) € R?|zy = 1},
(c) kvadratno mrezo Z x Z C R2.

Resitev: Naj bo L C R? poljubna podmnozica. Grupa simetrij mnozice L je potem grupa vseh
izometrij 7 : R?> — R2, za katere je 7(L) = L. V naslednjih primerih bomo izra¢unali grupe
simetrij lika, krivulje in diskretne podmnozice R2.

(a) Obstaja osem izometrij kvadrata. Identiteta, tri rotacije in §tiri zrcaljenja. Vsaka izometrija
kvadrata slika oglis¢a v oglis¢a, kar pomeni, da jo lahko opiSemo s permutacijo oglis¢. Izkaze se,
da lahko vsako izmed teh izometrij izrazimo z eno rotacijo in z enim zrcaljenjem.

= T

Izberemo lahko na primer:



- a=(1234)... rotacija za 90° v pozitivni smeri,

- b=1(14)(23)... zrcaljenje preko vodoravnice.
Preostale netrivialne izometrije so potem:

- a? = (13)(24)... rotacija za 180°,
- a®=(1432)... rotacija za 270°,

Cab= (13)(2)(4)
- a?b=(12)(34)
- a®b = (24)(1)(3)... zrcaljenje preko simetrale lihih kvadrantov.

... zrcaljenje preko simetrale sodih kvadrantov,

. zrcaljenje preko navpicnice,

Grupi izometrij kvadrata reéemo diedrska grupa reda 8 in jo oznac¢imo z Dg. Dejstvo, da lahko
vsako izometrijo izrazimo z a in b, pomeni, da je grupa Dg generirana z elementoma a in b, ki pa
Se zadoscata nekim pogojem. Reda elementov a in b nam dasta pogoja a* = 1 in b*> = 1. Poleg
teh dveh pa velja Se zveza bab = a®. Kompaktno lahko te pogoje strnemo v naslednjem zapisu

Dg = {a,bla* =1, * =1, bab = a*}.

Opomba: V sploSnem ima grupa izometrij pravilnega n-kotnika 2n elementov. Poleg identi¢ne
preslikave ima Se n — 1 rotacij in pa n zrcaljenj. Oznacimo jo z Ds, in ji reéemo diedrska grupa
reda 2n. V primeru n = 3 je grupa Dg izomorfna grupi Ss.

(b) Sedaj is¢emo vse preslikave oblike 7(¥) = QF + @, ki preslikajo hiperbolo nazaj nase.

YA

Ce hocemo, da izometrija 7 preslika hiperbolo nazaj nase, mora 7 tudi obe asimptoti preslikati
nazaj nase (lahko ju zamenja). Od tod sledi, da 7 ohranja izhodisce, kar pomeni, da je @ = 0.
Torej nam ostanejo moznosti:

8
Il
8

(7)

7(

Ry
Zg

Y

=l
Il
8

)

za nek ¢. Izmed rotacij pride v postev rotacija R, za kot 180°, izmed zrcaljenj pa zrcaljenji Z_%
in Z% ¢ez simetrali sodih oziroma lihih kvadrantov. Hiperbolo seveda ohranja tudi identi¢na
preslikava. Imamo torej stiri preslikave, ki ohranjajo hiperbolo:

1. Identi¢na preslikava 7(x,y) = (z,y),

2. Rotacija za kot 7 okoli koordinatnega izhodis¢a 7(z,y) = (—x, —y),

10



3. Zrcaljenje preko simetrale sodih kvadrantov 7(z,y) = (—y, —x),

4. Zrcaljenje preko simetrale lihih kvadrantov 7(x,y) = (y, z).

YA

Grupa simetrij hiperbole je torej izomorfna grupi Zs & Zs.

(b) Sedaj si poglejmo kvadratno mrezo K = Z x Z C R2.

. . . . oy . . . . .

. . . . . 16 . . . . .

Vsaka simetrija te mreze je oblike



za primerno izbrana Stevila a,b, ¢, d, e in f, ki morajo zados¢ati pogoju, da 7 preslika K nazaj

nase. Iz pogoja, da je
_|la b |x el e
o= o[+ -1

spet element mreze K sledi, da sta e in f celi $tevili. Podobno sledi iz pogojev 7(1,0) € K in
7(0,1) € K, da so tudi a, b, c in d cela stevila. Ce ho¢emo, da je matrika

a b

c d
ortogonalna in da ima celostevilske koeficiente imamo na voljo samo osem moznosti. Poleg
identitete so to Se stiri zrcaljenja

1 0 0 1 0 -1 —1 0
ZO_{O —1}’21_[1 0]’2—1’_[—1 0},25— 0 1]

0 -1 -1 0 0 1]
R’S_L o]’R“_{o —1]’R—’5—[—1 0"

Simetrije mreze K, ki so oblike

in tri rotacije

7(¥) = QF,
kjer je @ ena izmed omenjenih osmih matrik, tvorijo podgrupo vseh simetrij mreze K. Ustrezajo
ravno tistim simetrijam mreze, ki ohranjajo izhodiSce in tvorijo grupo, ki je izomorfna diedrski

grupi Dg. Vsako simetrijo mreze pa lahko zapiSemo kot kompozicijo translacije za nek vektor s
celostevilskima komponentama in pa simetrije, ki ohranja izhodisce. O

Naj bosta 71 in 75 rotaciji evklidske ravnine R? za kot ¢ = 5 okoli tock T7(1,0) in T5(—1,0). Ali
je grupa izometrij R?, ki jo generirata 7 in 7, konéna?

Resitev: ZapiSimo najprej predpisa danih rotacij:

Tl(xay) - (—Z/+ Lz — 1)7
To(x,y) = (—y— 1,z +1).

Grupa izometrij, ki jo generirata 71 in 7o, sestoji iz vseh moznih kompozitumov celostevilskih
potenc 7 in 79. Da pokazemo, da je ta grupa neskoncna, je dovolj konstruirati izometrijo 7
neskonénega reda, kar pomeni, da je 7F # id za vsak k € Z.

Tipi¢ni primeri taksnih izometrij so translacije. Ce komponiramo dve rotaciji za kota ¢1 in ¢,
dobimo rotacijo za kot ¢ = ¢1 + ¢p2. Od tod dobimo idejo, da se splaca poskusiti z izometrijo

T= T;l oT1.
Ker je T{l(x,y) =(@y—1,—z—-1),je
m(z,y) =75 (—y+ Lz —1)=(z -2,y —2).
Vidimo torej, da je 7 translacija za vektor @ = (—2,2), kar pomeni, da je
™(z,y) = (x — 2k,y — 2k).

Dana grupa je torej neskoncna.

12



O

5) Opisi krivuljo, ki jo med kotaljenjem opiSe tocka na obodu kroga s polmerom 7, ki se kotali po
J

krogu s polmerom R = 2r.

Resitev: Najprej si poglejmo skico.

yA
s N
// \\
’I \‘I K¢
1
1 1
N 2N
Ty
- Ko
o
o
o TO,“\\ X/
i /

Pri danem kotu ¢ bi radi nasli izometrijo 7, ki bo krog Ky preslikala na krog Ky, tocko Ty pa
v tocko Ts. Pogoj kotaljenja skupaj z dejstvom, da je R = 2r, nam pove, da je srediS¢ni kot z
vrhom pri S(3r cos ¢, 3r sin ¢) enak 2¢. Iskano izometrijo lahko potem zapisemo v obliki

T =1T20Ty,

kjer je 71 rotacija okoli tocke (0,0) za kot ¢, T2 pa rotacija okoli tocke S za kot 2¢. Predpisa
rotacij 7 in 79 sta:

Kompozicija rotacij je potem
T(f) = TQ(R(bZZ”) = R2¢(R¢f — ’175) + rg = R3¢f — R2¢775 + 7g.

Nas zanima, kako med kotaljenjem potuje tocka Tp(2r,0). Ko njeni koordinati vstavimo v
izometrijo 7, dobimo, da je

7(Th) = 3r(cos ¢, sin ¢) — r(cos 3¢, sin 3¢).

13



Dano epicikloido lahko torej parametriziramo s predpisom:

x(¢) = 3rcos ¢ — r cos 3¢,
y(p) = 3rsin¢ — rsin 3¢

za ¢ € [0, 27].

N . . .. ° . .o 2 2
(6) Zapisi matriko za linearno rotacijo za kot ¢ = 60° okoli osi €= (0, %, %)

Resitev: Rotacija evklidskega prostora R3, ki ohranja izhodisce, je dolo¢ena z osjo rotacije in
kotom. OpiSemo jo lahko z rotacijsko matriko, ki je 3 x 3 ortogonalna matrika z determinanto
enako ena. Linearne rotacije R?® tvorijo grupo

SO(3) = {R e R¥*3|RTR =1, det(R) = 1}.

Za zapis matrike moramo izracunati, kako se preslikajo bazni vektorji. To lahko storimo z
uporabo Rodriguesove formule

R(€,¢)7 =cos¢pi+ (€-7)(1 — cosp)€+sing e x T,

ki pove, kako vektor ¥ € R? zavrtimo okrog osi € za kot ¢.

Za izpeljavo Rodriguesove formule najprej oznacimo s T' tocko, ki jo vrtimo, s P njeno projekcijo
na os vrtenja ter s 7’ zavrteno tocko 7.

14



Najprej opazimo, da velja N
FT/ = Fp + PT.

Pravokotna projekcija tocke T na os vrtenja je enaka
7p = (€-7r)e.

Vektor PT je pravokoten na vektor €, z vektorjem ﬁ oklepa kot ¢, za njegovo dolzino pa velja
|PT’] = |ﬁ| Od tod sledi, da je:

—

PT/:COS¢P7'—|—SHI¢§X P7,
:COS¢(’FT—FP)—|—SHI¢5X(FT—FP)
= cos ¢ (Fr — (€-7r)€) +sing € x ir.

Tako dobimo:

T = (5 FT)5+ COS¢(77T — (é’f’T)é’) +sing e x rp,
=cosprp + (€-77)(1 — cosp)€ + sing € X 7.

Ce pisemo 7 = 7y, od tod dobimo Rodriguesovo formulo.

V na8em primeru je €= (0, @, g) in ¢ = %, zato velja:

e 300+ (08.8) 0100 ).
RE9)T= (03,0) + 2 (0.68) + 4 (0.9,8) x 0.1,0) = (—4.3.)
R(e,¢)k = (0,0, 1) + ¥2 (0,§,£> + 43 (0@@) % (0,0,1) = <T6vi7%)

Od tod sledi, da rotaciji R(€,®) ustreza rotacijska matrika

1 V6 V6

\2/ 4 4

RE®)=| ¢ 1
V6 o1 3

4 4 4

Opomba: Do rotacijske matrike R(€, ¢) lahko pridemo tudi na naslednja nacina:

- z uporabo prehodne matrike P lahko zapisemo R(€, ¢) = PR¢P*1, kjer je R4 matrika, ki
ustreza rotaciji za kot ¢ okoli osi z in ima obliko

cos¢p —sing 0
Ry = |sin¢g cos¢p O],
0 0 1

- z uporabo kvaternionov.

15



(7) Opisi linearni izometriji evklidskega prostora R3, ki ju dolo¢ata naslednji matriki:

M1 1 V2
2 2 2
(@Q=|1 1 2|
V2 V2
L 2 2
Tl _2 _2
3 3 %
b — |2 1 _2
(b) @ 3 P 4
L 3 3 3

Resitev: Vsako izometrijo evklidskega prostora R? lahko enoli¢no zapisemo v obliki
7(¥) = QT + d,

kjer je Q € O(3) ortogonalna matrika velikosti 3 x 3, @ € R? pa poljuben vektor. Pri tej nalogi
bomo §tudirali linearne izometrije. Te pustijo izhodis¢e pri miru in so oblike

T(Z) = Q7.
Geometrijsko ustrezajo rotacijam, zrcaljenjem in zrcalnim zasukom.

1. Rotacije:

Ce je det(Q) = 1, predstavlja matrika @ rotacijo za nek kot okoli neke osi v prostoru, ki poteka
skozi izhodisce.

ravninavrtena osvrtenja

- Lastne vrednosti matrike @ so Ay = 1 in Ay 3 = e**® za nek ¢ € [0, 7).

- Kot ¢ € [0, 7] dobimo iz formule cos ¢ = Sl(%)_l.

- Os vrtenja je vzporedna lastnemu vektorju € matrike @, ki ustreza lastni vrednosti A = 1.
Eksplicitno je za ¢ ¢ {0, 7} to vektor

1 32 — T23
€= 13 — X
2sing |~ 0 7O
T21 — T12
2. Zrcaljenja:
Matrika @ doloca zrcaljenje preko neke ravnine, ¢e je det(Q)) = —1 in ima lastne vrednosti
A1 = —1in A2 3 = 1. Normala ravnine zrcaljenja kaze v smeri lastnega vektorja, ki ustreza lastni

vrednosti A = —1.
3. Zrcalni zasuki:

Ce je det(Q) = —1 in @ ni zrcaljenje, predstavlja matrika @ kompozicijo rotacije za nek kot
okoli neke osi v prostoru in pa zrcaljenja preko ravnine, ki ima to os za normalo.

16



- Lastne vrednosti matrike @) so A\ = —1in A\g3 = e za nek ¢ € (0, 7.
- Os vrtenja je vzporedna lastnemu vektorju @, ki ustreza lastni vrednosti A = —1.
- Kot vrtenja je +¢, odvisno od orientacije osi.

- Normala ravnine zrcaljenja kaze v smeri osi vrtenja.

(a) Hitro lahko preverimo, da je matrika @) ortogonalna, njena determinanta pa je

1 1 V2
7 1 1,1 1
e R
2 2 2
V- S B
2 2

Matrika ) torej predstavlja rotacijo okoli neke osi v prostoru. Najprej izracunajmo lastne
vrednosti matrike )

det(Q — AId)

=N+ A2+,
=(1-=XN(\+1).

Torej je Ay = 1 in Ao 3 = &, kar pomeni, da matrika @ predstavlja rotacijo za kot ¢ = 5. Os
rotacije se ujema z jedrom matrike ) — Id:

11 42

PR I
3 "3 —9|~]0 00
_gg 1 0 0 -2

Os vrtenja je simetrala lihih kvadrantov v xy-ravnini, dolo¢ena z enacbama:

—$+y:0,
z=0.

Smerni vektor te premice je vektor € = (@, @, 0). Ce zarotiramo nek poljuben vektor, lahko

opazimo, da je ) rotacija za 90° v pozitivni smeri okoli vektorja €.

(b) Matrika @ je ortogonalna, njena determinanta pa je

r 2 _2
, 3 3 1 8 8 4 4 4
—= = —_—l=E = — - — - — — — = —1
3 35 3 27 27 27 27 27 27
3 73 3
Da bi lahko opisali geometrijski pomen matrike ), najprej izra¢unajmo lastne vrednosti
1 2 2
3 _2>\ p ° 3
det(Q —Ald)=| -5 3—-X —3 |,
37 0 1 3y
3 3 3
1 S8 8 4 (1
=(z=-A) ——=——- 3-—[=—A
(3 ) 2T 27 9 (3 ) ’
=N+ A1,

=—(A=1)>(A+1).
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Vidimo, da je Ay = —1 in A9 3 = 1. V tem primeru predstavlja () zrcaljenje ez ravnino, katere

normala kaze v smeri lastnega vektorja pri lastni vrednosti A\ = —1.
4 2 _2 2 _1 1 2 1 1
—Sg %3 _§~8 % —iwg g
-z -2 2 0 -1 1 0 0 0

V jedru te matrike je vektor 77 = (1,1, 1), kar pomeni, da je @) zrcaljenje ¢ez ravnino x +y+ 2z =
0. O

Geometri¢no opisi naslednji izometriji evklidskega prostora:

(a> T(Ji,y, Z) - (Zay +1, _$)7
<b> T(.’E,y, Z) = (_y + 1,.’IJ — 1, —Z).

Resitev: (a) Dano izometrijo lahko zapisemo v obliki

Linearni del te izometrije je rotacija za kot ¢ = 90° okoli osi € = (0,1,0). Hkrati pa imamo
poleg vrtenja okoli y-osi Se translacijo vzdolz iste osi. Taks$ni izometriji reGemo vija¢ni pomik
okoli y-osi.

(b) Sedaj imamo izometrijo s predpisom

0 -1 0 x 1
T(z,y,2) =11 0 0] |y|+ [—1
0 0 -—-1f |z 0

—

Linearni del je tokrat zrcalni zasuk éez ravnino z = 0 okoli osi € = (0,0,1) za kot ¢ = 90°.
Translacijski del povzroci, da se ravnina zrcaljenja in os vrtenja vzporedno prestavita. Preverimo
lahko, da ima 7 natanko eno fiksno tocko S(1,0,0). Gre torej za zrcalni zasuk ¢ez ravnino z = 0
okoli tocke S(1,0,0) za kot ¢ = 90°. O

Za konec zapisimo Se klasifikacijo izometrij evklidskega prostora. Glede na geometrijski pomen
lo¢imo Sest tipov izometrij.

1. Translacije:

Translacije so preslikave oblike



za nek @ € R3. V tem primeru je Q = L.
2. Rotacije:

Rotacije okoli neke osi so preslikave oblike
T(Z) = QF + d,

kjer je det(Q) = 1, vektor @ pa je pravokoten na lastni vektor @ pri A = 1. Os vrtenja je mnozica
fiksnih tock preslikave 7.

3. Vijacéni pomiki:

Vijacni pomiki vzdolz osi so preslikave oblike
7(Z) = QF + a,
kjer je det(Q) = 1, vektor @ pa ni pravokoten na lastni vektor @ pri A = 1.

4. Zrcaljenja:

Zrcaljenja ¢ez ravnine so preslikave oblike
7(¥) = QF + d,

kjer je @ matrika z lastnimi vrednostmi A; = 1 in A9 3 = 1, vektor @ pa je vzporeden lastnemu
vektorju @ pri lastni vrednosti A = 1.

5. Zrcalni zdrsi:

Zrcalni zdrsi so preslikave oblike
7(Z) = QF + a,
kjer je @ matrika z lastnimi vrednostmi A\; = 1 in Mg 3 = 1, vektor @ pa ni vzporeden lastnemu

vektorju @ pri lastni vrednosti A = 1.

6. Zrcalni zasuki:

Zrcalni zasuki so preslikave oblike
7(¥) = QF + d,

kjer je Q matrika z lastnimi vrednostmi Ay =1 in Ay 3 = €' za nek ¢ € (0, 7].
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2 Afini prostori in podprostori

Afini podprostori v R™ so posplogitve pojmov premice in ravnine v R3. Mnozica A je afin podprostor
v R™ dimenzije k, ¢e jo lahko zapisemo v obliki

A=a+U,

kjer je a € A poljubna tocka, U C R” pa linearen podprostor dimenzije k. Tocka a je analog zaCetne
tocke na premici, prostor U pa lahko razumemo kot mnozico smeri na .A.

A

afin podprostor

linearen podprostor

V nadaljevanju bomo spoznali, kako lahko afine podprostore afinih prostorov opiSemo v parame-
triéni in v normalni obliki.

(1) (a) V ravnini 3z + 2y + z = 7 lezijo tocke Ty(1,1,2), T1(3,—1,0), 75(0,3,1), A(2,0,1) in
B(0,4,—1). Doloci lego tock A in B glede na trikotnik To717T5.
(b) Ugotovi, ali tocka T'(0, 1, 0) lezi znotraj piramide z ogliséi To(—1, 1, —1), T1(1,2,0), T5(1, 3,1)
in T3(2,1,0).

Resitev: Afine podprostore R" lahko podamo v parametriéni in v normalni obliki. Pri tej nalogi
se bomo posvetili parametri¢ni obliki in spoznali afine koordinate.

(a) Zageli bomo z opisom ravnine v R3. Ravnino lahko podamo v parametri¢ni obliki
7 =70 + A151 + 232,

kjer je 7y zacetna tocka in 5 ter 5 smerna vektorja. Ce je ravnina definirana s tremi nekoline-
arnimi tockami 7Ty, 77 in T3, lahko poljubno tocko te ravnine izrazimo v obliki

= —
T =Ty + MToT1 + XoToTh.

Steviloma Ai, Ao € R recemo afini koordinati tocke T glede na afino ogrodje {Tpy, Ty, T»}.

V naSem primeru je ravnina dolo¢ena z enacbo 3z + 2y + z = 7. Za zaCetno tocko vzemimo
To(1,1,2), za smerna vektorja pa:

§1 == TOjl == (27 _27 _2)7
5 = ToTh = (—1,2,1).

Najprej izra¢unajmo afini koordinati tocke A glede na afino bazo {Ty,T1,T2}. Doloceni sta s

sistemom enacb
(2,0,1) = (1,1,2) + A\ (2, —2,-2) + Ao(—1,2,—1)
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oziroma po komponentah:

2=142)\; — Ao,
0=1-—2X1 + 2],
1=2— 2\ — g,

ki ima resitev A\ = % in Ay = 0. Od tod sledi, da je tocka A srediSce stranice TpT}.

Afini koordinati tocke B glede na afino bazo {Ty,T1,T>} sta doloceni s sistemom enacb
(0,4,-1) = (1,1,2) + A\1(2, -2, —2) + Ao(—1,2,-1)
oziroma:

0=142A1 — Xo,
4=1-—2X + 2o,
—1=2-2\1 — \a.
Ta sistem ima reSitev A\ = % in Ao = 2. Ker je Ao = 2 > 1, lezi tocka B izven trikotnika ToT17T5.

B(1/2,2)

T2

To A(1/2,0) Ty

(b) Tocke Ty, Ty, Tp in T3 so afino neodvisne, zato tvorijo afino bazo R3. Torej lahko to¢ko T
izrazimo kot afino kombinacijo teh tock. Ce oznacimo:

oy
Il
2

0 1:(2a1a1)7
0 :(2a2a2)7
0 3:(37071)7

SN
[
2

morajo obstajati parametri A1, A in A3, da velja
(0,1,0) = (—=1,1,—1) + A\1(2,1,1) + X2(2,2,2) + A3(3,0,1).

Tocka T lezi v notranjosti piramide natanko takrat, ko je A1, A2, A3, A1 + A2 4+ A3 € (0,1). Ce
upostevamo karteziéne koordinate tock, pridemo do sistema enacb:

0= —1+ 2\ + 2\ + 3\,
1:1+)\1+2)\2,
0=—14+ A1+ 2+ A3,

ki ima resitev \; = —2 in A9 = A3 = 1. To pomeni, da tocka T ne lezi v notranjosti piramide.
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T3

T2

To T

O
(2) V afinem prostoru R3 so dane tocke A(4,6,—2), B(—2,0,4), C(0,4,1) in premica p s parame-
trizacijo 7(t) = (3,2,3) + (2,1, 1).

(a) Pokazi, da se premica p in trikotnik ABC' ne sekata.

(b) Konstruiraj ravnino 7, ki razdeli R® na dva odprta polprostora tako, da lezita premica p in
trikotnik ABC vsak v svojem polprostoru.

Resitev: (a) Oznac¢imo s ¥ ravnino, ki vsebuje trikotnik ABC'. Pokazali bomo, da premica p
seka ¥ v tocki, ki lezi izven trikotnika ABC'. Normala ravnine X je

= AB x AC = (—6,—6,6) x (—4,—2,3) = (—6, —6, 12).
Ce upostevamo, da na ravnini ¥ lezi tocka A, dobimo njeno normalno enac¢bo
z+y+2z=06.

Presek premice p in ravnine ¥ dobimo tako, da koordinate tocke na premici vstavimo v normalno
enacbo. Tako dobimo enacbo

(3+2t)+ (2+1)+2(3+1t) =6,

ki ima resitev ¢ = —1. Presek premice in ravnine je torej tocka T'(1,1,2). Izra¢unamo lahko,
da sta afini koordinati tocke T' glede na afino ogrodje {A, B,C} enaki A\; = % in Ay = —1, kar
pomeni, da tocka T lezi izven trikotnika ABC.

(b) Najprej bomo konstruirali premico ¢, ki lezi v ravnini ¥ in je enako oddaljena od tocke 7" in
nosilke stranice AB.

Ta premica vsebuje tocko S(6, 7, —%), njena smer pa je E = (—6,—6,6). Sedaj moramo poiskati
ravnino II, ki vsebuje to premico in ne seka premice p. Normala ravnine II je torej

i = AB x 5, = (—6,—6,6) x (2,1,1) = (—12,18,6)

njena normalna enacba pa je

_1u
—2x+3y+z=%5.
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(3) Zapisi dani afini ravnini v parametriéni in v normalni obliki:

(a) ravnine v R? skozi tocke Ty(1,2,3), T1(2,0,3) in Tx(2,—1,2),
(b) ravnine v R* skozi tocke Tp(1,0,1,0), 71(0,1,1,1) in T5(1,1,0,0).

Resitev: (a) Za smerna vektorja ravnine lahko vzamemo:
§1 =TT, = (1,-2,0),
§y = ToTh = (1,-3,—1).
Od tod sledi, da velja A = a + U, kjer je:

a=(1,2,3),
U = Lin{(1,-2,0), (1, -3, —-1)}.

Ce hoc¢emo ravnino opisati v normalni obliki, moramo poiskati smer normale. Pomagamo si
lahko z vektorskim produktom

=35 %38 =(1,-2,0)x (1,-3,-1) = (2,1, -1).
Dano ravnino lahko torej podamo z enac¢bo
2 +y —z=d,

kjer vrednost d dobimo tako, da vstavimo kartezi¢ne koordinate ene izmed tock T; v to enacbo.
Sledi d = 1, zato je enacba ravnine skozi dane tocke

2r4+y—2=1.

(b) Sedaj imamo ravnino v R*. Opisemo jo lahko v parametri¢ni obliki z dvema parametroma ali
pa v normalni obliki s sistemom dveh linearno neodvisnih enacb. Za smerna vektorja vzemimo:

1

V)

1= Toil - (_1)1)071)7
<§’2 = TOiQ = (07 17 _170)

Torej velja A = a + U, kjer je:

a=(1,0,1,0),
U = Lin{(-1,1,0,1),(0,1,-1,0)}.

Ker smo sedaj v §tirih dimenzijah, smer normale ni enoli¢no dolo¢ena. ZadoScati mora pogojema

- =

fi-5 =0in -5 = 0. Ce pisemo 7 = (a, b, ¢,d), nam ta dva pogoja dasta sistem enachb:

—a+b+d=0,
b—c=0.

Vektorji, ki zadoicajo temu sistemu, tvorijo dvodimenzionalni podprostor R*, ki se ujema s
prostorom U+. Ker imamo §tiri neznanke in samo dve enacbi, si lahko poljubno izberemo dva
parametra, recimo ¢ in d. Vrednosti a in b sta nato natanko doloceni. Ce izberemo ¢ = 1 in
d = 0, sledi a = b = 1, zato definirajmo 7i; = (1,1,1,0). Pri izbiri ¢ = 0 in d = 1 pa dobimo
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a=1inb =0 ter iy = (1,0,0,1). Ce koordinate na R* ozna¢imo z (z,y, z,w), lahko dano
ravnino opisemo s sistemom enacb:

r+w=e,

r+y+z=f

Vrednosti e in f spet dobimo tako, da vstavimo kartezi¢ne koordinate ene izmed tock T; v obe
enacbi. Tako dobimo e =1 in f = 2, sistem enacb, ki dolo¢a naSo ravnino, pa je:

z+w=1,
r+y+z=2

O]

Pokazi, da je A C R™ afin podprostor dimenzije k natanko takrat, ko obstaja surjektivna linearna
preslikava A : R" — R" % in c € R" % daje A= A71(c).

Resitev: Pri tej nalogi bomo pokazali, da so afini podprostori R™ ravno mnozice resitev sistemov
linearnih enacb. Dobro znana sta primera premice v R? in ravnine v R3, ki ju lahko podamo
z normalno enacbo. Premico v R? pa lahko po drugi strani podamo kot resitev sistema dveh
neodvisnih enach.

(<=) Denimo najprej, da je ¢ € R"* in A : R® — R"* surjektivna linearna preslikava ter
definirajmo

A=A"1(c).

Po definiciji je torej z € A natanko takrat, ko je Az = c¢. Ker je A surjektivna preslikava, je
A # (), zato lahko najdemo nek a € R", da velja Aa = c¢. Pokazali bomo, da tedaj velja

A=a+U,
kjer je U = ker(A). Izberimo najprej poljuben z € A. Potem je
Alx—a)=Ar—Aa=c—c=0=z—acU=uzca+U.
Po drugi strani pa € a + U pomeni, da obstaja u € U, da je x = a + u. Torej je
Az =Ala+u) =Aa+Au=c+0=c,

kar pomeni, da je z € A.
(=) Naj bo sedaj A C R™ poljuben afin podprostor. Potem ga lahko zapisemo v obliki

A=a+U,
kjer je a € A in U C R" linearen podprostor dimenzije k. Denimo, da je {vi,...,v;} neka
baza vektorskega prostora U in {wi,...,w,_} neka baza prostora W = U L ter definirajmo
preslikavo A : R — R" % s predpisom
Ar = (x - wi,x - wa, ..., T Wy_k).

Ker sta U in W pravokotna in je U @ W = R", je prostor U ravno jedro preslikave A.
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A
v \a\

Definirajmo sedaj ¢ = Aa. Radi bi pokazali, da je potem
A= A"1(c).

Ce je € A poljuben element, ga lahko enoli¢no zapisemo v obliki z = a + u za nek u € U.
Potem je
Az =Ala+u)=Aa+Au=c+0=c=z € A" }(c).

Po drugi strani pa za poljuben z € A~!(c) velja

Ar—a)=Az—Aa=c—c=0=2x—aclU=zca+U=A

Ugotovi, ali so dani afini prostori vzporedni:

(a) premica = (1,0,0) +t(1,—1,0) in ravnina z +y — 2z = 3 v R3,

(b) ravnina skozi tocke Ty(1,0,0,0), T1(2,0,2,1) in T»(1, 1,1, 0) in premica, dolo¢ena s sistemom
enacbx —w=0,z—y+z=1inz+y—2w=2vR.L

Resitev: Naj bosta A in A" afina podprostora v R™ in naj velja:
A=a+U,
A =d +U.
Potem re¢emo, da sta A in A’ vzporedna, ¢e je U C U’ ali pa U’ € U. Ce imata A in A’ isto

dimenzijo, sta vzporedna natanko takrat, ko je U = U’. V primeru dveh premic to pomeni, da
imata vzporedna smerna vektorja.

V praksi lahko vzporednost afinih podprostorov preverimo na naslednja na¢ina. Denimo, da je
dim(A) < dim(A"). Potem sta A in A" vzporedna natanko takrat, ko velja:

(1) vsak smerni vektor A lahko zapisemo kot linearno kombinacijo smernih vektorjev A’,
(2) vsak smerni vektor A je pravokoten na vse normalne vektorje A’.

(a) Imamo premico s smernim vektorjem §= (1, —1,0) in ravnino z normalo 77 = (1,1, —1). Ker
je §-1 = 0, sta dana premica in ravnina vzporedni.

(b) Sedaj imamo premico in ravnino v R*. Premica je dolo¢ena s tremi neodvisnimi enac¢bami
z normalami 77 = (1,0,0,—1), e = (1,—1,1,0) in i3 = (1,1,0, —2). Smerni vektor premice je
pravokoten na vse tri normale, zato njegove komponente zadoS¢ajo sistemu enacb:

rz—w =0,
r—y+2=0,
z+y—2w=0.
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Ta sistem enac¢b resi na primer vektor § = (1,1,0,1). Ravnina ima po drugi strani smerna
vektorja:

Premica in ravnina sta vzporedni natanko takrat, ko je smerni vektor premice linearna kombi-
nacija smernih vektorjev ravnine. Pa denimo, da obstajata realni Stevili a1 in a9, da velja

(171>0’1):: a1(1303271)‘+'a2(051a130»

Po komponentah dobimo sistem enacb:

1= aq,
1= a9,
0=2a1 + as,
1= aq,
ki pa ni resljiv. Od tod sledi, da premica in ravnina nista vzporedni. O

Naj bo V' = F} vektorski prostor dimenzije n nad obsegom F).

Resitev: (a) Linearna premica v ) je podprostor oblike
A={as|aeF,}

za nek neniceln s € Fj. Na vsaki taksni premici lezi izhodisce in pa p — 1 nenicelnih tock.
Ce bi tocko s zamenjali z neko drugo nenicelno tocko na A, bi dobili isto premico, a z drugo
parametrizacijo. To pomeni, da vsaka nenicelna tocka a € F) natanko doloca linearno premico
in da po p — 1 nenicelnih tock doloca isto linearno premico. Ker je vseh nenicelnih tock v Fy
natanko p" — 1, je

pt—1

p—1

V afini ravnini F% imamo tako na primer 4 linearne premice. Na vsaki izmed njih lezita dve
nenicelni tocki.

Stevilo linearnih premic v Fg =

2 e [ X °
! \><:/

1 e o [

0 @ °
0 1 2
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(b) Afine premice dobimo s translacijami linearnih premic. Vsako linearno premico lahko pre-
maknemo na p" nacinov, vendar pa nam po p translacij doloca isto vzporednico. Za vsako smer
imamo torej p"~! vzporednic s to smerjo, od koder sledi

p"—1
p—1°

n—1

Stevilo afinih premic v F) = p

V afini ravnini F% imamo v vsaki smeri 3 vzporednice. Ena izmed njih pa je linearna.

2 e ) .

1 e ,6/ °

0 @ o °
0 1

O]

Dani sta tocki (0, —4) in (j,0) v H2. Zapisi parametri¢no in normalno enacbo premice skozi ti
dve tocki.

Regitev: Zatnimo s parametriéno ena¢bo. Premica skozi dani dve tocki ima smerni vektor § =
(7,1) in zacetno tocko (0,—1). Zato jo lahko parametriziramo v obliki

F<t) = (07 _Z> + t(]J) = (tj7 (t - 1)2)

za t € H. Parametri¢na oblika enacbe ima enako obliko nad vsemi obsegi. V nadaljevanju pa
bomo videli, da moramo biti v primeru nekomutativnih obsegov pozorni pri zapisu normalne
oblike enacbe.

Ker tocka (0,0) ne lezi na dani premici, lahko poskusimo z enacbo
ar+by=1

za primerno izbrana kvaterniona a,b € H. Ko vstavimo v to enacbo dani dve tocki, dobimo, da
je a = —j in b = 1, kar nam da enacbo

—Jjr+iy=1.

Preverimo sedaj, ¢e tocke na nasi premici res zadoScajo tej enachi. Izracunali smo ze, da je
x =tjin y = (t — 1)i za poljuben ¢t € H. Tako dobimo:

—j(tj) +i(t —1)i =1,
—jtj +iti = 0.

Ce vzamemo na primer ¢t = j, dobimo

—jtj +iti=j+j=2j #0,
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kar pomeni, da dana enacba ne opisuje nase premice.

V primeru kvaternionov (oziroma bolj splosno nekomutativnih obsegov) moramo ena¢bo premice
zapisati v obliki
xa+yb=1.

V naSem primeru tako dobimo ena¢bo
—xj +yi = 1.
Ko sedaj vanjo vstavimo z = tj in y = (¢ — 1)i, dobimo:

—(t3)g + ((t = 1)i)i = 1,
t+(—t+1)=1,

kar je v skladu z na8imi pricakovanji. O
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3 Afine transformacije

(1) Naj bo II ravnina v afinem prostoru R3, ki jo dolo¢ajo tocke A(4,6, —2), B(—2,0,4) in C(0,4,1)
ter F': R?® — R? afina transformacija, ki je podana s predpisom

Flz,y,2) = (v +2y+z+ 1,y — 2,2 + 22 + 3).

Pokazi, da je F(II) ravnina v R? in izraéunaj njeno normalno enaébo.

Regitev: Afina transformacija prostora R™ je bijekcija, ki poljubno trojico kolinearnih tock pre-
slika v kolinearne tocke. Po osnovnem izreku afine geometrije lahko vsako afino transformacijo
7 :R™ — R" zapiSemo v obliki

7(x) = Az + a,
kjer je A : R™ — R"™ obrnljiva linearna preslikava in a € R™ neka tocka.
Najprej bomo pokazali, da afine transformacije slikajo ravnine v ravnine. V ta namen predpo-
stavimo, da je afina transformacija F : R3 — R3 dana s predpisom

F(Z) = AT + @,

kjer je A € R3*3 obrnljiva matrika in @ € R3. Nadalje naj bo ravnina II podana v parametri¢ni
obliki
7T = To + 1151 + t252,

kjer je 7y zaCetna tocCka in §) ter S smerna vektorja II. Potem je
F(FT) = A('FO + 151 + t2§2) +d=Arg+d+ t1 A5 + taASy = F(F{)) + 11 A5 + t2ASs.

Vidimo torej, da je mnozica F(II) spet ravnina z zacetno tocko F'(7) in s smernima vektorjema
A3 ter Ass.

V naSem primeru lahko preslikavo F' zapiSemo v obliki

1 21 x 1
F(z,y,z)=10 1 0 yl + [—2
1 0 2 z 3

Nadalje je 7 = (4,6, —2), & = AB = (=6, —6,6) in 5 = AC = (—4,-2,3). Od tod dobimo:

Normala na ravnino F(II) je vzporedna vektorju (0,1,1), od koder dobimo normalno enacbo
ravnine
y+z="7.

Opomba: Na podoben nacin lahko pokazemo, da afina transformacija preslika afin podprostor
dimenzije k& v afin podprostor dimenzije k. V sploSnem nam linearni del afine transformacije
pove, kako se transformirajo smerni vektorji afinega podprostora. Ce smo v evklidskem prostoru
in je naSa afina transformacija izometrija, pa podoben sklep velja tudi za normalne smeri. [

(2) V afini ravnini R? sta dani premici p: y =1ingq: z = -2,
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(a) Pokazi, da preslikava 7 : R? — R?, ki je dana s predpisom 7(x,y) = (y — 3,z + 3), preslika
pna g in g na p.

01S¢1 vse afine transformacije 7 : — R#, ki preslikajo p na ¢ in g na p.
b) Poisci fine t f ij R? — R2, ki likaj i

Resitev: (a) Smerna vektorja premic sta §, = (1,0) in 5, = (0, 1). Ker lezi tocka (—2, 1) na obeh
premicah, lahko izberemo naslednji parametrizaciji premic p in ¢:

(—=2,1) +t(1,0) = (-2 +1¢,1),
=(-2,1)+s(0,1) = (2,1 + s).

T

D:
q:

Od tod dobimo:

T(72 +t, 1) = (725 1+ t)a
T(=2,1+s)=(-2+s,1),
kar pomeni, da 7 preslika p na ¢ in ¢ na p. Geometri¢no lahko transformacijo 7 opisemo kot

zrcaljenje ¢ez premico y = x + 3.

q y:x+3//y/

(b) Istemo afine transformacije ravnine R?, ki preslikajo p na ¢ in obratno. Vsaka taksna
preslikava je oblike
7(¥) = AZ + a,

kjer je A obrnljiva matrika velikosti 2 x 2 in @ € R%. Ce ho¢emo, da bo preslikava 7 preslikala
premico p na ¢, premico ¢ pa na p, mora veljati:

A8y || 85,

A3y || 8p.

(@, y) = a b| |z n e
7y - c d y f )
Pogoj vzporednosti AS), || §, lahko zapiSemo v obliki A3, = s, oziroma

- ol =L]

Ta sistem ima resitev a = 0 in ¢ = a. Podobno iz pogoja A3 || 5, sledi
a b| 1|0 1
RS

30

Pisimo sedaj

za neke a,b,c,d,e, f € R.



oziroma b = 3 in d = 0. Oboje skupaj nam pove, da mora biti matrika A oblike
0 b
A=
c o
za neka nenicelna b, ¢ € R. Za dolocitev vektorja @ bomo sedaj uporabili e dejstvo, da se premici

p in ¢ sekata v tocki (—2,1). Iz pogoja naloge potem sledi, da je (—2, 1) fiksna tocka preslikave
T oziroma 7(—2,1) = (—2,1). Od tod dobimo

o= [ - (4] - 7]

kar nam da e = —2 — b in f = 1 + 2c. Vsaka afina transformacija ravnine R?, ki preslika p na ¢
in ¢ na p je torej oblike

R [ e M I S R e e

za neka nenicelna realna parametra b in c.
Geometri¢no lahko taksno preslikavo interpretiramo kot kompozicijo:
- zrcaljenja ¢ez premico y = x + 3,

- raztegov s srediséema v tocki (—2,1). V navpicéni smeri raztegujemo za faktor ¢, v vodoravni
smeri pa za faktor b.

O

Preslikava F': Ro[z] — Ra[z] je dana s predpisom
(Fp)(@) ==z p'(z) +p(1) + 2 +1
za poljuben p € Ryz].

(a) Zapisi predpis za preslikavo F' v koordinatah na Ro[z], ki jih dolo¢a baza {2 z,1}, in
pokazi, da je F afina transformacija.

(b) Naj bo A = {p € Ra[z]|p(0) = 1, p(1) = 1}. Pokazi, da je A afin podprostor v Ra[z] in
nato zapisi njegovo sliko F'(A) v parametri¢ni obliki.

Resitev: (a) Vektorski prostor Ro[z] realnih polinomov stopnje najve¢ dva je izomorfen prostoru
R3. Pri tej nalogi bomo uporabili eksplicitni izomorfizem ¢ : Ra[z] — R3, ki je dolocen s
predpisom

¢(az® + bz +¢) = (a,b, c).

Preslikava I preslika polinom p(z) = ax? + bx + ¢ v polinom
(Fp)(x) ==z p'(x) +p(1) + = + 1,
=z(2ax+b)+a+b+c+x+1,
=22 + (b+ Dz +(a+b+c+1).

V koordinatah, ki jih dolo¢a baza {x?, z,1}, lahko F zapisemo v obliki

F(a,b,c) = +

_= O N
_ = O
= o O
o o
e )
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Preslikava F' je kompozicija obrnljive linearne preslikave in pa translacije, zato je afina transfor-
macija.

(b) Polinomi v mnozici A = {p € Rq[z]|p(0) = 1, p(1) = 1} zadoS¢ajo pogojema ¢ = 1 in
a+b+c = 1. Poljuben polinom p € A je torej oblike p(z) = az? — ax + 1, zato lahko zapisemo
A =1+ Lin{z? — 2},

od koder sledi, da je A afin podprostor v Ra[z]. Prostor A je enodimenzionalen in sestoji iz vseh
kvadratnih polinomov, ki potekajo skozi tocki (0,1) in (1,1).

” X
. a=-2 a=-1
Iz enakosti
2 00 a 0 2a 2 0
F(a,—a,1)= |0 1 0| |—a| + |1| =|—-a+1| =a|-1| + |1
1 1 1 1 1 2 0 2
sledi, da je F(A) = a+ U, kjer je
a=z+2,

U = Lin{2z* — z}.
O
Karakteriziraj dilatacije afine ravnine R? in nato pokazi, da dilatacije slikajo kroznice v kroznice.

Resitev: Afina transformacija 7 : R? — R? je dilatacija, ¢e za vsako premico p C R? velja
p || 7(p). Kot poljubno afino transformacijo lahko tudi vsako dilatacijo zapisemo v obliki

(%) = AT + @,

kjer je A € R?>*2 obrnljiva matrika in @ € R?. Zanima nas, kaksna mora biti matrika A, da bo
7 dilatacija. Ce hotemo, da bo za vsako premico p veljalo p || 7(p), mora veljati

g A
za vsak 5. To pomeni, da je vsak vektor lastni vektor matrike A, od koder pa sledi, da je matrika

A oblike
A0
=[5 3

za nek A € R\ {0}. Ta matrika predstavlja razteg s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u za
faktor A. Dilatacije so torej preslikave oblike

7(Z) = \? + a.
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Loc¢imo dva tipa dilatacij.

1. Translacije:

Translacije so preslikave oblike
(%) =

11
+
Q

za nek @ € R%. V tem primeru je A = 1.

y

Y 7(p)
L

p

2. Sredis¢ni raztegi:

SrediScni raztegi so preslikave oblike
T(Z) = \d+ad

1

m&' in za faktor \.

za A ¢ {0,1}. V tem primeru gre za razteg s srediséem v tocki
y

N N(S)

Pokazimo sedaj, da dilatacije slikajo kroznice v kroznice. Naj bo dilatacija 7 podana s predpisom
T(Z) = A\ + a,
kroznica K s sredis¢em v .S in polmerom R pa z enacbo
(Fr — 7s)(Fr — 7s) = R2.

Pokazali bomo, da je potem K’ = 7(K) kroznica s sredisé¢em v .S” = 7(S) in s polmerom R’ = |\|R.
To sledi iz racuna:

(r(7r) — 7(Fs))(1(7Fr) — 7(Fs)) = (M + b — (\Fs + b)) (A\Pr + b — (AFs + b)),
= \2(Fr — Ts)(Fr — 7's) = A*R%.
O
Naj bo ABC neenakostranic¢en trikotnik. Pokazi, da so tezis¢e T, viSinska toCka H in sredisce
o¢rtane kroznice O kolinearne tocke in da velja |TH| = 2|T'O|. Pomagaj si s sredis¢nim raztegom

s srediscem v T in faktorjem \ = —2.

Resitev: Oznacimo s Ty, Tp in T sredisca stranic trikotnika kot na spodnji sliki.
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Eulerjeva premica

e
W

A

v

B

CTe v razmerju |TC| = 2|TT¢|, je 7(T¢) = C. Po definiciji dilatacije od tod sledi, da 7 preslika
premico p skozi O in T v neko njej vzporedno premico 7(p), ki vsebuje tocko C'. Ker je premica
p pravokotna na stranico AB, je 7(p) ravno premica, ki vsebuje visino na AB. Od tod sklepamo,
da 7(0) lezi na visini na stranico AB. Podoben sklep nam pove, da 7(0O) lezi tudi na preostalih
dveh visinah, kar pa pomeni, da je 7(0O) = H. Nadalje velja Se

TH — —2T0.

Premico, ki vsebuje teziSce, visinsko tocko in sredis¢e oc¢rtane kroznice neenakostrani¢nega tri-
kotnika, imenujemo Eulerjeva premica. O

Naj bo ABC neenakostranicen trikotnik. Pokazi, da sredis¢ni razteg s sredis¢em v visinski tocki
in faktorjem A = % preslika o¢rtano kroznico K v kroznico 9 tock.

Resitev: Kroznica 9 tock vsebuje:

- nozis¢a visin N4, Np in N¢,

- sredisca stranic Ty, T in T,

- sredis¢a daljic med viSinsko toc¢ko in oglis¢i H4, Hp in Hc.

7 uporabo srediS¢nega raztega bomo pokazali, da teh 9 tock res lezi na isti kroznici.

V ta namen najprej oznacimo s K ocrtano kroznico trikotnika ABC. Nadalje naj bo C’ presecisce
premice CH in K ter C" presecisée premice CO s K. Analogno definiramo tudi tocke A’, A” B’
in B”. Pokazali bomo, da sredis¢ni razteg s srediséem v H in faktorjem \ = % preslika o¢rtano
kroznico K v kroznico 9 tock. To bomo naredili v naslednjih 3 korakih.

(1)[HNc¢| = [NeC':
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Obodna kota ZABC’ in ZACC' nad tetivo AC’ sta enaka in velja
LABC' = LACC' = 5 — LBAC.
Ker je trikotnik ABNp pravokoten, pa velja tudi
ZABH = 5 — ZBAC

Od tod sklepamo, da je trikotnik C' BH enakokrak z vrhom pri B. Ker je daljica No B pravokotna
na osnovnico C'H, pa od tod sledi

|HN¢| = |NcC'|.
Analogno lahko dokazemo tudi, da velja:
|[HN 4| = |[NsA'l,

|HNg| = |[NsB'|.

(2) H, T in C” so kolinearne in velja |HT¢| = |TcC”|:
Najprej opazimo, da je daljica CC” premer ocrtane kroznice K, zato je

40%0:40%0:%

Od tod sklepamo, da je C"B || AH in C" A | BH, kar pomeni, da je C"” BH A paralelogram.

A"
I A'
He™N Ta ,r'l
0\\\ / / NA
N
By N B, ,,,;‘,,,,/L,,, Hg B
\ :T
Teq—0/% N
// \\“ T \\ Cl
B Ha | €
A o

Ker se diagonali tega paralelograma razpolavljata, je njuno presecisée nujno tocka Te. Od tod
pa sledi, da so H, T in C” kolinearne in da velja

|HT¢| = [TcC”|.
Kot prej lahko tudi tokrat podobno pokazemo, da velja:

|HT 4| = |T4 A",
|HTg| = |TgB"|.

35



(7)

(3) Obstoj kroznice 9 tock:

Pokazali smo, da velja:

|HT¢| = 3|HC"|,
|HN¢| = 3|HC'|,
|HHc| = 3|HC).

Ker podobne formule veljajo tudi za tocki A in B, je kroznica 9 tock ravno slika ocrtane kroznice
pri sredis¢nem raztegu s sredis¢em v H in faktorjem A = % Med drugim od tod sledi tudi, da
sredi§ce S kroznice 9 tock lezi na razpoloviséu daljice OH.

(a) Poisci vse avtomorfizme obsegov [, in GF(4).

(b) Izracunaj, koliko je afinih transformacij afinih ravnin F2 in GF(4)?.

Regitev: (a) V primeru, ko je V' vektorski prostor nad obsegom O, je po osnovnem izreku afine
geometrije vsaka afina transformacija 7 : V — V oblike

T(z) = Mz + a,

kjer je M : V — V obrnljiva semilinearna preslikava in a € V neka tocka. V primeru, ko je V
vektorski prostor nad obsegom R, je vsaka semilinearna preslikava avtomati¢no linearna, zato so
v teh primerih afine transformacije ravno kompozicije obrnljivih linearnih preslikav in translacij.
Preslikava M : V' — V iz vektorskega prostora V nad O nazaj vase je semilinearna, e obstaja
tak avtomorfizem ¢ obsega O, da za vsaka x,y € V in za vsak a € O velja:

M(x+y)=M(z)+ M(y) aditivnost,
M(az) = ¢(a)M(x) semihomogenost.

Za opis vseh afinih transformacij moramo torej klasificirati vse avtomorfizme obsega O. Spo-
mnimo se, da je avtomorfizem obsega O bijekcija ¢ : O — O, ki zados¢a pogojema:

o(x+y) = d(x) + d(y),
P(zy) = o(x)d(y),

za vsaka z,y € O. Od tod avtomaticno sledi ¢(0) =0 in ¢(1) = 1.
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Avtomorfizmi obsega F),:

Obseg F, = {0,1,...,p — 1} je koncen obseg prastevilske moc¢i p. SeStevanje in mnozenje
definiramo po modulu p. Enota za sestevanje je 0, enota za mnozenje pa 1. Za poljuben
avtomorfizem obsega I, je torej ¢(0) = 0 in ¢(1) = 1. Izberimo sedaj poljuben n € Fp,
1 < n < p. Potem lahko piSemo

n=14+14...+1,

n

zato iz aditivnosti preslikave ¢ sledi

pn) =1 +1+...+1)=¢p(1)+d(1)+...+¢(1)=1+1+...+1=n.

VvV
n n n

To pomeni, da je ¢ nujno identi¢na preslikava, grupa avtomorfizmov obsega I, pa vsebuje en
sam element.

Avtomorfizmi obsega GF(4):

Teorija obsegov nam pove, da je vsak koncen obseg ene izmed naslednjih dveh oblik:

- Obseg F), ostankov pri deljenju s prastevilom p s p elementi,

- Galoisov obseg GF(p™) s p" elementi, kjer je p prastevilo in n > 1 naravno Stevilo.
Ker obsege ostankov F,, Ze dobro poznamo, si bomo v nadaljevanju pogledali konstrukcijo Ga-
loisovih obsegov. Galoisov obseg GF(p™) konstruiramo na naslednji naéin:

- Izberemo nerazcepen polinom stopnje n v kolobarju Fp[z].

- Elementi GF(p") so polinomi stopnje najve¢ n — 1 v [, [z], ki jih lahko interpretiramo tudi
kot ostanke pri deljenju s polinomom p(x).

- Sestevanje je definirano kot seStevanje polinomov.
- Produkt dveh polinomov dobimo tako, da najprej izracunamo njun produkt v IF,[z], nato
pa vzamemo ostanek pri deljenju s polinomom p(x).
V nasem primeru je

GF(2%) ={0,1,z,1 4z}

operaciji seStevanja in mnozenja pa lahko predstavimo s tabelama:

+ 0 1 x 14+ . ‘ 0 1 T 1+2
0 0 1 x 1+2 0 0 0 0 0
1 1 0 1+ T 1 0 1 T 1+
x x 14z 0 1 T 0 T 1+ 1
1+ 1+ T 1 0 1+ 0 14+« 1 T

Mnozica vseh elementov obsega GF(4) tvori grupo za sestevanje, ki je izomorfna grupi Zg X Zs,
grupa obrnljivih elementov obsega GF(4) pa je izomorfna grupi Zs.

Preverimo lahko, da ima obseg GF(4) poleg identi¢nega Se netrivialni avtomorfizem ¢, ki je
definiran s predpisom:

?(0)=0,90(1)=1, ¢(x) =142z, ¢(1 + ) ==.
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(b) Afine transformacije F>:

Vsaka afina transformacija IF?, je oblike
7(x) = Az + a,

kjer je A obrnljiva matrika s koeficienti v ), in a € IFIQ).

Matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko sta njena stolpca linearno neodvisna. Za prvi stolpec
lahko izberemo poljuben nenicelni vektor v; € IF]QD, kar pomeni, da imamo na izbiro p? — 1
moznosti. Drugi stolpec moramo izbrati tako, da ne bo lezal na premici, ki jo napenja vy.
Taksnih tock je p? — p. Stevilo obrnljivih matrik je torej (p> — 1)(p? — p). Ker imamo za izbiro
elementa a na voljo p? moznosti, je Stevilo vseh afinih transformacij afine ravnine Fg enako

P’ = 1> —p).

Afine transformacije GF(4)%:

Sedaj imamo obseg z netrivialnim avtomorfizmom. Vsaka semilinearna preslikava
M : GF(4)* — GF(4)*

je sedaj ene izmed naslednjih dveh oblik:

o=z 222

ma1 M2z | %2
_ |mu maz| [¢(21)
M(xlv x2) - |:m21 m22:| |:d)(.'1?2):| ’

kjer je ¢ netrivialni avtomorfizem obsega GF(4). Stevilo obrnljivih semilinearnih preslikav je
torej 2 - (42 — 1) - (42 — 4) = 360, vseh afinih transformacij afine ravnine GF(4)? pa je

360 - 16 = 5760.
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4 Aksiomatsko definirana afina ravnina

(1) Ugotovi, ali naslednji par zados¢a aksiomom aksiomatsko definirane afine ravnine:

A=7Zx7Z CR?
Ay ={pnA|pje premica v R? z enacbo ax + by + ¢ = 0, kjer so a,b,c € Z} \ {0}.

Resitev: Denimo, da imamo par mnozic {4, A}, kjer je A; C 24. Elemente v A bomo inter-
pretirali kot tocke, elemente v A; pa kot premice. Par {A, A} sestavlja aksiomatsko definirano
afino ravnino, ¢e zadosca aksiomom:

Al Skozi razli¢ni tocki poteka natanko ena premica.

A2 Za vsako tocko X € A in vsako premico p € A; obstaja natanko ena premica, ki gre skozi
X in je vzporedna p.

A3 Obstajajo tri nekolinearne tocke.
Studirali bomo celostevilsko mrezo A v evklidski ravnini R?. Premice v A; ustrezajo premicam
v R? s celostevilskimi smernimi vektorji.
Najprej bomo pokazali, da par {4, A;} ustreza aksiomu Al. V ta namen izberimo poljubni tocki
(z1,71), (z2,92) € A. Ce je 11 = x93 =m, je

p:x—m=0

edina premica, ki poteka skozi tocki (z1,y1) in (x2,y2). Naj bo sedaj x1 # x2. Pokazali bomo, da
lahko evklidsko premico, ki poteka skozi dani tocki, zapiSemo v predpisani obliki. Racunajmo:

Yy—y = (x—fﬂl),

(y —y1)(z2 —21) = (2 —y1) (v — 21)
0= (y2 —y1)z + (x1 — 22)y + (291 — T1Y2).

Ker so x1,x2,y1 in yo cela Stevila, so tudi a = y3 — y1, b = x1 — x2 in xoy; — x1ys cela Stevila,
kar smo zeleli pokazati.

e . . o 2f

Pokazimo sedaj, da aksiom A2 ni izpolnjen v tem modelu. Izberimo na primer premico p :

y —1 =0 in tocko (1,2). Premici ¢; : y —2 =01in g2 : 22 +y — 4 = 0 potem obe vsebujeta
tocko (1,2), a ne sekata premice p.

777777777777777777777777777777777777777777
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Brez tezav lahko opazimo tudi, da je aksiom A3 v naSem primeru izpolnjen. O

Dokazi, da v vsaki aksiomatsko definirani afini ravnini veljajo naslednje trditve:
(a) za poljubni vzporedni premici p; in pe ter poljubno od njih razliéno premico ¢ velja, da ¢
seka p; natanko takrat, ko g seka po,
(b) na vsaki premici lezita vsaj dve tocki,

(c) vse premice imajo enako Stevilo tock.

Resitev: (a) Denimo, da premica g seka premico p; v tocki X. Ce ¢ ne bi sekala premice ps, bi
skozi tocko X potekali premici ¢ in p1, ki bi bili obe vzporedni premici ps. To pa je v protislovju
z aksiomom A2.

s~

Od tod sledi, da je vzporednost premic ekvivalenéna relacija na mnozici premic.

(b) Sedaj bomo pokazali, da na vsaki premici lezita vsaj dve toc¢ki. Recimo, da obstaja premica
p, ki vsebuje samo tocko X. Po aksiomu A3 obstajata Se vsaj dve tocki Y in Z, da so X, Y in
Z nekolinearne. Ozna¢imo s ¢ premico skozi X in Y, ki obstaja po aksiomu Al. Po aksiomu
A2 lahko sedaj najdemo vzporednico r premice ¢, ki gre skozi Z. Ta premica r ne vsebuje tocke
X, zato je vzporedna tudi premici p. To pa pomeni, da skozi X potekata dve vzporednici p in
q premice r, kar pa je v protislovju z aksiomom A2.

a
X:9p

v

(¢) V afini ravnini IFZQ, lezi na vsaki premici p tock. V nadaljevanju bomo pokazali, da imajo v
poljubni aksiomatsko definirani afini ravnini vse premice enako stevilo tock.

Za zacetek bomo obravnavali primer, ko se premici p in ¢ sekata v tocki X. Ker vsebuje vsaka
premica vsaj dve tocki, lahko najdemo tocki P € p in @ € ¢, razli¢cni od X. Ozna¢imo z r
premico, ki poteka skozi tocki P in ). Za vsako totko T' € p potem po aksiomu A2 obstaja
natanko ena vzporednica premice r skozi T, ki jo ozna¢imo z rp. Po tocki (a) mora premica rp
sekati tudi premico ¢ v tocki, ki jo ozna¢imo s ¢(7T'). Na ta nac¢in dobimo preslikavo

¢:p—q.

Po aksiomu A2 skozi vsako to¢ko na g poteka natanko dolo¢ena vzporednica premice r, od koder
sledi, da je ¢ bijekcija.

40



q-. p
,,,\‘\ ,,,,,,,,,,,,, R

Q . . pr
,,,,,,, -

gy T T

Ce se p in ¢ ne sekata, lahko najdemo premico r, ki seka tako p kot ¢. Potem imata p in ¢ enako
tock kot 7. O

Naj bo A aksiomatsko definirana afina ravnina reda n. Dokazi:

(a) afina ravnina A vsebuje n? tock,
(b) skozi vsako tocko X € A poteka n + 1 premic,

(c) afina ravnina A vsebuje n? + n premic.

Regitev: Aksiomatsko definirana ravnina A je reda n, ¢e na vsaki premici lezi n tock.
(a) Najprej pokazimo, da aksiomatsko definirana afina ravnina A reda n vsebuje n? tock.

Izberimo poljubno premico p v A in oznac¢imo tocke na njej z Xy, Xo, ..., X,,. Po aksiomu A3
obstaja tocka X € A, ki ne lezi na p. Nadalje lahko po aksiomu Al najdemo enoli¢no dolo¢eno
premico p1, ki poteka skozi tocki X in X;. Ker X ¢ p, se premici p in p; sekata samo v tocki X7.
Z uporabo aksioma A2 lahko sedaj najdemo vzporednice po, ps, ..., p, premice p, ki potekajo
skozi tocke Xo, X3,..., X,.

P1 P2 P3 Pg Pn-1 Pn
| | | | | |
S b
'y 'y 'y 'y 'y 'y
JRE B B b
N b
S b
. . . . . .
JE T B too
oo Lo
A b
Xe &+ v + ¢
| | | | | |
. . . . . .
SN B B b
ool b
S b
@ - @ - @ - @ oo e e e--op
Xy X X3 X4 Xn-1 Xn

V ravnini A imamo torej n vzporednic, od katerih vsaka vsebuje po n tock. Zato ravnina A
vsebuje vsaj n? tock. Pokazati moramo $e, da drugih tock ni. Pa denimo, da obstaja tocka
Y € A, ki ne lezi na nobeni izmed premic p;. Po aksiomu A2 lahko najdemo premico ¢, ki
vsebuje Y in je vzporedna premici p;. Tako dobljena premica ¢ bi potem morala sekati premico
p in bi zato sovpadala z eno izmed premic p;. To pa je v nasprotju s predpostavko.

(b) Dokazimo sedaj, da skozi vsako tocko poteka n + 1 premic.

Izberimo poljubno tocko X € A in ozna¢imo s p1, pe, . .., pr premice, ki potekajo skozi tocko X.
Poljubni dve izmed teh premic se sekata natanko v toc¢ki z, njihova unija pa je cela ravnina A.
Oboje sledi iz aksioma Al.

P1 Pz

P3

P
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Imamo torej k premic, ki vsebujejo po n tock. Ce sestejemo te tocke in upostevamo, da smo
tocko X steli k-krat, dobimo enacbo:

kn — (k—1) = n?,
k(n—1)=n*—1,
k=n+1

Torej skozi tocko X poteka n 4 1 premic.

(c) Pokazali smo ze, da v ravnini A lezi n? tock in da gre skozi vsako tocko n + 1 premic. Ker
lezi na vsaki premici n tock, je vseh premic

M =n? +n.
O
Konstruiraj p — 1 paroma ortogonalnih latinskih kvadratov reda p, kjer je p prastevilo.
Resitev: Latinski kvadrat reda n je n x n matrika s koeficienti {1,2,...,n}, katere vsaka vrstica

in vsak stolpec vsebuje vseh n stevil. Latinska kvadrata A = (a;;) in B = (b;;) sta ortogonalna,
Ce sta enaki mnozici

{(aij>bij) |Z7] € {1a2a" . 7n}} = {(Z>]) |Za] € {1727""71’}}'

Poglejmo si pojem ortogonalnosti na primeru dveh latinskih kvadratov reda 3.

1123 3121

—_
—_

(1,3) | (2,2) | (3,1)
(3,2) | (1,1) | (2,3)
(2,1) | (3,3) | (1,2)

Dva latinska kvadrata sta potem ortogonalna natanko takrat, ko v tej matriki parov vsak urejeni
par nastopa natanko enkrat.

Pri konstrukciji ortogonalnih latinskih kvadratov reda p si bomo pomagali s konéno afino ravnino
ZZ. V tej afini ravnini imamo natanko p + 1 linearnih premic. Ena izmed teh je vodoravna, ena
navpicna, ostale pa so posevne. Pokazali bomo, da lahko vsaki poSevni premici pridruzimo nek
latinski kvadrat tako, da bodo razlicne premice dolocale paroma ortogonalne latinske kvadrate.

Izberimo si torej neko posevno linearno premico A;. Ta premica dolo¢a druzino vzporednic
{A17A27 o 7-’4]3}7

ki so paroma disjunktne, njihova unija pa je cela ravnina F}%. Na vsaki premici je natanko p
tock. Oznacimo sedaj mesta v kvadratu, ki ustrezajo tockam na premici A;, z . Premica A;
seka vsako vodoravnico in vsako navpicnico natanko enkrat, zato bo Stevilo i nastopalo v vsaki
vrstici in v vsakem stolpcu natanko enkrat. To pa pomeni, da smo s tem postopkom konstruirali
latinski kvadrat.
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Denimo sedaj, da je By # A; neka druga poSevna linearna premica ter {B1,Ba,...,B,} njej
pridruzena druzina vzporednic. Oznacimo z A in B prirejena latinska kvadrata. Za poljuben
par (i,7) se premici A; in B; sekata v natanko eni tocki. Torej matrika parov, ki jo dobimo z
zdruzitvijo latinskih kvadratov A in B, vsebuje vsak par (i,7) natanko enkrat, kar pa pomeni,
da sta A in B ortogonalna. O

(5) Trener ima v ekipi 16 igralcev. Vsak dan v tednu jih razdeli v 4 skupine po 4 igralce. Kako naj
to stori, da bosta tekom tedna vsaka dva igralca natanko enkrat skupaj v skupini?

Resitev: Za konstrukcijo skupin bomo uporabili geometrijo konéne afine ravnine GF(4)2. V afini
ravnini GF(4)? poteka skozi izhodisée pet premic, ki dolo¢ajo 5 smeri. Vsaka izmed teh premic
ima Se tri vzporednice. Torej imamo v vsaki smeri 4 premice, vsega skupaj pa je premic 20.
Vsaka Cetverica vzporednic nam bo povedala, kako igralce razporedimo v skupine na doloc¢eni
dan. Ce ozna¢imo mnozico igralcev z S = {1,2,...,16}, imamo bijekcijo med S in tockami
GF(4)2, ki jo lahko ponazorimo s spodnjo sliko.

1+x @13 e14 e15 ® 16
X ®9 e 10 ell e 12
1 e5 ® 6 e 7 ® 3
0 e1 e 2 e 3 e 4

0 1 X 1+x

Izracunajmo najprej premice, ki potekajo skozi izhodisce.
- Premica p; ima smerni vektor §; = (1,0), na njej pa lezijo tocke
{(0,0),(1,0),(z,0), (1 +2,0)} +— {1,2,3,4}.
- Premica ps ima smerni vektor s = (0, 1), na njej pa lezijo tocke
{(0,0),(0,1),(0,2), (0,1 +x)} +— {1,5,9,13}.
- Premica p3 ima smerni vektor §3 = (1,1), na njej pa lezijo tocke
{(0,0),(1,1),(z,z), 1 +x,1+z)} «+— {1,6,11,16}.
- Premica ps ima smerni vektor s = (1, z), na njej pa lezijo tocke
{(0,0),(L,2),(z,14+z),(1 +=,1)} +— {1,8,10,15}.
- Premica ps ima smerni vektor 35 = (1,14 z), na njej pa lezijo tocke

{(0,0), (1,1 + ), (z, 1), (1 + z,2)} «— {1,7,12,14}.
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Ko za vsako od zgornjih premico izracunamo Se njene vzporednice, dobimo naslednjo razpore-
ditev igralcev po skupinah:

(1){1,2,3,4},{5,6,7,8},{9,10, 11, 12}, {13, 14, 15, 16},
(2){1,5,9,13},{2,6,10, 14}, {3,7,11,15}, {4, 8,12, 16},
(3){1,6,11,16},{2,5,12,15},{3,8,9,14},{4,7,10, 13},
(4){1,8,10,15},{2,7,9,16},{3,6,12,13}, {4,5, 11, 14},
(5){1,7,12,14},{2,8,11,13},{3,5,10,16}, {4, 6,9, 15}.

44



5 Projektivna ravnina

(1) Objekte v R? bi radi projicirali na ravnino z = 1 vzdolz zarkov skozi koordinatno izhodiséce.

(a) Zapisi predpis za to projekcijo.

(b) Ugotovi, kam se projicirata poltraka:
pr:F=(1,1,—-1)+¢(1,0,0), ¢t >0,
pe: 7= (1,—1,-1)4+¢(1,0,0), t > 0.

(c) Skiciraj projekcijo kocke z ogliséi A(2, —1,—1), B(2,1,—-1),C(2,1,1), D(2,—1,1), E(4,—1,—1),
F(4,1,-1), G(4,1,1) in H(4, ~1,1).

Resitev: (a) Recimo, da imamo totko (z,y,z) € R3, ki lezi desno od ravnine z = 1. Njena
projekcija na ravnino z = 1 vzdolz zarka skozi izhodiSce je presek zarka in pa ravnine. Taksni

projekciji reCemo centralna projekcija.

Zarek lahko parametriziramo s predpisom p : 7 = t(x,7, z). Ce Zelimo, da bo prva koordinata
enaka 1, mora biti t = 1/x, kar nam da predpis

o) = (L2,

x'x
Mislimo si lahko, da nam ta projekcija doloca, kaksna je slika nekega tridimenzionalnega objekta

na dani ravnini.
(b) Izracunajmo sedaj, kako se projicirata zelezniska tira na ravnino x = 1.

x=1

P1

O

P2

Poltrak p; je parametriziran s predpisom

p1: 7= (1+t717_1>1
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njegova projekcija pa je krivulja

. 1 1
d(p1) : 7= <1+t’_1+t> .

Ko t pretece interval [1,00), v projekciji dobimo daljico od tocke (1,—1) do tocke (0,0). Na
podoben naécin lahko izra¢unamo, da je slika poltraka ps daljica od tocke (—1,—1) do tocke
(0,0). V projekciji se sicer vzporedna poltraka sekata v tocki na obzorju.

Az

(c) Sedaj si bomo pogledali, kako se projicira kocka.

Oznacimo s ¢rticami projekcije oglis¢. Potem je A’( 1 —%), B’ (%, —1), c’ (1 1), D’ (—%, %),
1
4

R 2 272
E(-1.-%1),F(1,-3),G (1) in H (—%, . 'V projekciji dobimo naslednji lik.

.
; D
L BN I
v |
B A
Vidimo, da objekti, ki lezijo dlje od centra projekcije, izgledajo manjsi. O
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(2) V projektivni ravnini P(R3) poiséi:

(a) premico, ki poteka skozi tocki 77 =[1:2:3]in T = [1: 1: 4],
(b) presek premic p1 ={[z:y:z]|v+y+2=0}inpy={[z:y:2]| —z—y+2=0}.

Resitev: Prej$nja naloga nam je pokazala, da premice v evklidskem prostoru ustrezajo tockam na
ravnini, na katero projiciramo. Ce smo povsem natancni, to velja za premice, ki niso vzporedne
ravnini. Ce jim dodamo Se mnozico teh premic, dobimo projektivno ravnino. Ravnina, na
katero projiciramo, tvori afini del projektivne ravnine, mnozica premic, ki so ji vzporedne, pa
tako imenovano premico v neskonc¢nosti. Mislimo si lahko, da afini ravnini dodamo za vsako
smer Se po eno tocko v neskonénosti. Tako dosezemo, da se dve vzporedni premici sekata v
ustrezni tocki v neskoncénosti.

tockev neskon¢nosti  afini del

\

Formalno definiramo projektivno ravnino P(R?) na naslednji na¢in:

- tocke v P(R3) ustrezajo premicam skozi izhodisée v evklidskem prostoru R3,

- premice v P(R?) ustrezajo ravninam skozi izhodis¢e v evklidskem prostoru R3.

Vsako premico p v R3, ki poteka skozi izhodisée, lahko parametriziramo s predpisom
p: =18,

kjer je § = (z,y, z) njen smerni vektor. Torej je vsaka taka premica doloCena s svojim smernim
vektorjem, zato lahko premico p na kratko opiSemo z oznako

p=lzr:y:z|

Ce gledamo premico p kot tocko projektivne ravnine P(R?), re¢emo, da so [z : ¥ : 2] njene homo-
gene koordinate. Ker je smerni vektor premice dolocen le do skalarnega veckratnika natancno,
velja

[:y:z]= [ z: Ay : Az]
za vsak A # 0. Na projektivno ravnino P(R3) lahko torej gledamo tudi kot na mnozico ekviva-
lenénih razredov trojic [z : y : 2], ki imajo vsaj eno koordinato nenicelno.
(a) Tmamo tocki Ty = [1 : 2 : 3] in T = [1 : 1 : 4] v projektivni ravnini P(R?), ki ju lahko
predstavimo s premicama:

=
I

b1 (1a2a3)7

: t
D2 : 14

=
I

P

v evklidskem prostoru R3.
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0 e

Ti dve premici natanko dolocata ravnino II skozi izhodisce, ki pa po drugi strani dolo¢a premico
p skozi tocki [1:2:3]in [1:1:4] v projektivni ravnini. Ta ravnina ima smer normale

A=8 x&=(1,23)x(1,1,4) = (5,—1, -1).
Premica p skozi tocki [1:2:3]in [1:1:4] v P(R?) je torej mnozica
p={lz:y: 2|5z —y—2z=0}C PR3

Na ravnini x = 1 je premica p dolocena z enachbo y + z = 5. Poleg tock v afinem delu pa ta
premica vsebuje Se tocko v neskoné¢nosti [0:1: —1].

(b) Sedaj is¢emo presek premic:

pr={lx:y:z]|z+y+2z=0}
pe=Alx:y:z]| —z—y+2=0}

v projektivni ravnini. Ti dve premici sta doloceni z ravninama:

ILitz+y+2=0,
IIy: —z2—y+2=0

v evklidskem prostoru R3. Njun presek v R? je premica p s smernim vektorjem
§=m; xme=(1,1,1) x (-1,-1,1) = (2,-2,0).

Od tod sledi, da je presek premic p; in ps tocka T'=[1: —1: 0].

T

Qe

2
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Na ravnini z = 1 imata premici p; in py enacbi y + 2 = —1 in —y + z = 1, tocka T pa ima
koordinati (—1,0).

(3) Izracunaj stevilo tock in Stevilo premic v projektivni ravnini P(F3).

Regitev: Tocke v projektivni ravnini P(FF ;’)) ustrezajo premicam skozi izhodiS¢e v prostoru IFIP;.
p’-1
p—17

Vemo ze, da je taksnih premic zato ima projektivna ravnina P(F3)

p’-1

b1 =p’+p+1

tock. Do tega rezultata lahko pridemo tudi drugace, ¢e upostevamo, da je projektivna ravnina
unija afine ravnine in pa premice v neskon¢nosti. Afina ravnina IFIQ, vzebuje p? tock, tocke
na premici v neskonénosti pa ustrezajo ekvivalen¢nim razredom vzporednih premic v IFIQ,. Teh
razredov je ravno p + 1, zato ima projektivna ravnina P(Fg) natanko p? + p + 1 tock.

Kot primer si poglejmo projektivno ravnino P(F3). Sestoji iz stirih tock v afini ravnini in treh
tock na premici v neskonc¢nosti, ki ustrezajo trem smerem v afini ravnini. Tej ravnini re¢emo
Fanova ravnina in jo pogosto ponazorimo z diagramom na desni sliki.

” (8]
1 . . A P
(0,0) (1,0
0 o . o >
0 1 —

Po principu dualnosti je tudi $tevilo premic v projektivni ravnini P (IF;’,) enako p? 4 p + 1. Bolj
eksplicitno pa lahko to vidimo, ¢e prestejemo, koliko ravnin v prostoru IE‘?, gre skozi izhodisce.
Vsaka taksna ravnina je dolo¢ena z enacbo

ax + by + cz =0,

kjer je (a,b,c) € Fg neniceln vektor, ki igra vlogo normale na ravnino. Ker vzporedni normalni
vektorji dolo¢ajo isto ravnino, je ravnin skozi izhodisc¢e v IF'% ravno toliko kot je premic skozi
izhodisce. O
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(4) Pokazi, da v projektivni ravnini P(O3) velja Pappusov izrek natanko takrat, ko je O komutativen
obseg.

Resitev: Najprej si poglejmo formulacijo Pappusovega izreka:

Pappusov izrek: Naj bosta p in p’ razli¢ni premici v P(O3) in A, B,C € p ter A, B',C" € p/
razlicne tocke na njih. Potem so tocke A” = BC' N B'C, B” = AC'NA'C in C" = AB'N A’'B
kolinearne.

(<=) Denimo najprej, da je O komutativen obseg. Da si olajsamo racunanje, bomo zvito
izbrali koordinate v P(O3). Iz predpostavk Pappusovega izreka sledi, da tvorijo tocke A, A’,
A” in X = pnyp' projektivno ogrodje. Kot bomo videli v naslednjem poglavju, lahko vsako
projektivno ogrodje z neko projektivnostjo preslikamo na standardno projektivno ogrodje. Zato
lahko brez skode za splosnost predpostavimo, da velja:

X=1[1:0:0],
A=1[0:1:0],
A'=10:0:1],
A" =[1:1:1].

Ta predpostavka je analog temu, da bi v evklidski ravnini izbrali, da je p vodoravna, p’ pa
navpicna os ter da tocki A in A’ ustrezata enotskima smernima vektorjema.

Pri teh izbirah lahko hitro vidimo, da je premica p skozi tocki X in A dolo¢ena z enac¢bo z = 0.
Tocka B € p je torej oblike B = [z : y : 0. Ce bi bil z = 0, bi sledilo B =1[0: % : 0] = [0 :
1:0] = A, kar pa je v protislovju s predpostavko, da sta A in B razliéni tocki. Zaradi lastnosti
homogenih koordinat lahko torej predpostavimo, da je x = 1. Ko naredimo podoben sklep Se za
tocko C', vidimo, da je

za neka nenicelna in razlicna skalarja b,c¢ € . Podobno dobimo, da je premica p’ dolocena z
enacbo y = 0, zato obstajata razli¢na, nenicelna V', ¢ € O, da velja

B=[1:0:0],
C=[1:0:c].

Vidimo, da smo pri tej konkretni izbiri koordinat Stevilo parametrov sistema zmanjSali na vsega
skupaj 4.

50



Izracunajmo sedaj koordinate tock B”, C” in A”. Tocka B” je po definiciji presek premic AC” in
A’'C. Preverimo lahko, da je premica AC’ dolocena z enacbo ¢’x = z, premica A’C pa z enacbo
cx = y. Od tod sledi, da je

B'=[l:c:{].
Podobno dobimo tudi, da je

C"=[1:b:V].
Tocka A” je po eni strani presek premic BC’ in B'C', po drugi strani pa smo predpostavili, da je
A=[1:1:1]. Oboje skupaj nam bo dalo sistem dveh enacb za koeficiente b, b, ¢ in ¢’. Premici
BC'’ in B'C lahko opisemo z enacbama:

bz — y — bz =0,
—bex +by+cz=0.

Ko vstavimo koordinate tocke A”, tako dobimo sistema enacb:

b —c —b=0,
—Ve+b +c=0.

Sedaj moramo preveriti, da so tocke A”, B” in C” kolinearne, kar pa pomeni, da so njihovi
smerni vektorji koplanarne tocke v O3. Koplanarnost vektorjev najlazje preverimo z izra¢unom

determinante
1

11
1 ¢ dl=be+d+b—(c+bd +V)=0.
1 vV

(=) Sedaj bomo predpostavili, da v projektivni ravnini P(0?) velja Pappusov izrek in pokazali,
da od tod sledi, da je @ komutativen obseg. Koordinate tock X, A, A’, A” bomo izbrali enako
kot prej. Preverimo lahko, da imajo potem tudi tocke B, B’, B”,C,C’, C" enake koordinate kot
prej. Razlika je le v enacbi, ki povezuje tocko A” s presekom premic BC’ in B'C. Ce je O
komutativen, lahko premico BC’ dolo¢imo z enaébo

bdx — 'y — bz =0.
Ce O ni komutativen, pa lahko na primer eksplicitno preverimo, da koordinate tocke B = [1 :
b : 0] ne ustrezajo nujno tej enacbi, saj je
bl — b —b0 = b — 'b#0.
V splosnem enacba
ar+ Py +v2=0

ne doloc¢a neke ravnine v 03, ée elemente @2 mnozimo z O z leve. Bo pa na sreco prava oblika
enacbe ravnine v 02 oblike
za+yB+2zy=0

za nek (a, f3,7) # 0. Koeficienti enaébe premice za + yf + zy = 0 skozi tocki B =[1:b:0] in
C’ =[1:0: ] morajo torej zadoscati pogojema:

a+ b8 =0,
a+dy=0.
Ce na primer izberemo v =1, bo a = —¢ in 8 = b~!¢, enacba premice BC' pa bo

—zd +yb i + 2 =0.
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Podobno lahko dobimo tudi, da je
—ab +yc W +2=0

enacba premice skozi tocki B’ in C'. Ker hotemo, da je A presek teh dveh premic, v tem primeru
po nekaj racunanja pridemo do enacb:

bd =b+c,

ct =c+0.
Sedaj bo nas cilj, da iz kolinearnosti tock A”, B” in C” izpeljemo, da je bc = cb za poljubna
b,c € O. Zaenkrat so bili koeficienti b, c, b, ¢’ e poljubni. Ker pa po predpostavki Pappusov
izrek velja za poljuben trikotnik, lahko na primer izberemo b = ¥, kar pomeni, da smo dolo¢ili
polozaj tock B in B’. Ker je tocka A” 7e fiksirana, sta s tem v bistvu natanko doloceni tudi tocki

C in C'. Sedaj lahko preverimo, da iz pogoja kolinearnosti tock A” =[1:1:1], B =[1:¢: ]
in C" =[1:b:] sledi, da je ¢ = ¢, kar pa pomeni, da je

be=bd =b+c =b +c=cb =cb,

kar smo zeleli pokazati. ]
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6 Kolineacije in projektivnosti

(1) V ravnini R? sta dani premici p: # = 1in ¢ : cos¢x +singy = 1. Zapisi predpis za perspek-
tivnost s centrom v C'(0,0) s premice p na premico q.

Resitev: Imamo premici p in ¢ v ravnini R?. Perspektivnost s centrom C' je preslikava 7 : p — g,
ki tocki T € p priredi presecis¢e premice CT in premice q.

y P

Da bi zapisali predpis za perspektivnost s p na ¢, moramo najprej izbrati koordinate na premicah
p in ¢. Na premici p lezijo tocke oblike (1,y), zato jo lahko parametriziramo kar s koordinato y.
Za parametrizacijo premice ¢ bomo najprej definirali nov koordinatni sistem, ki je zavrten za ¢
v pozitivni smeri glede na standardni koordinatni sistem.

y P

X'

7

Zvezo med koordinatami (x,y) in (2/,y") lahko podamo v obliki
a'l [ cos¢ sing| [z
Y|  |—sing coso| |y

T =cospzr+singy,

oziroma:

Yy = —singx + cosoy.

Premica ¢ ima potem v novem koordinatnem sistemu enacbo x’ = 1, parametriziramo pa jo
lahko z 3. Koordinati tocke T'(1,y) v novem koordinatnem sistemu sta:

7' = cos ¢ + sin ¢y,

/ —

Yy = —sin¢g + cospy.
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Ce ju normaliziramo tako, da bo &’ = 1, dobimo predpis

—sing 4+ cos¢y
cos¢ +singy

T(y) =

za preslikavo 7 : p — ¢. Preslikavi taksne oblike re¢emo lomljena linearna transformacija.

Bolj podrobno si bomo pogledali primer, ko je ¢ = 45°. V tem primeru je

_y-1

Dano preslikavo lahko gledamo kot preslikavo med afinima premicama, bolj primerno pa jo je
gledati kot preslikavo med projektivnima premicama. V tem primeru 7 poslje tocko —1 na p v
tocko v neskoncnosti na ¢, to¢ko v neskonc¢nosti na p pa v tocko 1 na gq. O

S fotoaparatom z zornim kotom 7 in razdaljo 1 do ravnine fotografije napravimo posnetek, na
katerem vidimo kroznico 32 + 22 = 1. Fotoaparat obrnemo za kot 7 v levo in spet fotografiramo.
Kaj vidimo na novem posnetku?

Resitev: Pri tej nalogi bomo izracunali, kako se spremeni slika objekta na zaslonu pri zasuku
zaslona. Da bo racunanje bolj preprosto, si bomo pogledali zasuk za kot 7, isti postopek pa
lahko uporabimo tudi pri poljubnem zasuku zaslona.

x=1

Spet bomo imeli opravka z dvema koordinatnima sistemoma. Zveza med koordinatami (z,y, z)

. PN . . .\ .
in (z',4,2") je pri rotaciji za kot 7 okoli navpicne osi

z ? ? 0 x
v =1-L £ o] |y
2 0o 0 1| L=
oziroma
P =R (x+y),
y =2 (-z+y),
2 =z

Ce koordinate normaliziramo na 2’ = 1, dobimo predpis za prehod med koordinatami

T(y Z):<y—1 ﬂz)-

y+1"y+1
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Zanima nas, kam preslikava 7 preslika kroznico y? + 22 = 1. Iz zvez:
r_ Y~ 1
y+1
S V22
y+1

Y

lahko izrazimo:
_1+y
y=1
V22

-y

z = 7

Od tod dobimo:

v 22 =1,
(1+y)? 22"
A=y " a—yp "
(1+y)?+2%=(1-y),

1
r_ =2
Yy = 22.

Vidimo, da se kroznica na prvotni sliki preslika v parabolo na novi sliki.

Az

Az

14

*
\% 1

Razlog je v tem, da se pri vrtenju fotoaparata v levo desni del kroznice pomika proti robu nasega
vidnega polja. Ko pade Cez rob, to na sliki izgleda, kot da se razteza proti neskonc¢nosti. O

(3) V projektivni ravnini P(R?) je dano standardno projektivno ogrodje Xo = [1:1:1], X1 = [1:
0:0], Xo=1[0:1:0]in X3=1[0:0:1].

(a) Poisci predpis za projektivnost 64 : P(R3) — P(R?), ki je dolocena s pogoji:

04(Xo)=1[1:1:1],
0a(X1)=1[1:0:0],
04(X2)=1[1:1:0],
04(X3)=1[1:0:1].

(b) Ugotovi, kam 64 preslika premico p = {[z : y : 2] | x = 0}.

Resitev: Kolineacije in projektivnosti imajo v projektivni geometriji analogno vlogo, kot jo imajo
izometrije v evklidski geometriji. Bijektivni preslikavi

0: P(O") — P(O)
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med projektivnima prostoroma nad obsegom O recemo kolineacija, Ce slika kolinearne tocke v
kolinearne tocke. Po osnovnem izreku projektivne geometrije zmeraj obstaja obrnljiva semiline-
arna preslikava M : O™ — O", da velja

0(X)=MX

za vsako tocko X € P(O"). V tem primeru pisemo 6 = 6js. Preslikava M je dolotena do
nenicelnega skalarja natanéno. Ce je M = A linearna preslikava, recemo kolineaciji #4 pro-
jektivnost. Nad obsegi {F,, Q,R} je vsaka kolineacija tudi projektivnost, nad obsegom C pa
obstajajo kolineacije, ki niso projektivnosti.

(a) Podobno kot je vsaka linearna preslikava A : R? — R? natanko dolocena s slikami baznih
vektorjev R3, je vsaka projektivnost 64 : P(R?) — P(R3) natanko dolo¢ena s slikami standar-
dnega projektivnega ogrodja. Te slike morajo spet tvoriti neko projektivno ogrodje P(R3), kar
z drugimi besedami pomeni, da nobena trojica od teh stirih toc¢k ni kolinearna. Kot vidimo na
spodnji sliki, je v nasem primeru temu pogoju zadoSceno.

10 Oa(X3) @ Oa(X0)

Oa(X1) Oa(X2)

Pisimo
a b c
A=|d e f
g h 1
Pogoji:
04(Xo)=1[1:1:1],
04(X1)=1[1:0:0],
04(X2)=1[1:1:0],
04(X3)=1[1:0:1]

nam doloc¢ajo sistem linearnih enacb za koeficiente matrike A.
Oa([1:1:1])=[1:1:1]:

Ta pogoj nam da

a b c 1 1
d e f|l-|1]|=a]l
g h i 1 1
oziroma
a+b+c=a,
d+e+ f=aq,
g+h+i=o.
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04([1:0:0])=[1:0:0]

Sedaj je
a b ¢ 1 1
d e f|-10l =810
g h i 0 0
oziroma
a=p,
d=0,
g:
04(0:1:0])=[1:1:0]:
Tokrat imamo
a b ¢ 0 1
d e fl- |1 =~]1
g h 1 0 0
oziroma
b_77
6_77
h=0
04([0:0:1])=[1:0:1]:
V tem primeru je
a b ¢ 0 1
d e f 0 =410
g h i 1 1
oziroma
c=29,
f=0,
h =4.

Iz teh pogojev najprej razberemo, da je d = f = g = h = 0. Nadalje je ¢ =i in b = e. Ko to
vstavimo v sistem:

a+b+c=a,
d+e+ f=aq,
g+h+i=aq,
dobimo, da je b = ¢ = e =i = —a = a. Ker je matrika A dolocena le do skalarja natanc¢no,

lahko na primer vzamemo a = 1, da dobimo

od koder sledi



Na afinem delu x = 1 pa dobimo preslikavo

Yy z
6 = .
AW 2) <y+z—1’y+z—1>

Vidimo, da je to preslikava, katere komponenti sta lomljeni linearni transformaciji. Takoj lahko
vidimo Se, da se premica y + z = 1 preslika na premico v neskoné¢nosti x = 0.

(b) Premica p = {[z : y : 2] |z = 0} je premica skozi tocki X5 in X3, zato je 64(p) premica skozi
sliki teh dveh tock. Racunsko ali pa graficno lahko preverimo, da je to premica

Oalp) ={lz:y: 2|z —y—2=0}

(4) V projektivni ravnini P(R3) sta dani premici:
p=Alz:y:2][z=0},
g={lz:y:2]|r+y+2=0}
(a) Parametriziraj premici p in q.
(b) Poisci predpis za projektivnost 6 : p — ¢, za katero je 8([1 : 0 : 0]) = [0 : 1 : —1],
A(0:1:0])=[1:1:-2]inf([1:1:0])=[1:3:—4].

(c) Pokazi, da je 6 perspektivnost in poisci center perspektivnosti 6.

Resitev: Spoznali smo Ze, kako se opiSe projektivnost projektivne ravnine P(R3) nazaj nase, pri
tej nalogi pa imamo dve projektivni premici, ki lezita v projektivni ravnini P(R?). Ce hoemo
izraCunati predpis za projektivnost med njima, ju moramo najprej parametrizirati.

x=1

Az
1¢

(a) Parametrizacija projektivne premice p C P(R") je projektivnost
ip : P(R?) — p.

Parametrizacija nam omogoca, da premico p enacimo s standardno projektivno premico P(R?).
Izbira parametrizacije projektivne premice je analogna izbiri baze vektorskega prostora.

Parametrizacija premice p:

Vzamemo lahko parametrizacijo i, : P(R?) — p, ki je podana s predpisom:

ip([z:y]) = [z :y: 0],
l:yl—[1l:y:0]

Pri tej parametrizaciji se tocka v neskonénosti [0 : 1] € P(R?) preslika v tocko na premici v
neskonénosti v P(R?), ki ustreza vodoravni smeri.
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A
Y ¥
1e 1
* > -
******************** TR p I

Parametrizacija premice g:

Tokrat bomo vzeli parametrizacijo i : P(R?) — ¢, ki je podana s predpisom:

gz y]) =[r:y:—2—yl
l:y]—[l:y:—1—y]

Tokrat se tocka v neskonénosti [0 : 1] € P(R?) preslika v toc¢ko na premici v neskonénosti v
P(R3), ki ustreza posevni smeri.

(b) Sedaj, ko imamo premici p in ¢ parametrizirani, bomo zapisali predpis za projektivnost
v teh parametrizacijah. Ta predpis bomo oznacili s 64. Pogoji 8([1 : 0 : 0]) = [0 : 1 : —1],
0(0:1:0])=[1:1:—-2]in@([1:1:0]) =[1:3:—4] se prevedejo v pogoje:

0a([1:0]) =[0:1],
6a(0:1])) = [1:1],
04(1:1]) =[1:3].

04([1:0))=10:1]:

Ta pogoj nam da

oziroma

04(0: 1) =[1:1]:
Sedaj je




oziroma

b= 5,
d= 6.
Oa([1:1])=[1:3]:
Tokrat imamo
a b ‘ 1) 1
c dl 1] =73
oziroma
a+b=r,
c+d= 3.

Od tod dobimo a = 0 in ¢ = 2b = 2d. Ce izberemo b = d = 1, dobimo
0 1
=fa ]
od koder sledi 04 ([z : y]) = [y : 22 + y| oziroma
O(z:y:0])=[y:2x+y: -2z —2y].

(c) Naj bosta p in g premici v projektivni ravnini P(R3) in @ : p — ¢ neka projektivnost. Potem
je 0 perspektivnost natanko takrat, ko ohranja prese¢is¢e premic p in ¢. V naSem primeru je
preseciscée premic p in ¢ tocka T'=[1: —1 : 0], zanjo pa velja

([1:—=1:0])=[-1:1:01=[1:-1:0],
od koder sledi, da je 6 perspektivnost.
Center perspektivnosti lahko izra¢unamo tako, da izberemo razliéni tocki A in B na premici p
in nato izrac¢unamo presecisce premic skozi A in 0(A) oziroma skozi B in 6(B).
Najprej izberimo A = [1: 0 : 0]. Potem je §(A) = [0 : 1 : —1], premica skozi A in §(A) pa ima
enacbo

AO(A) = {[z:y:z]|y+2z=0}.

Kot drugo tocko si lahko izberemo tocko B =[0:1:0]. Sedaj je §(B) =[1:1:—2]in

BO(B) = {[x:y:z]|2x+ 2z =0}.

Presek teh dveh premic je tocka O = [1: 2 : —2]. Ce pogledamo sliko na afinem delu z = 1, ima
premica AA(A) enacbo z = —y, premica BO(B) pa enacbo z = —2. Tocki §(A) in B ustrezata
tockam na premici v neskoncnosti, ki pripadata vodoravni oziroma poSevni smeri. Tocka B je
ravno tocka v neskonénosti na premici p, tocka 0(A) pa tocka v neskonénosti na premici q.

\Q(A)

q
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(5) Naj bo 6 : P(F3) — P(F3) projektivnost s fiksnima tockama [1:1:0] in [2:1:1].

(a) Koliko je razliénih projektivnosti, ki zados¢ajo zgornjemu pogoju?

(b) Ali je grupa projektivnosti, ki zados¢ajo temu pogoju, komutativna?

Resitev: (a) Da si olajsamo racunanje, bomo na P(F3) izbrali nove koordinate. Naj bo « :
P(F3) — P(F3) poljubna projektivnost, za katero je a([1:1:0]) =[1:0:0] in a([2:1:1]) =
[0:1:0]. Potem ima projektivnost

0 =aofhoa?

fiksni tocki [1:0:0] in [0:1:0]. Od tod sledi, da jo lahko enoli¢no opisemo z matriko

0
A= b
0

o O QR
— a0

kjer sta a in b nenicelna, ¢ in d pa poljubna elementa obsega 3. Razli¢nih projektivnosti, ki
zadoScajo danemu pogoju, je torej 2-2-3 -3 = 36.

(b) Grupa projektivnosti, ki zados¢ajo danemu pogoju, ni komutativna. Ce vzamemo na primer

matriki ) )
1 00 1 01
A=1|0 2 0f,B=1|0 1 1],
[0 0 1] 0 0 1
je
1 0 1] 1 01
AB= |0 2 ,BA=10 2 1
10 0 1] 0 01
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7 Dvorazmerje

(1) Dane so tocke A=[3:6:0], B=[0:3:1],C=[1:5:1]in D =[4: —7: —5] v projektivni
ravnini P(R3).
(a) Pokazi, da so tocke A, B,C in D kolinearne in poisc¢i ena¢bo premice p, ki jih vsebuje.
(b) Izracunaj dvorazmerje D(A, B, C, D).

Resitev: (a) Kolinearnost tock A, B,C in D bomo dokazali tako, da bomo najprej poiskali pre-
mico p skozi A in B ter nato pokazali, da tocki C' in D lezita na njej. Premica skozi tocki A in
B je predstavljena z ravnino skozi izhodisée v R3, ki ima smer normale

n=254x38p=(3,6,0)x(0,3,1) = (6,-3,9).
Torej velja
p=A{[r:y:z]|2¢ —y+32=0}
Hitro se lahko prepricamo, da toc¢ki C' in D lezita na p.

(b) Dvorazmerje D(A, B, C, D) stirih tock na projektivni premici nam pove, kaksne so koordinate
tocke D glede na projektivno ogrodje, ki ga dolocajo tocke A, B in C.

Formalno ga lahko definiramo takole. Izberimo nek vektor ¢ € R3, ki lezi na premici, ki doloc¢a
tocko C'. Potem lahko izberemo vektorja a in b, ki lezita na premicah, ki dolo¢ata tocki A in B
in ki zadoScata pogoju

c=a+b.
Ker tvorita vektorja a in b bazo prostora, ki doloca projektivno premico, obstaja enoli¢no dolo¢en

A € R, da vektor
d=Xa+b

lezi na premici v R3, ki je dolocena s to¢ko D. Pri tem moramo predpostaviti, da D # A.
Parametru A recemo dvorazmerje tock A, B, C' in D ter ga oznac¢imo z

D(A,B,C,D) = A.

Izberimo ¢ = (1,5,1) in o’ = (3,6,0), ¥’ = (0,3,1). Najprej moramo vektor ¢ zapisati kot vsoto
vektorjev, ki lezita na premicah, ki dolocata tocki A in B. PiSimo:

c=ad + BY,

(1,5,1) = a(3,6,0) + 5(0,3,1),
(1,5,1) = (1,2,0) + (0,3,1).
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Oznac¢imo torej a = (1,2,0) in b = (0,3,1). Ce oznac¢imo d = (4,—7,—5), je dvorazmerje
A =D(A, B,C, D) natanko dolo¢eno s pogojem:
5d' = \a+b,
5(4,—7,-5) = \(1,2,0) + (0,3, 1).
Resitev tega sistema je § = —1/5 in A = —4/5, od koder sledi
4
D(4,B,C,D) = —.

Opomba: Dvorazmerje D(A, B, C, D) tock A, B, C, D na projektivni premici p dolo¢a koordinate
tocke D glede na projektivno ogrodje, ki ga definirajo tocke A, B in C'. Ce namre¢ oznac¢imo s
6 : P(R?) — p projektivnost, ki je dolo¢ena s pogoji:

)
)
)

je tocka D slika tocke [\ : 1], kjer je A = D(A4, B, C,

=)

O([1 :

o([
O([1 :

o
—

Il
S QW e

—_

)- O

Najbodo A=[a:1], B=1[b:1],C =[c:1]in D = [d : 1] tocke na projektivni premici P(R?).
Izracunaj dvorazmerje D(A, B, C, D).

Resitev: Pri tej nalogi bomo izrac¢unali dvorazmerje ¢etverice realnih stevil.

YA

-7 6(d,1) A

Najprej bomo poiskali « in 8 tako, da bo veljalo
(¢,1) = afa, 1)+ B(b, 1).
Dobimo sistem enacb:
c = aa+ Bb,
1=a+p,

ki ima resitev o = ;;_g

in 8=

%~ Nadalje mora veljati
0(d, 1) = da(a, 1) + B(b, 1).
Tako dobimo sistem:
dd = laa + b,
6= Aa+p.
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Izracunamo lahko, da velja

/\_b—d é_b—d a—c
T d—a o d—a c—b

Ta izraz lahko zapiSsemo tudi v obliki
D(A,B,c, D)= 120 d7¢a

c—b c—a’

ki nakazuje izvor imena dvorazmerje. Ce je A = [1 : 0] tocka v neskonénosti, dobimo

d—b
D(A,B,C,D) = .
( 9 9 ) ) o — b
Opomba: Z uporabo formule
d—b d-
D(A,B,C, D) = i

c—b c—a’
lahko izpeljemo naslednji lastnosti dvorazmerja:
(1) D(B,A,C,D)=D(A,B,D,C) =D(A,B,C,D)™!,
(2) D(A,C,B,D)=D(D,B,C,A)=1—-D(A,B,C, D).
O]

kota pri oglis¢u C' s premico AB. Izracunaj dvorazmerje D(A, B, D, E).
Resitev: Po znanem izreku delita simetrali notranjega in zunanjega kota pri danem ogliséu na-

sprotno stranico v razmerju, ki je enako razmerju prileznih stranic

|AC| |AD| |AE|
|\BC| |BD| |BE|

Brez skode za splo$nost lahko privzamemo, da lezijo tocke A, B, D in E na x-osi in da so njihove

koordinate A = (a,0), B = (b,0), D = (d,0) in E = (e, 0).

Potem velja
d—a e—a |AD| |AE|

D(A,B,D,E) = : = : = 1.
(4,B,D,E) d—b e—b —|BD| |BE|
Kolinearnim tockam A, B, D, E, ki zados¢ajo pogoju
D(A,B,D,E) = —1,
re¢emo harmoniéna ¢etverka. ]
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(4) Dane so premice py = {[zr :y : 2]|]z —y—2 =0}, ppo ={[z : y: 2]|3x —y — 2z = 0} in

ps = {[r :y: 2|y + 2z = 0} v projektivni ravnini P(R3). Pois¢i premico p4, za katero velja
D(p1,p2, p3,pa) = —1.

Resitev: Imejmo Sop premic p1,po,p3 in ps v projektivni ravnini, ki potekajo skozi tocko O in
naj bo p premica, ki ne poteka skozi O. Oznaéimo preseke premice p s premicami p; z A; = p; Np.

AL Ar A\ A4

Pa

P1 P3
P2

Dvorazmerje Sopa premic je potem definirano s predpisom

D(p1,p2,p3,pa) = D(A1, Az, Az, Ag).
Najprej izracunajmo tocko O. To je tocka, v kateri se sekajo premice p1, ps in p3. Velja
So =11 x e = (1,—-1,—1) x (3,—-1,—1) = (0, —2,2),
od koder sledi
O=[0:-1:1].

Za premico p lahko sedaj izberemo katerokoli premico, ki ne vsebuje tocke O. Pametno je
izbrati ¢imbolj preprosto premico, da si poenostavimo rac¢unanje. TakSna je na primer premica
p=A{[r:y:z]|z=0} Njene preseke s premicami pq, p2 in p3 lahko izracunamo kar na pamet:

Ay =[1:1:0],
A2:[12320],
A3 =[1:0:0].

Sedaj bomo poiskali tocko A4 na premici p, da bo veljalo D(A1, Ag, Az, Ay) = —1.
Naj bo ¢ = (1,0,0), a’ = (1,1,0) in ¥/ = (1, 3,0). Potem je:
c=ad + Y,

(1,0,0) = «(1,1,0) + 5(1, 3,0),

(1,0,0) = (3/2,3/2,0) + (—=1/2,-3/2,0).
Vzemimo torej a = (3/2,3/2,0) in b= (—1/2,—-3/2,0). Od tod sledi

d=—-a+b=(-2,-3,0)
Oziroma
Ay=[-2:-3:0].
Premica p4 je potem premica skozi tocki O in Ay4. Velja
iy = So x 54 = (0,—1,1) x (2,3,0) = (—3,2,2).

Iskana premica je torej
pr={[r:y:z]| —3x+2y+ 22z =0}
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8 Stoznice
(1) Homogeniziraj dane enacbe in opisi stoznice v projektivni ravnini P(R3), ki jih dolo¢ajo:

(a) 2* +9° =1,
(b) $2 - y2 = 17
(c) y* ==
Resitev: Stoznica v evklidski ravnini je krivulja, ki jo dolo¢a enacba
az? + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0.
Posamezni ¢leni v zgornji enacbi imajo razlicne geometrijske pomene:
- Clen ax? + 2bxy + cy? doloca tip stoznice in pa njeno orientacijo. Neizrojene stoznice so
kroznica, elipsa, parabola in hiperbola, poleg njih pa obstajajo Se izrojene stoznice.

- Clen 2dz + 2ey doloca sredisée stoznice.

- Clen f doloca velikost stoznice.

Stoznici v evklidski ravnini R?, ki je dolo¢ena z enacbo
az? + 2bxy + cy?® + 2dx + 2ey + f = 0,

lahko priredimo stoznico v projektivni ravnini P(R3) s homogenizacijo zgornje enacbe. To
pomeni, da vsakemu ¢lenu dodamo potenco spremenljivke z, tako da imajo na koncu vsi ¢leni
stopnjo 2. Konkretno tako dobimo stoznico z ena¢bo

az? + 2bxy + cy? + 2dxz + 2eyz + f22 = 0.

Pri homogenizaciji torej iz kvadratne ena¢be dveh spremenljivk dobimo kvadratno enacbo treh
spremenljivk, ki dolo¢a neko ploskev v evklidskem prostoru R3. Ker je dobljena enaéba homo-
gena, je ta ploskev premonosna (sestavljena iz premic), zato definira neko krivuljo v projektivni
ravnini. Prvotna krivulja ustreza zozitvi te krivulje na afini del projektivne ravnine, ki je dan
s pogojem z = 1. V sploSnem pa lahko pri homogenizaciji krivulje dobimo Se kaks$no dodatno
tocko na premici v neskoncnosti.

(a) Pri homogenizaciji enaébe 22 + y? = 1 dobimo enaébo

? +y? =2

Ta enacba doloca neko krivuljo v projektivni ravnini, katere slika na afinem delu z = 1 je ravno
prvotna kroznica.
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Poglejmo Se, ali morda vsebuje Se kaksno tocko na premici v neskonénosti. Na premici v ne-
skoncnosti je z = 0, zato dobimo pogoj

x2+y2:0,

od koder sledi x = y = 0. Resitev enacbe je torej tocka (0,0,0), ki pa ne definira nobene tocke
v projektivni ravnini.

(b) Pri homogenizaciji enacbe 22 — y? = 1 dobimo enaébo

V preseku te projektivne krivulje s premico v neskoncénosti so tocke, za katere velja
2 —y?=0.

Taksni sta tocki 73 =[1:1:0] in 75 = [1 : —1 : 0], ustrezata pa asimptotama hiperbole.

Zanimivo je pogledati, kaj dobimo, ¢e to krivuljo pogledamo na afinem delu x = 1. Tam je
podana z enaébo y? + 22 = 1, kar pomeni, da gre za kroznico. Tocki (1,0) in (—1,0) ustrezata
tockama 77 in T, medtem ko zgornja in spodnja polkroznica ustrezata desni in levi veji hiperbole.

2 A

desnavejahiperbole

levaveja hiperbole

(¢) Za konec si poglejmo e parabolo y? = . Ce to enacbo homogeniziramo, dobimo enaébo
2

Yy =zz.

Tokrat dobimo v neskon¢nosti Se eno dodatno tocko, in sicer T'=[1: 0 : 0].
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Ce na to stoznico pogledamo iz razliénih zornih kotov, dobimo razliéne slike. Pri izbiri z + 2z = 2
tako dobimo krivuljo z enacbo:

y2 :ZL'(Q—ZL‘),
(x -1 +y* =1,

ki pa je v bistvu kroznica. Na tem afinem delu ima standardna premica v neskonc¢nosti enac¢bo
x = 2 in se dotika nase krivulje v tocki (2,0), ki je v bistvu tocka "= [1: 0 : 0]. Iz tega zornega
kota dobro vidimo, da je premica v neskonc¢nosti tangenta na naso parabolo, ¢eprav na zacetku
to ni bilo jasno.

y premicaVv co

[1:0:0]

Opomba: Iz zgornjih primerov je razvidno, da v projektivni ravnini kroznice, elipse, parabole
in hiperbole vse predstavljajo isto stoznico, ki pa jo opazujemo iz razlicnih zornih kotov. V
projektivni ravnini namre¢ do projektivne ekvivalence natanko obstaja le en tip neizrojenih
stoznic. V afini in evklidski ravnini je situacija drugacna. Tam z izometrijami oziroma afinimi
transformacijami ne moremo preslikati elipse v parabolo ali hiperbolo. O

V projektivni ravnini P(R3) je dana stoznica S = {[z : y : 2] | 2% + y* — 22 = 0}.
(a) Izracunaj polare tock A=[0:0:1], B=[-1/2:0:1,C=[0:1:1]in D =1[1:1:1]
glede na stoznico S.

(b) Poiséi pola premic p={[z:y:z]|z—2=0}ing={[z:y:z2]|z =0} glede na S.

Resitev: Pri tej nalogi bomo spoznali geometrijska opisa polare in pola glede na stoznico v
projektivni ravnini.

Naj bo S neprazna, neizrojena stoznica v projektivni ravnini P(]R?’) in M simetricna 3 x 3
matrika, ki ji pripada. Nadalje naj bo A € P(R?) poljubna tocka in a € R? poljuben vektor na
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premici skozi izhodisce, ki dolo¢a tocko A. Polara tocke A glede na stoznico S je projektivna
premica

A° ={[x:y:z]| (z, Ma) = 0}.
Ce je p poljubna premica v projektivni ravnini, je njen pol tista tocka p° v projektivni ravnini,
katere polara je premica p.

(a) Stoznici S = {[z : y: 2] | 2% + y? — 2% = 0} pripada simetri¢na matrika
1 0 O

M=1{0 1 0

0 0 -1

Polara tocke A =[0:0: 1] glede na S:

Pri ra¢unanju polare v bistvu iséemo ortogonalni komplement vektorja Ma v R3. Tako dobimo
ravnino v R? (vektor Ma je njena normala), ki dolo¢a polaro v projektivni ravnini. V nasem
primeru je Ma = (0,0, —1), zato je

A°={[z:y:z2]|z=0}.

Polara tocke A je torej premica v neskoncénosti.

\\\\\\polara

ah
N

Polara tocke B = [—1/2:0: 1] glede na S:
Sedaj je Mb=(—1/2,0,—1), zato je

B®={[z:y:2]|5+2=0}
Na afinem delu z = 1 ima polara tocke B enacbo x = —2.

| polara

x Y

AR
N
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Polara tocke C'=[0:1: 1] glede na S:
V tem primeru je Mc = (0,1,—1), od koder dobimo

C°={[z:y:z]|ly—2z=0}

Na afinem delu z = 1 ima polara tocke C' enacbo y = 1. Vidimo, da je polara v tem primeru
kar tangenta na kroznico skozi tocko C.

Polara tocke D = [1:1: 1] glede na S:
Sedaj imamo Md = (1,1,—1). Od tod sledi

D°={[z:y:z]|z+y—z=0}
Na afinem delu z = 1 lahko polaro tocke D podamo z enacbo = + y = 1.

A

N

D

x

polara E

(b) Sedaj bomo imeli dano neko premico v projektivni ravnini, iskali pa bomo tocko, katere
polara je ta premica. Denimo, da je premica p v P(R?) dolo¢ena z neko ravnino v R3 z normalo
n. Potem je pol p° premice p dolo¢en z enacbo

Ma =n.

Pol premice p = {[z:y: z] |z — 2 = 0} glede na S:

Is¢emo vektor a, ki resi enacbo Ma = (1,0, —1), oziroma:
10 0 T 1
01 0 -|yl=1_0
0 0 -1 z -1

Od tod sledi, da je pol premice p tocka p® = [1: 0 : 1]. Vidimo, da premica p vsebuje svoj pol.
To se zgodi natanko takrat, ko je premica tangentna na stoznico, pol pa je v tem primeru kar
dotikalis¢e premice in stoznice.
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T
NP

Pol premice ¢ : {[z : y : z] |z = 0} glede na S:

Sedaj is¢emo vektor a, ki resi ena¢bo Ma = (1,0,0), oziroma (x,y,—z) = (1,0,0). Pol premice
q je tocka ¢° = [1 : 0 : 0], ki lezi na premici v neskoné¢nosti. Tocka ¢° je prese¢isce tangent na

Opomba: Pojma polare in pola po nasi definiciji sta posploSitvi pojmov polare in pola glede na
kroznico v evklidski ravnini. Denimo, da sta A in B inverzni tocki glede na kroznico K. Potem
gre polara tocke A skozi tocko B in je pravokotna na zveznico tock A in B. Analogno velja tudi
za polaro tocke B. Polara tocke B seka kroznico K natanko v dotikalis¢ih tangent na K, ki
potekata skozi B.

B° A°
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(3) V projektivni ravnini P(R?) je dana stoznica

S={lr:y:z]| —a®+2xy+ 2wz +2yz + 2> = 0}.

(a) Dolo¢i polaro tocke A =[0:1:0] glede na S.

(b) Doloci pol premice p={[z:y: z]|x+y+ 2z =0} glede na S.

(c) Ali je premica ¢ = {[z :y: z]| 2 + 2y + z = 0} tangentna na stoznico S7

Resitev: Stoznici S = {[z : y : 2] | — 2% + 22y + 222 + 2yz + 22 = 0} pripada simetri¢na matrika

-1
M=]1
1

(a) Polara tocke A = [0,1,0] je premica

A ={fey:2l|e+z=0).

Ker tocka A lezi na stoznici (v neskonénosti), je polara tocke A tangenta na stoznico v projektivni
ravnini. Na afinem delu z = 1 pa polara sovpada z asimptoto hiperbole.

1YA

(b) Pol premice p mora resiti enacbo
-1

1
1

kar pomeni, da je pol premice p tocka p° =[0:0: 1].

y

11 T
0 1| - |y
1 1 z

<V
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(c) Za testiranje, ali je dana premica tangentna na stoznico, imamo na voljo dokaj preprost

kriterij. Premica je namre¢ tangentna na stoznico natanko takrat, ko vsebuje svoj pol. Pol
premice g zadoS¢a enacbi

-1 11

1 01

11

1
= |2
1 1

INENS.

od koder sledi, da je pol tocka ¢° = [0 : —1 : 2]. Preverimo lahko, da toc¢ka ¢° lezi na premici g,
kar pomeni, da je ¢ tangentna na stoznico S.

O]

Poiséi stoznico v projektivni ravnini P(R3), ki vsebuje tocke T3 = [0: 0 : 1], 7o = [1 : 0 : 1],
T3=[1:1:1,Ty=1[0:1:1]inT5=1[2:3:1].

Resitev: Kot smo videli pri prejsnji nalogi, Stiri tocke Se ne dolo¢ajo natanko stoznice v ravnini.
Ce pa imamo pet tock v splosni legi, je stoznica z njimi natanko dolo¢ena. Zaceli bomo s splosno
enacho stoznice

az? + 2bxy + cy® + 2dxz + 2eyz + f22 = 0.

Ce v to enacbo vstavimo danih pet tock, dobimo sistem petih enacb za Sest neznank. Ker je
enacba homogena, lahko eno neni¢elno neznanko fiksiramo, tako da ostanemo s samo petimi
neznankami, ki jih nato dobljeni sistem natanko dolo¢a. V naSem primeru dobimo sistem enacb:

f=0,

a+2d+ f =0,
a+2b+c+2d+2e+ f=0,
c+2e+ f=0,

4a +12b+ 9c +4d + 6e + f = 0.
Fiksirajmo recimo a = 1. Potem sledi b =0, c = —-1/3,d = —-1/2, e =1/6 in f = 0, od koder

sledi, da je iskana stoznica

2
S:{[x:y:z]‘a:Zy?)szry;:O}.

Zozitev te stoznice na afino ravnino z = 1 ima enacbo:



Gre za hiperbolo s sredi§¢em v tocki T’ (%, %)

y
S
of
Ts
ol
2 1 T1 T2 2 3 x
Sl
af

(5) Parametriziraj Sop stoznic, ki ga dolocata stoznici:

St={le:y: 415 +y° =" =0},
Sy={lw:y:2]|a®+ % — 22 =0}
ter poiSc¢i vse izrojene stoznice v tem Sopu.

Resitev: Poglejmo si najprej skici obeh stoznic na zaslonu z = 1.

yA
S
T2 T
S
3 i X
T3 T4
o
Presecisca obeh stoznic zadoS¢ajo sistemu enacb:
2
x
2
P
) 2
vy =h

katerega resitve so T} <\/%, \/%), Ty (—\/%, \/§>, T; (—\/%, —\/§> in Ty (\/%, —\/§>.

Oznactimo z M; in M, matriki, ki pripadata stoznicama &7 in S;. Zanimala nas bo druzina
stoznic, ki potekajo skozi te stiri tocke. Tej druzini recemo Sop stoznic, ki ga dolocata S in Ss,
stoznice v tej druzini pa lahko opiSemo z matrikami

M = oM + 5M27

kjer je [ : B] € P(R?) (veckratniki matrike M namre¢ doloéajo isto stoznico v P(R3)).
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V nasem primeru dobimo

100 10 0 T+6 0 0
M=aM+BMy=a|0 1 0[+5]0 3 0|=| 0 a+2 0
00 -1 00 -1 0 0 -a-5

Izrojene so tiste stoznice v tem Sopu, katerih pripadajo¢e matrike niso obrnljive. To pomeni, da
imajo nic¢elno determinanto, od koder sledi

det(M) = (§+8) (a+4) (~a—B8) =0.

Ker nas zanima samo razmerje « in § in ker resitve [0 : 0] ne upostevamo, lahko postavimo
a = 1. V danem Sopu so potem tri izrojene stoznice.

a=1,p=-1/4

V tem primeru dobimo izrojeno stoznico

15 3
S_1/s= {[az:y:z] e :O}.

Na zaslonu z = 1 dobimo unijo dveh vzporednih premic

Y= 5
a=1,p=-1:
Sedaj je izrojena stoznica
3 3
S_lz{[:c:y:z] —4x2+4y2:0},
ki je na zaslonu z = 1 unija simetral kvadrantov
Yy = Fz.

a=1,0=—4
V tem primeru dobimo izrojeno stoznico

15 3
8_4:{[93:3/:2] 16932—43/2:0},

ki je na zaslonu z = 1 unija premic

— 1/
o 5
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Poglejmo si sliko stoznic 81, So ter vseh treh izrojenih stoznic.

y

Pri dani vrednosti 5 dobimo stoznico, ki je na zaslonu z = 1 dana z enacbo

1 2 B 2
<4+B>x +<1+4> =1+8.

Stoznica S; ustreza vrednosti § = 0, stoznica Sy pa vrednosti § = co. Sedaj bomo opisali, kako
se spreminja oblika stoznice, ko 8 pretecCe realna Stevila.

Pri vrednostih § — —oo dobimo elipse, ki od zunaj aproksimirajo elipso Ss. Ko nato 8 narasca
od —oo do —4, dobimo elipse, ki so ¢edalje bolj raztegnjene v navpicni smeri. Pri g = —4
se elipsa pretrga, nastaneta pa dve navpic¢ni premici, ki tvorita prvo izrojeno stoznico iz Sopa.
Za parametre —4 < 8 < —1 dobimo vodoravne hiperbole, katerih asimptote so sprva skoraj
navpi¢ne, nato pa se priblizujejo k simetralam kvadrantov, ki ustrezata drugi izrojeni stoznici
pri 5 = —1. Na intervalu —1 < f < —1/4 dobimo navpicne hiperbole, ki se pri vrednosti
B = —1/4 izrodijo v dve vodoravni premici. Pri vrednostih —1/4 < § < 0 pridejo na vrsto
elipse, ki se ¢edalje bolj od zunaj prilegajo elipsi Sy, ki ustreza parametru 8 = 0. Do vrednosti
B =1 se nato elipse priblizujejo kroznici, ki poteka skozi stiri skupne tocke, za parametre 8 > 1
pa dobimo elipse, ki ¢edalje bolje od znotraj aproksimirajo elipso So. O
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(6) Naj bo S neprazna neizrojena stoznica v P(R3) in 64 : P(R3) — P(R3) projektivnost.

(a) Izracunaj enacbo stoznice S’ = 04(S), ¢e je stoznica S dana z enacbo 27 Mz = 0.

(b) Naj bo premica p z enacbo 7i - & = 0 tangentna na S. Pokazi, da potem premica ¢ z enacbo
A7l - Z = 0 ni nujno tangentna na S’.

Regitev: (a) Poglejmo si najprej na konkretnem primeru, kako projektivnost preslika stoznico.
Vzemimo projektivnost 64 : P(R?) — P(R3), ki je porojena z matriko

110
A=10 1 0
0 01

in poglejmo, kam preslika stoznico S, ki je dolocena za enacbo 22 + 32 — 22 = 0. Matrika A
dolo¢a zamenjavo koordinat

x/:a:—i—y,
Y =y,
7 =z

Ko od tod izrazimo koordinate z, y in z in jih vstavimo v enacbo stoznice S, dobimo enacbo
:B/2 _ 2:L_/y/ + 2y/2 _ 2/2 — 0’

ki dolo¢a stoznico S’.
YA

AR A
N C_.

2k

Yl

<Y
=Y

Poglejmo sedaj splosen primer. Recimo, da je stoznica S dolo¢ena z enacbo 7 Mz = 0. Potem
velja:
' Mz =0,
eTATATTMA Az = 0,
(Az)T(A"TM A=Y (Az) = 0.

Na stoznici 8’ lezijo tocke oblike 2’ = Az, iz zgornje enacbe pa sledi, da torej stoznici S’ pripada

simetri¢na matrika

M =ATMA,

V naSem primeru je

1 0 0]1(1 0 O 1 -1 0 1 -1 0
M=|-1 1 0[]0 1 0 0 1 0j=|-1 2 0
0 o0 1|0 0 -1} |0 O 1 0 0 -1



To se ujema z izracunom po prejsnji metodi.

(b) Vzemimo stoznico S iz prejSnjega primera in tangento p z enacbo y —z = 0. V tem primeru
ima premica ¢ enacbo z +y — z = 0.

yA yA
\s S

2k

<Y
<Y

wah

Vidimo, da premica ¢ ni tangentna na stoznico S’. Podobno kot prej lahko pokazemo, da sliki
p' = 04(p) premice p pripada ravnina z normalnim vektorjem

7 =ATq.
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