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26 Matemnatika

TETRAEDRI S PLOSCINSKO ENAKIMI
MEJNIMI PLOSKVAMI

Skladni liki imajo enako ploséino, toda hkrati ne drzi, da bi bili liki =
enako ploséino vselej skladni.

Tetraeder (tristrana piramida) je omejen s 8tirimi trikotniki. Kaj
lahko recemo o tetraedru, ¢e imajo vse 8tiri njegove mejne ploskve enako
ploséino? Bangov izrek trdi, da so v tem primeru mejne ploskve skladni
trikotniki. Poskusajmo ta izrek dokazati. Dokaz je elementaren in mate-
matiéno prav ni¢ zahteven, le nekoliko dolgovezen je in v njem je precej
dolgocasnega racunanja. Ce se bralcu racunanje upira, naj kar neha brati
ta clanek. (Dokaz se precej poenostavi, ¢e uporabimo vektorsko algebro.)

Imejmo tetraeder ABCO (slika 1). Njegova osnovna ploskev je tri-
kotnik ABC, njegov vrh pa O. Stranice osnovne ploskve zaznamujmo z
AB = ¢, BC = a in AC = b, stranske robove pa z AO = ¢, BO = f in
CO = g. Stranske ploskve so trikotniki ABO, BCO in ACO; prvi ima
stranice e, f, ¢, drugi f, g, a in tretji e, g, b.

Slika 1.

Ploscino trikotnika s stranicami a, b, ¢ izracunamo po Heronovem
obrazcu

p=1s(s—a)(s=b)(s—c),

kjer je s poloviéni obseg, tako da je 2s = a+b+c. Ce to vstavimo v izraz
na levi, ga kvadriramo in pomnozimo s 16, dobimo enaébo

16p = 2a%b* + 2a%c* + 2b%c® —a* — b — c*. (1)
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Denimo, da imajo vse stranske ploskve naSega tetraedra ABCO enako
ploséino kakor osnovna ploskev, torej ploscino p. Potem veljajo poleg (1)
tudi tele tri enacbe:

262 f2 + 2% +- 2822 —* — et — f = 16p°
2f2g2+2a2f'2+2&292_a4_f4_g4=16p2 (2)
2e%g? + 2b%e? + 2b%g% — b* — et — g* = 16p°.
Leve strani teh enacb dolo¢ajo ploscine stranskih ploskev ABO, BCO in
ACO. Dobimo jih tako, da v formuli (1) zamenjamo najprej a z e in b
z f,nato bz f in ¢ z g, nazadnje pa a z e in ¢ z g. Vse mejne ploskve
imajo enako ploséino natanko tedaj, kadar zadoséajo robovi a, b, ¢, e, f
in g enaébam (1) in (2).

Cejee =a, f=>bin g = ¢ so vse enatbe (1) in (2) izpolnjene.
Mejne ploskve so stirje skladni trikotniki s stranicami a, b, ¢. Ali obstaja
e kaksna druga resitev teh enach?

Zaznamujmo e — a®? =z, f2 —b® =y in g% — ¢ = z, torej

e2=a’+z P=+y ¢FP=c+z. (3)

Vstavimo te izraze v enacbe (2). Ce upostevamo enacbo (1), ki doloca
16p?, dobimo po nekoliko dolgoveznem racunu tale sistem enacb:

20b* +c® —at)z+2(a®+ 2 - )y +2ay—22 —y* =0
22+ -y +2(a?+ 02 -2+ 2z —y* - 22 =0
20+ —a®)z+2(a® +0* — )z + 202 — 22 - 22 =0.
Zaradi krajse pisave zaznamujmo
¥+ —-al=q, a*+-V=r, +0¥-c%=s. (4)
Potem lahko zapisemo zgornji sistem v razmeroma pregledni obliki:

297 + 2ry = z° — 22y + 3% = (z — y)®

Wy +2sz =92~z +2° = (y—2)? (5)

2gx + 28z = 2% — 2wz + 2% = (z — 2)2.

Sestejmo prvo in tretjo enacbo (5) in od vsote odstejmo drugo. Ce
krajsamo z 2, dobimo

2z = z° — 3y — (T —9)2 (6)
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in od tod

(x—y)z =2

—zy—2qz. (7)
Pomnozimo zdaj tretjo enacbo (5) z (x — y)? in dobimo
2qz(x — y)? + 28z(x — y)? = 2%(x — y)? — 2xz(x — y)® + 2% (z — y)?.

Vstavimo za produkt (r — y)z izraz (7). Po krajSem racunu pridemo do
enacbe

2qx(z — ¥)? + 2s(x — y) (2% — oy — 2¢z) = 4¢°22,
ki jo labhko zapisemo tudi takole:
(2qx + 2sz)(z — y)? — dgsz(z — y) = 4¢°22 .
Prva enacba (5) pove, da je (z — y)? = 2qx + 2ry, torej
(2qz + 2s2)(2qz + 2ry) — 4gsz(z — y) = 4¢°2>.
Ce to uredimo, je pred nami tale preprosta enacba:
d(gr+gs+rs)zy=0. (8)

Tako smo ugotovili, da vsaka trojka, ki zadosca sistemu (5), zadoséa tudi
enacbi (8).
Spet nekoliko dolgovezen rac¢un pokaze, da je

qr + qs + rs = 2a%0* + 2a% + 2% — a* — bt — ¢t = 16p?,

kjer seveda pomeni p plos¢ino osnovnega trikotnika ABC. V tetraedru
imajo mejne ploskve od ni¢ razli¢no ploséino, torej je p # 0. Zato smemo
(8) krajsati s 64p? in pridemo do enacbe

zy =10, (9)

Tri moznosti imamo:
a)z#0,y=0 b) & =0,y£0, e)x=0,y4=0.
Oglejmo si najprej moznost a). Iz prve enacbe (5) dobimo 2gz = 2,
Ker = # 0, smemo krajSati z = in je v tem primeru z = 2¢. Ce to vstavimo
v (7), dobimo zz = 0, torej z = 0. Tako smo dobili resitev = 2¢, y = 0,
g=1.
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V primeru b) je #+ = 0. Enacba (7) nam da yz = 0. Ker y # 0,
sledi od tod z = 0. Iz prve enacbe (5) pa dobimo 2ry = 2, torej y = 2r.
Pripadajoca reditev se glasi z =0, y = 2r, 2 = (.

Nazadnje si oglejmo Se zadnji primer c¢), ko je x = 0 in y = 0. Druga
enacba (5) nam da 2sz = z2. Od tod izhajata dve moznosti: ali je z = 2s
ali z=0.

Tako smo ugotovili, da obstajajo natanko Stiri refitve sistema (5),
namrec:

1. x=2q, y=0, =z=0.
2. x=0, y=2r, ==0.
3 =0, y=0, =z=Zs.
4. x=0, y=0, =z=0.

Oglejmo si prvo resitev. Ker je y = 0in z = 0, dobimo iz enaéb (3) f =b
in g = ¢. (Robovi se izrazajo s pozitivnimi stevili. Zato iz f2 = b? in ¢2 =
= ¢? sledi f =b, g =c.) Enakost x = 2¢ pa nam da ¢? = 2b® 4 2¢? — a?.
Torej so robovi med seboj povezani takole:

f=b g=e¢ é&*=2b+22-d% (10)

Kaksen je pripadajoéi tetraeder?

Vzemimo v ravnini paralelogram ABOC, pri katerem naj bosta nev-
zporedni stranici AB = ¢ in AC = b, diagonala BC pa naj bo enaka a. S
temi podatki je paralelogram natanko dolocen (slika 2). Drugo diagonalo
oznacimo z e, torej AO =e.

C c 9}

Slika 2.

V vsakem paralelogramu je vsota kvadratov vseh stirih stranic enaka
vsoti kvadratov obeh diagonal. V nasem primeru je zato

2% + 22 =a’ 4+ €%. (11)
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Kako ugotovimo, da velja zveza (11)? Oglejmo si trikotnika ABC in ABO
na sliki 2. Ce je pri ogliséu A notranji kot «, je v paralelogramu pri ogliséu
B notranji kot 180° —«. Po kosinusnem izreku dobimo iz prvega trikotnika

a? =b*+ ¢ — 2bccos o,
iz drugega pa
e = b? + ¢® — 2bccos(180° — a) = b* + ¢* + 2becos a .

Ce ti dve enachi sestejemo, je pred nami zveza (11).

Paralelogram ABOC' imamo lahko za izrojeni tetraeder, vsa njegova
ogliséa so namreé v isti ravnini. Robovi osnovne ploskve ABC so BC =
= a, AC = b in AB = ¢, stranski robovi pa A0 = e, BO = f = b in
CO = g = ¢. Ker velja zveza (11), so robovi taksni, kakor jih dolo¢a prva
resitev (10). Mejne ploskve tega “tetraedra” so trikotniki ABC', ABO,
ACO in BCO. Ce paralelogram ni pravokotnik, ti trikotniki, ki imajo vsi
enako ploséino (namre¢ polovico ploscine paralelograma), niso vsi med
seboj skladni.

Tetraeder je s svojimi robovi natanko doloéen: dva tetraedra z ena-
kimi robovi sta bodisi skladna bodisi zrcalni sliki drug drugega. Zato
je vsak tetraeder, katerega robovi so povezani z enaébami (10), skladen
s paralelogramom ABOC, torej izrojen. Njegov rob AO je diagonala
paralelograma,

Podobno kakor izraza Heronov obrazec ploséino trikotnika z njegovimi
stranicami, obstaja formula, ki izraza prostornino V tetraedra z njegovimi
robovi. Tako formulo najde bralec v [1] na strani 130. Ce v formulo za
prostornino V' vstavimo izraze (10), izra¢unamo, da je V = 0. Tako se
ponovno lahko prepricamo, da doloéajo robovi (10) izrojeni tetraeder.

Kar smo povedali za prvo resitev sistema (5), velja tudi za drugo in
tretjo. Pripadajoéi tetraeder je paralelogram, pri drugi resitvi je njegova
diagonala rob BO, pri tretji pa rob CO.

Preostane nam Se zadnja, ¢etrta resitev, ko jex =0, y = 01in z =
= (0. Iz enacb (3) dobimo ¢ = a, f = bin g = e. Mejne ploskve so
skladni trikotniki s stranicami a, b, ¢. Edino ta resitev nam da neizrojeni
tetraeder. Tako smo dokazali:

IZREK (Bang). Ce imajo v (neizrojenem) tetraedru vse §tiri
mejne ploskve enako ploséino, so te ploskve skladni trikotniki.
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Pravilui tetraeder omejujejo stirje skladni enakostranieni trikotniki.
KakSen mora biti trikotnik, da lahko s &tirimi kopijami tega trikotnika
sestavimo povrsje tetraedra?

V tetraedru na sliki 1 je oglisée A vrh treh kotov. namreé kota €« BAC,
kota € BAQ in kota <C' AQ. Ce so mejne ploskve trikotniki, ki so skladni
g trikotnikom ABC, le-ta pa ima pri ogliséih A, B in C' zaporedoma
notranje kote a, # in v, so zgoraj navedeni koti enaki

4<BAC = o, <BAO = 4, A4CAQ =7,

Vsota katerihkoli dveh kotov pri istem ogliséu (neizrojenega) tetraedra pa
je vselej vecja od tretjega kota. Zato veljajo v nasem primeru neenache

a+@>y a+y>8, B+y>a.

Ker je a 4+  + 7 = 180°, dobimo iz prve neenache, da je 180° —5 > =,
torej 180° > 27 oziroma 7 < 90°. Podobno sledi iz druge neenacbe, da je
@< 90%, iz tretje pa a < 90° Trikotnik ABC je ostrokoten. Zato lahko
sestavimo povrgje tetraedra le s stirimi skladnimi kopijami ostrokotnega
tikotnika,

Bralee se lahko brez tezav prepriéa, da je trikotnik s stranicami a,
b, ¢ ostrokoten natanko tedaj, kadar so vsi trije izrazi ¢, ¢ in 3. podani z
enacbami (4), pozitivni.
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