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V splosni teoriji vektorskih topoloskih prostorov pri-
pada posebno mesto normiranim vektorskim prostorom, katerih
topologija je dolccena z mevriko na preprost in naraven na-
8in. Izmed teh prostorov sta zdaj Ze skoraj klasidna Hil-
bertov in Banachov prostor. Prvi je tesno povezan s teorijo
linearnih integralnih enacb in je pognal neposredno iz
ustrezne Hilbertove1 teorije kvadratnih form }: aijxixj S
gtevno neskonéno spremenljivkami Ty9Xpgese, 28 katere je
E;lxiﬁn>aﬂ Svojo danadnjc abstrekinc in aksiomatidno obliko
pa je dobil Sele po zaslugi J.von Neumanna2 in v delih F.

40 Genezo drugega, Banachovega pro-

Riesza3 ter M H., Stone-a
stora, je treba iskati v raziskavah M. Frécheta, F. Haus-
dorffa, F. Riesza in Se nekaterih druglh matematikov, dok-
ler ne dobi svoje dokonéne polobe v slovitem Banachovem de-
1u5 0 linearnih transformacijsh. Kakor je dobro znano, je

Banachov prostor poln normiran vektorski prostor z obidaj-

nimi lastnostmi norme :
S i
Hx1 + xgﬂ = 111” +tlx2H
flocxi] =i>1 iixi!
X £ 0=>uUxN% 0 .

Hilbertov preostor pa je vektorski prostor, v katerem Jje de-



finiran tako imenovani skalarni produkt z lastnostmi :
X, + X ) = 5 ) ¥ -
(11 P Xy, Xg) (1:_I ; Fy) (xé : XB)
(xy x2) = clﬂxq y B
x+0=2(x, x)> 0,

in dodatno zahtevo, da je pcln v smislu norme, ki je defi-~
nirana s skelaynin produktom

!
ixi = {x , x) /°?

Seveda ima skalarni produkt v kompleksnem Hilbertovem pro-~
storu kcempleksne vrednosti, v realnem Hilbertovem prostoru
pa le realne vrednosti. Zato piSemo v realnem primeru ena-

kost (x1 4 x?) = fiz : X1) kar (x,I ; xg) = (x2 ; x1) .

Zaradi Schwarzove neenadbe

-
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5(31 Xy
ki velja z&a po.jubna dva vektorja v Hilbertovem prostoru,
je vsak Hilbvertov prostor hkrati Bsnachov prostor z isto
normo. Opratna trditev pa gotovo ni vselej resnicéna. Za
normo, ki je v Hilbertovem prostoru definirana s skalarnim
produktom, velja namre¢ dodatna iastnost, da je

o
Mx, + XZHQ +;’}c.E - X2H2 = 2i?x1ﬂ“ + 21‘3232 .

Ta "paralelogramska" *astnost pza nikakor ni obvezna za nor-
mo v poljutnem Banachovem prostoru. Tako na primer Ze ne
velja v posebnih Besnachovih prostorih LP, e je p = 2. To-

da Jordan in von Neumann sta pokazala6, da je "paralelo-



gramska" lastnost ne samo potreben ampak tudi zadosten po-
goj za to, da je ustrezni Banachov prostor Hilbertov pro-
stor z isto normo. Ce ima namred norma nekega Banachovega
prostvora tudi to lastnost, potem lahko definiramo v tem
prostoru realno cziroma kcmpleksno funkcijo, pad glede na

to Ce je prostor realen ali kompleksen,

- 2
' il *xzif L%
(x4 5 %p) ‘! 5 B! "‘"‘2““"‘“1!
oziroma
( ) ’|x1 + X2"2 l’x1 - Xp wo nxq * ix2 ”2
X X,) = | ——- ml—— o+ i £ B
. t > I 8 5 1 l > {
2
> < ix
PR =i
| 2 v

ki ima res vse predpisane lastnesti skalarnega produkta.
Zaradi dobrc poznanih, vazZnih lastnosti, ki veljajo
v Hilbertovem, v poljubnem Banachovem prostoru pa ne, je
bilo povsem narsvnc, da so se mnogi avtorji lofili razi-
skav, ki so imele za cilj dololitev raznovrstnih potrebnih
in zadostnih pogojev, pod katerimi je Banachov prostor Hil-
bertov prostor. S tem v zvezl je¢ treba posebe] omeniti de-
lo Lorcha7 in Daynaa. Vendar je problem karakterizacije
Hilbertovega prostora, kljub mnogim Ze znanim reSitvam, Se

9

vedno mikavna tarda nekaterim matematikom~. Temu problemu
je namenjeno tudi pridujode delo. Ker bo vodila nafa pot
preko algebre vseh omejenih linearnih operatorjev, ki dej-
stvujejo uz2d danim prostorom, si oglejmo razliko med Ba-

nachovim in Hilbertovim prostorom prav s te platis.
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Naj bo _2 poljuben Banachov prostor in 4 (E) algebra
vseh omejenih linearnih operatorjev tega prostora. Ge je
A€ ] (B) in £f< B, kjer pomeni A" x £ dualni Banachov
prostor vseh omejenih linearnih funkcionalov, potem je za

o o N
“ definirana funkecija

vsak X~
L4 g(x) = £(4x) ,
ki je oCitno zopet omejen in linearen funkcional, tore]
element nrostora,gh; Zlahka se prepric¢amo, da je s presli-
kave f--=g dolodeni operator v prostoru,i?’linearen in
omejen, z normo, ki je enaka normi operatorja A. Ce ozna-
¢imo ta, k operatorju A dualni, operator z A’, potem Je
g = A’
in njegova definicija je razvidna iz formule
(A'f)(x) = £(Ax) ,
ki jo pisemo bolj simetricno tudi
{x , ML =< 4x , £3 .
Lahko je pokazati, da se pokorava preslikava A —=A’ alge-
bre 4 (B) v algebro 4 (3") naslednjim pravilom
(<& + 4B)! =< A" + 4B
(AB)?® = BrA°

LAY = HAN .

T primeru Hilbertovega prostora pa lahko te odnose
moén¢ poencstavimo. Ker se po znanem Rieszovem teoremu
vsak Hilbertov prostor 7 izcmetriéno in povratne enolicno
preslika na svo] dualni prostoxg?{”, smemo namred ta dva
prostora identificirati, s tem da enadimo vsak element

f & s tistim elementom z €K y, ki je enolicno dolocen z



enacbo
f* *‘} f(x) = (X N Z) g
pri cemer je if!l =1z . Akc je torej v primeru Hilberto-

vega prostora A4S 4(H) in fe X", potem lakko zapiSemo
zgornjo definicijsko enatéboi*) za vsak x¢A v obliki

(x , u) = (& , 2z) ,
kjer sta z in u tista elementa prostora X , s katerima e-
nadim¢ na osnovi enacbe/x x;ustrezna elementa f 1in g
prostora } . Preslikavo f-»g v.A enadimo torej v tem
primeru s preslikavo 2z -su ustreznih elementov vjq . Ce
oznadimo usirezni cperator z AY , potem je

u=4z,

in njegova dafinicija je razvidna iz formule

(x 3 A'2) = (A% 4 8) ,
ki ni nid drugega, kot definicijska formula adjungiraﬁega
operatorja A~ , k danemu operatorju A v Hilbertovem pro-
storu.

Preslikavi A-=A' algebre A (B) v algebro. A (BY)

v primeru sploSnega Banachovega prostora, ustreza potemta-
el primeru Hilbertovega ﬁrosfora preslikava A -» A"
algebre A ) s aeame vase, pri Semer se preslika
vsak uperator A v njemu adjungirani operator A~ . Ze to

presllikavo pa veljajo naslednje znane lastnosti :

(1) (<A + 3B) =xA" + B
(2) (A7) = A" = A
(3) (AB)" = BA"

(4) aaTal =1 an® = a2,




Preslikava operatorja A v njemu adjungirani operator A"
ustvarja torej v algebri _# (¥) involucijo. Zaradi lastno-
sti (4) pravimo, da je ta involutivna algebra polnoregu-
larna.

S tem v zvezi mi je profesor dr. Ivan Vidav dal na-
slednjo nalogo '

Ce ima algebra vseh omejenih

linearnih operatorjev () kake -
ga poljubnega Banachovega pro-
stora.r involucijo in polnoregnu -

larno® noxrmo , ¢ torej eksistira v tej algebri
preslikava A~%wa, ki ustreza vsem zgoraj nastetim last-
nostim (1), (2), (3) in (4), potem je treba
dokazati, da je ta Banachov pro-
gtor Hilbertov prostor z is to
normao .

Pravilnost te trditve bi torej pomenila novo karak-
terizacijo Hilbertovega prostora, ki bi bila tokrat izra-
Zena z involucijo adjungiranih operatorjev.

Eolikor mi je bilo v ta namen literature na dosegu,
sem zasledil le dva &lanka, ki sta v ozji zvezi z navede-
nim probliemom. Avitorja obeh &lankov sta Kakutani in Mac-
key. V prvem ElankuTO obravnavata realni, v drugem11 pa
kompleksni Hilbertov prostor. V obeh primerih karakteri-
zirata avtorja Hilbertov prostor najprej z mr e Z o 2za-
prtih podprostorov in nato Se s k ol obar jem vseh

omejenih linearnih operatorjev, s tem, da drugo karakteri-
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zaCijo prevedeta na prvo. Njun rezultat je v kratkem na-
slednji @

Ce eksistira v mrezi .7 (B) vseh zaprtih podprostorov
oziroms v kolobarju .’ (%) vseh tmejenih linearnih opera-
torjev kaolege Banachovega prostora.’, preslikava M —-> M*

ozircma A-= A’ , ki ima naslednje lastnosti

(a) My & My==2 M5 & M

(b) M* = M

() M”:} Mg
£21Y0ms

(a?) (A + B)! = A’ + B?

(b?) A" = A

(c?) {AR)? = B’A?

(a*) ATA = 0==A =9 ,

potem je prostor A izomorfen nekemu Hilbertovemu prosto-
rus V Ganih pogojih moremo v prostoru:g definirati ska-
larni predukt in sicer tako, da je nova norma, ki je dolo-
¢ena s tem skalarnim produktom, e kvivalentna
prvotni normi.

Ker se ne bom pri obravnavanju svoje nalcge posluZil
nitl dckazovelnih metod niti rezultata obeh avtorjev, sem
. vvedel le njun kondéni izsledek, ki je odéditno zelo blizu

trditve, katero moram dokazati.



Pri naSi raziskavi se bomo omejili na primer kompleks-
nega Banachovega prostora. Naj bo torej 4 (£) kompleksna
Banachova algebra z enoto, involucijo in polnoregularno nor-
mo. Kgkor je znano, so v taki algebri hermitski elementi,
za katere velja enakost A™ = A , vedno prisotni. Saj je
pri poljubnem X&_7 (P) element X X gotovo hermitski pa
tudl enota; ki je v nadem primeiu identiéni operator I,
je hermitski element. Toda taka algebra vsebuje tudi ele-
mente, za katere velja enakost

U'tU=00 =1,
in ki jih bomo zato imenovali unitarne operatorje. O eksi-
stencli unitarnih operatorjev se prepricamo takole :

Bodi A hemmitski operator, katerega norma ni vecja
od 1, torej A'= A in 1AV £1 . Zahtevi glede norme vedno
lahko ustreZemo. Ce je namred prvotna norma operatorja A
vedja od 1, vzamemo namesto njega operator kA, ki je za
realne %k tudi hermmitski. Z dobro izbiro realnega k pa
vedno lahko doseZemo, da je {{kAl = |k HAI!é 1l . Naj bo
torej kar A hermitski operator z normo ne vecjo od l. Po-
tem je tudi operator A° = A"A hermitski z normo, ki ni
vedja od 1. Ker je algebra & (2) polna in ima enoto in
polnoregularno normo, je tudi polnosimetrilna. V polnosi-

metriénih algebrah pa velja, da ima vsak hermitski element
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realen, vsak element oblike A"A pa realen nenegativen
spekter. Zato ima torej operator A2 realen nenegativen
spekter, ki je ujet v interval med O in 1, 8e upoStevamo
dejstvo, da pridejo za spekter v radun le vrednosti, ki ab-
solutno ne presegajo norme ustreznega operatorja. Operator
I - 4% je seveda tudi hermitski s spektrom med C in 1. Za-
radi tega eksistira hermitski.operator B +tako, da je

2 2

B = I - A, Ce poustavimo zdaj

U=A4+ 1B ,

U = A - iB ,

in
UU =00 =1,
kar smo hoteli dokazati.
Neposredno iz definicije unitarnega operatorja dobi-
mo #e naslednje njegove lastnosti :
Norma urnitarnega operatorja in njegove slike je 1.
Zaradi (4) namred velja
1= 0Tl = WUl = o2 =) T2
Unitarni operator preslika prostor .# n a5 . To je
ctitno iz dejstva, da je slika unitarnega operatorja hkra-
ti njemu inverzni operator
Al L
Preslikava z unitarnim operatorjem je izometricna., Ker
je norma unitarnega operatorja in njegove slike enaka 1,
velja

o) € il
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in
tx = UMY = {f Ux!
kar nam da res
LUzl = X iy ¢

Kenstruirajmo zdaj primeren pozitiven funkcional al-
gebre A (B) ! Na osnovi Hahn - Benachovega teorema je mo-
gode prirediti vsakemu od nid razli&nemu elementu a & & tak
element fé€ B da velja

f(a) = Hall in jifY = 1 , torej tudi I|f(x)| isg:z I
za voak x€B. Ce izberemo element ac¢ % tako, da je njego-
va norma snaka 1, potem je seveda f(a) =1 .

Bodi to talkc in de”inirajmo s tem funkcionalom T, ki
dejstvuje na prostoru £, funkcional g nad algebro £ (#)
takole : za veak X<.4 (5) naj bo

g(X) = £(Xa) .
Funkcional g je o¢itno linearen. Njegova norma pa je snaka
1 « Kajti
lg (X)) = i£(Xa) =#X! in g(I) = £(a) = 1.
Iz tega dejstva pa smemo zakljuditi, da je g(X) p oz i -
t i v en funkcional algebre A (B) 12
ne voak XeARB)
(5) g(X"x) 2 0 ,

» Potemtekem velja

Toda vsak pozitiven funkcional nad algebro = enoto
in involucijo je tudi realen. T¢ se pravi, da zavzame za
7eak hermits’zi element realno vrednost in da velja Se pe-
sebe] za vesck element X algebre./q (ﬁ}

(6) g(x") = g(x) .
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Zato moremo s funkcionalom g vpeljati, po znani me-
todi13, v algebro # (/3) neko pozitivno hermitsko biline-
arno formo, s tem da postavimo

(7) (X, ¥) = g(Y X)

Res je :

a) zaradi linearnosti funkcionala g

(X + Y,2) = g{Zx(X & Yj} =g(Z2’X + 2°Y) = glz2"X) + g(z"Y) =
= (X,2) + (Y,2)

b) zaradi (3) in (6)

(X,Y) = g(¥'X) = g [(XY)] = g(XY) = (¥,X) |

¢) zaradi linearnosti funkcionala g |

(< X,Y) = g(Y-X) = g(xY'X) = ox g(Y'X) = <(X,Y)
d) zaradi (5)
(X,X) = g(XX) 2 0.
Znano je tudi dejstvo, da tvorijo elementi algebre
A (¥), za katere je
(8) (X,X) = g(X'X) =0 ,

neki levi ideal Jy te algebre.
Kajti :
a’) mnoZica J;, ni prazna, ker je
(0,0) = g(0"0) = g(0) =0
b’) mnoZica J; ne obsega vse algebre A () , kajti
(I,I) = g(I"I) = g(I) = 1
c’) mnoZica J; Je vektorski podprostor v A(5), ker

X & JL in Ye JL“E'.’#-‘)‘-X‘EJ in X + Y€ Iy

L
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saj velja
(+%,> %) = g(ZX"=X) = Il g(X'K) = 0,
in
(X+LX+ Y =g (X+T) (X+ 1) =gXXT+ XY+ YT+ YY) =

= g(X'X) + gX'Y) + g(¥X) + g(YY) = g(X'Y) + g(¥'X) .

Todz Ce te dva &lena ocenimo po Schwarzovi neenadbi za pozi-
tivne funkcionale
| a(x*)| 2 £ a(X'X) . g(YY) ,

vidimo, da imata tudi vrednost nic.

a’) X< J; in. Yye A (B => YX ¢ Iy,
Kajti

(YX,YX) = g | (&) (@)’ = g(XY¥X) .

Toda pc Schwarzovi Eeenaébi ZOpet"lahko ocenimo

ig[(x'y"y) X_]li‘": 2 g{(x”Y‘Y)(X‘Y“Y)"j 2(X"X) = 0 .

Doslej smo sc zanimali za razmere v algebri A (5).
Zdaj pe poglejmo, Iakine nasledke lahko potegnemo iz vsega
tega v prostoruwg !

Osnovna zveza, iz katere smo izhajali, je bila dana s
formulo

g(X) = £(Xa) »
V tej relaciji je oditno vsebovana preslikava algebre 4 (K)
v prostor /4 , namred
X-= X8 ,

pri Cemer je a [fiksen element prostorawfi 7z normo 1.
Oglejmo si zda] to preslikavo malo natanéneje! Oznadimo

cperaltor te preslikave z W, tako da je



s 38 =

W(X) = Xa .
Operator W Je seveda o¢itno linearen., Njegova norma
je 1, kajti
i@ =} %al = )'X}| in  [WD)] = fal = 1.
Naj bo /3 (W) nidelni prostor uperatorja W. Takoj se
lehko prepridamo, da je /7 (W) levi ideal algebre / (/). Res
a") mnozica A (W) ni prazna, ker je
W(0) = 0
b") mnoZica < (W) ne obsega vse algebre 4/ (%), kajti
W(I) =a #0
e") mnuiiea 4/ (W) je vektorski podprostor v.4 (7) po
definiciji pojma nielnega prostora operatorja
av) XE4 (W) in YA (B) = yxe& V()
saj velja
W(YX) = (¥YX) a = ¥(Xa) = ¥(0) = O .
Ogitno se nam zdaj vsiljuje primerjava levega idealsa
A(W) z levim ideaiom JL’ i, druZi vse elemente algebre
A (®B), za katere velja enadba (8). Za nafe namene je potreb-
no pckazati, da sta ta dva leva ideala identicna, da je to-
rej
(9) AW = Jg .
En deol te trditve lahko kaj hitro preverimo. Skoraj
neposredno je namred razvidno, da je
(W) < 3
Ce namred upostevamo definicije obeh idealov, operatorja
W in pozitivnega funkcionala g , dobimo tako]

XeH(W)=>Xa = 0-> YV fa ~ 0= (X' X) = 0=2g(XX) = 0 X € J;.

A —
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Dokaz drugega dela, da je tudi

(10) I A (W)
pa ni takc pri vrhu:. Da bomo v njem uspeli, bomo poklica-
1i ne pomod unitarne operatorjie, katerih eksistenco in
poglavitne lastnosti smo ugoteovili Ze na zaletku tega pi-
sanja. Zdaj pa bamo z doda tno hipotezo
zahtevali, da vsebuje nada algebra 4/ (3) dovolj uni-
tarnih operatorjev. Precizen pomen te zahteve bomo formu-
lirali takole

Na]j bo a pol Jjubno 1izbran el e~
ment iz prostorsa ~ y 2 normo enako
1.7 je x poljuben element iz ,
ki ima tudi normo 1, potem eksi-
stira v algebri A () vsaj en uni-
tarni operator U tako, da je
x = Ua.

Ogitno bl lahkc tudi rekli

fe sta x in y poljubne elementa iz.”3 in imata oba
normi enaki 1, potem vedno cksistira v algebri .4 (B) tak
unitarni operator U, da je

y = Ux in x=Uy .
Saj te Jje
y=10Ux,
je res tudi
U'y =T Ux =IXx = X -«
O pravilncsti te dodatne hipoteze se bomo prepricali

kasneje., Za zdaj se hocemo z njo s2mo okoristiti.
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Upostevaje to hipotezo takoj vidimo, da je zaloga
vrednosti operatorja W v e s prostor;E s

Ce je nimred x poljuben od nid razliden element
prostora-zs je x/lx! element z normo 1. Torej eksisti-

ra po tej hipotezl vsaj en unitarni operator U +tako, da

Jje
x/xl| = Ua cziroma x =xi} Ua ,

Seveda je {|x! U tudi element algebre A (/) in 3e ga pisge-
mo na kratke z X . je res
W(X) = Za = yx) Tz = x

Pu doko%imo naposled e drugi del enszkosti (9). torej
relacijo (10) ! Dokazali bomo logidno ekvivalentno relaci-
jo

Calne fJL ,

kjer pomenitaki}?(W) in E‘JL komplementa ustreznih podpro--
storov (W) in Jq, 2lede na algebro 4 ().

Ce je taore]

xelmm ,

potem je
W(X) =Xa=x#0 .

Po hipotezi eksistira vsa) en unitarni operster U tako,

da je
x/lix! = Ua oziroma Xa =x = {lx!|Ta ,
kar lahko ' & mo
(X -« }xiU) a = 0 »
Operator (. - |1x!U) je potemtakem element levaga ideala
A7(W). Kor pa smo e dokazali, da Jg vsebuje 4 (W), pripa-
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da ta operator tudi levemu idealu JL, torej
(X - |ixijU) € Jg, =

BrZ pa se lahko prepridamo, da velja za poljubna dva ele-
menta X in Y algebre A (B), naslednja logidna implika-
cija

(11) X=-Y& I, => g(X'x) = g(¥*"y) .
Kajti
|g ©I) - g(r'0); = g XX - 1] + glx- ¥y j;

|lf\

__.0F

il

gl X (x - 0i] + it“i - ) YJ||

ker je po " hwarzovi neenadbi, upostevaje dejstve X - Yedys

I

dX(x - ¥)] | ‘s gXX) . glX -1 (X -

lef(x - O7Y[1% 2 gix - W) (X - D). l¥) ~0 .
V nasSem primern torsj velja
(1? (ﬁ.)lz _ -(:! e '¥!i i . “ ;;2 (U’U _o4 212 (I . “ 2
) (X' X) = glixiU {x10) = lixf° g ) = =< g(I) « [Ix}

: i 2 ; X "
No, in ker x # G, tudi x4 = g(X'X) # O, kar pomeni, da

Je
S
X {:_ L,-‘ JL [

Prigli sme torej do naslednjega rezultata :

Nilelni prostor cpuratorja W , ki preslika algebro
AlE) pa prestor B, je tisti levi ideal algebre £ (5),
katerega elementi so dolceleni z enadbo (8)

(B X) = gl X)) =0 .

Potemtak:om veljs naciaedniz logifina ekvivaelenca @
(13) W(X) = W(¥)=> UK -~ ¥) = 04>X ~ Y I |

Tods relacija (13) je e vivalendna rela- !



cija v algebri 4 (B), saj je J;, linearni podprostor v

/£ (3). Ce tvorimo torej f ak tor s ki prostor po mo-
dulu Jp, je ta faktorski prostor 7 CEI/UL izomor ~
fen s prostoran% y upostevaje seveda dejstvo, da je za-
logae vredncsti coperatorja W v e s prostorja e 2at0 smemo
ekvivalen”ae razrede, ki so elementi tega faktorskega pro-
stera, identificirati z ustreznimi elementi prostcraﬁzga
Ker je X& JL4:§-W(X) = 0, enadimo tore] levi ideal JL Z
nicelnim elementum prostorai? °

rozitivno hermitsko bilinearnv iformo, ki smo jo defi-
nirali v alo-bri 4 (7)), moremo sedaj vpeljati tudi v pro-
stor % takole : Ce sta x in y elementa prostora.s in
je x=WZX) ter y = W(Y) , naj bo

(x,y) = (X,Y) = g(YX) .

Ta definicija je povsem smiselna, ker je neodvisna od
posebne izbire reprezentantov ustreznih ekvivalenénih raz-
redov x dn y . Ce je nrawred tudi x = W(Xy) in y = W(¥,),
se lahke takoj uverimo, da je

(x, V) = (X4,7y) «
Zaradi (13) je namred
X - X1-t Jy in Y-Y,€Jdp

Zdaj pa imamo naslednjo oceno :

(x,7) - (X4, = |e(¥®) - &(¥]x,)| =

lg[y™(x - x)] + gl (Y - ¥)~ Xﬂii
Ig[ﬁf“(x o )

saj je zopet po Schwarzovi neenacbi

il

A

v |ef(r - 1) x| <0,



- I8 =

g(Y'Y) . g|(x-x,)"(x-x)] = 0

(I

e[ "(x - xy)] [ &
’ 2

fir

& (+-¥1)" x| g[(Y-Y1)"(Y-Y1)] . (X Xy) =0 .

Toda v prostoru /< postane ta forme skalarni
produkt . e je namred

(x4 2} =0 ,
to pomeni, da je za vsak reprezentant X razreda x
g(X*x) =0 .
Razred x je torej levi ideal JL cziroma nicelni ele-
men- prostorafg , torej res
x=0,

Treba nem je le Se pokagzati, da je nova norma, ki jo
doloda v prostoru_fg tako vpeljani skalarni produkt, tudi
enaka prvotni normi tega prostora. To pa je neposred-
no razvidno iz enadbe (12). Ce namred zaznamujemo novo nor-
mo z INxl|, velja zaradi (12) :

Nxifi? = (x,%) = (L,X) = g(XX) = |xif® ,
pri Semer je seveda x = W(X).

S tem je zadetna trditev o prostoru./? dokszana. Se-
veda pri pogoju, da je dodatnma hipoteza o unitarnih opera-
torjih pravilna. Nasga nadaljnja pozornost bo torej veljasla
tej hipotezi. Preden se je lotimo, naj pripomnimo $e na-
slednje

1.) Postavljeno trditev smo dokazali direktno. To se
pravi, da smo v prostoru:ZE res konstruirali skalarni pro-~
dukt in pckazali, da je 2z njim definirana norma enaka pr-

votni normi., V ta namen smo morali ugotoviti identicnost
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obeh levih idealov A'(W) in J; » kar je samo po sebi go-
tove zanimivo dejstvo, Vendar se temu lahko izognemo, d&e
jzberemo indirektno pot tako, da se naslonimo na paralelo-
gremsko lastnost, ki je karakteristic¢na za norme v Hilber-
tovem prostoru. Oglejmo si 8e to pot, ki je nekoliko kraj-
Sal

Naj bosta x in y poljubna elementa prostoraJH 5
Pri veljavnosti dodatne hipoteze lahko zapisemo

x = Uxlla , = yiVa , x +y = lxsglSa , x -y« xy| T8,

kjer €0 U,V,8 in T wustrezni unitarni operatorji.

Potem velja
Hxryts - (e +1yiv) T a = 0 in {Ix-yIT - (ixiU-jz{V) ja = 0 .
Torej je
IxtghS - (hxaUriyiV) € Iy in lix=-yiT - (MxiU-IyIv) <Jg
Ge se okoristimo z logidno implikacijo (11) in upostevamo
dejstvo, da velja za unitarne operatorje g(U'U) = g(I) = 1,
dobimo 2z lahkim racunom

Ix + 3”2 = x4 Hxh.gyﬂlg(V“U) + g(U“V)j + g2

ix - g2 = hxi® - nxa.;;yil[g(V"U) + g(U'V)] + iy1? .
In de obe ti dve enadbi seStejemo vidimo, da se norma pro-
stora 23 res pokorava paralelogramtixemu zakonu

Ix + yﬂ2 +lx - yﬂ2 e 2 ﬂxﬁ2 + 2 UYH2 o

2.) Kekor je razvidno iz dokazovalnega postopka, tudi
ni potrebne zahteveti, da je definiruna involucija s pol-
noragularn: ncmo v v s ¢ j algebri 4 (). O&itno je
povaem dovel], &e eksistira taka involutcriénz preslikava

“ 1 by | i - - ".(‘J 22
lenza kaki zaprti delni algebri algebre (735,
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seveda pri pogoju, da vsedbuje ta delna algebra d o v o 1 j

unitarmih operatorjev v smislu dodatne hipoteze.



Lotimo se torej dokazovanja dodatne hipoteze! V ta
namen si hocemo najprej ogledati razmere v dvodimenzio-
nalnem kompleksnem Bgnachovem prostoru, ki ga bomo oznadi-
I z.fﬁgg Izberimo v prostoru /3, "pametno" bazo! Vzemimo
za prvi bazicéni vektor e, poljuben vektor tega prostora,

ki ima normo 1. Naj bo nadalje f tisti element dualnega

._‘x

prostora “%» , za katerega velja

£le;) = eyl =1 1n |ex)| = x ,
za vsak X&J%. Postavimo zdaj drugi bazidni vektor e,
na "premico", ki je dolodena z enadbo f(x) =0 in ga
hkrati normirajmo, tako da je _

f(e,) =0 in ”azﬂ =1 .,

Tako izbrana in normirana vektorja e1 in €5 sta ocit-
no linearno neodvisna in tvorita torej res bazo prostora
. Vsak » € 70,lahko tedaj zapiSemo v obliki

X = Uq8q + Uplp o

Naj bo zdaj A poljuben omejen in linearen operator
nad prostorom,ZEs, torej element algebre A (Z5), in naj
se reprezentira glede na izbrano bazo €418, 2 matriko

ry

1% By

{ 2
|
\ Brq » 895

Pri tem vemo, da je
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Ae1 = a11e1 + 321e2

dey = B1y84 + 8538

¥y =V4eq + Ve, = Ax = A(u1e1 + u292) p
je

= & 3
V1 811%4 *+ B4

Vo = 8pqUq + 8ooUy o
Postavimo torej, da je kompleksna Banachova algebra
A (5z) algebra z involucijo in polnoregularno normo, in po-
glejmo, kako se izraZa ta involutoric¢na preslikava v ma-
trikah, ki reprezentirajo ustrezne operatorje.
Naj bo operator A%, ki je involutoridna slika opera-
torja A, reprezentiran glede na isto bazo z matriko
7 [aly » agp
i 851 1+ 8np .
Zaradi lastnosti (1) involucije je oditno, da morajo
biti elementi a;, "preslikane" matrike A" linear -
n¢ kombinacije konjugiranih vre-

dnosti elementov ajl matrike A. Torej

5%

x . 11 - '::(H - ™ i‘_m -
A2 A2 - A= T
B1p THaBqq Ty Bro tgq Bpq Ftgg 8Bpp
- AP L a,, +oCl B, +otsg 8

Boq TP4aB1q ¥7a2 890 T4 8¢ T2z 902

xR A= Rz L fr e
8o =Xyq8qq 9y B +%yq 851 #3545 855
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pri Cemer so koeficienti*vﬁji kompleksna stevila.
Zdaj po je treba seveda poskrbeti za to, da bo ta
trensformacija v skladu tudi z drugimi lastnostmi involu-

cijes V ta namen se bome neslsnili na hermitske elemente

Izkoriatimo najpre) dejstve, da jo identilni cperator

L 4 ¥i je reprezentiran z matrike

’ -
\ C 5 1 ;
hoermitekl element. To nam da takoj tele enaidbe
4 %1
1 = wd o Dl
11 22
12 45

0= Xqq +=¢pp

F

ke 21 2%
0 = -'.2\(..1 1 “+ %22
1= gqﬁ +:m;;

Nadaljo vzemimo operator, ki je definiran takole
Px = f(x}31 P’
..-,}A

prd Eemer je £ Zeo na zadetku izbrani element iz [, o Upe-

vator P je #éitno linearen. Njegova norma pa je enaka 1,

Teda cparator P jo hkrati tudl projektor, ki projicire

o

prestor JI2 nz wnotdimenzicnalni prestor, dololen z bazifnin

Py |
7

- velja

£

vektorjem e4c Kajti za vsak xc
PPx o 2(Px) = B(£(x)e ) = £(x) Peq = £(x)e, == Px .

Zonans dejstvoe pa je, da je veak projekter z normo 1 hsr-
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mitski element. Ker je matriéna reprezentacija operatorja

P

i
Il
b SR

in se le-ta tore] preslika sam vase, dobimo za koeficiente

i3 - e G i -
ez ; nade transformacije Se naslednje enalbe
o

(P)

Iz enadb (I) in (P) pa odditamo

{4 7 12 27

ok =il w4 w? ek ot cod? e et 2 0
gy Sy = T g0l SO0, =00, B0,y S SOe = ?
NaZa izhodna transfommacija (T) je dobila zdaj takole
podobo
" = R e =
814 = B4{ ¥qgp Bip 54 Bad
i g B2 =
819 = i B4p vSq-854
{m
\1 ) x ot ek ‘24 = oy ,24 il
! 434 = D1z Big todpy Sy
B & A2 F.. sttt B, 4 a
gp < Ladp B3 T=gy A5 22

Da opredelimo 3e nadaljnje koeficiente transformaci-
je, upoStevajmo tudi dejstvo, da je za vsak operator A
produkt A”A hermitski element.

Ce je tere]
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potem je
14 7 pUg Gi& o ,
. / 814 +Kgiqp +o1Ba1 1 <1581 Ha )
I\
i " d" - £ - - J.{ -
\ By tO%1Baq : C ?aiz‘+“‘21a 1+ 85

in produkt A"A je
-t RN - . 12 » 42 s
BB TR BB B0 M RET 201 M09 Pen Rt »
= ‘f»f e 14 = 42 “ 42 s
81281 1129581281 2991815221999 2838129918958 51
24
10311312““21311a21“?12321 12*”%13~ 851+ 8pq8p, ¢
21 27 -
\ ~’*?a12312*“b1312 21*‘12 00815+00 18p0801% 80800
Ker pa preide ta matrika pri transformaciji (T1) sama vase,
dobimo najprej
= S-S A - R, N SN . - S
81181179281 {21270018118217928218121001821821
P — - B . -
= 811811799 281081 1759182181 1109 B 1282 1750139182 1*
71 B anMs B e, 8 o=0. & =R = oY
#0581 481 g+ 981 0B 1 pHih 18018 gy pdqpBp0t 1801900/

s e L . - e A NPT
+001 64 H81 581 1+ 18181 110G p8 1 pB) 1001801804 8020 1) 4
in odtod takoj

47 s ,f!

B A > S _ -
Haf FRuygy T4y = 0, ‘21 gy & f,’ 7
pri demer je ¢ &Se poljubno, toda r e a 1l n o &tevilo.
£
e kar takoj upostevamo te vrednosti, dobimo pri na-

daljnjem primerjanju obeh matrik
. B+ Oa, A, =062 a, 8, 150 8,48 e liie . B aTle Bl
12811% P305851 = &Xq815841100182181 177122129211 21821221

* 322521)

e napre]

i

i

/
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. =27 51 22 2

1 = j— ’--'{.1 2 ] ':r\{z

tako, da moramo zahtevati (> # O .
Transformacija (T) se je po vsem tem prikazala v tejle

enostavni obliki

a11 i 3_11
I -
-y B = P B
Ty)
2 » 1 =
821 e B4

fpp = Bpp 1
pri Zemer je ¢ poljubno od niZ razlicno realno Stevilo.
Brez vseh teZav se zdaj tudi lahko preprifamo, da je
ta transformacija v skladu s preostalima dvema lastnostima
involucije (2) in (3).

Ce je namred

f 811 * Byg X
o P
v o221 Bap
je
« P10 £81)
A =! 1 ' }
\ o %12 820 ;
An
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In 8e sta

844 9 840 \ / b11 . b12\
A = : in B =i ),
, Bo1 ¢ Bgg \ Po1 s Pop
potem je
2 f 811 1 P B21 1 & by 0 $£aq)\
A =‘ 9 o - in B *1 - ” t|
5%z v 9ppy \; Byp s Ezzj
r
{ By 199" Ryab, + S1{Pipalsp
in '
tako, da je res
L P PLPY E‘(§21511+a02521)‘\ e
= B 4

(4B)" {\ i

(811B45+8150,5)s 851D q5t8,, 22) J

Toda nade involutivna algebre A (By) je tudi polnoregu-
larna. To se pravi, da velja v njej tudl metritna lastnost
(4). Seveda mora transformacija (T) ustrezati tudi tej last-
nosti oziroma vsem njenim posledicam. Kakor je razvidno iz
prvega dela pa smo rabili lastnost (4) v zvezi z unitarni-
mi operatorji. Zato poglejmo, ¢e nam unitarni operatorji da-
jejo Se keksno nadaljnjo zahtevo v zvezi s transformacijo
(1)

Pois&imo v ta namen najprej matriéno reprezentaclijo
unitarnih operatorje ! Bodi torej U unitarni operator

{811 % B3 §
U = § P
\ 851 9 895 ;
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Potem je po definiciji unitarnih operatorjev
b

UU=U0"=1 |,
kar nam da
Byt PRzBar ¢ Bypfiyt P et
1, = - 1, = =
P Mt fater v gM2S10™atee

» 1 . _ _ _ ‘
/ B1849F § B1pB1g 1 PB48p ¥ 800 [T 4 O

- - 1 = - = }=E *
k 3213-1 1'!‘;3 a 2&12 g }_:’«.21 '~2'i.+822322; \‘O ' 1}(

O0dtod rzzbcremo tele odnose :

z . 1. = =
(1) aqq@qqtpap8p =1, (5) g aqq8qgtapqéy, = 0
. P = . 1 @
(2) a5 =Ts (6)  axBigr paglyy =
1

(3)  aqByq+§aydyy =0, (7) pa12§12+322522 =1

(4) §:a11§21+ 312522 = 0 (8) f)321§21+322§22 =
Iz (1) in (8) sledi
(9) 8pp8pp = 81439¢

Zaradi tega lahko odpigemo enadbi (7) in (8), ker sta iden-
tiéni z enadbama (2) in (1). Enako je enadba (6) ekviva-
lentna enadbi (4) in enadba (5) enadbi (3). Iz (2) dobimo

iz (1) pa
(11 Gn4Bing = 1-(1 - B4.844)
2121 _‘P T1™1ns -

Tako dobljene enadbe (9), (10) in (11) nam oditno vsilju-

jejo, da zapisScmo matricne elemente 845 V obliki



Jex 1/ ) - i
t .
=] = i [j.::i L&
21 = 73 :

pri cemer je}\ norma elementov aq4 oOziroma Goyy torej
neko realnc pozitivno Stevilo. Zeradl norin elcecmentov 845
in a,q mora veljeti med ¢ in A tale zveza

0 ==>05AL

Fa
ol g == A2
|

e

3

] . . g - - },V a
Za dolocitev argumentov L4 "f;,,j in <& p&s imamo na razpola-

ge ge preostall zehtevi (3) in (4), iz katerih dobimo

(3) 1T—e) | eiiﬁ_d‘j = 0

(4) ei(a"d) + 208 _ g

Temu sistemu je ustreZenc, brz k¢ postavime

ot

— . .PJ‘.' 4 = ﬁJu"h' . A 77 rrni
o=, 3 (0= }— +70, '3(-—03{%', j "':‘6}:—'?’—_}!. ’
pri Zemer sta (- in 4,{-' e na izbiro. To pa nam da tole re-—
Sitev
% - i
o polju.an, /;‘ SO~ WO+ =P, =X =
Vsak unitarni orerator je torej reprezentiran z matriko

naslednje cbiike

[ it |
i _

i

{

\

V 137 164 _A et g)

— -

P

kjer so argumenti 4 Sp in SV Se na izliro

Toda razéistimo Se cdrnios med F in ..-’\\ i Fakor vemo, je


http://izVi.ro

s B

vsak unitarni operator izometriden. Potemtakem bo vsak tak
operator preslikal na primer na§ bazilni vektor e, v vek-

tor, ki bo imel tudi normo 1. Ker je

Ue, =,A ei’{e1 + y._nﬁ_
je absclutni iznos prve komponente tega enotskega vektorja
kar:k . Za vsak vektor z normc 1 pa velja, da je absolutni
iznos njegeve prve komponente manjdi, kvedjemu enak 1. Kaj-
ti Ze Je

X = U484 + Uy in =1 ,

je, zaradi lastnosti funkcicnala f , ki smo ga na zacetku

izbrali,

il A

ES IR

To pa pomeni, da pride za )\ v posStev le prva ocd zgornjih

dveh moZnosti
o0& XN £

in zato mora biti v transformasciji (T)
e >0

Ker pa je za vsak unitarni operator U

JUeqlt = 1 4in fuey] =1,

morata veljati tudi naslednji neenalbi

] [T W) o A | €T,

oziroma
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< ey \ i 0.
i =/ o Uél TR - ﬂgmwﬁ),

Ker je 1 —,k;é 0, smemo obe neenacbi na obeh straneh kvadri-

2
(1 -A)2 & 1&?. fn (1-A)2S o1 =A%)

Za A = 1 ustreza sicer vsek { » fe m je O EALA , lahko
obe neenacbi poencstavimo v

d+A
P

TA

) in i),a(h-z\)

Ker morata veljati =z a v s a k nenegativen A y K1 Jje
manjSi od 1, mora biti zaradi prve %’ y zaradi druge

pa ?3 = 1 , kar nam da torej

Potemtakem smemo zakljulditi :

V algebri /q (B;) exsistira ena s ama involu-
cija s polnoregularno normo. Ce reprezentiramo, glede na iz~
brano bazo eqse, V prostoru.Zi, operatorje z matrikami,

se ta involutoridna preslikava izraZa takcle :

[B11 & Byol (811 + 821 \
e ' I.__ﬁ, j
1 ¥ Bpp (812 v 8pp
Zdaj pa lahke takoj pckaZeme pravilnost dodatne hipo--
teze, Vzemimo v ta namen kar bazicnl vektor e in naj bo
X = uqeq + U8,
poljuben drug vektor z normo 1. Ker je veak unitarni opera-

tor glede na izbrano bazo reprezentiran z matriko
Y e— =
) At VL‘;@ o1 #Y)

V;:;?—eif*’¥a, At E&Y1y)



je trebe torej doloditi argumentao( ' ff/ in /\ v dovolje-
nih mejeh tako, da bo g
Ue-l = )\ 0‘ ‘..e \ iL‘ 92 = u1e1 + u292 "

To pe Jje Tres vedno mogode. Zapliimo namred komponentl vek=-

torjea X V obliki
= |u1l e1X in u, ‘uz‘ eid"

Potem mora vsekakor biti

“2 fug| -i(cf-gﬁ ﬂ_}%ﬁ -y

e
= o)
Temu je lehko ustreéi, ge postav_:'}_nlo_
lu,| 2
’ ‘“11 + Jugl

Torej moremo vekter X pisati v obliki

= G()\ei? eq + 1! o2 ¢l ) o )

kjer pomeni ¢ pozitivno konstanto. Ker pa je norma vek=-

enake 1, mora biti ¢ = 1, kajti
A e ) alo]. 1= C

torja X

o] JAetley + 1A

To pa pové, da je ker
/ .12
A =\l1 - |y

= !u1| in |fu2|
in iskani unitarni operator U je I"ﬂpﬁﬁenﬁ-mn z matriko

|, &, o \[{ - lu1‘? 1 (F+¢)

U= —— L
I ORI (Al

kjer Jje W:a’“-— C.‘ , argument - P& e na izbiro.
S tem je pravilnost dodatne hipoteze V dvodimenzio—~

-
nalnem prostoru 3o dokazena.



Preidimo zda]j sSe nz2 splosni primer!

Akc sta & in b dva dana, sicer poljubna, enotska
vektorja iz kompleksnege Banachovega prostomB , katerega
algebra omejenih linearnih operetoriev_ /4 (B) ima involuci-
jo s polnoregularno normo, potem je treba ugotoviti eksi-
stenco takega unitarncga operatorja U , ki preslika vektor
a Vv vektor b , torej

UVU=U0 =1 4n b =TUa .

Opravimo najprej s trivialnim primerom, v katerem sta

vektorja & in b lineazrno odvisna! Iz b = Aa y Sledi

seveda |[Al = 1. Je postavimo U =AT , imemo res

U'U = vu” =|.)\l‘z I=I in b=Aa=Ala ="Ta .
Nej bosta torej oba enotska vektorja a in b linear-
no neodvisna! Pgtem dolodata neki dvodimenzionalni Banachov

Ik .
podprostor Jﬁé prostora _,-3_:,-’ s, 22 katecrega velja

e

L /“
V& By = y=Ka+5b .
Razstavimo zdaj prostoer A v direktno vsoto dveh pod-

prostorov

-

D B
-

JE EdCEI) T
Kakor j: znano, ustvarja tako dekompozicijc vsak pro-
jektor P iz algebre A (R), ki preslika prostor A na
podprestor ;{ . V tem primeru lahko zapisSemo vsak X¢ B v

obliki
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X Y FEIZ

pri demer je y = PX€~£;}JI z=(I-2) x¢ R

Operator A iz algebre ./ (")) pa je tedaj in le te-
daj popolnoma reduciran na oba podprostora QééinJgf; ki jih
dolocéa dani projektor P - adar je s tem projektorjem za-
mgnljivo To sc pravi, da velja logilna ekvi#alenca
AP = PA == (Vy)(ye A = Ayz #2) in (fz)(ze J>hze B .

Toda za nase namene je potrebnc, da sledi iz popolne
reducibilnosti operatorja A distz lastnost tudi za njegovo
involutoridns sliko A~ y, kajti le tako bo mogofe inducira-
ti involucijo tudi v algebrah obeh podprostorov. To pa bo
gotuvo res, brZ ko bo projektor P Ahcrmitski element. Kaj-
t1 4P = PA in P = P => (AP) = (PA) ==PA" = A"P .
Poiskati je torej treba h e rmi t s ki oprojektor, ki
preslika prostor.if na pcdprostor.é; . Tega pa najdemo ta-
kole

Projicirajmo najprej prostor /~ na enodimenzionalni
prostor, ki je dolocen z vektorjem a

Pix = £(x) a ,

kjer je f tisti element iz dualnega prostonaﬁg); za kate-
rega velja

f(a) -_—Hall =1 inl|f{ =1, torej tudi ‘f(x)' o |]xH ;
za veak x€& A. P4 jo oBitno linearen z normo 1, pa tudi
projektor je, saj je

P%x = P1f(x)a = f(x)P1a = f(x)a = P4X .

Zato je po znanem izreku hermitski projekter, torej

>
P1=P1 v
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Vsak vektor x & “mormo zdaj zapisati v obliki

x=Px+ (I=-Pq)x.
Pa zapisimo tako vektor D

b=+ (I~ Pq) b
Ker sta a in b 1linearno necdvisna, vektor (I - P1)b g0o-
tovo ni ni¢. Ogitno pa se nahaja v podprostoru_éi-, saj je

(L ~P)b=-Pb+b=w7F(b)a+hd

Normirajmo ga in pisimu vako dobljeni enotsgki vektor na
kratko s ¢

(T P.,I') b

(r - 2q) b
Ker sta tudi & in c¢ dva linearno neodvisna enotska vek-
torja v prostoru.]?f, ju lahko vzamemo za bazl tega prosto-
ra, tako, da je
y€ B a== y =3 +3'c

Zdaj pa pr.jicirajmo Se prostor /3 na enodimenzional-

ni podprostor, ki je doloéen z vektorjem ¢ , takole
PyX = glx) & ,

vy M
kjer je to pot g tisti element 5z A s za katerega je

' | : f N <
gle) = ﬂoﬂ =1 in (g~ 1, torej tudi !g(x}é = H=ll,

i3

za vsak x¢.’5. Seveda je, iz istih razlogov kot prej Py

tudi P2 hermitski projekior, torsj

Operator

je gotovo hermitski, saj je vsota dveh hermitekih operator-
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jev. Zagloga vrednosti operatorja P je ujeta v podprostor
i
My, kajti

Px = (24 + Polx = Pqx + Pox = £(x) a + glx) ¢ .
Treba se¢ je le Se uveriti, da je operator P tudi projek-

tor, da velja torej tudi

In res je
P & (B, + P,)" = PP & PyPy & PpPy 4 Po & PyiPotPiD 4P, Py & P

= g g = 1-2 2°1 g EYTEgTeyeateeny T A
ka jti

P1P2=P2P1 :=O >
Za vsak x€ .4 je namred
PyPyx = P1g(x) c = g(x) Bqc -

Toda Pyc = 0, po definiciji vektorja c. Torej je res P1P2=
= 0. Iz tega pa tako]j sledi, da je tudi P2P1 = 0, saj je

P,P; = (P4P,)" = O. Zato je tudl P,a = P,P4a = 0 , torej

2
) e
P.‘y =y y 7o VSHK }7‘5 'h/_ =

Kenstrulrant hzuomitski operator 2
je potemtakem res projektor na podprostor Jiéu

Naj bo zdaj direktna vsota

B = Baes"

tista dekompozicija prestora )i , ki jo ustvarja hermitski
projektor P, Seveda je potem tudil projektor I - 2 , ki
projicira prcstor ]3 na komplementarni podprostor-zsy, her-
miteki. MnoZica vseh s projektorjem P zamenlJivih operator-
jev algebre 7 (B) pa tvori polno podalgebro te algebre.
To je razvidno iz naslednjih dejstev

1, AP = PA == JAP =APA = PAA

2, AP = PA in BP = FPB —> {A+B)P = AP+BP = PA+PB = P(4+B)



_3'7....

3. AP = FA in BP = FB == ABP = APB = FPAB

4. de je za vsak n , AnP = PAn in 1lim An = A=>AP=PA ,
Kajti za vsak x¢€_Bvelja A x—>Ax. Torej je tudi A Px-—»
- APx in PAnx-aPAx , Saj je P zvezen. Ker pa je Aan =
= PAnx po hipotezi, je tudi APx = PAx .

Ker pa je projektor P hermitski, velja tudi

5. AP = PA=>A"P = PA" ,
To pumeni, da je ta podalgebra tudi zaprta glede na involu-
CLjos

Naj bo zdaj A poljuten, s projektorjem P zamenljiv
operator in ga zapisimo kot vsoto zamenljivih operatorjev
AP in A(I - P)
A=AP + A (I -2P),

Ker je A popolnoma reduciran glede na oba podprostomﬁé’
in ...71'?‘?”, je seveda zaloga vrednosti operatorja AP oziroma
operatorja A (I - P) v prostoru 1.5.:{ oziroma v prostomﬁﬂ.
Ce omejimo definicijsko obmogje operatorja AP 1le na pod-
prostor B,; , dobimo potemtakem neki operator Aé , ki Jje
element algebre A (55‘.;). In podobno lahko priredimo opera-
torju A (I - P), s tem da utesnimo njegovo definicijsko
obmoéje le na podprostor .ﬂ”, ustrezni operator A" iz al-
gebre 4 (A"). Ker pa je prostor & direktna vsota podpro-

U Y4
storov Az in /3

s lahko operator A zapisSemo tudi kot "di-
rektne vsoto" ustreznih operatorjev A'2 in A"

A = Aé & A",
tako da je za vsak x€ .8, %e ga pifemo v obliki

X=Ey+2z,
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kjer je y&.5lin ze A7,
A% = &éy + A%z
Seveda moremo tudi obratno vsak operator algebre 4 (A)f)
cziroma algebre ./ (/") raz$iriti na ves prostor /2. V ta
namen nam je treba tvoriti le "direktno vsoto" tega ope-
ratorja s poljubnim overatorjem, ki dejstvuje v komplemen-—
tarnom podprostoru. Tako dobljsni operator nad celim prosto-
rom be tudi @ projektorjem P zamenljiv, saj je popolnoma
reduciran glede na oba pOdeOStOIﬂ-J@E ini%”*
Zaradli teh dejstev lahko zdaj induciramo involucijo tu-
di v algebrah obeh podprostorovJég injgyalln sicer takole
Bodi A) poljuben element algebre /# (). Raz¥irimo
ga s poljubnim elementom A" iz algebre 4 (5°) na ves pro-
stor /A, tako, da je
A = Aé(}?A“ .
Dobljeni operator A zapisimo v obliki
A= AP + A(T - P) ,
in ga involutoritno preslikajme v
AV =4'P+ AT -DP) .
Potem naj bo Aé” operator, ki ga dobimo iz operm torja A P,
ce omejimo njegovo definicijsko obmocéje le na podprostor Ei;
In analogno je An” operator, ki ga dobimo iz AY(T - P) ’
g2 wmejimo njegovo definicijsko obmodje le na podprastorigh}
Potemtakem lahko zopet zapisgemo
A =A@ a
Z opisanim postopkom dobljena slika Aéx operatorja

A2

2 je seveda enolidno dolodena. Vzemime namrec¢, da smc ope-
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retor Al razdirili nes ves prosbor na dva razlléna nadini

A=ASEA" = AP + A(I - P) in B = AL EB" = BP + B(I ~ P),

Farll

{..f,','l )a Ce

in 2" dva razlidna operaiorja Lz,

4
pifemo poljuben x£.4 v obliki
X =y v 2
kjcr je yeﬁfi;in 7€ /5y mora veljati
APx = APy = Aéy = BPy = BPx ,
kar pomeni, da je
AP = BP , torej tudi A™® = B'r .
Enako se moremo tudli prepricfati, da se tako defimirana
preslikava v obeh algebrah A (B/) in A/ (&) res pokorava
vsem lastnostim (1), (2), (3) in (4), ki kavekterizirajc
involucljc in polnoregularno normo:
Ker smo za dvodimenzionalni primer Ze dokszali, eksi-—
stira potemtakem v algebld,£ (Eﬁ) vsa] en unitarni opera-

tor U; tako, da velja

g %

3" g = U*_U%"‘ =I5 in b= TUja

U

4duj je torej le Se vrrasSanje, Ce moremo ta unitaral
operator Ué razSiriti v neki unitarai opzrator nad vsem
prustorom B .
Pa ga rozglrimo takole
U= Ué & I" .
Potem je
U=y @ I,
in kor lanko dizrazimo veek vektor x&.J: kut vsotu

XZ‘:)T+'Z. ]



" 40 Py
kjer je y-fr_*:ip z ¢ A dobime
U'Ux = U'O(y+z) = U (Upy + I"z) = Uh Upy + I"Ivz =

= Ily ¢+ I"z =y 4+ 8 - X »

0dtod pa sklepamo, da je U'U =1 in podobno bi dobili,
da je tudl UU”:=T. Konstruirani operator U je torej res
uniteren dn dedatna hipeteza je dokazana tudl v splosnem

PYIMmerUa



Pri nasi raziskavi smo se omejili na primer kompleks-
nega Banachovega prostora. Vendar se lahko brZ prepricamo,
da je rezultat veljaven tudi za realen Banéchov prostor.

V ta namen je treba le ponoviti celotni premislek za real-
ni primer, seveda z ustreznimi "realnimi" modifikacijami.
Pri tem se pokaZe, da je vsak unitarni operator v dvodimen-
zionalnem realnem Banachovem prostoru 3‘2 reprezenti-

> z matriko oblike

" in w
U2=/cos ,sn)z\,
l\ --sinf(p s COS }‘)

ki predstavl ja navadno rotacijo.
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