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Članek povzema predavanje na 42. Posvetovanju o metalurgiji in kovinskih gradivih i/ Portorožu 3. 
oktobra 1991, v katerem je avtor na kratko predstavil svoje magistrsko delo, izdelano v okviru Akcije 
2000 novih raziskovalcev. 

The author's M aster Thesis was presented on the 42nd Colloquium on Metali urgy in Portorož at 
October 3 rd 1991. The Thesis was developed at the Institute of Metals and Technologies under the 
program "2000 New Researchers" and it is shortly resumed in this article. 

1 Uvod 

E n o n a j z a n i m i v e j š i h p o d r o č i j v m a t e m a t i k i j e g o t o v o teorija 
grafov. Z d i s e , d a j e z e l o m a l o z n a n a z u n a j s r e n j e m a t e m -
a t i k o v , z a r a z l i k o o d k l a s i č n e m a t e m a t i k e ( k a m o r s p a d a j o 
n p r . a n a l i z a r e a l n i h f u n k c i j , k l a s i č n a a l g e b r a , d i f e r e n -
c i a l n i i n i n t e g r a l n i r a č u n i t d . ) , o k a t e r e " u p o r a b n o s t i " n e 
g r e d v o m i t i . P a v e n d a r j e m o ž n o r e z u l t a t e t e o r i j e g r a f o v 
u p o r a b i t i n a v r s t i k o n k r e t n i h p r o b l e m o v . R a z l o g z a n e p o z -
n a v a n j e j e d e j s t v o , d a j e t e o r i j a g r a f o v r a z m e r o m a m l a d a 
m a t e m a t i č n a d i s c i p l i n a , k i s e j e n a š i r o k o r a z v i l a š e l e v t e m 
s t o l e t j u , p r e d v s e m p o I I . s v e t o v n i v o j n i . U v r š č a m o j o v 
diskretno m a t e m a t i k o , t j . t i s t i d e l m a t e m a t i č n i h r a z i s k a v , k i 
s e u k v a r j a s končnimi m n o ž i c a m i . Z a p r i m e r j a v o p o v e j m o , 
d a j e k l a s i č n a a n a l i z a f u n k c i j z a s n o v a n a n a m n o ž i c i r e a l n i h 
š t e v i l , k i j o k o n s t r u i r a m o i z m n o ž i c e n a r a v n i h š t e v i l , o b e p a 
s t a n e s k o n č n i . V d i s k r e t n o m a t e m a t i k o s p a d a j o m e d d r u g i m 
t u d i a b s t r a k t n a t e o r i j a a l g o r i t m o v , p r o g r a m s k i h j e z i k o v in 
f o r m a l n i h j e z i k o v n a s p l o h t e r t e o r e t i č n o r a č u n a l n i š t v o . 

P r e d m e t o b r a v n a v e t e o r i j e g r a f o v j e a b s t r a k t n i p o j e m 
g r a f a . Graf j e u r e j e n p a r G — ( V , E), p r i č e m e r j e 

l ' p o l j u b n a n e p r a z n a k o n č n a m n o ž i c a , k a t e r e 
e l e m e n t e i m e n u j e m o točke g r a f a ; 

E p o l j u b n a m n o ž i c a ( n e u r e j e n i h ) p a r o v t o č k iz 
\ , k i j i m r e č e m o povezave. 

Č e s t a n p r . t/ , r £ l ' t o č k i g r a f a G in {u, c } G E p o v e z a v a 
v G , p o t e m j o n a k r a t k o o z n a č i m o k a r z u v in r e č e m o , d a 
veže t o č k i u i n v. S e v e d a j e vu i s t o k o t uv. Č e j e uv 
p o v e z a v a g r a f a G , p r a v i m o , d a s t a s i t o č k i u in v sosedni. 
P r i m e r g r a f a s e n a h a j a n a s l i k i 1. T o č k e s o n a r i s a n e k o t 
k r o ž c i , p o v e z a v e p a k o t č r t e , k i v e ž e j o k r o ž c e . 

K a j l a h k o p o č n e m o z. g r a l i ? N a t e h a b s t r a k t n i h o b j e k -
t ih je m o ž n o d e f i n i r a t i z e l o v e l i k o r a z n i h l a s t n o s t i . T i p i č e n 
p r o b l e m j e p o i s k a l i n e k i g r a f al i k a r v s e g r a f e , k i u s t r e z a j o 
t e m in o n i m l a s t n o s t i m . V p r a k s i o b i č a j n o p r i d e m o d o o p t i -
m i z a c i j s k e g a p r o b l e m a , k o t k a ž e n a s l e d n j i p r i m e r : t r g o v s k i 
p o t n i k m o r a n a n e k e m o b m o č j u ( k i i m a c e s t n o o m r e ž j e ) 
o b i s k a t i d o l o č e n o š t e v i l o s t r a n k . K a k o n a j t o n a r e d i , d a 
bi si p r i h r a n i l č i m v e č p r e v o ž e n i h k i l o m e t r o v in č a s a ? 
P r o b l e m l a h k o a b s t r a h i r a m o t a k o , d a s t r a n k e p r o g l a s i m o 
z a " t o č k e " n e k e g a " g r a f a " , c e s t n e z v e z e m e d s t r a n k a m i p a 
z a " p o v e z a v e " . V s a k i " p o v e z a v i " p r i r e d i m o n e k o š t e v i l o 
( " d o l ž i n o " ) , k i j e d e j a n s k o d o l ž i n a u s t r e z n e c e s t e . Z a tr-
g o v s k e g a p o t n i k a m o r a m o t e d a j n a j t i " o b h o d " , k a t e r e g a 

Figure 1. An example of a graph. 

s k u p n a " d o l ž i n a " b o n a j m a n j š a m o ž n a p r i p o g o j u , d a g r e 
s k o z i v s a k o " t o č k o " . P o j m e , k i s o o p r e m l j e n i z n a r e k o -
v a j i , l a h k o p o v s e m p r e c i z n o d e f i n i r a m o . N a t a n a č i n s m o 
f o r m u l i r a l i a b s t r a k t n i p r o b l e m , k i m u v m a t e m a t i k i r e č e m o 
problem trgovskega potnika (angl. the travelling salesman 
problem). O b s t a j a p a š e m n o g o d r u g i h p r o b l e m o v , k i j i h 
l a h k o r e š u j e m o v o k v i r u t e o r i j e g r a f o v . 

2 Magistrsko delo 

Pr i i z d e l a v i m a g i s t r s k e g a d e l a j e i m e l a v t o r d v a m o t i v a . 
N a j p r e j p o v e j m o š e e n k r a t , d a j e v s a k g r a f n a t a n k o d o l o č e n 
z d v e m a m n o ž i c a m a : m n o ž i c o t o č k in m n o ž i c o p o v e z a v . 
V m a t e m a t i k i j e z e l o p o g o s t a m e t o d a z a m e n j a v e v l o g e e l e -
m e n t o v d v e h m n o ž i c m e d s e b o j . V t e o r i j i g r a f o v s e l a h k o 
v p r a š a m o n a s l e d n j e : a l i p r i d a n e m g r a f u G = ( V , E) o b -
s t a j a g r a f L(G), k i b i i m e l E z a m n o ž i c o t o č k , V p a z a 
m n o ž i c o p o v e z a v ? O d g o v o r j e p o z i t i v e n , v e n d a r v l o g i t o č k 
in p o v e z a v ni m o g o č e p o v s e m z a m e n j a t i . T u k a j n e m o r e m o 
n a t a n č n e j e r a z l o ž i t i , k a j t o p o m e n i , p o v e j m o le , d a j e t r e b a 
p o l e g s o s e d n o s t i t o č k d e f i n i r a t i š e s o s e d n o s t p o v e z a v . G r a f u 
L(G) rečemo graf povezav grafa G in je z G popolnoma 
d o l o č e n . N e k a t e r e l a s t n o s t i g r a f a G s e o h r a n i j o t u d i v 
L(G). Š e b o l j z a n i m i v a j e o b r a t n a p o t : r a z i s k o v a t i t i s t e 
l a s t n o s t i g r a f a L(G), k i j i h l a h k o n a j d e m o t u d i v G , n e d a 



b i š t u d i r a l i s t r u k t u r o g r a f a G. T a p o s t o p e k p r i d e d o i z r a z a 
t a k r a t , k a d a r j e L(G) z a o b r a v n a v o " e n o s t a v n e j š i " o d G. 

D r u g i m o t i v j e v r a č u n a n j u k a r a k t e r i s t i č n i h š t e v i l , k i j i h 
p r i r e d i m o g r a f o m . V s p l o š n e m l a h k o k a r a k t e r i s t i č n a š t e v i l a 
p r i r e j a m o m n o g i m m a t e m a t i č n i m p o j m o m . N p r . v s a k i 
m n o ž i c i p r i r e d i m o n j e n o moč, t j . š t e v i l o e l e m e n t o v , k i j i h 
v s e b u j e * , v s a k i o d v c d l j i v i f u n k c i j i p a o d v o d v d a n i t o č k i , 
a l i i n t e g r a l n a d o l o č e n e m i n t e r v a l u , i tn . 

Slika 3. Graf s Hamil tonovim ciklom in graf brez njega. 

Figure 3. A graph u-ith hamil tonian cycle and a graph without it. 

g r a f a G g r a f p o v e z a v L(G). N a i s t i n a č i n l a h k o iz L(G) 
n a r e d i m o n j e g o v g r a f p o v e z a v L(L(G)) — L~(G), i tn . 
R e z u l t a t t e g a p r o c e s a j e c e l o z a p o r e d j e g r a f o v p o v e z a v 

Slika 2. Dva grafa. 

Figure 2. Two graphs. 

G r a f u l a h k o p r i r e d i m o š t e v i l o n j e g o v i h t o č k a l i p a 
š t e v i l o p o v e z a v . V s a ta š t e v i l a s o n e d v o u m n o d o l o č e n a 
in n e o d v i s n a o d k o n k r e t n e p r e d s t a v i t v e o b j e k t a . K a j t o 
p o m e n i , b o m o p o j a s n i l i p r i g r a f i h . Z a d a n i g r a f n i p o m e m -
b n o , k a j s o n j e g o v e t o č k e , m a r v e č l e , k a k o s o t o č k e 
p o v e z a n e . T o se p r a v i , d a i m a m o l a h k o n a r a z l i č n i h 
m n o ž i c a h t o č k i s t i g r a f , i n z a v s a k o " i m p l e m e n t a c i j o " g r a f a 
j e š t e v i l o t o č k e n a k o . Z a r a d i t e g a r e č e m o k a r a k t e r i s t i č n i m 
š t e v i l o m invariante. N p r . š t e v i l o p o v e z a v d a n e g a g r a f a 
j e n j e g o v a i n v a r i a n t a . I n v a r i a n t a s a m a š e n e d o l o č a o b -
j e k t a p o v s e m n a t a n k o . N a s l i k i 2 s t a n a r i s a n a d v a g r a f a , 
k i i m a t a e n a k o š t e v i l o t o č k in e n a k o š t e v i l o p o v e z a v , p a 
k l j u b t e m u n i s t a e n a k a . Z a n i m i v o b i b i l o v e d e t i , al i o b -
s t a j a k o n č n a m n o ž i c a i n v a r i a n t , k i b i n a t a n k o d o l o č a l a v s a k 
g r a f . T a t r d i t e v d o s e d a j š e n i n i t i d o k a z a n a n i t i o v r ž e n a . 
C e b i b i l a d o k a z a n a , b i t o p o m e n i l o , d a i m a m o k o n č n o 
m n o g o ( r e c i m o 1 1 3 4 ) i n v a r i a n t in v s a k g r a f b i b i l d o l o č e n 
s t i s o č s t o š t i r i i n t r i d e s e t i m i n a r a v n i m i š t e v i l i . Z d i s e , d a j e 
d o t a k e m n o ž i c e i n v a r i a n t t e ž k o p r i t i , č e j e t o s p l o h m o g o č e . 
K l j u b t e m u p a v s a k a i n v a r i a n t a v s a j n e k a j p o v e o d o l o č e n e m 
g r a f u . 

E n a o d g r a f o v s k i h i n v a r i a n t s e i m e n u j e hamiltonski in-
deks, p r e d n j e g o v o d e f i n i c i j o p a p o t r e b u j e m o š e e n p o j e m . 
P o g r a f u G s e l a h k o " s p r e h a j a m o " t a k o , d a se p o s t a v i m o 
v n e k o t o č k o x , g r e m o p o p o v e z a v i .rt/ d o t o č k e y , i tn . 
Hamiltonov obhod (ali tudi Hamiltonov cikel) je tak ob-
h o d v G , ki s e z a č n e in k o n č a v is t i t o č k i t e r g r e s k o z i 
v s a k o t o č k o n a t a n k o e n k r a t * . N e k a t e r i g r a f i p o s e d u j e j o 
e n e g a a l i c e l o v e č H a m i l t o n o v i h c i k l o v ( g l e j l e v i g r a f n a 
s l i k i 3 , H a m i l t o n o v c i k e l j e o z n a č e n s p u š č i c a m i ) , n e k a t e r i 
p a n o b e n e g a ( d e s n i g r a f n a is t i s l i k i ) . N a r e d i m o z d a j iz 

G = L°(G), L(G) = L1 (G), L2(G). ( D 

I z k a ž e s e , d a z a s k o r a j v s e g r a f e G ( r a z e n n e k a j t r i v i a l -
n i h i n n e z a n i m i v i h p r i m e r o v ) o b s t a j a v z a p o r e d j u ( 1 ) v s a j 
e n t a k g r a f , k i v s e b u j e H a m i l t o n o v c i k e l . N a j m a n j š i j i , 
z a k a t e r e g a Ln(G) v s e b u j e H a m i l t o n o v c i k e l , i m e n u j e m o 
hamiltonski indeks grafa G. O tej invarianti je zelo malo 
z n a n e g a ; v s p l o š n e m j o j e z e l o t e ž k o i z r a č u n a t i . P r e o s t a n e 
n a m , d a s k u š a m o d o b i t i z g o r n j e i n s p o d n j e m e j e z a h a m i l -
t o n s k i i n d e k s , k i s e i z r a ž a j o z d r u g i m i , l a ž e i z r a č u n l j i v i m i 
g r a f o v s k i m i i n v a r i a n t a m i . V m a g i s t r s k e m d e l u j e a v t o r u s -
p e l n a j t i n e k a j n o v i h i n u č i n k o v i t i h o m e j i t e v . N a p i s a n i s o 
t r i j e č l a n k i i n p o s l a n i v o b j a v o v d v e t u j i m a t e m a t i č n i r e v i j i . 

"Mimogrede pove jmo, da tudi neskončnim množicam pr i re jamo 
moč : množica vseh naravnih števil ima m o č števne neskončnosti 
(označeno z N 0 . tj. hebre jsko črko "a le f " z indeksom 0), množica 
vseh realnih števil pa ima moč kont inuuma (N, "a le f" brez indeksa). 
Simbola N0 in K predstavljata dva primera t.i. tninsfinitiuh števil. 

' W . R. Hamilton je znani angleški matematik iz prejšnjega stoletja. 


