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Hamiltonski indeks grafa

The hamiltonian index of a graph

M. Lovreci¢ Sarazin, /nstitut za kovinske materiale in tehnologije, Lepi pot 11, Ljubljana

(lanek povzema predavanje na 42. Posvetovanju o metalurgiji in kovinskih gradivih v PortoroZu 3.
oktobra 1991, v katerem je avtor na Kratko predstavil svoje magistrsko delo, izdelano v okviru Akcije

2000 novih raziskovalcev.

The author's Master Thesis was presented on the 42™ Colloquium on Metallurgy in PortoroZ at

October 3™ 1991. The Thesis was developed at the Institute of Metals and Technologies under the
program ‘2000 New Researchers™ and it is shortly resumed in this article.

1 Uvod

Eno najzaninmvejdih podrodij v matematiki je gotovo teorija
grafov. Zdi se, da je zelo malo znana zunaj srenje matem-
atikov, za razliko od Klasiéne matematike (kamor spadajo
npr. analiza realnih funkci), Klasicna algebra, diferen-
cialni in integralni racun itd.), o Katere “uporabnosti” ne
gre dvomiti. Pa vendar je moZno rezultate teorije grafov
uporabiti na vrsti konkretnih problemov. Razlog za nepoz-
navanje je dejstvo, da je teorija grafov razmeroma mlada
matematiéna disciplina, Ki se je na Siroko razvila Sele v tem
stoletju, predvsem po IL. svetovni vojni. UvrSéamo jo v
diskretno matematiko, tj. tisti del matematicnih raziskav, ki
se ukvarja s koncdnimi mnoZicami. Za primerjavo povejmo,
da je klasicna analiza funkeij zasnovana na mnoZici realnih
Stevil, Ki jo Konstruiramo iz mnoZice naravnih Stevil, obe pa
sta neskonéni. V diskretno matematiko spadajo med drugim
tuch abstraktna teorija algoritmov, programskih jezikov in
formalnih jezikov nasploh ter teoretiéno racunalnidtvo.

Predmet obravnave teonje grafov je abstrakini pojem
grafa. Graf je urcjen par (¢ = (V' ), pri Cemer je

v poljubna neprazna konéna mnoZica, Katere
clemente imenujemo focke grafa;
E poljubna mnoZica (neurejenih) parov tock 1z

17, Ki jim redemo porvezave.

Cestanpr. u, v € | tofki grafa & in {u, v} € E povezava
v (5, potem jo na Kratko oznacimo Kar z uv in reemo, da
veZe tofki u in v. Seveda je vu isto kot uv. Ce je uv
povezava grafa (7, pravimo, da sta si todki u in v sosedni.
Primer grafa se nahaja na shiki 1. Tocke so narisane Kol
kroZei, povezave pa kot &rte, ki vezejo KroZee.

Kaj lahko pocénemwo z grafi? Na teh abstrakinib objek-
tih je moZzno defimirati zelo veliko raznih lastnosti. Tipicen
problem je poiskati ncki graf ali Kar vse grafe, Ki ustrezajo
tem in onim lastnostim. V praksi obicajno pridemo do opti-
mizacijskega problema, kot kaZze naslednji primer: trgovski
potnik mora na nekem obmodcju (Ki ima cestno omrezje)
obiskati dolo¢eno Stevilo strank. Kako naj to naredi, da
bi st pnhranil ¢im veé prevoZenih Kilometrov in Casa?
Problem lahko abstrahiramo tako, da stranke proglasimo
za “tocke" nekega “grafa”, cestne zveze med strankani pa
za “povezave. Vsaki “povezavi” priredimo neko Stevilo
(“dolzino™), ki je dejansko dolZina ustrezne ceste. Za tr
govskega polnika moramo tedaj najti “obhod"”, Katercga

Stika 1. Pnimer grafa,
Figure 1. An example of a graph.

skupna “dolZina" bo najmanjia moZna pri pogoju, da gre
skozi vsako “1ofko”. Pojme, ki so opremljeni z nareko-
vaji, lahko povsem precizno definiramo. Na ta nacin smo
formulirali abstraktni problem, ki mu v matematiki reCemo
problem trgovskega potnika (angl. the travelling salesman
problem). Obstaja pa S¢ mnogo drugih problemov, ki jih
lahko reSujemo v okviru teorije grafov.

2 Magistrsko delo

Pri izdelavi magistrskega dela je imel avtor dva motiva.
Najprej povejmo Se enkrat, da je vsak graf natanko dolocen
z dvema mnoZicama: mnoZico to¢k in mnoZico povezav.
V matematiki je zelo pogosta metoda zamenjave vloge cle-
mentov dveh mnoZic med seboj. V teoriji grafov se lahko
vprasamo naslednje: ali pri danem grafu G = (V, E') ob-
staja graf L((7), ki bi imel £ za mnoZico 1ok, V' pa za
mnoZico povezav? Odgovor je pozitiven, vendar viogi tofk
in povezav ni mogoce povsem zamenjati. Tukaj ne moremo
natanéneje razloziti, kaj to pomeni, povejmo le, da je treba
poleg sosednosti tock definirati Se sosednost povezav. Grafu
L{() re¢emo graf povezav grafa (i in je z (5 popolnoma
dolocen. Nekatere lastnosti grafa (¢ se ohranijo tudi v
L((7). Se bolj zanimiva je obratna pot; raziskovati tiste
lastnosti grafa L((), ki jih lahko najdemo tudi v G, ne da
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bi Studirali strukturo grafa (. Ta postopek pride do izraza
takrat, kadar je L((r) za obravnavo “enostavnejsi” od (7.

Drugi motiv je v ratunanju karakteristi¢nih Stevil, ki jih
priredimo grafom. V sploSnem lahko Karakteristiéna Stevila
prircjamo mnogim matemati¢nim pojmom.  Npr.  vsaki
mnozici priredimo njeno mod, tj. Stevilo elementov, Ki jih
vsebuje®, vsaki odvedljivi funkceiji pa odvod v dani tocki,
ali integral na dolofenem intervalu, itn.

4

Shika 2. Dva grafa,

Figure 2. Two graphs.

Grafu lahko priredimo Stevilo njegovih tofk ali pa
Stevilo povezav. Vsa ta Stevila so nedvoumno dolocena
in neodvisna od Konkretne predstavitve objekta. Kaj to
pomeni, bomo pojasnili pn grafih. Za dani graf m pomem-
bno, kaj so njegove tocke, marved le, kako so tofke
povezane. To se pravi, da imamo lahko na razli¢nih
mnoZicah tock isti graf, in za vsako “implementacijo” grafa
je Stevilo 108k enako. Zaradi tega reCemo karakteristicnim
Stevilom invariante. Npr. Stevilo povezav danega grafa
je njegova mvarianta. Invarianta sama Se ne dolofa ob-
jekta povsem natanko. Na sliki 2 sta narisana dva grafa,
Ki imata enako Stevilo 1ok in enako Stevilo povezav, pa
kljub temu nista enaka. Zanimivo bi bilo vedeti, ali ob-
staja kon¢na mnoZica invariant, ki bi natanko dolo¢ala vsak

raf. Ta trditev do sedaj Se ni niti dokazana niti ovrZena.
gc bi bila dokazana, bi to pomenilo, da imamo Konino
mnogo (recimo 1134) invariant in vsak gral bi bil doloen
s tiso¢ stoStiriintridesetimi naravoimi Stevili. Zdi se, da je
do take mnoZice invariant teZko priti, e je to sploh mogoce.
Kljub temu pa vsaka invarianta vsaj nekaj pove o dolofenem
grafu.

Ena od grafovskih invariant se imenuje hamiltonski in-
deks, pred njegovo definicijo pa potrebujemo Se en pojen.
Po grafu (& se lahko “sprehajamo” tako, da se postavimo
v neko tocko r, gremo po povezavi ry do tocke y, itn
Hamiltonov obhod (ali wdi Hamiltonov cikel) je tak ob-
hod v (7, ki se zafne in Konda v isti 10&Ki ter gre skozi
vsako todko natanko enkrat!. Nekateri grafi posedujejo
encga ali celo ve¢ Hamiltonovih ciklov (glej levi grafl na
sliki 3, Hamiltonov cikel je oznaCen s puscicami), nekatert
pa nobenega (desni graf na isti sliki). Naredimo zdaj iz

*Mimogrede poveymo. da tudi neskondmim maoZicam pnrejamo
moc: mnozica vseh naravnih Stevil ima mol Stevne neskonénosti
(oznateno z Ny, 1) hebrejsko &rko “alef™ z indeksom 0). mnoZica
vaeh realnih Stevil pa ima mod kontinuuma (X, “alef™ brez indeksa),
Simbola By in ® predstavijata dva primera Vi, fransfintni Stevil,

W, R. Hamilton je znani angleski matematik 1z prejingega stoletja,
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Slika 3. Graf s Hamiltonovim ciklom in graf brez njega.

Figure 3. A graph with hamiltonian cycle and a graph without it

grafa G graf povezav L((7). Na isti na¢in lahko iz L(()
naredimo njegov graf povezav L(L((7)) = L*(G), .
Rezultat tega procesa je célo zaporedje grafov povezav

G = LYG), L(G) = LNG), L*(G).. (1)

IzkaZe se, da za skoraj vse grafe (& (razen nekaj trivial-
nih in nezanimivih primerov) obstaja v zaporedju (1) vsa
en tak graf, ki vsebuje Hamiltonov cikel. Najmanjsi n,
za katerega L"(() vsebuje Hamiltonov cikel, imenujemo
hamiltonski indeks grafa ;. O tej invarianti je zelo malo
znanega; v splosnem jo je zelo teZko izraCunati. Preostane
nam, da skuSamo dobiti zgornje in spodnje meje za hamil-
tonski indeks, ki se izraZajo z drugimi, laZe izraCunljivimi
grafovskimi invariantami. V magistrskem delu je avior us-
pel najti nekaj novih in uéinkovitih omejitev. Napisani so
trije ¢lanki in poslani v objavo v dve i matematiéni reviji.



