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V clanku opiSemo izpeljavo enacbe KdV iz osnovnih hidrodinamskih enacb in prika-
zemo reSevanje enacbe ob predpostavki potujocega vala, najprej za lokalizirano, nato pa
Se za periodi¢no resitev.

ON THE KORTEWEG-DE VRIES EQUATION

We derive the KdV equation from the basic equations of hydrodynamics and solve the
equation under the assumption of a traveling wave, first in the case of localized solution
and then in the case of periodical solution.

Uvod

Enacbo Korteweg-de Vries (KdV) za neznano funkcijo u, spremenljivk x in
t, zapiSemo kot
up — 6uly + Uggr = 0, (1)

kjer podpisana koordinata predstavlja parcialni odvod. Zgornjo enacbo je
leta 1877 prvi zapisal Joseph Valentin Boussinesq, 1895 pa Se Diederik Kor-
teweg in Gustav de Vries. Vsi trije so Studirali valove v plitvi vodi, pojasniti
pa so hoteli zanimiv pojav potujocega vala na vodni povrsini, ki ob poto-
vanju po kanalu/re¢ni strugi ohranja svojo obliko, za razliko od obi¢ajnega
vala, katerega oblika se scasoma razleze ali pa se zlomi.

Pojav je pred tem v kanalu Union med Falkirkom in Edinburghom leta
1834 prvi opazil 8kotski inzenir John Scott Russell in ga potem tudi poustva-
ril v za to zgrajenem kanalu. Val, ki ohranja obliko, je imenoval translacijski
val, poleg tega pa je izmeril, da je hitrost vala sorazmerna njegovi visini. Do-
datna presenecenja so sledila pri eksperimentih z ve¢ translacijskimi valovi.
Translacijski valovi ne interagirajo, temve¢ v nespremenjeni obliki zapustijo
trk. Interakcija med valovi se razkrije le z zamikom glede na polozaj, ki
bi ga val imel, ¢e bi se gibal s konstantno hitrostjo. Kasneje se je takih in
podobnih valov prijelo tudi ime solitonski valovi oziroma krajse solitoni.
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O enacbi Korteweg-de Vries
Na spodnji sliki je prikazan primer trka dveh solitonskih valov v primeru,

ko hitrejsi (vecji) dohiti pocasnejSega (manjsega), kjer lepo vidimo zamik v
polozajih po trku.

M 7“ J\/l\“ Ai
’ x ’ T ) T

Slika 1. Primer trka dveh solitonskih valov. Na zgornjih slikah sta prikazana solitonska
vala ob nekaj razlicnih casih pred trkom in po njem, na spodnjem delu pa polozaj obeh
valov v odvisnosti od ¢asa.

V clanku si ogledamo izpeljavo in osnovne resitve enacbe KdV. V dru-
gem poglavju opisemo izpeljavo iz osnovnih ena¢b hidrodinamike, v tretjem
poglavju pa izpeljemo resSitev za solitonski val in opiSemo njemu sorodno

periodi¢no resitev, t. i. cnoidni val.

22-29 23



Timotej Lemut
Izpeljava enacbe KdV

Obravnavamo ravninski val z valovno dolzino A, ki je veliko ve¢ja od globine
mirujoce tekocine h. Poleg A > h naj velja Se a < h, kjer je a amplituda
valovanja. Val z oznacenimi koli¢inami in koordinatnimi osmi je prikazan
na spodnji sliki. Ce majhne parametre, ki se bodo pojavili pri opisu dolgo-
valovnih valov v plitvi vodi, povsem zanemarimo, dobimo za odmik gladine
od ravnovesne viSine valovno enac¢bo. Izkaze se, da je enacba KdV naslednja

v razvoju po malih koli¢inah, ki jih sre¢amo pri opisu takih valov. Za¢nemo

Z A

v

Slika 2. Obravnavan ravninski val z oznacenimi osmi in relevantnimi parametri h, A in
a.

z osnovnimi enacbami hidrodinamike. Veljata ohranitvi mase in gibalne
kolicine,

pt+ V- (pv) =0, (2)

p(vi+(v-V)v)=-Vp+f, (3)

kjer je p gostota tekocine, v hitrost, p tlak, f pa oznacuje zunanje sile. Dalje

predpostavimo, da je tekoCina nestisljiva in brezvrtin¢na,

V-v=0,
V xv=0.

Druga predpostavka nam dovoli, da hitrost opiSemo s potencialom ¢, tako

da je v = V¢. Skupaj z zahtevo po nestisljivosti iz enacbe (2) sledi
Vip = 0. (4)
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V tem priblizku doloca hitrostni potencial samo robni pogoj, hkrati pa mora
reSitev ustrezati Se enacbi (3). Robni pogoj za hitrostni potencial sledi iz
zahteve, da je na meji med tekoc¢ino in dnom hitrost teko¢ine lahko samo
tangentna na mejo. Tako pri z = 0 velja ¢, = 0. Povrsino vala opiSemo s
funkcijo z = h + n(z, t), tako da na povrsju velja ¢, = n + 7z

Enacba (3) mora veljati tudi na povrsju, kjer je tlak enak ni¢. Za zunanjo

silo f vstavimo gravitacijsko silo f = —pge,. Upostevamo Se identiteto
(v-V)v =3V(v?) — v x (V x v) in dobimo
¢+ 5(83+¢2) +gn =0, pri z=h+n(zt), (5)

kjer smo irelevanten konstantni ¢len gh kar izpustili.

Enacbi (4) in (5) torej opisujeta gibanje nestisljive teko¢ine na brezvr-
tin¢en nacin. Upostevaje, da je tako gibanje mozno v dolgih plitvih valovih,
lahko problem v nadaljnjem preoblikujemo v ena¢cho KdV. Vpeljemo brez-

dimenzijske koordinate, ¢as in potencial:

t\/gh h
x—>§, z—>i, t—>—g, 77—>ﬂ, o — ¢ .
A h A a aiv/gh
Laplaceova enacba tako postane:
5¢CE$ + ¢zz = 07

robni pogoji pa so:

pri z=14en: ¢, =0d(m+ engp,) in (6)
b1+ 5e(d + 562) +1 =0 (7)
pi z=0: ¢,=0. (8)

V zgornjih enacbah se pojavita dva brezdimenzijska parametra
§=(h/N?* in e=a/h,

ki sta po predpostavki oba majhna.
Hitrostni potencial razvijemo okoli z = 0 in ga z upostevanjem Laplace-

ove enacbe (4) zapiSemo v obliki:

24
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kjer je f(x,t) := ¢(x,0,t) hitrostni potencial pri z = 0.

Prepricajmo se najprej, da v primeru, ko € in § povsem zanemarimo, res
dobimo valovno enacbo. Razvoj (9) vstavimo v robna pogoja na gladini (6)
in (7) ter ohranimo koli¢ine, v katerih € in ¢ ne nastopata. Dobimo enacbi
fee + ¢ = 0in fr + 71 = 0, ki ju lahko preoblikujemo v valovno enacbo
z enako brezdimenzijsko hitrostjo tako za f, kot tudi n. Pri razvoju do

nictega reda v € in ¢ torej velja

J:=mn in (10)
Nz + e = 0. (11)

Za odmik gladine od ravnovesne viSine n smo res dobili valovno enacbo
(11). Zaradi (10) pri razvoju do naslednjega reda v € oziroma ¢ uporabimo
nastavek
fe =n+eF(x,t) + 0G(x,t), (12)
za neki funkciji F' in G. Iz razvoja do nic¢tega reda sledi Se, da se odvoda po
kraju in po Casu funkcije 1 oziroma f, razlikujeta Sele v prvem redu € in 6.
Tako za funkciji F' in G, ki vedno nastopata skupaj z € oziroma §, v prvem
redu velja F,, = —F; in G, = —G4.
Sedaj zapiSsemo enacbi robnega pogoja na gladini (6) in (7) do prvega
reda v € in §. Drugo enacbo robnega pogoja (7) Se odvajamo po z, tako

da lahko uporabimo nastavek (12), s katerim se znebimo f,. Dobimo dve

enacbi
1)
Mo+ €F% + 0G + 10 = Sl — 2670, (13)
1)
Nz + e + GFt + (5Gt - inasart — €Nz, (14)

kjer zapisujemo le ¢lene do prvega reda v € in §. Zgornji enacbi odstejemo in
ker parametra € in § nastopata neodvisno, dobimo dve enacbi, eno za F' in
eno za . Upostevamo Se zvezo med odvodom po kraju in po ¢asu in tako
dobimo izraza za vsako od funkcij: F' = —%772 inG= %nm, ki ju uporabimo
v eni od enacb (13) oziroma (14) in dobimo enacbo KdV za n(zx,t), odmik

gladine od ravnovesne visine,

3¢ )
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Zgornjo enacbo lahko preoblikujemo v (1), tako da se z x — x — t najprej
premaknemo v drug koordinatni sistem in se s tem znebimo ¢lena s prvim
odvodom po z, nato pa Se spremenimo koeficiente pred posameznimi ¢leni

s skaliranjem n — —g—‘zn int— gt.
Resitve enacbe KdV

Nizozemska matematika sta v svojem ¢lanku zapisala tudi reSitev enacbe
KdV, ki opisuje solitonski val, ter periodi¢no resitev, ki sta jo poimenovala
cnoidni val.

Obe resitvi dobimo z nastavkom za potujoci val, u(z,t) = f(x — ct).
Enacba KdV (1) tako postane

_Cf/ + fl/l o 3(f2)/ — 0,

kjer opuscaj nakazuje na odvod po spremenljivki £ = x — ct. Po enkratni
integraciji po & ter nato Se eni integraciji po £ z integrirajocim faktorjem f’
dobimo izraz

S =F(f), (15)
kjer smo oznacili F(f) = A+ Bf + %cf2 + f3.

V primeru, da i§¢emo lokalizirano resitev, postavimo A in B na ni¢, saj
morajo f, f’, " — 0 za || — oco. Zgornjo enacbo nato Se enkrat integriramo

po £ in dobimo
c

_QCosh2 <§ (€ — x0)> ’

kjer je zg poljubna integracijska konstanta, predstavlja pa polozaj vala ob

f(&) = (16)

casu t = 0. Dobili smo izraz za solitonski val, ki ga je prouceval Russell.
Kot vidimo, ima hitrejsi val res ve¢jo amplitudo. S takim nastavkom lahko
opiSemo le en lokaliziran val. Za reSitev, ki bi na primer opisala trk dveh
takih valov, bi bilo treba zZe pri zacetnem nastavku ubrati drugacen pristop.

V primeru, da pri zgornjem nastavku ne zahtevamo lokaliziranega potu-
jocega vala, ampak le to, da je reSitev omejena, moramo natancéneje prouciti
funkcijo F'(f). Najprej opazimo, da vrednosti konstant A in B dolocata po-

lozaj nicel, neodvisno od njiju pa velja F' — +o00, ko f — +o00. Glede na
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stevilo in relativen polozaj nicel imamo tako 6 razlicnih moznosti za F(f).
Ce si jih nariSemo, lahko sklepamo, da mora imeti za periodi¢no resitev
funkcija F'(f) tri realne nicle, ki jih oznac¢imo od najvecje do najmanjse s
f1 > fo > f3. Zgornja enacba (15) je tako enaka

SV = (= P = RIS~ ). (1)
Za f uporabimo nastavek f = f3 4 (f2 — f3)sin? 6, enacba pa postane
ne  Ni—fs (. fo—Jfs . o
(0 = 5 <1 fl_f3s1n 9>.

Sedaj lo¢imo spremenljivki in pointegriramo obe strani enac¢be

£ 1 [ o’
[ s
&3 \/Z 0 1 — msin2 ¢

kjer smo oznacili [ = % inm = }?:jﬁg, Stevilo &3 pa je doloceno prek

f(& = &) = f(6 = 0) = f3. Zgornji izraz po definiciji Jacobijeve elip-

ti¢ne funkcije sinus amplitudinis implicira, da je sn ((5 — &)V, m) = giné,

oziroma, konc¢na resitev je

&) = fa+ (f2 = ) su® (€~ &)V, m).

Ker je sn(u,m) € [0, 1] za poljuben u, se resitev giblje med f3 in fy, tako da

bi lahko za amplitudo vala vzeli koli¢ino L ng 3| za ravnovesno globino pa h =
%. S primerjavo enacb (15) in (17) lahko izlus¢imo Se hitrost valovanja
¢ v odvisnosti od nicel funkeije F', in sicer dobimo ¢ = —2(f1 + fa + f3).

Na spodnji sliki so prikazane tri reSitve za razlicne m, pri istem [ in isti
globini h, kjer za m — 1 dobimo ravno lokalizirano resitev (16), medtem
ko limita m — 0 (oziroma f3 — fo) predstavlja resitev linearizirane enacbe
KdV

U — 6 fouy + Ugze = 0.

S pomocjo nastavka potujocega vala smo poiskali omejeno periodi¢no

reSitev in v posebnem tudi lokaliziran solitonski val, ki ohranja obliko pri
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Slika 3. Periodi¢ne resitve enacbe KdV izrazene s funkcijo sn, pri isti globini h in istem
l za vrednosti m = 0,1,0,6 in 0,99 oznacene s pikcasto, ¢rtkano in polno érto. Na grafu
prikazujemo vrednost —f.

potovanju in katerega hitrost je res sorazmerna visini. Ostane nam le Se
pokazati, da dva taka vala ohranita obliko tudi po trku. Resitev, ki opisuje
trk dveh solitonov, pa ne ustreza nastavku potujocega vala, zato moramo za
iskanje novih resitev uporabiti kaksno bolj splosno metodo resevanja enacbe
KdV.
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