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152 Matematika

O PRIBLIZKIH ZA STEVILO =

V prvi stevilki tekocega letnika Preseka je Peter Petek zastavil zanimivo
nagradno nalogo o iskanju najboljsega priblizka za Stevilo = ob omejitvi,
da je priblizek izrazen le z naravnimi stevili, seStevanjem, mnozenjem in
najve¢ dvema kvadratnima korenoma. Priznati moram, da sprva nisem
opazil, kako premisljeno so izbrane omejitve. Naj vam pojasnim, zakaj
trdim, da so omejitve izbrane premisljeno.

Od stirih osnovnih racunskih operacij sta dovoljeni le dve. Deljenja
in odstevanja ne smemo uporabiti. Zakaj ne smemo uporabiti deljenja, ni
tezko ugotoviti. Ce bi dovolili deljenje, bi lahko naredili vsa pozitivna ra-
cionalna stevila (ulomke), z njimi pa se lahko poljubno priblizamo stevilu
. Najbolj znana tovrstna priblizka za 7 sta ulomka 2—.{2 in ?—?—3 Prvi je
od 7 veéji za dobro tisoéino in éetrt, drugi pa za nekaj manj kot 3-1077.
Dobre priblizke za  z (relativno) majhnimi imenovalci dobimo s pomo¢jo
veriznih ulomkov. Poleg ze omenjenih dveh sta taka Se npr. 2248 in
"&,25(;829. Drugi je od 7 vecji za manj kot 3 - 107!, Ve¢ o veriznih ulomkih
in sorodnih temah iz teorije Stevil lahko preberete v knjigi J. Grassell,
Diofantski priblizki, ki je pred leti izsla v zbirki Knjiznica Sigma.

Nekoliko tezje se je prepricati, da nam tudi odstevanje (skupaj z enim
kvadratnim korenom) omogoca dobiti poljubno dobre priblizke za 7. Velja
namrec naslednja trditev, ki jo navajam brez dokaza.

Za vsako iracionalno stevilo a je mnozica stevil {na — |na| | n € IN}
“gosta” v intervalu [0, 1]. Pri tem |na| oznaéuje celi del izraza na.

Trditev torej pravi, da lahko za vsako stevilo 2 € [0,1] in vsako Se tako
majhno stevilo £ > 0 najdemo tako naravno Stevilo n, da se Stevilo
na — [na| po absolutni vrednosti razlikuje od z za manj kot £. Ker je
V2 iracionalno §tevilo, iz trditve sledi, da ze mnozica §tevil {m\/i_’ —n |
m, n € IN} vsebuje poljubno dobre priblizke za 7. Ce m in n izbiramo med
stevili do 1000, sta najboljsa 10v/2 — 11, ki je od 7 veéji za priblizno 5.4 -
1074, in 418+/2 — 588, ki je od ™ manjsi za okoli 3.2 - 10~%. Seveda lahko
namesto v/2 vzamemo kvadratni koren kateregakoli drugega naravnega
Stevila, ki ni popolni kvadrat.

Ostane $e omejitev o uporabi najveé dveh kvadratnih korenov. Ce
bi smeli uporabiti neomejeno mnogo kvadratnih korenov, bi zopet lahko
dobili poljubno natancen priblizek za w. To vidimo na primer takole:



Matematika 153 \

Ce vsa stevila z intervala kvadriramo, dobimo interval od a® do (a +
+ €)%, Novi interval je vsaj Se enkrat daljsi od zacetnega, saj je (a +
+€)? —a® = 2ac + % > 2. Ce kvadriranje ponavljamo, po nekaj
korakih dobimo interval z dolzino vsaj 1. Tak interval pa vsebuje neko
naravno tevilo. Ce to §tevilo sedaj korenimo tolikokrat, kolikorkrat smo
kvadrirali zacetni interval, dobimo Stevilo, ki je od a ve¢je kveéjemu za
e. Preprost priblizek opisane oblike, ki ga dobimo z zaporedno uporabo
treh kvadratnih korenov, je osmi koren iz 9489. Od 7 je veéji za manj kot
2-107% in je tako kar precej natanénejsi od najboljsega priblizka, ki ga
lahko dobimo z uporabo le dveh kvadratnih korenov. Zanimivo je tudi,
kako lahko le z nekaj kvadratnimi koreni dobimo zelo natanc¢ne priblizke
za 7. Tako se 1024. koren (tega dobimo z 10 zaporednimi kvadratnimi
koreni) iz celega dela stevila 7'%%* od 7 razlikuje za manj kot 107512, kar
je res zelo zelo malo. Naj e omenim, da je stevilo, ki nastopa pod koreni,
w1924 ogromno, saj ima kar 510 desetiskih Stevk.

In zakaj sta bila v nalogi dovoljena ravno dva kvadratna korena? Ce
dovolimo le enega, je naloga prelahka in zato ne preve¢ zanimiva. Ce
pa dopustimo tri korene (ali morda celo kaksnega vec¢), pa je razliénih
oblik izrazov, ki jih lahko sestavimo iz njih, Ze kar preve¢ za “udobno”
reSevanje. Omejitev na dva korena je torej ravno pravénja, da je naloga
zanimiva, a ne pretezka.,

Ena od moznosti, ki bi jo morda tudi lahko dopustili v nalogi, bi
bila uporaba visjih korenov, na primer kubiénih, cetrtih itd. Naj samo
omenim, da je najboljsi priblizek za 7, ki ga lahko dobimo z uporabo enega
kubiénega korena, kar tretji koren iz 31 (ta je od m manjsi za dobri dve
desettisocini). Seveda pa bi bilo to se vedno samo iskanje priblizka, saj
stevila 7 ni moé¢ izraziti s konénim Stevilom osnovnih ra¢unskih operacij
in korenov nad naravnimi §tevili. Celo veg, tevilo 7 je transcendentno,
kar pomeni, da ni ni¢la nobenega polinoma, katerega koeficienti so cela
(ali pa racionalna) stevila. Dokaz tega dejstva je leta 1882 naSel nemski
matematik Lindemann (in dokaz ni prav preprost).

Gotovo ste med branjem ugotovili, da stevilskih primerov, ki sem jih
navedel, nisem izracunal s svinénikom in papirjem, pa tudi ne z navadnim
rac¢unalom. Uporabil sem osebni racunalnik, pri racunanju pa sem si
pomagal s programskim paketom Mathematica, ki je med matematiki kar
priljubljen, poleg numeriénega racunanja pa zmore se marsikaj drugega.

Zaénemo z intervalom od Stevila @ > 1 do malo veéjega Stevila a + .
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