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Povzetek - V prispevku obravnavamo vpliv za¢etne hitrosti razli¢nih tipov Zog na
natan¢nost dometa. Primer je aktualen pri razli¢nih igrah z Zogo, kjer Zelimo zadeti
dolo¢eno obmodje v igris¢u. Ob upoStevanju zraCnega upora pokazemo, da doloCe-
na relativna sprememba velikosti za&etne hitrosti pri veéjih zaéetnih kotih meta pov-
zro¢i manj$o spremembo Zelenega dometa. Za dolo¢eno obmocje dometa predsta-
vimo tudi mozne relativne spremembe smeri zaCetne hitrosti v odvisnosti od velikosti
zacCetne hitrosti.

Abstract - In the paper, we are considering how the initial velocity of different
balls affects the precision of the range. The case is actual for various games with
the ball, where the goal is to hit the certain zone. We demonstrate, including the air
resistance, that certain relative change in initial speed for bigger angles of elevation
causes lesser change of desired range. For certain zone of the range, we show the
possible relative changes in the direction of initial velocity with regard to its speed.

1 UVOD

Posevni met nam je dobro poznan iz vsakdanjega Zzivljenja. Z njegovim fizikalno-ma-
temati¢nim opisom, brez upostevanja zracnega upora, se sre¢amo v srednji Soli pri po-
uku fizike [1]. O posevnem metu najdemo tudi veliko prispevkov. Avtorji so pokazali, da
je met brez upostevanja zraCnega upora ter z upostevanjem linearnega zraCnega upora
analiticno resljiv [2, 3]. V primeru upostevanja kvadratnega zakona upora, kjer imamo
sistem nelinearnih diferencialnih enacb, pa je sistem analiticno resljiv samo ob doloce-
nih predpostavkah [4, 5], kot je na primer kratek Cas leta [5]. Narejene so bile razlicne
analize, kot so Cas leta, domet, maksimalna visina itd. V praksi je poSevni met raziskan
predvsem na podrocCju Sporta, Se posebej iger z zogo [6, 7].

V prispevku se osredotocimo na vpliv velikosti in smeri zacetne hitrosti leta razli¢nih
tipov Zzog na natan¢nost dometa. Obravnavamo posevni met s kvadratnim zakonom upo-
ra, saj ta najbolje opise tire gibanj pri razlicnih igrah z zogo. Vpliv razlicnih zog obravnava-
mo tako, da upostevamo razli¢ne koeficiente zratnega upora.

Na zacetku predstavimo matemati¢ni model in nekaj primerov koeficientov upora za
razlicne zoge. Nato podamo analiti¢ne rezultate za primer, ko lahko upor zanemarimo. V
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nadaljevanju pa se posebej osredotoCimo na vpliv zracnhega upora. Podamo numericne
rezultate vpliva zacetne hitrosti meta razli¢nih tipov Zzog na natanc¢nost dometa. Posebej
obravnavamo vpliv velikosti hitrosti in vpliv zacetnega kota leta. Primer je aktualen pri raz-
licnih igrah z zogo, kjer zelimo z zogo zadeti dolo¢eno obmocje v igriScu.

2 MATEMATICNI MODEL

Obravnavamo tir gibanja zoge, ki je posledica delovanja zunanjih sil na telo, zacetne
lege (x, y,) in zaCetne hitrosti 60. V nasem primeru postavimo zacetek leta v koordinatno
iEhodiéc":e (x,= 0, y,= 0) ter obravnavamo gibanje zoge pod vplivom teze ?g in sile upPra
F (slika 1). Uporabimo kvadratni zakon upora in upostevamo, da deluje sila upora F v

u

nasprotni smeri gibanja zoge:
F = -k v, (1)

kjer je ku koeficient zracnega upora in ¢ enotski vektor v smeri hitrosti. Za razli¢ne
tipe zog (razlicne ku) proucujemo vpliv velikosti zacetne hitrosti v in zacetnega kota leta
¢, na domet zoge. Zanima nas, pri katerih pogojih zadenemo dolo¢eno obmocje na vo-
doravni podlagi (D, . <D <D, ), ki se nahaja na zacetni visini leta y = 0 (slika 1).

A

D min D Dm;n

Slika 1: Gibanje zoge pod vplivom zunanjih sil pri poSevnem metu z upoStevanjem
zraCnega upora.

Zapisemo drugi Newtonov zakon gibanja v posamezni smeri:

ma=-F ,ma =-F -F | (2a, b)
x u,x y g wy

uy

pri cemer je F = mg, F =F % F =F Zinv=\@+ v7). Enacbi 2a in 2b
ux u v u U -
nekoliko preuredimo in zapiSemo pospesek v posamezni smeri:

a,=-kov,a =-koov-g, (3a, b)

k
pri cemer je k = n; [5]. V tabeli 1 so podane vrednosti konstante k za nekaj tipov
70og, ki jih uporabljamo pri razli¢nih Sportih. Pri tem upostevamo, da je ku =cSp/2, kierje
gostota zraka p = 1,3 kg/m?®, ¢ = 0,5 in S prec¢ni presek posamezne zoge [1].
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Tabela 1. Izradunane vrednosti koeficientov k za razli¢ne tipe zZog.

vrsta Zoge m [g] S [10® mm?] k, [10°kg m’] k [m]
namizni tenis 3 1,3 0,4 0,14
golf 46 1,4 0,5 0,01
tenis 58 14 4,6 0,08
kosarka 660 46 15,0 0,02
nogomet 410 37 12,0 0,03
rokomet 425 29 94 0,02
odbojka 260 34 11,0 0,04

Ob upostevanju zacetnih pogojev (v,(0) = v, cosp,, v,(0) = v, sing,, x(0) = 0, y(0) = 0)

ter enacb 3a in 3b lahko iz pospeskov in hitrosti:
a =dv_/dt, a,= dvy/dt, (4a, b)
v =dx/dt, v, = dy / dt, (5a, b)

dolo¢imo tir gibanja x(t) in y(t), kar bomo podrobneje predstavili v nadaljevanju.

3 REZULTATI

Predstavljeni so rezultati matemati¢nega modela (enacbe 4a, b in 5a, b). Proucuje-
mo vpliv velikosti hitrosti v, in vpliv kota ¢, na domet zoge pri razlicnih vrednostih konstan-
te k (tabela 1).

Najprej obravnavajmo primer, ko lahko vpliv zracnega upora zanemarimo. V enacbah
3ain 3b predpostavimo, da je k = 0. Iz poenostavljenega modela lahko s pomocjo enacb
4a, b in 5a, b zapiSemo tir gibanja, ki je v tem primeru parabola:

1 Qx?
y = (tang )x - — —>——. )
2 vlcos’p,
Ob upostevanju, da iS¢emo domet D na visini y = 0, enacbo 6 izena¢imo z ni¢ in
izrazimo x = D:
_ vZ sin2¢,
8

Iz enaCbe 7 vidimo, da je domet odvisen od velikosti hitrosti v, in kota ¢,. Na sliki 2a
je prikazano, kako je pri dolocenem dometu velikost hitrosti pogojena s kotom ¢,

B Dg 1/2 .
%= sinZ(pO ’ (8)

Iz enacbe 8 in slike 2a (¢rtkana Crta) vidimo, da je pri kotu ¢ = 45° potrebna najmanj-
$a hitrost v,, da dosezemo dolocen domet.

(7)
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V nadaljevanju si poglejmo primer, ko zra¢ni upor ni ve¢ zanemarljiv. Primer resimo
numeri¢no s preprosto Eulerjevo metodo [8], kjer ob upostevanju enacb 3a, b zapiSemo
enacbe 4a, b in 5a, b v diferen¢ni obliki:

X =X FUAL Y, =Y, T U AL (9a, b)
=0, - (kvyv + g)At. (10a, b)
Za simulacijo enacb (9a, b in 10a, b) lahko uporabimo tabelari¢no orientirane racu-

nalniSke programe, kot je Microsoft Excel, kiz vnosom enacb omogoca izracun posamez-
nih vrednosti po ¢asovnih korakih At v obliki tabele.

Vi1 =0, kv vAt, 0y

Za razlicne vrednosti konstante k so rezultati prikazani na slikah 2a-d. Iz slik je raz-
vidno, da z vec¢anjem vpliva upora potrebujemo vecje hitrosti, da dosezemo dolo¢eno
razdaljo. Kot, pri katerem lahko z najmanjSo hitrostjo vé dosezemo zeleno razdaljo, se z
veCanjem vpliva upora in z velikostjo dometa manjsa (¢, < 45°, slika 2b-d, ¢rtkana crta).

V kolikor je velikost hitrosti vecja od minimalne (v, > vg), lahko zeleni domet doseze-
mo pri dveh razli¢nih kotih ((paI in (pO,H). V primeru, ko smo upor zanemarili (slika 2a), gre
za popolnoma simetricen problem. Domet je namre¢ enak, ko je sin(2¢,,) = sin(2¢, )
(glej enacbo 7).

Oglejmo si e, v katerih mejah mora biti velikost hitrosti v, in kota ¢, da dosezemo
zeleno obmocje dometa D, . <D <D, . Kot primer je na sliki 2 sivo obarvano obmocije,
ki doloca velikost hitrosti in kota, da dosezemo obmocdje dometa 10 m< D < 15 m. Raz-
beremo lahko, da je pri doloceni velikosti hitrosti v, mogoce precejsnje odstopanje v kotu
@,- Z vecanjem vpliva upora opazimo tudi (slika 2d), da je pri vecjih kotih Pon v primerjavi
z manjsSimi koti ®o; mozno vecje odstopanje v velikosti zaCetne hitrosti v,. Natancneje si
bomo to ogledali v nadaljevanju, ko bomo lo¢eno obravnavali vpliv spremembe velikosti
in smeri zacetne hitrosti na domet.

Proucili bomo vpliv spremembe velikosti hitrosti v in kota ¢, na spremembo dometa.
Zanima nas relativno povecanje velikosti hitrosti:

rv = (vo,max - Uo,min) /UO,min (11 )
in relativno povecanje kota ®y:
r(p = (q)o,max - (Po,min) /(P[),min y (1 2)

ki povzroci povecanje dometaiz D . na D __ . Rezultate bomo prikazali za sivo obar-
vano obmocje na sliki 2 (10 m < D < 15 m). Pri tem hitrost Vg min pri doloc¢enem kotu ¢,
doloc¢a domet D __ , hitrost Vg max P domet D__ . Podobno Pomin pri dolo¢eni velikosti
hitrosti doloca domet D, in¢, . dometD .

Slika 3 prikazuje rezultate za razli¢ne vplive upora. V primeru zanemarljivega upora
(k = 0) je relativno povecanje zacetne hitrosti neodvisno od njene smeri. V primeru vpliva
zracnega upora (k > 0) pa se relativno povecanije hitrosti povecuje z ve¢anjem kota @, (slika
3a). Dolocena relativna sprememba velikosti zacetne hitrosti v ima torej pri vecijih kotih ¢,
manjsi vpliv na spremembo dometa. Ucinek je izrazitejsi pri vedji vrednosti koeficienta k.
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Slika 2. Velikosti hitrosti v, v odvisnosti od kota ¢, za razlicne vrednosti dometa D.
Krivulje oznacujejo dolo¢en domet, ki se veCa po koraku 5 m. Sivo obmocje oznacuje
pogoje, pri katerih je domet 10 m < D < 15 m. Crtkana érta oznaduje kot @, pri katerem
je potrebna najmanjsa hitrost v(*), da doseZzemo dolo¢en domet.

a)k=0m", b)k=0,02m?", c)k=0,05m",d) k=0,1m".

|z rezultatov relativne spremembe kota (7, ) v odvisnosti od velikosti hitrosti v, vidimo
(slika 3b), da obstaja optimalna hitrost, pri kateri je mozna najvecja relativna sprememba
kota. Gre za najmanjso hitrost pri dometu D__ (v;max). Relativha sprememba kota torej
narasc¢a z veCanjem hitrosti od v;mm do v;max. Z nadaljnjim vecanjem hitrosti nastaneta
dve obmocgji kotov (I in Il), ki omogocata Zeljen domet (slika 2d). 1z slike 3b vidimo, da
obmocdje | zaradi manjsih kotov omogoca vecjo relativno spremembo r, kot obmocgje I,
¢eprav so pri dolo¢eni hitrosti v obmocju Il mozne vecje absolutne spremembe kotov
(glej sliko 2d). Ob mozni natanc¢ni dolocitvi velikosti zacetne hitrosti je torej najbolje iz-
brati v;,mx, saj ta omogoca najvecja odstopanja v kotih tako v relativnem kot absolutnem
smislu.
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Slika 3. Relativne spremembe velikosti hitrosti v, (r, ) in kota @, (r(P) za sivo obarvano
obmodje na sliki 2 (10 m < D <15 m).
a) Relativna sprememba velikosti hitrosti v, v odvisnosti od kota @,.
b) Relativha sprememba kota ¢, v odvisnosti od velikosti hitrosti v,.
4 ZAKLJUCEK

V prispevku smo proucili vpliv spremembe velikosti in smeri zacetne hitrosti leta raz-
licnih tipov Zog na natan¢nost dometa. Rezultate smo prikazali za razli¢ne vplive upora,
kar je aktualno pri razlicnih igrah z Zzogo, kjer zelimo zadeti dolo¢eno obmocje v igriScu.
Ugotovili smo, da relativno povec¢anje zacetne hitrosti neodvisno od njene smeri povzroci
enake spremembe v dometu, ¢e je zracni upor med letom zanemarljiv. Ob upostevanju
zraCnega upora pa smo pokazali, da dolocena relativna sprememba velikosti zacetne
hitrosti pri vecjih zacetnih kotih leta povzro¢i manjSo spremembo dometa. Pokazali smo
tudi, da obstaja optimalna hitrost, pri kateri je mozno najvecje odstopanje v smeri zacetne
hitrosti. V primeru, ko lahko natan¢no dolo¢imo zacetno hitrost, je najbolje izbrati naj-
manjso hitrost, ki je potrebna, da dosezemo oddaljen del zelenega obmocja dometa, saj
so v tem primeru lahko odstopanja v smeri zacetne hitrosti najvecja. Predstavljeni rezultati
dokaj realno opisujejo razmere pri letu zoge in jih lahko s pridom uporabimo pri razlicnih
igrah z zogo.
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