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Predgovor

Knjige o numeri¢ni matematiki se pogosto posvecajo predvsem matemati¢nim vprasanjem. Pri¢ujoca
poskusa nasloviti bolj prakti¢ne vidike numeri¢ne matematike, zato so primeri, ¢e je le mogoce,
povezani s problemi s podrocja fizike, matemati¢nega modeliranja ali racunalnistva. Za podrobnejsi
matematic¢ni opis uporabljenih metod in izpeljav bralcu priporo¢am ucbenika Osnove numeri¢ne
matematike Bojana Orla [1] in Raz8irjen uvod v numeri¢ne metode Bora Plestenjaka [2].

Knjiga je prvenstveno namenjena $tudentom Fakultete za racunalni$tvo in informatiko Univerze v
Ljubljani kot gradivo za izvedbo laboratorijskih vaj pri predmetu Numeri¢na matematika. Kljub temu
je primerna za vse, ki Zelijo bolje spoznati algoritme numeri¢ne matematike, uporabo numeri¢nih
metod ali se nauciti uporabljati programski jezik Julia. Pri sem se od bralca pricakuje osnovno znanje
programiranja v kaksnem drugem programskem jeziku.

V knjigi so naloge razdeljene na vaje in na domace naloge. Vaje so zasnovane za samostojno delo
z raCunalnikom, pri ¢emer lahko bralec naloge resuje z razlino mero samostojnosti. Vsaka vaja se
zacne z opisom naloge in jasnimi navodili, kaj je njen cilj oziroma konéni rezultat. Sledijo podrobnejsi
napotki, kako se naloge lotiti, na koncu pa je resitev z razlago posameznih korakov. Resitev vkljucuje
matematicne izpeljave, programsko kodo in rezultate, ki jih dobimo, ¢e programsko kodo uporabimo.
Vsi programi iz te knjige so na voljo na spletni strani: https://gitlab.com/nummat/nummat-knjiga/

Domace naloge resuje bralec povsem samostojno, zato so naloge brez resitev. Odlocitev, da resitve niso
vkljucene, je namerna, saj bralec lahko verodostojno preveri svoje znanje le, ¢e resuje tudi naloge, za
katere nima dostopa do resitev.

Vsekakor bralcu svetujem, da vso kodo napise in preskusi sam. Se bolje je, ¢e kodo razsiri, jo spreminja
in se z njo igra. Koda, ki je navedena v tej knjigi, je najosnovnejsa razlicica, ki resi dolo¢en problem in e
ustreza minimalnim standardom pisanja kvalitetne kode. Pogosto sta izpuscena preverjanje in imple-
mentacija robnih primerov, v¢asih tudi obravnava pricakovanih napak. Da je bralcu lazje razumeti, kaj
koda pocne, sem dal prednost berljivosti pred celovitostjo.

Na tem mestu bi se rad zahvalil prof. dr. Bojanu Orlu, prof. dr. Emilu Zagarju, asist. dr. Petru Kinku
in doc. dr. Aljazu Zalarju, s katerimi sem sodeloval ali e sodelujem pri numeri¢nih predmetih na FRL
Veliko idej za naloge, ki so v tej knjigi, prihaja prav od njih. Posebna zahvala gre recenzentoma, ki sta
knjigo podrobno pregledala in veliko prispevala h kakovosti vsebine. Moja draga Zena doc. dr. Mojca
Vilfan mi je pomagala ,,zbrusiti ostre robove®, za kar sem ji izjemno hvalezen. Prav tako se zahvaljujem
¢lanom Laboratorija za matemati¢ne metode v racunalnistvu in informatiki, Se posebej prof. dr. Nezi
Mramor-Kosta in asist. dr. Damirju Franeticu, ki so tako ali drugace prispevali k nastanku te knjige.
Hvala Zalozbi FRI in njenemu uredniku prof. dr. Francu Solini, ki sta omogoc¢ila izid. Na koncu bi se
rad zahvalil studentom, ki so obiskovali numeri¢ne predmete. Ceprav sem jih jaz uil, so bili oni tisti,
ki so me naucili marsikaj novega.

Martin Vuk
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1 Uvod v programski jezik Julia

V knjigi bomo uporabili programski jezik Julia [3]. Zavoljo u¢inkovitega izvajanja, uporabe dinami¢nih
tipov in metod, specializiranih glede na signaturo, ter dobre podpore za interaktivno uporabo, je Julia
zelo primerna za programiranje numeri¢nih metod in ilustracijo njihove uporabe. V nadaljevanju
sledijo kratka navodila, kako zaceti z Julio.

Cilji tega poglavja so:

« nauciti se uporabljati Julio v interaktivni ukazni zanki,
« pripraviti okolje za delo v programskem jeziku Julia,

« ustvariti prvi paket in

« ustvariti prvo poro¢ilo v formatu PDF.

Tekom te vaje bomo pripravili svoj prvi paket v Julii, ki bo vseboval parametri¢no ena¢bo Geronove
lemniskate, in napisali teste, ki bodo preverili pravilnost funkcij v paketu. Nato bomo napisali skripto,
ki uporabi funkcije iz nasega paketa in narise sliko Geronove lemniskate. Na koncu bomo pripravili
licno porocilo v formatu PDF.

1.1 Namestitev in prvi koraki

Programski jezik Julia namestite tako, da sledite navodilom, nato v terminalu pozenite ukaz julia.
Ukaz odpre interaktivno ukazno zanko (angl. Read Eval Print Loop ali s kratico REPL) in v terminalu
se pojavi ukazni pozivnik julia>. Za ukaznim pozivnikom lahko napiSemo posamezne ukaze, ki jih
nato Julia prevede, izvede in izpiSe rezultate. Poskusimo najprej s preprostimi izrazi:

julia> 1 + 1
2

julia> sin(pi)
0.0

julia> x = 1; 2x + x"2
3

julia> # vse, kar je za znakom #, je komentar, ki se ne izvede

1.1.1 Funkcije

Funkcije, ki so v programskem jeziku Julia osnovne enote kode, definiramo na ve¢ nacinov. Kratke
enovrsti¢ne funkcije definiramo z izrazom ime(x) = ...

julia> f(x) = x"2 + sin(x)
f (generic function with 1 method)

julia> f(pi / 2)
3.4674011002723395


https://julialang.org/
https://docs.julialang.org/en/v1/manual/types/
https://docs.julialang.org/en/v1/manual/types/
https://docs.julialang.org/en/v1/manual/methods/
https://sl.wikipedia.org/wiki/Geronova_lemniskata
https://sl.wikipedia.org/wiki/Geronova_lemniskata
https://julialang.org/downloads/

Funkcije z ve¢ argumenti definiramo podobno:
julia> g(x, y) = x + y*2
g (generic function with 1 method)
julia> g(1, 2)
5

Za funkcije, ki zahtevajo ve¢ kode, uporabimo klju¢no besedo function:

julia> function h(x, y)

Z=XxX+Yy
return z"2
end

h (generic function with 1 method)

julia> h(3, 4)
49

Funkcije lahko uporabljamo kot vsako drugo spremenljivko. Lahko jih podamo kot argumente drugim
funkcijam ali jih zdruzujemo v podatkovne strukture, kot so seznami, vektorji ali matrike. Definiramo
jih lahko tudi kot anonimne funkcije. To so funkcije, ki jih vpeljemo brez imena in jih kasneje ne

moremo poklicati po imenu.

julia> (x, y) -> sin(x) + vy
#1 (generic function with 1 method)

Anonimne funkcije uporabljamo predvsem kot argumente v drugih funkcijah. Funkcija map (f, v) na
primer zahteva za prvi argument funkcijo f, ki jo nato aplicira na vsak element vektorja v:

julia> map(x -> x~2, [1, 2, 3])
3-element Vector{Int64}:

1

4

9

Vsaka funkcija v programskem jeziku Julia ima lahko ve¢ razli¢nih definicij, glede na kombinacijo tipov
argumentov, ki jih podamo. Posamezno definicijo imenujemo metoda. Ob klicu funkcije Julia izbere

najprimernej$o metodo.

julia> k(x::Number) = x"2
k (generic function with 1 method)

julia> k(x::Vector) = x[1]72 - x[2]"2
k (generic function with 2 methods)

julia> k(2)
4

julia> k([1, 2, 3])
-3


https://docs.julialang.org/en/v1/manual/methods/#Methods

1.1.2 Vektorji in matrike

Vektorje vnesemo z oglatimi oklepaji []:

julia> v = [1, 2, 3]
3-element Vector{Int64}:
1
2
3

julia> v[1] # vrne prvo komponento vektorja
1

julia> v[2:end] # vrne komponente vektorja od druge do zadnje
2-element Vector{Int64}:

2

3

julia> sin.(v) # funkcijo uporabimo na komponentah vektorja, c¢e imenu dodamo .
3-element Vector{Float64}:

0.8414709848078965

0.9092974268256817

0.1411200080598672

Matrike vnesemo tako, da elemente v vrstici lo¢imo s presledki, vrstice pa s podpicji:

julia> M = [1 2 3; 4 5 6]
2x3 Matrix{Int64}:

1 2 3

4 5 6

Za razpone indeksov uporabimo :, s klju¢no besedo end oznacimo zadnji indeks. Julia avtomati¢no
dolo¢i razpon indeksov v matriki:

julia> M[1, :] # prva vrstica
3-element Vector{Int64}:

1

2

3

julia> M[2:end, 1l:end-1]
1x2 Matrix{Int64}:
4 5

Osnovne operacije delujejo tudi na vektorjih in matrikah. Pri tem moramo vedeti, da gre za matri¢ne
operacije. Tako je na primer * operacija mnoZzenja matrik ali matrike z vektorjem in ne morda mnozenja
po komponentah.

julia> [1 2; 3 4] * [6, 5] # mnozenje matrike z vektorjem
2-element Vector{Int64}:

16

38



Ce zelimo operacije izvajati po komponentah, moramo pred operator dodati piko, na kar nas Julia
opozori z napako:

julia> [1, 2] + 1 # seStevanje vektorja in Stevila ni definirano
ERROR: MethodError: no method matching +(::Vector{Int64}, ::Int64)
For element-wise addition, use broadcasting with dot syntax: array .+ scalar

julia> [1, 2] .+ 1
2-element Vector{Int64}:
2
3

Posebej uporaben je operator \, ki poisce resitev sistema linearnih enacb. Izraz A\b vrne reSitev
matri¢nega sistema Ax = b:

julia> A [1 2; 3 4]; # podpicje prepreci izpis rezultata
julia> x = A \ [5, 6] # redi enacbo A * x = [5, 6]
2-element Vector{Float64}:

-3.9999999999999987

4.499999999999999

Izracun se izvede v aritmetiki s plavajoco vejico, zato pride do zaokroZitvenih napak in rezultat ni
povsem tocen. Naredimo $e preizkus:

julia> A * x

2-element Vector{Float64}:
5.0
6.0

Operator \ deluje za veliko razli¢nih primerov. Med drugim ga lahko uporabimo za iskanje resitve
predolocenega sistema po metodi najmanjsih kvadratov:

julia> [1 2; 3 1; 2 2] \ [1, 2, 3] # reSitev za predolocCen sistem
2-element Vector{Float64}:

0.5999999999999999

0.5111111111111114

1.1.3 Zanke in kontrolne strukture

Za zanko z znanim $tevilom korakov uporabimo ukaz for:

julia> for i=1:3
println("Trenutni Stevec je $i")
end
Trenutni Stevec je 1
Trenutni Stevec je 2
Trenutni Stevec je 3

Julia podpira tudi sintakso z ukazom for i in vektor podobno kot Python. Namesto razpona 1:3, ki
je tipa LinRange, lahko for zanko izvedemo tudi po vektorju:

10



julia> for i in [2, 3, 1]
println("Trenutni Stevec je $i")
end
Trenutni Stevec je 2
Trenutni Stevec je 3
Trenutni Stevec je 1

Julia omogoca Se vrsto drugih konstruktov, ki so v bistvu zanke. Poglejmo tri razli¢ne nacine, kako iz
vektorjav = [1, 2, 3] sestavimo vektor funkcijskih vrednosti [f(1), f(2), f(3)]:

julia> v = [1, 2, 3]
julia> f(x) = x"2
julia> [f(vi) for vi in v] # podobno kot v Pythonu
3-element Vector{Int64}:
1
4
9

julia> f.(v) # operator . je alias za funkcijo broadcast, ki funkcijo aplicira na komponente
3-element Vector{Int64}:

1

4

9

julia> map(f, v)
3-element Vector{Int64}:
1
4
9

Zanko lahko izvedemo tudi z ukazom while. Podobno kot v drugih programskih jezikih deluje if
stavek:

julia> if 1 < 2
println("1l je manj kot 2")
else
println("1l je vec ali enako 2")

end
1 je manj kot 2

Rezultat if stavka je enak rezultatu veje, ki se izvede:

julia> x = if 1 < 2
1
else
2
end
1
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Prej$nji izraz if/else krajSe zapisemo s tri¢lenskim operatorjem (pogoj ? a : b):

julia> x =1<27?1:2
1

Ce izpustimo else del, je rezultat if stavka bodisi rezultat telesa, ¢e je pogoj izpolnjen, bodisi enak
vrednosti nothing, ¢e pogoj ni izpolnjen:

julia> x = if 1 > 2
1

end
julia> typeof(x) # typeof vrne tip argumenta
Nothing

1.1.4 Podatkovni tipi

Podatkovne tipe definiramo z ukazom struct. Ustvarimo tip, ki predstavlja tocko z dvema koordina-
tama:

julia> struct Tocka
X

y
end

Ko definiramo nov tip, se avtomati¢no ustvari tudi funkcija z istim imenom, s katero lahko ustvarimo
vrednost novo definiranega tipa. Vrednost tipa To¢ka ustvarimo s funkcijo To¢ka(x, y):

julia> T = Tocka(l, 2) # ustvari vrednost tipa Tocka
Tocka(1l, 2)

julia> T.x
1

julia> T.y
2

Julia omogoca razlicne definicije iste funkcije za razli¢ne podatkovne tipe. Za dolocitev tipa argumenta
funkcije uporabimo operator : :. Definirajmo funkcijo, ki izracuna razdaljo med dvema tockama:

julia> razdalja(Tl::TocCka, T2::Tocka) = sqrt((T2.x - T1l.x)"2 + (T2.y - Tl.y)"2)
razdalja (generic function with 1 method)

julia> razdalja(Tocka(l, 2), Toc¢ka(2, 1))
1.4142135623730951

1.1.5 Moduli

Moduli pomagajo organizirati funkcije v enote in omogocajo uporabo istega imena za razlicne funkcije
in tipe. Module definiramo z module ImeModula ... end:
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julia> module KrNeki

kaj(x) = x + sin(x)
¢aj(x) = cos(x) - X
export kaj

end

Main.KrNeki

Ce Zelimo funkcije, ki so definirane v modulu NekiModul, uporabiti izven modula, moramo modul
naloziti z using NekiModul. Funkcije, ki so izvoZene z ukazom export ime funkcije lahko klicemo
kar po imenu, ostalim funkcijam pa moramo dodati ime modula kot predpono. Modulom, ki niso del
paketa in so definirani lokalno, moramo dodati piko, ko jih naloZimo:

julia> using .KrNeki

julia> kaj(1)
1.8414709848078965

julia> KrNeki.caj(1)
-0.45969769413186023

Modul lahko nalozimo tudi z ukazom import NekiModul.V tem primeru moramo vsem funkcijam iz
modula dodati ime modula in piko kot predpono.

1.1.6 Paketi

Nabor funkecij, ki so na voljo v Julii, je omejen, zato pogosto uporabimo knjiznice, ki vsebujejo dodatne
funkcije. Knjiznica funkcij v Julii se imenuje paket. Funkcije v paketu so zdruzene v modul, ki ima isto
ime kot paket.

Julia ima vgrajen upravljalnik s paketi, ki omogoc¢a dostop do paketov, ki so del Julie, kot tudi tistih,
ki jih prispevajo uporabniki. Poglejmo si primer, kako uporabiti ukaz norm, ki izracuna razli¢ne norme
vektorjev in matrik. Ukaz norm ni del osnovnega nabora funkcij, ampak je del modula LinearAlgebra,
ki je ze vklju¢en v program Julia. Ce Zelimo uporabiti norm, moramo najprej uvoziti funkcije iz modula
LinearAlgebra z ukazom using LinearAlgebra:

julia> norm([1, 2, 3]
ERROR: UndefVarError: “norm’ not defined

julia> using LinearAlgebra
julia> norm([1, 2, 3])
3.7416573867739413

Kadar Zelimo uporabiti pakete, ki niso del osnovnega jezika Julia, jih moramo prenesti z interneta.
Za to uporabimo modul Pkg. Paketom je namenjen poseben paketni nacin vnosa v ukazni zanki. Do
paketnega nacina pridemo, e za pozivnik vnesemo znak ].
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Razliéni nacini ukazne zanke

Ukazna zanka (REPL) v Julii pozna ve¢ naéinov, ki so namenjeni razli¢nim opravilom.

« Osnovni naéin s pozivom julia> je namenjen vnosu kode.

« Paketni naéin s pozivom pkg> je namenjen upravljanju s paketi. V paketni nacin pridemo, ¢e
vnesemo znak ].

« Nacin za pomo¢ s pozivom je namenjen pomo¢i. V nadin za pomo¢ pridemo z znakom ?.

+ Lupinski nacin s pozivom shell> je namenjen izvajanju ukazov v sistemski lupini. V lupinski
nacin vstopimo z znakom ;.

+ Iz posebnih nac¢inov pridemo nazaj v osnovni nacin s pritiskom na vracalko (x).

Poglejmo, kako namestiti knjiZnico za ustvarjanje slik in grafov Plots.jl[4]. Najprej aktiviramo paketni
nacin z vnosom znaka ] za pozivnikom. Nato paket dodamo z ukazom add:

(@vl.10) pkg> add Plots

julia> using Plots # nalozimo modul s funkcijami iz paketa
julia> plot(x -> x - x*2, -1, 2, color=:blue,
linestyle=:dash, title="Graf y(x) = x - x*2 na [-1,2]")

Graf y(x) = x - x"~2 na [-1,2]

0.0 |

—-0.5
\
\

-10 | / \

/
/ \
-15 | / \
\
\

-20 '
|

1.1.7 Datoteke s kodo

VnasSanje ukazov v interaktivni zanki je uporabno za preproste ukaze, na primer namesto kalkulatorja.
Za resnejSe delo je bolje kodo shraniti v datoteke. Praviloma imajo datoteke s kodo v jeziku Julia
kon¢énico . j1.

Napisimo preprost program. Ukaze, ki smo jih vnesli doslej , shranimo v datoteko z imenom 01uvod. j 1.
Ukaze iz datoteke pozenemo z ukazom include v ukazni zanki:

julia> include("Oluvod.jl")

ali pa v lupini operacijskega sistema:

$ julia Oluvod.jl
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Urejevalniki in programska okolja za Julio

Za lazje delo z datotekami s kodo potrebujemo dober urejevalnik besedila, ki je namenjen progra-
miranju. Ce $e nimate priljubljenega urejevalnika, priporo¢am VS Code in razsiritev za Julio.

Ce odpremo datoteko s kodo v urejevalniku VS Code, lahko s kombinacijo tipk Ctrl + Enter
posamezno vrstico kode posljemo v ukazno zanko za Julio, da se izvede. Na ta nacin zdruzimo

prednosti interaktivnega dela in zapisovanja kode v datoteke . j 1.

Priporo¢am, da veéino kode napiSete v datoteke. V nadaljevanju bomo spoznali, kako organizirati
datoteke v projekte in pakete tako, da lahko kodo uporabimo na veé¢ mestih.

1.2 Avtomatsko posodabljanje kode

Ko uporabimo kodo iz datoteke v interaktivni zanki, je treba ob vsaki spremembi datoteko ponovno
naloziti z ukazom include. Paket Revise.jl poskrbi, da se koda ponovno nalozi vsakié, ko se datoteke
spremenijo. Zato najprej namestimo paket Revise in poskrbimo, da se zaZene ob vsakem zagonu Julie.

Naslednji ukazi namestijo paket Revise, ustvarijo mapo $HOME/.julia/config in datoteko
startup, j1, ki nalozi modul Revise ob vsakem zagonu programa julia:

julia> # pritisnemo ], da pridemo v paketni nacin
(@vl.10) pkg> add Revise
julia> startup = """

try

using Revise
catch e

@warn "Error initializing Revise" exception=(e, catch backtrace())
end

julia> path = homedir() * "/.julia/config"
julia> mkdir(path)
julia> write(path * "/startup.jl", startup) # zapiSemo startup.jl

Okolje za delo z Julio je pripravljeno.

1.3 Priprava korenske mape

Programe, ki jih bomo napisali v nadaljevanju, bomo hranili v mapi num_mat. Ustvarimo jo z ukazom:
$ mkdir num_mat

Korenska mapa bo sluzila kot projektno okolje, v katerem bodo zabeleZeni vsi paketi, ki jih bomo
potrebovali. Projektno okolje aktiviramo z ukazom activate pot/do/okolja v paketnem nacinu.

$ cd num_mat
$ julia

julia> # s pritiskom na ] vkljucimo paketni nacin
(@vl.10) pkg> activate .
(num_mat) pkg>
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Zgornji ukaz ustvari datoteko Project. toml in pripravi novo projektno okolje v mapi num_mat.

Projektno okolje v Julii

Projektno okolje je mapa, ki vsebuje datoteko Project.toml z informacijami o paketih in zahte-
vanih razli¢icah paketov. Projektno okolje aktiviramo z ukazom Pkg.activate("pot/do/mape/z/
okoljem") oziroma v paketnem nacinu z:

(@vl.10) pkg> activate pot/do/mape/z/okoljem

Uporaba projektnega okolja delno resuje problem ponovljivosti, ki ga najlepSe ilustriramo z
izjavo ,Na mojem racunalniku pa koda dela!“. Projektno okolje namre¢ vsebuje tudi datoteko
Manifest.toml, ki hrani razliice in kontrolne vsote za pakete iz Project.toml in vse njihove
odvisnosti. Ta informacija omogoca, da Julia nalozi vedno iste razlicice vseh odvisnosti, kot v ¢asu,
ko je bila datoteka Manifest.toml zadnji¢ posodobljena.

Projektna okolja v Julii so podobna virtualnim okoljem v Pythonu.

Projektnemu okolju dodamo pakete, ki jih bomo uporabili v nadaljevanju. Zaenkrat je to le paket
Plots.jl, ki ga uporabljamo za risanje grafov:

(num_mat) pkg> add Plots

Datoteka Project.toml vsebuje le ime paketa Plots in identifikacijski niz:

[deps]
Plots = "91a5bcdd-55d7-5caf-9e0b-520d859cae80"

Toc¢na verzija paketa Plots in vsi paketi, ki jih potrebuje, so zabeleZeni v datoteki Manifest.toml.

1.4 Vodenje razlicic s programom Git

Za vodenje razli¢ic priporo¢am uporabo programa Git. V nadaljevanju bomo opisali, kako v korenski
mapi num_mat pripraviti Git repozitorij in vpisati datoteke, ki smo jih do sedaj ustvarili.

Sistem za vodenje razli¢ic Git

Git je sistem za vodenje razlicic, ki je postal de facto standard v razvoju programske opreme in tudi
drugod, kjer se dela z besedilnimi datotekami. Priporocam, da si bralec ustvari svoj Git repozitorij,
kjer si uredi kodo in zapiske, ki jih bo napisal pri spremljanju te knjige.

Git repozitorij lahko hranimo zgolj lokalno na lastnem rac¢unalniku, lahko pa ga kloniramo na
lastni streznik ali na enega od javnih spletnih skladis¢ programske kode, na primer GitHub ali
GitLab.

Z naslednjim ukazom v mapi num_mat ustvarimo repozitorij za git in registriramo novo ustvarjene
datoteke.

$ git init .
$ git add .
$ git commit -m "Zacletni vpis"
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Z ukazoma git status in git diff pregledamo, kaj se je spremenilo od zadnjega vpisa. Ko smo
zadovoljni s spremembami, jih zabeleZimo z ukazoma git add in git commit. Priporo¢amo redno
uporabo ukaza git commit. Pogosti vpisi namre¢ precej olajsajo nadzor nad spremembami kode in
spodbujajo k delitvi dela na majhne zakljucene probleme, ki so laZje obvladljivi.

1.5 Priprava paketa za vajo

Ob zacetku vsake vaje bomo v korenski mapi (num_mat) najprej ustvarili mapo oziroma paket, v
katerem bo shranjena koda za dolo¢eno vajo. S ponavljanjem postopka priprave paketa za vsako
vajo posebej se bomo naudili, kako hitro zaceti s projektom. Obenem bomo optimizirali potek dela in
odpravili ozka grla v postopkih priprave projekta. Ponavljanje vedno istih postopkov nas prisili, da
postopke kar se da poenostavimo in ponavljajoca se opravila avtomatiziramo. Na dolgi rok se tako
lahko bolj posvec¢amo dejanskemu resevanju problemov.

Za vajo bomo ustvarili paket Vaja01l, s katerim bomo narisali Geronovo lemniskato.

V mapi num_mat ustvarimo paket Vaja0l, v katerega bomo shranili kodo. Nov paket ustvarimo v
paketnem nacinu z ukazom generate:

$ cd num_mat
$ julia

julia> # pritisnemo ] za vstop v paketni nacin
(@v1.10) pkg> generate Vaja0l

Ukaz generate ustvari mapo Vaja0l z osnovno strukturo paketa v Julii:

$ tree Vaja0l
Vaja0l

F— Project.toml
L— src

L— vaja01.j1

1 directory, 2 files

Paket Vaja01 nato dodamo v projektno okolje v korenski mapi num_mat, da bomo lahko kodo iz paketa
uporabili v programih in ukazni zanki. Namesto ukaza add uporabimo ukaz develop, ker Zelimo paket
Vaja0l Se spreminjati:

(@vl.10) pkg> activate .
(num_mat) pkg> develop ./Vaja0l

Za obseznejsi projekti uporabite Sablone

Za obseznejsi projekt ali projekt, ki ga Zelite objaviti, je bolje uporabiti Ze pripravljene $ablone
PkgTemplates ali PkgSkeleton. Zavoljo enostavnosti bomo v sklopu te knjige pakete ustvarjali
s Pkg.generate.

Osnovna struktura paketa je pripravljena. Paketu bomo v nadaljevanju dodali Se:
+ kodo (Poglavje 1.6),

« teste (Poglavje 1.7) in

+ dokumentacijo (Poglavje 1.8).
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1.6 Koda

Ko je mapa s paketom Vaja0l pripravljena, lahko za¢nemo. Napisali bomo funkciji, ki izracunata

koordinati Geronove lemniskate:

-1 _2t(82 —1)
z(t) = V0 ="

V urejevalniku odpremo datoteko Vaja®l/src/Vaja0l.jl in vanjo shranimo definiciji:

module Vaja0Ol

"""TIzracunaj "x  kordinato Geronove lemniskate."""

lemniskata x(t) = (t"2 - 1) / (72 + 1)

"""Tzracunaj 'y  kordinato Geronove lemniskate.
)

lemniskata y(t) = 2t * (t"2 - 1) / (172 + 1)"2

# izvozimo imeni funkcij, da sta dostopni brez predpone "Vaja0l"
export lemniskata x, lemniskata y
end # module Vaja0l

Program 1: Definiciji funkcij v paketu Vaja0l

(1.1)

Funkcije iz datoteke Vaja@l/src/Vaja®l.jl uvozimo z ukazom using Vaja0l, e smo paket Vaja0l
dodali v projektno okolje (Project.toml). V mapo src sodijo splosno uporabne funkcije, ki jih Zelimo

uporabiti v drugih programih. V interaktivni zanki pokli¢emo novo definirano funkcijo:

julia> using Vaja0O1l
julia> lemniskata x(1.2)
0.180327868852459

V datoteko Vaja01l/doc/01luvod. j1 zapiSemo preprost program, ki uporabi kodo iz paketa Vaja01 in

nariSe lemniskato:

using Vaja0l

lemniskata x.(t) # funkcijo apliciramo na elemente zaporedja
= lemniskata y.(t) # tako da imenu funkcije dodamo .

Za risanje grafov uporabimo paket “Plots’.

using Plots

plot(x, y, label=false, title="Geronova lemniskata")

#
t
X
y
#

Program 01uvod. j1 poZenemo z ukazom:

julia> include("Vaja0l/doc/0Oluvod.jl")

Krivuljo narisemo tako, da koordinati tabeliramo za veliko Stevilo parametrov.
range(-5, 5, 300) # generiramo 300 enakomerno razporejenih vrednosti na [-5, 5]

Poganjanje ukaz za ukazom v VS Code

vrstica, v kateri je trenutno kazalka.

Ce uporabljate urejevalnik VS Code in razsiritev za Julio, lahko ukaze iz programa poganjate
vrstico za vrstico kar iz urejevalnika. S pritiskom kombinacije tipk Shift + Enter se bo izvedla
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Rezultat je slika lemniskate.

Geronova lemniskata

04 r
0.2

0.0

-0.4 F

-1.0 -0.5 0.0 0.5

Slika 2: Geronova lemniskata

1.7 Testi

V naslednjem koraku dodamo avtomatske teste, s katerimi preizkusimo pravilnost kode, ki smo jo
napisali v prej$njem poglavju. Avtomatski test je preprost program, ki pokli¢e doloceno funkcijo in
preveri pravilnost rezultata.

Avtomatsko testiranje programov

Pomembno je, da pravilnost programov preverimo. Najlazje to naredimo ,na roke®, tako da
program poZenemo in preverimo rezultat. Testiranje ,na roke” ima veliko pomankljivosti. Zahteva
veliko Casa, je lahko nekonsistentno in je dovzetno za ¢loveske napake.

Alternativa ro¢nemu testiranju programov so avtomatski testi. To so preprosti programi, ki
izvedejo testirani program in rezultate preverijo. Avtomatski testi so pomemben del agilnega
razvoja programske opreme in omogocajo avtomatizacijo procesov razvoja programske opreme,

ki se imenuje nenehna integracija.

Uporabili bomo paket Test, ki olajsa pisanje testov. Vstopna tocka za teste je datoteka test/
runtests. j1l. Uporabili bomo makroje @test in @testset iz paketa Test.

V datoteko test/runtests.jl dodamo testa za obe koordinatni funkciji, ki primerjata izracunane
vrednosti s pravimi vrednostmi, ki smo jih izracunali ,na roke®:
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using Vaja0l, Test

@testset "Koordinata x" begin
@test lemniskata x(1.0) = 0.0
@test lemniskata x(2.0) = 3 / 5

end

@testset "Koordinata y" begin
@test lemniskata y(1.0) = 0.0
@test lemniskata y(2.0) = 12 / 25
end

Program 2: Test funkcij lemniskata_x in lemniskata_y

Primerjava Stevil s plavajoco vejico

Pri ra¢unanju s $tevili s plavajoco vejico se izogibajmo primerjanju Stevil z operatorjem ==, ki
Stevili primerja bit po bit. Priizracunih, v katerih nastopajo stevila s plavajoco vejico, namre¢ pride
do zaokrozitvenih napak. Razli¢ni nacini izracuna za isto stevilo se zato praviloma razlikujejo na
zadnjih decimalkah. Na primer izraz asin(sin(pi/4)) - pi/4 ne vrne tocne nicle, temvec zelo
majhno vrednost -1.1102230246251565e-16. Za priblizno primerjavo dveh vrednosti a in b zato

uporabimo izraz
la —b| <e,

kjer je € vecji od pricakovane zaokrozitvene napake. V Julii lahko za priblizno primerjavo $tevil in
vektorjev uporabimo operator =, ki je alias za funkcijo isapprox.

Preden poZenemo teste, ustvarimo testno okolje. Sledimo priporocilom za testiranje paketov. V mapi
Vaja01l/test ustvarimo novo okolje in dodamo paket Test:

(@vl.10) pkg> activate Vaja0l/test
(test) pkg> add Test
(test) pkg> activate .

Teste poZenemo tako, da v paketnem nacinu pozenemo ukaz test Vaja0l.
(num_mat) pkg> test Vaja0l

Testing Vaja0l
Testing Running tests

Test Summary: Pass Total Time

I
Koordinata x | 2 2 0.1s
Test Summary: | Pass Total Time
Koordinata y | 2 2 0.0s

Testing Vaja0l tests passed

1.8 Dokumentacija

Dokumentacija programske kode je sestavljena iz razli¢nih besedil in drugih virov, npr. videov, ki so
namenjeni uporabnikom in razvijalcem programa ali knjiZnice. Dokumentacija vkljuc¢uje komentarje
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v kodi, navodila za namestitev in uporabo programa ter druge vire z razlagami ozadja, teorije in drugih
zadev, povezanih s projektom. Dobra dokumentacija lahko veliko pripomore k uspehu dolo¢enega
programa. To e posebej velja za knjiznice.

Slabo dokumentirane kode ne Zeli nihée uporabljati. Tudi ¢e vemo, da kode ne bo uporabljal nih¢e drug
razen nas samih, bodimo prijazni do samega sebe v prihodnosti in pi§imo dobro dokumentacijo.

V tej knjigi bomo pisali tri vrste dokumentacije:

+ dokumentacijo za posamezne funkcije v sami kodi,
« navodila za uporabnika v datoteki README . md,
« porocilo v formatu PDF.

Zakaj format PDF

Izbira formata PDF je mogoce presenetljiva za pisanje dokumentacije programske kode. V praksi so

precej uporabnejSe HTML strani. Dokumentacija v obliki HTML strani, ki se avtomati¢no ustvari v
procesu nenehne integracije, je postala de facto standard. V kontekstu popravljanja domacih nalog
in porocil za vaje pa ima format PDF Se vedno prednosti, saj ga je lazje pregledovati in popravljati.

1.8.1 Dokumentacija funkcij in tipov

Funkcije in podatkovne tipe v Julii dokumentiramo tako, da pred definicijo dodamo niz z opisom
funkcije, kot smo to naredili v programu Program 1. Ve¢ o tem si lahko preberete v poglavju o
dokumentaciji priro¢nika za Julio.

1.8.2 README dokument

Dokument README (preberi me) je namenjen najosnovnej$im informacijam o paketu. Dokument je
vstopna tocka za dokumentacijo in navadno vsebuje:

« kratek opis projekta,

« povezavo na dokumentacijo,

« navodila za osnovno uporabo in

« navodila za namestitev.
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# Vzorcéni projekt za vajo

Avtor: Martin Vuk <martin.vuk@fri.uni-1j.si>

Preprost paket, ki definira koordinatne funkcije [Geronove lemniskate] (https://
sl.wikipedia.org/wiki/Geronova lemniskata). Primer uporabe je opisan v programu
[0luvod.jl](doc/@luvod.jl), ki ga poZenemo z ukazom

SR
include("Vaja0l/doc/01luvod.jl")

v interaktivni zanki Julie.
## Testi

Teste poZzenemo z ukazom:
julia --project=Vajall -e "import Pkg; Pkg.test()"

## Porocilo PDF

Poro¢ilo pripravimo z ukazom:

julia --project=@. Vaja0l/doc/makedocs.jl

Program 3: Vsebina datoteke README.md, ki vsebuje osnove informacije o projektu.

1.8.3 PDF porocilo

V nadaljevanju bomo opisali, kako porocilo pripraviti s paketom Weave.jl. Paket Weave.j1 omogoca
mesanje besedila in programske kode v enem dokumentu: literarnemu programu, kot ga je opisal D.

E. Knuth [5]. Za pisanje besedila bomo uporabili format Markdown, ki ga bomo dodali v komentarje
h kodi.

Za ustvarjanje PDF dokumentov je treba namestiti TeX/LaTeX. Priporo¢am namestitev TinyTeX ali
TeX Live, ki pa zasede vec¢ prostora na disku. Po namestitvi programa TinyTex moramo dodati Se nekaj
LaTeX paketov, ki jih potrebuje paket Weave. V terminalu izvedemo naslednji ukaz

$ tlmgr install microtype upquote minted

Porocilo pripravimo v obliki literarnega programa. Uporabili bom kar datoteko Vaja®l/
doc/01uvod. j1, s katero smo pripravili sliko. V datoteko dodamo besedilo v obliki komentarjev. Ce
zelimo, da se komentarji uporabijo kot besedilo v formatu Markdown, uporabimo #'. Koda in navadni
komentarji se v porodilu izpisejo nespremenjeni.
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#' # Geronova lemniskata

#' Komentarji, ki se zacCnejo z "#'° se uporabijo kot Markdown in

#' v PDF dokumentu nastopajo kot besedilo.

using Vaja0l

Krivuljo nariSemo tako, da koordinati tabeliramo za veliko Stevilo parametrov.
range(-5, 5, 300) # generiramo 300 enakomerno razporejenih vrednosti na [-5, 5]
lemniskata x.(t) # funkcijo apliciramo na elemente zaporedja

= lemniskata y.(t) # tako da imenu funkcije dodamo .

Za risanje grafov uporabimo paket “Plots’.

using Plots

plot(x, y, label=false, title="Geronova lemniskata")

#' Zadnji rezultat pred besedilom, oznacenim z “#'", se vstavi v dokument.

#' Ce je rezultat graf, se v dokument vstavi slika z grafom.

#
t
X
y
#

Program 4: Vsebina datoteke 01uvod. j1, iz katere ustvarimo poro¢ilo. Vrstice, ki se za¢nejo z znakoma
#', so v formatu Markdown in bodo v porocilo vkljucene kot oblikovano besedilo.

Porodilo pripravimo z ukazom Weave.weave. Ustvarimo program Vaja@1l/doc/makedocs. j1, ki pripra-
vi pdf dokument:

using Weave

# PoroCilo generiramo z ukazom "Weave.weave'

Weave.weave("Vaja0l/doc/0luvod.jl",
doctype="minted2pdf", out path="Vaja0l/pdf")

Program 5: Program za pripravo PDF dokumenta

Program poZenemo z ukazom include("Vaja0l/doc/makedocs.jl") v Julii. Preden poZzenemo pro-
gram makedocs. j1, moramo projektnemu okolju num_mat dodati paket Weave. j1.

(num_mat) pkg> add Weave
julia> include("Vaja0l/doc/makedocs.jl")

Porocilo se shrani v datoteko Vaja01/pdf/01luvod. pdf.
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1 Geronova lemniskata

Komentarji, ki se zaénejo z #' se uporabijo kot Markdown in v PDF dokumentu nastopajo
kot besedilo.

using Vaja01

# Krivuljo nariSemo tako, da koordinati tabeliramo za veliko Stevilo parametrov

t = range(-5, 5, 300) # generiramo 300 enakomerno razporejenih vrednosti na [-5, 5]
x = lemniskata_x.(t) # funkcijo apliciramo na elemente zaporedja

y = lemniskata_y.(t) # tako da imenu funkcije dodamo .

# Za risanje grafov uporabimo paket Plots

using Plots
plot(x, y, label=false, title="Geronova lemniskata")

Geronova lemniskata

ST ™
ol |

0.0 ‘
|
\
02| |
-0.4 /
-1.0 -0.5 0.0 0.5
Zadnji rezultat pred besedilom, oznacenim z #', se vstavi v dokument. Ce je rezultat graf,

se v dokument vstavi slika z grafom.

Slika 3: Poro¢ilo v PDF formatu

Alternativni paketi za pripravo PDF dokumentov

Poleg paketa Weave. j 1 je na voljo Se nekaj programov, ki so primerni za pripravo PDF dokumentov
s programi v Julii:

» vmesnika v obliki zvezka IJulia in Pluo.jl,

Literate.jl,
TypstJlyfish.jl in
+ Quadro.

Ce potrebujemo ve¢ nadzora pri pripravi PDF dokumenta, priporo¢am uporabo naslednjih pro-
gramov:

o TeX/LaTeX,

» pandoc,

o AsciiDoctor ali
» Typst.
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Povezave na temo pisanja dokumentacije

« Pisanje dokumentacije v jeziku Julia.

Priporo¢ila za stil za programski jezik Julia.

« Documenter.jl je najbolj razirjen paket za pripravo dokumentacije v Julii.

Diataxis je sistematicen pristop k pisanju dokumentacije.

Dokumentacija kot koda je na¢in dela, pri katerem z dokumentacijo ravnamo na enak nacin kot
s kodo.

1.9 Zakljucek

Ustvarili smo svoj prvi paket, ki vsebuje kodo, avtomatske teste in dokumentacijo. Mapa Vaja01l bi
morala imeti naslednjo strukturo:

$ tree Vaja0l
Vaja0l

F— Manifest.toml
— Project.toml
— README.md

— doc
|  F— 0luvod.jl
| L— makedocs.jl

F— src

| L— vaja01l.j1

L— test
— Manifest.toml
— Project.toml
L— runtests.jl

Preden nadaljujes, ponovno preveri, ali vse deluje tako, kot bi moralo. V Julii aktiviraj projektno okolje:
julia> # pritisnite ] za vstop v paketni nacin
(@vl.10) pkg> activate .

Nato poZeni teste:

(num_mat) pkg> test Vaja0l

Testing Vaja0l tests passed
Na koncu pa pozeni Se program 0luvod. jl:

julia> include("Vaja0l/doc/0luvod.jl")

in pripravi porocilo:

julia> include("Vaja0l/doc/makedocs.jl")

Priporo¢am, da si pred branjem naslednjih poglavij vzames ¢as in poskrbis, da se zgornji ukazi izvedejo
brez napak.
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2 Racunanje kvadratnega korena

Racunalniski procesorji navadno implementirajo le osnovne aritmeti¢ne operacije: seStevanje, mno-
Zenje in deljenje. Za izracun vrednosti drugih matemati¢nih funkcij mora nekdo napisati program.
Vecina programskih jezikov vsebuje implementacijo elementarnih funkcij v standardni knjiznici. V tej
vaji si bomo ogledali, kako implementirati korensko funkcijo.

Implementacija elementarnih funkcij v Julii

Lokacijo metod, ki racunajo dolo¢eno funkcijo, dobimo z ukazoma methods in @which. Ukaz
methods (sqrt) izpiSe implementacije kvadratnega korena za vse podatkovne tipe, ki jih Julia
podpira, ukaz @which(sqrt(2.0)) pa razkrije metodo, ki ra¢una koren za vrednost 2.0, to je za
Stevila s plavajoco vejico.

2.1 Naloga

Napisi funkcijo y = koren(x), ki bo izrac¢unala priblizek za kvadratni koren stevila x. Poskrbi, da bo
rezultat pravilen na 10 decimalnih mest in da bo ¢asovna zahtevnost neodvisna od argumenta x.

« Zapisi enacbo, ki ji zadoséa kvadratni koren.

« Uporabi Newtonovo metodo in izpelji Heronovo rekurzivno formulo za racunanje kvadratnega
korena.

« Kako je konvergenca odvisna od vrednosti x?

« Narisi graf potrebnega $tevila korakov v odvisnosti od argumenta x.

« Uporabi lastnosti zapisa s plavajoco vejico in izpelji formulo za priblizno vrednost korena, ki uporabi
eksponent (funkcija exponent v Julii).

+ Implementiraj funkcijo koren(x), tako da je casovna zahtevnost neodvisna od argumenta x. Grafi¢no
preveri, ali funkcija dosega zahtevano natan¢nost za poljubne vrednosti argumenta x.

Preden se lotimo reSevanja, ustvarimo projekt za trenutno vajo in ga dodamo v delovno okolje.
(num_mat) pkg> generate Vaja02
(num_mat) pkg> develop Vaja02/

Tako bomo imeli v delovnem okolju dostop do vseh funkcij, ki jih bomo definirali v paketu Vaja02.

2.2 Izbira algoritma

Z ratunanjem kvadratnega korena so se ukvarjali Ze pred 3500 leti v Babilonu. O tem si lahko ve¢
preberete v ¢lanku v reviji Presek [6]. Ce Zelimo poiskati algoritem za ra¢unanje kvadratnega korena,
se moramo najprej vprasati, kaj sploh je kvadratni koren. Kvadratni koren S$tevila x je definiran kot
pozitivna vrednost ¥, katere kvadrat je enak z. Stevilo y je torej pozitivna resitev enacbe:

y? = (2.1)

Da bi poiskali vrednost /x, moramo resiti nelinearno enac¢bo (2.1). Za numeri¢no redevanje nelinearnih
enacb obstaja cela vrsta metod. Ena najpopularnejsih je Newtonova ali tangentna metoda, ki jo bomo
uporabili tudi mi. Pri Newtonovi metodi resitev enacbe

f(z) =0 (2.2)
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pois¢emo z rekurzivnim zaporedjem priblizkov:

f(z,)

T T T )
n

(2.3)

Ce zaporedje (2.3) konvergira, potem konvergira k resitvi enacbe f(z) = 0.

Enacbo (2.1) najprej preoblikujemo v obliko, ki je primerna za reSevanje z Newtonovo metodo. Prema-
knemo vse ¢lene na eno stran in dobimo:

y? — 1z =0. (2.4)

V formulo za Newtonovo metodo vstavimo funkcijo f(y) = y? — z in odvod f’(y) = diyf(y) = 2y,

da dobimo:

2y, 2y, 2

1 T
yn+1:§ yn+y_ .

n

_ Yn =T _ 29 —yntz _1(yptu
Ynt+1 = Yn — - 5
Un
(2.5)

Rekurzivno formulo (2.5) imenujemo Heronov obrazec. Zgornja formula dolo¢a zaporedje, ki vedno
konvergira bodisi k 1/ ali —/z, odvisno od izbire zacetnega priblizka. Poleg tega, da zaporedje hitro
konvergira k limiti, je program izjemno preprost. Poglejmo, kako izratunamo v/2:

julia> y =
X =
for n =
y = (
print
end
1.4166666666666665
1.4142156862745097
1.4142135623746899
1.414213562373095
1.414213562373095

I > N R

Vidimo, da se priblizki zaénejo ponavljati Ze po 4. koraku. To pomeni, da se zaporedje ne bo veé
spreminjalo in smo dosegli najboljsi priblizek, kot ga lahko predstavimo s 64-bitnimi stevili s plavajoco
vejico.

Napisimo zgornji program $e kot funkcijo. Da laZje spremljamo, kaj se dogaja med izvajanjem kode,
uporabimo makro @info iz modula Logging, ki je del standardne knjiznice.
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using Logging

y = koren heron(x, x0, n)

IzracCuna priblizek za koren Stevila “x° z "n° koraki Heronovega obrazca z zacetnim
priblizkom "x0° .
function koren heron(x, x0, n)
y = x0
for i = 1:n
y=(y+x/y) /2
@info "PribliZzek na koraku $i je $y"
end
return y
end

Program 6: Funkcija, ki racuna kvadratni koren s Heronovim obrazcem.
Preskusimo funkcijo koren_heron na $tevilu 3.

= koren_heron(3, 1.7, 5)

rintln("Koren 3 je $(x).")

X

p

[ Info: PribliZzek na koraku 1 je 1.7323529411764707
[ Info: Priblizek na koraku 2 je 1.7320508339159093
[ Info: PribliZek na koraku 3 je 1.7320508075688776
[ Info: Priblizek na koraku 4 je 1.7320508075688772
[ Info: PribliZzek na koraku 5 je 1.7320508075688772
Koren 3 je 1.7320508075688772.

Metoda navadne iteracije in tangentna metoda

Metoda racunanja kvadratnega korena s Heronovim obrazcem je poseben primer tangentne
metode, ki je poseben primer metode fiksne tocke. Obe metodi sta si bomo podrobneje ogledali
kasneje.

2.3 Dolocitev stevila korakov

Funkcija koren_heron(x, x0, n) niuporabna za splosno rabo, saj mora uporabnik poznati tako zaetni
priblizek kot tudi $tevilo korakov, ki so potrebni, da doseZemo Zeleno natan¢nost. Da bi bila funkcija
zares uporabna, bi morala sama izbrati zaCetni pribliZzek in $tevilo potrebnih korakov. Najprej se bomo
naucili poiskati dovolj veliko stevilo korakov, da dosezemo Zeleno natan¢nost.

Kako vemo, kdaj smo dosegli Zeleno natanénost? Navadno nekako ocenimo napako priblizka in jo
primerjamo z Zeleno natanénostjo. To lahko storimo na dva naéina:

« preverimo, ali je absolutna napaka manjsa od absolutne tolerance ali
« preverimo, ali je relativna napaka manjsa od relativne tolerance.

Julia za namen primerjave dveh $tevil ponuja funkcijo isapprox, ki pove ali sta dve vrednosti priblizno
enaki. Funkcija isapprox omogoca relativno in absolutno primerjavo vrednosti. Primerjava stevil z
relativno toleranco § se prevede na neenacbo:

| a —b | < §(max(|al,|b])). (2.6)
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Previdno pri primerjanju s Stevilom nic

Ko uporabljamo relativno primerjavo, moramo biti previdni, ¢e primerjamo vrednosti s Stevilom
0. Ce je namre¢ eno od §tevil, ki ju primerjamo, enako 0 in § < 1, potem neenacba (2.6) nikoli ni
izpolnjena.

Stevilo O nikoli ni priblizno enako nobenemu nenicelnemu $tevilu, ¢e ju primerjamo z
relativno toleranco.

Stevilo pravilnih decimalnih mest

Ko govorimo o $tevilu pravilnih decimalnih mest, imamo navadno v mislih $tevilo signifikantnih
mest v zapisu s plavajoco vejico. V tem primeru moramo poskrbeti, da je relativna napaka dovolj
majhna. Ce Zelimo, da bo pravilnih 10 signifikantnih mest, mora biti relativna napaka manjsa od
5- 107!, Naslednja stevila so vsa podana s 5 signifikantnimi mesti:

1 1
— =~ (.0142 — = 0.142
70 0.014285, 7 0 85

. 2.7)
10 10
- ~ 1.4285, — ~ 1428500000.

Pri iskanju kvadratnega korena napako ocenimo tako, da primerjamo kvadrat priblizka z danim argu-
mentom. Pri tem je treba raziskati, kako sta povezani relativni napaki priblizka za koren in njegovega
kvadrata. Naj bo y to¢na vrednost kvadratnega korena /. Ce je ¢ priblizek z relativno napako 4,
potem je § = y(1 + 0). Poglejmo, kako je relativna napaka § povezana z relativno napako kvadrata

7

Lo 2 2 _
=l T (y(H?) x:“”i) Lo (1467 -1=2646  (28)

Pri tem smo upostevali, da je y? = z. Relativna napaka kvadrata je enaka ¢ = 20 + 62. Ker je 6% < 4,
dobimo dovolj natanéno oceno, ¢e 52 zanemarimo:

1 €
d=—(e— 62 —. 2.
5(e—0%) <3 (2.9)
Od tod dobimo pogoj, kdaj je priblizek dovolj natancen. Ce je
9% — x| < 20 -z, (2.10)

potem velja zaetna zahteva:

9 — Vx| <d-Vaz. (2.11)
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Ocene za napako ni vedno enostavno poiskati

V primeru racunanja kvadratnega korena je bila analiza napak relativno enostavna in smo lahko
dobili to¢no oceno za relativno napako metode. Ve¢inoma ni tako. To¢ne ocene za napako ni
vedno lahko ali sploh mogoce poiskati. Zato pogosto v praksi napako ocenimo na podlagi razli¢nih
indicev brez zagotovila, da je ocena to¢na.

Pri iterativnih metodah konstruiramo zaporedje priblizkov z,,, ki konvergira k iskanemu stevilu.
Razlika med dvema zaporednima priblizkoma |z, ; — | je pogosto dovolj dobra ocena za na-
pako iterativne metode. Toda zgolj dejstvo, da je razlika med zaporednima priblizkoma majhna, Se
ne zagotavlja, da je razlika do limite prav tako majhna. Ce poznamo oceno za hitrost konvergence
(oziroma odvod iteracijske funkcije), lahko izpeljemo zvezo med razliko dveh sosednjih priblizkov
in napako metode. Vendar se v praksi pogosto zanasamo, da sta razlika sosednjih priblizkov in
napaka sorazmerni. Problem nastane, ¢e je konvergenca pocasna.

Uporabimo pogoj (2.11) in napisemo funkcijo, ki sama dolo¢i stevilo korakov iteracije:

y = koren(x, y0)

Izracunaj vrednost kvadratnega korena Stevila "x° s Heronovim obrazcem
z zacetnim priblizkom “y0".
function koren(x, y0)
if x == 0.0
# Vrednost 0 obravnavamo posebej, saj je relativna primerjava z 0
# problematicna

return 0.0
end
delta = 5e-11 # zahtevana relativna natanc¢nost rezultata

maxit 10 # 10 korakov je dovolj, Ce je zacCetni priblizek dober
for i = 1l:maxit
y = (y0 + x / y0) / 2
if abs(x - y"2) <= 2 * delta * abs(x)
@info "Stevilo korakov $i"
return y
end

yo =y
end
throw("Iteracija ne konvergira!")
end

Program 7: Metoda koren(x, y0), ki avtomatsko dolo¢i stevilo korakov iteracije, da dosezemo zahte-
vano natanc¢nost.

2.4 Izbira zacetnega priblizka

Kako bi uc¢inkovito izbrali dober zacetni priblizek? Dokazati je mogoce, da rekurzivno zaporedje (2.5)
konvergira ne glede na izbran zacetni priblizek. Vendar je Stevilo korakov iteracije veéje, dlje kot
je zacetni priblizek oddaljen od resitve. Ce Zelimo, da bo ¢asovna zahtevnost funkcije neodvisna od
argumenta, moramo poskrbeti, da za poljubni argument uporabimo dovolj dober zacetni priblizek. Za
zacetni priblizek lahko uporabimo kar samo $tevilo x. Malce boljsi priblizek dobimo s Taylorjevim
razvojem (tangento) korenske funkcije okrog stevila 1:

30



+
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(2.12)

N =

1
\/Ezl—i-g(ac—l)-i—...%
Opazimo, da za vecja Stevila iteracija potrebuje ve¢ korakov:

julia> tangenta(x) = 0.5 + x / 2
julia> y = koren(10, tangenta(10))
[ Info: Stevilo korakov 5
3.162277660168379

julia> y = koren(1000, tangenta(1000))
[ Info: Stevilo korakov 8
31.622776601684336

Zacetni priblizek % + £ dobro deluje za stevila blizu 1. Ce isto formulo za zacetni priblizek uporabimo
na vedjih stevilih, dobimo veéjo relativno napako oziroma potrebujemo ve¢ korakov zanke, da pridemo
do enake natan¢nosti. Na isti graf narisimo korensko funkcijo in tangento % + 5

using Plots
plot(sqrt, 0, 10, label="y=sqrt(x)")
plot!(x -> 0.5 + x / 2, 0, 10, label="y=(1 + x)/2")

y=sqrt(x)
5 L y=(1 + x)/2

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Slika 4: Korenska funkcija in tangenta % + 5 vtockiz =1

Za boljsi priblizek si pomagamo z nacinom predstavitve §tevil v ra¢unalniku. Realna Stevila predsta-
vimo s $tevili s plavajoco vejico. Stevilo je zapisano v obliki

x =m?2°, (2.13)

kjer je 1 < m < 2 mantisa, e pa eksponent. Za 64-bitna Stevila s plavajoco vejico se za zapis mantise
uporabi 53 bitov (52 bitov za decimalke, en bit pa za predznak), 11 bitov pa za eksponent (glej IEE 754
standard). Koren §tevila x potem izra¢unamo kot:

VI =+m-23. (2.14)
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Koren mantise, ki lezi na [1, 2), priblizno ocenimo s tangento v x = 1
+—. (2.15)

Ce eksponent delimo z 2 in upostevamo ostanek o = e — 2d, vrednost v/2¢ zapigemo kot:

1 o=20
Voe 24 .87 ’ 2.16
{\/5, o=1. (2.16)

Formula za priblizek je enaka:

f%@g)ad,{lﬁ . (2.17)

Potenco Stevila 2" izra¢unamo s premikom binarnega zapisa Stevila 1 v levo za n mest. V Julii za
levi premik uporabimo operator <<, s funkcijama exponent in significand pa dobimo eksponent in
mantiso $tevila s plavajoco vejico. Tako lahko zapiSemo naslednjo funkecijo za zacetni priblizek:

S
|

y0 = zacetni(x)

Izracunaj zacetni priblizek za kvadratni koren Stevila “x° z uporabo
eksponenta za Stevila s plavajoco vejico.
function zacetni(x)
d, ost = divrem(abs(exponent(x)), 2)
m = significand(x) # mantisa
koren2ost = (ost == 0) ? 1 : 1.4142135623730951 # koren(2”ost)
koren2e = (1 << d) * koren2ost # koren(27e)
if x >1
return (0.5 + m / 2) * koren2e
else
return (0.5 + m / 2) / koren2e
end
end

Program 8: Funkcija zadetni(x), ki izracuna zacetni priblizek.

Primerjajmo izboljSano verzijo zaCetnega priblizka s pravo korensko funkcijo:

plot(sqrt, 0, 20, label="y=sqrt(x)")
plot!(Vaja02.zacetni, 0, 20, label="y = zacetni(x)")
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Slika 5: Korenska funkcija in izboljsani zaCetni priblizek

2.5 Zakljucek

Ko izberemo dober zacetni priblizek, Newtonova iteracija hitreje konvergira, ne glede na velikost
argumenta. Tako lahko definiramo metodo koren(x) brez dodatnega argumenta.

y = koren(x)

Izracunaj vrednost kvadratnega korena danega Stevila "x .

koren(x) = koren(x, zacetni(x))

Program 9: Funkcija koren(x)

Julia omogoca vec definicij iste funkcije

Julia uporablja posebno vrsto polimorfizma imenovano veclicna razdelitev (angl. multiple dis-
patch). Za razliko od polimorfizma v objektno usmerjenih jezikih, kjer se metoda izbere le na
podlagi razreda objekta, ki to metodo klice, se v Julii metodo izbere na podlagi tipov vseh vhodnih
argumentov. Ta lastnost omogoca pisanje genericne kode, ki deluje za zelo razlicne vhodne
argumente.

Veclicna razdelitev omogoca, da za isto funkcijo definiramo veé razli¢ic, ki se uporabijo glede
na argumente podane funkciji. Tako smo definirali dve metodi za funkcijo koren. Prva metoda
sprejme 2 argumenta, druga pa en argument. Ko poklicemo koren(2.0, 1.0), se izvede razlicica
Program 7, ko pa poklicemo koren(2.0), se izvede Program 9.

Metode, ki so definirane za neko funkcijo fun, lahko vidimo z ukazom methods (fun). Metodo, ki
se uporabi za dolocéen klic funkcije, pois¢emo z makrojem @which, npr. @which koren(2.0, 1.0).

Opazimo, da se $tevilo korakov z narasanjem argumenta ne spreminja, kar pomeni, da je ¢asovna
zahtevnost funkcije koren(x) neodvisna od izbire argumenta.
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kgren(Z.O), koren(200.0), koren(2el0)
[ Info: Stevilo korakov 1

[ Info: Stevilo korakov 3
[ Info: Stevilo korakov 2
(1.414213562373095, 14.142135623730965, 141421.35623853415)

Hitro racunanje obratne vrednosti kvadratnega korena

Pri razvoju racunalniskih iger, ki posku$ajo verodostojno prikazati 3-dimenzionalni svet na
zaslonu, se veliko uporablja normiranje vektorjev. Pri normiranju je treba komponente vektorja
deliti z normo vektorja, ki je enaka korenu vsote kvadratov komponent. Kot smo spoznali pri
racunanju kvadratnega korena s Heronovim obrazcem, je posebej problemati¢no najti ustrezen
zacetni priblizek, ki je dovolj blizu pravi resitvi. Tega problema so se zavedali tudi inZenirji igre
Quake, ki so razvili posebej zvit, skoraj magicen nacin za izracun funkcije \/LE Metoda uporabi
posebno vrednost 0x5f3759df, da pride do dobrega zaCetnega priblizka, nato pa Se en korak
Newtonove metode. Ve¢ o racunanju obratne vrednosti kvadratnega korena.

Kaj smo se naucili?

« Tudi za izracun preprostih funkecij potrebujemo numeri¢ni algoritem.
« Pri iterativnih metodah je pomembna izbira dobrega zaCetnega priblizka.
« Numeri¢ni algoritmi so pogosto preprosti, vendar moramo paziti, da je napaka omejena.
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3 Tridiagonalni sistemi

3.1 Naloga

« Ustvari podatkovni tip za tridiagonalno matriko in implementiraj operacije mnozZenja * z vektorjem
ter reSevanja sistema Ax = b z operatorjem \.

« Za slucajni sprehod v eni dimenziji izra¢unaj povprec¢no stevilo korakov, ki jih potrebujemo, da se
od izhodi$¢a oddaljimo za k korakov.
» Zapisi fundamentalno matriko za Markovsko verigo, ki modelira slu¢ajni sprehod, ki se lahko od

izhodisc¢a oddalji le za k korakov.

» Resi sistem s fundamentalno matriko in vektorjem enic.
» Povprecno stevilo korakov oceni $e z vzoréenjem velikega $tevila simulacij slu¢ajnega sprehoda.
» Primerjaj oceno z resitvijo sistema.

3.2 Tridiagonalne matrike

Matrika je tridiagonalna, e ima nenicelne elemente le na glavni diagonali in na dveh najblizjih diago-
nalah. Primer 5 x 5 tridiagonalne matrike:

(3.1)

OO O W
O OO N
O Ot ot o
N~ OO O
=W o oo

Elementi tridiagonalne matrike, za katere se indeksa razlikujeta za vec kot 1, so vsi enaki 0:
Z implementacijo posebnega podatkovnega tipa za tridiagonalno matriko prihranimo tako na prostoru

kot tudi pri ¢asovni zahtevnosti algoritmov, saj jih lahko prilagodimo posebnim lastnostim tridiago-
nalnih matrik.

Preden se lotimo naloge, ustvarimo nov paket Vaja03, kamor bomo postavili kodo:

(num_mat) pkg> generate Vaja03
(num_mat) pkg> develop Vaja03/

Podatkovni tip za tridiagonalne matrike imenujemo Tridiag in vsebuje tri polja z elementi na posa-
meznih diagonalah. Definicijo postavimo v Vaja03/src/Vaja03.jl:
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Tridiag(sd, d, zd)

Sestavi tridiagonalno matriko iz prve poddiagonale “sd’, glavne diagonale “d°
in prve naddiagonale "zd . Rezultat je tipa "Tridiag , ki hrani le nenicelne
elemente matrike in omogoca ucCinkovito reSevanje tridiagonalnega sistema
linearnih enacb. Dolzina vektorjev “sd” in “zd® mora biti za ena manj od dolzine
vektorja “d°
struct Tridiag
sd::Vector # spodnja poddiagonala
d::Vector # glavna diagonala
zd::Vector # zgornja naddiagonala
function Tridiag(sd, d, zd)
if (length(sd) != length(d) - 1) || (length(zd) != length(d) - 1)
error("Napacne dimenzije diagonal.")
end
new(sd, d, zd)
end
end
export Tridiag

Zgornja definicija omogoca, da ustvarimo nove objekte tipa Tridiag:

julia> using Vaja@3
julia> Tridiag(I[3, 6, 5, 21, [1, 4, 7, 4, 11, [2, 5, 6, 31)

Preverjanje skladnosti polj v objektu

V zgornji definiciji Tridiag smo poleg deklaracije polj dodali tudi notranji konstruktor v obliki
funkcije Tridiag. Vemo, da mora biti dolZzina vektorjev sd in zd za ena manj$a od dolZine vektorja
d. Zato je pogoj najbolje preveriti, ko ustvarimo objekt, in se nam s tem v nadaljevanju ni ve¢ treba
ukvarjati. Z notranjim konstruktorjem te pogoje uveljavimo ob nastanku objekta in preprec¢imo
ustvarjanje objektov z nekonsistentnimi podatki.

Zelimo, da se matrike tipa Tridiag obnasajo podobno kot generi¢ne matrike vgrajenega tipa Matrix.
Zato funkcijam, ki delajo z matrikami, dodamo specificne metode za podatkovni tip Tridiag. Argu-
mentu funkcije lahko dodamo informacijo o tipu, tako da dodamo ::Tip in na ta nacin definiramo
specifino metodo, ki deluje le za dan podatkovni tip. Ce Zelimo, da metoda deluje za argumente tipa
Tridiag, argumentu dodamo : : Tridiag. Vec¢ informacij o tipih in vmesnikih.

Samostojno delo

Implementiraj naslednje metode, specifi¢ne za tip Tridiag (resitve so na koncu poglavja):

« size(T::Tridiag) vrne dimenzije matrike (Program 13),

« getindex(T::Tridiag, i, j) vrne element T[i,j] (Program 14),

« setindex!(T::Tridiag, x, i, j) nastavielement T[i,j] (Program 15)in

o *(T::Tridiag, x::Vector) izra¢una produkt matrike T z vektorjem x (Program 16).

Za tridiagonalne matrike je ¢asovna zahtevnost mnozenja matrike z vektorjem bistveno manjsa
kot v splosnem (O(n) namesto O (n?)).
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Preden nadaljujemo, preverimo, ali so funkcije pravilno implementirane. NapiSemo avtomatske teste,
ki jih lahko kadarkoli pozenemo. V projektu Vaja03 ustvarimo datoteko Vaja@3/test/runtests.jl
in vanjo zapiSemo kodo, ki preveri pravilnost zgoraj definiranih funkcij.

using Vaja@3
using Test

@testset "Velikost" begin
T = Tridiag([1, 21, [3, 4, 51, [6, 7])
@test size(T) == (3, 3)

end

V paket Vaja03 moramo dodati Se paket Test:

(num_mat) pkg> activate Vaja03
(Vaja03) pkg> add Test

Teste pozenemo v paketnem nacinu z ukazom test Vaja03:

(Vaja03) pkg> activate .
(num_mat) pkg> test Vaja03

Testing Running tests...
Test Summary: | Pass Total Time
Velikost | 1 1 0.0s

Samostojno delo

Napisi teste za ostale funkcije (resitve so v podpoglaviju 3.6.1).

3.3 ResSevanje tridiagonalnega sistema

Poiskali bomo resitev sistema linearnih enacb T'x = b, kjer je matrika sistema 7 tridiagonalna. Sistem
lahko resimo z Gaussovo eliminacijo in obratnim vstavljanjem [1]. Ker je v tridiagonalni matriki
bistveno manj elementov, se Stevilo potrebnih operacij tako za Gaussovo eliminacijo kot za obratno
vstavljanje bistveno zmanjsa. Dodatno predpostavimo, da je matrika 7' taksna, da med eliminacijo
ni treba delati delnega pivotiranja (glej poglavje 2.5 v [1]). V nasprotnem primeru se tridiagonalna
oblika matrike med Gaussovo eliminacijo podre in se algoritem nekoliko zakomplicira. Casovna
zahtevnost Gaussove eliminacije brez pivotiranja je za tridiagonalni sistem T'x = b linearna O(n)
namesto kubi¢na @(n?). Za obratno vstavljanje pa se ¢asovna zahtevnost s kvadratne O(n?) zmanjsa
na linearno O(n).
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Samostojno delo

Priredimo splosna algoritma Gaussove eliminacije in obratnega vstavljanja, da bosta upostevala
lastnosti tridiagonalnih matrik. Napisi funkcijo \:

function \(T::Tridiag, b::Vector),

ki poisce resitev sistema T'x = b (resitev je Program 17).

V datoteko Vaja03/test/runtests.jl dodaj test, ki na primeru preveri pravilnost funkcije \.

3.4 Slucajni sprehod

Metodo za resevanje tridiagonalnega sistema bomo uporabili na primeru slucajnega sprehoda v eni
dimenziji. Slu¢ajni sprehod je vrsta stohasti¢nega procesa, ki ga lahko opisemo z Markovsko verigo
z mnozico stanj, ki je enaka mnoZici celih stevil Z. Ce se na nekem koraku slu¢ajni sprehod nahaja
v stanju n, se lahko v naslednjem koraku z verjetnostjo p € [0, 1] premakne v stanje n — 1 ali z
verjetnostjo ¢ = 1 — p v stanje n + 1. Prehodni verjetnosti slucajnega sprehoda sta enaki:

P(Xi+1:”—1|Xi=”)=p

3.3
P(X;y=n+1]|X;=n)=gq (3:3)
Definicija Markovske verige
Markovska veriga je zaporedje slucajnih spremenljivk
X, X5, X, . (3.4)

z vrednostmi v mnozici stanj (Z za slu¢ajni sprehod), za katere velja Markovska lastnost:

? 7

Ta pove, da je verjetnost za prehod v naslednje stanje odvisna le od prejsnjega stanja in ne od
starejse zgodovine stanj. V Markovski verigi tako zgodovina, kako je proces prisel v neko stanje,
ne odloca o naslednjem stanju, odloca le stanje, v katerem se proces trenutno nahaja.

Verjetnosti P(X, . ; = z | X; = z;) imenujemo prehodne verjetnosti Markovske verige. V nadalje-
vanju bomo privzeli, da so prehodne verjetnosti enake za vse korake k:

PXp=2z|X,=y)=PX,=2| X, =y). (3.6)

Simulirajmo prvih 100 korakov sluc¢ajnega sprehoda:

Simuliraj "n° korakov slucajnega sprehoda s prehodnima verjetnostima “p°
in "1-p°.
function sprehod(p, n)

X = zeros(n)

for i = 1:n-1

x[i+1] = rand() < p ? x[i] + 1 : x[i] - 1

end

return x
end
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using Plots

X = sprehod (0.5, 100)

plot(x, label=false)

scatter!(x, title="Prvih 100 korakov slucajnega sprehoda \$p=g=\\frac{1}{2}\$",
label="\$X m\$")

Prvih 100 korakov slucajnega sprehoda p= ¢ =

L
2

_10 -

_15 -

0 25 50 75 100

Slika 6: Simulacija slu¢ajnega sprehoda

Prehodna matrika Markovske verige

Za Markovsko verigo s kon¢no mnozico stanj {z,, z,, ..., z,, }, lahko prehodne verjetnosti zlozimo
v matriko. Brez $kode lahko stanja {z,, z,, ..., z,, } nadomestimo z naravnimi §tevili {1, 2, ..., n}.
Matriko P = [pij], katere elementi so prehodne verjetnosti prehodov med stanji Markovske
verige

imenujemo prehodna matrika Markovske verige. Za prehodno matriko velja, da vsi elementi leZijo
na [0, 1] in da je vsota elementov po vrsticah enaka 1:

Zpij = 1. (3.8)
=1

Posledi¢no je vektor samih enic 1 = [1, 1, ..., 1] lastni vektor matrike P za lastno vrednost 1:
P1=1. (3.9)

Prehodna matrika povsem opise porazdelitev Markovske verige. Potence prehodne matrike P™
na primer doloc¢ajo prehodne verjetnosti po m korakih:

[P™]. = P(X,, = j|X; =9). (3.10)

ij
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3.5 Pricakovano stevilo korakov

Poiskati Zelimo pri¢akovano Stevilo korakov, po katerem se slucajni sprehod prvi¢ pojavi v stanju k
ali —k. Zato bomo privzeli, da se sprehod v stanjih —k in k ustavi in se ne premakne vec.

Stanje, iz katerega se veriga ne premakne ve¢, imenujemo absorbirajoce stanje. Za absorbirajoce stanje
k je diagonalni element prehodne matrike enak 1, vsi ostali elementi v vrstici pa 0:

pkk:P(X'+l:k’Xi:k)=l

(3

3.11
P =P(Xip1 =1 X;=k) =0. ( )

1

Stanje, ki ni absorbirajoce, imenujemo prehodno stanje. Markovsko verigo, ki vsebujejo vsaj eno absor-
birajoce stanje, imenujemo absorbirajoca Markovska veriga.

Privzamemo, da je zacetno stanje enako 0. Is¢emo pricakovano stevilo korakov, po katerem se slucajni
sprehod prvi¢ pojavi v stanju k ali —k. Stanji k in —k spremenimo v absorbirajoci stanji, saj stanj, ki
so ve¢ kot k oddaljena od izhodis¢a, ni treba upostevati. Obravnavamo torej absorbirajoco verigo z
2k + 1 stanji, pri kateri sta stanji —k in k absorbirajo¢i, ostala stanja pa ne. Is¢emo pri¢akovano stevilo
korakov, da iz zaCetnega stanja pridemo v eno od absorbirajocih stanj.

Za izratun iskane pri¢akovane vrednosti uporabimo kanoni¢no obliko prehodne matrike.

Kanonicna oblika prehodne matrike

Ce ima Markovska veriga absorbirajo¢a stanja, lahko prehodno matriko zapisemo v bloé¢ni obliki:
_(QT
P = ( 0 1) (3.12)

kjer vrstice [@, T'] ustrezajo prehodnim, vrstice [0, I] pa absorbirajo¢im stanjem. Matrika ) opise
prehodne verjetnosti za sprehod med prehodnimi stanji, matrika Q™ pa prehodne verjetnosti po
m korakih, ¢e se sprehajamo le po prehodnih stanjih.

Vsoto vseh potenc matrike Q:
N-SQr--Q .13
m=0

imenujemo fundamentalna matrika absorbirajoce Markovske verige. Element n,; predstavlja

pricakovano Stevilo obiskov stanja j, ¢e za¢nemo v stanju ¢.

Pricakovano §tevilo korakov, da doseZemo absorbirajoce stanje iz zacetnega stanja 1, je i-ta kompo-
nenta produkta matrike N z vektorjem samih enic:

m=N1=(I—-Q) 1. (3.14)
Ce Zelimo poiskati pri¢akovano §tevilo korakov 1m, moramo resiti sistem linearnih enacb:
(I-—Q)m =1. (3.15)

Ce nas zanima, kdaj bo sprehod prvi¢ za k oddaljen od izhodi$¢a, lahko zaénemo v 0 in stanji k in —k
proglasimo za absorbirajoca stanja. Prehodna matrika, ki jo dobimo, je tridiagonalna z 0 na diagonali.
Matrika I — @) je prav tako tridiagonalna z 1 na diagonali in z negativnimi verjetnostmi —p na prvi
poddiagonali in —q = p — 1 na prvi naddiagonali:
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1 ¢ 0 .. 0

-p 1 —q ... 0

I—-Q=1: - -~ -~ ] (3.16)
0O ... —p 1 —¢q
0 .. 0 —p 1

Matrika I — @) je tridiagonalna. Poleg tega je po stolpcih diagonalno dominantna in v prvem in
zadnjem stolpcu strogo diagonalno dominantna’, zato lahko uporabimo Gaussovo eliminacijo brez
pivotiranja. Najprej napisemo funkcijo, ki zgradi matriko I — Q):

using Vaja03

N = matrika sprehod(k, p)

Sestavi fundamentalno matriko za slucajni sprehod, ki se konca, ko se prvic
za “k* korakov oddalji od izhodisca.

matrika sprehod(k, p) = Tridiag(-p * ones(2k - 2), ones(2k - 1), -(1 - p) * ones(2k
- 2))

Program 10: Funkcija, ki sestavi tridiagonalno matriko I — @ za slu¢ajni sprehod. Slu¢ajni sprehod se
konéa, ko se prvi¢ oddalji za k korakov od izhodisca.

Pri¢akovano stevilo korakov izratunamo kot resitev sistema (I — @)k = 1. Uporabimo operator \ za
tridiagonalno matriko:

Em = koraki(k, p)

Izracunaj pricakovano Stevilo korakov "Em’, ki jih potrebuje slucajni sprehod,
da doseze stanje "0 ali "2k’ . Komponente vektorja "Em" vsebujejo pricakovano
Stevilo korakov, da sprehod pride v stanje 0" ali "2k, Ce zac¢ne v stanju med
"1 in "2k - 1.

koraki(k, p) = matrika_ sprehod(k, p) \ ones(2k - 1)

Program 11: Funkcija, ki izracuna vektor pricakovanih stevil korakov, ki jih potrebuje sluc¢ajni sprehod,
da se iz zaCetnega stanja med 1 in 2k — 1 premakne v stanje 0 ali 2k.

V matriki @) so stanja oznacena z indeksi matrike od 1 do 2k — 1. Zato stanja premaknemo za —k,
dobimo stanja —k, —k + 1, ..., 0, ..., k. Komponente vektorja k tako predstavljajo pri¢akovano $tevilo
korakov, ki jih sluéajni sprehod potrebuje, da prvi¢ doseze stanji —k ali k, ¢e za¢nemo v stanju i €
{-k+1,-k+2,..,0,1,.... k—1}.

Em = koraki(10, 0.5)
scatter(-9:9, Em, label="St. korakov", xticks=-9:9)

'Matrika je po stolpcih diagonalno dominantna, ¢e za vsak stolpec velja, da je absolutna vrednost diagonalnega
elementa vecja ali enaka vsoti absolutnih vrednosti vseh ostalih elementov v stolpcu: |a;;[ >3-, %j|a]-i|. Ce je matrika

strogo diagonalno dominantna vsaj v enem stolpcu, potem je Gaussova eliminacija brez pivotiranja numeri¢no stabilna

[2].
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Slika 7: Pri¢akovano Stevilo korakov, da slucajni sprehod prvi¢ dosezZe stanji —10 ali 10, v odvisnosti
od zaletnega stanjai € {—9,—8...,—1,0,1,...,8,9}.

Za konec se prepri¢ajmo $e s simulacijo Monte Carlo, da so resitve, ki jih dobimo kot resitev sistema, res
prave. Sluéajni sprehod simuliramo z generatorjem nakljuénih $tevil in izratunamo vzoréno povprecje
za Stevilo korakov m.

using Random

x1 = naslednje stanje(p, x0)

Simuliraj naslednje stanje slucajnega sprehoda z nakljucnim generatorjem Stevil.

naslednje stanje(p, x0) = x0 + (rand() <p ? -1 : 1)

st_korakov = simuliraj_ sprehod(k, p)

Simuliraj slucCajni sprehod s prehodnima verjetnostima "p° in "1-p .
Vrni Stevilo korakov, ki jih slucajni sprehod potrebuje, da se prvic
oddalji za "k korakov od izhodisca.
function simuliraj sprehod(k, p, x0=0)
koraki = 0
while (abs(x0) < k)
x0 = naslednje _stanje(p, x0)
koraki += 1
end
koraki
end

Program 12: Simulacija z generatorjem nakljuénih $tevil. Vzoréno povpreéje da oceno za pricakovano
stevilo korakov.

Za k = 10 je pricakovano Stevilo korakov enako 100. Poglejmo, kako se rezultat ujema z vzorénim
povpreéjem po velikem $tevilu sprehodov.
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Random.seed! (691)

n = 100 000

k, p =10, 0.5

kp = sum([simuliraj sprehod(k, p) for _ in 1:n]) / n
println("Vzorcéno povprecje za vzorec velikosti $n je $kp.")

Vzorcéno povprecje za vzorec velikosti 100000 je 100.09526.

Kaj smo se naucili?

« Z upostevanjem lastnosti sistemov linearnih enacb prihranimo veliko prostora in ¢asa.
« Sistemi linearnih enacb se pogosto pojavijo, ko resujemo matemati¢ne probleme, ceprav na prvi
pogled nimajo nobene zveze z linearno algebro.

3.6 Resitve

# Vgrajene funkcije moramo naloziti, ¢e jim Zelimo dodati nove metode.
import Base: size, getindex, setindex!, *, \

size(T::Tridiag)
Vrni dimenzije tridiagonalne matrike "T°.

size(T::Tridiag) = (length(T.d), length(T.d))

Program 13: Metoda size za tridiagonalno matriko, ki vrne dimenzije matrike.
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elt = getindex(T, i, j)
Vrni element v "i’-ti vrstici in “j -tem stolpcu tridiagonalne matrike "T°.
Ta funkcija se poklice, ko dostopamo do elementov matrike z izrazom "T[i, j] .
function getindex(T::Tridiag, i, j)
n, m = size(T)
if@d<1) [[@=>n) [[{G<1)[](G=>n)
throw(BoundsError(T, (i, j)))
end
ifi==3-1
return T.zd[i]

elseif i == j
return T.d[1i]
elseif 1 == j + 1
return T.sd[j]
else
return zero(T.d[1])
end
end

Program 14: Metoda getindex za tridiagonalno matriko, ki se pokli¢e, ko uporabimo izraz T[1,j].

setindex! (T, x, i, j)

Nastavi element "T[i, j1 na vrednost “x . Ta funkcija se poklice, ko uporabimo
zapis "T[i, j] = x".
function setindex!(T::Tridiag, x, i, j)
n, m = size(T)
if (<) [ @>n) [| (G<1 ] G=>n)
throw(BoundsError(T, (i, j)))

end

ifi==3-1
T.zd[i] = x

elseif 1 == j
T.d[i] = X

elseif 1 == j + 1
T.sd[j] = X

else
error("Elementa [$i, $j] ni mogoCe spremeniti.")

end

end

Program 15: Metoda setindex! se poklice, ko uporabimo izraz T[1, j]=x.
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y = T*x

Izracunaj produkt tridiagonalne matrike "T° z vektorjem “x .
function *(T::Tridiag, x::Vector)
n = length(T.d)
if (n !'= length(x))
error("Dimenzije se ne ujemajo!")
end
y = zero(x)
y[1] = T[1, 11 * x[1] + T[1, 2] * x[2]
for i = 2:n-1
y[i]l = T[i, i-1]1 * x[i-1] + T[i, i] * x[i] + T[i, 1i+1] * x[i+1]
end
y[n] = T[n, n-11 * x[n-1] + T[n, n] * x[n]
return vy
end

Program 16: Metoda * za mnozenje tridiagonalne matrike z vektorjem

x = T\\b

IzraCunaj reSitev sistema "Tx = b, kjer je T tridiagonalna matrika in
vektor desnih strani.
function \(T::Tridiag, b::Vector)

n, = size(T)
# ob eliminaciji se spremeni le glavna diagonala
T = Tridiag(T.sd, copy(T.d), T.zd)
b
#

copy(b)
eliminacija
for i = 2:n
1=T[i, i-1] / T[i-1, i-1]
T[i, i] = T[i, i] - U * T[i-1, il
b[i] = b[i] - U * b[i-1]
end
# obratno vstavljanje
b[n] = b[n] / T[n, n]
for i = (n-1):-1:1
b[i] = (b[i] - T[i, i+1] * b[i+1]) / TI[i, il
end
return b
end

Program 17: Metoda \ za resevanje tridiagonalnega sistema linearnih enacb
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3.6.1 Testi

@testset "Dostop do elementov" begin

T = Tridiag([1, 21,

# diagonala
@test T[1, 1] ==
@test T[2, 2] ==
@test T[3, 3] ==
# spodaj

@test T[2, 1] ==
@test T[3, 2] ==
@test T[3, 1] ==
# zgoraj

@test T[1, 2] ==
@test T[2, 3] ==
@test T[1, 3] ==
# izven obsega

3
4
5

N

~

[3, 4, 51, [6, 7])

@test throws BoundsError T[1, 4]

end

Program 18: Testi za funkcijo getindex

@testset "Nastavljanje elementov" begin

T = Tridiag([1, 11,

T[2, 2] = 2
T[2, 3] =3
T[2, 1] = 4

@test T[1, 1] ==
@test T[2, 2] ==
@test T[2, 3] ==
@test T[2, 1] ==
# izven obsega

1

(1, 1, 11, [1, 11)

@test throws ErrorException T[1, 3] = 2

end

Program 19: Testi za funkcijo setindex!

@testset "Mnozenje z vektorjem" begin

T = Tridiag([1, 2],
A=
36 0;
147;
025
1
x = [1, 2, 3]

@test T * x == A * X

end

[3, 4, 51, [6, 7])

Program 20: Testi za mnoZenje
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@testset "ReSevanje sistema" begin
# Deljenje ima teZave z vnosi tipa "Integer’, zato dodamo decimalne pike,

# da vrednosti uporabi kot "Float64’.

T = Tridiag([1.0, 11, [2.0, 2, 2], [1.0, 1])
x = [1.0, 2, 3]

b=TF%x

@test T\ b = x
T = Tridiag(-0.5 * ones(4), ones(5), -0.5 * ones(4))
x =T \ ones(5)

@test x = [5, 8, 9, 8, 5]
end

Program 21: Testi za operator \ (reSevanje tridiagonalnega sistema)
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4 Minimalne ploskve

Zi¢no zanko s pravokotnim tlorisom potopimo v milnico, tako da se nanjo napne milna opna. Nasa
naloga bo poiskati obliko milne opne. Malo brskanja po fizikalnih knjigah ali internetu hitro razkrije, da
in nematematikov. Minimalne ploskve so navdihovale tudi umetnike in arhitekte. Eden najbolj znanih
primerov uporabe minimalnih ploskev v arhitekturi je streha miinchenskega olimpijskega stadiona,
ki jo je zasnoval Frei Otto s sodelavci. Frei Otto je eksperimentiral z milnimi mehurcki in elasti¢nimi
tkaninami, s katerimi je ustvarjal nove oblike.

77 T ———— 3 /ip7 7 e

Slika 8: Streha olimpijskega stadiona v Miinchnu (vir: Wikipedia)

4.1 Naloga

Namen te vaje je primerjava eksplicitnih in iterativnih metod za reSevanje sistemov linearnih enacb.
Prav tako se bomo naucili, kako zgradimo matriko sistema in desne strani enacb za spremenljivke, ki
niso podane z vektorjem, temve¢ kot elementi matrike. V okviru te vaje zato opravi naslednje naloge:

« Izpelji matemati¢ni model za minimalne ploskve s pravokotnim tlorisom.

« Zapisi problem iskanja minimalne ploskve kot robni problem za Laplaceovo enac¢bo na pravokotniku.

 Robni problem diskretiziraj in zapisi v obliki sistema linearnih enacb.

« Resi sistem linearnih enacb z LU razcepom. Uporabi knjiznico SparseArrays za varéno hranjenje
matrike sistema.

« Preveri, kako se stevilo nenicelnih elementov poveéa pri LU razcepu razprsene matrike.

« Uporabi iterativne metode (Jacobijeva, Gauss-Seidlova in SOR iteracija) na elementih matrike visin-
skih vrednosti ploskve in resi sistem enacb brez eksplicitne uporabe matrike sistema.

+ Narisi primer minimalne ploskve.

+ Animiraj konvergenco iterativnih metod.
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4.2 Matematicno ozadje

Ploskev v trirazseZznem prostoru lahko predstavimo eksplicitno s funkcijo dveh spremenljivk z =
u(z, y), ki predstavlja visino ploskve nad tocko (z,y). Nasa naloga je poiskati priblizek za funkcijo u
na danem pravokotnem obmodju, ki opisuje obliko milne opne, napete na 7i¢ni zanki s pravokotnim
tlorisom.

Funkcija u, ki opisuje milno opno, zados¢a Young-Laplaceovi enacbi:

2 2 —
(1 + um>uyy T UG Uy Ugy + (1 + uy)uzx - p(:L‘, y)a (41>
s _ Ou _ Ou _ 82w _ 0%y _ 02wy . . . . .
kjer so u, = g1, u, = By e = 577> Yoy = Broy N Uyy = 5oz parcialni odvodi funkcije u. Funkcija

p je sorazmerna tla¢ni razliki med zgornjo in spodnjo povrsino milne opne in je posledica teze milnice.
Enacba (4.1) vsebuje parcialne odvode in jo zato uvrs¢amo med parcialne diferencialne enacbe ali s
kratico PDE. Parcialni odvodi nastopajo nelinearno, zato enacbo (4.1) uvrs¢amo med nelinearne PDE.

2 in u,u,, dobimo Laplaceovo enacbo:

Ce zanemarimo tla¢no razliko p in visje potence odvodov u2, uy, o Uy

Au(z,y) = Upe (7, Y) + uyy (2,y) = 0. (4.2)
Diferencialni operator

Au=uy, +u (4.3)

vy
imenujemo Laplaceov operator.

Vrednosti u na robu obmocja so dolocene z obliko zanke, medtem ko za vrednosti v notranjosti velja
enacba (4.2). Problem za diferencialno enacbo, pri katerem so podane vrednosti na robu, imenujemo
robni problem. Ker je oblika milnice dolofena na robu, iskanje oblike milnice prevedemo na robni
problem za Laplaceovo PDE na obmo¢ju, omejenem s tlorisom Zi¢ne zanke.

Naj bo obmocje pravokotnik [a, b] X [¢, d]. Poleg Laplaceove enacbe (4.2) veljajo za vrednosti funkcije
u tudi robni pogoji:

u(@,c) = £.(z),
u(e,d) = £.(@),
u(a,y) = i), (44)
u(b,y) = f4(y).

Pri tem so f,, f,, f; in f; dane funkcije. Resitev robnega problema je odvisna od izbire obmocja in
robnih pogojev.

4.3 Diskretizacija in sistem linearnih enacb

Problema se lotimo numeri¢no, zato vrednosti u(z,y) pois¢emo le v kon¢no mnogo toc¢kah: problem
diskretiziramo. Za diskretizacijo je najpreprosteje uporabiti enakomerno razporejeno pravokotno
mrezo tock na pravokotniku. Tocke na mrezi imenujemo vozlis¢a. Zaradi enostavnosti se omejimo
na mreZze z enakim razmikom v obeh koordinatnih smereh. Interval [a, b] razdelimo na n + 1 delov,
interval [¢, d] panam + 1 delov tako, da sta razmika v obeh smereh priblizno enaka. Dobimo zaporedje
koordinat, ki definirajo pravokotno mrezo tock (a:j, yz)

4=y Ty,...,T,,; =b in

4.5
C:yo, yl""’ym+1:d- ( )
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Namesto funkcije u : [a, b] X [c, d] — R tako is¢emo le vrednosti
uy =u(z;,y;), i=1.,m j=1.,n (4.6)

Vrstni red indeksov j in ¢ smo v matriki zamenjali, saj prvi indeks dolo¢a poloZzaj elementa matrike v
navpicni smeri, drugi indeks pa poloZaj v vodoravni smeri.

Elemente matrike u;; dolo¢imo tako, da je v limiti, ko gre razmik med vozlis¢i proti 0, izpolnjena
Laplaceova enacba (4.2).

Laplaceovo enacbo lahko diskretiziramo s kon¢nimi diferencami. Lahko pa dobimo navdih pri arhi-
tektu Ottu, ki je minimalne ploskve raziskoval z elasti¢nimi tkaninami. Ploskev si predstavljamo kot
elasti¢no tkanino, ki je fina kvadratna mreza iz elasti¢nih nitk. Vsako vozlis¢e v mreZi je povezano s
Stirimi sosednjimi vozlis¢i.

y
A
Yit1 1 Uit1,5
Yir UYij—1— UWi5 — U541
Yio1| Ui-1,j
| | | }> x
Lj-1 L Tj+1

Slika 9: Vrednosti v sosednjih vozlisé¢ih

Vozlisée je v ravnovesju, ko je vsota vseh sil nanj enaka 0.

z

Uj 51 A

F,, x U 41 — Ui g

Us jy1

x

Slika 10: Vektorske komponente sil, ki delujejo na vozlisce (m > yl) iz sosednjih vozlis¢ (x -1 yz) in
(xj+1v Yi)-

Predpostavimo, da so vozlis¢a povezana z idealnimi vzmetmi in je sila sorazmerna z vektorjem med

polozaji vozlis¢. Ce zapiSemo enacbo za komponente sile v smeri 2, dobimo za tocko (xj,yi,uij)
enacbo:
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(wimry = uiz) + (wgjog — ugg) + (Wigay — i) + (Ugjer —uy) =0=

(4.7)
= Uiqj + Ugiq — A+ Uy + Uy =0

Za vsako vrednost u,; dobimo eno enacbo. Tako dobimo sistem o - mm linearnih enacb za n - m neznank.
Ker so vrednosti na robu dolocene z robnimi pogoji, moramo elemente ug;, Uy, 1155 Uip N Ujpiq
prestaviti na desno stran in jih upostevati kot konstante.

4.4 Matrika sistema linearnih enacb

Sisteme linearnih enacb navadno zapisemo v matri¢ni obliki:

Ax =0, (4.8)
kjer je A kvadratna matrika,  in b pa vektorja. V nasem primeru je to nekoliko bolj zapleteno, saj so
spremenljivke u,; elementi matrike. Zato jih moramo najprej razvrstiti v vektor = [z, %5, ..., 2 N]T,
kjer je N = m - n Stevilo vseh elementov matrike. Najpogosteje elemente u,; razvrstimo v vektor
po stolpcih, tako da je:

_ T 4.9
T = [Uyy, Usngy ooy U1y Upzy Ungy ooy Uty o5 Uy 1705 U] - (4.9)

Iz enacb (4.7) lahko potem razberemo matriko A. Za n = m = 3 dobimo matriko velikosti 9 x 9:

-4 1 0 1 0 0 0 0 O
141 0 1 0 0 0 O
0 1. -.40 0 1 0 0 O
1 0 0 41 0 1 0 0
A°=10 1 0 1 41 0 1 0|, (4.10)
0o 0 1. 01 —-40 0 1
0 0 01 0 0—-41 0
0O 0 0o 01 0 1 —41
0 0 0o 0o 0 1 0 1 —4
ki je sestavljena iz 3 x 3 blokov
—4 1 0 100
3#3=11 -4 1|, BB3=[010 (4.11)
0 1 —4 001
Vektor desnih strani prav tako razberemo iz enacbe (4.7). Za n = m = 3 dobimo vektor:
T
b= —[up; + uyg; Usgg, Ugp + Ugrs Yoz 0, Usg, Ups + Usys Usg, Usg + Ugs] - (4.12)

V splosnem je formulo za vektor desnih strani lazje sprogramirati, zato bomo zapis izpustili.
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Razvrstitev po stolpcih in operator vec

Elemente matrike razvrstimo v vektor tako, da stolpce matrike enega za drugim postavimo v
vektor. Indeks v vektorju k izrazimo z indeksi v matriki 4, j s formulo

kE=i+(j—1)m. (4.13)
Ta nacin preoblikovanja matrike v vektor ozna¢imo s posebnim operatorjem vec:

vec : R™*" — R™™

4.14
VeC<A>i+(j—l)m = Q;;. ( )
4.5 Izpeljava sistema s Kroneckerjevim produktom
Mnozenje matrike A z vektorjem & = vec(U) lahko zapisemo kot:
Avec(U) = vec(LU + UL), (4.15)

kjer je L matrika Laplaceovega operatorja v eni dimenziji, ki ima —2 na diagonali in 1 na spodnji in
zgornji obdiagonali:

—2 10 .. 0
1 —21 :

L=|0 =~ ~ ~ 0 |. (4.16)
P 1 -2 1

Res! MozZenje matrike U z matriko L z leve je ekvivalentno mnoZenju stolpcev matrike U z matriko
L, medtem ko je mnoZenje z matriko L z desne ekvivalentno mnoZenju vrstic matrike U z matriko
L. Prispevek mnozenja z leve predstavlja vsoto sil sosednjih vozlis¢ v smeri y, medtem ko mnoZenje
z desne predstavlja vsoto sil sosednjih vozlis¢ v smeri z. Element produkta LU + U L na mestu (i, j)
je enak:

k=1 k=1 (4.17)

= Ui_15 — U5+ Uypq Uy — 22U+ Uy,
kar je enako levi strani enacbe (4.7).

Operacijo mnozenja matrike U : U = LU + U L lahko predstavimo s Kroneckerjevim produktom ®,
saj velja vec(AXB) = A® B - vec(X). Tako velja:

Avec(U) =vec(LU + UL) = vec(LUI + IUL) =

= vec(LUI) + vec(IUL) = (L ® I)vec(U) + (I ® L) vec(U) (4.18)

in

AN,N = [mMm e [V 4 [T [T (4.19)

Kroneckerjev produkt in operator vec v Julii

Programski jezik Julia ima vgrajene funkcije vec in kron za preoblikovanje matrik v vektorje in

racunanje Kroneckerjevega produkta. Z ukazom reshape iz vektorja znova zgradimo matriko.

52


https://sl.wikipedia.org/wiki/Kroneckerjev_produkt
https://sl.wikipedia.org/wiki/Kroneckerjev_produkt
https://sl.wikipedia.org/wiki/Kroneckerjev_produkt

4.6 Numericna reSitev z LU razcepom

Preden se lotimo programiranja, ustvarimo nov paket za to vajo:

(num_mat) pkg> generate Vaja04
(num_mat) pkg> develop Vaja04/

Nato dodamo pakete, ki jih bomo potrebovali:

(num_mat) pkg> activate Vaja04
(Vaja04) pkg> add SparseArrays

Kodo bomo organizirali tako, da bomo najprej ustvarili podatkovni tip, ki opiSe robni problem za PDE
na pravokotniku:

rp = RobniProblemPravokotnik(op, ((a, b), (c, d)), [fs, fz, fl, fd])

Ustvari objekt tipa "RobniProblemPravokotnik®™, ki hrani podatke za robni problem
za diferencialni operator “op  na pravokotniku “[a, b] x [c, d]° z robnimi
pogoji, podanimi s funkcijami “fs*, “fz', “fl°, "fd . Funkcija “fs® doloc¢a robni
pogoj na spodnjem robu 'y = ¢, funkcija “fz® robni pogoj na zgornjem robu 'y = d°,
funkcija “fl° na levem robu "x = a  in funkcija “fd® robni pogoj na desnem robu
X =b.
struct RobniProblemPravokotnik
op # diferencialni operator
meje # meje pravokotnika [a, b] x [c, d] v obliki [(a,
rp # funkcije na robu [fs, fz, fl, fdl, f(a, y) = fl(y)
end

b), (c, d)]
, T(x, c) = fs(x)

Definiramo $e tip brez polj, ki predstavlja Laplaceov diferencialni operator (4.3) in ga bomo lahko
dodali v polje za operator v RobniProblemPravokotnik:

L = Laplace()

Ustvari objekt tipa “Laplace’, ki predstavlja Laplaceov diferencialni
operator.

struct Laplace end

Podatkovni tipi brez polj

Programski jezik Julia ne pozna razredov. Podatkovni tipi brez polj, kot je Laplace, nadomestijo
razrede brez stanja in omogocajo podobno obliko polimorfizma.

Robni problem za Laplaceovo enacbo na pravokotniku [0, 1.57] x [0, 7] z robnimi pogoji:
u(z,0) = u(z,7) =sin(x) in

u(0,y) = u(1.57,y) = sin(y) (4.20)

predstavimo z objektom:
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rp = RobniProblemPravokotnik(
Laplace(),
((6, 1.5pi), (0, pi)),
(x -> 0, x -> 0, sin, sin)

Zaenkrat si s tem objektom $e ne moremo ni¢ pomagati. Zato napiSemo funkcije, ki bodo poiskale
resitev za dani robni problem. Kot smo videli v poglavju 4.3, lahko priblizek za resitev robnega problema
pois¢emo kot resitev sistema linearnih enacb (4.7).

Samostojno delo

Najprej napisi funkcijo, ki vrne matriko sistema:

function matrika(_ ::Laplace, n, m)

za dane dimenzije notranje mreze n X m (za resitev glej Program 23).

Nato na robu mrezZe izratunamo robne pogoje in sestavimo vektor desnih strani sistema (4.7). Ker je
preslikovanje dvojnega indeksa v enojnega in nazaj precej sitno, bomo vecino operacij naredili na
matriki U = [u”] dimenzij (m + 2) x (n + 2), ki vsebuje tudi vrednosti na robu.

Samostojno delo

Napisi funkcijo:
U0, x, y = diskretiziraj(rp::RobniProblemPravokotnik, h),

ki poisée pravokotno mreZo z razmikom med vozli§¢i priblizno enakim h in izracuna vrednosti na
robu. Rezultati funkcije diskretiziraj so matrika U@, vektor x in vektor y. Matrika U@ ima notranje
elemente enake 0, robni elementi pa so dolo¢eni z robnimi pogoji. Vektorja x in y vsebujeta delilne
tocke na intervalih [a, b] in [c, d] (resitev je Program 24).

Iz matrike UO preprosto sestavimo desne strani enacb. Notranje indekse zaporedoma zamaknemo v
levo, desno, gor in dol ter seStejemo ustrezne podmatrike. Rezultat nato spremenimo v vektor s funkcijo
vec.

Samostojno delo

Napisi funkcijo desne strani(U0), ki iz rezultata funkcije diskretiziraj sestavi vektor desnih
strani sistema (resitev je Program 25).

Ko imas pripravljeno matriko in desne strani, vse skupaj zlozi v funkcijo:
U, x, y = resi(rp::RobniProblemPravokotnik, h),

ki za dani robni problem rp in razmik med vozli$¢i h sestavi matriko sistema, izra¢una desne strani
na podlagi robnih pogojev in resi sistem. Funkcija vrne matriko vrednosti U in vektorja delilnih

tock x in y (resitev je Program 26).

54



Napisane programe uporabimo za resitev robnega problema na pravokotniku [0, 1.57] x [0, 7] z
robnimi pogoji:

u(0,y) =

u(l.5m,y) =
u(z,0) = Sln( ),
u(z, ) = sin(z).

Definiramo robni problem in uporabimo funkcijo resi. Ploskev nariSemo s funkcijo surface.

(4.21)

U, x, y = resi(rp, 0.1)
using Plots
surface(x, y, U)

Slika 11: ReSitev robnega problema za Laplaceovo ena¢bo z robnimi pogoji (4.20)

4.7 Napolnitev matrike ob eliminaciji

Matrika Laplaceovega operatorja ima veliko nic¢elnih elementov. Takim matrikam pravimo razprsene
ali redke matrike. Razprsenost matrike izkoristimo za prihranek prostora in ¢asa, kot smo Ze videli pri
tridiagonalnih matrikah (Poglavje 3). Vendar se pri LU razcepu, ki ga uporablja operator \ za resitev
sistema, delez nenicelnih elementov matrike pogosto poveca. Poglejmo, kako se odreze matrika za
Laplaceov operator.

using LinearAlgebra
A = Vaja04.matrika(Laplace(), 10, 10)

pl = spy(A .!= 0, legend=false) # na grafu prikazemo nenicelne elemente
= lu(A)

p2 = spy(F.L .!= 0, legend=false) # nenicelni elementi za faktor L

spy!(p2, F.U .!= 0, legend=false) # in za faktor U
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Slika 12: Nenicelni elementi matrike za Laplaceov operator (levo) in njenega LU razcepa (desno). Stevilo
nicelnih elementov se pri LU razcepu poveca. Kljub temu sta L in U v razcepu Se vedno precej redki
matriki.

Matricni razcepi v Fulii

V knjiznici LinearAlgebra najdemo implementacije standardnih matri¢nih razcepov, kot so LU
razcep, razcep Choleskega, QR razcep in drugi. Rezultat matri¢nega razcepa v Julii je poseben
podatkovni tip, ki u¢inkovito hrani rezultate razcepa. Poleg tega so za razlicne razcepe definirane
specializirane metode splosnih funkcij. Posebej uporabna je funkcija \, ki z izbranim matri¢nim
razcepom ucinkovito resi sistem linearnih enacb.

Poglejmo si, kako z LU razcepom resimo sistem linearnih enac¢b. Uporabimo funkcijo lu, ki vrne
rezultat tipa LU, s katerim nadomestimo matriko A v izrazu A\b:

[12; 3 4]

= [1, 1]

Tu(A) # F je tipa LU,

F \ b # ki ga lahko uporabimo za reSitev sistema

X m T >
|

Funkcija factorize vrne najprimernejsi razcep za dano matriko. Tako za simetricno pozitivno

definitno matriko vrne razcep Choleskega.

4.8 Iteracijske metode

V prejsnjih podpoglavjih smo poiskali priblizno obliko minimalne ploskve, tako da smo sistem line-
arnih enacb (4.7) resili z LU razcepom. Najvec teZav smo imeli z zapisom matrike sistema in desnih
strani. Poleg tega je matrika sistema redka, ko izvedemo LU razcep pa se matrika deloma napolni.
Pri razprSenih matrikah tako pogosto uporabimo iterativne metode za reSevanje sistemov enacb, pri
katerih se matrika ne spreminja in zato prihranimo veliko na prostorski in ¢asovni zahtevnosti.

Ideja iteracijskih metod je preprosta. Enacbe preuredimo tako, da ostane na eni strani le en element s

koeficientom 1. Tako dobimo iteracijsko formulo za zaporedje priblizkov uif) Ce zaporedje konvergira,

je limita ena od resitev rekurzivne enacbe. V primeru sistemov linearnih enacb je resitev enoli¢na.

V nasem primeru enacb za minimalne ploskve (4.7) izpostavimo element u,; in dobimo rekurzivne
enacbe:

k+1 1/ & k k k
“Ej )= 1 (“Ej)—l + “E—)U + u§+)1j + u7(;j_)|-1)7 (4.22)
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ki ustrezajo Jacobijevi iteraciji. Priblizek za resitev dobimo tako, da zaporedoma uporabimo rekurzivno
formulo (4.22).

Pogoji konvergence

Rekli boste, da je prevec¢ enostavno enacbe le preurediti in se potem resitev kar sama pojavi,
¢e le dovolj dolgo racunamo. Gotovo se nekje skriva kak ,hakelc®. Res je! Tezave se pojavijo,
e zaporedje priblizkov ne konvergira dovolj hitro ali pa sploh ne. Jacobijeva, Gauss-Seidlova
in SOR iteracija ne konvergirajo vedno, zagotovo pa konvergirajo, ¢e je matrika diagonalno
dominantna po vrsticah.

(k) (k) ;
i—1; In w;;”; uporabimo

racunamo po leksikografskem

Konvergenco Jacobijeve iteracije lahko izboljsamo, ¢e namesto vrednosti u;

k+1 k+1 k+1
5 1 ]) in ug i1 ) ki so bile ze izra¢unane (elemente ug J )

vrstnem redu). Ce nove vrednosti uporabimo v iteracijski formuli, dobimo Gauss-Seidlovo iteracijo:

nove vrednosti u

k+1 k+1 k1 k k
{Gsy = ( Pl ). (4.23)

Konvergenco Se izboljsamo, ¢e priblizek u(k+1) ki ga dobimo z Gauss-Seidlovo metodo, malce ,pokva-
rimo” s priblizkom na prej$njem koraku u,; ) Tako dobimo metodo SOR:

W(GS) = _( (k1) () g0 +u§’?+1)
(4.24)
u"SORY = wulTV{GS} + (1 - wyul)

Ui -
Parameter w je lahko poljubno stevilo na intervalu (0, 2). Pri w = 1 dobimo Gauss-Seidlovo iteracijo.

Prednost iteracijskih metod je, da jih je zelo enostavno implementirati. Za Laplaceovo enacbo je en
korak Gauss-Seidlove iteracije podan s preprosto zanko.

U = korak gs(U0)

Izvedi en korak Gauss-Seidlove iteracije za Laplaceovo enacbo. Matrika "UO°
vsebuje priblizke za vrednosti funkcije na mrezi.
function korak gs(UO)
U = copy(U0)
m, n = size(U)
# spremenimo le notranje vrednosti
for i = 2:m-1
for j = 2:n-1
# Gauss Seidel
uli, j1 = (U[i+1, j1 + U[i, j+1] + U[i-1, j1 + U[i, j-11) / 4
end
end
return U
end

Program 22: Funkcija, ki poi$ce naslednji priblizek Gauss-Seidlove iteracije za diskretizacijo Laplaceove
enacbe.
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Samostojno delo

Napisite $e funkciji korak _jacobi(U®) in korak sor(U@, omega), kiizraéunata naslednji priblizek
za Jacobijevo in SOR iteracijo za sistem za Laplaceovo enacbo. Nato napisite Se funkcijo

x, k = iteracija(korak, x0),

ki izra¢una zaporedje priblizkov za poljubno iteracijsko metodo, dokler se rezultat ne spreminja
vec¢ znotraj dolocene tolerance. Argument korak je funkcija, ki iz danega priblizka izracuna nasle-
dnjega, argument x0 pa zacetni priblizek iteracije.

Resitve so na koncu poglavja v programih Program 27, Program 28 in Program 29.

4.8.1 Konvergenca

Poglejmo si, kako zaporedje priblizkov Gauss-Seidlove iteracije konvergira k resitvi.

U0, x, y = Vaja04.diskretiziraj(rp, 0.1)
wireframe(x, y, U0, legend=false, title="\$ k=0\$")

U= uo
for i = 1:10

U = Vaja04.korak gs(U)
end

wireframe(x, y, U, legend=false, title="\$k=10\$")

U, it = Vaja04.iteracija(Vaja04.korak gs, UO; atol=le-3)
wireframe(x, y, U, legend=false, title="\$k=$it\$")

58



i ///’
il
,;z;;’,"”ﬁ’////f

it
”;%%%IIII

1

4

Slika 13: Priblizki Gauss-Seidlove iteracije za k = 0, 10, 50 in konéni priblizek

Za metodo SOR je hitrost konvergence odvisna od izbire parametra w. Odvisnost od parametra w je
razli¢na za razli¢ne matrike in zacetne priblizke. Oglejmo si odvisnost za primer sistema, ki ga dobimo

z diskretizacijo Laplaceove enacbe.

w = range(0.7, 1.99, 100)

koraki = Vector{Float64}()

for w i in w
_, k = Vaja04.iteracija(U -> Vaja04.korak sor(U, w i), UO; atol=le-3)
push!(koraki, k)

end

plot(w, koraki, label=false, ylabel="St. korakov", xlabel="\$\\omega\$")

800

o

o

o
T

St. korakov

400

0.9 1.2 15 1.8
w

Slika 14: Odvisnost potrebnega Stevilo korakov SOR iteracije od parametra w
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Kaj smo se naucili?

« Kako resiti sistem linearnih enacb s spremenljivkami, ki so postavljene v matriko.

« Diskretizacija diferencialnih enacb privede do sistemov linearnih enacb.

« Iterativne metode so posebej uporabne za resevanje sistemov velikih dimenzij z redkimi matri-
kami.

4.9 Resitve

using SparseArrays

laplace(n) = spdiagm(l => ones(n - 1), 0 => -2 * ones(n), -1 => ones(n - 1))
enota(n) = spdiagm(©@ => ones(n))

A = matrika(Laplace(), n, m)

Ustvari matriko za diskretizacijo Laplaceovega operatorja v dveh dimenzijah
na pravokotni mrezi dimenzije "n° krat "m’. Parameter "m° je Stevilo delilnih
tock v y smeri, 'n’ pa v x smeri.
function matrika(_ ::Laplace, m, n)

return kron(laplace(n), enota(m)) + kron(enota(n), laplace(m))
end

Program 23: Funkcija, ki zgradi matriko za diskretizacijo Laplaceovega operatorja.

U0, x, y = diskretiziraj(rp::RobniProblemPravokotnik, h)

Diskretiziraj robni problem na pravokotniku “rp® s korakom "h°
function diskretiziraj(rp::RobniProblemPravokotnik, h)
(a, b), (c, d) = rp.meje
m = Integer(floor((d - c) / h))
n = Integer(floor((b - a) / h))
Uo = zeros(m + 2, n + 2)
fs, fz, fl, fd = rp.rp
X = range(a, b, n + 2)
y = range(c, d, m + 2)
uoef:, 11 = fl.(y)
uof[:, end] = fd.(y)
uofl, :1 = fs.(x)
Uo[end, :1 = fz.(x)
return U0, x, y
end

Program 24: Funkcija, ki diskretizira robni problem na pravokotniku.
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function desne strani(U0)
return -vec(UO[2:end-1, 1:end-2] + UO[2:end-1, 3:end] +
Ue[1l:end-2, 2:end-1] + UO[3:end, 2:end-11)
end

Program 25: Funkcija, ki izracuna robne pogoje in desne strani sistema za diskretizacijo Laplaceove
enacbe.

U, x, y = resi(rp, h, metoda)

PoiSc¢i reSitev robnega problema na pravokotniku na pravokotni mrezi z razmikom
“h™ med posameznimi vozlisc¢i v obeh dimenzijah.
function resi(rp::RobniProblemPravokotnik, h)

U, x, y = diskretiziraj(rp, h)

n = length(x) - 2

m = length(y) - 2

A = matrika(rp.op, m, n)
d = desne _strani(U)

res = A\ d # resi sistem
U[2:end-1, 2:end-1] = reshape(res, m, n) # preoblikuj resitev v matriko
return U, x, y

end

Program 26: Funkcija, ki poisc¢e priblizno resitev robnega problema za Laplaceovo enacbo.

U = korak jacobi(UO)

Izvedi en korak Jacobijeve iteracije za Laplaceovo enacho. Matrika "UO" vsebuje
priblizke za vrednosti funkcije na mrezi, funkcija vrne naslednji pribliZek.

function korak jacobi(UO)
U = copy(UO)
m, n = size(U)
# spremenimo le notranje vrednosti
for i = 2:m-1
for j = 2:n-1

Program 27: Funkcija, ki pois¢e naslednji priblizek Jacobijeve iteracije za diskretizacijo Laplaceove
enacbe.
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U = korak sor(U0, w)

Izvedi en korak SOR iteracije za Laplaceovo enacbo. Matrika U0  vsebuje
priblizke za vrednosti funkcije na mrezi, funkcija vrne naslednji priblizek.
function korak sor(U0, w)

U = copy(U0)

m, n = size(U)

# spremenimo le notranje vrednosti

for i = 2:m-1

for j = 2:n-1

Uli, jl1 = (U[i+1, j1 + U[i, j+11 + U[i-1, j1 + U[i, j-11) / 4
Uli, j1 = (1 - w) * UO[i, jl + w * U[i, j] # SOR popravek
end
end
return U
end

Program 28: Funkcija, ki pois¢e naslednji priblizek SOR iteracije za diskretizacijo Laplaceove enacbe.

x, 1t = iteracija(korak, x0; maxit=maxit, atol=atol)

Pois¢i priblizek za limito rekurzivnega zaporedja podanega rekurzivno s
funkcijo “korak® in zacetnim c¢lenom “x0°.
function iteracija(korak, x0; maxit=1000, atol=le-8)
for i = 1l:maxit
x = korak(x0)
if isapprox(x, x0, atol=atol)
return x, 1i

end
X0 = X
end
throw("Iteracija ne konvergira po $maxit korakih!")

end

Program 29: Funkcija, ki poisée priblizek za limito rekurzivnega zaporedja.
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5 Interpolacija z implicitnimi funkcijami

Krivulje v ravnini in ploskve v prostoru lahko opisemo na razli¢ne nacine:

krivulje v R? ploskve v R3
eksplicitno y = f(z) z= f(z,y)
parametricno (z,y) = (z(t),y(t)) (z,v,2) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))
implicitno F(z,y)=0 F(z,y,2) =0

Tabela 1: Razli¢ni naéini predstavitve krivulj v R? in ploskev v R?

Implicitne enacbe oblike F'(z,, x5, ...) = 0so zelo dober nain za opis krivulj in ploskev. Hitri algoritmi
za izraun nivojskih krivulj in ploskev kot sta korakajoc¢i kvadrati in korakajoce kocke omogocajo
ucinkovito generiranje poligonske mreZe za implicitno podane krivulje in ploskve. Predstavitev s
predznaceno funkcijo razdalje je osnova za mnoge grafi¢ne programe, ki delajo s ploskvami v 3D
prostoru.

V tej vaji bomo spoznali, kako poiskati implicitno krivuljo ali ploskev, ki dobro opise dani oblak

tock v ravnini ali prostoru. Funkcijo F' v implicitni enacbi F(z,y) = 0 bomo poiskali kot linearno
kombinacijo radialnih baznih funkcij (RBF) ([7], [8], [9]).

5.1 Naloga

« Definiraj podatkovni tip za linearno kombinacijo radialnih baznih funkcij v R%. Podatkovni tip naj
vsebuje sredis¢a RBF x; € R, funkcijo oblike ¢ : R — R in koeficiente w; € R v linearni kombi-
naciji:

Fa) =3 wipllo — ). (5.1)

« Napisi sistem za koeficiente w; v linearni kombinaciji RBF, ¢e so podane vrednosti f; = F(x;) € R
v sredis¢ih RBF. Napisi funkcijo, ki za dane vrednosti f;, funkcijo ¢ in sredisca x,, poisce koeficiente
Wy, W, ..., W,,. Katero metodo za reSevanja sistema lahko uporabimo?

+ Napisi funkcijo vrednost, ki izrauna vrednost funkcije F'(x) v dani tocki .

« Uporabi napisane metode in interpoliraj oblak toc¢k v ravnini z implicitno podano krivuljo. Oblak
tock ustvari na krivulji, podani v parametri¢ni obliki:

() = 8 cos(p) — cos(4p),

. . (5.2)

y(p) = 8sin(p) — sin(4¢).

5.2 Interpolacija z radialnimi baznimi funkcijami
V ravnini? je podan oblak to¢k {x;, z,, ..., z,, } C R2. Is¢emo krivuljo, ki dobro opise dane tocke. Ce

zahtevamo, da vse tocke lezijo na krivulji, problemu recemo interpolacija, ¢e pa dovolimo, da je krivulja
zgolj blizu danih tock in ne nujno vsebuje vseh tock, problem imenujemo aproksimacija. Krivuljo bomo

*Postopek, ki ga bomo opisali, deluje ravno tako dobro tudi za tocke v prostoru. Zavoljo enostavnosti se bomo omejili
na tocke v ravnini.
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poiskali v implicitni obliki kot nivojsko krivuljo funkcije dveh spremenljivk. Za izbrano vrednost ¢ €
R i8¢emo funkcijo f(z,y), za katero velja:

flz;,y;) =c (5.3)

za vse tocke x; = (x,,y;) v danem oblaku to¢k. Problem bomo resili malce bolj splosno. Denimo, da
imamo za vsako dano toc¢ko v oblaku x;, podano vrednost funkcije f;. Is¢emo zvezno funkcijo f(x,y),
tako da so izpolnjene enacbe:

f(z1,11) = f1,
: (5.4)
f(mmyn) = fn'

Zveznih funkcij, ki zados¢ajo ena¢bam (5.4), je neskon¢no. Zato se moramo omejiti na podmnoZico
funkcij, ki je dovolj raznolika, da je sistem resljiv, hkrati pa dovolj majhna, da je resitev ena sama. V
tej vaji se bomo omejili na n-parametricno druzino funkcij oblike:

F(z,w) = F(z,w,wy, ..., w,) = sz‘P(HIB — ). (5.5)

Funkcije ¢, () = ¢(|x — x;|) sestavljajo bazo za mnozico funkcij oblike (5.1).
Radialne bazne funkcije (RBF) so funkcije, katerih vrednosti so odvisne od razdalje do izhodi$¢ne tocke:
r(@) = e(|lz — ). (5.6)

Uporabljajo se za interpolacijo ali aproksimacijo podatkov s funkcijo oblike:

F(x) = Zw#(llw—will), (5.7)

npr. za rekonstrukcijo 2D in 3D oblik v racunalniski grafiki. Funkcija ¢ je navadno pozitivna soda
funkcija zvoncaste oblike in jo imenujemo funkcija oblike.

Problem (5.4) se prevede na iskanje vrednosti koeficientov w = [wy, w, ..., wn]T, tako da je izpolnjen
sistem enacb:

F(wl,wl,w2, ceey wn) - f].?

(5.8)
F(x,,w;,wy, ..., w,) = f,-
Enacbe (5.8) so linearne za koeficiente w,, ..., w,,:
w1y (®1) + wopy (1) + ... +wp o, (1) = fi,
: (5.9)
w1 ¥ (wn) + w2802(wn) T+ +Iwn90n(wn) = fn'
Vektor desnih strani sistema (5.9) je vektor funkcijskih vrednosti [f;, f, ..., f,,], matrika sistema pa je
enaka:
olzy — 1) e(|ey —z5]) - oy —2,])
ollzz —21) @lles —aal) . olles — ) | (5.10)

oz —z1l) @l —sl) - @l — 2z, ])
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Ker je
ei(@;) = e([le; — i) = e(2: — z;]) = o;(), (5.11)

je matrika sistema (5.10) simetri¢na. V literaturi [7] se pojavijo naslednje izbire za funkcijo oblike ¢:
« poliharmoni¢ni zlepek (plocevina): p(r) = r?log(r) za 2D in (r) = r3 za 3D [8],

« Gaussova funkcija: ¢(r) = exp(—r?/0?),

« racionalni priblizek za Gaussovo funkcijo:

1

= o (5.12)

o(r)

Ce izberemo primerno funkcijo oblike, lahko dosezemo, da je matrika sistema (5.10) pozitivno defi-
nitna. V tem primeru lahko za reSevanje sistema uporabimo razcep Choleskega [1]. Za funkcijo oblike
bomo izbrali Gaussovo funkcijo

o(r) = exp(—r?/c?), (5.13)

za katero je matrika sistema (5.9) pozitivno definitna, ¢e so tocke x,, o, ..., x,, razli¢ne [10].

5.3 Program
Najprej definiramo podatkovni tip, ki opise linearno kombinacijo RBF (5.1).

RBF (toc¢ke, utezi, phi)

Podatkovni tip za linearno kombinacijo *radialnih baznih funkcij* oblike
“phi(norm(x - tocke[i])"2)°
struct RBF
tocke
utezi
phi
end

Samostojno delo

Za podatkovni tip napisi funkcijo vrednost(x, rbf: :RBF), ki izracuna vrednost linearne kombi-
nacije (5.1) v dani tocki x (resitev Program 30).

Za primer ustvarimo me$anico dveh Gaussovih RBF v tockah (1,0) in (2, 1) in izra¢unamo vrednost
v tocki (1.5, 1.5):
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using Vaja@5
""" Ustvari Gaussovo funkcijo z danim “sigma’
gauss(sigma) = r -> exp(-r*2 / sigma”2)

tocke = [[1, 0], [2, 11]

utezi = [2, 1]

rbf = RBF(tocke, uteZzi, gauss(0.7))

# za izracun vrednosti v dani tocki lahko uporabimo “vrednost([1.5, 1.5], rbf)",
# lahko pa objekt tipa RBF klicemo direktno kot funkcijo

z = rbf([1.5, 1.5])

0.3726164224242583
Narisimo 8e graf funkcije dveh spremenljivk, podane z linearno kombinacijo RBF.

using Plots

X range(0, 3, 50)

y range(-1, 3, 50)

wireframe(x, y, (x, y) -> rbf([x, yl), xlabel="\$x\$", ylabel="\$y\$")

Slika 15: Linearna kombinacija dveh RBF s sredis¢ema v tockah (1, 0) in (2, 1) ter funkcijo oblike
o(r) = exp(—r?/0.72)

Samostojno delo

Zapisi funkcijo interpoliraj (toc¢ke, vrednosti, phi), ki poisce koeficiente v linearni kombi-
naciji (5.1) in vrne objekt tipa RBF, ki dane podatke interpolira (resitev Program 31).

Funkcijo preskusimo na tockah, ki jih generiramo na parametri¢no podani krivulji (5.2). Sledimo [8]
in to¢kam na krivulji dodamo tocke znotraj krivulje, ki poskrbijo, da ne dobimo trivialne resitve.

fi = range(0, 2m, 21)

toCke = [[8cos(t) - cos(4t), 8sin(t) - sin(4t)] for t in fi[l:end-1]]
toCke noter = tocCke .* 0.9 # tocke v smeri normal doloc¢imo pribliZzno
scatter(Tuple. (toc¢ke), label="tocke na krivulji")
scatter!(Tuple. (to¢ke noter), label="tocke v notranjosti")

Vrednosti funkcije f; za tocke na krivulji izberemo tako, da so med seboj enake, hkrati pa se razlikujejo

od vrednosti v notranjosti.
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vse tocke = vcat(tocke, tocCke noter)
cl, c2=-1, 5
vrednosti = vcat(
cl * ones(length(tocke)), c2 * ones(length(tocke)))
rbf = interpoliraj(vse tocke, vrednosti, gauss(3))
X range(-10, 10, 100)
y = range(-10, 10, 100)
contour!(x, y, (x, y) -> rbf([x, yl), levels=[cl, c2], clabels=true)

10
10
[}
o

tocke na krivulji
tocke v notranjosti

|

L-10 F—10

|

L L L L ~10
-10 -5 0 5 10 -10

Slika 16: Nivojske krivulje funkcije, podane z linearno kombinacijo RBF, ki interpolira dane vrednosti
v izbranih toc¢kah. Iskana krivulja, ki interpolira dane tocke, je nivojska krivulja za vrednost —1.

Kaj smo se naucili?

« Implicitna oblika krivulj ali ploskev je lahko zelo uporabna.

« Pri interpolaciji potrebujemo toliko parametrov, kot je na voljo podatkov.
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5.4 Resitve

using LinearAlgebra

y = vrednost(x, rbf::RBF)

Izracunaj vrednost linearne kombinacije radialnih baznih funkcij
“rbft v tocki “x'.
function vrednost(x, rbf::RBF)
vsota = zero(x[1])
n = length(rbf.tocke)
for i = 1:n
norma = norm(rbf.tocke[i] - x) # norma razlike
vsota += rbf.utezi[i] * rbf.phi(norma) # uteZena vsota
end
vsota
end

rbf::RBF(x)
Izracunaj vrednost linearne kombinacije radialnih baznih funkcij “rbf " v dani

tocki “x .

(rbf::RBF) (x) = vrednost(x, rbf)

Program 30: Funkcija, ki izracuna vrednost linearne kombinacije RBF v dani tocki.
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A = matrika(tocke, phi)

PoisSc¢i matriko sistema enacb za interpolacijo tock v seznamu tocke’,
z linearno kombinacijo radialnih baznih funkcij s funkcijo oblike
“phit.
function matrika(tocke, phi)
n = length(tocke)
A = zeros(n, n)
for i = 1:n, j = 1i:n
A[i, j1 = phi(norm(tocke[i] - tocke[j]))
Alj, il = Ali, jl
end
return A
end

rbf = interpoliraj(tocke, vrednosti, phi)

Interpoliraj “vrednosti® v danih tockah s seznama "tocke™ z linearno
kombinacijo radialnih baznih funkcij s funkcijo oblike “phi.
function interpoliraj(tocke, vrednosti, phi)
A = matrika(tocke, phi)
F = cholesky!(A) # da prihranimo prostor, razcep naredimo kar v matriko A
utezi = F \ vrednosti
return RBF(tocke, utezi, phi)
end

Program 31: Funkcija, ki interpolira dane vrednosti z linearno kombinacijo RBF.
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6 Fizikalna metoda za vlozitev grafov

Naj bo G neusmerjen povezan graf z mnozico vozlis¢ V(G) in povezav E(G) C V(G) x V(G). Brez
$kode predpostavimo, da so vozlis¢a grafa G kar zaporedna naravna stevila V(G) = {1, 2, ..., n}.
Vlozitev grafa G v R? je preslikava V(G) — R, ki je podana z zaporedjem koordinat. Vlozitev v R3
je podana z zaporedjem tock v R3

(mlayhzl)a(x27y27z2)7'-'a(xn7yn>zn)- (61)

Za dani graf G Zelimo poiskati vlozitev v R? (ali R?). Pri fizikalni metodi grafu G priredimo fizikalni
sistem in uporabimo fizikalne zakone za dolocanje poloZajev vozlis¢. V tej vaji bomo grafu priredili
sistem harmoni¢nih vzmeti, pri katerem na vsako vozlis¢e delujejo sosednja vozlis¢a s silo, ki je
sorazmerna razdalji med vozli§¢i.

Slika 17: Sistem vzmeti za dani graf

6.1 Naloga

« Izpelji sistem enacb za koordinate vozlis¢ grafa, tako da so vozlis¢a v ravnovesju.

«+ Pokazi, da je matrika sistema diagonalno dominantna in negativno definitna.

« Napisi funkcijo, ki za dani graf in koordinate fiksiranih vozlis¢ pois¢e koordinate vseh vozlis¢ tako,
da resi sistem enacb z metodo konjugiranih gradientov.

 V ravnini nari$i graf krozno lestev, tako da polovico vozlis¢ razporedis enakomerno po enotski
kroznici.

« V ravnini narisi pravokotno mrezo. Fiksiraj vogale, nato to¢ke na robu enakomerno razporedi po
kroznici.

6.2 Ravnovesje sil
Harmonicna vzmet je idealna vzmet dolzine 0, za katero sila ni sorazmerna spremembi dolzine, pac pa

dolzini vzmeti. Sila harmoni¢ne vzmeti, ki je vpeta med tocki (x1, ¥y, 2;) in (24, Yo, 25) in deluje na
prvo krajisce, je enaka:

Lo —Tq
Foy=k-|yo—uy |, (6-2)
2y ™2

kjer je k koeficient vzmeti.

70


https://en.wikipedia.org/wiki/Ladder_graph#Circular_ladder_graph

Koordinate vozlis¢ dolo¢imo tako, da pois¢emo ravnovesje sistema. To pomeni, da so v vsakem vozlis¢u
j sile, s katerimi sosednja vozlis¢a delujejo nanj, v ravnovesju:

> F;=0, (6.3)

1EN(J)

kjer je N(j) ={i: (4,7) € E(G)} mnozica sosednjih tock v grafu za tocko j in F;; sila, s katero
vozlis€e ¢ deluje na vozlisce j. Iz enacbe (6.3) lahko izpeljemo sistem enacb za koordinate z;, y, in z;.
Iz vektorske enacbe za vozlisce j:

.’E — fL'
S F= Y k|ly-y | =0, (6.4)
1€N(j) 1€N(5) Z; — Z

dobimo 3 enacbe za posamezne koordinate:
—st(f)z; +z;, +z;, +..+z;, 5 =0
—%@%+%ﬁw@+m+%wzﬁ (6.5)
—st(f)z; + 2, +2, +.. + Ziy, =0,

kjer je st(j) = |IN(j)| stopnja vozlidca jin iy, iy, ..., ig(;) € N(j). Ker so koordinate z,y in 2 med seboj
neodvisne, dobimo za vsako koordinato en sistem enacb. Za koordinato 2 dobimo naslednji sistem:

—st(1l)z; + Z z; =0,

1€N(1)
—st(2)z, + Z z; =0,

iEN(2) (6.6)
—st(n)z,, + Z z; =0.

1€N(n)

Enacbe (6.6) so homogene, kar pomeni, da ima sistem le nicelno resitev’. Ce Zelimo netrivialno resitev,
moramo nekatera vozlis¢a v grafu pritrditi in jim predpisati koordinate. Brez skode lahko predposta-
vimo, da so vozlis¢a, ki jih pritrdimo, na koncu. Ozna¢imo z F = {m +1,....n} CV(G); m<n
mnozico vozlis¢, ki imajo dolocene koordinate. Koordinate za vozlis¢a iz F' niso ve¢ spremenljivke,
ampak jih moramo prestaviti na drugo stran enacbe. Sistem enacb (6.6) postane nehomogen:

=st(1)@y + a15% + oo + ATy =~ 1 Tig1 — 0 — Q1T
ag1 Ty — St(2)Ty + oo + A Ty = — A 1Tp1 — o — A2 T, (6.7)
1T — OppoTo + oo — St(m)a:m = T0mm+1Tm41 T - T A Tn,

kjer je vrednost a,; enaka 1, Ce sta i in j soseda, in 0 sicer:

_[1 (9 € BE),
w={5 ) em0 (o)

Matrika sistema (6.7) je odvisna le od povezav v grafu in izbire tock, ki niso pritrjene, medtem ko so
desne stani odvisne od koordinat pritrjenih tock:

*Resitev je enoli¢na le, e je matrika sistema (6.6) polnega ranga. To velja, ¢e graf nima izoliranih tock.
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n

m
n
Ao a:21 —s‘:c(2) aQ'm wobe_ Zizmﬂ Ao, T; (6.9)
U1 Gy - —st(m) Z?:mﬂ Ui Ty

Sistema za y in z imata iste koeficiente kot sistem (6.6), razlikujeta se le v desnih straneh, ki so odvisne
od koordinat pritrjenih tock.

Kaksne posebnosti ima matrika sistema (6.9)? Matrika je simetri¢na in diagonalno dominantna. Res!
Velja namre¢ st(i) = |N(4)| in zato:

jazi| = IN@)| 2 NG N FOl = lagl. (6.10)
J#i

Za sosede fiksnih vozlis¢ je neenakost stroga, zato je matrika diagonalno dominantna in vsaj za
eno vrstico je neenakost stroga. Ker so vsi elementi na diagonali negativni in je matrika diagonalno
dominantna (z vsaj eno vrstico, ki je strogo diagonalno dominantna), je matrika A negativno definitna
in matrika — A pozitivno definitna. Za vecino grafov, za katere uporabimo zgornji postopek, je matrika
sistema A redka. Zato lahko za reSevanje sistema —Ax = —b uporabimo metodo konjugiranih
gradientov, ki deluje za sisteme s pozitivno definitno matriko. Metoda konjugiranih gradientov in
druge iterativne metode so zelo primerne za redke matrike. Za razliko od eliminacijskih metod, itera-
tivne metode ne izvedejo sprememb na matriki, ki bi dodale nenicelne elemente.

6.3 Resitev v Julii

Za predstavitev grafa bomo uporabili paket Graphs.jl[11], ki definira podatkovne tipe in vmesnike za
lazje delo z grafi.

Samostojno delo

Napisi naslednje funkcije:

» krozna_lestev(n), ki ustvari graf krozne lestve z 2n vozlis¢i (reSitev Program 32).

« matrika(G::AbstractGraph, sprem), ki vrne matriko sistema (6.9) za dani graf G in seznam
vozlis¢ sprem, ki niso pritrjena (resitev Program 33),

« desne strani(G::AbstractGraph, sprem, koordinate), ki vrne vektor desnih strani za sistem
(6.7) (resitev Program 34),

« cg(A, b; atol=le-8), ki poisce resitev sistema Ax = b z metodo konjugiranih gradientov
(resitev Program 35) in

» vlozi! (G::AbstractGraph, fix, tocke), ki poisce vlozZitev grafa G v R? s fizikalno metodo.
Argument fix naj bo seznam fiksnih vozlis¢, argument toc¢ke pa matrika s koordinatami tock.

Metoda naj ne vrne niesar, ampak naj vlozitev zapise kar v matriko tocke (resitev Program 36).

6.4 Krozna lestev
Uporabimo napisano kodo za primer grafa krozna lestev. Graf je sestavljen iz dveh ciklov enake dolzine

n, ki sta med seboj povezana z n povezavami. Za grafi¢no predstavitev grafov bomo uporabili paket
GraphRecipes.jL.
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using Vaja06
G = krozna lestev(8)

using GraphRecipes, Plots
graphplot (G, curves=false)

Slika 18: Graf krozna lestev s 16 vozlis¢i

Pois¢imo drugacno vlozitev s fizikalno metodo, tako da vozlisca enega cikla enakomerno razporedimo
po kroznici.

t = range(0, 2pi, 9)[1l:end-1]
X = co0s.(t)
y = sin. (t)

tocke = hcat(hcat(x, y)', zeros(2, 8))
# funkcija hcat zlozi vektorje po stolpcih v matriko
fix = 1:8

vlozi! (G, fix, tocke)
graphplot(G, x=tocke[l, :]1, y=tocke[2, :], curves=false)

Slika 19: Graf krozna lestev s 16 vozlis¢i, vloZen s fizikalno metodo. Zunanja vozlis¢a so fiksna, notranja
pa postavljena tako, da so sile vzmeti na povezavah v ravnovesju.
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6.5 Dvodimenzionalna mreza

Preizkusimo algoritem na dvodimenzionalni mreZi. Dvodimenzionalna mreZa je graf, ki ga dobimo, ¢e
pravokotnik v ravnini razdelimo v pravokotno mreZo. Najprej pritrdimo $tiri tocke druge stopnje, ki
ustrezajo oglis¢em pravokotnika.

using Graphs
m, n=26, 6
G = Graphs.grid((m, n), periodic=false)

# vogali imajo stopnjo 2

vogali = filter(v -> degree(G, v) <= 2, vertices(G))
tocke = zeros(2, n * m)

tocke[:, vogali]l] = [0 06 1 1; 0 10 1]

vlozi! (G, vogali, tocke)
graphplot(G, x=tocke[l, :]1, y=tocke[2, :], curves=false)

Slika 20: Dvodimenzionalna mreZa, vloZena s fizikalno metodo. Pritrjeni so le vogali.

Sedaj pritrdimo cel rob in ga enakomerno razporedimo po kroznici.
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m, n=26, 6

G = Graphs.grid((m, n), periodic=false)

rob = filter(v -> degree(G, v) <= 3, vertices(G))
urejen rob = [rob[1]]

# uredi tocke na robu v cikel
for i = 1:1length(rob)-1
sosedi neighbors(G, urejen rob[end])
sosedi intersect(sosedi, rob)
sosedi = setdiff(sosedi, urejen rob)
push!(urejen_rob, sosedi[1])
end
t = range(0, 2pi, length(rob) + 1)[1l:end-1]
tocke = zeros(2, n * m)
tocke[:, urejen _rob] = hcat(cos.(t), sin.(t))'
vlozi! (G, urejen_rob, toclke)
graphplot(G, x=tocke[l, :1, y=tocke[2, :], curves=false)

Slika 21: Dvodimenzionalna mreZa, vloZena s fizikalno metodo. Rob mreZe je enakomerno razporejen
po kroZnici.

Kaj smo se naucili?

« Kako zapisati sistem linearnih enacb za spremenljivke, ki ustrezajo vozlis¢em grafa.
« Spoznali smo $e eno iterativno metodo, ki deluje za pozitivno definitne matrike.
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6.6 Resitve

using Graphs

G = krozna_lestev(n)

Ustvari graf krozna lestev z "2n° tockami.
function krozna lestev(n)
G = SimpleGraph(2 * n)
# prvi cikel
for i = 1:n-1
add edge!(G, i, 1 + 1)
end
add_edge! (G, 1, n)
# drugi cikel
for i = n+l:2n-1
add_edge! (G, i, 1 + 1)
end
add edge! (G, n + 1, 2n)
# povezave med obema cikloma
for 1 = 1:n
add edge! (G, i, i + n)
end
return G
end

Program 32: Funkcija, ki ustvari graf krozna lestev.
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using SparseArrays

A = matrika(G::AbstractGraph, sprem)

PoiSc¢i matriko sistema linearnih enacb za vlozitev grafa "G s fizikalno metodo.
Argument “sprem® je vektor vozlis¢ grafa, ki nimajo dolocenih koordinat.
Indeksi v matriki “A" ustrezajo vozliscem v istem vrstnem redu,
kot nastopajo v argumentu “sprem’ .
function matrika(G::AbstractGraph, sprem)
# preslikava med vozlis¢i in indeksi v matriki
v_to i = Dict([sprem[i] => i for i in eachindex(sprem)])
m = length(sprem)
A = spzeros(m, m)
for i = 1:m
vertex = sprem[i]
sosedi = neighbors(G, vertex)
for vertex2 in sosedi
if haskey(v_to i, vertex2)
j = v_to i[vertex2]

Ali, j1 =1
end
end
A[i, i] = -length(sosedi)
end
return A
end

Program 33: Funkcija, ki ustvari matriko sistema za ravnovesje sil v grafu.
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b = desne strani(G::AbstractGraph, sprem, koordinate)

Pois¢i desne strani sistema linearnih enacb za eno koordinato vloZzitve grafa "G’
s fizikalno metodo. Argument “sprem” je vektor vozlis¢ grafa, ki nimajo
dolocenih koordinat. Argument “koordinate™ vsebuje eno koordinato za vsa
vozlisc¢a grafa. Metoda uporabi le koordinato vozlis¢, ki so pritrjena.
Indeksi v vektorju b’ ustrezajo vozliscem v istem vrstnem redu,
kot nastopajo v argumentu “sprem’.
function desne strani(G::AbstractGraph, sprem, koordinate)
set = Set(sprem)
m = length(sprem)
b = zeros(m)
for i = 1:m
v = sprem[i]
for v2 in neighbors(G, v)
if '(v2 in set) # dodamo le tocke, ki so fiksirane
b[i] -= koordinate[v2]
end
end
end
return b
end

Program 34: Funkcija, ki izracuna desne strani sistema za ravnovesje sil v grafu na podlagi koordinat
pritrjenih vozlisc.
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using Logging

x = cg(A, b; atol=1le-10)

Metoda konjugiranih gradientov za reSevanje sistema enacb "Ax = b’
s pozitivno definitno matriko "A". Argument A" ni nujno matrika, lahko je
tudi drugega tipa, ¢e ima implementirano mnozenje z vektorjem “b".

Metoda ne preverja, ali je argument “A° pozitivno definiten.

function cg(A, b; atol=le-8)
# za zacetni pribliZek vzamemo kar desne strani

x = copy(b)
r=b-A*b
p=r

res®@ = sum(r .* r)
for 1 = 1:length(b)
Ap = A * p
alpha = res@ / sum(p .* Ap)
X = X + alpha * p
r=r - alpha * Ap
resl = sum(r .* r)
if sqrt(resl) < atol
@info "Metoda KG konvergira po $i korakih."
break
end
p=r+ (resl / resO) * p
res@ = resl
end
return x
end

Program 35: Funkcija, ki resi sistem linearnih ena¢b Az = b z metodo konjugiranih gradientov.
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vlozi! (G::AbstractGraph, fix, tocke)

Pois¢i vloZzitev grafa "G° v prostor s fizikalno metodo. Argument "fix® vsebuje
vektor vozlis¢ grafa, ki imajo dolocCene koordinate. Argument “tocke™ je

zacetna vlozitev grafa. Koordinate vozlis¢, ki niso pritrjena, bodo nadomescene
z novimi koordinatami.

Metoda ne vrne nicesar, ampak zapiSe izracunane koordinate v matriko "tocke"
function vlozi! (G::AbstractGraph, fix, tocke)
sprem = setdiff(vertices(G), fix)
dim, = size(tocke)
A = matrika(G, sprem)
for k = 1:dim
b = desne_strani(G, sprem, tockelk, :1)
x = cg(-A, -b) # matrika A je negativno definitna
tocke[k, sprem] = x
end
end

Program 36: Funkcija, ki pois¢e koordinate vlozitve grafa v R? s fizikalno metodo.
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7 Invariantna porazdelitev Markovske verige

Z Markovskimi verigami smo se Ze srecali v poglavju o tridiagonalnih sistemih (Poglavje 3). Spomnimo
se, da je Markovska veriga zaporedje slucajnih spremenljivk X, ki opisujejo slu¢ajni sprehod po
mnozici stanj. Stanja Markovske verige bomo oznadili kar z zaporednimi naravnimi $tevili 1, 2, ..., n.
Na vsakem koraku je Markovska veriga v dolo¢enem stanju X, € {1, 2, ..., n}. Porazdelitev na nasle-
dnjem koraku X , ; je odvisna zgolj od porazdelitve na prejSnjem koraku X, in prehodnih verjetnosti
za prehod iz stanja ¢ v stanje j:

pi; = P<Xk+1 =j| Xy = Z) (7.1)

Matrika P = [pi j] , katere elementi so prehodne verjetnosti za prehod iz stanja i v stanje j, imenujemo
prehodna matrika Markovske verige.

Naj bo X Markovska veriga z n stanji in naj bo pk) = [pl ), pgk), - pff)

} porazdelitev po stanjih na
k-tem koraku (pgk) = P(X; =1)).

Porazdelitev p* Markovske verige je invariantna, ¢e je za vse k enaka:
pk+1 — pk. (72>

Porazdelitev na naslednjem koraku X . ; dobimo tako, da seStejemo verjetnosti po vseh moZnih stanjih
na prej$njem koraku, pomnoZene s pogojnimi verjetnostmi, da iz enega stanja preidemo v drugega:

n

Y =S P(Xpy =i | X, = §)P( Zpﬂp]
7j=1 (73)

p (k+1) — .rpT k)

Od tod sledi, da je porazdelitev p invariantna porazdelitev Markovske verige s prehodno matriko 7, ¢e
velja:

p=PTp. (7.4)

Povedano drugace: invariantna porazdelitev za Markovsko verigo s prehodno matriko 2 je lastni
vektor matrike P z lastno vrednostjo 1.

7.1 Naloga

 Implementiraj poten¢no metodo za iskanje najvecje lastne vrednosti in pripadajocega lastnega
Vektorja dane matrike

ev v

evive

» veriga, k1 opisuje skakanje skakaca (konja) po $ahovnici,
» veriga, ki opisuje brskanje po mini spletu s 5-10 stranmi (podobno spletni iskalniki razvrscajo
strani po relevantnosti).
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7.2 Limitna porazdelitev Markovske verige

Porazdelitev p je limitna porazdelitev Markovske verige, ¢e porazdelitve na posameznih korakih p*
konvergirajo k p. Limitna porazdelitev je vedno invariantna in potemtakem lastni vektor 7 z lastno
vrednostjo 1:

p>® = lim p® = lim p**tY) = lim PTp* = PT lim p*¥) = PTp>, (7.5)
k—oo k—oo k—oo k—o0

Ker so vsote elementov po vrsticah za prehodno matriko P enake 1, je 1 lastna vrednost matrike 7 in
zato tudi lastna vrednost matrike 7. Posledi¢no limitna porazdelitev p> vedno obstaja, ni pa nujno
enoli¢na.

Da se pokazati, da je 1 po absolutni vrednosti najvecja lastna vrednost matrik 2 in P7, zato lahko
invariantno porazdelitev pois¢emo s potencno metodo.

7.3 Poten¢na metoda

S poten¢no metodo pois¢emo lastni vektor matrike A, ki pripada lastni vrednosti z najveéjo absolutno
vrednostjo. Izberemo nenicelen zacetni vektor p(*) # 0 in sestavimo zaporedje priblizkov:
Az

2(F+D)

Zaporedje x*) konvergira k lastnemu vektorju matrike A z lastno vrednostjo, ki je po absolutni
vrednosti najveéja. Ce je takih lastnih vrednosti ve¢ (npr. 1 in —1), se lahko zgodi, da poten¢na metoda
ne konvergira. Za normo, s katero delimo produkt Az¥), lahko izberemo katerokoli vektorsko normo.
Navadno je to neskon¢na norma ||, saj jo lahko najhitreje izratunamo.

Samostojno delo

Napisi program x, it = potencna(A, x0), ki poisce lastni vektor za po absolutni vrednosti
najvedjo lastno vrednost matrike A (za resitev glej Program 37).

7.4 Razvrscanje spletnih strani

Spletni iskalniki Zelijo uporabniku prikazati ¢im relevantnejse rezultate. Zato morajo ugotoviti, katere
spletne strani so pomembnej$e od drugih. Brskanje po spletu lahko modeliramo z Markovsko verigo,
kjer na vsakem koraku obis¢emo eno spletno stran. Na vsaki spletni strani, ki jo obis¢emo, naklju¢no
izberemo povezavo, ki nas vodi do naslednje strani. Ce spletna stran nima povezav, se lahko vrnemo
nazaj na prej$njo stran ali pa nakljuéno izberemo novo stran. Limitna porazdelitev pove, koliksen
delez vseh obiskov pripada posamezni spletni strani, ¢e se naklju¢no sprehajamo po spletu. Veéji delez
obiskov ima spletna stran, pomembnejsa je.

Limitno porazdelitev Markovske verige s prehodno matriko P pois¢emo s poten¢no metodo, kot lastni
vektor matrike 7 za lastno vrednost 1.

Priblizno tako deluje algoritem za razvricanje spletnih strani po pomembnosti Page Rank, ki sta ga
prva opisala in uporabila ustanovitelja podjetja Google Larry Page in Sergey Brin.

Poglejmo preprost primer spleta s $estimi stranmi in povezavami med njimi (Slika 22).
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Slika 22: Mini splet s 6 stranmi

Prehodna matrika verige za mini splet je:

oé?%oé
005?(1)0
205000
000001
010000

Pois¢imo invariantno porazdelitev s potenéno metodo:

/3 06 1/3 0 1/3;
1/2 1/2 0 0;

0 1/2 1/2 0;
01/2 0 0 0;
0001,
0000

o o o l
O O

1/2

(<}
[}

]

X, it

potenc¢na(P', rand(6))

Preverimo, ali je dobljeni vektor res lastni vektor za lastno vrednost 1, tako da izra¢unamo razliko
PTx — x in preverimo, da je razlika blizu 0:

delta = P' * x - x

6-element Vector{Float64}:
-1.761793266830125e-9
8.700961284802133e-9
-5.06670871924797e-9
-4.618036397729952e-9
-2.595118120396478e-9
5.3406952194023916e-9

Invariantno porazdelitev predstavimo s stolp¢nim diagramom:

X = X / sum(x)
using Plots
bar(x, label=false)
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Slika 23: Delez obiskov posamezne strani v limitni porazdelitvi

Iz diagrama vidimo, da je najpogosteje obiskana spletna stran 4, najredkeje pa spletna stran 5.

7.5 Skakanje skakaca po sahovnici

Tudi nakljuéno skakanje skakaca po $ahovnici lahko opisemo z Markovsko verigo. Stanja Markovske
verige so polja na Sahovnici, prehodne verjetnosti pa dolo¢imo tako, da skaka¢ v naslednji potezi
naklju¢no skoci na eno od polj, ki so mu dostopna. Predpostavimo, da so vsa dostopna polja enako

B0
-l M-
A

verjetna.

Slika 24: Mozne poteze, ki jih lahko naredita beli in ¢rni skaka¢ na 5 x 5 sahovnici.
Stanja ozna¢imo s pari indeksov (i, j), ki oznacujejo posamezno polje. Prvi indeks oznacuje vrstice,
drugi pa stolpce. Indeks (1, 1) oznacuje polje levo zgoraj. Invariantna porazdelitev je podana z matriko,
katere elementi p;; so enaki verjetnosti, da je skakac na polju (i, j). Ponovno se srecamo s problemom iz
prejsnjega poglavija (Poglavje 4), kako elemente matrike postaviti v vektor. Elemente matrike zlozimo

v vektor po stolpcih. Preslikava med indeksi ¢, j v matriki in indeksom k v vektorju je podana s

formulami:
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i+ (j—1)m,

L(k—=1)/m] (7.8)
(

k
7=
(k—1)modm) + 1.

1

Samostojno delo

Za lazje delo napisi funkciji

e k =1ij v k(i, j, m)in
« i, j = kv _ij(k, m),

ki izracunata preslikavo med indeksi ¢, j v matriki in indeksom k v vektorju (Program 38).

Nato definiraj:

» podatkovno strukturo Skakac(m, n), ki predstavlja Markovsko verigo za skakaca na m x n
Sahovnici (Program 39) in

« funkcijo prehodna_matrika(k: :Skakac), ki vrne prehodno matriko za Markovsko verigo za
skakaca (Program 40).

Invariantno porazdelitev poskusimo poiskati s poten¢no metodo:

P = prehodna_matrika(Skakac(8, 8))

X, it = potencna(P', rand(64))

Poten¢na metoda ne konvergira, saj ima matrika ’7 dve dominantni lastni vrednosti 1 in —1. Skoraj
vsi zaCetni priblizki vsebujejo tako komponento v smeri lastnega vektorja za 1 kot tudi komponento
v smeri lastnega vektorja za —1. Zaporedje priblizkov v limiti za¢ne preskakovati med dvema vredno-
stima:

in ,
v +v_4] lvs +v_4]

(7.9)

kjer je vy lastni vektor za 1 in v_, lastni vektor za —1. S funkcijo eigen pois¢imo lastne pare matrike
P in preverimo, da sta dominantni lastni vrednosti res —1 in 1:

# funkcija “eigen’ iz modula LinearAlgebra izracuna lastni razcep matrike
lambda, v = eigen(Matrix(P'))

# lambda ima tudi imaginarne komponente, ki pa so zanemarljivo majhne
lambda = real. (lambda)

println("Najvecja in najmanjsSa lastna vrednost matrike P':")
println("$(maximum(lambda)), $(minimum(lambda))")

Najvelja in najmanjSa lastna vrednost matrike P':
1.0000000000000018, -1.0000000000000018

Tezavo re$imo s preprostim premikom. Ce matriki pristejemo veckratnik identitete, se lastni vektorji
ne spremenijo, le lastne vrednosti se premaknejo. Ce so (A;,v;), (Ay, v5), ... lastni pari matrike A, so

(A +6,v1), (Ag +d,0,), ... (7.10)
lastni pari matrike

A+ 1. (7.11)
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S premikom P7T + I dosezemo, da se lastne vrednosti premaknejo za 1 v pozitivni smeri: lastna
vrednost —1 se premakne v 0, lastna vrednost 1 pa v 2. Tako lastna vrednost 2 postane edina
dominantna lastna vrednost. Za matriko 7 + I poten¢na metoda konvergira k lastnemu vektorju za
lastno vrednost 2, ki je hkrati lastni vektor matrike P za lastno vrednost 1.

x, it = potenc¢na(P' + I, rand(64))
X = x / sum(x) # vrednosti normiramo, da je vsota enaka 1
porazdelitev = reshape(x, 8, 8)

using Plots
heatmap(porazdelitev, aspect ratio=1, xticks=1:8, yticks=1:8)

0.022
0.020
0.017
0.015
0.012
0.010

0.007

Slika 25: Limitna porazdelitev za skakaca na standardni 8 x 8 sahovnici. Svetlejsa polja so pogosteje
obiskana. Limitna porazdelitev je ena sama in ni odvisna od porazdelitve zacetne lege skakaca.

Kaj smo se naucili?

« Iterativne metode se dobro obnesejo tudi pri iskanju lastnih vektorjev in lastnih vrednosti.
« Poten¢na metoda se obnese tudi pri matrikah zelo velikih dimenzij.

+ Problem lastnih vrednosti se pojavi pri studiju Markovskih verig.
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7.6 Resitve

using LinearAlgebra

x, it = potencna(A)

Pois¢i lastni vektor matrike "A° za najvecjo lastno vrednost s potencno metodo.
function potencna(A, x0; atol=1le-8, maxit=1000)
for i = l:maxit
X = A * x0
X = X / norm(x, Inf)
if norm(x - x0, Inf) < atol
return x, i

end
X0 = x
end
throw("Potentna metoda ne konvergira po $maxit korakih!")

end

Program 37: Funkcija, ki s potenéno metodo poisce lastni vektor za po absolutni vrednosti najveéjo
lastno vrednost dane matrike.

ij vk(i, j, ) =i+ (-1) *n

function k v _ij(k, m)
j, 1 = divrem(k - 1, m)
return (1 + 1, j + 1)
end

Program 38: Preslikave med indeksi v matriki in indeksi v vektorju, ki je sestavljen iz stolpcev matrike.

Skakac¢(m, n)

Podatkovna struktura, ki oznacuje Markovsko verigo za skakaca na Sahovnici
dimenzije 'm* x 'n°
W
struct Skakac
m
n
end

Program 39: Podatkovni tip, ki predstavlja Markovsko verigo za skakac¢a na sahovnici.

87



using SparseArrays

P = prehodna_matrika(k::Skakac)

PoiS¢i prehodno matriko za Markovsko verigo, ki opisuje
skakanje figure skakaca po Sahovnici.
function prehodna matrika(skakac: :Skakac)

m = skakac.m

n = skakac.n
N=m?*n
P = spzeros(N, N)

skoki = [(1, 2), (2, 1), (-
(1, -2), (2, -1), (-1, -2
for k = 1:N
i0, jO = k v_ij(k, m)
for skok in skoki
i i0 + skok[1]
j jO + skok[2]
ifi>=16801<=m&& j>=168&547 <=n
kl = ij v _k(i, j, m)
P[k, k1] =1
end
end
P[k, :1 /= sum(P[k, :1) # normiramo vrstico, da je vsota enaka 1
end
return P
end

Program 40: Funkcija, ki ustvari prehodno matriko za Markovsko verigo za skakaca na sahovnici.
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8 Spektralno razvrs§canje v gruce

Razvrscanje v gruce ali grucenje je postopek, pri katerem mnoZico objektov razdelimo v nekaj
skupin ali grué¢, v katerih so objekti, ki so si v nekem smisli podobni. Ogledali si bomo metodo, ki
s spektralno analizo Laplaceove matrike podobnostnega grafa podatke preslika v prostor, v katerem
jih nato preprosteje razvrstimo z algoritmi grucenja. Sledili bomo postopku, imenovanemu spektralno
grucenje, kot je opisan v [12].

8.1 Naloga

« Napisi funkcijo, ki zgradi podobnostni graf za podatke, podane kot oblak to¢k v R%. V podobnostnem
grafu je vsaka tocka v oblaku vozlisce, povezani pa so vsi pari tock ¢ in j, ki so oddaljeni za manj kot
€ za primerno izbrani €.

« Napisi funkcijo, ki za dano simetri¢no matriko poisce k po absolutni vrednosti najmanjsih lastnih
vrednosti in pripadajoce lastne vektorje. Uporabi inverzno iteracijo za k vektorjev in na vsakem
koraku s QR razcepom poskrbi, da so paroma ortogonalni. Faktor () v QR razcepu konvergira k
lastnim vektorjem, diagonala faktorja R pa h k po absolutni vrednosti najmanj$im lastnim vredno-
stim matrike.

« Funkcijo za iskanje lastnih vektorjev uporabi na Laplaceovi matriki podobnostnega grafa podatkov.
Za primer podatkov naklju¢no generiraj mesanico treh razli¢nih Gaussovih porazdelitev. Kompo-
nente lastnih vektorjev uporabi kot nove koordinate in podatke predstavi v novih koordinatah.

8.2 Podobnostni graf in Laplaceova matrika

Podatke (mnoZico tock v R?) Zelimo razvrstiti v ve¢ gru¢. Osnova za spektralno gruéenje je podobnostni
uteZeni graf, ki povezuje tocke, ki so si v nekem smislu blizu. Podobnostni graf lahko ustvarimo na veé
nacinov:

+ € okolice: s tocko z;, povezemo vse tocke, ki lezijo v € okolici te tocke,

+ k najblizji sosedi: x;, povezemo z z,, ¢e je x; med k najblizjimi tockami. Tako dobimo usmerjen
graf, zato navadno upostevamo povezavo v obe smeri.

+ poln utezen graf: povezemo vse tocke, vendar povezave utezimo glede na razdaljo. Pogosto upora-
bljena uteZ je nam znana radialna bazna funkcija:

w(z,;, Ty,) = exp (—Mi_—xl““”>, (8.1)

202
pri kateri s parametrom ¢ dolo¢amo velikost okolic.
UteZzenemu grafu podobnosti z matriko uteZi:
(8.2)
priredimo Laplaceovo matriko:
L=D-W, (8.3)

kjer je D = [dij] diagonalna matrika z elementi d,;; = Zj i Wi Ce graf ni uteZen, namesto matrike
uteZi uporabimo matriko sosednosti. Laplaceova matrika L je simetri¢na, nenegativno definitna in ima
vedno eno lastno vrednost enako 0 za lastni vektor iz samih enic. Laplaceova matrika je pomembna v
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spektralni teoriji grafov, ki preucuje lastnosti grafov s pomocjo analize lastnih vrednosti in vektorjev
matrik. Knjiznica Laplacians.jl je namenjena spektralni teoriji grafov.

8.3 Algoritem

Velja izrek, da ima Laplaceova matrika natanko toliko lastnih vektorjev za lastno vrednost 0, kot ima
graf komponent za povezanost. Na prvi pogled se zdi, da bi lahko bile gruce kar komponente grafa,
a se izkaze, da to ni najbolje. Namesto tega bomo gruce poiskali s standardnimi metodami grucenja v
drugem koordinatnem sistemu, ki ga dolocajo lastni podprostori Laplaceove matrike podobnostnega
grafa. Postopek je naslednji:

» Pois¢emo k najmanjsih lastnih vrednosti za Laplaceovo matriko in izratunamo njihove lastne
vektorje.

« Ozna¢imo matriko lastnih vektorjev Q = [v,v,, ..., v;]. Stolpci Q7 ustrezajo koordinatam tock v
novem prostoru.

« Za stolpce matrike Q7 izvedemo izbran algoritem grucenja (npr. algoritem k-povprecij).

V tej vaji bomo zadnji korak izpustili. Grafi¢no si bomo ogledali, kako je videti oblak to¢k v novem
koordinatnem sistemu, dolo¢enem z matriko Q.

8.4 Primer

Algoritem preverimo na mesanici treh Gaussovih porazdelitev.

using Plots

using Random

m = 100;

Random.seed! (12)

Xx = [1 .+ randn(m, 1); -3 .+ randn(m, 1); randn(m, 1)];

y = [-2 .+ randn(m, 1); -1 .+ randn(m, 1); 1 .+ randn(m, 1)];
scatter(x[1:100], y[1:100], label="\$\\mu = (1, -2)\3$")
scatter! (x[101:200], y[101:200], label="\$\\mu = (-3, -1)\$")
scatter!(x[201:300], y[201:300], label="\$\\mu = (0, 1)\$")
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Slika 26: Mesanica treh razli¢nih Gaussovih porazdelitev v ravnini
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Samostojno delo

Napisi naslednji funkciji:

» graf_eps(tocke, r), ki za dane tocke dolo¢i matriko sosednosti za podobnostni graf z ¢
okolicami (resitev je Program 43) in

« laplace(A), ki za dano matriko sosednosti izratuna Laplaceovo matriko grafa (resitev je
Program 44).

Izracunamo graf sosednosti z metodo € okolic in pois¢emo Laplaceovo matriko dobljenega grafa.

using Vaja08
using SparseArrays
toc¢ke = hcat(x, y)'

r=1.0
G = graf_eps(tocke, r)
L = laplace(G)

spy(L, legend=false)

100

200

300

0 100 200 300
Slika 27: Nenicelni elementi Laplaceove matrike

Izrac¢unamo lastne vrednosti Laplaceove matrike dobljenega grafa:

using LinearAlgebra
razcep = eigen(Matrix(L))
scatter(razcep.values[1:20], title="Prvih 20 lastnih vrednosti Laplaceove matrike")
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Prvih 20 lastnih vrednosti Laplaceove matrike
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Slika 28: Lastne vrednosti Laplaceove matrike

Vidimo, da sta peta in Sesta lastna vrednost najmanjsi vrednosti, ki sta razli¢ni od 0. Komponente
lastnih vektorjev za peto in Sesto lastno vrednost uporabimo za nove koordinate.

X_nov razcep.vectors[:, 5]

y_nov razcep.vectors[:, 6]

scatter(x_nov[1:100], y nov[1:100], label="\$\\mu=(1, -2)\$")
scatter!(x nov[101:200], y nov[101:200], label="\$\\mu=(-3, -1)\$")
scatter!(x nov[201:300], y nov[201:300], label="\$\\mu=(0, 1)\$")
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Slika 29: Vlozitev toc¢k v nov prostor, dolocen z lastnima vektorjema Laplaceove matrike. Slika ilustrira,
kako lahko s preslikavo v drug prostor gruce postanejo bolj ocitne.

Seveda se pri samem algoritmu grucenja ni treba omejiti le na dva lastna vektorja in iskati, katere
kombinacije komponent najbolj lo¢ijo gruce. Preprosto izberemo lastne vektorje za k najmanjsih
nenicelnih lastnih vrednosti in algoritem gruéenja avtomatsko bolj uposteva dimenzije, v katerih so
gruce najbolj razclenjene.

8.5 Inverzna iteracija

Ker nas zanima le nekaj najmanjsih lastnih vrednosti, lahko za njihov izrac¢un uporabimo inverzno
iteracijo. Pri tej metodi zgradimo zaporedje priblizkov z rekurzivno formulo:
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A1)

(k+1) — _“> <= —
S faeey "

0,1, ... (8.4)

Zaporedje priblizkov z®) konvergira k lastnemu vektorju za najmanjso lastno vrednost matrike A za
skoraj vse izbire zatetnega priblizka (%)

Namesto inverza uporabite LU razcep ali drugo metodo za resSevanje sistema linearnih enacb

V inverzni iteraciji moramo veckrat zaporedoma izracunati vrednost:
A lg®), (8.5)

Za izracun te vrednosti v resnici ne potrebujemo inverzne matrike A~!. Ra¢unanje inverzne
matrike je namre¢ ¢asovno zelo zahtevna operacija, zato se ji, razen v nizkih dimenzijah, Ce je le
mogoce, izognemo. Produkt = A~'b je resitev sistema linearnih enaéb Az = b in metode za
resevanje sistema so u¢inkovitejse od ra¢unanja inverza A~! in mnozenja z vektorjem x.

Inverz A~! matrike A lahko nadomestimo tudi z razcepom matrike A. Ce na primer uporabimo
LU razcep A = LU, lahko A~!b izratunamo tako, da resimo sistem Az = b oziroma LUx = bv
dveh korakih:

Ly=b in

o (8.6)

ki sta ¢asovno toliko zahtevna, kot je mnozenje z matriko A~!. Programski jezik Julia ima za
ta namen posebno metodo factorize, ki za razli¢ne vrste matrik izra¢una najprimernejsi razcep.
Rezultat metode factorize je vrednost posebnega tipa, za katero lahko uporabimo operator \, da
ucinkovito izra¢unamo resitev sistema:

F = factorize(A)
x = F\b

Samostojno delo

Napisi funkcijo inviter(resi, x0), ki poisce lastni par za najmanjSo lastno vrednost matrike
(resitev je Program 41). Matrika ni podana eksplicitno, ampak je podana le funkcija resi, ki resi
sistem Az = b za dani vektor b.

8.6 Inverzna iteracija s QR razcepom

Laplaceova matrika je simetric¢na, zato so lastni vektorji ortogonalni. Lastne vektorje lahko pois¢emo
tako, da iteracijo izvajamo na ve¢ vektorjih hkrati in nato na dobljeni bazi izvedemo ortogonalizacijo s
OR razcepom. Tako dobljeno zaporedje lastnih vektorjev konvergira k lastnim vektorjem za po abso-
lutni vrednosti najmanjse lastne vrednosti. Priredimo sedaj funkcijo inviter, da za zacetni priblizek
sprejme k X n matriko in izvede inverzno iteracijo s QR razcepom.

Samostojno delo

Napisi funkcijo inviterqr(resi, X0), ki poisce lastne vektorje za prvih nekaj najmanjsih lastnih
vrednosti (resitev je Program 42). Stevilo lastnih vektorjev, ki jih metoda poi$ce, naj bo doloceno

z dimenzijami zacetnega priblizka X0.
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Laplaceova matrika grafa je pogosto redka, zato se splaca uporabiti eno izmed iterativnih metod. Poleg
tega je Laplaceova matrika simetri¢na in pozitivno semidefinitna, zato za resitev sistema uporabimo
metodo konjugiranih gradientov. TeZava je, ker ima Laplaceova matrika grafa tudi lastno vrednost
0, zato metoda konjugiranih gradientov ne konvergira, ¢e jo uporabimo na njej. To lahko resimo s
preprostim premikom Laplaceove matrike za 1.

8.7 Premik

Inverzna iteracija (8.4) konvergira k lastnemu vektorju za najmanjso lastno vrednost. Lastne vektorje
za druge lastne vrednosti pois¢emo s premikom. Ce ima matrika A lastne vrednosti A;, Ay, ..., A,,,
potem ima matrika:

A—6I (8.7)

lastne vrednosti A\; — §, Ay — 4, ..., A, — 8. Ce izberemo & dovolj blizu A, lahko poskrbimo, da je A, —
0 najmanjsa lastna vrednost matrike A — dI. Tako z inverzno iteracijo za matriko A — §I poisc¢emo
lastni vektor za poljubno lastno vrednost.

Podobno premaknemo Laplaceovo matriko, da postane strogo pozitivno definitna. Potem lahko za
reSevanje sistema uporabimo metodo konjugiranih gradientov. Namesto lastnih vrednosti in vektorjev
matrike L, is¢emo lastne vrednosti in vektorje malce premaknjene matrike L + eI z enakimi lastnimi
vektorji kot L.

A=L+0.1*TI# premik, da dobimo pozitivno definitno matriko

n size(L, 1)

# poiscemo prvih 10 lastnih vektorjev

X, lambda = inviterqr(B -> Vaja08.cgmat(A, B), ones(n, 10), 1000)

[ Info: Metoda KG konvergira po 4 korakih.
[ Info: Metoda KG konvergira po 8 korakih.
[ Info: Metoda KG konvergira po 9 korakih.
Inverzna iteracija s QR razcepom se je koncala po 205 korakih.

([-0.05773502691368182 -0.005802588523008474 - -0.005040782182521457
-0.009367575049040844; -0.057735026915228076 -0.0058025885339489935

-0.0350631801228755 -0.022053224269263837; - ; -0.05773502691797562
-0.005802588530438843 - 0.005847112228594752 -0.0012243787826357164;
-0.05773502691890123 -0.005802588531702566 - 0.009046192382646001
0.0025458880730825474], [0.10000000000000134, 0.09999999999999998,

0.5179003965208074, 0.903836883326621, 0.9609470847648324, 1.7793419216657385,
0.10000000000000002, 2.001222553034165, 2.378682969684288, 2.4982258638596693])

Vidimo, da metoda konjugiranih gradientov za na$ primer zelo hitro konvergira. Z inverzno iteracijo
s QR razcepom smo ucinkovito poiskali lastne vektorje Laplaceove matrike za najmanjse lastne
vrednosti. Ti lastni vektorji pa izbolj$ajo proces grucenja.
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Velike kolicine podatkov zahtevajo ucinkovite algoritme

V nasem primeru je bila koli¢ina podatkov majhna. Vendar bi z inverzno iteracijo s QR razcepom in
metodo konjugiranih gradientov lahko obdelali tudi bistveno vedéje koli¢ine podatkov, pri katerih
bi splosne metode, kot na primer QR iteracija za iskanje lastnih parov ali LU razcep za reSevanje
sistema, odpovedale.

Z naras¢anjem koli¢ine podatkov je nujno izbrati u¢inkovite metode. V praksi se koli¢ine podatkov
merijo v milijonih in milijardah. Metode s kvadratno ali vi§jo ¢asovno ali prostorsko zahtevnostjo
so pri tako velikih koli¢inah podatkov neuporabne. V tem primeru je mogoce izvesti spektralno
grucenje le, ¢e uporabimo uéinkovite metode, kot sta inverzna iteracija s QR razcepom in metoda
konjugiranih gradientov.
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8.8 Resitve

v, lambda = inviter(resi, x0)

Pois¢i lastno vrednost “lambda® in lastni vektor “v' za matriko z inverzno iteracijo.
Argument “resi’ je funkcija, ki za dani vektor b’ poisSce reSitev sistema Ax=b".
Argument “x0° je zacetni priblizek.

# Primer

AT
A [311; 113; 134]

F = Tu(A)

resi(b) = F\\ b

v, lambda = inviter(resi, [1., 1., 1.1)

function inviter(resi, x0, maxit=100, tol=le-10)
# poiscemo po absolutni najvelji element v x0
1s, index = findmax(abs, x0)
1s = x0[index]
x = x0 / ls # normiramo, da je najvelji element enak 1
for i = 1l:maxit
X = resi(x) # poisci resSitev sistema Ay = x
1n, index = findmax(abs, x)
1ln = x[index]
X =x / ln # x normiramo, da je najvecji element enak 1
if abs(ln - 1s) < tol
println("Inverzna potenc¢na metoda se je koncala po $i korakih.")
return x, 1 / ln
end
1s = 1n
end
throw("Inverzna potencna metoda ne konvergira v $maxit korakih.")
end

Program 41: Funkcija, ki z inverzno iteracijo poisce lastni par za po absolutni vrednosti najmanjso
lastno vrednost matrike.
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x, lambda = inviterqgr(resi, x0)

PoiS¢i nekaj najmanjsih lastnih vrednosti in lastnih vektorjev z inverzno iteracijo
s QR razcepom.
Argument “resi’ je funkcija, ki za dani vektor b’ poisce reSitev sistema “Ax=b".
Argument "x0° je matrika zaletnih priblizkov. Toliko kot je stolpcev v matriki
"x0°, toliko lastnih parov vrne funkcija.
function inviterqr(resi, x0, maxit=100, tol=le-10)
., m = size(x0)
X = x0
1s = Inf * ones(m)
for 1 = l:maxit
X = resi(x) # poiSc¢i reSitev sistema Ay = x
Q, R = qar(x)
x = Matrix(Q)
1n = diag(R) # lastne vrednosti A~(-1) so na diagonali R
if norm(ln - 1ls, Inf) < tol
println("Inverzna iteracija s QR razcepom se je konlala po $i korakih.")
return x, 1 ./ 1n
end
1s = 1n
end
throw("Inverzna iteracija s QR razcepom ne konvergira v $maxit korakih.")
end

Program 42: Funkcija, ki z inverzno iteracijo in QR razcepom poisce k lastnih parov za k po absolutni
vrednosti najmanjsih lastnih vrednosti matrike.

A = graf _eps(oblak, epsilon)

Pois¢i podobnostni graf € okolic za dani oblak tock.
Argument “oblak™ je "k x n' matrika, katere stolpci so koordinate tock v oblaku.
Funkcija vrne matriko sosednosti A za podobnostni graf.
function graf eps(oblak, epsilon)

_, nh = size(oblak)

A = spzeros(n, n)

for 1 = 1:n

for j = i+l:n
if norm(oblak[:, i] - oblak[:, j]) < epsilon

Ali, j1 =1
Alj, i1 =1
end
end
end
return A

end

Program 43: Funkcija, ki ustvari matriko sosednosti za graf podobnosti z € okolicami za dane podatke.
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L = laplace(A)

Pois¢i Laplaceovo matriko za dani graf, podan z matriko sosednosti "A".
Laplaceova matrika grafa ima na diagonali stopnje tock, izven diagonale
pa vrednosti -1 ali 0, odvisno, ali sta indeksa povezana v grafu ali ne.

laplace(A) = spdiagm(vec(sum(A, dims=2))) - A

Program 44: Funkcija, ki izra¢una Laplaceovo matriko grafa.

8.9 Testi

@testset "Inverzna iteracija" begin
Q=10[221;1-22; -212]
A =Q * diagm([2.0, 3.0, 4.01) / Q
F = factorize(A)
v, lambda = inviter(b -> F \ b, [1, 1, 11)
@test isapprox(lambda, 2)
cosinus = dot(v, Q[:, 1]) / norm(v) / norm(Q[:, 1])
@test isapprox(abs(cosinus), 1)
end

Program 45: Test za inverzno iteracijo

@testset "Inverzna iteracija QR" begin
Q=10[221;1-22; -212]
A = Q * diagm([2.0, 3.0, 4.0]) / Q
F = factorize(A)
v, lambda = inviterqr(b -> F \ b, [1 1; 1 1; 1 11)
@test isapprox(lambda, [2, 3])
cosinus = dot(v[:, 11, Q[:, 11) / norm(v[:, 11) / norm(Q[:, 11)
@test isapprox(abs(cosinus), 1)
end

Program 46: Test za inverzno iteracijo s QR razcepom

@testset "Graf sosednosti" begin

oblak = [1 2 3; 1 2 3]

A = graf_eps(oblak, 2)

@test isapprox(A, [0 1 0; 1 0 1; 0 1 0])
end

Program 47: Test za matriko sosednosti z € okolicami
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9 Konvergencna obmocja sistemov nelinearnih enacb

Za razliko od sistemov linearnih enacb, ki imajo preproste mnoZice resitev, so mnozice resitev za
sisteme nelinearnih enacb zapletene in nepredvidljive. Zato tudi reSevanje sistemov nelinearnih enacb
z numeri¢nimi metodami ni tako preprosto kot za sisteme linearnih enac¢b. Numeri¢ne metode lahko
konvergenco k doloceni resitvi zagotovijo le ob dodatnih predpostavkah, ki jih je tezko vnaprej
izpolniti. V tej vaji si bomo na preprostem primeru ogledali, kako se obnasa Newtonova metoda za
razli¢ne zacetne priblizke.

9.1 Naloga

» Implementiraj Newtonovo metodo za reSevanje sistemov nelinearnih enacb.
« Poi3¢i resitev dveh nelinearnih enaéb z dvema neznankama:

x3 —3zy? =1,
) 5 (9.1)
3r°y —y° = 0.
« Sistem nelinearnih enacb ima navadno vec resitev. Graficno predstavi, h kateri resitvi konvergira
Newtonova metoda v odvisnosti od zacetnega priblizka. Zacetne priblizke izberi na pravokotni mrezi.
Vozlis¢em v mrezi priredi razli¢ne barve, glede na to, h kateri resitvi konvergira Newtonova metoda.

Cel postopek zapisi v funkcijo konvergencno_obmocje.

9.2 Newtonova metoda za sisteme enacb

Is¢éemo resitev sistem n nelinearnih enacb z n neznankami:

fl(ml,.’EQ, “eey $n) — 0,

f2<$1,w2, ceey .’L'n) - 0,

(9.2)
fo(zy,Tg, yz,) =0,
kjer so f, fs, ..., f,, nelinearne funkcije ve¢ spremenljivk. Sistem (9.2) zapisemo v vektorski obliki:
F(z)=0, (9.3)

kjer sta 0 = [0,0,...,0]T in & = [z,, %y, ..., x|’ € R n-dimenzionalna vektorja, F' : R" — R" pa
je vektorska funkcija z vektorskim argumentom. Komponente vektorske funkcije F'(x) so leve strani
nelinearnih enacb (9.2):

fl(xhx% 7wn)
x

F(:L‘)Z f2(l'1,.’17:2,..., n) . (94)
fulzy, 29, ...y 2,,)

Denimo, da je %) priblizek za resitev enacbe (9.3). Funkcijo F' lahko, podobno kot funkcijo ene
spremenljivke, v tocki %) aproksimiramo z linearno funkcijo:

F(z) = F(2) + Jp (29 (z — 2¥) + 0 (z — 29)?), (9.5)

kjer je Jp Jacobijeva matrika parcialnih odvodov komponent f; po koordinatah z:

99


https://sl.wikipedia.org/wiki/Jacobijeva_matrika_in_determinanta

Oh (z) Yi(z) .. Yr(a)

9z, Bz, oz,
(@) = o2 (x) 32() ... 2 (x) (9.6)
52 (@) (@) . ()
Naslednji priblizek z(*+1) v Newtonovi iteraciji dobimo kot resitev sistema linearnih enacb:
F(z®) + Jp(2®) (xk+) — z®) = 0. (9.7)
Formulo za naslednji priblizek =(*+1) formalno zapisemo kot:
g+ = g®) _ (ac(k))_lF(w(k)), (9.8)

pri ¢emer formule ne smemo jemati dobesedno, saj inverzne matrike J F(ac(k))_1 dejansko ne izracu-
~1

namo. Izraz Jp (:c(k)) F(a:(k)) poiscemo tako, da re$imo sistem Jp (w(k))w = F(sc(k)) (npr. z LU

razcepom ali s kak$no drugo metodo za reSevanje sistemov linearnih enacb).

Samostojno delo

Napisi funkcijo newton(f, jf, x0), ki poisce resitev sistema nelinearnih enacb z Newtonovo

metodo (Program 48).

Poglejmo, kako uporabimo Newtonovo metodo za enacbe (9.1). Spremenljivke x, y postavimo v vektor
x = [z,y]T in za lazje pisanje programa vpeljemo komponente z; = z in £, = y. Sistem enacb (9.1)
preuredimo tako, da je na desni strani 0:

z3 — 32,73 —1=0,

9.9
33z, — 23 = 0. (6:9)

Funkcija levih strani F'(x) je enaka:

F(x) = (w? — 30,73 N 1) , (9.10)

2
3TiTy — T

Jacobijeva matrika Jg () pa:

3z3 — 313 —6x, 7,
= . 11
Tr(@) ( 6,7, 33 — 33 (9.11)

f(x) = [x[1]173 - 3x[1] * x[2]172 - 1, 3x[1]172 * x[2] - x[2]"3]
function jf(x)

a = 3x[1]72 - 3x[2]"2

b = 6x[1] * x[2]

jf = [a -b; b al
end
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Avtomatsko odvajanje

V nasem primeru smo Jacobijevo matriko izracunali na roke, saj je bila funkcija preprosta.
Ce je funkcija F kompleksnejsa ali je ne poznamo vnaprej, lahko Jacobijevo matriko odvodov
ucinkovito izratunamo z avtomatskim odvajanjem. V Julii uporabimo funkcijo jacobian iz paketa
ForwardDiff[13].

Sistem (9.1) izhaja iz kompleksne enacbe z3 = 1 in ima tako 3 resitve:

(9.12)

Za razlicne zacetne priblizke Newtonova metoda konvergira k razlicnim resitvam:

x1, itl = newton(f, jf, [2, 0])
([1.0, 0.01, 7)

x2, it2 = newton(f, jf, [-1, 1.0])
([-0.49999999999999994, 0.8660254037844386], 6)

X2, it2 = newton(f, jf, [-1, 1.0])
([-0.49999999999999994, 0.8660254037844386], 6)

9.3 Konvergen¢no obmocje
Newtonova metoda je obcutljiva glede izbire zacetnega priblizka. Ce je zacetni priblizek dovolj blizu

neke resitve, Newtonova metoda konvergira k tisti resitvi. Ce pa je priblizek med ni¢lami, postane
obnasanje Newtonove metode precej nepredvidljivo.

Samostojno delo

« Definiraj podatkovni tip Box2d, ki opise pravokotnik v ravnini s stranicami vzporednimi koordi-
natnim osem (Program 49) in

« Napisi funkcijo konvergenca(obmoc¢je: :Box2d, metoda, nx, ny), ki za dano obmoéje izra¢una
dele obmocja, na katerem metoda konvergira k dolo¢eni nicli. Argument metoda naj bo funkcija
oblike x, it = metoda(x0), ki sprejme zaCetni priblizek in vrne resitev ter Stevilo iteracij

(Program 50).

Program konvergenca uporabimo na nasem primeru (9.1):

using Plots

maxit = 20

obmoc¢je = Box2d(Interval(-2, 2), Interval(-1, 1))

metoda(x0) = newton(f, jf, x0; atol=le-4, maxit=maxit)

X, Yy, Z, ni¢le, koraki = konvergenca(obmocje, metoda, 800, 400; atol=le-3)
heatmap(x, y, Z + 0.8 * min.(koraki / 10, 1), legend=false)

scatter! (Tuple. (nicle), label="resitve")
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Slika 30: Newtonova metoda konvergira k razlicnim resitvam odvisno od zacetnega priblizka.

Kaj smo se naucili?

+ Sisteme nelinearnih enacb lahko resimo z Newtonovo metodo.

« Sistemi nelinearnih ena¢b imajo navadno ve¢ resitev.

» Konvergenca Newtonove metode je odvisna od zafetnega priblizka.

+ Za izbrani zacetni priblizek je tezko predvideti, h kateri izmed resitev bo Newtonova metoda
konvergirala.

9.4 Resitve

using LinearAlgebra

X, it = newton(f, jf, x0)

PoiSc¢i reSitev sistema nelinearnih enacb “f(x) = 0" z Newtonovo metodo.
Argument “jf° je funkcija, ki vrne Jacobijevo matriko funkcije f'.
Argument "x0 je zaletni priblizek za Newtonovo metodo.
function newton(f, jf, x0; maxit=100, atol=le-8)
for i = 1l:maxit
x = x0 - jf(x0) \ f(x0)
if norm(x - x0, Inf) < atol
return x, 1i

end
X0 = X
end
throw("Metoda ne konvergira po $maxit korakih!")

end

Program 48: Newtonova metoda za reSevanje sistemov nelinearnih enacb
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"Podatkovna struktura za interval"
struct Interval

min

max
end

"Ali interval "I° vsebuje tocko "x ?"
vsebuje(x, I::Interval) = x >= I.min && x <= I.max

Podatkovna struktura za pravokotnik, vzporeden s koordinatnimi osmi (Skatla).
Pravokotnik je podan kot produkt dveh intervalov za spremenljivki “x* in “y.

struct Box2d
int x
int y

end

"Ali Skatla “b" vsebuje dano tocko “x?"
vsebuje(x, b::Box2d) = vsebuje(x[1], b.int x) && vsebuje(x[2], b.int_y)

X = diskretiziraj (I, n)

Razdeli interval "I’ na "n° enakih podintervalov. Vrni seznam krajisc
podintervalov.

diskretiziraj(I::Interval, n) = range(I.min, I.max, n)

X = diskretiziraj(b, m, n)

Razdeli Skatlo 'b" na manjSe Skatle. Vrni seznama krajisc
podintervalov v smereh “x  in “y'.

diskretiziraj(b::Box2d, m, n) = (
diskretiziraj(b.int x, m), diskretiziraj(b.int y, n))

Program 49: Pomozne funkcije za delo s pravokotnimi obmo¢ji
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X, Yy, Z, nicle, koraki = konvergenca(obmocje, metoda, n=50, m=50; maxit=50,
tol=1le-3)

Izracunaj, h katerim vrednostim konvergira metoda “metoda’, ¢e uporabimo razlicne
zacetne priblizke na pravokotniku “[a, b]lx[c, d]°, podanim z argumentom “obmocje’ .

Funkcija vrne:

- seznam krajis¢ podintervalov v x smeri,

- seznam krajis¢ podintervalov v y smeri,

- matriko z indeksi nicle, h kateri metoda konvergira,

- seznam nicel na izbranem obmodju,

- matriko s Stevilom korakov, ki jih metoda potrebuje, da najde niclo.

# Primer
Konvergen¢no obmoc¢je za Newtonovo metodo za reSevanje
kompleksne enache " "z"3=(x + i y) "3 =1"

5t
F((x, y)) = [x"3-3x*y"2-1; 3x"2*y-y~3];

JF((x, y)) = [3x"2-3y"2 -6x*y; 6x*y 3x"2-3y"2]

metoda(x0) = newton(F, JF, x0; maxit=10; tol=le-3);

obmoc¢je = Box2d(Interval(-2, 2), (-1, 1))

X, Y, Z, nic¢le, koraki = konvergenca(obmocCje, metoda; n=5, m=5)

function konvergenca(obmocje::Box2d, metoda, m=50, n=50; atol=le-3)
Z = zeros(m, n)
koraki = zeros(m, n)
X, y = diskretiziraj(obmocje, n, m)
nic¢le = []
for i = 1:n, j = 1:m
z = [x[i], y[jll]
it =0
try
z, it = metoda(z)
catch
continue
end
k = findfirst([norm(z - z0, Inf) < 2atol for zO in nicle])
if isnothing(k)
if vsebuje(z, obmocje)
push! (nicle, z)
k = length(nicle)
else
continue
end
end
Z[j, i1 = k # vrednost elementa je enaka indeksu nicle
koraki[j, i] = it # Stevilo korakov metode
end
return x, y, Z, ni¢le, koraki
end

Program 50: Funkcija, ki razis¢e konvergenco izbrane metode na danem pravokotniku.
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10 Nelinearne enacbe v geometriji

Ko obravnavamo geometrijske objekte, ki so ukrivljeni (na primer kroznice, krivulje, ukrivljene
ploskve), probleme pogosto prevedemo na reSevanje sistema nelinearnih enacb. Ogledali si bomo dva

primera, kjer problem resimo na ta nacin: iskanje samopresecis¢a krivulje in minimalne razdalje med
dvema krivuljama.

10.1 Naloga

vev v

« Napisi funkcijo, ki poisce eno od samopresecis¢ Lissajousove krivulje:
(z(t),y(t)) = (asin(nt), bcos(mt)) (10.1)

za parametrea =b=1,n=3inm = 2.
« Poisci tocki na parametri¢no podanih krivuljah:

(@2(8), (1)) = (2c05(t) + 5, sin(®) + 7 ).

. (10.2)

1 1 1
(2(5),2(5)) = 5 cos(s) — 5 sin(s), 5 cos(s) + 3 sin(t) ),
ki sta najblizje.
» Zapisi razdaljo med toc¢ko na prvi krivulji in toc¢ko na drugi krivulji kot funkcijo d(¢, s) parametrov
tins.
» Z gradientnim spustom poi$é¢i minimum funkcije d(t, s) oziroma d?(t, s).
Vd?3(t,s) = 0. (10.3)

» Grafi¢no predstavi zaporedja priblizkov za gradientno in Newtonovo metodo.
» Primerjaj konvergenéna obmo¢ja za gradientno in Newtonovo metodo (glej Poglavije 9).

10.2 Preseci$c¢a parametri¢no podanih krivulj

Pois¢imo samopresecisca Lissajousove krivulje:
z(t) = asin(nt),

y(t) = bcos(mt) (104)

za parametre ¢ = b = 1, n = 2 in m = 3. Za laZjo predstavo najprej narisemo krivuljo.

using Plots

1(t) = [sin(2t), cos(3t)]

t = range(0, 2pi, 500)

# Funkcija plot drugace interpretira vektor vektorjev kot vektor parov (Tuple).
# Zato vektorje koordinat spremenimo v pare koordinat (Tuple).
plot(Tuple.(l.(t)), label=nothing)
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Slika 31: Lissajousova krivuljazaa =b=1,n=2inm =3
Is¢emo razli¢ni vrednosti parametra ¢, in ¢, , za katera velja
z(t)) = z(ty),
y(t) = y(ta), t #to

Dobili smo sistem dveh nelinearnih enacb z dvema neznankama. Resitve sistema (10.5) poi§¢emo z

(10.5)

Newtonovo metodo, ki smo jo spoznali v poglavju 9. Newtonova metoda zahteva, da sistem enacb
prevedemo v vektorsko enacbo F'(t) = 0, kjer je t = [t;, tQ]T. Funkcija, katere niclo is¢emo, je

ro=r([2]) =[50 o) 109

JF(&D - (%3 iiﬁiii) (10.7)

njena Jacobijeva matrika pa

using Vaja09: newton
using Printf
f(tt) T(tt[1]) - 1(tt[2])
dl(t) [2cos(2t), -3sin(3t)]
df (tt) = hcat(dl(tt[1]), -dl(tt[2]))
tt, it = newton(f, df, [0.0, pi / 2])
scatter! (Tuple. (L. (tt)),
label=@sprintf "samopresecisce: \$t 1=%.3f\$, \$t 2=%.3f\$" tt...)

106



1.0

0.5

0.0

@ samopresecisce: t, = — 0.262, t, = 1.833 |

_10 C 1 1 1 1 1
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

Slika 32: Krivulja doseze izbrano samopresecisce pri dveh razli¢cnih vrednostih parametra ¢.

Samostojno delo

Napisi funkcijo samopres(k, dk, tt0), ki poisce eno od samopreseéis¢ krivulje z Newtonovo
metodo z danim zacetnim priblizkom (resitev Program 51).

Uporabimo Program 50 in pois¢emo vsa samopresecisca ter dolo¢imo konvergenéna obmocja. Ker sta
funkciji sin in cos, ki nastopata v definiciji krivulje, periodi¢ni s periodo 2, vrednosti parametrov ¢ in
s ra¢unamo po modulu 2.

using Vajal0: samopres
mod2pi(x) = rem(x, 2pi)
""" PoiSsCi samopresecisce Lissajousove krivulje. UpoStevaj periodicnost."""
function splissajous(tt0O)
tt, it = samopres(l, dl, tto)
tt = mod2pi. (tt)
if abs(tt[1] - tt[2]) < le-12
throw("Isti vrednosti parametra ne pomenita samopresecisca.")
end
return sort(tt), it
end

using Vaja09: konvergenca, Box2d, Interval

X, Y, Z, ni¢le, koraki = konvergenca(Box2d(Interval(0, 2pi), Interval(0, 2pi)),
splissajous, 200, 200)

heatmap(x, y, Z, xlabel="\$t 1\$", ylabel="\$t 2\$")

scatter!(Tuple. (nic¢le), label="samopresecisca", legend=:bottomleft)
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Slika 33: Obmocje konvergence za samopresecisca Lissajousove krivulje

Nari$imo sedaj Se krivuljo in na njej ozna¢imo vsa samopresecisca.

p = plot(Tuple.(l.(t)), label="krivulja", legend=:bottom)
for tt in nicle
scatter!(p, Tuple.(l.(tt)), label=@sprintf "\$t 1=%.2f\$, \$t 2=%.2f\$" tt...)
end
display(p)
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0.5
0.0 |
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@ - Ll57,t,—471

=05 @ !t =052 f,— 3.67
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10.3 Minimalna razdalja med dvema krivuljama

Naj bosta K in K, parametri¢no podani krivulji:

Ky ki (t) = (z1(1),4:1(1); teER,

(10.8)
Ky i ky(s) = (z5(5),42(5)); s€R.
Nari$imo obe krivulji iz naloge:
1 . 1
ky(t) = (2cos(t) +3, sin(t) + Z)’
(10.9)

ky(t) = (1 cos(s) — %sin(s), %cos(s) + %sin(t)).
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k1(t) [2 * cos(t) + 1 / 3, sin(t) + 0.25]

k2(s) [cos(s) / 3 - sin(s) / 2, cos(s) / 3 + sin(s) / 2]
t = range(0, 2pi, 60);

plot(Tuple.(kl.(t)), label="K1")

plot!(Tuple.(k2.(t)), label="K2")

1.0 -

0.5

0.0 |-

-0.5

Slika 35: Krivulji v ravnini

Is¢emo minimalno razdaljo med krivuljama K in K,. Minimalna razdalja je najmanjso razdalja med
tocko na eni krivulji in tocko na drugi krivulji:

dm(Kl’K2) = T elgrli%leK d(TlaTQ)‘ (1010)
1 1-2 2

Funkcija d,,, ni prava razdalja v smislu metri¢nih prostorov.

Hausdorffova razdalja

Alternativna definicije razdalje med dvema mnoZicama je Hausdorffova razdalja. Hausdorffova
razdalja pove, koliko je lahko tocka na eni krivulji najve¢ oddaljena od druge krivulje in je
definirana kot:

dy (K, K,) = in d(T},T: in d(1y,T5,) |. 10.11
n (K1, K) maX<;flea}>gl gt el ) e it A, 2)) (10.11)
Ce sta mnozici blizu v Hausdorffovi razdalji, je vsaka tocka ene mnozice blizu drugi mnoZici.
Minimalna razdalja med dvema krivuljama je vedno konéna, medtem ko je Hausdorffova razdalja
lahko tudi neskonéna (na primer, Ce je ena krivulja omejena, druga pa neomejena).

I5¢emo tocko k4 (t) na krivulji K in toc¢ko k5 (s) na krivulji K5, ki sta najblizji med vsemi pari tock.
Iscemo vrednosti parametrov ¢ in s, pri katerih funkcija razdalje

d(t,s) = \/(ml(t) —75(5))" + (41(£) — y2(9))” (10.12)

doseze minimum. Ker je koren naras¢ajoca funkcija, imata d in d? minimum v isti to¢ki. Zato namesto
minimuma funkcije d pois¢emo minimum funkcije

D(t,s) = d*(t,5) = (21(t) = 25(5))" + (31 (t) — a(5))". (10.13)
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Samostojno delo

Napisi funkcijo razdalja2(kl, k2), ki za dani krivulji k1 in k2 vrne funkcijo kvadrata razdalje
D(ty,t,). Vrnjena funkcija naj sprejme dva argumenta t1 in t2 in vrne kvadrat razdalje med
tockama k1(tl) in k2(t2) (resitev je Program 52).

Funkcijo D(t, s) za krivulji (10.9) grafi¢no predstavimo z nivojnicami in barvami na kvadratu [—, 7]2.

using Vajal0®: razdalja2
d2 = razdalja2(kl, k2)

t range(-pi, pi, 100)
s =t
contourf(t, s, d2, xlabel="\$t\$", ylabel="\$s\$")

3
1
-
-1
-2
-3 77—\
-3 -2 -1 0 1 2 3
¢

Slika 36: Razdalja med tockama na krivuljah K in K, v odvisnosti od parametrov na krivulji
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10.3.1 Gradientni spust

Metoda gradientnega spusta je sila enostavna. Predstavljamo si, da je gosta megla in da smo na pobo¢ju
gore. Zelimo ¢im prej priti v dno doline. Na vsakem koraku izberemo smer, v kateri je pobo¢je najstr-
mejSe in se spustimo v tej smeri. Na ta nacin najhitreje izgubljamo visino. Vendar ni nujno, da bomo
prisli v dno doline, saj lahko prej pristanemo v kaksni kotanji ali vrta¢i na poboéju gore. V vsakem
primeru bomo prisli nekam na dno, od koder bo 3lo le $e navzgor.

PR

kateri funkcija najhitreje pada, in se premaknemo za dolo¢en korak v tej smeri. To je ravno v nasprotni
smeri gradienta funkcije. Ce koraki niso preveliki, bomo prej ali slej pristali v lokalnemu minimumu

funkcije f. Ra¢unamo naslednje zaporedje priblizkov:
) = (M) — p, Vf(z™), (10.14)

kjer je Vf (:c(”)) vrednost gradienta v to¢ki (™), h, pa je parameter, ki poskrbi, da zaporedje
priblizkov ne skace preve¢ po domeni in se lahko na vsakem koraku spremeni.

Samostojno delo

Napisi funkcijo spust(gradf, x@, h),kipoisce lokalni minimum funkcije z metodo gradientnega

spusta (resitev Program 53).
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Gradient funkcije D lahko izracunamo na roke, vendar je to zamudno in se pri tem lahko hitro zmoti-
mo. Raje uporabimo knjiznico za avtomatsko odvajanje ForwardDiff.j1[13], ki u¢inkovito izracuna
vrednosti parcialnih odvodov funkcije v posameznih toc¢kah. Knjiznica ForwardDiff zna odvajati le
funkcije vektorske spremenljivke, zato funkcijo dveh spremenljivk d2(t, s) spremenimo v funkcijo
vektorske spremenljivke ts -> d2(ts...). Operator ... elemente vektorja razporedi kot argumente
funkcije.

using ForwardDiff
gradd2(ts) = ForwardDiff.gradient(ts -> d2(ts...), ts)

"Izracunaj zaporedje priblizkov podano z rekurzivno funkcijo "f'.
function priblizki(f, x@, n)
p = [x0]
X = x0
for = 1:n
x = f(x)
push! (p, x)
end
return p
end
korak grad(x0) = x0 - 0.2 * gradd2(x0)
pribl = priblizki(korak grad, [2.0, -1.5], 40)
scatter! (Tuple. (pribl), label="pribliZzki gradientne metode")

I @ priblizki gradientne metode
2 I ‘

Slika 37: Zaporedje priblizkov gradientnega spusta

S slike je razvidno, da gradientni spust konvergira k lokalnemu minimumu, vendar postane konvergen-
ca pocasna, ko se priblizamo minimumu. Konvergenco lahko pohitrimo s primerno izbiro parametra
h,,, na primer z metodo minimiziranja v dani smeri.

10.3.2 Newtonova metoda

Fermatov izrek pravi, da je v lokalnem ekstremu vrednost odvoda vedno enaka 0. Isti izrek velja tudi
za funkcije ve¢ spremenljivk, le da je v tem primeru gradient funkcije enak 0.

Ta Fermatov izrek morda ni tako razvpit kot njegov zadnji, je pa za nas uporabnejsi. Potreben pogoj
za nastop lokalnega ekstrema je tako vektorska enacba
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VD(t,5) = (Za_g“’ 8)) —0. (10.15)

Resitev enacbe (10.15) pois¢emo z Newtonovo metodo.

jacd2(x0) = ForwardDiff.jacobian(gradd2, x0)

korak newton(x0) = x0 - jacd2(x0) \ gradd2(x0)

priblizki n = priblizki(korak newton, [2.0, -1.5], 10)
scatter!(Tuple. (priblizki n), label="pribliZzki Newtonove metode")
scatter!([(2.0, -1.5)], label="zacetni priblizek")

311 @ priblizki gradientne metode 8
@ priblizki Newtonove metode
© zaletni priblizek

Slika 38: Zaporedje priblizkov gradientnega spusta in Newtonove metode z istim zacetnim priblizkom

Za razliko od gradientnega spusta, Newtonova metoda ne konvergira nujno k lokalnemu minimumu,
ampak k eni od stacionarnih toc¢k funkcije D, med katerimi so tudi sedla in maksimumi. Zato je
Newtonova metoda precej obcutljivejsa na izbiro zacetnega priblizka kot gradientni spust.

Poglejmo si tocki na krivuljah, ki ustrezata parametroma, poiskanima z gradientnim spustom:

using Vajal@: spust

t = range(0, 2pi, 100)

plot(Tuple.(kl.(t)), label="\$k 1(t)\$")
plot!(Tuple.(k2.(t)), label="\$k 2(s)\$")

ts, it = spust(gradd2, [2, -1.5], 0.2)

scatter! (Tuple(kl(ts[1])), label="\$k 1(t 0)\$")
scatter! (Tuple(k2(ts[2])), label="\$k 2(s 0)\$")

in z Newtonovo metodo:

using Vaja09: newton

t = range(0, 2pi, 100)

plot(Tuple.(kl.(t)), label="\$k 1(t)\$")
plot!(Tuple.(k2.(t)), label="\$k 2(s)\$")

ts, it = newton(gradd2, jacd2, [2, -1.5])
scatter! (Tuple(kl(ts[1])), label="\$k 1(t 0)\$")
scatter! (Tuple(k2(ts[2])), label="\$k 2(s 0)\$")
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Slika 39: Tocki na krivuljama, h katerima konvergira gradientna metoda, sta lokalni minimum, ki pa
ni globalni (levo). Newtonova metoda konvergira k sedlu. Tocka na k; je lokalni minimum, tocka na
k, pa lokalni maksimum (desno).

Za konec si oglejmo $e konvergencna obmodja za gradientni spust:

using Vaja09: konvergenca
using Vajal@: spust
function spustd2(x0)
ts, it = spust(gradd2, x0, 0.2; maxit=1000)
ts = map(t -> mod(t + pi, 2pi) - pi, ts)
return ts, it
end
X, Y, Z, nic¢le, koraki = konvergenca(
Box2d(Interval(-pi, pi), Interval(-pi, pi)), spustd2, 100, 100;
atol=1le-2)
heatmap(x, y, Z)
scatter! (Tuple. (nic¢le), label="lokalni minimumi")
contour!(x, y, d2)

in Newtonovo metodo:

function newtond2(x0)
ts, it = newton(gradd2, jacd2, x0; atol=le-5)
ts = map(t -> mod(t + pi, 2pi) - pi, ts)
return ts, it
end
X, Y, Z, ni¢le, koraki = konvergenca(
Box2d(Interval(-pi, pi), Interval(-pi, pi)), newtond2, 500, 500;
atol=1le-2)
heatmap(x, y, Z)
scatter!(Tuple. (ni¢le), label="stacionarne tocke")
contour!(x, y, d2)
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Slika 40: Obmo¢ja konvergence za gradientni spust (levo) in Newtonovo metodo (desno)

Problem iskanja minimuma funkcije, ki smo ga resevali, uvr§¢amo med optimizacijske probleme. Studij
optimizacijskih problemov je obseZno raziskovalno podroéje. Ve¢ o tem si lahko preberete v knjigi [14].

10.4 Resitve

ts, it = samopres(k, dk, ts0)

Pois¢i samopresecisce krivulje “k* s smernim odvodom “dk® z Newtonovo metodo z
zacetnim priblizkom "tsO . Zacetni pribliZzek “ts0@ in rezultat "ts sta
dvodimenzionalna vektorja z dvema razlicnima parametroma.

# Primer

A

k(t) = [t"2, t73-t]

dk(t) = [2t, 3t"2-1]

ts, it = samopres(k, dk, [-0.5, 0.5])

function samopres(k, dk, ts0)
f(ts) = k(ts[1]) - k(ts[2])
df(ts) = hcat(dk(ts[1]), -dk(ts[2]1))
ts, it = newton(f, df, ts0)
ts = sort(ts)
if abs(ts[1] - ts[2]) < le-12
throw("Ista parametra ne pomenita samopresecisca.")
end
return ts, it
end

Program 51: Funkcija, ki pois¢e samopresecisce krivulje z Newtonovo metodo.
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using LinearAlgebra

d2 = razdalja2(kl, k2)

Vrni funkcijo kvadrata razdalje "d2(t, s)  med tolkama na krivuljah

"k1® in k2. Rezultat "d2° je funkcija spremenljivk “t° in “s’, kjer sta
"t parameter na krivulji “k1® in “s° parameter na krivulji k2.

# Primer

R
kil(t) = [t, t7°2 - 2]
k2(s) = [cos(s), sin(s)]

d2 = razdalja(kl, k2)
d2(1, pi)

function razdalja2(kl, k2)
function d2(t, s)
delta = k1(t) - k2(s)
return dot(delta, delta)
end
return d2
end

Program 52: Funkcija, ki za dani krivulji vrne funkcijo kvadrata razdalje med dvema tockama na
krivuljah.

x0, it = spust(gradf, x0, h)

Pois¢i lokalni minimum za funkcijo, podano z gradientom "gradf’, z metodo
najhitrejsSega spusta. Argument x0° je zacCetni priblizek, “h™ skalar s
katerim pomnoZzimo gradient.
function spust(gradf, x0, h; maxit=500, atol=le-8)
for i = 1l:maxit
x = x0 - h * gradf(x0)
if norm(x0 - x) < atol
return x, 1i

end
X0 = X
end
throw("Gradientni spust ne konvergira po $maxit korakih!")

end

Program 53: Gradientni spust
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11 Aproksimacija z linearnim modelom

V znanosti pogosto Zelimo opisati odvisnost ene koli¢ine od druge. Matemati¢nemu opisu povezave
med dvema ali ve¢ spremenljivkami pravimo matemati¢ni model. Primer modela je Hookov zakon
za vzmet, ki pravi, da je sila vzmeti F' sorazmerna z raztezkom z, torej:

F = kz. (11.1)

Model povezuje dve koli¢ini: silo F' in raztezek z. Poleg tega Hookov zakon vpelje se koeficient vzmeti
k.Koeficientu k pravimo parameter modela in ga lahko dolo¢imo za vsako vzmet posebej z meritvami
sile in raztezka.

V tej vaji bomo podatke o koncentraciji CO, v zadnjih desetletjih opisali z linearnim modelom.

11.1 Naloga

 Podatke o koncentraciji CO, v ozra¢ju aproksimiraj s kombinacijo kvadratnega polinoma in nihanja
s periodo 1 leto.

« Parametre modela poi$¢i z normalnim sistemom in QR razcepom.

+ Model uporabi za napoved obnasanja koncentracije CO, za naslednjih 20 let.

11.2 Linearni model

Najpreprostejsi matematicni model je linearni model, pri katerem odvisno koli¢ino y zapiSemo kot
linearno kombinacijo baznih funkcij ¢;, j=1,2, ..., k neodvisne spremenljivke z:

Y(x,p) = p11(2) + Popa () + ... + Pk (). (11.2)

Koeficientom p; pravimo parametri modela in jih dolo¢imo na podlagi meritev. Znanstveniki iSCejo
model, pri katerem imajo parametri p; preprosto interpretacijo in pomagajo pri razumevanju pojava, ki
ga opisujejo. Bazne funkcije so zato pogosto elementarne funkcije, iz katerih je jasno razvidna narava
odvisnosti.

11.2.1 Metoda najmanjsih kvadratov

Koeficiente modela, ki najbolje opisujejo izmerjene podatke, lahko pois¢emo z metodo najmanjsih
kvadratov. Najprej napisemo pogoje, ki bi jim zadoscali parametri, ¢e bi izmerjeni podatki povsem
sledili modelu. Za vsako meritev y; = y(z,;) bi bila vrednost odvisne koli¢ine y; natanko enaka
vrednosti, ki jo predvidi model M (p, x;). To predpostavko zapisemo s sistemom enacb:

Y1 = M(p,x1) = prp1(z1) + .. + P (1),

Yo = M(p,z3) = p1py(T3) + .. + Dripr(T2), (11.3)

Neznanke v zgornjem sistemu so parametri p; in za linearni model so enacbe linearne. To je tudi
ena glavnih prednosti linearnega modela. Meritve redko povsem sledijo modelu, zato sistem (11.3) v
splosnem ni resljiv, saj je meritev obic¢ajno ve¢ kot parametrov sistema. Sistem (11.3) je predolocen.
Lahko pa poiStemo vrednosti parametrov p;, pri katerih bo razlika med meritvami in modelom kar
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se da majhna. IzkaZe se, da je najboljsa mera za odstopanje modela od podatkov kar vsota kvadratov
razlik med meritvami in napovedjo modela:

(11— M2+ ot (g — Mp ) = 3 (s + M(p, z,))°. (11.4)

i=1

Sistem (11.3) zapiSemo v matri¢ni obliki Ap = y, kjer so stolpci matrike sistema A enaki vrednostim
baznih funkcij:

A= S01(:1'2) Py (5) SOk(:x2> (11.5)

stolpec desnih strani pa je enak meritvam:

Y= [ylayQa“'ayn]T' (116)

Pogoj najmanjsih kvadratov razlik (11.4) za optimalne vrednosti parametrov p,,, potem zapiSemo s
kvadratno vektorsko normo:

Pop = argmin,, |Ap — ylf3. (11.7)

Statisticna interpretacija metode najmanjsih kvadratov

Ce linearni model obravnavamo kot statisti¢ni model, so vrednosti parametrov, ki jih dobimo
z metodo najmanjsih kvadratov, v dolo¢enem smislu najboljSe cenilke za parametre modela.
Natanc¢neje: Gauss-Markov izrek pravi, da so cenilke za parametre linearnega modela z najmanjso
varianco ravno vrednosti parametrov, ki jih dobimo z metodo najmanjsih kvadratov. Ob predpo-
stavki, da so napake meritev nekorelirane slucajne spremenljivke z enakimi variancami in

pricakovano vrednostjo 0.

11.3 Opis sprememb koncentracije CO,

Na observatoriju Mauna Loa na Havajih Ze vrsto let spremljajo koncentracijo CO4 v ozracju in podatke
objavljajo na svoji spletni strani v razli¢nih oblikah. Oglejmo si tedenska povpreéja koncentracije od
zaletka meritev leta 1974. Za prenos podatkov uporabimo knjiznico FTPClient.jl.

using FTPClient

url = "ftp://aftp.cmdl.noaa.gov/products/trends/co2/co2 weekly mlo.txt"
io = download(url)

data = readlines(io)

Nato iz datoteke odstranimo komentarje in izlusé¢imo podatke.
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filter! (1 -> 1[1] !'= '#', data)
data = strip.(data)
data [split(line, r"\s+") for line in datal
data [[parse(Float64, x) for x in line] for line in data]
filter!(1 -> 1[5] > 0, data)
t = [1[4] for 1 in datal
co2 = [1[5] for 1 in datal
using Plots
scatter(t, co2, xlabel="leto",
ylabel="delci na milijon (ppm)",
label="koncentracija \$\\mathrm{C0} 2\$", markersize=1)
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Slika 41: Koncentracija atmosferskega CO, v zadnjih desetletjih

Casovni potek koncentracije CO, matemati¢no opisemo kot funkcijo koncentracije v odvisnosti od

casa:
y = CO4(t). (11.8)

Model, ki dobro opisuje spremembe CO,, lahko sestavimo iz kvadratne funkcije, ki opisuje naras¢anje
letnih povprecij, in periodi¢nega dela, ki opise nihanja med letom:

CO4(p,t) = p; + pot + pst? + p, sin(27t) + py cos(27t), (11.9)

kjer je Cas t podan v letih. Predolocen sistem (11.3), ki ga dobimo za na§ model, ima n X 5 matriko
sistema:

1 t; t? sin(2wt,) cos(2mty)

1 ty, t2 sin(2mty) cos(2mty)

A= : (11.10)

1 t, t2 sin(2nt,) cos(2wt,,)

n

desne strani pa so vrednosti koncentracij COs,.

Po metodi najmanjsih kvadratov is¢emo vrednosti parametrov p modela CO,(p,t), pri katerih je
vsota kvadratov razlik med napovedjo modela in izmerjenimi vrednostmi najmanjsa. Zapisimo vsoto
kvadratov kot evklidsko normo razlike med vektorjem napovedi modela Ap in vektorjem izmerjenih
vrednosti y. ISCemo torej vektor parametrov p, pri katerem je vrednost

|Ap — yl3 (11.11)

najmanjsa.
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11.4 Normalni sistem

Osvezimo nekaj pojmov iz linearne algebre. Stolpéni prostor matrike A je prostor
C(A)={y: y=Ax zanek x}, (11.12)
ki ga razpenjajo stolpci matrike A. Nicelni prostor matrike A je prostor
N(A)={xz: Az =0}, (11.13)
v katerem so vektorji, ki jih A preslika v 0.

Po metodi najmanjsih kvadratov vektor parametrov modela p izberemo tako, da je norma razlike med
napovedjo modela Ap in vrednostmi y najmanjsa. Geometrijsko je Ap pravokotna projekcija vektorja
y na stolp¢ni prostor C(A), torej je razlika Ap — y pravokotna na C'(A):

Ap—y L C(A). (11.14)
Iz linearne algebre vemo, da je C(A4)" = N(AT):
Ap—y e N(AT) = AT(Ap—y) = 0. (11.15)
Tako lahko izpeljemo normalni sistem za dani predolocen sistem Ap = y:
AT (Ap —y) =
( I;lTj; _ ?4;; (11.16)

Normalni sistem AT Ap = ATy je kvadraten in ima enoli¢no resitev, ¢e je matrika A polnega ranga.

using LinearAlgebra

A = hcat(ones(size(t)), t, t .~ 2, cos.(2pi * t), sin.(2pi * t))
N=A"*A

b=A"* co2

p=N\Db

Problem normalnega sistema (11.16) je, da je zelo obéutljiv. Stevilo obéutljivosti matrike sistema pove,
ali je matrika slabo pogojena in je sistem posledi¢no ob¢utljiv. Izracunamo ga z ukazom cond:

julia> cond(A), cond(N)
(8.448575836430208e10, 4.180774966930753e21)

Manjse kot je Stevilo obcutljivosti, manj je sistem obcutljiv. Iz rezultata vidimo, da je Ze sama matrika
A slabo pogojena, matrika N pa 3e toliko bolj. Razlog je v izbiri baznih funkcij. Ce nari$§emo normirane
stolpce A kot funkcije, vidimo, da so zelo podobni.

plot(A[:, 11 / norm(A[:, 1]), ylims=[0, 0.025], label="\$A 1\$")
plot!(A[:, 2] / norm(A[:, 2]), label="\$A 2\$")
plot! (A[:, 31 / norm(A[:, 3]1), label="\$A 3\$")
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Slika 42: Normirani prvi trije bazni vektorji (stolpci matrike A)

Veliko stevilo obéutljivosti matrike je deloma posledica dejstva, da ¢as merimo v letih od zacetka nasega
Stetja. Vrednosti 1975 in 2020 sta relativno blizu in tako ima vektor vrednosti ¢, skoraj enako smer
kot vektor enic. Ob¢utljivost matrike A lahko precej zmanj$amo, ¢e ¢asovno skalo premaknemo, da je
nicla blize dejanskim podatkom. Namesto ¢ uporabimo spremenljivko ¢ — 7, kjer je 7 premik ¢asovne

skale. Najboljsa izbira za 7 je na sredini podatkov:

T = sum(t) / length(t)
A = hcat(ones(size(t)), t .- T, (t .- ©) .~ 2, cos.(2pi * t), sin.(2pi * t))
cond(A), cond(A'A)

(425.05456570474456, 180671.3838264739)

Matrika A ima $tevilo obcutljivosti precej manjse kot prej in posledi¢no je manjse tudi za matriko
normalnega sistema V.

Prednosti normalnega sistema

Ceprav je normalni sistem zelo obéutljiv, se v praksi izkaze, da napaka vendarle ni tako velika. Ima
pa normalni sistem nekatere prednosti pred QR razcepom.

Dimenzije normalnega sistema so dane s stevilom parametrov in so bistveno manjse od dimenzije
matrike predolocenega sistema A. Zato je prostor, ki ga potrebujemo za normalni sistem, bistveno
manjsi od prostora, ki ga potrebujemo za QR razcep.

Druga prednost normalnega sistema je moznost posodobitve, ¢e dobimo nove podatke. To je
uporabno, ¢e na primer podatke dobivamo v toku. Normalni sistem lahko posodobimo vsaki¢, ko

dobimo nov podatek, ne da bi bilo treba hraniti prejsnje podatke.

11.5 QR razcep

Normalni sistem se redko uporablja v praksi. Standardni postopek za iskanje resitve predolocenega
sistema z metodo najmanjsih kvadratov je QR razcep. Pri QR razcepu QR = A so stolpci matrike
() ortonormirana baza stolpénega prostora matrike A, matrika R pa vsebuje koeficiente v razvoju
stolpcev matrike A po ortonormirani bazi, doloceni s ). Projekcijo na stolp¢ni prostor ortogonalne
matrike e laZje izracunamo, saj lahko koeficiente izracunamo s skalarnim produktom s stolpci Q. Ce
predolocen sistem Ap = y pomnozimo z desne s Q7 in upostevamo, da je QT'Q = I, dobimo zopet
kvadratni sistem za vektor parametrov p:
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Ap=y =

= QRp=1y

= QTQRp=Q"y
= Rp=Q"y.

Matrika R je zgornje trikotna, tako da lahko sistem resimo z obratnim vstavljanjem. V Julii uporabimo

(11.17)

funkcijo gr, ki vrne posebni podatkovni tip, posebej namenjen QR razcepu matrike:

julia> F = qr(A)

julia> p gr = F \ co2 # ekvivalentno R\(Q'*b)

julia> p norm = (A" * A) \ (A' * co2) # reSitev z normalnim sistemom
julia> razlika = norm(p_norm - p qr)

6.822543246114055e-13

Razlika med resitvijo s QR razcepom in normalnim sistemom je zanemarljiva. Vendar se QR uporablja,
ker je numeri¢no stabilnej$i v primerjavi z normalnim sistemom. Tudi vgrajen operator \ v Julii in
Matlabu uporabi QR razcep, Ce je sistem predolocen.

11.6 Kaj pa CO,?

Koncentracija CO, se v ozra¢ju vztrajno povecuje. Poglejmo, kaj nam o tem povedo parametri modela,
ki smo jih izracunali na podlagi izmerjenih podatkov.
julia> p qr
5-element Vector{Float64}:
368.81376214677266
1.8515079712064941
0.01411695002100984
-0.8053801587031669
2.852551492543684

Koeficient p; pove povprecno koncentracijo na sredini merilnega obdobja, p, in p; pa sta koeficienta
pri linearnem in kvadratnem ¢lenu. Amplituda letnih nihanj je enaka velikosti vektorja [p,, p5]. Kot
je razvidno iz parametrov modela, je naras¢anje kvadratno in ne linearno. Ne le, da se vsako leto
poveca koncentracija, vsako leto se poveéa za vecjo vrednost. Ce odmislimo nihanja zaradi letnih ¢asov,
dobimo trend naraséanja:

model trend(t) = p qr[1:3]1" * [1, t - T, (t - 1)"2]
plot(model trend, t[1], t[end], label="Trend narascanja \$\\mathrm{CO} 2\$",
xlabel="1leto", ylabel="koncentracija \$\\mathrm{CO} 2\$ (ppm)")
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Slika 43: Rezultati modela brez letnih nihanj

Lahko poskusimo tudi napovedati prihodnost:

julia> model(t) = p qr' * [1, t - T, (t - ©)"2, cos(2pi * t), sin(2pi * t)]
julia> napoved = model. ([2030, 2040, 2050])
3-element Vector{Float64}:

437.1444876692537
465.63393287633704
496.9467680876224

Nas model napoveduje, da bo leta 2050 koncentracija CO, v ozracju znasala skoraj 500 ppm.

Kaj smo se naucili?

+ Linearni model je funkcija, pri kateri parametri nastopajo linearno.

« Parametre modela pois¢emo z metodo najmanjsih kvadratov.

« Zaiskanje parametrov po metodi najmanjsih kvadratov je numeri¢no najprimernejsi QR razcep,
¢e smo v stiski s prostorom, pa lahko uporabimo normalni sistem.

Premik neodvisne spremenljivke lahko bistveno izboljsa numeri¢no stabilnost.

+ Koncentracija CO, prav zares narasca.
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12 Interpolacija z zlepki

Najbolj znana je interpolacija s polinomi. Ce je danih toc¢k veliko, je pogosto bolje namesto ene inter-
polacijske funkcije z veliko parametri interval razdeliti na ve¢ podintervalov in na vsakem uporabiti
razli¢ne interpolacijske funkcije z malo parametri. Funkcijam, ki so definirane z razli¢nimi predpisi na
razli¢nih intervalih, pravimo zlepki.

12.1 Naloga

« Podatke iz Tabele 2 interpoliraj s Hermitovim kubi¢nim zlepkom.

f@ |y v o
(@) | dy, dyy ... dy,
Tabela 2: Podatki, ki jih potrebujemo za Hermitov kubi¢ni zlepek.

« Uporabi Hermitovo bazo kubi¢nih polinomov, ki zado$¢ajo pogojem iz Tabele 3 in jih z linearno
funkcijo preslikaj z intervala [0, 1] na interval [z;, z; ]

p(0) p(1) p'(0) p'(1)
hol 1 0 0 0
hyl O 1 0 0
ho| 0 0 1 0
hyl 0 0 0 1

Tabela 3: Vrednosti baznih polinomov h,;(t) in njihovih odvodov v tockah t =0 int = 1

Definiraj podatkovni tip HermitovZlepek za Hermitov kubicni zlepek, ki vsebuje podatke iz Tabele 2.

« Napisi funkcijo vrednost(zlepek, x), ki izra¢una vrednost Hermitovega kubi¢nega zlepka za dano
vrednost argumenta x. Omogoci, da se vrednosti tipa HermitovZlepek klice kot funkcije.

+ S Hermitovim zlepkom interpoliraj funkcijo f(z) = cos(2z) + sin(3z) na intervalu [0,6] v 10

tockah. Napako oceni s formulo za napako polinomske interpolacije:

(4)
1)~ py() = T )@~ ) )@ — ) (121)

in oceno primerjaj z dejansko napako. Upostevaj, da je pri Hermitovi interpolaciji z; = z, in x5 =
x 4. Narisi graf napake.

« Z oceno za napako (12.1) dolo¢i stevilo interpolacijskih tock, pri katerem bo napaka Hermitovega
zlepka manjsa od 107,

Funkcijo f interpoliraj tudi z Newtonovim polinomom in primerjaj napako z napako Hermitovega
zlepka.

12.2 Hermitov kubicni zlepek

Hermitov kubicni zlepek, ki interpolira podatke iz Tabele 2, je sestavljen iz kubi¢nih polinomov p,,
na intervalih [z, z;_]. Kubi¢ni polinom je podan s Stirimi parametri, ravno toliko kot je podatkov v
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&y, in ;. Polinom p;, pois¢emo tako, da interval [z, z},] preslikamo z linearno funkcijo na [0, 1]
in uporabimo Lagrangeevo bazo hy,, hy;, hyy in hq; za podatke iz Tabele 3. Polinome pois¢emo v
standardni bazi:

hij(t) = ag + art + ayt® + agt®. (12.2)

Ce izracunamo $e odvod hj;(t) = a; + 2a,t + 3a;t*, dobimo naslednji sistem enacb za koeficiente
baznega polinoma h:

hoo(o) = =
h{y(0) =
o (12.3)
hoo(l): +a1+a2+a3—0
h{]o(l) = + 2(12 + 3@3 = 0

Za ostale polinome dobimo podobne sisteme, ki imajo isto matriko sistema, razlikujejo pa se v desnih
straneh. Ce desne strani postavimo v matriko, dobimo identi¢no matriko. Inverzna matrika sistema
(12.3) ima v stolpcih koeficiente baznih polinomov h; ;. Inverz izra¢unamo z Julio.

=[10600; 1111;0100; 012 3]

inv(A)

4x4 Matrix{Float64}:
1.0 -0.0 0.0 -0.0
0.0 0.0 1.0 -0.0
-3.0 3.0 -2.0 -1.0
2.0 -2.0 1.0 1.0

Bazni polinomi so enaki

hoo(t) = 1 — 3t2 + 2t3,

hoy (t) = 3t2 — 2t3, 12.0
hig(t) =t — 2t2 +¢3,

hyp(t) = —t2 + 3

Dolo¢iti moramo $e preslikavo z intervala [z, ;] na [0, 1]. Najbo z € [z}, )] int € [0, 1]. Potem
je preslikava med x in ¢ enaka:
t(z) = —— Tk (12.5)
Tr+1 — Tk
medtem ko je preslikava med ¢ in x enaka:
z(t) =z, + t(zy1 — ) (12.6)

Zelimo uporabiti bazo h, ;, zato podatke interpoliramo s polinomom p;,(z(t)) na intervalu [0, 1]. Ce ¢

ijo
izrat¢unamo kot t(z) iz (12.5), velja:
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pi(2(0)) = pp(z)) = Y,

pu((0)) = (@ )e’ (0) = Pl (mrr — ) = Ay (041 — ),
pel@(1) = e @1) = B, (120
%Pk(ﬂf(l)) = pi,(zx)7" (1) = py (xk+1)(xk+1 — ) = dyk+1(xk+1 — )
Pr(®) = Yehoo () + Y1 hor (1) + (21 — 24) (Yl (t) + dypey1hin (1)) (12.8)

Samostojno delo

Sedaj napisi naslednje funkcije in tipe:

« funkcijo hermiteint(x, x_int, y, dy),kiizracuna vrednost Hermitovega polinoma v x (resitev
Program 54) in

« podatkovni tip HermitovZlepek ter funkcijo vrednost(x, Z::HermitovZlepek), ki izra¢una
vrednost Hermitovega zlepka Z v dani tocki x (reSitev Program 55 in Program 56).

Vrednosti kot funkcije

Na primeru Hermitovega zlepka ilustriramo, kako v Julii ustvarimo vrednosti, ki se obnasajo
kot funkcije. Tako zapis v programskemu jeziku priblizamo matemati¢nemu zapisu. Za Hermitov
zlepek smo definirali tip HermitovZlepek in funkcijo vrednost, s katero izra¢unamo vrednost
Hermitovega zlepka v dani tocki. Vrednost tipa HermitovZlepek hrani interpolacijske podatke
in hkrati predstavlja zlepek kot funkcijo. V Julii lahko definiramo, da se vrednosti tipa Hermitov-
Zlepek obnasajo kot funkcije:

(z::HermitovZlepek) (x) = vrednost(z, x)
Vrednosti zlepka v dani tocki izra¢unamo tako, kot bi to naredili v matemati¢nem zapisu:

z = HermitovZlepek([O, 1, 21, [1, 2, 31, [2, 1, 21)
z(1.23)

Napisane funkcije preskusimo tako, da funkcijo f(z) = cos(2z) + sin(3z) interpoliramo v 10 ekvidi-
stan¢nih tockah na intervalu [0, 6]:

f(x) = cos(2x) + sin(3x)
df(x) = -2sin(2x) + 3cos(3x)
X = range(0, 6, 10)

y = f.(x)

dy = df.(x)

z = HermitovZlepek(x, y, dy)

Na eno sliko nariSemo graf funkcije in zlepka, na drugo pa napako interpolacije (razliko med funkcijo

in zlepkom).

125


https://docs.julialang.org/en/v1/manual/methods/#Function-like-objects

using Plots

plot(f, 0, 6, label="funkcija \$f(x)\$", legend=:topright)
plot!(x -> z(x), 0, 6, label="zlepek \$Z(x)\$")
scatter!(x, y, label="interpolacijske tocke")

plot(x -> f(x) - z(x), 0, 6, label="napaka \$f(x)-Z(x)\$")

funkcija f(x) /\\
zlepek Z(x) [
@ |nterp0\acljske tocke [

.00}/ ‘\/\/\‘ / Vi \ / \/ \\ /
\/\ \ﬂ c“‘} \ r‘/ e/

napaka f(x) — Z(x)

-0.02 - \ /

—0.04 | \/

L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

Slika 44: Graf funkcije f(z) = cos(2z) + sin(3z) in Hermitovega zlepka, ki interpolira funkcijo f na
10 tockah (levo). Graf napake interpolacije (desno). Zlepek interpolira tudi vrednosti odvodov, zato
ima napaka v interpolacijskih tockah stacionarne tocke.

12.3 Ocena za napako

Oceno za napako Hermitove interpolacije lahko izracunamo analiti¢no. Napako polinomske interpo-
lacije v splosnem zapisemo kot:

f(@) —pp(z) = ;11 Ha:—oc (12.9)

kjer je £ neznana vrednost znotraj interpolacijskega obmodja, odvisna od vrednosti z. Poleg vrednosti

imamo na voljo tudi odvode, zato interpolacijski tocki stejemo dvojno. Tako dobimo naslednjo formulo
za napako:

(4)
£@) ~pa(@) = T 2w )2 (12.10)

Poi$¢imo $e oceno za najve¢jo vrednost napake. Vrednosti f*)(£) ne poznamo in jo lahko zgolj

ocenimo. Poleg tega moramo poiskati po absolutni Vrednosti najveéjo Vrednost polinoma p(z) =

.....

zato je maksimum doseZen v notranjostl in je dosezen v stacionarni tocki. Pois¢imo torej stacionarno
tocko p(x), ki lezi znotraj intervala [z, z,]. Odvod je enak:

P (@) =2z —21)(z — 75)" + 2(z — ;)" (& — z,)
=2(z —a,)(z —zp)(z — 2y + 2 — 1)
)

— 4z~ o) (o — ) (2 - 2.

(12.11)
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.....

Vrednost polinoma v sredicu je tudi najvecja vrednost, doseZena na [z, ,):

2 2
1
p(Bg) = (B ) (B ) s e

2 2 2

Najvecjo napako ocenimo z:

f(4) (€) (g — ﬂ51)4
4! 4

1, 4
|f(z) — p3(z)| < = %f( J(€)(xy —2,)".

T1+To

(12.12)

(12.13)

Ce Zelimo uporabiti oceno (12.13), moramo poznati oceno za ¢etrti odvod funkcije. Za priblizno oceno

uporabimo avtomatsko odvajanje in nariSemo graf cetrtega odvoda:

using ForwardDiff

ddf(x) = ForwardDiff.derivative(df, x)
d3f(x) ForwardDiff.derivative(ddf, x)
daf(x) ForwardDiff.derivative(d3f, x)

plot(d4f, 0, 5, label="4. odvod \$f~{(4)}(x)\$", legend=:topright)

4. odvod /()

50 |

—-50

—100 &

! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5

Slika 45: Cetrti odvod funkcije f(z) = cos(2z) + sin(3x) na intervalu [0, 6]

Ocena za napako omogoca, da vnaprej izberemo interpolacijske tocke, za katere bo napaka manjsa od

predpisane. Ce Zelimo, da je napaka manj$a od &, potem mora biti $irina intervala manjsa od:

|y — x| < ¢ %0 E.
A3

Preverimo $e numeri¢no, ali izra¢unana formula deluje:

eps = le-6
d4fmax = 100
h = (96 * eps / d4fmax)”"0.25

n = Integer(ceil((5 - 0) / h))
X = range(0, 5, n + 1)
Z = HermitovZlepek(x, f.(x), df.(x))

plot(x -> f(x) - Z(x), 0, 5, label="\$f(x)-Z(x)\$")
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Slika 46: Napaka interpolacije, pri cemer smo stevilo interpolacijskih tock izbrali tako, da je napaka
manjsa od 106,

Teoreticne ocene za napako niso vedno uporabne

Za doloc¢itev napake smo uporabili oceno (12.13). Pri tem smo meje za Cetrti odvod, ki nastopa v
oceni, dolodili kar z grafa. V praksi teoreti¢ne ocene, kakrsna je (12.1), ni mogoce vedno uporabiti,
saj je neprakti¢no dolociti meje za visje odvode. Pogosto zato uporabimo manj eksaktne nacine,
da dobimo vsaj neko informacijo o napaki, ¢etudi ni povsem zanesljiva.

12.4 Newtonov interpolacijski polinom

Najbodo z,, z, ..., z,, vrednosti neodvisne spremenljivke in y;, ¥, ..., ¥,, vrednosti neznane funkcije.
Interpolacijski polinom, ki interpolira podatke z;, y;, je polinom p, za katerega velja:

p(zy) =y,
Ty) = Yo,
p( 2)‘ Y2 (12.15)
P(T,) = Y-
Newtonov interpolacijski polinom je interpolacijski polinom, zapisan v obliki:
n—1
p(x)=ay+a,(z—x1) +ay(x —x1)(x — 25) + ... +a, H(m — ). (12.16)
k=1
Pri tem smo uporabili Newtonovo bazo polinomov za dane interpolacijske tocke:
n—2 n—1
Lz —xy,(x—z)(x—249), ..., H(w — ;) in H(x —xy). (12.17)
k=1 k=1

Koeficiente a; je namrec lazje izracunati, kot ¢e bi bil polinom zapisan v standardni bazi. Poleg tega
je racunanje vrednosti polinoma v standardni bazi numeri¢no nestabilno, ¢e so vrednosti x; relativno
blizu. Koeficiente a, pois¢emo bodisi tako, da resimo spodnje trikotni sistem, ki ga dobimo iz enacb
(12.15), ali pa z deljenimi diferencami.
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Samostojno delo

Definiraj naslednje tipe in funkcije:

» podatkovno strukturo za Newtonov interpolacijski polinom NewtonovPolinom (Program 57),

« funkcijo vrednost(p, x), ki izratuna vrednost Newtonovega polinoma v dani tocki (Pro-
gram 58),

« funkcijo interpoliraj(NewtonovPolinom, x, V), ki pois¢e koeficiente polinoma za dane
interpolacijske podatke (Program 59).

12.5 Rungejev pojav

Pri nizkih stopnjah polinomov se z veCanjem $tevila interpolacijskih tock napaka interpolacije zmanj-
$uje. A le do neke mere! Ce stopnjo polinoma preveé¢ pove¢amo, zaéne napaka naraséati.

f(x) = cos(2x) + sin(3x)

n = 65

X = range(0, 6, n + 1)

p_newton = interpoliraj(NewtonovPolinom, x, f.(x))

plot(f, 0, 6, label="\$f(x)\$")

plot!(x -> p_newton(x), 0, 6, label="\$p {$n}(x)\$")
scatter!(x, f.(x), label="\$(x i, f(x i))\$")

plot(x -> f(x) - p_newton(x), 0, 6, label="razlika \$f(x)-p {$n}(x)\$")

razlika f(z) — pg(«)

L L L L L L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Slika 47: Interpolacija s polinomi visokih stopenj na ekvidistan¢nih tockah na robu obmocja mo¢no
niha. Interpolacija funkcije f(z) = cos(2z) + sin(3z) s polinomom stopnje 65 (levo). Razlika med
funkcijo in interpolacijskim polinomom (desno).

Opazimo, da se napaka na robu znatno poveca. Povecanje je posledica velikih oscilacij, ki se pojavijo
na robu, Ce interpoliramo s polinomom visoke stopnje na ekvidistan¢nih to¢kah. To je znan pojav pod
imenom Rungejev pojav. Problemu se pogosto izognemo, ¢e namesto ekvidistanénih tock uporabimo
Cebiseve tocke.
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Kaj smo se naucili?

+ Metodo deljenih diferenc in Newtonov polinom lahko uporabimo tudi, ¢e so poleg vrednosti
podani tudi odvodi.

» Zaradi Rungejevega pojava interpolacija s polinomi visokih stopenj na ekvidistanénih tockah
ni najboljsa izbira. Interpolacija na Cebisevih toc¢kah pogosto deluje tudi za visoke stopnje
polinoma.

« Zlepki so enostavni za uporabo, u¢inkoviti (malo operacij za izracun) in imajo v dolocenih

primerih boljse lastnosti od polinomov visokih stopenj.

12.6 Resitve

# bazne funkcije na [0, 1]

hoo(t) = 1 + t72 * (-3 + 2 * t)
hol(t) = t7°2 * (3 - 2 * t)
hle(t) =t * (1 + t * (-2 + t))

h11(t) = t72 * (-1 + 1)

hermiteint(x, x int, y, dy)

Izracunaj vrednost Hermitovega kubic¢nega polinoma p v tocki “x°, ki interpolira
podatke “p(x int[1]) == y[1] , “p(x int[2]) == y[2]  in
"p'(x_int[1]) == dy[1]", “p'(x_int[2]) == dy[2] .
function hermiteint(x, x_int, y, dy)

dx = x_int[2] - x_ int[1]

t = (x - x int[1]) / dx

return y[1] * hOO(t) + y[2] * hO1l(t) + dx * (dy[1l] * hlo(t) + dy[2] * hll(t))
end

Program 54: Funkcija, ki interpolira podatke iz Tabele 2 s Hermitovim kubi¢nim polinomom.

Podatkovna struktura, ki hrani podatke za Hermitov kubicni zlepek
v interpolacijskih toc¢kah “x° z danimi vrednostmi "y in vrednostmi
odvoda “dy .
struct HermitovZlepek
X
y
dy
end

Program 55: Podatkovni tip za Hermitov kubi¢ni zlepek
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y = vrednost(x, Z)

Izracunaj vrednost Hermitovega kubic¢nega zlepka “Z° v dani tocki “x .
function vrednost(x, Z::HermitovZlepek)
i = searchsortedfirst(Z.x, x)
if (x == first(Z.x))
return first(Z.y)
end
if (i > lastindex(Z.x)) ||
throw(BoundsError(Z, x))
end
return hermiteint(x, Z.x[i-1:i], Z.y[i-1:i], Z.dy[i-1:i])
end

(i == firstindex(Z.x))

(Z::HermitovZlepek) (x) = vrednost(x, Z)

Program 56: Funkcija, ki izra¢una vrednost Hermitovega kubi¢nega zlepka.

NewtonovPolinom(a, x)

Vrni [Newtonov interpolacijski polinom](https://en.wikipedia.org/wiki/Newton
polynomial)

oblike “a[l]+a[2](x-x[11)+al[3]1(x-x[1])(x-x[2])+..."

s koeficienti "a’ in vozlisc¢i "x .

# Primer

Poglejmo polinom * 1+x+x(x-1) ", ki je definiran s koeficienti “[1, 1, 1]  in
z vozliscema
X0 =0 in “'x 1=1"

““jldoctest
julia> p = NewtonovPolinom([1, 1, 1], [0, 11)
NewtonovPolinom([1, 1, 1], [0, 1])

struct NewtonovPolinom
a # koeficienti
X # vozlisca

end

Program 57: Podatkovni tip za polinom v Newtonovi obliki
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vrednost(p::NewtonovPolinom, x)
Izracunaj vrednot Newtonovega polinoma "p° v "x s Hornerjevo metodo.
# Primer

"“jldoctest
julia> p = NewtonovPolinom([0, O, 1], [0, 1]);

julia> vrednost(p, 2)
2

function vrednost(p::NewtonovPolinom, x)
n = length(p.x)
v = p.a[n+l]
for i = n:-1:1
v = p.a[i] + (x - p.x[1i]) * v
end
return v
end

(p: :NewtonovPolinom) (x) = vrednost(p, x)

Program 58: Funkcija, ki izracuna vrednost Newtonovega polinoma.
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using LinearAlgebra

p = interpoliraj (NewtonovPolinom, x, f)

Izracunaj koeficiente Newtonovega interpolacijskega polinoma, ki interpolira
podatke “y(x[k])=f[k] . Ce se katere vrednosti ‘x' ponovijo,
metoda predvideva, da so v "f  poleg vrednosti podani tudi odvodi.

# Primer

Polinom " "x”2-1"", ki interpolira podatke "x=[0,1,2]  in ‘y=[-1, 0, 3], v
Newtonovi obliki zapisemo kot "1 + x + x(x-1)°°

"“jldoctest
julia> p = interpoliraj(NewtonovPolinom, [0, 1, 2], [-1, O, 3])
NewtonovPolinom([-1.0, 1.0, 1.01, [0, 11])

Ce imamo ve¢ istih vrednosti abscise “x', moramo v ‘f' podati vrednosti funkcije
in odvodov. Na primer polinom " “p(x) = X = x + 3x(x-1) + 3x(x-1)"2 + x(x-1)"3""

ima v " x=1"" vrednosti ““p(l)=1, p'(1l)=4, p''(1)=12""

"“jldoctest
julia> p = interpoliraj(NewtonovPolinom, [0,1,1,1,2], [0,1,4,12,16])
NewtonovPolinom([06.06, 1.0, 3.0, 3.0, 1.0], [0, 1, 1, 11)

; p-(x) .- x.™4
)

function interpoliraj(P::Type{<:NewtonovPolinom}, x, f)
n = length(x) - 1
m = length(f) - 1

@assert n ==m
a = zeros(n + 1, n+ 1)
al:, 1] = f;

fakulteta = 1
for j = 2:n + 1
fakulteta *= j - 1
for i =3jin+1
if x[1i] !'= x[i-j+1]

ali,j1 = (ali,j-11 - ali-1,j-11)/(x[1] - x[i-j+11);
else
ali,j] = al[i,j-11/fakulteta
ali,j-1]1 = a[i-1,j-1]
end
end
end
return NewtonovPolinom(diag(a), x[l:end-1])
end

Program 59: Izrac¢un koeficientov Newtonovega polinoma z deljenimi diferencami

133



12.7 Testi

@testset "Hermitova baza" begin
@test Vajal2.hoo. ([0, 1]) = [1, O]

@test Vajal2.hol. ([0, 1]) = [0, 1]
@test Vajal2.hl10.([0, 1]) = [0, 0]
@test Vajal2.hll. ([0, 1]) = [0, 0]

end
Program 60: Test, ki preveri Hermitovo bazo (12.4).

@testset "Hermitov polinom" begin
# kubic¢ni polinom se bo vedno ujemal s Hermitovim polinomom
p3(x) = x™3 - x
dp3(x) = 3x™2 - 1
xint = [0, 2]
h(x) = hermiteint(x, xint, p3.(xint), dp3.(xint))
@test isapprox(p3(0), h(0))
@test isapprox(p3(0.5), h(0.5))
@test isapprox(p3(1.5), h(1.5))
end

Program 61: Test za izracun Hermitovega kubi¢nega polinoma

@testset "Hermitov zlepek" begin
p3(x) = x™3 - 2x™2 + 1
dp3(x) = 3x"2 - 4x
x =[-1, 0.5, 3.5, 4]
z = HermitovZlepek(x, p3.(x), dp3.(x))
@test throws BoundsError z(-2)
for xi in x
@test isapprox(z(xi), p3(xi))
end
@test isapprox(z(-0.2), p3(-0.2))
@test isapprox(z(1.1), p3(1.1))
@test isapprox(z(3.7), p3(3.7))
@test throws BoundsError z(5.1)
end

Program 62: Test za izracun vrednosti zlepka

@testset "Vrednost Newtonovega polinoma" begin
p = NewtonovPolinom([1, 1, 21, [0, 1])
f(x) =1+ x*(1 + 2*%(x - 1))
@test isapprox(p(1l), f(1))
@test isapprox(p(2.5), f(2.5))
@test isapprox(p(pi), f(pi))
end

Program 63: Test za izracun vrednosti Newtonovega polinoma
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@testset "Interpolacija z Newtonovim polinomom" begin
f(x) =1+ (x-2)*%(2.5 + (x-1)*3.5)
p = interpoliraj(NewtonovPolinom, [2, 1, 0], f.([2, 1, 0]))
@test isapprox(p.a, [1, 2.5, 3.5])
@test isapprox(p.x, [2, 11)
end

Program 64: Test za izracun koeficientov Newtonovega interpolacijskega polinoma
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13 Integrali

Za numeri¢ni izracun doloCenega integrala funkcije f na intervalu [a, b]

b
/ f(@)da (13.1)

obstaja veliko razli¢nih metod, ki jih imenujemo numeric¢ne kvadrature ali na kratko kvadrature. V tej
vaji si bomo ogledali, kako izbrati primerno metodo, glede na funkcijo, ki jo integriramo.

13.1 Naloga

+ Definiraj podatkovni tip, ki predstavlja doloceni integral funkcije na danem intervalu.

+ Definiraj podatkovni tip Kvadratura, ki hrani podatke o vozlih in uteZeh za dano kvadraturo na
danem intervalu.

« Implementiraj funkcijo integriraj(int, kvad::Kvadratura), ki s kvadraturo kvad izracuna inte-
gral int.

« Implementiraj sestavljeno trapezno, sestavljeno Simpsonovo, Gauss-Legendrove kvadrature in
adaptivno Simpsonovo metodo. Za izra¢un vozlov in utezi Gauss-Legendrovih kvadratur uporabi
paket FastGaussQuadrature.jl.

+ Implementirane metode uporabi za izra¢un naslednjih integralov:

3 2
/sin(xQ)da: in /|2—x2|dm. (13.2)
0 -1

Napako oceni tako, da rezultat primerja$ z rezultatom, ki ga dobis, ¢e uporabis dvakrat ve¢ vozlov
in uporabi$ Richardsonovo ekstrapolacijo.

13.2 Trapezno pravilo in sestavljeno trapezno pravilo

Trapezno pravilo izhaja iz formule za plos¢ino trapeza. Integral f na [a, b] ocenimo s plos¢ino trapeza

z ogliséi (a, 0), (a, f(a)), (b, f(b)) in (b,0):

b
/ fz)dz ~ (b— a)w. (13.3)
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f(b)

b
[ f(@)dx

1
- trapezna formula

a b

Slika 48: Tlustracija trapeznega pravila

Sestavljeno trapezno pravilo izpeljemo tako, da interval [a, b] razdelimo na manjse dele in na vsakem
podintervalu uporabimo trapezno formulo. Interval [a, b] razdelimo na n podintervalov in oznaé¢imo z
Tg=a<zy <Ty <..<x, <z, = bkrajis¢a podintervalov. Integral na [a, b] razbijemo na vsoto
integralov po intervalih [z;, z; ;] in na vsakem podintervalu uporabimo trapezno formulo:

/f dx—/fdx+/fdm+ +/f

(13.4)
+ flz + flz f(@, 1) + b
N(.’El—a) )2(1 +(.’]32—.T1) 1)2 (2)++(b—.’1' 1) ( 1; ()
f(@y)
’;ff(z)dz
- sestavljena trapezna formula
(z3)
f(0)
Slika 49: Tlustracija sestavljenega trapeznega pravila
Ce tocke x;, razporedimo enakomerno, tako daje h=2;, —a=2y — 2, =...=b—1x, ; in 7, =
a + kh, dobimo naslednjo formulo
h
f 5 (fa) + f(z1)) + 5 (F(21) + flz2)) +
h h (13.5)
A G Enn) + f @) + 5 (F) + S0) = -

—_

= h(§f(a) + f(zy) + flzy) + oo + flz,1) + %f(b))
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Predznaceni dolZini podintervala z;_ ; — x;, v sestavljeni kvadraturni formuli pogosto recemo korak.
Korak je lahko tudi negativen, ¢e je spodnja meja integrala veéja od zgornje. Za formulo (13.5) pravimo,
da je sestavljena formula z enakomernim korakom.

Manjsa kot je $irina intervala h = b_Ta, bliZje je vsota (13.5) pravi vrednosti integrala. V nadaljevanju
se bomo prepricali, da za trapezno formulo napaka pada sorazmerno s h?.

Preden se lotimo implementacije trapeznega in sestavljenega trapeznega pravila, bomo napisali teste,
ki bodo preverili pravilnost bodoc¢e implementacije.

Testno voden razvoj

V tej vaji bomo sledili na¢inu razvoja programske opreme, ki se imenuje testno voden razvoj. Ideja
testno vodenega razvoja je, da se najprej napise teste in Sele nato kodo, ki zadovolji te teste. S
tem se pozornost preusmeri iz implementacije na uporabo in iz ustvarjalca kode na uporabnika.
S tem ko najprej napiSemo test, moramo najprej razmisliti, kako bo nasa koda uporabljena. Tako
se vzivimo v vlogo uporabnika in zacasno odmislimo implementacijo. Prednosti testno vodenega
razvoja so tako dvojne. Uporabniska izkusnja je boljsa, poleg tega pa je koda preverjena vsaj na

enem primeru.

Vemo, da je trapezno pravilo in zato tudi sestavljeno trapezno pravilo to¢no za linearne funkcije. Zato
bomo v testu integrirali linearno funkcijo.

Da lahko napiSemo test, si moramo najprej zamisliti, kako bomo kodo uporabljali. V nasem primeru
zelimo izracunati priblizek za doloc¢eni integral in za to uporabiti sestavljeno trapezno pravilo. Osnovni
pojem je integral, zato si zasluZi svoj podatkovni tip Integral. Dolodeni integral ima dve sestavini:
funkcijo in interval. Tako bo imel podatkovni tip Integral dve polji: f za funkcijo in interval za
interval. Za daljse ime interval se odlofimo, da preprec¢imo zamenjavo s precej podobno besedo
integrall.

Interval bi lahko predstavili s parom ali nizom S§tevil, vendar raje definiramo nov podatkovni tip
Interval, ki vsebuje dve polji min in max. Na prvi pogled se zdi, da vpeljava novega tipa nima smisla,
saj par Stevil (1.0, 2.0) in vrednost Interval(1l.0, 2.0) vsebujeta iste podatke. Vendar pa nosi
vrednost tipa Interval dodatno informacijo o vlogi, ki jo ima v programu. Loc¢evanje po vlogi in ne
le po obliki podatkov je priporocljivo, saj lahko prepreci napake, ki jih je sicer tezko odkriti in so
posledica zamenjave podatkov iste oblike, ki nastopajo v razli¢nih vlogah.

Ko smo dolo¢ili zapis integrala, moramo razmisliti, kako v programu predstaviti sestavljeno trapezno
pravilo. V objektno usmerjenih programskih jezikih bi definirali vmesnik za splo$no kvadraturo in
razred za sestavljeno trapezno pravilo, ki ta vmesnik implementira. Julia uporablja vecli¢no razdelitev,
ki omogoca definicijo ve¢ specializiranih metod za isto funkcijo. Izbira metode je odvisna od tipa
vhodnih podatkov. Zato je naravno, da za sestavljeno trapezno pravilo definiramo svoj podatkovni
tip Trapez in metodo integriraj(i::Integral, m::Trapez) za splo$no funkcijo integriraj. Test
povzame odlocitve in zasnovo programskega vmesnika, kot smo si ga zamislili.

@testset "Sestavljeno trapezno pravilo" begin
i = Integral(x -> 2x + 1, Interval(l.0, 3.0))
@test integriraj (i, Trapez(4)) = 10

end

Program 65: Test za sestavljeno trapezno formulo
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Samostojno delo

Definiraj naslednje tipe in funkcije in poskrbi, da bo test uspesen:

« tip Interval(a, b), ki predstavlja zaprti interval [a, b] (Program 69),

. tip Integral(fun, interval::Interval), ki predstavlja doloceni integral funkcije fun na
intervalu interval (Program 70),

» tip Trapez(n::Int), ki predstavlja sestavljeno trapezno formulo z n enakomernimi koraki
(Program 71) in

« metodo integriraj(i::Integral, k::Trapez),kiizracuna priblizek za integral i s sestavljeno
trapezno formulo k (Program 72).

13.3 Simpsonovo pravilo

.....

vrednost funkcije v srediscu intervala. Tako dobimo formulo:

h
h +b
[ i@z = (f(a) + 4f(“7) " f<b>) R, (13.6)
0
kjer je napaka enaka R; = —Tlsoh‘r’ f@ (&) za neznano vrednost ¢ € [0, h]. Obstoj vrednosti £ je

posledica Lagrangeevega izreka in vrednost £ je odvisna od funkcije f, ki jo integriramo. Izpeljavo
Simpsonovega pravila si lahko ogledate v podpoglavju 13.8.

Podobno kot trapezno lahko tudi Simpsonovo pravilo preoblikujemo v sestavljeno pravilo. Sestavljeno
Simpsonovo pravilo z 2n enakomernimi koraki dolzine A je dano kot:

b n n—1
/ f(x)dm%(f<a>+f<b>+4Zf<a+<2k—1>h>+22f<a+2jh>), (13.7)
a k=1 7j=1

kjer je h = b;—ﬂ“. Napaka sestavljenega pravila (13.7) je enaka:

1
——h4(b—a) fD (). 13.8
5ol (0 —a)fU(E) (13.8)
Podobno kot pri trapeznem pravilu sledimo testno vodenemu razvoju in najprej napisemo test. Ve¢ino
zasnove smo dolodili Ze pri trapeznem pravilu. Preostane nam le Se podatkovni tip za Simpsonovo
pravilo, ki ga imenujemo Simpson.

Samostojno delo

Napisi test za sestavljeno Simpsonovo pravilo. Vemo, da je Simpsonovo pravilo to¢no za polinome
stopnje 3, zato v testu uporabi polinom stopnje 3 (Program 66).

Definiraj naslednje tipe in metode ter poskrbi, da se test pravilno izvede:

« podatkovni tip Simpson(n::Int), ki predstavlja sestavljeno Simpsonovo formulo (Program 73)
in

» metodo integriraj(i::Integral, k::Simpson), ki izratuna priblizek za integral i s sesta-

vljeno Simpsonovo formulo k (Program 74).

139



13.4 Gaussove kvadraturne formule

Sestavljeni trapezna (13.5) in Simpsonova formula (13.7) nista ni¢ drugega kot uteZeni vsoti funkcijskih
vrednosti v izbranih tockah na integracijskem intervalu

b n
/ Fade ~ S uf (). (13.9)

Vrednostim u,;, pravimo utezi, x;, pa so vozli kvadraturne formule. Za sestavljeno trapezno formulo so
utezi enake ug = u,, :%inuk =hzal<k<n-—1vozlipasox, =a+khzak=0,1,.. n

Pri trapezni in Simpsonovi kvadraturi so vozli razporejeni na robu in sredini integracijskega intervala,
uteZi pa so dolocene tako, da je formula to¢na za polinome ¢im visjih stopen;j. To ni optimalna izbira.
Ce dovolimo, da so vozli razporejeni drugace, lahko dobimo kvadraturo, ki je to¢na za polinome Se
vi§jih stopenj. Za integral na intervalu [—1, 1] dobimo Gauss-Legendrove kvadrature

1 n
/ FO)dt = wy f(ty), (13.10)
—1 k=1

ki so del druzine Gaussovih kvadratur. Za Gauss-Legendrovo kvadraturo z n vozli so nicle Legendro-
vega polinoma stopnje n optimalna izbira. Gauss-Legendrova kvadratura z n vozli je to¢na za polinome
stopnje 2n — 1. Zan = 1 dobimo sredinsko pravilo z vozlom v z; = 0, ki je to¢no za linearne funkcije.
Zan = 2 dobimo formulo

/11 F(@)dz ~ f(—%) + f(%) (13.11)

ki je to¢na za kubi¢ne polinome.

Ce 7elimo Gauss-Legendrovo kvadraturo uporabiti na poljubnem intervalu [a, b], moramo interval
[—1, 1] preslikati na [a, b]. To naredimo z linearno funkcijo oziroma uvedbo nove spremenljivke ¢ €
[—1,1]:

xT—a b— a,_ o +b

1 t) =
b—a () = ——t+ 3

t(x) =2 (13.12)

Integral na [a, b] izrazimo z integralom na [—1, 1]:

b 1 1
/ f(@)ds = / f(:c(t))x/(t)dtzé(b—a) / f(a(t))dt, (13.13)

kjer smo upostevali, da je z’(t) = % (b — a). Gauss-Legendrove formule na [a, b] so tako:
b 1 N
[ e = 500> wifay) (13.14)
a k=1
kjer je
b—a a+b
= . 13.1

Vozlov z; in utezi u;, za Gauss-Legendrove kvadrature ni tako enostavno poiskati, saj moramo
poiskati nicle ustreznega Legendrovega polinoma in dolociti utezi. Obstaja tudi Golub-Welschev
algoritem, ki vozle in utezi poisce kot lastne vrednosti posebej ustvarjene tridiagonalne matrike. A
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raCunanje vozlov in uteZi presega obseg te vaje in zato bomo za njihov izra¢un uporabili knjiZznico
FastGaussQuadrature.jl.

Pri trapeznem in Simpsonovem pravilu smo utezi in vozle ra¢unali sproti med racunanjem priblizka
za integral. To smo si lahko privos¢ili, ker je izracun precej enostaven in ne zahteva veliko ¢asa v
primerjavi z izra¢unom uteZene vsote. Pri Gauss-Legendrovih kvadraturah pa je izra¢un vozlov in utezi
precej zahtevnejsi, zato jih je smiselno shraniti za vec¢kratno uporabo. Kvadrature bomo obravnavali
splosno in definirali podatkovni tip Kvadratura, ki predstavlja splo$no kvadraturo oblike:

b n
/ f(z)dz ~ Zukf(:vk) (13.16)

Ce pogledamo podrobno, je kvadratura (13.16) podana z vozli z;, x, ..., T,,, utezmi uy, u,, ..., u,, in
intervalom [a, b].

Samostojno delo

Definiraj podatkovni tip Kvadratura s tremi polji:
« x vektor vozlov,

o u vektor utezi in

 interval interval.

Resitev je Program 75.

Ko imamo kvadraturo definirano, ho¢emo z njo izracunati integral. Napisimo v duhu testno vodenega
razvoja test za uporabo podatka tipa Kvadratura. Kot smo videli, lahko kvadraturo oblike (13.16)
uporabimo na poljubnem intervalu, zato pricakujemo, da funkcija integriraj deluje tudi za integrale
po intervalih, ki niso enaki intervalu za kvadraturo. Za primer bomo uporabili Gauss-Legendrovo
kvadraturo z dvema vozloma (13.11), ki je to¢na za kubi¢ne polinome.

Samostojno delo

« Napisi test za integracijo s kvadraturo tipa Kvadratura (Program 67).

» Napi$i metodo integriraj(i::Integral, k::Kvadratura), ki izracuna priblizek za dani inte-
gral i z dano kvadraturo k (Program 76).

« Napisi test za funkcijo, ki vrne Gauss-Legendrove kvadrature. Uporabi dejstvo, da so kvadrature
z n vozli toéne za polinome stopnje 2n — 1 (Program 68).

+ Napisi funkcijo glkvad (n: :Int), ki vrne Gauss-Legendrovo kvadraturo z n vozli (Program 77).
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Zakaj so vse kvadraturne formule utezene vsote?

Vse kvadrature, ki jih poznamo, lahko na nek nacdin prevedemo na uteZeno vsoto funkcijskih
vrednosti:

b n
/ £@) = 3 uif(a) (13.17)

Zakaj je tako? Integral lahko obravnavamo kot preslikavo na prostoru integrabilnih funkcij:
b
It f / f(z)dx. (13.18)

Preslikava I, ;) je linearni funkcional, zato Zelimo, da je tudi kvadratura K (f) linearni funkcional.
Ce 7zelimo kvadraturo v kon¢nem ¢asu izradunati, mora biti odvisna le od konénega Sstevila
funkcijskih vrednosti. To pa pomeni, da mora biti funkcija K (f) linearna kombinacija konénega
stevila funkcijskih vrednosti f(z,), f(z5), ..., f(z,):

K(f) = k(f(z1), f(3), ., f(2,)) = iuif(xi)- (13.19)

Izjema so adaptivne metode, pri katerih je izbira vozlov z,; odvisna od izbire funkcije f, ki jo
integriramo. Zato adaptivne metode strogo gledano niso linearni funkcionali, kljub temu, da jih

lahko prevedemo na uteZeno vsoto.

13.5 Primeri

Metode, ki smo jih implementirali v prejsnjih poglavjih, bomo uporabili za izracun integrala:

/3 sin(z?)dz. (13.20)
0

using Plots
f(x) = sin(x"2)
plot(f, 0, 3, fillrange=0, fillalpha=0.4, label="\$\\int 073 \\sin(x"2) dx\$")

1.0

0.5

0.0

—-0.5 F

-1.0 |

| | | |
0 1 2 3

Slika 50: Graf funkcije, ki jo integriramo.
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Izracunajmo integral (13.20) z metodami, ki smo jih implementirali. Za vse metode uporabimo enako
stevilo vozlov.

julia> integral = Integral(f, Interval(0.0, 3.0))
julia> I tl1l1 = integriraj(integral, Trapez(10))
0.7303937723036156

julia> I sl1l1 = integriraj(integral, Simpson(5))
0.7834780936263591

julia> I gll1l1 = integriraj(integral, glkvad(11l))
0.7735624553692868

Kako vemo, kateri rezultat je natan¢nejsi? To¢nega rezultata ne znamo izracunati, saj integral (13.20)
ni elementaren. Nekako moramo oceniti napako. Uveljavili sta se dve strategiji za oceno napake.
Za sestavljene kvadraturne formule rezultat primerjamo z rezultatom iste kvadrature s polovi¢nim
korakom. Za Gauss-Legendrove kvadrature pa uporabimo kvadraturo visjega reda.

julia> napaka tll = I tl1ll - integriraj(integral, Trapez(20))
-0.0327887111119024

julia> napaka sll = I sll - integriraj(integral, Simpson(10))
0.009366039840207008

julia> napaka gl1l1l = I gl11 - integriraj(integral, glkvad(12))
-7.409709779082618e-8

Vidimo, da se je najbolje odrezala Gauss-Legendrova kvadratura. Oglejmo si na grafu, kako absolutna
vrednost napake pojema s Stevilom izracunanih funkcijskih vrednosti za vse tri metode.

I p = integriraj(integral, glkvad(21))

n=2."(3:10)

I t = [integriraj(integral, Trapez(k)) for k in n]

I s = [integriraj(integral, Simpson(k)) for k in n]

n gl = 3:20

I gl = [integriraj(integral, glkvad(k)) for k in n_gl]

scatter(n .+ 1, abs.(I t .- I p), label="napaka trapezne formule")
scatter!(2n .+ 1, abs.(I s .- I p), label="napaka Simpsonove formule",)

scatter!(n_gl, abs.(I gl .- I p), scale=:loglo,
label="napaka Gauss-Legendrove kvadrature",
xlabel="stevilo funkcijskih izracunov", ylabel="napaka",
legend=:bottomright, yticks=10.0 .~ (0:-5:-15))
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Stevilo funkcijskih izracunov

Slika 51: Absolutna vrednost napake pri izracunu fs sin(z?)dz z razliénimi kvadraturami. Naklon

premice pri trapeznem in Simpsonovem pravilu je enak redu metode.

Richardsonova ekstrapolacija

Ce imamo kvadraturo reda n za dani integral

b
h—
/ f(z)dz = K(h) + Ch" + O(h"*1), h = N“ (13.21)
lahko z Richardsonovo ekstrapolacijo izpeljemo kvadraturo visjega reda:
I=K(h)+Ch™+0O(h™),
h h™
= K<§) I CQ—n +0O(h") =
(13.22)

S o[ —[=2"K (g) — K () +O(h*)

_2"K(§) —K(h)
B on —1

=1 +O(h ).

Napako lahko ocenimo tako, da rezultat, dobljen s kvadraturo K (h), primerjamo z Richardsonovo

ekstrapolacijo (13.22):
2" h
I—-Kh)~—|K|=-|—K
)~ o (K () - k)

(13.23)

Poglejmo $e primer:
2
/ 2 — 22| dx. (13.24)
-1

Narisimo graf funkcije g(z) = |2 — 2?| na intervalu [—1, 2].
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using Plots
g(x) = abs(2 - x72)
plot(g, -1, 2, label="\$g(x) = |2 - x"2|\$")

20

1.0

0.0
| | | |
-1 0 1 2

Slika 52: Graf funkcije g(z) = |2 — #2| na intervalu [—1, 2]

Podobno kot prej bomo na grafu predstavili, kako je napaka odvisna od $tevila izra¢unanih vrednosti
funkcije. V tem primeru lahko vrednost integrala izratunamo:

2 V2 2
/'D—mﬂdx:/n(Z—x%¢V+/ —(2—2%)dz =
-1 -1

vz (13.25)
= F(V2) = F(-1)— (F(2) — F(V2)) = 2F(V2) — F(-1) — F(2),

kjer je F(z) = [(2 — 2?)dz = 2z — %3

julia> F(x) = 2x - x"3/3
julia> I p = 2F(sqrt(2)) - F(-1) - F(2)
4.1045694996615865

Narisimo graf napake:

integral = Integral(g, Interval(-1.0, 2.0))
n=2."(3:15)
I t = [integriraj(integral, Trapez(k)) for k in n]
I s = [integriraj(integral, Simpson(k)) for k in n]
I gl = [integriraj(integral, glkvad(k)) for k in n]
scatter(n .+ 1, abs.(I_t .- I p), label="napaka trapezne formule")
scatter!(2n .+ 1, abs.(I s .- I p), label="napaka Simpsonove formule",)
scatter!(n, abs.(I gl .- I p), scale=:1logl0,
label="napaka Gauss-Legendrove kvadrature",
xlabel="stevilo funkcijskih izracunov", ylabel="napaka",
legend=:topright, yticks=10.0 .~ (0:-2:-15))
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Stevilo funkcijskih izracunov
Slika 53: Absolutna vrednost napake pri izra¢unu integrala (13.24) z razliénimi kvadraturami
Vidimo, da pri integralu (13.24) visok red kvadratur ne pomaga kaj dosti. Vse tri metode se obnasajo

priblizno enako. Vzrok je v tem, da funkcije g(z) ni mogoc¢e dobro aproksimirati s polinomi. V takih
primerih se bolje obnesejo adaptivne kvadraturne formule.

Kaj smo se naucili?

« Kvadraturne formule se ve¢inoma prevedejo na utezeno vsoto funkcijskih vrednostih v vozlih
kvadrature.

» Gauss-Legendrove kvadrature so najprimernejse za integrale funkcij, ki jih lahko dobro apro-
ksimiramo s polinomi.

« Za splosno rabo so najprimernejse adaptivne kvadrature.

13.6 Testi

@testset "Sestavljeno Simpsonovo pravilo" begin
# Simpsonovo pravilo je toc¢no za kubicne polinome
integral = Integral(x -> x"3 + x”2, Interval(-1.0, 3.0))
# nedoloceni integral je x™4/4 + x"~3/3
I(x) =x4 /4 + x"3/ 3
@test integriraj(integral, Simpson(3)) = I(3) - I(-1)
end

Program 66: Test sestavljenega Simpsonovega pravila

@testset "SploSna kvadratura" begin
# Gauss-Legendrova kvadratura na dveh tockah
k = Kvadratura(l / sqrt(3) * [-1, 1], [1.0, 1.0], Interval(-1.0, 1.0))
# formula je tocna za kubicne polinome
integral = Integral(x -> x*3 - x*2, Interval(-1.0, 3.0))
I(x) =x4 /4 -x"3/3
@test integriraj(integral, k) = I(3) - I(-1)
end

Program 67: Test za integracijo s splosno kvadraturo oblike (13.16)
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@testset "Gauss-Legendrove kvadrature" begin
k = glkvad(3)
@test length(k.x) ==
# formula je tocna za polinome do vkljucno stopnje 5
for n=1:5
integral = Integral(x -> x”n, Interval(0., 1.))
@test integriraj(integral, k) = 1/(n+l)
end
end

Program 68: Test za generiranje Gauss-Legendrovih kvadratur

13.7 Resitve

Podatkovna struktura za interval "~ [min, max]’ .

struct Interval{T}

min::T
max::T
end

Program 69: Podatkovni tip za zaprti interval [a, b

Podatkovna struktura za doloCeni integral funkcije “fun® na danem intervalu.
struct Integral{T}

f

interval::Interval{T}
end

Program 70: Podatkovni tip za doloceni integral f: f(z)dz

"""Krovni podatkovni tip za vse vrste kvadratur
abstract type AbstraktnaKvadratura end

Parametri za sestavljeno trapezno pravilo. Sestavljeno trapezno
pravilo ima en sam parameter “n°, ki pove, na koliko podintervalov
razdelimo interval.
struct Trapez <: AbstraktnaKvadratura

n::Integer
end

Program 71: Podatkovni tip za sestavljeno trapezno pravilo z n enakomernimi koraki
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I = integriraj(i::Integral, k::Trapez)

Izracunaj priblizek za integral "i° s sestavljeno trapezno kvadraturo.
function integriraj(i::Integral, k::Trapez)

a = i.interval.min

b = i.interval.max

h (b - a) / k.n

I (i.f(a) + i.f(b)) / 2

for j in 1l:k.n-1

I +=1i.f(a + j * h)

end

return h * I
end

Program 72: Funkcija, ki izracuna integral s sestavljenim trapeznim pravilom.

Parametri za sestavljeno Simpsonovo pravilo. Pravilo ima en sam
parameter "n°, ki pove, na koliko podintervalov razdelimo interval.
struct Simpson <: AbstraktnaKvadratura

n::Integer
end

Program 73: Podatkovni tip za sestavljeno Simpsonovo pravilo z 2n enakomernimi koraki

I = integriraj(i::Integral, k::Simpson)

Izracunaj pribliZek za integral “i" s sestavljeno Simpsonovo kvadraturo.
function integriraj(i::Integral, k::Simpson)
a = i.interval.min
b = i.interval.max
h (b - a) / k.n
I (i.f(a) + i.f(b) + 4 * i.f(b - h / 2))
for j in 1l:k.n-1
I +=4 *i.f(a+ (j - 0.5) * h)
I +=2 *i.f(a+ j * h)
end
return (h / 6) * 1
end

Program 74: Funkcija, ki izracuna integral s sestavljenim Simpsonovim pravilom.
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Kvadratura(x, u, interval)

Podatkovna struktura za splosSno kvadraturo z danimi vozli in utezmi.

struct Kvadratura{T} <: AbstraktnaKvadratura
x::Vector{T}
u::Vector{T}
interval::Interval{T}

end

Program 75: Podatkovni tip za splosno kvadraturno formulo

"""Tzracunaj predznaceno dolzino intervala.
dolzina(int::Interval) = int.max - int.min

I = integriraj(i::Integral, k::Kvadratura)

Izracunaj priblizek za integral "i° s kvadraturo "k .

# Primer

R

i = Integral(x->sin(x"2), Interval(2., 5.))

k = Kvadratura([0., 1.], [0.5, 0.5], Interval(0., 1.)) # trapezna formula

integriraj (i, k)

function integriraj(i::Integral, k::Kvadratura)
# funkcija, ki vozle kvadrature preslika na interval integrala
razteg = dolzina(i.interval) / dolzina(k.interval)
preslikaj(x) = razteg * (x - k.interval.min) + i.interval.min
# zaporedje parov (u(j), x(j)) ustvarimo s funkcijo “zip"
I = sum(u * i.f(preslikaj(x)) for (u, x) in zip(k.u, k.x))
return razteg * I

end

Program 76: Funkcija, ki izra¢una integral z dano kvadraturo.
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using FastGaussQuadrature
kvadratura = glkvad(n)

IzracCunaj vozle in utezi za Gauss-Legendrove kvadraturne formule z

"n° vozli. Funkcija vrne vrednost tipa "Kvadratura' , ki jo lahko uporabimo
v funkciji “integriraj’.

# Primer

SRR

k = glkvad(10)

i = Integral(x->exp(-x"2), Interval(l.0, 2.0))

integriraj (i, k)

function glkvad(n)

X, U = gausslegendre(n)

return Kvadratura(x, u, Interval(-1.0, 1.0))
end

Program 77: Funkcija, ki vrne Gauss-Legendrovo kvadraturo z n vozli.

13.8 Izpeljava Simpsonovega pravila

vrednost funkcije na sredini. Pravilo zapisemo v naslednji obliki:

h
/ f(z)de = Af(a) +Bf(a‘2”’) +Cf(b) + Ry, (13.26)

kjer so A, B in C uteZi ter R, razlika med pravo vrednostjo in priblizkom. UteZi dolo¢imo z metodo
nedolocenih koeficientov. Vrednosti A, B in C' dolo¢imo tako, da je Ry = 0 za polinome ¢im visjih
stopenj. Zaénemo s polinomom stopnje 0, se pravi s konstanto 1:

h
/ dt=h=A+B+C. (13.27)
0

Nadaljujemo s polinomi z in z2:

h 2
/ wdwz%:A-0+B-g+C-h,

0
b 13 2 (13.28)
/ 2?dr=—=A-0+B-— +C - h
0 3 4
Za utezi A, B in C dobimo sistem linearnih enacb:
h=A+B+C,
h =B+ 2C, (13.29)
4h = 3B + 12C,

ki ga v matri¢ni obliki lahko zapisemo kot
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111 A 1
01 2 B|l=h|1 (13.30)
0312)\C 4
in ga resimo z Julio
julia> abc = [111; 6 12; 03 12] \ [1, 1, 4]
3-element Vector{Float64}:
0.16666666666666652
0.6666666666666669
0.16666666666666663
Vrednosti uteZi so enake A = %, B = % inC = %, Simpsonovo pravilo pa se glasi:
h
h a+b
/ f(x)d$:g<f(a)+4f( 5 ) +f(b)) + Ry. (13.31)
0

Formulo za napako R dobimo tako, da v formulo vstavimo polinome $e visjih stopenj, dokler napaka
ni ve¢ enaka 0. Za 23 je napaka R enaka 0:

h 4 3
h 2h h h 1
37, — — 2. LT p3 = _ph 13.32
/O:Edm—4 3 8+6h 4h, (13.32)

za x4, pa ne vec

h 5 4 5
h 2h h* h 5h
4d _——=a —— — - " h4 ==
/0 zidr = — 3 16+6 + R4 2 + R4
. . (13.33)
h h 1
R,=—— ST _ hS.

75 24 120
Ker je x* najnizja stopnja polinoma, pri kateri napaka vedno enaka 0, bo v formuli za napako nastopala
vrednost Cetrtega odvoda f*)(€) v neznani tocki €. Napako zapisemo kot R F=Chf @) (&) in:
1
Ry = Ch3 (a4 = Ohdal = —— 15 =
(=) 120

Tt

. (13.34)

= 0= "5
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14 Povprecna razdalja med dvema tockama na kvadratu

V poglavju o enojnih integralih smo spoznali, da je velina kvadraturnih formul preprosta utezena
vsota

b
/ f@)de ~ S wf (), (14.1)

kjer so utezi w,, in vozli z, primerno izbrani, da se formula ¢im bolj pribliza pravi vrednosti.

Izracun veckratnih integralov je zapletenejsi, a v principu enak. Kvadrature so tudi za veckratne
integrale ve¢inoma navadne utezene vsote vrednosti v izbranih toc¢kah na integracijskem obmo¢cju. V
tej vaji si bomo ogledali produktne kvadrature za veckratne integrale.

14.1 Naloga

« Izpeljite algoritem, ki izracuna integral na ve¢dimenzionalnem kvadru kot veckratni integral tako,
da za vsako dimenzijo uporabite isto kvadraturno formulo za enkratni integral.

« Pri implementaciji pazite, da ne delate nepotrebnih dodelitev pomnilnika.

« Uporabite algoritem za izraéun povpreéne razdalje med dvema tockama na enotskem kvadratu [0, 1]2
in enotski kocki [0, 1]3.

« Za sestavljeno Simpsonovo formulo in Gauss-Legendrove kvadrature ugotovite, kako napaka pada s
tevilom izracunov funkcije, ki jo integriramo. Primerjajte rezultate s preprosto Monte Carlo metodo
(raCunanje vzorénega povprecja za enostaven slucajni vzorec).

14.2 Dvojni integral in integral integrala

Oglejmo si najenostavne;jsi primer integrala funkcije na kvadratu [a, b]?. Dvojni integral lahko zapi-
Semo kot dva gnezdena enojna integrala*:

/ (a,b]2 fz,y)dzdy = /ab (/ab f(x,y)dy> dr = /ab (/ab f(x,y)d:z:) dy. (14.2)

Kvadrature za veckratni integral je najenostavneje izpeljati, ¢e za vsakega od gnezdenih enojnih
integralov uporabimo isto kvadraturno formulo:

b n
JEEEDES (14.3)
a k=1

z danimi utezmi wy, wy, ..., w,, in vozli z,, x,, ..., x,,. Ce za zunanji integral uporabimo kvadrature

(14.3), dobimo:
b b
/ / £ (@, y)dady = / ( / f<w,y>dy>dx:2wmy<wi>, (14.4)
[a7b]2 a a

kjer smo z F, (x) oznaéili integral po y. Za izratun vrednosti F, (x;) ponovno uporabimo kvadrature
(14.3):

*Ve¢ o tem, kdaj je mogoce veckratni integral zamenjati z gnezdenimi enojnimi integrali, pove Fubinijev izrek.
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b
F(z;) = / Feondy ~ S w;f(z0;). (14.5)

Dvojni integral priblizno izra¢unamo kot dvojno vsoto:

b b
[ [ fadedy ~ 3w, f(w,) (14.6)
a Ya %,J

Formulo (14.6) posplosimo za integrale v ve¢ dimenzijah:

/[ . fzqy,zq, ..., zy)dxdxy ... dT gy ~ Z <Hw > ( T, Z-Q,...,a:id>, (14.7)
a,b

215225 -5 g

kjer sestevamo po vseh moznih multi indeksih (iy,14y, ..., i4) € {1,2, ..., n}%. S preprosto linearno
funkcijo formulo (14.7) raz$irimo na poljuben d-dimenzionalen kvader [a;,b;] X [ay,by] X ... X

[ag, byl:

(14.8)

NH(

kjer so t,; vozli z; preslikani na interval [a,, b;]. Kvadraturnim formulam (14.6), (14.7) in (14.8) pravimo
produktne formule.

) Z Hw f(tlll tllz ) "tdid)’

11,89, oy Bg J=

Produktne formule trpijo za prekletstvom dimenzionalnosti

Stevilo vozlov, ki jih dobimo v produktni formuli, naraséa eksponentno z dimenzijo prostora. Zato
produktne kvadrature postanejo hitro (e v dimenzijah nad 6 ali 7) ¢asovno tako zahtevne, da
konvergirajo pocasneje kot metoda Monte Carlo (Poglavje 14.3). Pojav imenujemo prekletstvo
dimenzionalnosti in se pojavi tudi pri drugih problemih, ko dimenzija prostora narasca.

Z dimenzijo nara$ca delez volumna, ki je ,na robu®. Oglejmo si d dimenzionalno enotsko kocko
[—1,1]%. Ce interval [—1, 1] razdelimo na totke v notranjosti [—3, 3] in tocke na robu
[—1, —%] U [%, 1], sta v eni dimenziji oba dela enako dolga. V visjih dimenzijah pa delez tock v

kocki, ki so blizu robu, v primerjavi s tockami v notranjosti naras¢a. Delez tock v notranjosti lahko

P([33) -5 149

in vidimo, da pada eksponentno z dimenzijo d. Zato je smiselno na robu uporabiti gostejso mrezo

preprosto izraCunamo:

kot v notranjosti. Tako so razvili razprSene mreZe, ki vsaj delno omilijo prekletstvo dimenzional-
nosti.

Samostojno delo

Definiraj naslednje tipe in funkcije:
» podatkovni tip Ve¢kratniIntegral(fun, box), ki opiSe veckratni integral na kvadru H [a;
(Program 78),

@) ’L]

- metodo integriraj(I::VeckratniIntegral, kvad::Kvadratura), ki izra¢una veckratni inte-
gral s kvadraturno formulo (14.8) (Program 79, Program 80, Program 81).
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14.3 Metoda Monte Carlo
Naj bo
X ~Ul(lag, by] x [ag,by] x ... x [ag, by]) (14.10)

enakomerno porazdeljena slucajna spremenljivka na B; = [aq, by] X [ay, bs] X ... X [ay, b,]. Potem je
pri¢akovana vrednost funkcije f(X) enaka veckratnemu integralu:

1
E(f(X)) = / f(z)dx. (14.11)
V(Bd) B,
Po centralnem limitnem izreku je vzor¢no povprecje za enostaven vzorec x, Zo, ..., &,, porazdeljeno
priblizno normalno:
— 1
f(z) = —(f(z1) + f(2) + ... +f(20)) ~ N(p, 0) (14.12)

s parametri y = E(f(X)) in 0 = U({/(g D, Razprienost porazdelitve pada s /n, zato je vzoréno

povpredje za velike vzorce blizu vrednosti integrala (14.11). Priblizno vrednost integrala (14.11) lahko
ocenimo z vzorénim povpreéjem za dovolj velik vzorec:

flz)dz ~ f(z) - V(By). (14.13)
By

Metoda Monte Carlo ne konvergira zelo hitro®, ima pa prednost, da ne trpi za prekletstvom dimenzio-
nalnosti. Zato se jo najpogosteje uporablja za racunanje integralov v visjih dimenzijah.

Samostojno delo

Definiraj naslednji tip in metodo:

« podatkovni tip MonteCarlo(rng, n) za parametre metode Monte Carlo in

« metodo integriraj(integral::VeckrantiIntegral, mc::MonteCarlo), ki dani integral izra-
¢una z metodo Monte Carlo (Program 83).

14.4 Povpreéna razdalja med toékama na kvadratu [0, 1]?

Povpreéno razdaljo med dvema to¢kama na kvadratu [0, 1]? izra¢unamo s §tirikratnim integralom:

d= / \/(xl - a:2)2 + (g1 — y2)2dx1dx2dy1dy2. (14.14)
[0,1]*

Za izraCun integrala bomo uporabili produktno kvadraturo s sestavljeno Simpsonovo formulo in
metodo Monte Carlo.

*Napaka pada s 1/n, kjer je n stevilo izra¢unov funkcijske vrednosti.
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Najprej definiramo funkcijo razdalje:

Izracunaj razdaljo med dvema toclkama podanima v enem vektorju "x .
Koordinate prve tocke so podane v prvi polovici, koordinate druge tocke pa v
drugi polovici komponent vektorja “x .

function razdalja(x)

d = div(length(x), 2)

return norm(x[1:d] - x[d+1:2d])
end

Nato pa $e funkcijo, ki izra¢una povprecno razdaljo.

"""Izracunaj povprec¢no razdaljo med dvema tockama na danem pravokotniku.

function povprecna razdalja(box::Vector{Interval{Float64}}, kvadratura)
integral = VeckratniIntegral{Float64,Float64}(razdalja, vcat(box, box))
I = integriraj(integral, kvadratura)
return I / volumen(box)”"2

end

Za izra¢un uporabimo sestavljeno Simpsonovo formulo.

kvadrat = [Interval(0.0, 1.0), Interval(0.0, 1.0)]
integral = VecCkratniIntegral{Float64,Float64}(razdalja, vcat(kvadrat, kvadrat))

n =15
d0 = integriraj(integral, simpson(0.0, 1.0, n))

0.5213916369440644

Napako ocenimo tako, da izra¢un ponovimo z natan¢nejso kvadraturno formulo. Na primer tako, da

podvojimo stevilo vozlov v osnovni kvadraturi.

n = 30
dl = integriraj(integral, simpson(0.0, 1.0, n))
napaka = d0 - dl

-1.2083201086476869%¢e-5

Isti rezultat izratunajmo Se z metodo Monte Carlo. Priblizek, ki ga dobimo z metodo Monte Carlo je
odvisen od nakljuénega vzorca. Zato dobimo razli¢ne priblizke, ¢e metodo veckrat ponovimo.
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using Random
rng = Xoshiro(4526) # ustvarimo nov generator psevdonakljucnih Stevil
mc = MonteCarlo(rng, 1674) # uporabimo isto Stevilo izracunov kot prvic
dmc = [
integriraj(integral, mc) for i in 1:5] # vsaka ponovitev vrne nekaj drugega

5-element Vector{Float64}:
0.5201770605788114
0.5217087179128533
0.5212543535233094
0.5221131942172096
0.5208611243179776

Poglejmo, kako napaka pada, ¢e povetamo stevilo podintervalov v sestavljeni Simpsonovi formuli.

using Plots

nsim = 3:20

napakesim = [povprecna razdalja(kvadrat, simpson(0.0, 1.0, i)) - dl for i in nsim]

scatter((2 * nsim .+ 1) .~ 4, abs.(napakesim), yscale=:1logl0, xscale=:10gl0,
label="napaka Simpson")

Iz rezultatov lahko ocenimo red metode. Zapisemo predolocen sistem za logaritem absolutne vrednosti
napake v odvisnosti od logaritma $tevila funkcijskih izracunov:

d(n)=n"

log(d(n)) = —rlog(n). (14.15)
Tako dobimo &k x 1 predolocen sistem za parameter r:
log(n;) log([0,])
10g(”2) = Iquézb , (14.16)
log(n) log([6.)

kjer so §; izracunane napake za n; funkcijskih izra¢unov. Sistem re$imo po metodi najmanjsih
kvadratov z operatorjem \:

k = reshape(4 * log.((2 * nsim .+ 1)), length(nsim), 1) \ log.(abs.(napakesim))

1-element Vector{Float64}:
-0.8252312869463272

Vidimo, da je red produktne Simpsonove formule malo manj kot 1. Za vsako novo to¢no decimalko
moramo $tevilo funkcijskih izra¢unov povecati za faktor 10+, kar je malo ve¢ kot 10. Poglejmo, kaksen
je red metode Monte Carlo.
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using Random
rng = Xoshiro(526)
nmc = 2 .” (10:25)
napakamc = [povprecna_razdalja(kvadrat, MonteCarlo(rng, i)) - dl1 for i in nmc]
scatter!(nmc, abs.(napakamc), yscale=:1logl0@, xscale=:1loglo,
label="napaka MC", xlabel="Stevilo izracunov funkcije")
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Stevilo izracunov funkcije

Slika 54: Napaka Simpsonove produktne kvadrature in metode Monte Carlo v odvisnosti od stevila
funkcijskih izrac¢unov

Vidimo, da je napaka pri metodi Monte Carlo nepredvidljiva. To je posledica nepredvidljivosti vzor-
¢enja. Kljub temu je trend jasen. Podobno kot prej lahko ocenimo red metode Monte Carlo. Centralni
1

limitni izrek pove, da bi moral biti red priblizno 5.

k = reshape(log.(nmc), length(nmc), 1) \ log. (abs.(napakamc))

1l-element Vector{Float64}:
-0.6613614335692505

Izracunan red je nekoliko vedji, a to je zgolj posledica variabilnosti, ki ga prinasa vzoréenje.

Kaj smo se naucili?

« Veckratni integral lahko izra¢unamo s produktnimi kvadraturami.

« Produktne kvadrature trpijo za prekletstvom dimenzionalnosti.

« Metoda Monte Carlo je enostavna in ne trpi za prekletstvom dimenzionalnosti, a konvergira
pocasi.
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14.5 Resitve

"""Podatkovni tip za veckratni integral."""

struct VeckratniIntegral{T,TIntegral}
fun # funkcija, ki jo integriramo
box::Vector{Interval{T}}

end

"""Vrni dimenzijo velkratnega integrala."""

dim(i::VeckratniIntegral) = length(i.box)

Program 78: Podatkovni tip, ki opise veckratni integral.

import Vajal3: preslikaj, dolzina

kvad2 = preslikaj(kvadl::Kvadratura{T}, interval::Interval{T})

Preslikaj kvadraturo "kvadl® na drug “interval .

function preslikaj(kvad::Kvadratura{T}, interval::Interval{T}) where {T}
X = map(x -> preslikaj(x, kvad.interval, interval), kvad.x)
u = dolzina(interval) / dolzina(kvad.interval) * kvad.u
return Kvadratura(x, u, interval)

end

Program 79: Funkcija, ki preslika kvadraturo na drug interval.

naslednji! (index, n)

Izracunanj naslednji multiindeks v zaporedju vseh multiindeksov
A\\{1, 2, ... mM\\}*d" " in ga zapi$i v vektor “index’.
function naslednji!(index, n)
d = length(index)
for i = 1:d
if index[i] < n
index[i] += 1

return
else
index[i] =1
end
end
end
Program 80: Funkcija, ki izra¢una naslednji multiindeks (i, i, ..., ig) € {1,2, ..., n}%.
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I = integriraj(int::VeckratniIntegral{T, TI}, kvad::Kvadratura{T})

Integriraj veckratni integral “int" s produktno kvadraturo, ki je podana kot
produkt enodimenzionalne kvadrature “kvad'.

# Primer
""jldoctest
int = VeckratniIntegral{Float64, Float64}(
x -> x[1] - x[2], [Interval(@., 2.), Interval(-1., 2.)]1);
kvad = Kvadratura([0.5], [1.0], Interval(0.0, 1.0)); # sredinsko pravilo
integriraj(int, kvad)

# output
3.0

function integriraj(
int::VeckratniIntegral{T,TI}, kvad::Kvadratura{T}) where {T,TI}
# kvadrature preslikamo pred glavno zanko
kvadrature = [preslikaj(kvad, interval) for interval in int.box]
d = dim(int)
index = ones(Int, d)
n = length(kvad.x)

x = zeros(T, d) # alociramo vektorja vozlov in uteZi pred zanko
w = zeros(T, d)
I = zero(TI)

for _ in 1:n"d
for j in eachindex(x)
kvad = kvadrature[j]

x[j] = kvad.x[index[j]]
w[j]l = kvad.u[index[j]]
end

z::TI = int.fun(x)
I += z * prod(w)
naslednji!(index, n)
end
return I
end

Program 81: Funkcija, ki izracuna veckratni integral s produktno kvadraturo.

"""Poisc¢i vozle in utezi za sestavljeno Simpsonovo pravilo na intervalu
“[a, b]® z delitvijo na "n° podintervalov."""
simpson(a, b, n) = Kvadratura(collect(LinRange(a, b, 2n + 1)),
(b - a) / (6 *n) * vcat([1.0], repeat([4, 2], n - 1), [4, 1]), Interval(a, b))

Program 82: Funkcija, ki izracuna vozle in uteZi za sestavljeno Simpsonovo pravilo.
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"""Izracunaj volumen veclrazsezne Skatle "box .
volumen(box: :Vector{Interval{T}}) where {T} = prod(dolzina. (box))
"""pPodatkovna struktura za parametre metode Monte Carlo."""
struct MonteCarlo

rng

n::Int # Stevilo vzorcev
end

I = integriraj(int::::VeckratniIntegral{T,TI}, mc::MonteCarlo)

Izracunaj priblizek za veckratni integral “int"® z metodo Monte Carlo s parametri
‘mcT.
function integriraj(int::VeckratniIntegral{T,TI}, mc::MonteCarlo) where {T,TI}

I = zero(TI)

X = zeros(T, dim(int))

for _in 1l:mc.n

for 1 in eachindex(x)
x[i] = preslikaj(rand(mc.rng), int.box[i], Interval(0.0, 1.0))

end
z::TI = int.fun(x)
I += 2z
end
return volumen(int.box) * I / mc.n
end

Program 83: Funkcija, ki izracuna veckratni integral z metodo Monte Carlo.

14.6 Testi

@testset "Naslednji indeks" begin
index = [1, 1, 1]
Vajal4d.naslednji! (index, 3)
@test index == [2, 1, 1]
index = [3, 1, 1]
Vajal4d.naslednji! (index, 3)
@test index == [1, 2, 1]
index = [3, 3, 3]
Vajal4d.naslednji! (index, 3)
@test index == [1, 1, 1]

end

Program 84: Test izracuna naslednjega multiindeksa
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@testset "Simpsonovo sestavljeno pravilo" begin
k = Vajal4.simpson(1.0, 3.0, 2)
@test (k.interval.min, k.interval.max) == (1.0, 3.0)
@test k.x == [1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0]
@test isapprox(k.u, [1, 4, 2, 4, 1] * 1 / 6)
end

Program 85: Test izrauna sestavljenega Simpsonovega pravila

@testset "Preslikaj kvadraturo" begin
k = Kvadratura([1.0, 2.0, 3.0]1, [1.0, 2.0, 1.0], Interval(0.0, 4.0))
kl = Vajald.preslikaj(k, Interval(-1.0, 1.0))

@test kl.x = [-0.5, 0, 0.5]
@test kl.u = [0.5, 1, 0.5]
end

Program 86: Test preslikave kvadrature na nov interval

@testset "Integriraj vecCkratni integral" begin
kvad = Kvadratura([0.0, 1.0], [0.5, 0.5], Interval(0.0, 1.0)) # trapezna
int = VeckratniIntegral{Float64,Float64}(x -> x[1] - x[2],
[Interval(0.0, 2.0), Interval(-1.0, 2.0)])
@test integriraj(int, kvad) = 3.0
end

Program 87: Test izracuna integrala s produktno kvadraturo
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15 Avtomatsko odvajanje z dualnimi Stevili

V grobem poznamo tri nacine, kako izracunamo odvod funkcije z ra¢unalnikom:

« simboli¢no odvajanje,
« numeri¢no odvajanje s kon¢nimi diferencami in
. avtomatsko odvajanje programske kode z uporabo veriznega pravila.

Pri prakti¢ni uporabi v programiranju ima simboli¢no odvajanje teZave pri odvajanju kompleksnih
programov, saj mora program prevesti v en sam matemati¢ni izraz. Ti izrazi lahko za programe, ki
vsebujejo zanke ali rekurzijo, hitro postanejo neobvladljivi. Pri numeri¢nem odvajanju imamo tezave
z zaokroZzitvenimi napakami. Tako simboli¢no kot tudi numeri¢no odvajanje je pocasno pri ra¢unanju
gradientov funkcij ve¢ spremenljivk. Avtomatsko odvajanje ne trpi za omenjenimi tezavami.

V tej vaji bomo v Julii implementirali avtomatsko odvajanje z dualnimi stevili.

15.1 Naloga

+ Definiraj podatkovni tip za dualna stevila.

+ Za podatkovni tip dualnega $tevila definiraj osnovne operacije in elementarne funkcije, kot so sin,
cos in exp.

+ Uporabi dualna stevila in izracunaj hitrost nebesnega telesa, ki se giblje po Keplerjevi orbiti. Kepler-
jevo orbito izrazimo z resitvijo Keplerjeve enacbe, ki jo lahko resis z Newtonovo metodo.

» Posplosi dualna stevila, da je komponenta pri € lahko vektor. Uporabi posplosena dualna Stevila za
izraun gradienta funkcije ve¢ spremenljivk.

« Uporabi funkcijo za ratunanje gradienta in izracunaj gradient Ackleyeve funkcije:

d d
f(x) = —aexp| —by| fo —exp(éZcos(cmi))+a+exp(1), (15.1)

ki se uporablja za testiranje optimizacijskih algoritmov.

Ul =

15.2 Ideja avtomatskega odvoda

Racunalniski program ni ni¢ drugega kot zaporedje osnovnih operacij, ki jih zaporedoma opravimo
na vhodnih podatkih. Matemati¢no lahko vsak korak programa zapisemo kot preslikavo k;, ki stare
vrednosti spremenljivk pred izvedbo koraka preslika v nove vrednosti po izvedbi koraka. Program si
lahko predstavljamo kot kompozitum posameznih korakov

P: knokn—l O”.Ok20k1, (15.2)

Pri avtomatskem odvajanju Zelimo program za racunanje vrednosti neke funkcije spremeniti v pro-
gram, ki poleg vrednosti funkcije racuna tudi vrednost odvoda pri istih argumentih. Matemati¢no lahko
program ali funkcijo obravnavamo kot preslikavo med vhodnimi argumenti in izhodnimi vrednostmi:

P:R" —»R™ (15.3)

Vsak korak programa je prav tako preslikava k, : R™ — R™:. Ce uporabimo verizno pravilo, je odvod
programa P z danimi argumenti & enak produktu:

DP(x) = Dk, (z,_,) - Dk,_i(z,_5) -+ Dk (z), (15.4)
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kjer je x; = k;(k,_1...ko(k{(x))...) stanje lokalnih spremenljivk po tem, ko se je izvedel i-ti korak.

Oglejmo si preprost primer funkcije, ki z Newtonovo metodo izra¢una kvadratni koren.

y = koren(x)
Izracunaj vrednost korenske funkcije za argument “x .

function koren(x)
y=1+(x-1) /2

for i = 1:5
y=(y+x/y) /2
end

return y

end

V programu moramo odvajati vsako vrstico kode posebej. Poglejmo prvo vrstico funkcije koren:
y =1+ (x-1)/2

Nova lokalna spremenljivka y je funkcija z. Njen odvod je

Y (z) = (1+“;1)’=%. (15.5)

V zanki nato ponavljamo
y = (y - x/y)/2

Oznacimo z y; vrednost spremenljivke y na i-tem koraku zanke. Vrednost y; je odvisna od vrednosti
x, za njen izratun pa potrebujemo tudi vrednost y na prej$njem koraku y,_,(x). Vrstico programa
zapiSemo kot rekurzivno enacbo:

1 T
(z)==|w, R — 15.6
o) = 5 (ma0) - ) (15.6)
Ce rekurzivno ena¢bo odvajamo, dobimo:

vi(a) = 3 (v a(2)

) .

a Yio1 () yiq(z)?

Program koren dopolnimo, da hkrati racuna vrednosti funkcije in vrednosti odvoda. To storimo tako,
da na vsakem koraku posodobimo vrednosti odvodov spremenljivk, ki jih na tem koraku posodobimo.
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y, dy = dkoren(x)

Izracunaj vrednost korenske funkcije in njenega odvoda za argument “x .

function dkoren(x)
y=1+(x-1) /2
dy =1/ 2
for i = 1:5
y=(y+x/vy) /2
dy = (dy + 1 / y - x / y*2 *dy) / 2
end
return y, dy
end

Preverimo, Ce funkcija deluje. Odvod korenske funkcije je enak (\/E)' = 57

julia> y, dy = dkoren(2)
(1.414213562373095, 0.35355339059327373)

julia> napaka = dy - 1 / (2sqrt(2))
0.0

15.3 Dualna s$tevila

Dualna stevila so Stevila oblike a + be, kjer sta a, b € R, medtem ko je dualna enota € nenicelno stevilo,
katerega kvadrat je ni¢: € # 0 in €2 = 0. Podobno kot dobimo kompleksna stevila, ¢e realna stevila
razSirimo z imaginarno enoto ¢ = v/—1, dobimo dualna $tevila, ¢e realna Stevila razsirimo z dualno
enoto €.

Z dualnimi §tevili ratunamo kot z navadnimi binomi, pri ¢emer upostevamo, da je €2 = 0. Pri vsoti
dveh dualnih stevil se realna in dualna komponenta sestejeta:

(a+be)+ (c+de)=(a+Db)+ (c+d)e. (15.8)

Pri izpeljavi pravila za produkt moramo upostevati lastnost €2 = 0 in komutativnost produkta z ¢:

(a + be)(c + de) = ac + ade + bee + bde? = ac + (ad + be)e. (15.9)
Pravilo za deljenje oziroma inverz dobimo tako, da $tevilo pomnoZzimo z ulomkom 1 = Z:Zi:
1 —b —b 1 b
o s, (15.10)

a+be (at+be)la—be) a2+b22 a a2
Pri izpeljavi pravila za potenciranja si pomagamo z razvojem v binomsko vrsto:

(a+be)” =a" + ( " )a”‘lbs + ( " )a"‘2b252 +...=a" +na"be. (15.11)
n—1 n—2

Za racionalne potence uporabimo binomsko vrsto, ¢e pa € nastopa v eksponentu, uporabimo vrsto za

er.

Dualna $tevila lahko uporabimo za ra¢unanje odvodov. Z dualnimi $tevili se namre¢ ra¢una podobno
kot z diferenciali, oziroma linearnim delom Taylorjeve vrste. Linearni del Taylorjeve vrste imenujemo
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tudi 1-tok. Mnozica 1-tokov v neki tocki predstavlja vse mozne tangente na vse mozne funkcije, ki
gredo skozi to tocko. V tocki z, lahko 1-tok funkcije f zapisemo kot:

f(@o) + f'(2o)d, (15.12)

kjer je dr = =z — z) diferencial neodvisne spremenljivke. Poglejmo si primer 1-toka za produkt dveh
funkcij f in g:

(f(zo) + f(x)dx)(g(xo) + ¢’ (zp)d) =
= f(z0)g(m0) + (f(z0)g' (z0) + £’ (w0)g(x0))dz + O(d=?).

Vse potence dz* za k > 2 potisnemo v ostanek O(dz?) in v limiti zanemarimo. Pravila racunanja 1-

(15.13)

tokov in dualnih $tevil so povsem enaka. Pri ra¢unanju z diferenciali ravno tako upostevamo, da je
dz? ~ 0 in vse potence dz* za k > 2 zanemarimo. Vrednosti odvoda v neki tocki lahko izra¢unamo z
dualnimi stevili. Ce poznamo vrednost funkcije in vrednost odvoda funkcije v neki tocki, z dualnimi
Stevili izracunamo vrednosti odvodov razlicnih operacij. Z dualnimi Stevili lahko predstavimo 1-
tokove. Ce sta f in g funkciji, potem dualni $tevili

f(@o) + f(zg)e in g(xg) + g'(xg)e (15.14)

predstavljata 1-tokova za funkciji f in g v to¢ki z,,. Ce dualni $tevili vstavimo v nek izraz, npr. 2%y,
dobimo 1-tok funkcije f(x)2g(z) in s tem tudi vrednost odvoda v to¢ki x.

Izra¢unajmo odvod f(z)%g(z) v tocki x, = 1 za funkciji f(z) = 22 in g(x) = 2 — 2. Dualno stevilo
za 1-tok za f je:

fO)+ f(1)e =142, (15.15)
dualno $tevilo za 1-tok za g pa:

g +g'(l)e=1—c¢. (15.16)
Dualni $tevili vstavimo v izraz 2y in upostevamo &2 = 0:

(14+2)%(1—¢)=(1+4e+4e?)(1—¢) = (1 +4e)(1 —¢)

(15.17)
=14+4c—ec—4e? =1+3e.
Od tod lahko razberemo, da je 1-tok za (f2g) v tocki 1 enak:
(f29)(1) + (f29) (1) = 1+ 3¢ (15.18)

in odvod (f2g)’(1) = 3.

Samostojno delo

Definiraj podatkovni tip DualNumber, ki predstavlja dualno $tevilo, nato pa Se osnovne racunske
operacije za ta tip in elementarne funkcije sin, cos, exp in log (Program 88, Program 89,
Program 90).

Napisi funkcijo odvod(f, x), ki izracuna vrednost funkcije f in njenega odvoda v tocki x
(Program 91).
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15.4 Keplerjeva enacba

Keplerjeva enacba
M = FE —esin(E) (15.19)

doloca ekscentri¢no anomalijo za telo, ki se giblje po Keplerjevi orbiti v odvisnosti od ekscentri¢nosti
orbite e in povprecne anomalije M.

Keplerjevo orbito lahko izra¢unamo, ¢e poznamo E/(t):
2(t) = a(cos(E(t)) —e),
y(t) = bsin(E(1)),

kjer sta a in b polosi elipse (a < b). Elipsa je premaknjena tako, da je eno od goris¢ v tocki (0,0).

(15.20)

Ekscentri¢nost e je odvisna od razmerja polosi:

b2
e=y/1- = €,1l. (15.21)

Vrednost E(t) izra¢unamo iz Keplerjeve enacbe, saj velja drugi Keplerjev zakon, ki pravi, da se
povprecna anomalija M (t) spreminja enakomerno:

M(t) = n(t—t,). (15.22)

Keplerjeva enacba ima eno samo resitev. Res, funkcija f(E) = E — esin(E) je narasajoca in surjek-
tivna na (—o0,00), saj je odvod f'(E) =1 — ecos(E) > 0 vedno nenegativen. Keplerjevo enacbo
(15.19) predstavimo grafi¢no:

using Plots

e =0.5
plot(E -> E - e * sin(E), -10, 10, label="\$E - e\\sin(E)\$")
M=>5

plot!(x -> M, -10, 10, label="\$M\$")

10 |

E — esin(E)
M

—-10 +

! L L L L
-10 -5 0 5 10

Slika 55: Leva in desna stran Keplerjeve enacbe za M = 5ine = 0.5
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Vidimo, da je resitev Keplerjeve enacbe blizu vrednosti M, saj je e sin( E) relativno majhen v primerjavi
z M. Zato je vrednost M dober zaCetni priblizek za resitev enacbe (15.19). Resitev hitro poiséemo z
Newtonovo metodo za funkcijo:

g(E) =M — E + esin(E). (15.23)

Samostojno delo

Napisi naslednji funkciji:

« keplerE(M, e), kiizratuna vrednost ekscentri¢ne anomalije za dane vrednosti ekscentri¢nosti
e in povprecne anomalije M (Program 93) in

» orbita(t, a, b, n),kiizracuna poloZzajorbite v ¢asu t, ¢e je v ¢asut = 0 telo najbliZje masnemu
sredi$¢u (Program 92).

15
@ polozaji v enakomernih ¢asovnih razmikih
@ masno sredisée (fokus elipse)
1.0 .///4.»77/*\—\ _
_— -~ \
o ~
//' N
05| / \
‘ \\
/ \
\
00 r ° o
' /
/
.\
-0.5 F \\ /
1\\ e
e —_ /////
_1.0 ) - . e )
-3 -2 -1 0

Slika 56: PoloZaji telesa na orbiti v enakomernih ¢asovnih razmikih. Drugi Keplerjev zakon pravi, da
zveznica med telesom in masnim sredis¢em v enakem Casu pokrije enako ploséino.

Hitrost telesa v dolo¢enem trenutku lahko izratunamo z avtomatskim odvodom. Najprej definiramo
dualno stevilo ¢ 4 € za vrednost ¢, v kateri bi radi izra¢unali hitrost. Nato v funkcijo orbita vstavimo
t + € in dobimo koordinate, podane z dualnimi $tevili.

julia> t0 = t[5] + €
1.431578947368421 + 1.0¢

julia> 00 = orbita(t0, a, b, n)
(-2.6629236468300297 + -1.1354638659453598¢, 0.8850813178920173 +
-0.29855236219660986¢)

Dualni del koordinat je enak vektorju hitrosti:

julia> 00 = orbita(t0, a, b, n)
(-1.1354638659453598, -0.29855236219660986)
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Avtomatsko odvajanje kontrolnih struktur

Kontrolne strukture, kakrsen je if stavek, lahko povzroéijo razvejitve v programu in funkcija, ki
jo program izra¢una, ni nujno zvezno odvedljiva. Ce avtomatsko odvajamo tak program, dobimo
odvod tiste veje, ki se za dane vhodne vrednosti izvede. Za vecino vhodnih vrednosti se ta ujema
z dejanskim odvodom. Za mejne vrednosti, pri katerih se program razveji, pa dobimo bodisi levi
bodisi desni odvod. Odvisno od tega, katera veja se izvede. Poglejmo si primer implementacije
funkcije f(x) = |z|:

function f(x)
if x>=0
return x
else
return -x
end
end

Funkcija je zvezno odvedljiva povsod, razen v tocki 0. Ce v funkcijo vstavimo x = 0 oziroma
dualno stevilo 0 + €, se izvede prva veja. Izratunani odvod je enak 1 in to je enako desnemu odvodu
funkcije |z| v tocki 0.

Tabeliranih funkcij ne moremo avtomatsko odvajati

Avtomatsko odvajanje deluje le za funkcije, ki so implementirane s programom. Ce je funkcija
podana s tabelo funkcijskih vrednosti, avtomatsko odvajanje ni mogoce. V tem primeru uporabimo
kon¢ne diference.

15.5 Racunanje gradientov

Parcialne odvode funkcije ve¢ spremenljivk lahko prav tako izracunamo z dualnimi Stevili. Pri
tem moramo paziti, da za odvode po razli¢nih spremenljivkah uporabimo neodvisne dualne enote.

Poglejmo si primer funkcije dveh spremenljivk:

f(z,y) = 22y + y3 sin(z). (15.24)
Ker imamo dva neodvisna parcialna odvoda 8% in a%, potrebujemo dve neodvisni dualni enoti €, in
€, ki zado$cata pogojem:

2 _ 2 _ 0 ;i _
ez =0, g,=0 inege, =0. (15.25)

T

V funkcijo f vstavimo z + ¢, in y + ¢,. Dobimo 1-tok funkcije f(z,y):

feteny+e,) =@+e) (y+e,) + (y+e,) sin(@+e,) =

= (2% 4 2z¢,)(y +¢,) + (¥ + 3y%¢, ) (sin(z) + cos(z)e,) =
) 5 . ) ) . 5 (15.26)
= z%y + y° sin(x) + 2zye, + x°¢, + 3y* sin(z)e, + y° cos(z)e, =

= f(z,y) + (2zy + y3 cos(x) e, + (2% + 3y? sin(x))&:y.
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Vidimo, da sta koeficienta pri ¢, in €, ravno parcialna odvoda:

0
3—f(x, y) = 2zy +y° cos(x),
x
of (15.27)
a—y(x, y) = 2% + 3y? sin(z).
Za lazjo implementacijo koeficiente pri ¢, in £, postavimo v vektor in zapiSemo:
1 0
€ = (O) €, €, = (1) €. (15.28)
Za funkcijo n spremenljivk f(z,z,, ..., z,,) dobimo:
1 0 0
€, = 0 €, €9 = 1 g, €, = 0 € (15.29)
0 0 1
in
flzy+e, 29+ €9, 0z, +€,) = f(xy,29, ..., z,) + V(T 2o, ..., 2,)E. (15.30)
Samostojno delo
Definiraj vektorska dualna Stevila tipa Dual, ki opisujejo elemente oblike
by
a+ b:2 g, a,by,by,....;0, €R. (15.31)
b

n

elementarne funkcije (Program 94, Program 95 in Program 96).

(Program 97).

Podobno kot pri navadnih dualnih stevilih nato definiraj osnovne rac¢unske operacije in nekatere

Definiraj funkcijo gradient (f, x), ki izra¢una vrednost funkcije f in njenega gradienta v tocki x
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Odvajanje naprej, odvajanje nazaj

Z dualnimi $tevili uéinkovito ra¢unamo odvode in gradiente funkcij, ki so implementirane s
programom. To metodo lahko posplosimo tudi na racunaje Jacobijevih matrik in vi$jih odvodov.
V osnovi metoda temelji na veriznem pravilu in zapisu programa kot kompozituma posameznih
korakov. Formula (15.4) predstavlja odvod kot produkt matrik:

DP(x) = Dk, (x,,_,) - Dk,,_,(x,_5) - Dk (). (15.32)

Matrike Dk, (x;_, ) solahko razli¢nih dimenzij in vrstni red mnoZenja posameznih faktorjev vpliva
na velikost spomina, ki ga potrebujemo.

V praksi sta se uveljavila dva nacdina racunanja produkta. Produkt (15.32) lahko ra¢unamo sproti,
tako da zmnoZzimo matrike takoj, ko so na voljo. To pomeni, da mnozimo z desne. Ce metoda deluje
na ta nacin, pravimo, da uporablja nacin odvajanje naprej (angl. forward mode).

Drug razred metod, ki ga imenujemo nacin odvajanja nazaj (angl. backward mode), mnozi matrike
v produktu (15.32) z leve. To pomeni, da odvodov ni mogoce izracunati, dokler izracun vrednosti
funkcije ni koncan. Pri odvajanju nazaj si mora program zapomniti vmesne vrednosti «;, do konca
izracuna.

Metode racunanja nazaj so navadno implementirane kot transformacija izvorne kode, medtem
ko metode racunanja naprej navadno implementiramo z definicijo novih podatkovnih tipov ali
razredov.

Racunanje z dualnimi $tevili uporablja nacin odvajanja naprej.

15.6 Gradient Ackleyeve funkcije

Izracunajmo gradient funkcije Ackleyeve funkcije:

d d
f(z) = —aexp| —by| me — exp (%Zcos(cmﬁ) + a + exp(1), (15.33)
i=1 i=1

ki se uporablja za testiranje optimizacijskih algoritmov.

SHE

Samostojno delo

Najprej napisi funkcijo, ki izracuna vrednost Ackleyeve funkcije (Program 98).

Gradient izracunamo tako, da za vhodni vektor x, ustvarimo vektor dualnih vektorskih stevil in ga
vstavimo v funkcijo. Dimenzija dualnega dela (vektorja ob ¢) je enaka dimenziji vhodnega vektorja x,.
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x0 = [1.1, 1.2, 1.3]

x0 = Vajal5.spremenljivka(x0)
3-element Vector{Dual}:
Dual{Float64}(1.1, [1.0, 0.0, 0.
Dual{Float64}(1.2, [0.0, 1.0, O.
Dual{Float64}(1.3, [0.0, 0.0, 1.

’

[cl ol o]

1)
1)
’ ’ ])

y = ackley(x@, 4, 5, 6)
Dual{Float64}(4.9967587772563045, [1.0814632936346151, 2.733373180740012,
3.436117175843327])

dy = odvod(y)
3-element Vector{Float64}:
1.0814632936346151
2.733373180740012
3.436117175843327

Dualni del rezultata je enak gradientu funkcije.

Knjiznice za avtomatsko odvajanje

Knjiznice za avtomatsko odvajanje obstajajo za veéino programskih jezikov, ki se uporabljajo za
numericne izra¢une. V Julii so poleg ForwardDiff na voljo $e drugi paketi. Paketi so zbrani v
neformalni organizaciji JuliaDiff.

Kaj smo se naucili?

« Odvode programov uéinkovito ra¢unamo z avtomatskim odvajanjem.
« Obstajata dva nac¢ina avtomatskega odvajanja: nacin odvajanja naprej in nacin odvajanja nazaj.
« Odvajanje naprej lahko implementiramo z dualnimi $tevili.
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15.7 Resitve

DualNumber(x, dx)

Predstavlja skalarno spremenljivko x in njen diferencial dx.
struct DualNumber <: Number

x::Float64

dx::Float64
end

import Base: show, promote rule, convert
"""Lepo izpiSi dualno Stevilo "DualNumber(a, b) kot "a + be .

show(io::I0, a::DualNumber) = print(io, a.x, " + ", a.dx, "e€")

"""Dualna enota.
€ = DualNumber(0, 1)

"Spremeni realno Stevilo v vrednost tipa "DualNumber'.
convert(::Type{DualNumber}, x::Real) = DualNumber(x, zero(x))
"Navadna Stevila avtomatsko promoviraj v dualna Stevila."
promote rule(::Type{DualNumber}, ::Type{<:Number}) = DualNumber

Program 88: Podatkovni tip za dualna stevila

import Base: +, -, *, /, *

*(a::DualNumber, b::DualNumber) = DualNumber(a.x * b.x, a.x * b.dx + a.dx * b.X)
+(a::DualNumber, b::DualNumber) = DualNumber(a.x + b.x, a.dx + b.dx)
-(a::DualNumber) = DualNumber(-a.x, -a.dx)

-(a::DualNumber, b::DualNumber) = DualNumber(a.x - b.x, a.dx - b.dx)
/(a::DualNumber, b::DualNumber) = DualNumber(a.x / b.Xx,

(b.x * a.dx - a.x * b.dx) / b.x"2)
~(a::DualNumber, b::Number) = DualNumber(a.x”b, b * a.x™(b - 1) * a.dx)
~(a::Number, b::DualNumber) = DualNumber(a”b.x, log(a)a”b.x * b.dx)

Program 89: Osnovne operacije med dualnimi tevili

import Base: sin, cos, exp, log, abs, isless, sqrt
sqrt(a::DualNumber) = DualNumber(sqrt(a.x), 0.5 / sqrt(a.x) * a.dx)
sin(a: :DualNumber) DualNumber(sin(a.x), cos(a.x) * a.dx)

cos(a: :DualNumber) DualNumber(cos(a.x), -sin(a.x) * a.dx)

exp(a: :DualNumber) DualNumber(exp(a.x), exp(a.x) * a.dx)

log(a: :DualNumber) = DualNumber(log(a.x), a.dx / a.x)
abs(a::DualNumber) = DualNumber(abs(a.x), sign(a.x) * a.dx)
isless(a: :DualNumber, b::DualNumber) = isless(a.x, b.x)

isless(a: :DualNumber, b::Number) = isless(a.x, b)

Program 90: Elementarne funkcije za dualna Stevila
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odvod(a: :DualNumber) = a.dx
vrednost(a: :DualNumber) = a.x

y = odvod(f<:Function, x)

Izracuna vrednost odvoda funkcije "f° v tocki “x'.

odvod(f, x) = odvod(f(x + €))

Program 91: Funkcija, ki izratuna odvod funkcije ene spremenljivke.

Izracunaj x in y koordinati na Keplerjevi orbiti.
function orbita(t, a, b, n)

M=n*t

e sqrt(l - b™2 / a™2)

E keplerE(M, e)

return (a * (cos(E) - e), b * sin(E))
end

Program 92: Funkcija, ki izracuna polozaj na orbiti v danem trenutku.

E = keplerE(M, e)

Izracunaj ekscentricno anomalijo Keplerjeve orbite z ekscentricnostjo “e’
za povprecno anomalijo "M .
function keplerE(M, e, maxit=10, atol=1le-10)
g(E) =M - E + e * sin(E)
dg(E) = -1 + e * cos(E)
EO = M
for i in 1l:maxit
E = EO - g(EO) / dg(EO)
if abs(E - EO) < atol
@info "Newtonova metoda konvergira po $i korakih."
return E
end
EO = E
end
throw("Iteracija ne konvergira po $maxit korakih")
end

Program 93: Funkcija za izracun ekscentri¢ne anomalije
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Dual(x, dx::Vector)

Predstavlja vrednost "f', odvisno od "n° spremenljivk, in njen gradient
““\\nabla f = f 1 \\frac{\\partial}{\\partial x 1} + f 2 \\frac{\\partiall}{\
\partial x 2}
+ ... T n \\frac{\\partial}{\\partial x n} .
struct Dual{T} <: Number

X::T

dx::Vector{T}
end

odvod(y::Dual) = y.dx
vrednost(y::Dual) = y.x

Program 94: Podatkovni tip za meSanico dualnih §tevil

*(a::Dual, b::Dual) = Dual(a.x * b.x, a.x * b.dx + a.dx * b.x)
*(a::Number, b::Dual) = Dual(a * b.x, a * b.dx)

*(a::Dual, b::Number) = Dual(a.x * b, a.dx * b)

+(a::Dual, b::Dual) = Dual(a.x + b.x, a.dx + b.dx)
+(a::Number, b::Dual) = Dual(a + b.x, b.dx)

+(a::Dual, b::Number) = Dual(a.x + b, a.dx)

-(a::Dual) = Dual(-a.x, -a.dx)

-(a::Dual, b::Dual) = Dual(a.x - b.x, a.dx - b.dx)

-(a::Number, b::Dual) = Dual(a - b.x, -b.dx)

-(a::Dual, b::Number) = Dual(a.x - b, a.dx)

~(a::Dual, b::Number) = Dual(a.x .~ b, b * a.x™(b - 1) * a.dx)

a::Number, b::Dual) = Dual(a .” b.x, log(a) * a”b.x * b.dx)

a::Dual, b::Dual) = Dual(a.x / b.x, (1 / b.x"2) * (b.x * a.dx - a.x * b.dx))
a::Number, b::Dual) = Dual(a / b.x, (-a * b.dx / b.x"2))

a::Dual, b::Number) .Xx / b, (1 / b) * a.dx)

o

= Dual(a
Program 95: Osnovne operacije med vektorskimi dualnimi Stevili

sqrt(a::Dual{T}) where {T} =
sin(a: :Dual) Dual(sin(a.x), cos(a.x) * a.dx)
cos(a::Dual) Dual(cos(a.x), -sin(a.x) * a.dx)
exp(a::Dual) Dual(exp(a.x), exp(a.x) * a.dx)
log(a: :Dual) Dual(log(a.x), a.dx / a.x)

Dual(sqgrt(a.x), (0.5 / sqgrt(a.x)) * a.dx)

Program 96: Elementarne funkcije za vektorska dualna Stevila
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x = spremenljivka(v)

Generiraj vektor “x° vektorskih dualnih Stevil za vrednost vektorske
spremenljivke "v . Komponente vektorja "x° so vektorska dualna Stevila
z vrednostmi, enakimi komponentam vektorja ‘v, in parcialnimi odvodi enakimi
1, Ce se indeksa komponente in parcialnega odvoda ujemata, in O sicer.
Rezultat te funkcije lahko uporabimo kot vhodni argument pri racunanju
gradienta vektorske funkcije z argumentom “v'.
function spremenljivka(v::Vector{T}) where {T}
n length(v)
X Vector{Dual}()
for 1 = 1:n
xi = Dual(convert(Float64, v[i]), zeros(Float64, n))
xi.dx[i] =1
push! (x, xi)

end
return x
end

g = gradient(f, x)

Izracunaj gradient vektorske funkcije “f° v danem vektorju “x .
# Primer

A

f(x) = x[1]*x[2] + x[2]*sin(x[1])

gradient(f, [1., 2.1)

gradient(f, x::Vector) = odvod(f(spremenljivka(x)))

Program 97: Funkcija, ki izracuna gradient funkcije vektorske spremenljivke v dani tocki.

Izracunaj vrednost Ackleyeve funkcije za argument “x°
s parametri "a’, “b® in “c’.
function ackley(x, a, b, c)
d = length(x)
S1 =20.0
S2 = 0.0
for xi in x
S1 += xi * xi
S2 += cos(c * xi)
end
y = a + MathConstants.e
y -=a * exp(-b * sqrt(S1 / d))
y -= exp(S2 / d)
return y
end

Program 98: Funkcija za izracun Ackleyeve funkcije
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16 Zacetni problem za navadne diferencialne enacbe

Navadna diferencialna enacba (NDE) prvega reda je funkcijska enacba za neznano funkcijo u, v kateri
nastopa prvi odvod u’. Obravnavali bomo le enacbe, ki jih lahko zapisemo v obliki:

w'(t) = [t u(t),p), (16.1)

kjer so t neodvisna spremenljivka, u odvisna spremenljivka, p parametri enacbe in f funkcija, ki izrazi
odvod v odvisnosti od ¢, u in p. Enacba (16.1) ima enoli¢no resitev za vsak zacetni pogoj u(t,) = u,.
Iskanje resitve NDE z danim zacetnim pogojem imenujemo zacetni problem.

V tej vaji bomo napisali knjiZnico za resevanje zacetnega problema za NDE.

16.1 Naloga

1. Definiraj podatkovno strukturo, ki hrani podatke o zaetnem problemu za NDE.

2. Definiraj podatkovno strukturo, ki hrani podatke o resitvi zaCetnega problema.

3. Implementiraj funkcijo resi, ki poisCejo priblizek za reSitev zacetnega problema z razli¢nimi
metodami:
« z Eulerjevo metodo,
+ z metodo Runge-Kutta reda 2,
+ z metodo Runge-Kutta reda 4.

4. Napisi funkcijo vrednost, ki za dano resitev zacetnega problema izratuna vrednost resitve v
vmesnih toc¢kah s Hermitovim kubi¢nim zlepkom (Poglavje 12).

Napisane funkcije uporabi za obravnavo poSevnega meta z upostevanjem zracnega upora. Iz Newto-
novih zakonov gibanja in kvadratnega zakona upora zapisi sistem NDE. Kako dalec leti telo, preden
pade na tla? Koliko ¢asa leti?

Za vse tri metode oceni, kako se napaka spreminja v odvisnosti od dolzine koraka. Namesto tocne
resitve uporabi priblizek, ki ga izracunas s polovi¢nim korakom.

16.2 Resevanje enacbe z eno spremenljivko

Poglejmo, kako numeri¢no poiséemo resitev diferencialne enacbe z eno spremenljivko. Resevali bomo
le enacbe, pri katerih lahko odvod eksplicitno izrazimo in jih zapiSemo v obliki:

w(t) = f(t, u(t)) (16.2)

za neko funkcijo dveh spremenljivk f(¢,u). Funkcija f dolo¢a odvod v’ in s tem tangento na resitev
u v tocki (¢,u(t)). Za vsako tocko (¢, u) dobimo tangento oziroma smer, v kateri se reitev premakne.
Funkcija f tako dolo¢a smerno polje v ravnini (¢, u).

Za primer vzemimo enacbo:
u'(t) = —2tu(t), (16.3)
ki jo znamo tudi analiti¢no resiti in ima splosno resitev:
u(t) = Ce, CeR. (16.4)

Poglejmo, kako je videti smerno polje za enacbo (16.3). Tangente vzor¢imo na pravokotni mrezi
na pravokotniku (¢, u) € [—2,2] x [0, 4]. Za eksplicitno podano krivuljo u = u(t) je vektor v smeri
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tangente podan s koordinatami [1, v’ (t)]. Za nazornejo sliko, vektor v smeri tangente normaliziramo
in pomnozimo s primernim faktorjem, da se tangente na sliki ne prekrivajo. Uporabimo funkcijo
risi polje(fun, (t0, tk), (u@, uk), n),kinariSe polje tangent za diferencialno enacbo (glej
Program 99 in Program 100).

Narisimo polje smeri za enacbo (16.3):

using Plots
fun(t, u) = -2 * t *u
plt = ri%i polje(fun, (-2, 2), (0, 4))

Narisimo Se nekaj zacetnih pogojev in resitev, ki gredo skoznje.

t0 [-1, -1, 1]
uo = [0.5, 1, 1.5]
scatter! (plt, t0, u0, label="zacetni pogoji")
for i in 1:3
C = u0[i] / exp(-tO[i]"2)
plot!(plt, t -> C * exp(-t"2), -2, 2, label="resitev \$u(t)\$")
end
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Slika 57: Smerno polje za enacbo u’(t) = —2tu(t). V vsaki tocki ravnine (¢, u) enacba dolo¢a odvod

u’(t) = f(t,u) in s tem tudi tangento na resitev enacbe u(t) (levo). Vsaka tocka (¢, u) v ravnini ¢, u
doloca zacetni pogoj. Za razlicne zacetne pogoje dobimo razli¢ne resitve. Resitev NDE se v vsaki tocki
dotika tangente, dolocene z u’(t) = f(t,u) (desno).

Diferencialna enacba (16.3) ima neskonéno resitev. Cim pa dolo¢imo vrednost v neki tocki u(ty) = u,,
ima enacba (16.3) enoli¢no resitev u. Pogoj u(t,) = u, imenujemo zadcetni pogoj, diferencialno enacbo
z zaCetnim pogojem:

w'(t) = f(t,u),

u(ty) = ug, (16.5)

pa zacetni problem.
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Resitev zaCetnega problema (16.5) je funkcija u(t). Funkcijo u lahko numeri¢no opiS§emo na mnogo
razli¢nih nacinov. Dva nacina, ki se pogosto uporabljata, sta:

« z vektorjem vrednosti [ug, Uy, ..., u,| v danih to¢kah t,,¢,, ..., t,, ali

« z vektorjem koeficientov [ag, ay, ..., a,] v razvoju u(t) = > a;py(t) po dani bazi ¢,

Metode, ki poiséejo priblizek za vektor vrednosti, imenujemo kolokacijske metode, metode, ki poiscejo
priblizek za koeficiente v razvoju po bazi, pa spektralne metode. Metode, ki jih bomo spoznali v
nadaljevanju, uvrs¢amo med kolokacijske metode.

16.3 Eulerjeva metoda

Najpreprostejsa metoda za reSevanje zacetnega problema je Eulerjeva metoda. Za dani zaCetni problem
(16.5) bomo poiskali vrednosti u; = u(t;) v tockah ¢, <t; <..<t, =t, na intervalu [t,t;].
Vrednosti u; pois¢emo tako, da najprej izracunamo priblizek u, za t; in nato z isto metodo resimo
zaletni problem z zafetnim pogojem u(t;) & u,. Pri Eulerjevi metodi naslednjo vrednost izratunamo
iz vrednosti tangente skozi (¢, u;,) prit = t;,, ;. Tako dobimo rekurzivno formulo za priblizke v tockah
TR

ne

Uprq = U + (bpr — ) f(trs ug)- (16.6)

Samostojno delo

Napisi funkcijo u, t = euler(fun, u®, (t0, tk), n), ki implementira Eulerjevo metodo s
konstantnim korakom (Program 101).

tint = (-0.5, 0.5)
uo =1
risi polje(fun, tint, (u®, 1.5))

C =u0 / exp(-tint[1]172)
plot!(x -> C * exp(-x"2), tint[1], tint[2],
label="prava resitev", legend=:topleft)

t4, u4 = Vajal6.euler(fun, 1.0, (-0.5, 0.5), 4)
plot!(t4, u4, marker=:circle, label="priblizna resitev za \$n=4\$",
xlabel="\$t\$", ylabel="\$u\$")

t8, u8 = Vajal6.euler(fun, 1.0, [-0.5, 0.5], 8)

plot!(t8, u8, marker=:circle, label="priblizZzna reSitev za \$n=8\$",
xlabel="\$t\$", ylabel="\$u\$")
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Slika 58: Priblizna resitev zaletnega problema za ena¢bo u’ = —2tu z zacetnim pogojem u(—0.5) =

1 na intervalu [—0.5,0.5]. Priblizki so izra¢unani s 4 in 8 koraki Eulerjeve metode. Vet korakov kot
naredimo, boljsi je priblizek za resitev.

16.4 Sistemi NDE

Podobno kot za eno enacbo tudi za sistem navadnih diferencialnih enacb definiramo zacetni problem.
Sistem NDE za k spremenljivk u,, u,, ..., u;, zapiSemo v obliki:

uy = fi(t, uq, g, .oy ug, P),

u,2 = fl(taulaUQa ceey uk7p)7

(16.7)
ug, = fi(t ug, g, .. ug, p),
zacetni pogoj pa:
uy (tg) = g1, up(ty) = Ug g oy Up(to) = Ug g (16.8)
Sistem (16.7) obravnavamo kot eno samo enacbo, ¢e ga zapisemo v vektorski obliki:
u' = f(t,u,p), (16.9)
kjer je u = [uq, Uy, ..., uk]T vektor posameznih odvisnih spremenljivk sistema. Zacetni pogoj (16.8)
zapiSemo kot:
u(ty) = ug, (16.10)
kjer je zacetna vrednost u, = [“0,17”0,2a cevy Ug, k]T prav tako vektor. Vektorska enacba (16.9) in

zacetni pogoj (16.10) imata povsem enako obliko kot pri enacbi z eno spremenljivko. Edina razlika je
ta, da je u vektorska spremenljivka, f vektorska funkcija in u vektor.

Zacetni problem za sistem NDE (16.7) z zaCetnim pogojem (16.8) ima tudi enoli¢no resitev in ga obrav-
navamo povsem enako kot zacetni problem za enacbo z eno spremenljivko. Tudi Eulerjeva metoda
in vse metode, ki jih bomo spoznali v nadaljevanju, delujejo povsem enako za posamezne enacbe in
sisteme, le da stevilske vrednosti za u in v’ nadomestimo z vektorskimi vrednostmi w in u’.

V nadaljevanju bomo predstavili ogrodje za numeri¢no reSevanje zacetnih problemov za NDE, ki deluje
tako za enacbe z eno spremenljivko kot tudi za sisteme.
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16.5 Ogrodje za resevanje NDE

Definirali bomo tipe in funkcije, ki bodo omogocali enotno obravnavo reSevanja zaCetnega problema
in enostavno dodajanje razlicnih metod za reSevanje NDE. Pri tem se bomo zgledovali po paketu
DifferentialEquations.jl (glej [15] za podrobnejso razlago).

Definirajmo podatkovni tip ZaletniProblem, ki vsebuje vse podatke o zafetnem problemu (16.5).
Uporabili ga bomo kot vhodni podatek za funkcije, ki bodo poiskale numeri¢no resitev.

zp = ZacCetniProblem(f, u@ tint, p)

Podatkovna struktura s podatki za zacetni problem za
navadne diferencialne enacCbe (NDE) oblike:

"“math
u'(t) = f(t, u, p).

Desna stran NDE je podana s funkcijo “f°, ki je odvisna od vrednosti "u’, "t° in
parametrov enacbe “p° . ZacCetni pogoj " Tu(t®) = u 0" je doloCen s poljem "u@"
v zacetni tocki intervala "~ “tint=[t0, t k] ", na katerem iScemo resSitev.

## Atributi

“f': funkcija, ki izracuna odvod (desne strani NDE)
“ud”: zacetni pogoj

“tint : Casovni interval za reSitev

"p: vrednosti parametrov enacbe

struct ZacetniProblem{TU,TT,TP}

*
*
*
*

f # desne strani NDE u' = f(t, u, p)
ud::TU # zacetna vrednost
tint: :Tuple{TT,TT} # interval, na katerem iscemo reSitev
p::TP # parametri sistema
end

Priblizke, ki jih bomo izrac¢unali z razliénimi metodami, bomo shranili v poseben podatkovni tip
ResitevNDE. Poleg vrednosti neodvisne spremenljivke in izra¢unanih priblizkov resitve bomo v tipu
Re$itevNDE hranili tudi vrednosti odvodov, ki jih izra¢unamo s smernim poljem NDE. Odvode bomo
potrebovali za izracun vmesnih vrednosti s Hermitovim zlepkom.

Podatkovna struktura, ki hrani pribliZek za reSitev zacCetnega problema za NDE.
Uporablja se kot tip, ki ga vrnejo metode za reSevanje zaletnega problema.
struct ResitevNDE{TU,TT,TP}

zp::ZacetniProblem{TU,TT,TP} # referenca na zacetni problem

t::Vector{TT} # vrednosti casa (argumenta)

u::Vector{TU} # priblizki za vrednosti resitve

du::Vector{TU} # izracunane vrednosti odvoda
end
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Samostojno delo

« Definiraj podatkovni tip Euler, ki vsebuje parametre za Eulerjevo metodo.
» Napisi funkcijo resi(p::Zac¢etniProblem, metoda::Euler), ki poisce resitev zacetnega pro-
blema z Eulerjevo metodo (resitev Program 103).

Ponovno resimo zacetni problem:

u'(t) = —2tu,
(16.11)
u(—0.5) = 1.
Faktor —2 v enaél;i u’(t) = —2tu lahko obravnavamo kot parameter enacbe. Ker poznamo to¢no

_t2
resitev u(t) = e v2, lahko izra¢unamo napako. Narigimo napako Eulerjeve metode za dve razli¢ni
velikosti koraka.

fun(t, u, p) =p *t *u
problem = ZacetniProblem(fun, 1.0, (-0.5, 1.0), -2.0)
upravi(t) = exp(-t"2) / exp(-0.5"2)

resl = resi(problem, Euler(0.1))
scatter(resl.t, resl.u - upravi.(resl.t), label="\$h=0.1\$")

res2 = resi(problem, Euler(0.05))
scatter!(res2.t, res2.u - upravi.(res2.t), label="\$h=0.05\%$")

0.06

0.04

@ @
. ° [} ° o @
° @
(&) ° ° o 5
[¢]
0.02 | ° ®e
[¢] ® °
o
3o’
0'00 Lo ° Il Il Il Il Il
-0.3 0.0 0.3 0.6 0.9
Slika 59: Napaka Eulerjeve metode za zaletni problem v” = —2ut; u(—0.5) = 1 pri razli¢nih veliko-

stih koraka h = 0.1in h = 0.05

Veclicna razdelitev in posebni podatkovni tipi omogocajo abstraktno obravnavo

Uporaba specifi¢nih tipov omogoca definicijo specificnih metod, ki so posebej napisane za posa-
mezen primer. Taka organizacija kode omogoca veéjo abstrakcijo in definicijo domenskega jezika,
ki je prilagojen posameznemu podroc¢ju. Tako lahko obravnavamo ZacetniProblemNDE namesto
funkcije in vektorja, ki vsebujeta dejanske podatke. Vrednost tipa Re$itevNDE se razlikuje od
vektorjev in matrik, ki jih vsebuje, predvsem v tem, da Julia ve, da gre za podatke, ki so numericni
priblizek za resitev zacetnega problema. To prevajalniku omogoca, da za dane podatke avtomati¢no
uporabi metode glede na vlogo, ki jo imajo v danem kontekstu. Tak$na organizacija je zelo prila-
godljiva in omogoca enostavno dodajanje novih numeri¢nih metod ali novih formulacij problema
samega.
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16.6 Metode Runge-Kutta

Implementirajmo Se metodi Runge-Kutta drugega in Cetrtega reda. Naslednji priblizek za u,_ ; =
u(t,, + h) za metodo drugega reda lahko zapisemo kot:

kl = hf(tn’unvp)
k2 = hf(tn + h)un + klap)

(16.12)
1
Upy1 = Up + §(k1 + ky).
Za metodo Cetrtega reda pa je naslednji priblizek enak:
kl = h’f<tn7un7p>
1 1
1 1
k‘3 = hf (tn + §h,un + §k2,p) (1613)

ky =hf(t, + h,u, + ks,p)

1
Upt1 = Up t+ 6(k1 + 2ky + 2k3 + ky).

Samostojno delo

Definiraj naslednje tipe in metode:

+ podatkovni tip RK2, ki predstavlja metodo drugega reda (16.12) in metodo korak(m: :RK2, fun,
t0, ud, par, smer), ki izrac¢una priblizek na naslednjem koraku (Program 105),

« podatkovni tip RK4, ki predstavlja metodo Cetrtega reda (16.13) in metodo korak(m: :RK4, fun,
t0, ud, par, smer), ki izracuna priblizek na naslednjem koraku (Program 106).

16.7 Hermitova interpolacija

Numeri¢ne metode za zacetni problem NDE izracunajo priblizke za resitev zgolj v nekaterih vrednostih
spremenljivke ¢. Vrednosti resitve diferencialne enacbe lahko interpoliramo s kubi¢nim Hermitovim
zlepkom, ki smo ga Ze spoznali v poglavju o zlepkih (Poglavje 12). Hermitov zlepek je na intervalu

vrednosti tipa Re$itevNDE.

Samostojno delo

Napisi metodo vrednost(res::ReSitevNDE, t), ki vrne priblizek za resitev NDE v dani tocki
(Program 104). Vrednosti resitve lahko na ta nacin izra¢unamo tudi za argumente ¢, ki so med

priblizki, ki jih izracuna Eulerjeva ali kaksna druga metoda.

Prikazimo Hermitovo interpolacijo na grafu:
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using Plots

fun(t, u, p) =p *t *u

upravi(t) = exp(-t"2) / exp(-0.5"2)

zp = ZacetniProblem(fun, upravi(-0.5), (-0.5, 0.5), -2.0)

res = resi(zp, RK2(0.2))

scatter(res.t, res.u, label="priblizki RK2")

plot!(t -> res(t), res.t[1l], res.t[end], label="Hermitova interpolacija")
plot!(upravi, res.t[1l], res.t[end], label="prava resitev", legend=:bottom)
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Slika 60: Vmesne vrednosti med priblizki metode Runge-Kutta reda 2 interpoliramo s Hermitovim
zlepkom.

16.8 Posevni met z upostevanja zracnega upora

Posevni met opisuje gibanje tockastega telesa pod vplivom gravitacije. Enacbe, ki opisujejo posevni
met, izpeljemo iz Newtonovih zakonov gibanja. PoloZaj telesa v vsakem trenutku opisemo z vektorjem
polozajax = [z,y, z]T € R3. Trajektorija opisuje poloZaj v odvisnosti od ¢asa in je podana kot krivulja
x(t). Oznac¢imo vektor hitrosti z:

v(t) =x(t) = (il—::(t) (16.14)
in vektor pospeska z:
. dv d’x
a(t) =%(t) = E(t) = W(t) (16.15)

Gibanje tockastega telesa z maso m pod vplivom vsote vseh sil F', ki delujejo na dano telo, opise drugi
Newtonov zakon:

F = ma(t). (16.16)
Sile, ki delujejo na telo, so lahko odvisne tako od polozaja kot tudi od hitrosti. Sili, ki delujeta na telo
pri poSevnem metu, sta sila teze F| in sila zratnega upora F;,. Privzamemo, da velja kvadratni zakon

upora, po katerem je velikost sile upora sorazmerna kvadratu velikosti hitrosti. Sila upora vedno kaze
v nasprotno smer kot hitrost, zato zapisemo:

F,=—C"v|v|, (16.17)
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kjer je parameter C’ odvisen od gostote medija in oblike ter velikosti telesa. Sila teze kaze vertikalno
navzdol in je sorazmerna masi in teZnemu pospesku g:

0
F,=mg=—-mg (1) , (16.18)

kjer je g = g[0,0, —1]T vektor teznega pospeska. Vsoto vseh sil zapisemo kot:
F = —mg — C'v|v|. (16.19)
Ko vstavimo (16.19) v drugi Newtonov zakon (16.16), dobimo sistem enacb drugega reda:

= =g Call, (16.20)

8
—~
o~
SN—
|
S
~~
~+
SN—
|

kjer je C = % Ce 7elimo uporabiti metode za numeri¢no resevanje diferencialnih ena¢b, moramo
sistem (16.20) prevesti na sistem enacb prvega reda. To naredimo tako, da vpeljemo nove spremenljivke
za komponente odvoda @. Oznake za nove spremenljivke se ponujajo kar same v(t) = &(t). Sistem
enacb drugega reda (16.20) je ekvivalenten sistemu enacb prvega reda:

& (t) = v(t),
o(t) = g — Ca(t)|2(t)].

V enacbah (16.21) se v resnici skriva 6 enacb, po ena za vsako komponento vektorjev = in v. Ce

(16.21)

ni bo¢nega vetra, se telo giblje v navpi¢ni ravnini. Koordinatni sistem postavimo tako, da je y =0
in $tevilo odvisnih spremenljivk in enacb zmanjSamo na 4. Spremenljivke zdruzimo v en vektor s 4
komponentami:

u(t) = (16.22)

x
z
v.’E
UZ
Nato napisemo funkcijo f_posevni(t, u, p),kiizra¢una vektor desnih stani enacb (16.21):

using LinearAlgebra

Izracunaj desne strani enacb za posSevni met.
function f poSevni(_, u, par)

g, C = par

n = div(length(u), 2)

Y uln+l:end]

fg = zero(v)

fglend] = -g

f=1Ffg - c*v * norm(v)

return vcat(v, f)
end

Definirajmo vrednost tipa Za¢etniProblem, ki opiSe zacetni problem za enacbe (16.21) za prvih 5s

. . _ T . . _
leta z zacetnimi pogoji T, = 0m, 2y = 1m, vy = [10ms ',20ms']" in parametri g = 9.8 ms 2
ter C = 0.1 m~!. Nato uporabimo funkcijo resi in problem resimo z metodo Runge-Kuta reda 4 s

korakom h = 0.1s.
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x0 = [0.0, 1.0]
vl = [10.0, 20.0]
tint = (0.0, 5.0)
g=9.8

c=20.1

zp = ZacCetniProblem(f poSevni, vcat(x@, v@), tint, (g, c))
res = resi(zp, RK4(0.1))
using Plots

plot(t -> res(t)[1], tint..., label="\$x(t)\$")
plot!(t -> res(t)[2], tint..., label="\$z(t)\$")
plot!(t -> res(t)[3]1, tint..., label="\$v x(t)\$")

plot!(t -> res(t)[4], tint..., label="\$v z(t)\$", xlabel="\$t\$")

20

10

—-10 |

—20 +

t

Slika 61: Komponente resitve zaCetnega problema za posevni met. Graf prikazuje, kako se lega (koor-
dinati z in 2) ter hitrost (komponenti v,, in v,) spreminjajo v odvisnosti od ¢asa.

Iz grafa razberemo, da se hitrost priblizuje limitni vrednosti. V vodoravni smeri gre hitrost proti
0m s~ !, v vertikalni smeri pa se priblizuje vrednosti, ko sta sila teZe in sila upora v ravnovesju
IF,|=|F|=C?=g=uv=4/2 (16.23)
ul = ¥y =9 =\ :
Hitrost, ko se to zgodi imenujemo terminalna hitrost prostega pada. V nasem primeru je terminalna
hitrost enaka v = 1/9.8/0.1ms ! ~ 9.9ms™1,

Poglejmo, kako se obnesejo razli¢ne metode. Primerjali bomo vse tri metode, ki smo jih spoznali. Za
razli¢ne vrednosti koraka bomo izracunali priblizek in ga primerjali s pravo resitvijo. Ker prave resitve
ne poznamo, bomo namesto nje uporabili priblizek, ki ga dobimo z metodo Runge-Kutta reda 4 s
poloviénim korakom. Napako bomo ocenili tako, da bomo poiskali najve¢jo napako med razli¢nimi
vrednostmi ¢ na danem intervalu [t, t;].
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zp = ZacCetniProblem(f poSevni, [0.0, 2.0, 10.0, 20.0], (0.0, 3.0), (9.8, 0.1))
function napaka(reSevalec, zp, resitev, nvzorca=100)

priblizek = resi(zp, reSevalec)

t0, tk = zp.tint

t = range(t0, tk, nvzorca)

maximum(t -> norm(pribliZzek(t) - reSitev(t)), t)
end

h=3./(2." (2:10))

reSitev = resi(zp, RK4(h[end] / 2))

napakaEuler = [napaka(Euler(hi), zp, reSitev) for hi in h]

napakaRK2 = [napaka(RK2(hi), zp, reSitev) for hi in h]

napakaRK4 = [napaka(RK4(hi), zp, reSitev) for hi in h]

scatter(h, napakaEuler, xscale=:1l0gl0, yscale=:10gl0, label="Euler")

scatter! (h, napakaRK2, xscale=:10gl0, yscale=:1logl0@, label="RK2")

scatter! (h, napakaRK4, xscale=:10gl0, yscale=:1logl0®, label="RK4", legend=:topleft)
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Slika 62: Napaka za razli¢ne metode v odvisnosti od velikosti koraka v logaritemski skali

Kako izbrati primerno metodo?

V tej vaji smo spoznali tri razlicne metode: Eulerjevo, Runge-Kutta reda 2 in reda 4. Poleg
omenjenih, obstaja Se cel Zivalski vrt razli¢cnih metod za resevanje zacetnega problema NDE. Tule
je na primer seznam metod, implementiranih v paketu DifferentialEquations, podrobneje pa
so opisane v [16]. Kako se odlo¢imo, katero metodo izbrati?

Izberemo metodo, ki ima red vsaj 4, sicer je treba korak zelo zmanjsati, da dobimo dovolj dobro
natanc¢nost. Za splosno rabo so najprimernejSe metode s kontrolo koraka. Zelo popularna je
metoda Dormand-Prince reda 5 s kratico DOPRIS5, ki jo privzeto uporabljajo Matlab, Octave in
paket DifferentialEquations za Julio.

Pri nekaterih NDE postanejo obicajne metode kot so Runge-Kutta in DOPRI5 numeri¢no nesta-
bilne. Take enacbe imenujemo toge diferencialne enacbe. Za toge diferencialne enacbe so razvili
veliko specialnih metod (glej [17]).

Prav tako obstajajo metode, ki so prilagojene posebnim razredom diferencialnih enacb, na primer
enacbam na Liejevih grupah in homogenih prostorih, Hamiltonskim enacbam in $§e mnogo drugih.

186



https://docs.sciml.ai/DiffEqDocs/stable/solvers/ode_solve/
https://en.wikipedia.org/wiki/Dormand%E2%80%93Prince_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Stiff_equation

16.9 Cas in dolzina meta

Za razli¢ne zaCetne pogoje in parametre zelimo poiskati, kako dalec leti telo, preden pade na tla. Naj
bodo tla na visini 0. Najprej pois¢emo, kdaj telo zadene tla. To se zgodi takrat, ko je telo na visini 0.
Iskani ¢as je torej resitev enacbe:

z(t) = uy(t) = 0. (16.24)
Vrednost z(t) je ena komponenta resitve zacetnega problema. Enacba (16.24) je nelinearna enacba,

za katero ne poznamo eksplicitne formule. Kljub temu lahko za iskanje resitev uporabimo metode za
reSevanje nelinearnih enacb. Problema se lotimo splosnejse. Enacbo (16.24) zapiSemo kot:

h(t) = F(u(t)) =0, (16.25)
kjer je u resitev zaCetnega problema (16.21), funkcija F'(u) pa vrne vertikalno komponento vektorja
u:

F(lz, z,v,,v,]) = 2. (16.26)

Za reSevanje enacbe h(t) = 0 uporabimo metode za reSevanje nelinearnih enacb, na primer bisekcijo
ali Newtonovo metodo. Lahko uporabimo Newtonovo metodo, saj je vrednost odvoda h’(t) na voljo.
Vrednost odvoda #(t) in s tem tudi A’ (t) = %F (u(t)) izratunamo iz desnih strani diferencialne
enacbe:

W (t) = %F(u(t)) — VFu() - a(t) = VF - f(¢, u(t),p). (16.27)

Z numeri¢nimi metodami dobimo pribliZek za zacetni problem v obliki zaporedja priblizkov:

Ug, Uy ey Uy, (16.28)

za vrednosti ob ¢asih ¢y, t1, ..., t,,. Za vsak izra¢un h(t) bi morali vsaki¢ znova izracunati zacetni del
zaporedja u,. Da se temu izognemo, najprej poi§¢emo interval [¢;, ¢, |, na katerem lezi nicla. V tabeli
poiscemo 14, za katerega je:

F(u;)F(u;,,) <O0. (16.29)

Ko pois¢emo interval [t;,¢;, ], na katerem je ni¢la, smo niclo Ze poiskali z natan¢énostjo § = |¢;,; —
t;|. Zmanjsanje koraka osnovne metode bi sicer dalo boljsi priblizek, vendar se tudi ¢asovna zahtevnost
poveca za enak faktor, kot se zmanj$a natan¢nost. Bistveno bolje je uporabiti eno od metod za resevanje
nelinearnih enacb.

Vrednosti ¢; in u,; uporabimo kot nov zacetni priblizek za zacetni problem. Tako lahko zgolj z enim
korakom izbrane metode izratunamo h(t) = F'(u(t)) za poljuben t € [t;,t;,4].

Iskanje nicle v tabeli

Imamo tabelo vrednosti funkcije [f;, fs, ..., f,,] in Zelimo poiskati ni¢lo. Pogoj f; = 0 ni najboljsi,
saj zaradi zaokrozitvenih napak skoraj zagotovo ni nikoli izpolnjen. Tudi pogoj |f;| < € ni dosti
boljsi, ker je nicla lahko med dvema vrednostima f; in f; , Ceprav sta vrednosti dalec¢ stran od
nicle. Ni¢la pa je zagotovo tam, kjer funkcija spremeni predznak. Pravi pogoj je zato:

fi+ fimr <0 (16.30)
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Samostojno delo

Napisi naslednje funkcije:

« niéla_interval(res::ReSitevNDE, F), ki poisCe interval, na katerem je dana funkcija F(t,
u, du) enaka 0 (Program 107) in

« nié¢la(res::Re3itevNDE, F, DF), ki pois¢e ni¢lo funkcije F(t, u, du) za dano reSitev
zaCetnega problema. Za ra¢unanje novih vrednosti naj uporabi metodo RK4 (Program 108).

Funkcijo niéla uporabimo za poSevni met. Uporabili bomo relativno velik korak, da bo postopek
iskanja ni¢le nazornejsi. Resimo zacetni problem za posevni met (16.21) s parametri g = 9.8ms 2, ¢ =
0.1 m™!, z zacetnim polozajem z = 0 m, 2 = 1 m in zacetno hitrostjo v, = 10ms 2, v, =20ms '

Enote so v numeri¢nem izra¢unu izpuscene.

x0 = [0.0, 1.0]
v = [10.0, 20.0]
tint = (0.0, 3.0)
g=29.8

c=20.1

zp = ZacetniProblem(f poSevni, vcat(x@, v0), tint, (g, c))
res = resi(zp, RK4(0.3))
scatter(res.t, [u[2] for u in res.u], label="priblizki za resitev")

Priblizki za resitev so precej narazen, saj smo za izracun uporabili relativno velik korak A = 0.3. Kljub
temu je zaradi visokega reda metode Runge-Kutta izracun dokaj natancen. V tabeli priblizkov, ki smo jo
dobili z metodo Runge-Kutta, pois¢emo interval, na katerem druga komponenta u, spremeni predznak.
Nato z Newtonovo metodo resimo nelinearno enacbo u,(t) = 0.

fun(_t, u, du) = u[2]

dfun(_t, u, du) = ul4]

i = Vajal6.nic¢la_interval(res, fun)

scatter!(res.t[i:i+1], [res.u[i]l[2], res.u[i+1][2]], label="interval z niclo")

t0 = nic¢la(res, fun, dfun)

scatter! ([tO], [res(t0)[2]], label="nicla \$t=$(t0O)\$")

plot!(t -> res(t)[2], O, t0O, label="Hermitov zlepek", xlabel="\$t\$",
ylabel="visina \$z=u 2\$")
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Slika 63: Slika ilustrira postopek, s katerim poisc¢emo, koliko Casa izstrelek leti, preden pade na tla.
Najprej pois¢emo priblizke za resitev z metodo Runge-Kutta reda 4. Nato pois¢emo interval med
priblizki, na katerem vi§ina z = u, spremeni predznak. Enacbo u,(t) = 0 resimo z Newtonovo metodo.
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Vrednost t0 predstavlja ¢as leta, medtem ko dolZino leta razberemo iz prve komponente resitve.

julia> (tO, res(t0))
(2.5683457500100455, [9.69610631974621, -4.334343792807005e-5, 1.4160245365127713,
-8.8367082025790161])

Iz rezultata razberemo, da je Cas leta priblizno 2.57 s, medtem ko je dolZina, ki jo izstrelek doseZe enaka
9.67 m. NariSimo $e trajektorijo, ki je podana s parametri¢no krivuljo (z(t), 2(t)) = (uq(t), ug(t)).

t = range(0, t0, 100)
X = [res(ti)[1] for ti in t]
y = [res(ti)[2] for ti in t]

plot(x, y, label="trajektorija", xlabel="\$x\$", ylabel="\$z\$")

8 I trajektorija

T

Slika 64: Trajektorija poSevnega meta od zacetka do trenutka, ko izstrelek pade na tla.
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16.10 Resitve

using LinearAlgebra

Izracunaj enotski vektor v smeri tangente na reSitev diferencialne enacbe
u'(t)=f(t, u(t)) ~."""

function tangenta(f, t, u)
v = [1, f(t, u)l
return v / norm(v)

end

function daljica(f, t, u, 1)
v = 1 * tangenta(f, t, u) / 2

dt, du = v
return [t - dt, t + dt], [u - du, u + dul
end
Vzorli smerno polje za NDE 1. reda "u' = fun(t, u)  na pravokotniku

“[t0, tk] x [u®, uk]® z "n’ delilnimi tockami v obeh smereh.
function vzorci polje(fun, (t0, tk), (u®, uk), n=21)

t = range(t0, tk, n)

u = range(u0, uk, n)

dt = t[2] - t[1]
du = u[2] - u[l]
1 = min(dt, du) * 0.6

# enotske vektorje skaliramo, da se ne prekrivajo
polje = [daljica(fun, ti, ui, 1) for ti in t for ui in u]
return polje

end

Program 99: Funkcija izra¢una polje smeri za NDE prvega reda v vozlis¢ih pravokotne mreZe na danem
pravokotniku.
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using Plots
function risi polje(fun, (t0, tk), (u®, uk), n=21)
polje = vzorc¢i polje(fun, (t0, tk), (u®, uk), n)

N = length(polje)
x = polje[1][1]
y = polje[l][2]

for 1 in 2:N
# med daljice vrinemo vrednosti NaN, da plot prekine ¢rto
push! (x, NaN)
append! (x, polje[i][1])
push!(y, NaN)
append! (y, polje[i][2])
end
return plot(x, y, xlabel="\$t\$", ylabel="\$u\$", label=false)
end

Program 100: Funkcija narise polje smeri za NDE prvega reda v ravnini ¢, u.

u, t = euler(fun, ud, (t0, tk), n)

IzracCunaj priblizek za reSitev zacCetnega problema za diferencialno enacbo z
Eulerjevo metodo z enakimi koraki.
# Argumenti

- “fun® desne strani DE “u'=fun(t, u)’
- "u@" zacetni pogoj “u(t0) = u@"
- " (t0, tk)® interval, na katerem iScemo reSitev
- 'n’ Stevilo korakov Eulerjeve metode
function euler(fun, u0, tint, n)
t0, tk = tint
t = range(t0, tk, n + 1)
h t[2] - t[1]
u [ud]
for i = 1:n
ud += h * fun(t[i], u0)
push!(u, u0)
end
return t, u
end

Program 101: Eulerjeva metoda za reSevanje zacetnega problema NDE
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r = resi(zp::ZacetniProblem, reSevalec::TR) where {TR<:ReSevalecNDE}
ReSi zacetni problem za NDE “zp® z danim reSevalcem " reSevalec'.
# Primer

ReSimo ZP za enacbo "u'(t) = -2t u" z zacetnim pogojem "u(-0.5) = 1.0":
“Tjulia-repl

julia> fun(t, u, p) = -p * t * u;

julia> problem = ZacetniProblem(fun, 1., (-0.5, 1), 2);

julia> res = resi(problem, Euler(0.5)) # reSi problem s korakom 0.5

function resi(zp::ZacetniProblem{TU,TT,TP}, metoda::TM) where
{TU,TT,TP,TM<:ReSevalecNDE}
t0, tk = zp.tint

ud = zp.uo

smer = sign(tk - t0)
t = [t10]

u = [ud]

du = TU[]

while smer * t0 < smer * tk
t0, u0, dud = korak(metoda, zp.f, t0, u@, zp.p, smer)
push!(t, to0)
push! (u, u0)
push! (du, du0)
end
push! (du, zp.f(t[end], u[end], zp.p)) # odvod v zadnjem pribliZku
return ReSitevNDE(zp, t, u, du)
end

Program 102: Funkcija resi, ki poisce resitev zacetnega problema z razli¢nimi metodami. Posamezne
metode implementiramo tako, da definiramo metode za funkcijo korak.
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plain

u, t = euler(fun, ud, (tO0, tk), n)

Izracunaj priblizek za reSitev zaletnega problema za diferencialno enacbo z
Eulerjevo metodo z enakimi koraki.
# Argumenti

- “fun® desne strani DE “u'=fun(t, u)’
- 'ud" zacetni pogoj “u(t@) = u@"
- " (t0, tk)® interval, na katerem iScemo reSitev
- 'n’ Stevilo korakov Eulerjeve metode
function euler(fun, u@, tint, n)
t0, tk = tint
t = range(t0, tk, n + 1)
h = t[2] - t[1]
u [ud]
for i = 1:n
ud += h * fun(t[i], u0)
push! (u, u0)
end
return t, u
end

Program 103: Metoda za funkcijo korak, ki poisce resitev zacetnega problema z enim korakom
Eulerjeve metode.

using Vajal2

y = vrednost(r, t)

Izrac¢unaj vrednost reSitve "r° v toc¢ki "t°. Funkcija za izracun vrednosti
uporabi interpolacijo s Hermitovim zlepkom.
function vrednost(r::ReSitevNDE, t)
z = Vajal2.HermitovZlepek(r.t, r.u, r.du)
return Vajal2.vrednost(t, z)
end

# Omogocimo, da reSitev NDE klicemo kot funkcijo.
(res::ReSitevNDE) (t) = vrednost(res, t)

Program 104: Vmesne vrednosti resitve NDE izratunamo s Hermitovim kubi¢nim zlepkom.

194



struct RK2{T} <: ReSevalecNDE
h::T # dolzina koraka
end

Izracunaj en korak metode Runge-Kutta reda 2.
function korak(m::RK2, fun, tO, u0®, par, smer)
h = smer * m.h
du = fun(t@, u@, par)
t =10 +h
kl = h * du
k2 = h * fun(t, u0 + k1, par)
return t, u@ + (k1 + k2) / 2, du
end

Program 105: Metoda za funkcijo korak, ki poisce resitev zacetnega problema z enim korakom metode
Runge-Kutta drugega reda.

struct RK4{T} <: ReSevalecNDE
h::T
end

function korak(res::RK4, fun, tO, u0®, par, smer)
h = smer * res.h

du = fun(t0, u0, par)

k1l = h * du

k2 = h * fun(t®@ + h / 2, u@ + k1 / 2, par)
k3 = h * fun(t®@ + h / 2, u0 + k2 / 2, par)
k4 = h * fun(t0 + h, u® + k3, par)

return t0@ + h, u® + (k1 + 2(k2 + k3) + k4) / 6, du
end

Program 106: Metoda za funkcijo korak, ki poisce resitev zacetnega problema z enim korakom metode
Runge-Kutta Cetrtega reda.

function nicla interval(res::ReSitevNDE, fun)
t, u, du = res.t, res.u, res.du
n = length(t)
for i in 1:n-1
if fun(t[i], u[i], du[i]) * fun(t[i+1], ul[i+1], dul[i+l1l]) < O

return i
end
end
throw("Ni intervala z niclo")
end

Program 107: Funkcija, ki pois¢e interval [¢;,t,, ], na katerem ima funkcija F'(u(t)) niclo.
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function newton(fdf, x0, maxit=10, atol=1le-8)
for in l:maxit # Newtonova metoda
z, dz = fdf(x0)
dx = -z / dz
x0 += dx
if abs(dx) < atol
return x0
end
end
throw("Newtonova metoda ne konvergira po $maxit korakih!")
end

function nicla(res::ReSitevNDE, fun, dfun, maxit=10, atol=le-8)
t, u=res.t, res.u
i = nic¢la_interval(res, fun)
function rhs(tk) # desne strani enacbe
reSevalec = RK4(tk - t[i])
smer = sign(tk - t[i])
t0, u@, dud = korak(resevalec, res.zp.f, t[i], u[il], res.zp.p, smer)
return fun(t@, u@, du@), dfun(t®@, ud, dud)
end
newton(rhs, t[i], maxit, atol)
end

Program 108: Funkcija, ki pois¢e vrednost ¢, pri kateri je F'(u(t)) = 0.

16.11 Testi

@testset "Vrednost za ReSitevNDE" begin
f(t) = [t"3, t72]
df (t) = [3t.”2, 2t]
t=1[0., 1., 2.1
zp = ZacetniProblem((t, x, p) -> df(t), [0.0, 0], (0.0, 2.0), nothing)
res = ReSitevNDE(zp, t, f.(t), df.(t))
@test res(0.) = f(0)
@test res(1.) f(1)
@test res(2.) f(2)
end

n

n

Program 109: Test za ratunanje vmesnih vrednosti resitev zacetnega problema
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17 Navodila za pripravo domacih nalog

V nadaljevanju so navodila za pripravo domacih nalog v programskem jeziku Julia. Navodila so
uporabna tudi za reSevanje v kak$nem drugem programskem jeziku. V tem primeru jih smiselno
prilagodimo.

17.1 Kontrolni seznam

Seznam delov, ki jih mora vsebovati vsaka domaca naloga:

+ koda (src\NalogaXY.jl),

testi (test\runtests.jl),

« dokument README.md,

 demo skripta, s katero ustvarite rezultate za porocilo,
« porocilo v formatu PDF.

Preden konc¢as domaco nalogo, uporabi naslednji kontrolni seznam:

« vse funkcije imajo dokumentacijo,
« testi pokrivajo veéino kode,
« README vsebuje naslednje:
» ime in priimek avtorja,
» opis naloge,
» navodila kako uporabiti kodo,
» navodila, kako pognati teste,
» navodila, kako ustvariti porocilo,
« README ni predolg,
porocilo vsebuje naslednje:
» ime in priimek avtorja,
» splosen (matemati¢ni) opis naloge,
» sploSen opis resitve,
» primer uporabe (slikice prosim :-).

17.2 Kako pisati in kako ne

V nadaljevanju je nekaj primerov dobre prakse, kako pisati kodo, teste in porocilo. Pri pisanju besedil
je vedno treba imeti v mislih, komu je porocilo namenjeno.

Pisec naj uporabi empatijo do bralca in naj poskusa napisati zgodbo, ki ji bralec lahko sledi. Tudi ¢e
je pisanje namenjeno strokovnjakom, je dobro, da je ¢im vec besedila razumljivega tudi $irsi publiki.
Tudi strokovnjaki radi beremo besedila, ki jih hitro razumemo. Zato je dobro zaceti z okvirnim opisom
z malo formulami in splo$nimi izrazi. V nadaljevanju besedilo stopnjujemo k vedno podrobnejsim
informacijam.

Doloc¢ene podrobnosti, ki so povezane s konkretno implementacijo, brez skode izpustimo.

Opis resitve naj bo okviren

Opis resitve naj bo zgolj okviren. Izogibaj se uporabi programerskih izrazov. Raje uporabi matematicne.
Na primer: izraz uporabimo ,for” zanko, nadomesti s postopek ponavljamo. Od bralca zahteva splosen
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opis manj napora in mu da $irso sliko. Ce Zeli§ dodati izpeljave, jih napisi z matemati¢nimi formulami,
ne v programskem jeziku. Koda sodi zgolj v del, kjer je opisana uporaba za konkreten primer.

Dosro!  Splosen opis algoritma

Algoritem za LU razcep smo prilagodili tridiagonalni strukturi matrike. Namesto trojne zanke smo
uporabili le enojno, saj je pod pivotnim elementom nenicelen le en element. Casovna zahtevnost
algoritma je tako z O(n?®) padla na zgolj O(n).

SLaBo!  Podrobna razlaga kode, vrstico po vrstico

V programu za LU razcep smo uporabili for zanko od 2 do velikosti matrike. V prvi vrstici
zanke smo izracunali L.s[i], tako da smo element T.s[i] delili zU.z[i-1]. Nato smo izra¢unali
diagonalni element, tako da smo uporabili formulo U.d[1i]-L.s[i]*U.d[i-1]. Na koncu zanke
smo vrnili matriki L in U.

Podrobnosti implementacije ne sodijo v porocilo

Podrobnosti implementacije so razvidne iz kode, zato jih nima smisla ponavljati v poro¢ilu. Algoritme
opiSemo okvirno, tako da izpustimo podrobnosti, ki niso nujno potrebne za razumevanje. Podrobnosti
lahko dodamo v nadaljevanju, ¢e so potrebne.

Dosro!  Algoritem opisemo okvirno, podrobnosti razloZimo kasneje

V matriki Zelimo eliminirati spodnji trikotnik. To doseZemo tako, da stolpce enega za drugim pre-
slikamo s Householderjevimi zrcaljenji. Za vsak stolpec pois¢emo vektor, preko katerega zrcalimo.

Vektor pois¢emo tako, da ima zrcalna slika ni¢le pod diagonalnim elementom.

Tu lahko z razlago zaklju¢imo. Ce Zelimo dodati podrobnosti, jih navedemo za okvirno idejo.

Dosro!  Podrobnosti sledijo za okvirno razlago

Vektor zrcaljenja dobimo kot:
u = [s(k) + A ks Ay s - An i) (17.1)

kjer je s(k) = sign(A,, ;) * |A(k : n, k)|. Podmatriko A(k : n,k + 1 : n) prezrcalimo preko vek-
torja u, tako da podmatriki odstejemo matriko:

uTA(k:n,k+1:n)
uTu

2u . (17.2)

Na k-tem koraku prezrcalimo le podmatriko k : n X k : n, ostali deli matrike pa ostanejo nespre-

menjeni.

Takojsnje razlaganje podrobnosti, brez predhodnega opisa osnovne ideje, ni dobro, saj bralec tezko
razlo¢i, kaj je zares pomembno in kaj ne.
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Seao!  Takoj dodamo vse podrobnosti, ne da bi razloZili namen

Za vsak k pois¢emo vektor u = [s(k) + Ay, Apy1 g -An i) Ker je s(k) =sign(Ay ;) *
| [ Ak ks - An ] I

Nato matriko popravimo:

ul « Ak :n,k+1:n)

ul xu

Ak:nk+1:n)=Ak:nk+1:n)—2xux* (17.3)

Ce implementacija vsebuje posebnosti, kot na primer uporabo posebne podatkovne strukture ali
algoritma, jih lahko opisemo v porocilu. Vendar tudi tu pazimo, da bralca ne obremenjujemo s podrob-

nostmi.

DoBro!  Posebnosti implementacije opisemo v grobem in se ne spus¢amo v podrobnosti

Za tridiagonalne matrike definiramo posebno podatkovno strukturo Tridiag, ki hrani le neni-
celne elemente matrike. Julia omogoca, da LU razcep tridiagonalne matrike implementiramo
kot specializirano metodo funkcije lu iz paketa LinearAlgebra. Pri tem upostevamo posebnosti
tridiagonalne matrike in algoritem za LU razcep prilagodimo tako, da se ¢asovna in prostorska

zahtevnost zmanj$ata na O(n).

Pazimo, da v poroc¢ilu ne povzemamo direktno posameznih korakov kode.

ScaBo!  Opisovanje, kaj pocnejo posamezni koraki kode, ne sodi v porocilo.

Za tridiagonalne matrike definiramo podatkovni tip Tridiag, ki ima 3 atribute s, d in z. Atribut s
vsebuje elemente pod diagonalo, ...

LU razcep implementiramo kot metodo za funkcijo LinearAlgebra.lu. V for zanki izracunamo
naslednje:

1. element 1[i]=a[i, i-11/a[i-1, i-1]

Zo oo

17.3 Kako pisati avtomatske teste

Nekaj nasvetov, kako lahko testiramo kodo:

Na roke poi$cemo resitev za preprost primer in jo primerjamo z rezultati funkcije.

Ustvarimo testne podatke, za katere je znana resitev. Na primer za testiranje kode, ki resi sistem
Ax=Db, izberemo A in x in izratunamo desne strani kot b=A*x.

Preverimo lastnost resitve. Za enacbe f(x)=0 lahko resitev, ki jo izracuna program, preprosto
vstavimo nazaj v enacbo in preverimo, ali je enacba izpolnjena.

Red metode lahko preverimo tako, da naredimo simulacijo in primerjamo red metode z redom
programa, ki ga eksperimentalno dolo¢imo.

Ce je le mogoce, v testih ne uporabljamo rezultatov, ki jih proizvede koda sama. Ko je koda dovolj
Casa v uporabi, lahko rezultate kode same uporabimo za regresijske teste.

Pokritost kode s testi

Pri pisanju testov je pomembno, da testi izvedejo vse veje v kodi. Delez kode, ki se izvede med testi,
imenujemo pokritost kode (angl. Code Coverage). V Julii lahko pokritost kode dobimo z argumentom
coverage=true, ki ga dodamo metodi Pkg. test:
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import Pkg; Pkg.test("NalogaXY"; coverage=true)

Zgornji ukaz bo za vsako datoteko iz mape src ustvaril ustrezno datoteko s konénico . cov, v kateri
je shranjena informacija o tem, kateri deli kode so bili uporabljeni med izvajanjem testov. Za pripravo
povzetka o pokritosti kode uporabimo paket Coverage.jl:

using Coverage

cov = process folder("NalogaxY")

pokrite vrstice, vse vrstice = get summary(cov)

delez = pokrite vrstice / vse vrstice
println("Pokritost kode s testi: $(round(delez*100))%.")

17.4 Priprava zahteve za zdruzitev

Za laZjo komunikacijo predlagam, da resitev domace naloge postavi$ v svojo vejo in ustvaris zahtevo
za zdruzitev (Pull request za GitHub oziroma Merge request za GitLab). V nadaljevanju bomo opisali,
kako to storis, Ce repozitorij z domacimi nalogami gosti$§ na GitLabu. Postopek za GitHub in druge
platforme je podoben.

Preden zacne$ z delom, ustvari vejo na svoji delovni kopiji repozitorija in jo potisno na GitLab. Ime
veje naj bo domada-X, se pravi domac¢a-01 za prvo domaco nalogo in tako naprej. To naredis z ukazom

$ git checkout -b domaca-01
$ git push -u origin domaca-01

Stikalo -u pove gitu, naj z domaco vejo sledi veji na GitLabu.

Med delom sproti dodajaj vnose z git commit in jih prenesi na GitLab z ukazom git push. Ko je

domaca naloga koncana, na GitLabu ustvari zahtevo za zdruzitev (angl. Merge request):

« Klikni na zavihek Merge requests in nato na gumb New merge request.

+ Na desni strani izberi vejo domaca-01 in klikni na gumb Compare branches and continue.

« Ko je koda pripravljena na pregled, odstrani besedo Draft: v naslovu in v komentarju povabi
asistenta k pregledu. To stori$ tako, da v komentar doda$ uporabnisko ime asistenta (npr.
@mojZlobniAsistent):

@mojZlobniAsistent Prosim za pregled.

Pri domacih nalogah se posvetuj s kolegi

Ni¢ ni narobe, ¢e za pomoc¢ pri domaci nalogi prosis kolega. Seveda moras kodo in porocilo napisati
sam, lahko pa kolega prosi$ za pregled kode v zahtevi za zdruzitev ali za pomo¢, ¢e kaj ne dela.

Domaco nalogo lahko resujete skupinsko, vendar morate v tem primeru resiti toliko razli¢nih
nalog, kot vas je v skupini.
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18 Domace naloge

Pomemben del ucenja je samostojno reSevanje nalog. Naloge v tem poglavju so razdeljene v tri sklope.
Prvi vsebuje naloge, ki zahtevajo izdelavo resitve po to¢no doloéenih specifikacijah. Naloge iz drugih
dveh sklopov so bolj odprtega tipa in zahtevajo ve¢ samostojnosti pri resevanju. Priporofam, da iz
vsakega sklopa resi$ po eno nalogo in da naloge resite v obliki paketa za Julio z vsem, kar sodi zraven
(glej Poglavije 1 in Poglavje 17).

Namen nalog ni, da na internetu pois¢es optimalen algoritem in ga implementira$, ampak da uporabis
lastno znanje, ¢eprav na koncu resitev morda ne bo optimalna. Kljub temu pazi na ¢asovno in
prostorsko zahtevnost in zahtevano natancnost.

18.1 Prva domaca naloga

18.1.1 SOR iteracija za razprSene matrike

Najbo A n x ndiagonalno dominantna razpriena matrika (velika vecina elementov je nicelnih, a,; = 0).

Definiraj nov podatkovni tip RedkaMat rika, ki matriko zaradi prostorskih zahtev hrani v dveh matri-
kah V in I, kjer sta V in I n X m matriki, tako da velja:

V(i,j) = A4, 1(i, 7)) (18.1)
V matriki V se torej nahajajo nenicelni elementi matrike A. Vsaka vrstica matrike V vsebuje nenicelne
elemente iz iste vrstice v A. V matriki I pa so shranjeni indeksi stolpcev teh nenicelnih elementov.
Za podatkovni tip RedkaMatrika definiraj metode za naslednje funkcije:

« indeksiranje: Base.getindex,Base.setindex!,Base.firstindex in Base.lastindex
« mnoZenje z desne Base. * z vektorjem

Vec¢ informacij o tipih in vmesnikih.

Napisi funkcijo x, it = sor(A, b, x0, omega, tol=le-10), ki resi razprseni sistem Az = b z SOR
iteracijo. Pri tem je x0 zacetni priblizek, tol pogoj za ustavitev iteracije in omega parameter pri SOR
iteraciji. Iteracija naj se ustavi, ko je

|Az™® —b|, < 6, (18.2)
kjer je 6 podan z argumentom tol.
Metodo uporabi za vlozitev grafa v ravnino ali prostor s fizikalno metodo (Poglavje 6).
Za uporabljene primere pois¢i optimalni w, pri katerem SOR najhitreje konvergira in predstavi odvi-

snost hitrosti konvergence od izbire w.

18.1.2 Metoda konjugiranih gradientov za razprsene matrike

Definirajte nov podatkovni tip RedkaMatrika, kot je opisano v prejsnji nalogi.
Napisite funkcijo [x,i]=conj grad(A, b), ki resi sistem

Az = b, (18.3)
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z metodo konjugiranih gradientov za tip matrike RedkaMatrika.

Metodo uporabite na primeru vlozitve grafa v ravnino ali prostor s fizikalno metodo, kot je opisano v
prejsnji nalogi.

18.1.3 Metoda konjugiranih gradientov s predpogojevanjem

Za pohitritev konvergence iterativnih metod se velikokrat izvede t. i. predpogojevanje (angl. precon-
ditioning). Za simetri¢ne pozitivno definitne matrike je to pogosto nepopolni razcep Choleskega, pri
katerem sledimo algoritmu za razcep Choleskega, le da ni¢elne elemente pustimo pri miru.

Naj bo A n x n pozitivno definitna razprSena matrika (velika vecina elementov je niCelnih, a;; =

0). Matriko zaradi prostorskih zahtev hranimo kot razprseno matriko. Poglej si dokumentacijo za
razprSene matrike.

Napisite funkcijo L = nep_chol(A), ki izracuna nepopolni razcep Choleskega za matriko tipa
AbstractSparseMatrix. Napisite Se funkcijo x, i = conj_grad(A, b, L), ki resi sistem linearnih
enacb

Az =b (18.4)

s predpogojeno metodo konjugiranih gradientov za matriko M = LT L kot predpogojevalcem. Pri tem
pazi, da matrike M ne izratunate, ampak uporabite razcep M = LT L. Za razli¢ne primere preverite,
ali se izboljsa hitrost konvergence.

18.1.4 QR razcep zgornje Hessenbergove matrike
Najbo H n x n zgornja Hessenbergova matrika (velja a;; = 0 za j < i — 1). Definiraj podatkovni tip
ZgornjiHessenberg za zgornjo Hessenbergovo matriko.

Napisi funkcijo Q, R = qr(H), ki izvede QR razcep matrike H tipa ZgornjiHessenberg z Givensovimi
rotacijami. Matrika R naj bo zgornja trikotna matrika enakih dimenzij kot H, v Q pa naj bo matrika
tipa Givens.

Podatkovni tip Givens definirajte sami tako, da hrani le zaporedje rotacij, ki se med razcepom izvedejo
in indekse vrstic, na katere te rotacije delujejo. Posamezno rotacijo predstavite s parom

[cos(a); sin(a)], (18.5)

kjer je a kot rotacije na posameznem koraku (kota a ni treba racunati). Za tip Givens definiraj Se
mnoZenje Base. * z vektorji in matrikami.

Uporabi QR razcep za QR iteracijo zgornje Hessenbergove matrike. Napisite funkcijo
lastne_vrednosti, lastni_vektorji = eigen(H), ki poisce lastne vrednosti in lastne vektorje
zgornje Hessenbergove matrike.

Preverite ¢asovno zahtevnost vasih funkcij in ju primerjajte z metodo qr za navadne matrike.

18.1.5 QR razcep simetric¢ne tridiagonalne matrike

Naj bo A n x n simetri¢na tridiagonalna matrika (velja a;; = 0 za [i — j| > 1).

Definiraj podatkovni tip SimTridiag za simetri¢no tridiagonalno matriko, ki hrani glavno in stransko
diagonalo matrike. Za tip SimTridiag definiraj metode za naslednje funkcije:

- indeksiranje: Base.getindex, Base.setindex!, Base.firstindex in Base.lastindex,
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« mnozenje z desne Base. * z vektorjem ali matriko.

Casovna zahtevnost omenjenih funkcij naj bo linearna. Napisi funkcijo Q, R = qr(T), ki izvede QR
razcep matrike T tipa Tridiag z Givensovimi rotacijami. Matrika R naj bo zgornje trikotna tridiago-
nalna matrika tipa ZgornjeTridiag, v Q pa naj bo matrika tipa Givens.

Definiraj podatkovna tipa ZgornjeTridiag in Givens (glej nalogo 18.1.4). Poleg tega implementiraj
mnoZenje Base. * matrik tipa Givens in ZgornjeTridiag.

Uporabi QR razcep za QR iteracijo simetri¢ne tridiagonalne matrike. Napisi funkcijo
lastne vrednosti, lastni vektorji = eigen(T), ki poisce lastne vrednosti in lastne vektorje
simetri¢ne tridiagonalne matrike.

Preveri ¢asovno zahtevnost vase funkcije in jih primerjaj z metodo qr za navadne matrike.

18.1.6 Inverzna poten¢na metoda za zgornjo Hessenbergovo matriko

Lastne vektorje matrike A lahko ra¢unamo z inverzno potenéno metodo. Najbo A, = A — \I. Ce
je A priblizek za lastno vrednost, potem zaporedje vektorjev
Atz™

(n4+1) — _“T7A =
= A (18.6)

konvergira k lastnemu vektorju za lastno vrednost, ki je po absolutni vrednosti najblizje vrednosti .

Da bi zmanjsali Stevilo operacij na eni iteraciji, lahko poljubno matriko A prevedemo v zgornjo
Hessenbergovo obliko (velja a;; =0 za j < i —1). S Householderjevimi zrcaljenji lahko poiS¢emo
zgornje Hessenbergovo matriko H, ki je podobna matriki A:

H = QT AQ. (18.7)
Ce je v lastni vektor matrike H, je Qu lastni vektor matrike A, lastne vrednosti matrik H in A pa so
enake.

Napisi funkcijo H, Q = hessenberg(A), ki s Householderjevimi zrcaljenji poisce zgornje Hessenber-
govo matriko H tipa ZgornjiHessenberg, ki je podobna matriki A.

Definiraj tip ZgornjiHessenberg, kot je opisano v nalogi o QR razcepu zgornje Hessenbergove matrike.
Poleg tega implementirajte metodo L, U = lu(A) za matrike tipa ZgornjiHessenberg, ki bo prirazcepu
upostevala lastnosti zgornje Hessenbergovih matrik. Matrika L naj ne bo polna, ampak tipa SpTridiag.
Tip SpTridiag definirajte sami, tako da bo hranil le nenicelne elemente in za ta tip matrike definirajte
operator Base. \, tako da bo uposteval strukturo matrike L.

Napisite funkcijo lambda, vektor = inv_lastni(A, 1), ki najprej naredi Hessenbergov razcep in
nato izrac¢una lastni vektor in to¢no lastno matrike A, kjer je 1 priblizek za lastno vrednost. Inverza
matrike A nikar ne racunajte, ampak raje uporabite LU razcep in na vsakem koraku resite sistem
L(Uz") = ™.

Metodo preskusi za izracun nicel polinoma. Polinomu
" +a, 12"+ ..ayT + aq (18.8)

lahko priredimo matriko
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00..0 —a,
10..0 —a
01..0 —a, (18.9)
00..1 —a,,

katere lastne vrednosti se ujemajo z niclami polinoma.

18.1.7 Inverzna potencna metoda za tridiagonalno matriko

Lastne vektorje matrike A lahko ra¢unamo z inverzno potenéno metodo. Najbo A, = A — \I. Ce
je A priblizek za lastno vrednost, potem zaporedje vektorjev

Atz

(n4+1) — _ XA &
K (A5 ]

(18.10)

konvergira k lastnemu vektorju za lastno vrednost, ki je po absolutni vrednosti najblizje vrednosti .

Naj bo A simetri¢cna matrika. Da bi zmanjsali stevilo operacij na eni iteraciji, lahko poljubno simetri¢no
matriko A prevedemo v tridiagonalno obliko. S Householderjevimi zrcaljenji lahko pois¢emo tridia-
gonalno matriko 7', ki je podobna matriki A:

T =QTAQ. (18.11)
Ce je v lastni vektor matrike T, je Qu lastni vektor matrike A, lastne vrednosti matrik 7" in A pa so
enake.

Napisi funkcijo T, Q = tridiag(A), ki s Householderjevimi zrcaljenji poisce tridiagonalno matriko H
tipa Tridiag, ki je podobna matriki A.

Definiraj tip Tridiag, kot je opisano v nalogi o QR razcepu tridiagonalne matrike. Poleg tega imple-
mentiraj metodo L, U = lu(A) za matrike tipa Tridiag, ki bo pri razcepu upostevala lastnosti
tridiagonalnih matrik. Matrike L in U naj ne bodo polne matrike. Matrika L naj bo tipa SpTridiag,
matrika U pa tipa ZgTridiag. Definiraj tipa SpTridiag in ZgTridiag, tako da bosta hranila le nenicelne
elemente. Za oba tipa definiraj operator Base.\, ki z obratnim oziroma direktnim vstavljanjem resi
sistem linearnih enacb.

Napisi funkcijo lambda, vektor = inv_lastni(A, 1), ki najprejnaredi Hessenbergov razcep in nato
izracuna lastni vektor in to¢no lastno matrike A, kjer je 1 priblizek za lastno vrednost. Inverza matrike
A nikar ne ra¢unaj, ampak raje uporabi LU razcep in na vsakem koraku resi sistem L(Uz" ™) = z™.

Metodo preskusi na Laplaceovi matriki, ki ima vse elemente 0 razen l;; = —2,0,., ; =1, ;;; = 1.
Pois¢i nekaj lastnih vektorjev za najmanjse lastne vrednosti in jih vizualiziraj z ukazom plot.

Lastni vektorji Laplaceove matrike so priblizki za reSitev robnega problema za diferencialno enacbo
y" () = Ny(=), (18.12)
katere resitve sta funkciji sin(Az) in cos(Az).

18.1.8 Naravni zlepek

Danih je n interpolacijskih toc¢k (z;, f;), ¢ = 1,2, ..., n. Naravni interpolacijski kubi¢ni zlepek S
je funkcija, ki izpolnjuje naslednje pogoje:
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S(.’El) :f’L i=1,2, ...,’fl.
. S je polinom stopnje 3 ali manj na vsakem podintervalu [z;,z; 4], i = 1,2, ...,n — 1.
. S je dvakrat zvezno odvedljiva funkcija na interpolacijskem intervalu [z, z,,]

.8 (z,) = S§"(z,) = 0.

BwW N -

Zlepek S dolo¢imo tako, da postavimo
2 3
S(z) = 8;(x) =a;, + b;(x — ;) + ¢;(x — ;)" + d;(z — x;)°, z€ [z;,z;,4], (18.13)
nato pa re§imo sistem linearnih enacb za koeficiente, ki jih izpeljemo iz zahtevanih pogojev (glej [2]).

Napisi funkcijo Z = interpoliraj(x, y), ki izra¢una koeficiente polinomov S; in vrne element
tipa Zlepek.

Definiraj tip Zlepek, ki naj vsebuje koeficiente polinoma in interpolacijske tocke. Za tip Zlepek napisi
dve funkciji

« y = vrednost(Z, x), ki vrne vrednost zlepka v dani tocki x.
+ plot(Z), ki narise graf zlepka, tako da razlicne odseke izmeni¢no nariSe z rdeco in modro barvo
(uporabi paket Plots).

18.1.9 QR iteracija z enojnim premikom

Naj bo A simetri¢na matrika. Napisite funkcijo, ki pois¢e lastne vektorje in vrednosti simetri¢ne
matrike z naslednjim algoritmom

« Izvedi Hessenbergov razcep matrike A = UZTU (uporabite lahko vgrajeno funkcijo
LinearAlgebra.hessenberg)

+ Za tridiagonalno matriko 7" ponavljaj, dokler ni h,,_; ,, dovolj majhen:
» zal — pl za p = h,, , izvedi QR razcep
» nov priblizek je enak RQ + pl

« Postopek ponovi za podmatriko brez zadnjega stolpca in vrstice

Napisi metodo lastne vrednosti, lastni vektorji = eigen(A, EnojniPremik(), vektorji =
false), ki vrne

« vektor lastnih vrednosti simetri¢ne matrike A, €e je vrednost vektorji enaka false,
« vektor lastnih vrednosti lambda in matriko s pripadajo¢imi lastnimi vektorji V, Ce je vektorji enaka
true.

Pazi na Casovno in prostorsko zahtevnost algoritma. QR razcep tridiagonalne matrike izvedi z
Givensovimi rotacijami in hrani le elemente, ki so nujno potrebni (glej nalogo QR razcep simetricne
tridiagonalne matrike).

Funkcijo preskusi na Laplaceovi matriki grafa podobnosti (glej Poglavje 8).

18.2 Druga domaca naloga

Druga domaca naloga ima dve vrsti nalog. Prva vrsta zahteva program za ra¢unanje vrednosti dane
funkcije f(z), druga vrsta pa izratun ene vrednosti. Obe nalogi resi na 10 decimalk (z relativno
natané¢nostjo 1071%) Uporabis lahko le osnovne operacije, vgrajene osnovne matemati¢ne funkcije exp,
sin, cos, ..., osnovne operacije z matrikami in razcepe matrik. Vse ostale algoritme implementiraj sam.
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18.2.1 Naloge s funkcijami

Implementacija funkcije naj zado$¢a naslednjim zahtevam:
« relativna napaka je manjsa od 5 - 107!! za vse argumente in
« Casovna zahtevnost je omejena s konstanto, ki je neodvisna od argumenta.

18.2.2 Fresnelov integral (tezja)

Napisi u¢inkovito funkcijo, ki izra¢una vrednosti Fresnelovega kosinusa

¥ t?
C(z) = /0 cos <?) dt. (18.14)

Namig: Uporabi pomozni funkciji

77rzzt
2

1 ® e

fz) = m/ﬁ/o V2 + 1)dt’

(o L [T e
e = ™2J, 41

(18.15)

dt,
kot je opisano v [18].

18.2.3 Porazdelitvena funkcija za N (0, 1)

Napisi u¢inkovito funkcijo, ki izracuna porazdelitveno funkcijo standardne normalne porazdelitve:

F(z) = \/%_W/gc e~T dt. (18.16)

Poskrbi, da bo relativna napaka tudi za negativne vrednosti dovolj majhna in da je ¢asovna zahtevnost
omejena z isto konstanto na celem definicijskem obmodju.

Namig: Definicijsko obmocje razdeli na ve¢ obmocij in na vsakem obmoc¢ju uporabi drugo metodo.

18.2.4 Funkcija kvantilov za N (0, 1)

Napisi uéinkovito funkcijo, ki izratuna funkcijo kvantilov za standardno normalno porazdeljeno
slu¢ajno spremenljivko. Funkcija kvantilov je inverzna funkcija F~! porazdelitvene funkcije:

F(z) = \/%_ﬂ/z e~z dt. (18.17)

Poskrbi, da bo relativna napaka za vrednosti blizu 0 in 1 dovolj majhna in da je ¢asovna zahtevnost
omejena z isto konstanto na celem intervalu (0, 1).

18.2.5 Integralski sinus (tezja)

Napisite u¢inkovito funkcijo, ki izracuna integralski sinus

Si(z) = / “sin®) 4, (18.18)

t
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Uporabite pomozni funkeciji

_ *° sin(t) _ o0 ezt
J‘(fZ)—/0 t+2—/0 mdt,
0 0
Si(2) = 5 — £(2) cos(2) — g(2) sin(2),

kot je opisano v [19].

18.2.6 Naravni parameter (tezja)

Napisite u¢inkovito funkcijo, ki izra¢una naravni parameter:
¢
s(t) =/ VEE + i) dr (18.20)
0
za parametri¢no krivuljo

(z(t),y(t) = (7 —t,1* = 1). (18.21)

Namig: Za velike vrednosti argumenta ¢ interpoliraj funkcijo @ s polinomom v Cebisevih to¢kah
t
(Poglavije 18.2.7).

18.2.7 Interpolacija z baricentri¢no formulo

Napisite program, ki za dano funkcijo f na danem intervalu [a, b] izra¢una polinomski interpolant v
Cebigevih tockah. Vrednosti naj ra¢una z baricentri¢no Lagrangeevo interpolacijo po formuli

pHE
(z) =4 » 20 T # T, (18.22)
f(a:j), sicer.

Cebiseve tocke so podane na intervalu [—1, 1] s formulo

2k — 1
mk:cos( o™ 7T), k=0,1,...,n—1, (18.23)

vrednosti utezi A, pa so enake

1, 0<i<m,
A= (—1)FL i=0, (18.24)
n, sicer

Za interpolacijo na splo§nem intervalu [a, b] si pomagaj z linearno funkcijo na interval [—1, 1. Program
sinz

uporabi za tri razliéne funkcije e~ na [—1, 1], na [0, 10] in |2? — 2z na [1, 3]. Za vsako funkcijo

dolog¢i stopnjo polinoma, da napaka ne bo presegla 1075.
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18.2.8 Naloge za izracun posamezne vrednosti

Pri naslednjih nalogah ravno tako nalogo resite v obliki paketa za Julio. V demonstracijski skripti
implementiraj funkcijo, ki izracuna iskano vrednost.

18.2.9 Sila teznosti

Izracunajte velikost sile teznosti med dvema vzporedno postavljenima enotskima homogenima koc-
kama na razdalji 1. Predpostavite, da so vse fizikalne konstante, ki nastopajo v problemu, enake 1. Sila
med dvema telesoma T}, T, C R3 je enaka

F= / T g dry,. (18.25)
T, YT, ||T'1 — T ||2

18.2.10 Plosé¢ina hipotrohoide

Izracunajte plos¢ino obmocja, ki ga omejuje hipotrohoida podana parametri¢no z enacbama:

() = (a+b) cos(t) + bcos<“:bt>, (18.26)

y(t) = (a + b)sin(t) +bsin<a+bt>, (18.27)

11

za parametraa = linb = —=.

Namig: Uporabite formulo za plosc¢ino krivocrtnega trikotnika pod krivuljo:

P=: /t (@ 9(t) — 2()y(t))dt. (18.28)

1

18.2.11 Povprecna razdalja (tezja)

Izracunajte povprecno razdaljo med dvema tockama znotraj telesa T, ki je enako razliki dveh kock:
T =[-1,1]3 —[0,1]3. (18.29)

Integral na produktu razlike dveh mnozic (A — B) x (A — B) lahko izrazimo kot vsoto integralov:

(
/A ] s dedy = /A /A F(a, y)dady

4B (18.30)
—2/ / fz,y)dzdy + / / f(z,y)dzdy.
AYB BYB
18.2.12 Plosé¢ina zanke Bézierjeve krivulje
Izracunajte plos¢ino zanke, ki jo omejuje Bézierjeva krivulja dana s kontrolnim poligonom:
(0,0),(1,1),(2,3),(1,4),(0,4),(—1,3),(0,1),(1,0). (18.31)

Namig: Uporabite lahko formulo za plos¢ino krivocrtnega trikotnika pod krivuljo:
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p-1 / " (@)i(t) — 2()y(t))dt. (18.32)

18.2.13 Gauss-Legendrove kvadrature (lazja)

Izpelji Gauss-Legendrovo integracijsko pravilo na dveh toc¢kah
h
| #@)ds = Af(e)) + Bi(z,) + R, (18.33)
0

vklju¢no s formulo za napako R;. Izpelji sestavljeno pravilo za fj f(z)dx in napisi program, ki
to pravilo uporabi za priblizno racunanje integrala. Oceni, koliko izrac¢unov funkcijske vrednosti je
potrebnih za izracun priblizka za

5 .
/ 2T e (18.34)
0

X

na 10 decimalk natan¢no. Namig: Najprej izpelji pravilo na intervalu [—1, 1] in ga nato prevedi na
poljuben interval [z;, z,,]. Za oceno napake uporabi izratun z dvojnim Stevilom korakov.

18.3 Tretja domaca naloga

Zahtevana §tevila izracunajte na 10 decimalk (z relativno natan¢nostjo 1071%) Uporabite lahko le
osnovne operacije, vgrajene osnovne matematicne funkcije exp, sin, cos, ..., osnovne operacije z
matrikami in razcepe matrik. Vse ostale algoritme morate implementirati sami.

18.3.1 Nicle Airyjeve funkcije

Airyjeva funkcija je dana kot resitev zacetnega problema

1 1
3T ()

Ai"(z) — z Ai(z) =0, Ai(0) = —

)’ (18.35)

Poiscite ¢im ve¢ nicel funkcije A7 na 10 decimalnih mest natanéno. Ni dovoljeno uporabiti vgrajene
funkcijo za reSevanje diferencialnih enacb. Lahko pa uporabite Airyjevo funkcijo airyai iz paketa
SpecialFunctions.jl, da preverite ali ste res dobili pravo niclo.

Namig: Za racunanje vrednosti lahko uporabite Magnusovo metodo reda 4 za reSevanje enacb oblike:
y'(x) = A(z)y(x), (18.36)

pri kateri nov priblizek ¥, , ; dobimo takole:
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1 V3
A2:a4(xk+-(§+-7;)h>, (18.37)

h V3
Opy1 = 5(141 + Ay) — 1

Ye+1 = exp(akﬂ)yk.

h2 [Ah AQ]a

Izraz [A, B] je komutator dveh matrik in ga izra¢unamo kot [A, B] = AB — BA. Eksponentno funk-
cijo na matriki exp(oy,, ;) pa v programskem jeziku Julia dobite z ukazom exp.

18.3.2 Dolzina implicitno podane krivulje

Poiscite priblizek za dolzino krivulje, ki je dana implicitno z enacbama:

Fy(z,y,2) =2 + 942 /2 + 22 = 12,

Fy(z,y,2) =22 + y*> —42° = 8. (18.38)
Krivuljo lahko poiscete kot resitev diferencialne enacbe
z(t) = VF; x VF,. (18.39)
18.3.3 Perioda limitnega cikla
Poiscite periodo limitnega cikla za diferencialno enacbo
z’(t) —4(1— 2?2’ (t) + =0 (18.40)

na 10 decimalk natan¢no.

18.3.4 Obhod lune

Sondo Appolo posljite iz Zemljine orbite na tir z vrnitvijo brez potiska, ki obkroZzi Luno in se vrne
nazaj v Zemljino orbito. ReSujte sistem diferencialnih enacb, ki ga dobimo v koordinatnem sistemu, v
katerem Zemlja in Luna mirujeta (omejen krozni problem treh teles). Naloge ni potrebno re$evati na
10 decimalk.

Omejen krozni problem treh teles

Oznacimo z M maso Zemlje in z m maso Lune. Ker je masa sonde zanemarljiva, Zemlja in Luna krozZita
okrog skupnega masnega sredis¢a. Enacbe gibanja zapisemo v vrte¢em koordinatnem sistemu, kjer
masi M in m mirujeta. Ozna¢imo

m . — M
= mn = — = .
M+ m a F=M+m

[ (18.41)

V brezdimenzijskih koordinatah (dolZinska enota je kar razdalja med masama M in m) postavimo
maso M v to¢ko (—u,0,0), maso m pa v tocko (g, 0,0). Ozna¢imo z R in r oddaljenost satelita s
polozajem (z,y, z) od mas M in m, tj.
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2
R=R(z,y,2) = (z+pn) +y*+2%),

(18.42)
r=r(z,y,2) = V(e -0 +y> + 22
Enacbe gibanja sonde so potem:
. . M —
=02 Lo+ - L),
. . Iz 7
R
zZ = ﬁz T—SZ.

18.3.5 Matematic¢no nihalo (lazja)

Kotni odmik é(¢) (v radianih) pri nedusenem nihanju uteZi obe$ene na vrvici opiSemo z diferencialno
enacbo

%m(e(t)) +6(t) =0, 6(0)=8,,6(0) =6, (18.44)

kjer je g tezni pospesek in [ dolZina nihala. Napisi funkcijo, ki izracuna odmik nihala ob dolo¢enem
casu. Enacbo drugega reda prevedi na sistem prvega reda in racunajte z metodo DOPRIS.

Za razli¢ne zacetne pogoje primerjaj resitev z nihanjem harmoni¢nega nihala, ki je dano z enacbo

%G(t) +é(t) = 0. (18.45)

Pri harmoni¢nem nihalu je nihajni ¢as neodvisen od zacetnih pogojev, medtem ko je pri matemati¢nem
nihalu nihajni ¢as nara$¢a, ko se veca energija nihala (zacetni odmik). Narisi graf odvisnosti nihajnega
Casa matemati¢nega nihala od energije nihala.
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