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PREDGOVOR

Klasi&na analiti¢na funkcija, katere absolutna vred-
nost je na nekem polju konstantna, je tudi sama tam kon-
stanta. Za vektorske analiti&ne funkcije to velja le v pri-
meru, ko so njih vrednosti v specialnih Banachovih prosto-
rih - tistih, v katerih je vsaka tofka na enotni krogli
kompleksna ekstremna to¢ka (Thorp-Whitley ([20]). Taki so
n.pr. strogo konveksni Banachovi prostori. Po drugi strani
pa obstoji 3irok razred prostorov, ki omenjene lastnosti
nimajo - n.pr. skoraj vse operatorske algebre. Dejstvo, da
so operatorske Banachove algebre vaZen poseben primer Ba-
nachovih prostorov, da teZo problemu, ki ga je postavil
prof. Vidav - karakterizirati analitiéne funkcije s kon-
stantno normo. V znani literaturi ta problem ni obravnavan,
Njega reSevanje je namen tega dela.

Delo je razdeljeno na tri poglavija.

V prvem poglavju proudujemo analiti&ne funkcije s kon-
stantno normo, z vrednostmi v Banachovem prostoru. Vsakemu
vektorju a prostora X priredimo podprostor E(a) tistih vek-
torjev, ki pokaZejo, da a/|al] ni kompleksna ekstremna to&-
ka na enotni krogli prostora X. Ta podprostor -je osnovni po-
jem v dveh izrekih o karakterizaciji analiti&nih funkcij s
konstantno normo, ki ju dokaZemo v prvem poglaviju.

V drugem poglavju se ukvarjamo z analiti&nimi funkcija-
mi s konstantno normo, z vrednostmi v Banachovih algebrah.
Metode, uporabljene v prvem poglavju, ne dajo ni¢ novega.
Zato uporabimo druge metode, pri femer se omejimo na speci-
alne primere: C*-algebre, komutativne Banachove algebre in
algebre operatorjev nad enakomerno konveksnimi Banachovimi
prostori.

V tretjem poglavju proudujemo analiti&ne funkcije, ka-
terih norma je enaka absolutni vrednosti klasi&ne analitid-




ne funkcije. DokaZemo izrek o karakterizaciji takih funk-
cij in nekaj zanimivih posledic. Nekateri posebni primeri
takih funkcij so podrobno prouéeni.

Mentor tega dela je bil profesor Ivan Vidav. Vedno je
bil pripravljen prisluhniti teZavam pri delu, svetovati in
pomagatil, rad je dal prenekatero idejo in vlival je opti-
mizem ob teZkih trenutkih. Za vse to se mu najlepZe zahva-
ljujem.

Menim, da doktorska disertacija predstavlja konec pr-
vega zamaha v Studiju. Naj se tu zahvalim vsem, ki so mi
pri tem pomagali, zlasti profesorju Vidavu, svojemu prvemu
u¢itelju profesorici Mariji Pilgram, docentu Antonu Suha-
dolcu, ki me je usmeril v funkcionalno analizo, in kole-
gom iz Zagreba za temperament in vzduSje, ki sem se ga
navzel, ko sem $tudiral pri njih.

Ljubljana, maja 1972
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0. UVODNO POGLAVJE

0.0. DOGOVORI IN OZNAKE

Oznake prevzemamo iz standardnih u&benikov funkcional-
ne analize.

R je obseg realnih 3tevil, C obseg kompleksnih 3tevil.
Polije je odprta povezana mnoZica v kompléksni ravnini.
Analiti&na funkcija £, definirana na polju & je vedno funk-
cija, ki je definirana na polju @ in tam analiti&na. Tedaj
z £(@) ozna&imo zalogo vrednosti funkcije f. Klasiéne ana-
liti¢ne funkcije (z vrednostmi v € ) imenujemo skalarne
analiti¢ne funkciije.

Ce je H topolo3ki prostor in ScCH , z E ozna¢imo za-

prtje mnoZice S.

Naj bo X linearen prostor. Ce je S<CX, s co S ozna-
¢imo konveksno lupino mnoZice S in s TG S zaprto konvek-
sno lupino mnoZice S. e je a,b,...,p€X, tedaj z
l(a,b,...,p) ozna&imo linearno lupino mnoZice elementov

a'b'...'p -
Namesto Banachov prostor, Banachova algebra, Hilbertov
prostor piSemo B-prostor, B-algebra, H-prostor. Kompleksen

B-prostor je B-pfostor nad obsegom C. Ce je X B-prostor,
je S(X) = {x€x : ||x| = 1} , X’ je dualni prostor (prostor
vseh zveznih linearnih funkcionalov na X s sup normo) in
L(X) algebra omejenih linearnih operatorjev, definiranih
na prostoru X, z zalogo vrednosti v X , opremljena z ena-
komerno operatorsko topologijo. Stevilo, ki ga funkcional
u€X’ priredi vektorju x¢X, oznadimo z <x,u>.

Ce je a element kompleksne B-algebre z enoto, je Q(a)
resolventna mnoZica, @0(a) spekter, R(A,a) resolventa
in spr a = sup{|z| : zegla)} spektralni radij elementa
a. Ce ima B-algebra enoto e, a priori predpostavimo |e|= 1.




Ko je X Hilbertov prostor, je . znak za ortogonalnost
in @ znak za ortogonalno vsoto. Ce je tedaj TEé€L(X) ,
ozna&imo z R(T) zalogo vrednosti operatorja T, z W(T)
jedro operatorja T in s T* operatorju T adjungirani ope-
rator. ‘

Kon¢no, e je neki enakosti (neenakosti) na desni stra-
nil pripisano (z€d), to pomeni, da omenjena enakost (neena-
kost) velja za vsak ye€d.

0.1. OSNOVNE DEFINICIJE, NEKATERI ZNANI REZULTATI

Znano je (gl.[12]), da za normo vrednosti analiti&ne
funkcije f, definirane na polju D v kompleksni ravnini,
z vrednostmi v kompleksnem B-prostoru, velja t.i. princip
maksima norme:
e eksistira tofka T.€d, da velja

IECO] 2 1£(%)]| (7€d) ,

tedaj velja
IE@ = [[£(g)] (xed) .

Med skalarnimi analitiénimi funkcijami, definiranimi na
polju d , samo konstante zado3&ajo zgorniji enakosti:

e za skalarno analitiéno funkcijo £, definirano. na polju
D v kompleksni ravnini, eksistira konstanta M, da je

|[£() |= M (xed) .
tedaj je f konstanta, t.j. eksistira zyeC, da je
£(Y)= 2 (7€) .

0.1.0 DEFINICIJA V kompleksnem B-prostoru X velja stro-
gl princip maksima norme, &e ni polja v kompleksni rav-
nini in na njem definirane nekonstantne analiti&ne funk-
cije z vrednostmi v X, ki bi imela na tem polju kon-
stantno normo.




0.1.1 DEFINICIJA (gl.[20]) Naj bo X kompleksen B-pro-
stor. Tofka a€S(X) je kompleksna ekstremna to&ka na
S(X), ¢e iz fla +Zyllz 1 (lylg 1) sledi y =0 .

0.1.2 DISKUSIJA Naj bo X kompleksen B-prostor. Ce tocka
a€S(X) ni kompleksna ekstremna tofka na S(X), tedaj eksi-
stira y+#0, da je [la + 7yl £ 1 (|yxl< 1). Po principu
maksima norme od tod sledi Jla + qyll=1 (lxls 1) .

Naslednja definicija je ekvivalentna definiciji 0.1.1
(gl.[20]).

0.1.3 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor. Tolka
a€ES(X) Jje kompleksna ekstremna tofka na S(X), e iz
la + vl 1, la=ylls1, lla+yls1, lla-1ylz1
sledi y =0 .

Obifajne ekstremne to&ke, ki jih bomo tudi potrebova-
1i, bomo za razliko od kompleksnih ekstremnih toc¢k imeno-
vali realne ekstremne tocke.

0.1.4 DEFINICIJA Naj.bo X kompleksen B-prostor. Tocka
acS(X) -je realna ekstremna toka na S(X), &e iz
la + yls 1, [la-ylz1 sledi y =o.

Naslednji izrek karakterizira prostore, v katerih ve-
lja strogi princip maksima norme.

0.1.5 IZREK (Thorp-Whitley [20]) Naj bo X kompleksen
B-prostor. Strogl princip maksima norme v X velja natan-
ko takrat, ko je vsaka toka na S(X) kompleksna eks-
tremna to&ka na S(X).

Prostorov, v katerih strogi princip maksima norme ne
velja, je veliko in nekateri zelo vaZni primeri so med nji-
mi (n.pr. algebra L(X) nad kompleksnim H-prostorom X, &e je
dim X 22). Ce v nekem prostoru X strogi princip maksima
norme ne velja, tedaj eksistirajo nekonstantne analiticne
funkcije s konstantno normo, z vrednostmi v X. Proulevanje
takih funkcij je osnovni namen tega dela.



1. ANALITIENE FUNKCIJE S KONSTANTNO NORMO
Z VREDNOSTMI V BANACHOVEM PROSTORU

1.0. POMOZEN REZULTAT IZ TEORIJE SKALARNIH
ANALITICNIH FUNKCIJ

V tem razdelku navedeni lemma 1.0.0 je dokazal L.A.
Harris [11] in pokazal, da je z njegovo pomo&jo mogole pre-
cej poenostaviti prvotni dokaz osnovnega rezultata Thorpa-
Whitleya (izreka 0.1.5). V nadaljnjih razdelkih bomo lem-
ma 1.0.0, oziroma posledico - lemma 1.0.1 uporabili kot
klju&no orodje pri dokazu izrekov o karakterizaciji anali-
ti¢nih funkcij s konstantno normo.

1,0.0 LEMMA (L.A.Harris[11]) Naj bo £ skalarna anali-
ti¢na funkcija, definirana na odprtem enotnem krogu v
kompleksni ravnini, za katero velja

[£(@)| <1 (Jg] <1 .

Tedaj velja

£ |+ Hhem - @i drlcn o

Dokaz. Znana posledica Schwarzovega lemma je
1£0) - £ ] ¢ ¥t - O£ | (gl< D) . (1.0.0)
TrikotniZka neenakost da
1 - E(O£(D)] < i 1£00) |2 + |£(0) | |£(0) = £(¥) ],
pa iz (1.0.0) sledi
1 - EOE@ ] <1 - |[£]%+ [£00)]]x||1 - E(O ()|

(Jg]< 1)
in dalje

ll1 - EOE@ |1 - [£0)][g]]< g2 = [£@ %] (gl< .
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S ponovno uporabo (1.0.0) dobimo
1€ - £ ][t - |£@]]%]] < [l [ - [£0@ %] (Jx]< ).
0d tod s pomo&jo neenakosti
1 - 0¥l 21 - [¥]|£(0)] (Jxl< 1)
in
1 - [£(0)]2 <200 - |£(0)])
sledi
YY) - £10)]Q ~ [2]) < 2P| QA ~ [£(0) ) (lgl< 1),

torej
|£(0)] + l—z'f?lﬂlf(‘d -£] <1 (x|< 1, X£0).
QtE.D.

1.0.1 LEMMA Naj bo f skalarna analiti&na funkcija, de-
finirana na krogu |Z -4, < r , za katero velja

CJE@) ]| g M (1X =%| < x)
Tedaj velja

|£0%) | + r2-'§ f;ﬂr" |£(9) = £(%0) | & M (|T=¥|<r, X+%) .

Specialno, pri |¢ -%| < r/3 velja
|£() | + |£() - £(%)] < M (¥ =%] < ¥/3) .
Dokaz. Ce piZemo
g(y) = %.f(‘z;o +: ¥X) (]'z:|<_ 1) ,
funkcija g izpolnjuje predpostavke lemma 1.0.0, ki dokaZe

trditev.
Q-E.D.
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1.1. PODPROSTOR E(a) IN NJEGOVE LASTNOSTI

1.1.0 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a¢X.
MnoZico E(a)C X definiramo na naslednji na&in:
x € E(a), CGe eksistira r>0, da velja

la + x| < |a (I¢l ¢ ©) .

1.1.1 DISKUSIJA Povr3no povedano, &e je X kompleksen B-

prostor in a€ S(X), so v E(a) vsi tisti vektorji, ki po-
kaZejo, da a ni kompleksna ekstremna tolka na S(X). Tedaj
je E(a) = {0} od&itno natanko takrat, ko je a kompleks-

na ekstremna to¢ka na S(X).

1.1.2 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in
aeX. Tedaj je x€E(a) natanko takrat, ko eksistira
konstanta Mg , da velja

l<x,uy] < M (la]l = |<a,u>]) (ues(x’)) .

Dokaz. Naj eksistira konstanta M, da velja

l<x,u>l < M (lal] - |<a,u>]) (uesx”)) .
Sledi
l<ge,u>| 2 llall = |<a,u> (Igl < 1/M, , uesxn),
torej |
lla +xx|| < llall (Il < 1/my) .

Obrat. Naj eksistira r>0, da je

lla +zx| < [al Lgl g0

To pomeni

A

|<a,u> + g<x,uy| < |af (|| <r , uesx’)) ,
od koder sledi

|ca,u>+ rl<x,ud| < |a (ue s(x”)),
torej

l<x,uy| < 2(llall- |<a,us) (ues(x”). Q.E.D.
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1.1.3 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in aé€X.
Tedaj je E(a) linearen podprostor prostora X.

Dokaz. Naj bo x€E(a). Po propoziciji 1.1.2 eksistira Mx ?
da je

t<xpuy] < M (&l - |<a,uy]) (ues (x’)) .
Ce je .oc.eC poljuben, sledi
l¢wex uy] = Joc| |<x,u5]
< l=lm dal - I<a,uyl)  (uesxn),

in po propoziciji 1.1.2 je X € E(a).
Ce je tudi y€E(a), eksistira MY , da je

[<yuy] < My(llall - |<a,u>|) (ues (x’)),

pa sledi

A

l<x + y, wy g [<xoud| + [<y,ul
my + M) (lall - [<a,u>)) (ues (x)).

A

Po propoziciji 1.1.2 sledi X + y€E(a). Q.E.D.

1.1.4 DISKUSIJA Podprostor E(a) je Stevna unija zaprtih
mnozic:

E(a) = H{’“ l<x,u>l < k(lall - [<a,uy)i} (u€S(X’)) .

Sam podprostor E(a) pa v sploZnem ni zaprt, kar kaZe na-
slednji primer: naj bo X kompleksna B-algebra zveznih
kompleksnih funkcij na intervalu [-1,1] s sup normo. Ce je
acX, takoj vidimo, da je bé€E(a) natanko takrat, ko eksi-
stira konstanta Mb , da je

Ibeer | < mydlall = lace)D (tef-1,17) .
Naj bo sedaj
a(t) =1 -+, b) = ||, b_(t) =minllt], nt?)

(te["’l;l]; n= 1;2;...)

Tedaj je lahko videti, da je bnEE(a) in=l,;2,e04). 4

limb_=b , pri &emer pa je b¢E(a).
Neoo N
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1.1.5 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a€X.
Oporni podprostor P(a) elementa a je presek jeder
vseh tistih funkcionalov ué€S(X’), za katere velja
<a,uy=|af .

1.1.6 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a€X.
Naj bo x¢P(a) . Tedaj je |a + x| > [a] .

Dokaz. Predpostavimo nasprotno, da je |a + x| < ||a]| .

Po Hahn-Banachovem izreku eksistira Iues (Xx’'), da je

¢a,u> = |lal| . Ker je po predpostavki x€P(a), je ¢x,ud» = 0,
torej <a + x, ud = ||a|| , kar pa je v protisloviu z

la + x| < [la]l . ' Q.E.D.

1.1.7 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in aéX.
Tedaj je E(a)cP(a) .

Dokaz. Ker je P(a) kot presek zaprtih hiperravnin zaprt,

je za dokaz propozicije dovolj, &e dokaZemo E(a)C P(a) .
Naj bo x¢P(a) . Tedaj po definiciji podprostora P (a)
eksistira u€s(X‘), da je <a,ud> = |a] in ¢x,ud £ 0 .

0d tod sledi, da je za vsak Y+0 vsaj eno od Stevil

[<a +¥x, ud|, IKa - ¢x, ud| ve&je od ||a]] , torej

x¢ E(a) . Q.E.D.

1.1.8 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in aeX.
Ce jee € , «+0 , tedaj je E(a) = E(a) .

Dokaz. Trivialen.

1.1.9 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor,
a,beX in cofa,b}CS(X) . Tedaj podprostor
E[vxa + (1-e)b] ni odvisen od «€(0,1), t.j§.

E[lxa + (1-«¢)b] = E (0<x<l) ,
pri &emer velja E(a)CE , E(b)CE .

Dokaz. Naj bo co{u,v}<S(X) in naj bo x€éE(u). Tedaj eksi-
stira + r>0, da je |lu +¢x| <1 (|g] < r). PiBimo

o£(u + gx) + (1 -o)v
ocu + (1 —el)Vv + Yatx

g(Y)
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pri Cemer naj bo Ocuil . Tedaj velja

latl cocfu +xx + (1 -V <1 (x| £ o).

Ker je po predpostavki co{u,v}¢S(X), je

lecu + (1 - )] =1, torej je wx€E[xu + (1 ~x)v] .
Po privzetku je o0 , pa po propoziciji 1.1.3 sledi
x€ Efecu + (1 - «)v] . Tako smo dobili, da je E(u)cC

C Efetu + (1 -«)v] (0<¢<1) . Ce vlogi u in v zamenjamo,
dobimo  E(v)C Efeu + (1 -e&)v]  (02w<l) .

Naj bo sedaj O<xy<of<l . Postavimo oga + (l-o4)b = u
in b =v . Ker je po predpostavki cof{a,b}¢S(X), po
zgornjem sledi  E[¢a + (1-o4)b]C E[ga + (1-o)b]. Ce po-
stavimo u =a in v =o4a + (1-o,)b , sledi
E[ga + (1-%)b]C E[@ + (1-%)b]. Tako smo dobili
E[¢a + (1-«)b] =E (0<a<l). Ce postavimo u =a in v = b,
'dobimo % E(a)CE in E(b)CE . Q.E.D.

1.1.10 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a€X.
Ce je x€E(a), definiramo

x|, = inf{M: |<x,u>| < M(|a]] - |[<a,u>|) (ues(x))}

1.1.11 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a€X.
Tedaj je {E(a), || ||} (z linearno strukturo, induci-

rano z linearno strukturo v X) normiran prostor.

Dokaz. Po propoziciji 1.1.3 je E(a)'linearen prostor. O&it-
no je [x[,> 0 za vsak x€E(a). Dalje, &e je |[x|,= 0,

to pomgni {x,ud> =0 (uesgx')), torej x = 0.

Ce je AeC , je

x|, = inf{M: [KAx,ud| < M(Ja] - |<a,u>|) (ués(x’)) }

| = inf(|A|N : |<x,uy| < N(|a] - |<a,ud|) (ues (x')}

= |Alll=ll, -

Dalje, iz
I<xu>| < x5 (lall = |<a,u>]) (ues (X)),
I<yu>] < Iyl g dlall = |<a,us]) (u€s(x’))

sledi
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[<x + vy, w2 I, + vl ) dlall - [<a,u>]) (ues (x*)) ,

kar da

Ix+ vl <o, + 0, - Q.E.D.

1.1.12 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in aeX.
Ce je x€E(a), definiramo

r (x) = sup {r: |a +xx| < |a (lg| 2 ¥ .

1.1.13 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in
aéX. Tedaj velja

r (x) = 1/« (X€E(a)) .

Dokaz. Naj bo
la + g < Jlal (gl < o - (1.1.0)

To pomeni

[<a,u> + ¥x<x,ud| < |laf (x| £ = ,» uesx’)),
od koder sledi

l<auy[+rlcxouy] < o]  (mesxn) ,

. torej -
[<xous| < 2(lal - [<a,ud)  (ues(x’)) . CF5141)

Ker isto lahko napravimo v obratni smeri, sta neenakosti
- (1.1.0) in (1.1.1) ekvivalentni. Od tod takoj sledi
r,(x) = 1/x|, . Q.E.D.

1.1.14 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-~prostor in
a€X. Naj bo y€E(a) in ||y||a < 1/2 . Tedaj velja
E(a + y) = E(a) .

Dokaz. Najprej dokaZimo, da iz ye€E(a) in "Y"a < 1 sledi
E(a + y)DE(a) . Naj bo torej y€E(a) in ﬂy"a < 1. Po
definiciji 1.1.12 in po proﬂ%iciji 1.1.13 to pomeni, da je
la + <yl < |l (|| £ ry(y)) 4in po diskusiji 0.1.2, da
je Jla + ¢yl = [a] (lg| £ r,(¥)) , pri Eemer je r, (y) =
=1/|yl, > 1 . sledi |la +y| =|a]. Naj bo sedaj xeE(a),
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x+0 , in naj bo 0<% < (1 —- "y"al)/"m:"‘,_,l . Po propoziciji
1.1.11 je | ||, norma, zato sledi

ly +gxll, < Iyl + Ca = Iyl Zixl 0=,
= 1 (¢l < =) ,

torej

ly +xxll, <p <1 (x|

To pomeni, da je

Ia

)

A

la + &y +x)ll < llall (7] < ¢, 2] £ 1/P)
od koder pri ¥ =1 dobimo

la +y +<x| <llall =lla+yl (gl <o)

Sledi x€E(a +y) , torej je res E(a + y)D E(a) .

Naj bo sedaj ||y||a < 1/2 . Po prvem delu dokaza je
tedaj E(a + y)>E(a) in |la + y|] = |lall . Po propozi~
ciji 1.1.13 iz |lyll, < 1/2 sledi, da za nek R>2 velja

la + ¢yl < lall (gl 2 »

torej eksistira r>1 , da je

la+y+gyl <llal =lla+yl (gl <0 .

kar pomeni, da je y€E(a +y) in "Y“a+y <1 . Po pr-
vem delu dokaza sledi E(a)DE(a+y) . Q.E.D
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1.2. LOKALNA KARAKTERIZACIJA ANALITIC-
NIH FUNKCIJ S KONSTANTNO NORMO

1.2.0 IZREK (Lokalna karakterizacija) Naj bo

) = a, + a7+ azgz + cee
analiti&na funkcija, definirana v okolici to&ke 0 v
kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleksnem B-pro-

storu X.
Tedaj eksistira okolica 1U(0) to&ke 0 , v kateri je

TE£CO = llagl  (geU(o))
natanko takrat, ko velja
(1)  a €E(ag) (1 =1,2,...)
5 i
(11) vrsta > “aiﬂ .r~ konvergira pri nekem
{=1 %0
r>0 .
Dokaz. Naj bo |£(7)] = [EW| (]¥| £ R). To pomeni, da je
[<agru> + <ajupy + ...l < llagl (x| < R, uesx"),
od koder po lemma 1.0.1 sledi
]<a11u>f + (aztu>§2 + e g "30" = |<aofu>l
(]g] < R/3 , ués(x’)). (1.2.0)

Ce je { poljubna skalarna analiti&na funkcija, definirana
pri |zl < r , za katero je |{(Q)]| <M. (|¢] <) , po
Cauchy-ju velja ocena '

1#™ (0] < Mr™nt (n =1,2,...) .
Ce to oceno uporabimo v (1.2.0), dobimo
lcagul <(B) Mlagl = Icagoudl)  (mes@xy &= 1,200,

Po propoziciji 1.1.2 to pomeni, da je aiéE(ao) (1 =1,2,..)
in

lagly < (R)° (1 =1,2,...).
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) o
Sledi, da pri r < R/3 vrsta 2 |[.';t:|_||la.!'1 konvergira.
1=1 0

Obrat. Naj‘Eo aieE(go) (1 = 1,2,..:) in naj bo pri ne-
kem 1r>0 gaﬂai"a .rl = M <o . To po definiciji 1.1.10
- 0

pomeni, da’je

£ ' <M - ' €S (X' ’
Z [4agru>] < mlflagl - [<aq,u)) (u€s (x))
oziroma

l<agru>] + {2 I<a;rt o>l < lagl (ues (x")) .
%e je N = max{1, 1/M} , sledi

|<agru>] + 2 Jcay(F) o | < llagl (ues (x"))
oziroma

lag + Zagcl <llagh (gl s =m0,

torej po principu maksima norme

I = [lal (gl g x/m) . Q.E.D.

1.2.1 DISKUSIJA V skladu s propozicijo 1.1.13 je mogole
pogoj (ii) v izreku 1.2.0 zamenjati z (morda laZe razum-
ljivim) pogojem -

(11’) vrsta ?a[ri/raotai)] konvergira pri nekem
r>0 .

1.2.2 KOROLAR Naj bo X kompleksen B-prostor in
a;ex (i =0,1,2,.,m). Tedaj za polinom
£(Y) =ay + a0 + «00 + amgm
eksistira okolica U(0) to&ke 0, v katerli je
Tl = lagl  (xeuo)

natanko takrat, ko je
aie E‘ao) (i = 1,2,..,13(1) .

- Dokaz. Trivialen.

1.2:3 KOROLAR Naj bo X kompleksen B-prostor in
a€X (L =0,1,2,...,m). Naj za polinom
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£(g) = ag + ajg+ ... + a "
eksistira neka okolica toke 0, v kateri je (£ ()l glﬂanl.
Ce so vektoriji by, bys «eey b, v linearni lupini
L(al, Aoy wens am), tedaj tudi za polinom
eksistira neka okolica totke 0, v kateri je [[g(y)| = [a,f.

Dokaz. Uporabimo izrek 1.2.0 in upoS$tevamo, da je po propo-
Feiciii 1.1.3 E(ay) linearen prostor. Q.E.Di

1.2.4 KOROLAR Naj bo X kompleksen B-prostor, a€éX in
a;€ E(a) (L =1,2,...). Tedaj eksistirajo pozitivna

Stevila o%.(i =1,2,...) 2z naslednjo lastnostjo:

e za kompleksna 3tevila §; 4= 1,2,...) velja
It 1ol (1 =1,2,..0,
tedaj za funkcijo
g7) =a + q(fha;) + Clgpa,) + ...
eksistira neka okolica tocke 0, v kateri je "f(()"a"a" .

Dokaz. Stevila o, tako izberemo, da vrsta

2 "“iai"a .t konvergira pri nekem r>0 . UpoStevamo,
da je | ||, norma (torej homogena) in uporabimo izrek
1.2.0 . Q.E.D.

1.2.5 DISKUSIJA V izreku 1.2.0 lahko pogoj (ii) izpustimo,
¢e je analiti&na funkcija, ki jo proudujemo, polinom (ko=
rolar 1.2.2). Naslednji izrek pove, da isto lahko napravi-
mo v primeru, ko je ustrezni podprostor E(a) kon&nodimen=-

zionalen.

1.2.6 IZREK Naj bo £(¢) =a, + a;x + azgz +oaas
analiti&na funkcija, definirana v okolici to&ke 0 v
kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleksnem B-pro-
storu X. Naj bo dim E(apg) < o0 .
Tedaj eksistira neka okolica to¥ke 0, v kateri je
£ )= llapll natanko takrat, ko je a,€E(aj) (i=1,2,...).
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Slednje torej velja v posebnem primeru, ko je prostor
X kon&nodimenzionalen.

Dokaz. Ce je |[[f(x)] = [lay]| v neki okolici toke 0, te-
daj po izreku 1.2.0 sledl aieE(ao) (L o 3, 2000 ahn
Obrat. Naj bo aieE(ao) (1=1,2,...). Naj vrsta

ajg +a,y + azrz + aus kongergira v krogu |Z|<R .
Oznacimo g(g) = a,yx + a,x” + ... . E(a,) je kot kon-
&nodimenzionalen podprostor prostora X zaprt, torej je
g(g)€ E(ag) ([g| <R) . V E(a,) eksistira baza

{el, €1 secs en}c.S(x) , po kateri razstavimo g(Y) :

g(g) = ¢ Qe + fH(xle, +.out § (X)e,  (|g|< R) (1.2.1)
Naj bo 1€{1,2,...,n}. Po Hahn-Banachovem izreku eksi-
stira ei'e S(X'), da jg <ej,ei'> = é%i (3=Y520 sepn) e
€e na obeh straneh v (1.2.1) uporabimo ta funkcional,
dobimo £, = <g),e;’> (|g| < R) , kar pove, da
liti&ne. Dalje, ker je eieE(ao) (£ = 1,2,¢04,n), PO
propoziciji 1.1.2 eksistirajo konstante Mi (1=),2,00002),
da je
[<equ>| < My (flagl = [<ay,u>|) (L =1,2,...,n ; ués(x’)),
torej eksistira konstanta M, da je
|<ey rud| < Mlflagl - |<a0,u>|) (L =1,2,...,n ; ués(x’')).

Analitiéne funkcije fi (1 = 1,2,...,n) so zvezne. Ker ve-
- lja {,(0) =0 (4 =1,2,...,n), eksistira krog |¢|<r<R ,
da je '

'31(§)|£ E% (|r| <r ;1i=1,2,...,n) .
Sledi

I(g () ru)l

T
| ?;l g (9)<e, ud|
218 [udlagl - [<agu>)
— "a(}" = l(aoru>| (lrl < r ; ués(x’)) ,

i

A

Ctored £ = lag + 900 < llagl (Ix] < 7, 0d koder po
~ principu maksima norme sledi [£(¥)[=[ay (|¥|<r). Q.E.D
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1.3, GLOBALNA KARAKTERIZACIJA ANALITIC-
NIH FUNKCIJ S KONSTANTNO NORMO

1.3.0 IZREK (Globalna karakterizacija) Naj bo X kom-
pleksen B-prostor'in f analiti¢na funkcija, definira-
na na polju d v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X.

Naj bo | £(7)|| konstantna na polju O . Tedaj velja

(1) podprostor E[f(¢)] ni odvisen od x€d, t.j.

E[f(Q)] = E (xed) .

(11) £(gy) - £(%) € E  (%€D, %ED)

Obratno, naj velja -

(1') zaprtje podprostora E[f(Y)] ni odvisno od Yed, t.3.
E[f(Z)] = F (xed) ,

(417)  £(%U) - £(%2) € F  (%€D, L€D)

Tedaj je [£(0l konstantna na D .

Dokaz. Naj bo [£(0)l= M (gd). Naj bo {g: |g-tol<r}D.
Tedaj je "k

[<E(¢) ,UD] < M (|[¢=% | < r ; ues(x’)) ,
od koder.po lemma 1.0.1 sledi

r - |¢ =%l
[<KE050) u>] + Sy KE() - £060), Wl <M

(1€-%| < r , g+ ués(x’)) .
To pomeni

2|% = %] _
T % _m(ﬂf(Zo)" |<£ (o) sud|)

(Is=%| < r , ¢+ ues(x’))
- Po propoziciji 1.1.2 sledi
£(g) - £(%) € E[£(%)] (|2 - o|< 1) (1.3.0)

I<€tg) - £(%0), u>| <

in

lee) = £0Ca)llg e,y <3 2x -0l (x-ql <o,

= 1% =Yl
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torej je

le) - £l gy, < 172 (1 -%| < r/5) .

Po propoziciji 1.1.14 je tedaj
E[£(0)] = E[£(%) + £(%) - £(g)] = E[£ ()]
(I¢-%] < x/5) .

Zgornje lahko napravimo za vsako to&ko ‘(‘,GQJ. Ker je po-
1jubni dve to&ki polja &) mogo¥e povezati s kompaktnim lo-
kom, po definiciji kompaktnosti sledi E[f(Z)]=E (g€d).
Dalje, E je linearen podprostor v X, pa iz (1.3.0) po de-
finiciji kompaktnosti sledi tudi

fF(y) - £(%) € B (€D, %ED)

Obrat. Naj velja (i’) in (ii’). Naj bo g.,eZ), ‘Qéa. Tedaj
iz £(%) = £(¢2) + [£() - £(¥o)] in iz

£(g4) - £(%) € F = E[£(%Y,;)] po propozicijah 1.1.7 in
1.1.6 sledi ||[£(%)]| > [|£(%p)]|. Ker sta y,%,€D poljub-
na, sledi, da je |£(7)] konstantna na polju 2. Q.E.D.

1.3.1 KOROLAR (Thorp-Whitley[20]) Naj bo X kompleksen
B-prostor in f analiti&na funkcija, definirana na po-
1ju & v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X. Naj bo

I£()|= 1 (gD . Ce eksistira taka to¥ka gHeéd, da je
f(%) kompleksna ekstremna tofka na S(X), tedaj je
f konstanta. Obratno, naj a€S(X) ne bo kompleks-

na ekstremna tofka na S(X). Tedaj eksistira nekonstant-
na analiti¢na funkcija g, definirana v neki okolici
U(0) tolke 0 v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X,

za katero velja g(0) =a in [g(g)|= 1 (g€W(0)).

Dokaz. Prvi del. Iz |£(¥)||= 1 (ged) po izreku 1.3.0
sledi E[f(g)] = E &ed). Ce je £(g) kompleksna eks-
tremna to&ka na S(X), je po diskusiji 1.1.1 E[f(®] =
= {0} , torej E = {0}. Po izreku 1.3.0 iz [£(¥)[=1
(¢€d) sledi tudi £(xy) - £(52) €E (%, %€ED), kar da
£(34) = £(%2) (%41 RED) ' _
Drugi del. Naj a€éS(X) ne bo kompleksna ekstremna tolka
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na S(X). Po diskusiji 1.1.1 je E(a)={0}. Eksistira to-
rej x€E(a) , x#0 . Funkcija ¢r>g(¥x) = a + ¥x 1ima po
izreku 1.2.0 zahtevane lastnosti . Q.E.D.

1.3.2 KOROLAR (Thorp—-Whitley[ZO] ) Naj bo X kompleksen
B-prdstor. Tedaj v X velja strogi princip maksima nor-
me natanko takrat, ko je vsaka to&ka na S(X) kompleksna
ekstremna tofka na S(X). Specialno, v strogo konvek-
snem B-prostoru velja strogi princip maksima norme.

Dokaz. Trivialen.

1.3.3 DISKUSIJA V preostanku tega razdelka bomo posploii-
1li osnovni rezultat Thorpa-Whitleya (korolar 1.3.1).

1.3.4 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor,
a, beX in co{a,b}cS(X). Naj bo b - a €€E(a)NE(b).

Tedaj podprostor E([xa + (1-«)b] ni odvisen od x&[0,1],
t.j.

Elxa + (1-)b] = E (0 <ot < 1) .

Dokaz. Po propoziciji 1.1.9 je E(a)\E(b)C E[xa + (4=«)b]
(0<x<1) , pa od tod in iz b-a £E(a)N\E(b) sledi

b-a¢cE[xa + (1-x)b] (0<x<1). Oglejmo si funkcijo > h(y)=
=a+ ¥(b=-a) =a+ glb=-a) + (¢{-¢%) (b - a). Po zgor-
njem je b - a€E[a + (b - a)] (0<y<l), pa po defini-
ciji podprostora E( ) eksistira kompleksna okolica tolke
Tor V kateri je [h(¥)] = 1. To lahko napravimo za vsak

%: 0<%<l . Tako najdemo polje ¢ , ki vsebuje interval
[0,1] in na katerem velja |[h(¥)l= 1 . Po izreku 1.3.0

je tedaj E[h(Y)] = E (xed). Q.ED.

1.3.5 LEMMA Naj bo X ‘linearen prostor in a,,a,, «..
anex . Naj bo aeco{al,az,...,an}. Tedaj lahko zapi-
Zemo a =2Au + (1 - 'Man , kjer je ueco{al,az,..,an_l}
in 0<A<1 .

Dokaz. Trivialen.

1.3.6 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor,
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a,sa,5,0000a.€X in co{al,az,..,an}c_S(x). Naj bo

(1) E(a)=E (L =1,2,...,n)

(ii) ai - ajeE (i,j = 1,2;...;“) .
Tedaj velja
E(a)=E (aeco{al,az, - ,an}) .

Dokaz. Najprej za vsak 1 =1,2,..., n-1 in uéco{al,az,
...,ai} velja ,ai+1— ueEl: Imamo namr."eé

1 il
- % °<j C aj) . Po predpostavki j‘e ay,.1” ajEE

(3 = 1,2,...,1), pa zaradi linearnosti podprostora E sle-
: :

‘Naj bo sedaj aéco{al,az,...,an}. Po lemma 1.3.5 lahko za-

piSemo

a =uy= Au+ (1-M)a_;tuje 0<N<l; u,€cof{ay seeera 1}y

Yn-2" 'An-lun-—l"' (1-Mpa, -== 0<A _,<13.u _ €écofa,}
=Ap-12p + (1 )a, .
e gremo sedaj od zadaj korak za korakom, vidimo, da so
na vsakem koraku izpolnjeni pogoji propozicije 1.3.4, pa
dobimo
E = E(al) - E(un_

= E(u o= E(uol = E(a). Q.E.D.

1) n-2) =
1.3.7 PROPOZICIJA (Thorp-Whitley[20]) Naj bo X kom-
pleksen B-prostor in f analiti&na funkcija, definirana
na polju ) v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X, za
katero velja |[|f(7)|| = 1 ({€d). Tedaj velja

co £D)CS(X).

Dokaz.{Thorp-Whitley[20]). Naj bo yeco £&) . Tedaj ek-
mn
sistirajo o4>0 (i=1,2,...,n), E‘Kl =1 in toZke ¥;.,%,,

n
ceer¥, 4 da je E,,“’if(ri) =y . Po Hahn-Banachovem
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izreku eksistira ueS(x'), da je <f(¢4),ud = 1. Ker je
IKEE) > < £ .]Ju] =1 (3€d), po strogem principu
maksima norme za skalarne analiti®ne funkcije sledi

E(5) u>=1 (ed). Torej je <yud> = > <E(z)ud> =1,
kar pomeni, da je |yl > 1 . Po drugi strani pa je

m
Iyl < 2 «lle(gp)] =1 . Q.E.D.
™1 1

Y38 IZREK Naj bo X kompleksen B-prostor in £ anali-
ti¥na funkcija, 'definirana na polju 2 v kompleksni
ravnini, z vrednostmi v X, za katero velja

£ = 1 (2e) . Tedaj velja

E(a) = E (agco £(Q) ) .

Dokaz. Po propoziciji 1.3.7 je co £@)<C S(X). Naj bo
acco f()) . Tedaj eksistirajo to&ke '{1,‘;’2,...,‘{“6@ ‘
da je ac¢ co{f(‘gl),f(‘gz),...,f(‘g’n)} . Po izreku 1.3.0 je
E[f(X)] = E (2¢D) in £(Y)-£(¢'V€ E (¢ ,¢"'€D ).
To pomeni, da so izpolnjeni pogoji propozicije 1;3.6,

ki dokaZe trditev. Q.E.D.

1.3.9 KOROLAR Naj bo X kompleksen B-prostor in f ana-
liti¥na funkcija, definirana na polju & v kompleksni
ravnini, z vrednostmi v X, za katero velja [f(gl =1
(¢ed). Ce co £() vsebuje kompleksno ekstremno
to¢ko na S(X), tedaj je f konstanta.

Dokaz. Po izreku 1.3.8 je E(a)= E (acco f®) ). Naj bo
ag€co f ) kompleksna ekstremna to¥ka na S(X). Po disku-
siji 1.1.1 je tedaj E(a,) = {0}, torej E = {0}. To pome-
ni, da je vsaka to&ka mno¥ice f({)) kompleksna ekstremna
totka na S(X). Po korolarju 1.3.1 je f konstanta. Q.E.D.

1.3.10 DISKUSIJA Korolar 1.3.9 (ne pa izreka 1.3.8) more-
mo enostavneje dokazati z uporabo naslednje propozicije.

1.3.11 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor,
al,'az,...,anex in co{al,az,...,an}C_ S(X).
Tedaj velija

ﬁ E(ay) C E(a) (aeco{al,az,...,an}) .
1=
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%
Dokaz. Naj bo aeco{al,az,...,an}, tore} a = E:iuiai

1=mq
Po definiciji prostora E( ) eksistirajo konstante

r,>0 (1 = 1,2,...,n), da je

(Ni >0 (1=1,2,...,ﬁ), 5tmi =1 ). Naj bo xelﬁl E(ai).

la, +gxl <1 (gl 2y 4 =1,2,...,m ).
Sledi

) : T '

IZeiay +xxl = 1 204 (ay + g

¢ 2oyllay + g
mn
4 |
1=1
= 1 (|¥[ X< min ry i [
1£igm
kar pomeni, da je x€E(a). Q.E.D.

1.3.12 DISKUSIJA Korolar 1.3.9 (in izrek 1.3.8) ne velja,
¢e co f() zamenjamo s Co £(). Primer, da to vidimo,
je v prostoru X dvojic kompleksnih Stevil s sup normo
funkcija £(Y) = [1,7¢]. Tedaj je [£(l=1 (|¢]< 1),
pa je £(1) = [1,1] kompleksna ekstremna to&ka na S(X).
Torej Ze f@) lahko vsebuje kompleksno ekstremno tocdko
na S(X), pa ni nujno, da je f konstanta.
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2. ANALITICNE FUNKCIJE S KONSTANTNO NORMO
Z VREDNOSTMI V BANACHOVIH ALGEBRAH

2.0. O EKSTREMNIH TOYKAH NA ENOTNI KROGLI V C*-ALGEBRAH

V tem razdelku bomo navedli nekaj znanih rezultatov
o realnih in kompleksnih ekstremnih toZkah na enotni kro-
gli v C*—algebrah.

2.0.0 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen H-prostor. Alge-~

bra & cL(X) je sebi adjungirana, %e iz A€R sledi
A¥e & .

2.0.1 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen H-prostor.
C*—algebra je sebi adjungirana, kompleksna algebra
omejenih linearnih operatorjev na prostoru X, zaprta
v enakomerni operatorski topologiji.

2.0.2 IZREK (Kadison[13]) Naj bo X kompleksen H~prostor.
Naj C*-algebra A CL(X) vsebuje identi¥ni operator I.
Tedaj je operator Ue# realna ekstremna to&ka na S(R)
natanko takrat, ko je

(1) U je parcialno izometrien operator
(11) velja (1 - ut¥)A (1 - v*v) = {o}.

Dalje, normalen operator, ki je realna ekstremna
todka na S(#f), je unitaren. Obrnljiv operator, ki je
realna ekstremna to&ka na S@#), je unitaren.

Izreka 2.0.2 ne bomo dokazovali. V primeru, ko je
& = L(X) , se izrek 2.0.2 reducira na enostavnej3i izrek
2,0.4.,

2,0.3 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen H-prostor. Opera-
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tor A eL(X) je semiunitaren, &e je ali AMa =1 ali
pa an* =1 , kjer je I identi&ni operator (t.j. &e je
ali A izometricden operator, ali A¥ izometrien operator) .

2.0.4 IZREK (Kadison[13], Halmos[10]) Naj bo X komplek-
sen H-prostor. Operator U€ L(X) Jje realna ekstremna
tofka na S[L(X)] natanko takrat, ko je semiunitaren.

Za izrek 2.0.4 sta znana dva dokaza. Kadison [13] ga do-
kaZe kot posledico svojega izreka o karakterizaciji real-
nih ekstremnih to&k (izreka 2.0.2), pri &emer za dokaz
slednjega uporabi Gelfand-Neumark-ov izrek o reprezenta-
ciji komutativnih C* -algeber. Halmos [10] ga doka¥e direkt-
no, pri &emer uporabi polarno dekompozicijo operatorja nad
H- prostorom.

Za nas bo vaZen predvsem naslednji izrek, ki sta ga
pred kratkim dokazala Akemann-Russo[3].

2.0.5 IZREK (Akemann-Russo[3]) Ce je &\ c¥-algebra,
tedaj realne ekstremne todke na S(t) sovpadajo s kom-
pleksnimi ekstremnimi to&kami na S(A) .

Akemann in Russo sta za dokaz izreka 2.0.5 uporabila
malce posplo3en (gl. Miles [15]) Kadisonov dokaz izreka
2.0.2, ki funkcionira tudi za kompleksne ekstremne tocke.

Naslednji izrek je posledica izrekov 2.0.4 in 2.0.5 .
Mi ga bomo dokazali na drug na&in, direktno, z uporabo
spektralne teorije za sebi adjungirane operatorje.

2.0.6 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor. Tedaj real-
ne ekstremne to¥ke na S[L(X)] sovpadajo s kompleksni-

mi ekstremnimi to¥kami na S[L(X)] - to so natanko vsi

semiunitarni operatorji.

Dokaz. Naj bo A semiunitaren operator. Ker je H-prostor

X strogo konveksen, kratek rafun pokaZe, da je A realna
ekstremna tofka na S[L(X)] , torej tudi kompleksna ekstrem-
na tofka na S[L(X)] .

Obrat. Naj bo A kompleksna ekstremna tofka na S[L(X)].
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‘Najprej bomo dokazali, da je A*A projektor. Predpostavimo
nasprotno, da A¥A ni projektor. Tedaj eksistira A,€c(A*a),
0< {<1. Naj bo A;<A<1 4in naj bosta P in Q spektralna
projektorja, ki za operator A*¥A ustrezata intervaloma
[0,21 in [A,1]. Jasno je PX®QX = X. Naj bo & >0 . Defi-
nirajmo operator BE€EL(X) takole: BQ = 0 4in BP = 8P .
o¢itno je BA¥A = A*AB . Naj bo sedaj 2z€S(X), z = x + y
(x€PX, yeQX). Dobimo

| (a*a + a¥*aB?) (x+y) || 2 - ||A*A(1+52)x -- A*Ay\lz'
2

i

Ia%a (1482 x| 2 + || a*ay]
A2+ 8|2 + |v?

A

in

I2%A (14B) % (x+y) || 2 = ||a*A (1+B) %x + A*Ay] 2

= [|a%a (148) 2] 2 + || a*ay| 2
22116 Y x)2 + 1v? .

Ker je A <1 , lahko izberemo 6 >0, da je %(1+52);1 in
1(115)%;1. Ce v definiciji operatorja B uporabimo tako iz-
bran §, sledi "AfA(I+Bz)"£1 in ﬂA*A(IiB}ZH;I , torej
|a+iaB|<1 , ||A+ABl|<1. 0d tod, ker je A po predpostavki
kompleksna ekstremna to&ka na S[L(X)] , sledi AB = 0,
torej ABP =J§AP = 0. To pomeni, da je AXAP = 0, kar pa
je v protislovju s predpostavko, da interval (0,)\) vsebuje
to&ko %&G(A*A)‘ . Protislovje dokazuje, da je A*A pro-
jektor.

Predpostavimo sedaj, da je A kompleksna ekstremna to&ka
na S[L(X)] in da pri tem A ni semiunitaren operator.

Po prvem delu dokaza to pomeni, da je A parcialna izome-
trija, za katero je N(A)#{0} in ®(A)# X. Tedaj lahko
konstruiramo operator BE€ S[L(X)] na naslednji na&in:
izberemo x,€ N(A)NS(X) in y,€ RA'N S(X) in defi-
niramo Bx, = Yo in on =0 (x.on} . Razstavimo

X = N@rte[ua) 0 NxyReCll @ (Ax,; 2eC)

in v istem smislu razstavimo poljuben vektor 2zgS(X) :

Ia
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z=p+qg+r

Dobimo (A+B)z = Ap + Br 1in (A+iB)z = Ap + iBr .
Ker je BrlAp , sledi |[A+B|< 1 , |A+iB|< 1 . To pa je
v nasprotju z dejstvom, da je A kompleksna ekstremna to&-

ka na S[L(X)]. Q.B.Ds "

2.1. ANALITIENE FUNKCIJE S KONSTANTNO
NORMO Z VREDNOSTMI V C¥-ALGEBRAH

Cilj tega razdelka je prouliti analitiéne funkcije
s konstantno normo, z vrednostmi v C¥-algebrah, ¥e pose-
bej pa v algebri L(X) nad kompleksnim H-prostorom X.

2.1.0 IZREK Naj bo X kompleksen H-proétor in naj c*-
algebra A CL(X) vsebuje identi&ni pperator. Naj bo
f analiti®na funkcija, definirana na polju ) v kom-

pleksni ravnini, 2z vrednostmi v & , za katero velja
€)= 1 (ged) . Ce co £@) vsebuje semiunitaren
operator, tedaj je £ konstanta.

Obratno, e je AéSH) normalen neunitaren operator
ali obrnljiv neunitaren operator, tedaj eksistira ne-
konstantna analitic¢na funkcija g, definirana v neki
okolici 7WU(0) tofke 0 v kompleksni ravnini, z vredno-
stmi v &, za katero velja |[g()]|= 1 (g€ U00))

in g(0) =A .

Dokaz. Trivialen. Uporabimo izreka 2.0.2 in 2.0.5 ter ko~
rolarja 1.3.9 in 1.3.1 . 0.E.D,

V specialnem primeru, ko je A=L(X), izrek 2.1.0
preide v naslednji izrek.

2.1.1 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in f anali-
ti¥na funkcija, definirana na polju &) v kompleksni rav-
nini, z vrednostmi v L(X), za katero velja |£(3)] =1
(€Q). Ce co f()) vsebuje semiunitaren operator, te-
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daj je f konstanta.

Obratno, e A€ S[L(X)] ni semiunitaren operator,
tedaj eksistira nekonstantna analitié&na funkcija g,
definirana v neki okolici U(0) to&ke 0 v kompleksni
ravnini, z vrednostmi v L(X), za katero velja

lgtOll= 1 (geWo)) in g(0) =A .

Dokaz. Trivialen. Uporabimo izrek 2.0.6 ter kotrolarja
1.3.9 il’l 1-3.1 . QQE.D.

2.1.2 IZREK (Brown-Douglas [6]) Naj bo X kompleksen H-
prostor in f analiti¢na funkcija, definirana na poliju
d v kompleksni ravnini, z vrednostmi v L(X), za ka-
tero velja [[£(0)] <1 (yed).

(1) &e eksistirata €D in xeX, x# 0 , da je
l£(g) x| = ||x|] , tedaj je funkcija ¥H>f({)x konstanta.
Specialno, &e eksistira Y,€®, da je operator f£(¥,) izo-
metri¢en, tedaj je funkcija f konstanta.

(i1) %e je ¢, |¢| =1 v spektru CO[f(%)] pri nekem
Z €D ., tedaj je (€ ¢[E(P] (X&) .

Na tem mestu izreka 2.1.2 ne bomo dokazali, ker ga
bomo kasneje posplo3ili na analiti&ne funkcije, katerih
vrednosti bodo operatorji nad nekaterimi B-prostori, pri
temer bomo tudi vel povedali o naravi spektralnih toék,
omenjenih v (ii).

Naslednji izrek je osrednji rezultat tega razdelka.

2.1.3 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in

f(g) = Ay + A\X + Az-z;z + g (2.1.0)

analitiéna funkcija, definirana v okolici tolke 0 v
kompleksni ravnini, z vrednostmi v L(X). Naj bo
Iagh =1 . |

Za eksistenco neke okolice todke 0, v kateri je
£ = 1 , je potreben pogoj
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(1) AQ = Ai*p =0 &L 2ens) (2.1.1)

kjer je Q spektralni projektor, ki ustreza to&ki

A =1 za operator A&‘Ao in P spektralni projektor,
ki ustreza to¥ki A =1 2za operator thg .

Za eksistenco neke okolice tolke 0, v kateri je

l£(0)] = 1, je zadosten pogoj
(11) eksistira nek §>0 , da je

*
kjer sta Ej in Fy spektralni druZini za operatorja
A ; in .AO*AO , I pa identiéni operator.

V posebnem primeru, ko je A= 1 izolirana tolka spek-
tra operatorja AOAU* , je pogoj (i) potreben in zados-
ten.

Dokaz prvega dela izreka. Znano je, da velja U(AOAO*) =
=0 (A *Ao) . Po predpostavki je ||A0|| =1, torej je to&-
ka A= v spektru operatorijev ,AOAO* in A Ao. Sedaj
imamo dve moZnosti:

(a) A =1 je lastna vrednost operatorja AOA; . Tedaj je
(trivialno) A =1 lastna vrednost operatorija AO* Ay -

(b) 4 =1 je v zveznem spektru operatorja AUAS in tudi
v zveznem spektru operatorja Ao 0 *

V primeru (b) je P =Q =0 in je zato (i) trivialno iz~
polnjeno. Predpostavimo torej, da je A =1 lastna vred-
nost operatorjev AOA;’ in AO*AO .

Naj vrsta (2.1.0) konvergira v krogu |¥|< §. Tedaj vrsta
iz norm &lenov vrste (2.1.0) v vsakem manjSem krogu enako-
merno konvergira (gl.[12]). Naj bo [£(0)|=1 (|¥x]|<d) .
Ce vrsti za £(¥) in £(¥)* ‘®lenoma zmnoZimo, dobimo

£ e =afa  +afar+afa .. .

Clenska integracija da

2].1_ ff(reie)* f(reie)r dg = *AO + Al*Alr2+... (r<5) ’
torej je
* * 2 1
[Aag Ay +A) Ax” + oo || £ gpe2nr =1 (2<d) .
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Operatoriji Ai*Airzi (1 =1,2,...) so pozitivni, torej

pristeti k pozitivnemu operatorju AQ*AO norme ne more-

jo zmanjSati. Ker je ﬂAd*Aoﬂ = HAOH =1 , sledi

lagag + afa r® + Ll m 1 (0gr<d) (2.1.2)
Podobno dobimo |

lagay +AAT %+ il el (0gr<d) . (2.1.3)

Naj bo sedaj x& ®(Q). Ker je po predpostavki totka A =1
lastna vrednost operatorija AO*AO, sledi

(AO*AOx,x) = (x,x) = ||xl|2 . (2.1.4)
Enakost (2.1.2) lahko prepifemo v obliko

“slli.zp1 { (AO*AOy,y) + (1\1’"1&133,,3,{)1':2 + } = 1 (x<d),
Yil=
pa sledi

arax,x) =0 (1 =1,2,...) ,
torej
Agx,Ax) = [ax]? =0 (L=1,2,..0) .
Ker je bil xe€®(Q) poljuben, to pomeni, da je
A0=0 (1=1,2,...) .

Prav tako s pomo&jo (2.1.3) dokaZemo

*

Ay

P = 0 (i = 1,2,--0} . QcEnDt

Za dokaz drugega dela izreka 1.2.3 najprej dokaZemo
naslednji lemma.

2.1.4 LEMMA Naj bo X kompleksen H-prostor, TéEL(X) in
Eya , Fy spektralni druZini za operatorja ¥ ¥,
Naj bo «<p ., . Ce je' xeﬂ,(Fg, - F¢), Je Tx €
€R (Ep - Ex).
Dokaz. Znano je (gl.[7]), da lahko pifemo
7 = w(rtn /2 (2.1.5)

kjer je W parcialna izometrija : |[Wx| = ||x]| (x¢€ R((T*T) 1/2) ’
Wx =0 (x..!.ﬂ.(('l‘*'l‘) 1/2)). Torej je W = wWiW  in  whw je
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ortogonalni projektor na E—((T*T) 1/2y | ger je (T T)U2

sebl adjungiran operator, sledi, da w*W komutira s
(r¥7) 1/2, |
Iz (2.1.5) sledi T = (%) 1/2w*, torej TT*= w(T*T)wW*.
Ker je R(T¥T)c R((T*1)1/?) |, sledt

whrr¥® = ooy | (2.1.6)
0d tod dobimo

X _ ¥

Fy W' = W Ey (A€ R)

in

/2 wk

FAT* = P, (T*T)

(TT)/FW*

whw (r*r) 1/ 25y w¥
1/2

whw (T%T) */ “W*E,
1/2W*WW*EA
1/2

(T*7)

(T*T)
= T*E, . (AeR)

wrE,

sledi (Fp - F)T¥ = 1(Ep - Ex) , torej T(Fp - Ey) =
= (Ep - E¢)T . Naj bo xe ‘R,(FP - Fx) . Tedaj lahko zapi-
Semo x = (Fp - Fx)y, pa dobimo Tx = T(Fg - Fx)y =

= (Ep - Ex)Ty€R(Ep - Eu). Q.E.D.

Dokaz drugega dela izreka 2.1.3. Naj bo izpolnjen pogoij
(11) in naj bo x €R(I - F,_g). Tedaj iz (ii) sledi
f(g)x = Ayx . Dalje, po lemma 2.1.4 je oneR(I - El_a).
Zaradi (ii) tedaj pri nekem R>0 velja

f(‘() f(z)xEAO 0¥ (xER(I-F, §)¢ KI<R) .
Naj bo sedaj z&S(X) poljuben. PiZimo
z=x+y , kier jé xe“g(Ii-Fl_é-) 0  Yix .
Jasno je
IaFagyl < a -yl . (2.1.7)
Sledi
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le)zl? = (£ z,£00) 2)
(£ £00) 2,2)
(£¥ £ x,x) + (E* £(9x,y)
+ (X E(Qy.x) + (E(O* £(Qy,y)
(¥ £ x,x) + (EQ*E(Qx,y)
+ (v EOF EOX) + Q¥ EQY.Y  ([¢|<R).

Ker je R(I - F,.§) invarianten za AO*AO, je

AXax,y) = (yAFAX) =0 ,
pa sledi
”f('()z”z = (AO*AOxrx) + (f("g)*f(()Y:Y)

Ce zapifemo vrsto za f(¢)*f(z), takoj vidimo, da za do-
volj majhen r>0 eksistira M(r), da velja

IE* £yl < =Byl + [xIM@ |yl  (¢|<x<R)
To pomeni, da je _
2 2 _5 2 ; 2
£ 2] © < flx]° + (=) ¥]* + |g|M(D)] ¥l
=lz)? + (xIMe) -&)|yl®  (x]<n)

Ce je sedaj | ¢|< Iy = min{ r, § /M(r)} , sledi

£z < |2 (zeS(X); |g|<xry) o
torej

£l s 1 Ugl< xg)

Ker je | £(0)| = "AOH =1 , po principu maksima norme
sledi

JECol =1 (¢] <y

kar smo Zeleli dokazati.

Dalje, v posebnem primeru, ko je A =1 izolirana tolka
spektra operatorjev AOAE in A Ay o+ takoj vidimo, da
sta pogoja (i) in (ii) ekvivalentna S tem je tudi drugi

del izreka 2.1.3 v celoti dokazan. Q.E.D.
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2.1.5 KOROLAR Naj bo X kompleksen H-prostor in

£(¢) = A, + Aiz + Azgz # ai

0
analiti¢na funkcija, definirana v okolici tolke 0 v
kompleksni ravnini, z vrednostmi v L(X). Naj bo opera-
tor AO kompakten. Naj bo Q spektralni projektor, ki
pripada najve&ji lastni vrednosti operatorja AJ‘AO

in P analogni projektor za operator AOAg'.

Tedaj eksistira neka okolica to&ke 0, v kateri je

£ = ||A0|ll natanko takrat, ko je
= * = = 1
AjQ=ATP =0 (L =1,2,...) .

Dokaz. Iz predpostavk sledi, da je A.*AO kompakten ope-

rator. Ker je po znanem izreku (gl.[?%) spekter kompakt-
nega operatorja iz lastnih vrednosti, katerih edino moZ-
no stekalis¥e je tofka 0, sledi, da je A = [AS A | izo-
lirana tocdka spektra operatorija AJ‘AO . Trditev korolar-
ja tedaj sledi iz izreka 2.0.4, uporabljenega za funkcijo

(00 /Al . Q.E.D.

2.2. ANALITICNE FUNKCIJE S KONSTANTNO NORMO Z
VREDNOSTMI V KOMUTATIVNIH BANACHOVIH ALGEBRAH

V tem razdelku bomo dobili nekaj bolj podrobnih
rezultatov o analiti&nih funkcijah s konstantno normo,
z vrednostmi v komutativnih B-algebrah. Pri tem bomo
uporabili Gelfandovo teorijo o reprezentaciji komutativ-
nih B-algeber.

2.2.0 LEMMA Naj bo X kompleksen B-prostor in f ana-
litiéna funkcija, definirana na polju|% v kompleksni
ravnini, z vrednostmi v X, za katero velja [£f(¢)]= 1
(c€d) . Naj bo funkcional u€S(X’) tak, da pri nekem
€D velja  |<£(Zp) ,up| =-1.
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Tedaj eksistira ¥: 0 <9<2x , da je <f(¢) ,u> = e'¥

(zed) .

Dokaz. Po predpostavki je Y+><f(Y),u> skalarna anali-
ti¢na funkcija na D, za katero velja

IKE() ,ud|< |E@ v =1 (x€D)

in [Kf(¢),ud] =1 . Trditev lemma sedaj sledi po stro-
gem principu maksima norme za skalarne analiti&ne funkci-
je. Q.EcDa

2.2.1 LEMMA Naj bo X kompleksen B-prostor in

F(X) =ap +ay¢ +ay + ...
analiti¢na funkcija, definirana v okolici U(0) tocke
0 v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X, za katero ve-
lja |[f@)]l= 1 (xeUuo)).
Ce za nek funkcional ueS(X’) velja ]<a0,u>| =1,
tedaj je

<ai;u>= 0 (i = 1;2;...) .

Dokaz. Trivialen, uporabimo lemma 2.2.0 . Q.E.D.

2.2.2 DEFINICIJA Naj bo % kompleksna komutativna B-al-
gebra z enoto.. TUH) je razred vseh linearnih multi-

plikativnih funkcionalov na % (= razred vseh maksimal-

nih idealov algebre %).

2.2.3 IZREK Naj bo B kompleksna komutativna B-algebra
z enoto. Naj bo

£(Q) =ay +a,(g- ) +a,(5- @2+ ...

analiti¢na funkcija, definirana na pdlju D3%, v kom-
pleksni ravnini, z vrednostmi v %, za katero velja

£ = 1 (z¢d).

(1) Naj bo to¥ka «, || =1 v spektru elementa
ag . Tedaj je «e0[f(¥)] ((ed) in 0€C(ay) (1=1,2,..).

(i1) Specialno, naj bo ves spekter elementa a, na
enotni kroZnici. Tedaj so vsi elementi ay (1=1,2,.44)
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kvazinilpotentni in velja

clE(] = d(ag) (xeD) .

Dokaz. Naj to¥ka o, [¢| =1, lefi v 0(a,). Po Gel-
fandu eksistira me M®), da je

(ao,m> = E(¢) m> = & (2.2.0)

Ker je |m] =1, po lemma 2.2.0 sledi <f(g) ,m> =«

(¢ed) , kar po Gelfandu pomeni, da je xed[f(¥)] (¥&€Q).

Dalje, po lemma 2.2.1 iz (2.2.0) sledi (ai,m> = 0

(1 =1,2,...), torej _je po Gelfandu 0e O’(ai} (1] ;24 0vs) s
Naj bo sedaj ves spekter elementa ag na enotni kroZ-

nici., To po Gelfandu pomeni, da je

|<ag,m> =1 (me M(®)) (2.2:1)

od koder po lemma 2.2.1 sledi <a;m>» =0 (mem®; i =
=1,2,...), torej so elementi ai(i=1,2,...) res kvazi-
nilpotentni. Dalje, ker je f£f(%) = ag s iz (2.2.1) sledi
|<E(g) m>] = 1 (m&€MUB)), od koder po lemma 2.2.0 dobimo
KE(Z) m) = <E£(%p) ,m> (mem®); Y¢éD), kar po Gelfandu po-
meni, da je o[f(Y)] = olay) (7€) . Q.E.D.

2.2.4 IZREK Naj bo % kompleksna B-algebra z enoto,
v kateri velja |a]] = spr a (a¢®). Naj bo

£(Y) =a, +ax + az‘gz + ceo

analiticna funkcij'a, definirana v okolici tolke 0 v
kompleksni ravnini, z vrednostmi v %. Naj bo [ayf =1
in naj eksistira §>0, da je kolobar 1-0<|%|<1 v
resolventni mnoZici elementa age

Tedaj eksistira neka okolica tocke 0, v kateri je

[£()| = 1 natanko takrat, ko je <a;,m>=0 (i=1,2,..)
za vse tiste funkcionale meM®), za katere je
|<a0,m>|'= ;

Dokaz. Najprej iz |[lall = spr a (a¢®) sledi, da je alge-
bra B komutativna (gl. [5]). Naj bo [[£(¢)]|= 1 v neki
okolici tofke 0 in naj bo [<ag,m>| =1 za nek memM®).
Za vsak tak m tedaj po lemma 2.2.1 velja <a; m> = 0 (i=1,2,..).
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Obrat. Naj bo funkcija £ definirana v okolici 1WU(0) to&-
ke 0. Naj bo <ai,m>n 0 (i=1,2,...) =za vse tiste
me M) , za katere je |[<agmy| = 1. Ce je sedaj meM(D)
tak, da je I(ao,m>|--= 1 , sledi
K £(g) m>| = [<a0,m> + <ay m>ZH ... |
= l<a0lm>l .

Naj bo sedaj meT(®) tak, da je |<a,,my| < 1. Po Gel-
fandu tedaj 1; prepostavk izreka sledi ]<a0,m>| £ 1= 5.
Dalje, o&itno eksistira R > 0 , da velja fx: |¢!<R}cU©)
in [ £(g) - £(0)] < & (|g|<R). Sledi

|<E(Q) om>| < [<ag,my| + |LE(g)-£(0) ,m)>
< 1=-8+9
=1 (¢l < R) .
Ce vse to Lipoétevamo, dobimo
Il £ = spr £(2)
B mg%fﬁ) <EEY ol

< 1 (gl < ®)
Ker je [£(0)| = [ay| =1 , po principu maksima norme sle-
di £l =1 (¢l <R . | Q.E.D.

2.2.5 KOROLAR Naj bo ® kompleksna komutativna B-alge-
bra z enoto brez radikala. Naj bo f analiti&na funkci-
ja, definirana na polju &) v kompleksni ravnini, z vred-
nostmi v %, za katero velja [f(Q] =1 (gD .

Ce pri nekem Y,6d) spekter elementa £(¥,;) le%i na
enotni kroZnici, tedaj Ije £ konstanta.,

Dokaz. Razvijmo funkcijo £ v okolici to&ke -. v vrsto

£(Q) = £(%0) + 2 (Y- %) +ay(g- )2+ .on .

Po izreku 2.2.3 so tedaj elementi a; (L=1,2,...) v ra-
dikalu, algebre . Po predpostavki je © brez radikala, pa
sledi a; =0 (L =1,2,...), torej je f v okolici tolke
Yo konstanta. Trditev korolarja sledi od tod po principu
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o analitiénem nadaljevanju. Q.E.D.

Z uporabo rezultatov razdelka 2.0. dobimo 5e nasled-
nji izrek. |

2,2.6 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in AL (X)
komutativna . C*-algebra, ki vsebuje identi&ni operator.
Naj bo f analitina funkcija, definirana na polju D v
kompleksni ravnini, z vrednostmi v &, za katero velja
M= 1 tred). Ce co fW) vsebuje unitaren
operator, tedaj je f konstanta. .

Obratno, naj A€S() ne bo unitaren operator. Tedaj
eksistira nekonstantna analiti&na funkcija g, defini-
rana v neki okolici WU(0) to&ke 0 v kompleksni rav-
nini, z vrednostmi v A , za katero velja |gly)|= 1
(e WD0)) 4in g(0) = A,

Dokaz. Po izreku 2.0.2 je zaradi komutativnosti algebre
Jt operator Aedft realna ekstremna tofka na SW#R) na-
tanko takrat, ko je unitaren. Trditev izreka tedaj sledi
s pomo&jo izreka 2.0.5 in korolarjev 1.3.9 in 1.3.1.
Q.E.D.

2.3, ANALITICNE FUNKCIJE S KONSTANTNO NORMO
Z VREDNOSTMI V OPERATORSKIH ALGEBRAH

Namen tega razdelka je razSiriti rezultate Brown-
Douglasa [6] (izrek 2.1.2) na analiti&ne funkcije, kate-
rih vrednosti so omejeni linearni operatorji nad enakomer=
no konveksnim B-prostorom.

2.3.0 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor. Totka
A je v aproksimativnem to&kastem spektru operatorja
A€ L(X), & eksistira zaporedje {xn}CS(x) , da je
lim [[Ax = 2x | =0 .

MN=>o00

2.3.1 LEMMA Naj bo X kompleksen B-prostor in A robna
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tofka spektra operatorja A€ L(X) . Tedaj je A v
aproksimativnem tolkastem spektru operatorja A.

Dokaz. Znano je (gl.[7]), da velja
IR(A,A)> 1/dist{A, d(A)} (Ae @A) . (2.3.0)
Naj bo A, robna tofka spektra o(A) in {Aq}cQ(A),

‘%hg M = N o Zaradi (2.3.0) je mogode najti zaporedje
- .

vektorjev {x }cCsS(X) , da je R(An,A)xnﬂcO (n=1;2,::) in

lim 1/"R(ﬂ“,n)x “ =0 . (2.3.1)
N> 00 n
Sedaj je (A - A)R’M“,A)xn = x, (sl 2600 p EOTE]
MR (A, A)x /|R(Aq,B)x | = AR(Aq,A)x_ /[|R(%n,R)x || =
- xn/"R(‘A“,A)xn" (n = 1'2'!'.) .
Sledi
AR (B x /IR(AnB)x || = ARy A)x_ /R (A R)x || =

= x /IR(OpA) x|+ (A =) ROp,A) %, /ROy ,A) x|
(n = 1'2'00-) L]

Pri n->o desna stran v zadnji enakosti konvergira k 0
zaradi (2.3.1), zaradi "xnu =1 (n=1,2,...) ter zaradi
‘%ig A= A| =0 . Ce sedaj piSemo Y™ R(An,A)x, /
/IIR(A“ rA) xn" (n=1 '2; "e 0) ? velja ynés (X) (n"l ;2; . ..U’ in

Lim Jay, = Ayl =0 . Q.E.D.

2.3.2 LEMMA Naj bo X enakomerno konveksen kompleksen

B-prostor. Naj bo  x €X, [x <1 (n=1,2,...) in
“]:3.2 x| = 1. Tedaj velja

lim [ sup |ly}f] =0 . (2:3.2)
n>e I x tyll <2

Dokaz. Predpostavimo, da (2.3.2) ne velja. To pomeni, da

eksistira podzaporedje {x_ ;k=1,2,...} in £> 0, da je
k

sup flyl 2 & (k=1,2,...) .
=, #yll<1
k

0d tod sledi, da eksistira zaporedje {yk}cx ; da je

Iy ll2 €72 (= 1,25000) (2.3.3)
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pri Cemer je

Il =

nk — ynk” S 1. ‘k = ].-fzf“’l . (2‘3.4]

Ker je prostor X po predpostavki enakomerno konveksen,
eksistira §(€) > 0 , da iz (2.3.3) in (2.3.4) sledi

iz, || & 3= 616 k =1,2,...) ,
k
kar pa je v nasprotju s predpostavko 1lim ||x || = 1. Q.E.D.
N—>e N

2.3.3 LEMMA Naj bo X enakomerno konveksen kompleksen
B-prostor in A€L(X) . Naj bo B€E(A). Tedaj je
tocka 0 v aproksimativnem todkastem spektru operatbr-

ja B.

Dokaz. Ker je E(0) = {0} , po propoziciji 1.1.8 lahko
brez izgube splo¥nosti predpostavimo, da je |A] = 1.

Iz BEE(A) sledi, da eksistira r>0, da je |A +yBl< 1
(IZ]2r), torej specialno ||Ax + rBx|] < 1 (xeS(X)).

Iz ||aA]l = 1 pa sledi, da eksistira zaporedje {xn}CS(X)}
za katero je lim "Ax I =1. 1z [a] =1 sledi I]Ax <
€1 (D®1,2;000 ), tore; po lemma 2.3.2 iz HAx +rBx H< 1
(n=1,2,...) sledi lim r| Bx H = 0, torej lim ﬂBx " = 0.
Slednje pove, da Je toéka 0v aproksimativnem todkastem
spektru operatorja B. _ Q.E.D.

2.3.4 IZREK Naj bo X enakomerno konveksen kompleksen

B-prostor in

£(4) = Ay + AY + A + ...
analiti¢na funkcija, definirana v neki okolici W(0)
tofke 0 v kompleksni ravnini, z vrednostmi v L(X), za
katero velja  [[£(0 ] = [lagl (geuo)).
Tedaj je tofka 0 v aproksimativnem to&kastem spektru
vsakega operatorja Ay (i =1,2,...) .

Dokaz. Po izreku 1.2.0 iz predpostavk sledi AieE(AO)
(1 =1,2,...). Trditev izreka tedaj sledi po lemma
2:3:3 & Q.E.D.
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2.3.5 IZREK (i) Naj bo X kompleksen B-prostor in

E(Q) = Ay + A (F = %) + Ay (g~ X2 + ...

analiti¥na funkcija, dgfinirana na polju D3¢ v kom-
pleksni ravnini, z vrednostmi v L(X), za katero veija

£l= 1 (ged) . (2.3.5)

(ii) Naj velja (i), pri &emer naj bo pro-
stor X strogo konveksen. Ce tedaj za nek x€X, x#0
velja [£(¢o)x| = |lx], tedaj je funkcija Yr>f(¥)x
konstanta, Specialno, €e je operator f(Y,) izometri-
en, tedaj je funkcija f konstanta.

(1ii) Naj velja (i), pri &emer naj bo pro-
stor X enakomerno konveksen. Tedaj je to¢ka 0 v apro-
ksimativnem tockastem spektru vsakega operatorija Ay
(1 =1,2,...). Dalje, naj bo A, |A| =1, v spektru
operatorja Agy. Tedaj je A v aproksimativnem tolkastem
spektru vsakega operatorja £(Y) (¢¢0). Natanéneje,
tedaj iz {x }¢S(X) in .,}i'.‘,‘o"%"n -Ax || =0 sledi

%ﬂ"f(g)xn -?\xnll_ =0 in &ﬂcﬂAixn" =0 (i=1,2,...).

Dokaz. Iz (2.3.5) sledi AieE(EO)'(i=1,2,1;.).po?izreku
1.2.0. Torej eksistirajo ri>0 (i=1,2,...), da je

lag + r4a,l <1 (i=1,2,...) in specialno ﬂoniriAixﬂgl
(1=1,2,...; x€S(X)). Ce je [lAapx| = [x| =1 4in prostor

X strogo konveksen, je riAix =0 (i=1,2,...) torej

Aix =0 (1=1,2,...), s ¢imer je (ii) dokazano.

Dokaz (iii). Izrek 2.3.4 pove, da je 0 v aproksimativnem
totkastem spektru vsakega operatorja Aifji=1,2,...).

Naj bo sedaj A, |A]= 1, v spektru operatorja A,. Ker je
=1 , je A robna tofka spektra in kot taka v aproksi-
mativnem tolkastem spektru operatorja AO. To pomeni, da
eksistira zaporedje ' {x } cS(X), da je %iﬂaﬂnoxn- Ax = 0.
Dokazali bomo, da za vsako tako zaporedje velja

lim ]If(t,’)xl_l - ?\xnll = 0 (ker vsaj eno tako zaporedje eksi-
stira, bo s tem dokazano, da je A v aproksimativnem to&-
kastem spéktru vsakega operatorja £(Y) (zed). ). Naj bo
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torej {x,} poljubno tako zaporedje.
Iz (2.3.5) sledi, da za funkcijo ¥XI> £(¢) = Ay + g(¥)
eksistira nek r>»0 , da velja {Y¥: |¢-7|<r}cdD ., tore]
£ = 1 (Lfg_.'gg[{rJ » 0ziroma "Aux +g(x]| <1
(|- |<r; x€8(X)), kar pomeni,‘da je '
|<Agx,u + glx)Ix,ud] < 1 (|]¥X-%|<r; x¢S(X), ues(x’)).
0d tod po lemma 1.0.1 sledi
|<A0x,u>| + |Kg(g)x,u>] < 1 (|g-gp|<cr/3; x€5(X), ués(x’)),
in dalje

[Rgx £ gl x| < 1 (IX-%|<x/3; x€5(X)).

Iz hir:o lagx, =Ax | =0 sledi “li.t;lo”ﬁoxn" = 1.
Ker velja po zgornjem _

"Koxn + g(g)xn" <1 (f{-gklir/B; nY .2 iee)y
po lemma 2.3.2 sledi

lim[ sup _[Ig(?)xh|[]= 0,
N—=>o0 |\<_z‘,££_

torej zaporedje {g()x } pri | -%o|<r/3 enakomerno kon-
~vergira k 0. S pomo&jo Cauchy-jeve formule za koeficiente
v Taylorjevem razvoju od tod sledi

lim "Aixnn = 0 (i = 1;2[...) .

n-> 0
Dalje, iz zgornjega sledi, da zaporedje funkcij

‘{’n('() = f(‘;)xn -’)\xn =g(g)x, + Agx - ?\xn
pri |¢-%,|<xr/3 enakomerno konvergira k 0. Dokazali bomo,
da velja 1]‘.+1r2°|| f£()x, =Ax | =0 (¢ed). Predpostavimo na-
sprotno, da eksistirata “(162) in podzaporedje {?ﬁ-.: k=1,2,.},
da je [y, (¢)26>0 (k=1,2,...). Po Hahn-BanachSvem iz-
reku tedaj €ksistira zaporedije {uk}c S(X') , da za skalarne
analiti¥ne funkcije Vi (D) =<\fnk(t) "oy > velja

¥ (2|2 € > 0. (2:3.6)

Dalje, velja 3e

VY Q| = l<~f’nk(‘(1 >yl &
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A

]
<slelllx, | + [Alllx, |
Ny My

< 2 (% 1yTpues) (243:7)

zaradi (2.3.7) je {VY} normalna familija (gl.[2]), pa
lahko najdemo podzaporedje {‘{Jk ; 1=1,2,...} , ki enako-
1

merno konvergira na vsaki kompaktni podmnoZici polja )

(= k neki analiti&ni funkciji). Po drugl strani zapored-
Je 0¥, (Q)} pri |¢-¢|<x/3 enakomerno konvergira k 0, pa
velja isto tudi za zaporedje {’“(1; i=1,2,...} . Po prin-

cipu o analiti¥nem nadaljevanju dobimo 1lim Y ()= 0 (¥,
- i

kar pa je v nasprotju z (2.3.6). Protislovje dokaZe, da je
1lim ﬂf(‘()xn - ')\xn" =0 (7ed) . Q:B.D.
N-%»e0

e i




46

3.. ANALITIENE FUNKCIJE Z NORMO, ENAKO ABSOLUTNI
VREDNOSTI SKALARNE ANALITICNE FUNKCIJE

3.0. KARAKTERIZACIJA ANALITIENIH FUNKCIJ Z NORMO, ENAKO
ABSOLUTNI VREDNOSTI SKALARNE ANALITICNE FUNKCIJE

V naslovu omenjeno karakterizacijo da nasledniji iz~
rek.

3.0.0 IZREK Naj bo f analiti&na funkcija, definirana
na polju ) v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kom-

pleksnem B-prostoru X.
Tedaj eksistira skalarna analiti&na funkcija ¥ , defi-
nirana na polju o) , za katero velja

] = |v(0) | (¥€Q) , (3.0.0)
natanko takrat, ko eksistira nek u€S(X’), da velja
[<E(2) yu>| = [ £()] (ze) .

Vse skalarne analitiéne funkcije, za katere velja
(3.0.0), so tedaj dolo&ene z

Vg = ME > )
kjer je 0 < o < 2T .
Dokaz. Naj eksistira u€S(X'’), da ije
[<E(2) ,u>] = | £ () . (3.0.1)
Definirajmo
YY) =<LE(R) u> (ed).

Iz analitlénosti funkcije f sledi, da je ¥ skalarna ana-
liti%na funkcija, za katero zaradi (3.0.1) velja

£ = [¢0)] (¢ed) .

Obrat. Naj bo
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£ = |eto) | (xed) (3.0.2)

kjer je P skalarna analiti®na funkcija. Ce je Y ()= 0
(e) , izrek o&itno velja. Naj bo torej W(¢)# 0 . Te-
daj eksistira polje ULD , da jJe P+ 0 (FeU).

Funkcija ¢+ o) je tedaj nalpolju'u analiti&na

‘P(‘C)

in zanjo velja

Igere@l=1  @ew) . (3.0.3)

Naj bo ¢, €W poljuben. Po Hahn-Banachovem izreku eksi-
stira UES(X'), da je

‘?(}: FTeyE (Ge) s u> = llw%a—fm,)[[ =1 . (3.0.4)

Ker razen tega za skalarno analitiéno funkcijo

‘;r—»(ﬁ{yf(‘() uS zaradi (3.0.3) velja Ze

1
I-(Wf %) ru>| < 1 ('{&@) ’
po strogem principu maksima norme za skalarne analitid&ne
funkcije eksistira @, 0<p<2x , da je '

3 = oiP
Zaradil (3.0.4) ije eiﬁ = 1 , pa dobimo

Y(¢) = <E(Y) ,u> (ge Uy .

Ker je f analiti&na funkcija na polju & , po principu o
analiti&nem nadaljevanju sledi, da je skalarno analiti&no
funkcijo Y mogo&e nadaljevati na vse polje &, pri &emer
je VY®=<f(Q),u> (Z¢A), s &imer je prvi del izreka v
celoti dokazan.

Preostane e, da dokaZemo, da so vse analiti&ne funkcije,
ki izpolnjujejo (3.0.0), dolo&ene z

vy = et (9 u> ed) ,

kjer je 0<w<2X . Trivialno je, da je za vsak «: 0<x<2X
zado&&eno (3.0.0). Dalje, &e za dve skalarni analitidni
funkciji ¥ in V¥, velja

I (9| = || = [£@)] (ced) ,
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tedaj po znanem klasi®nem izreku za skalarne analitiéne
funkcije sledi, da eksistira f: 0<0<2T , da je

Y(g) = et® Yo (%) (zéd) . S tem je izrek v celoti dokazan.
QnE.D-

3.0.1 KOROLAR Naj bo f analiti&na funkcija z vredno-
stmi v kompleksnem B-prostoru X, definirana na polju

® v kompleksni ravnini. Naj velja
£ = |e()] (xed) ,

kjer je ¥ skalarna analiti¥na funkcija, definirana na .
e je £ cela funkcija, je tudi ¥ cela funkcija.

Dokaz. Izrek 3.0.0 pove, da ima vsaka skalarna analitid&-
na funkcija ¥ , za katero velja

l£cO) = e | xed)
obliko
Y(x) = ei“?:f('g) > (XEQ) , (3.0.4)

kjer je ueS(X'). Po predpostavki je f cela funkcija,
pa iz (3.0.4) sledi, da je tudi ¥ cela funkcija. Q.E.D.

3.1. O £(¢A), KJER JE A NORMALEN OPERATOR NA -HILBERTOVEM
PROSTORU IN £ CELA SKALARNA ANALITIENA FUNKCIJA

Naj bo £ cela skalarna analitiéna funkcija. Tedaj lah-
ko piSemo

"
£(7) =cy + 0 +cx” + o0 (3.1.0)

pri &emer vrsta na desni absolutno konvergira v vsej kom-
pleksni ravnini. Naj bo A€L(X) operator nad kompleksnim
H-prostorom X. Zaradi absolutne konvergence vrste (3.1.0)
v vsej kompleksni ravnini tudi vrsta |

£(gA) = c I + c¥A + c,(gA) 2 + ... (3.1.1)

0
(kjer je I identi®ni operator) absolutno konvergira v
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vsej kompleksni ravnini in tako dolo&a celo analiti&no
funkcijo, definirano v kompleksni ravnini, z vrednost-
mi v L(X).

3.1.0 IZREK Naj bo AEL(X) normalen operator na kom-
pleksnem H-prostoru X in f nekonstantna cela skalarna
analitiéna funkcija.
Tedaj na nekem polju & v kompleksni ravnini eksistira
skalarna analiti&na funkcija g, da je

l£(¢A) || = |g(g)| (Zed) ,
natanko takrat, ko v spektru «(A) eksistira toc&ka
Mo » da je

[£@M) | < |£(XM) (xeD; nea(n)) .
Naj bo zgornje izpolnjeno. Tedaj je

lg(@) | = |£(gmo) | (¢eD) .

Dalje, m, je robna totka spektra ¢(A), pri Zemer je
My = 0 natanko takrat, ko je g konstanta.

Dokaz. Po predpostavki je A normalen operator. Tedaj iz
(3.1.1) sledi, da je £f(YA) normalen operator za vsak Y.
Naj eksistira m,€ 0 (A), da je

|[£m) | < |£(ZM0) | (7eD; me a(nd)) .

Definirajmo

g(g) = £ (XM (ZeR) .

Ker je po predpostavki f cela funkcija, je tudi g cela
funkcija. Dalje, operatorji £ (yYA) so normalni, pa po iz-
reku o preslikavi spektra dobimo

£ za)]

spr £ (YA)
W53, | £ (Zm) |

| £ (gmo) |

|g (%) | (zeD) .

"

Obrat. Naj bo

l£A) | = |g(x)| () , (3.1.2)
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kjer je g skalarna analiti¢na funkcija, definirana na po-
1ju 0.

Naj bo B = {R(X,A); 2¢Q(A)}°® (drugi komutant). Znano
je (gl.[12]), da je BCL(X) komutativna kompleksna B-
algebra z enoto I, ki vsebuje A, f(yA) in ki ima last-
nost, da spekter poljubnega elementa iz © glede na B
sovpada z njegovim spektrom glede na L(X).

Po izreku 3.0.0 velja (3.1.2) natanko takrat, ko eksisti-
ra uoeS{ﬁ') , da je

|<EA) ug> = [£0z8)]  (zed) . (3.1.3)

e pogledamo, kako v dokazu izreka 3.0.0 konstruiramo u,
in &e upostevamo, da zaradi normalnosti operatorjev £ ({A)
velja |[f£@A)|| = spr £(gA), vidimo, da smemo vzeti

u, € mMm(®) . Sedaj iz (3.1.3) sledi

|<£(ga) ju>| < |<E(ZA) ,up|  (Z€D; uem®) ,

kar po Gelfandu in po izreku o preslikavi spektra pome-
ni, da eksistira my=<A,u>€0(a) , da je

[£gem) | < [£(ZM0)|  (4€D;med(n)) (3.1.4)

Tako je obrat dokazan.
Naj bodo zgornji pogoji izpolnjeni. Iz prvega dela izreka
je jasno, da velja

o) | = [fixme) |  (¥€D). (3.1.5)

Doka%Zimo sedaj, da je M, robna tofka spektra ¢ (A).
Predpostavimo nasprotno, da eksistira neka njena okolica
UM )C T(A). Naj bo % €D, ¥W+#0 . Tedaj je YU(Ne) =
{z: z=¥¢m , NEU(Mo)} okolica tolke T,= ¥o7o . Zaradi
(3.1.4) mora za vsak T v tej okolici veljati |f(z)|g|f(z}],
kar pa je po strogem principu maksima norme za skalarne
analitidne funkcije mogole le, %e je f konstanta, v na-
sprotju s predpbstavko v izreku. Dokazano protislovije po-
ve, da je v, robna totka spektra ¢f(A).

Kon&no, ker je f nekonstantna funkcija, iz (3.1.5) sledi,
da je g konstanta natanko takfat, ko je M= 0. Q.E.D.
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3.2. PRIMERI ANALITICNIH FUNKCIJ, KATERIH NORMA JE ENAKA
ABSOLUTNI VREDNOSTI SKALARNE ANALITICNE FUNKCIJE

V tem razdelku si bomo ogledali nekaj specialnih pri-
merov.

V prvem primeru si bomo ogledali cele analiti&ne funk-
cije z vrednostmi v kompleksnem B-prostoru, definirane v
kompleksni ravnini, katerih norma 2zunaj nekega kroga sov-
pada z absolutno vrednostjo skalarne analiti&ne funkciije.

Dogovorimo se, da bomo s 3tevilom ni&el analiticéne
funkcije na polju @ oznafevali ¥tevilo njenih ni&el na 2,
pri &emer bomo vsako Zteli tolikokrat, kolikor je njena
kratnost.

3.2.0 IZREK Naj bo f cela analiti&na funkcija, defi-
nirana v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleks-

nem B-prostoru X. Naj eksistirata konstanta M in ta-
ka skalarna analiti¢na funkcija ¥ , definirana pri
x| > M, da velja

£ = |¢(0) | (]g]>M) . (3.2.0)

Tedaj eksistira cela skalarna analitiéna funkcija'1:
in elementi ags @yseee, 8 ) €X , da je za vsak ¥

£(§) = Q) (ag + ayg + «oo +a_¢" 1) . (3.2.1)

Funkcija y je cela funkcija in stopnja polinoma v
(3,2.1) je enaka ¥tevilu ni&el funkcije ¢ pri |y|zM.
Dalje, & je m Stevilo nidel funkcije f pri |Y|<M ,
tedaj med elementi Agr @yreeey AL, ni ve& kot n-m
linearno neodvisnih.

Dokaz. Po korolarju 3.0.1 iz dejstva, da je £ cela funk-
cija in iz (3,2.0) sledi, da je ¥ cela funkcija. Ce je
¥Y(¢)= 0, ni kaj dokazovati. Predpostavimo torej, da je
Y(%)# 0. Tedaj ima funkcija ¥ -pri |¥|£M kon¢no Stevilo

nigel ‘{0} '!,'1, ceer Cuig e Funkcija z-—»ﬁﬁf({) je
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tedaj meromorfna funkcija, ki je pri [f|>M regularna,
ker tam zaradi (3.2.0) velja

";ﬁfyftz)"sa 1 tUzl>m . (3.2.2)

Njeni poli pri |Z|<M sovpadajo z ni&lami funkcije ¢,
pa sledi, da je

X (0= %) (6= %0) oo (=% o) oy Pyt ®) = h)

cela funkcija, za katero zaradi (3.2.2) velja

max || h(y)
! RH 2|

1im inf - =0 ,
R—> oo Rn

pa po Liouville-ovem izreku (gl.[8]) sledi, da je h poli-
nom stopnje, ki ni vefja od n-1 . Zaradi (3.2.2) pa stop-
nja polinoma h ni manj%a od n-1 . Torej eksistirajo ele-
mentl a,, a;, «.., a,_,€X , a,_,#0, da je

-1
h(g) =a, + a,g + azgz e 1 "

oziroma
£(0) = Y hg) ,

kjer je
¥ (%)
— =
> YE) = T .. TG
cela skalarna analiti¥na funkcija, ki pri |¥¢|sM oé&itno
nima nidel. Prvi del izreka je s tem dokazan.
Za dokaz drugega dela predpostavimo, da ima f pri |Z|<M
m nifel. Ker funkcija y pri |Z|<M nima nidel, (z even-
tuélnim odvajanjem pri vefkratnih ni&lah) vidimo, da ima
polinom h pri |Z|<M m nicCel. Ce to zapifemo (in upo3te-~
vamo eventuelno velkratnost), eksistira p, da je

h(z) = 0 v r, tofkah kroga |y|<M
h’(Z) =0 v r, od teh r, todk

e o 8 0 0 80

h(P-l(z) =0 v rp od teh r tolk ,

p-1

2+an-+r =m .

E
% p

pri &emer je r,
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Zgornji sistem da m linearnih zvez med elementi
Bpe Byy ceer Bp g 0 ki jih v matri¢ni obliki zapiZemo
takole:

B 2 3 n-1
1 9 LSRRI ) a, 0
2 3 n=1
2 3 n-1
1 L4 L4 L a 0
ry r, r, §£1 'rl
0 1 2% ... (an)y, ™72
1 1

. ] ®n-1 0

UL

Matrika na levi, ki ima m vrstic, ima rang m. Ce bi bil
namre¢ rang manjsi od m, bi to pomenilo, da je prvih
m stolpcev v matriki linearno odvisnih. Ce koceficiente
te linearne odvisnosti ozna¢imo 2z Logr Ogr eoep Xp g s
bi to pomenilo, da ima polinom

%y + OT + ouu * oém_lg'm_l
m ni¢el, kar pa je mogole le, &e je d0= Q& = L =:xm_1= 0.
Protislovje dokazuje, da da sistem (3.2.3) m linearno ne-
odvisnih linearnih zvez med elementi Agr Ayr eoer By g v

kar pomeni, da je med temi elementi kve&jemu n-m linear-
no neodvisnih. Q.E.D.

3.2.1 KORQLAR Naj bo f cela analiti&na funkcija, defi-
nirana v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleks-

nem B-prostoru X. Naj eksistirata konstanta M in taka

(3.2.3)
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skalarna analiti&na funkcija ¥ , definirana pri |y|>M,
da je

IEE)] = [¢(2)| (|g|>M) .

Ce (cela) funkcija $pri |¢|<M nima nilel, tedaj eksi-

stira xeX, da velja
£() = P(0)x .

3.2.2- DISKUSIJA Izreka 3.2.0 ni mogb&e obrniti. Mogoc&e
je namre& konstruirati polinom, katerega norma zunaj 3e

tako velikega kroga ni enaka absolutni vrednosti nobene
skalarne analiti&ne funkcije:

Naj bo X = L(Y), kjer je Y kompleksen H-prostor dvojic
komplékanih Stevil. Oglejmo si funkcijo f: C>X , defi-
nirano takole:

o e op 90 [ 3

O%itno je pri vsakem ¥ matrika f(y) normalna, torej je
l£(x)| = spr £(y) . Lastni vrednosti matrike f(Y) sta
N‘g"‘l ’ Az_-\(-l ptorEj_je

e = maX{|A1|,|ﬁ1|} s{"( + 1] (Rey >0)
. |7 - 1 (Re ¥ <0) .
Ce naj bo [[£(¥)| = |v(2)]| (|g|>M), mora biti
vig) =el®(¢+ 1) (Rex>0) in ) =e*P(x- 1)
(Rey < 0) , kar pa ni mogo¥e,kér je y pri |¥|>M
analiti&na funkcija. Torej skalarne analiti&ne funkcije,
za katero bi veljalo |£(g)] = |vi&)| (|¥|>M) , ni.

V drugem primeru si bomo ogledali cele analitilne
funkcije z vrednostmi v B-prostoru, katerih norma je v
polravnini konstantna. V ta namen najprej navedemo na-
slednji lemma iz klasi&ne teorije skalarnih analitié&nih
funkcij, ki je preprosta posledica izreka iz [1], str.
220 .
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3.2.3 LEMMA Naj bo ¥ cela skalarna analiti¥na funkcija,
za katero velja

Re ¢(Y) > 0 (Rey > 0)
Re Y(¥) = 0 (Rey = 0).
Tedaj je funkcija ¥ oblike
Y(g) =1ip+ £Y¥ ,
kjer sta p,§{ realni konstanti, '3‘3_0 i

3.2.4 LEMMA Naj bo f cela analitié&na funkcija, defi-
nirana v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleks-

nem B-prostoru X. Ce eksistirata todka % in njena
okolica 1WU(%), da je

£ = || £(Z0)] (¥eU(ge)) .
tedaj je
£ 2 1£@) ] ®eO.
Dokaz. Razvijmo funkcijo £ v Taylorjevo vrsto
£(2) = £(Zo) + a, (5 - o) + az.(( R it T
Po izreku 1.2.0 iz predpostavk sledi
a, € E[£(%)] (4 =1,2,...)
torej je
£() - £(%) EE[E()] (K€C).

0d tod, %e zapifemo f£(z) = £(gy) + [£(3) - £(¢)] .
po propozicijah 1.1.7 in 1.1.6 sledi

£ 2 £ eC). Q.E.D.

3.2.5 IZREK Naj bo f cela analiti&éna funkcija, defi-
nirana v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleks-

nem B-prostoru, za katero velja
I£@)] = 1 (Rex < 0). (3.2.4)
Ce eksistira skalarna analitina funkcija ¥, da velja

HE@ |l = v | (Rex > 0) , (3.2.5)
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tedaj je “
P(X) =t"ej“f}'e?z' (veC) ,
kjer sta p in { realni konstanti, { >0 .
Dokaz. Po lemma 3.2.4 iz (3.2.4) sledi
£ 21 (Reg > 0). (3.2.6)

Po korolarju 3.0.1 je ¥ cela funkcija, za katero zaradi
(3.2.4), (3.2.5) in (3.2.6) velja

P2 21 (Reg > 0) ,
)| =1 (Rex = 0) .

Funkcija ¥ v polravnini Re7 > 0 nima ni&el, zato je
X~ Y(¥) = log w(¥) analiti¥na funkcija v polrav-
nini Rey >0 , za katero velja

Re Y(Z) > 0 (Reg > 0) ,
Re Y() =0 (Reg = 0) . (3.2.7)
Po Riemann-Schwarz-ovem principu simetrije sledi, da je

¥ cela funkcija. Od tod in iz (3.2.7) po lemma 3.2.3 sle-
di, da eksistirata realni konstanti p,¢ ; £20 , da je

V(Z) = 1p + £¥ (YeC).

Ker je y(¥) = log Y(r), sledi ()= e®ef® (ve).
Q.E.D.

V nadaljnjem si bomo ogledali na¥ drugi primer v po-
sebnem primeru, ko ima analitiéna funkcija f vrednosti v
algebri L(X) nad kompleksnim H-prostorom ) 48

3.2.6 PRIMER Naj bo X kompleksen H-prostor in A€L (X)
sebl adjungiran operator, za katerega velja a(a)c[o,1],
0€ d(a), 1€0(A). Po izreku 3.1.0 tedaj za funkcijo

2.2
eP =1 +qa+ Sk L,
velja
le¥*l= 1 (Rex < 0),

1e®] = |e¥]  (Rex > 0).
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Na vpraZanje, ali je cela funkcija f z vrednostmi v L(X),
za katero velija

It = 1 (Rex < 0)

| £(2)]| = |e%| (Rez > 0)
i 7A
nujno oblike f(z) = e e » kjer je A€L(X) in 0<«<2K,
da negativen odgovor naslednji primer: naj bo X komplek-
sen H-prostor trojic kompleksnih &tevil in naj bo anali-
ti¢na funkcija f : C—~>L(X) definirana takole:

1 0 0
£(¢) = |0 e% 0
0 0 O

Ker je za vsak ¥ matrika f(7) normalna, takoj vidimo, da

velja
£ || = 1 (Reg < 0)
l£) = |e¥]  (Rex> 0) .
Ni pa operatorja ACL(X), da bi bilo £(3) =e'" (xeC),

saj (e\':"n‘)m1 = e eksistira za vsak %¢C, f(l’.’,)"1 pa ne
eksistira pri nobenem Y.

Pozitiven odgovor na zgornje vpraZanje pa dobimo, &e
vprasanje zoZimo in i3&emo f med funkcijami oblike
Zr> g(ZA), kjer je g cela skalarna analiti¥na funkcija in
A€L (X) .

3.2.7 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in A€L(X),
A+0 . Naj bo f cela skalarna analiti&na funkcija, za
katero velja £’(0)# 0 . Dalje, naj velja

|£A) =1  (Rey < 0) (3.2.8)

in naj bo v polravnini Rex >0 norma |£(ZA)| enaka

absolutni vrednosti neke skalarne analiti&ne funkcije.
Tedaj je f (do konstantnega faktorja natan&no) ekspo-

nentna funkcija, operator A pa je oblike A = ebe ’

kjer je P pozitiven operator in 0<«<2T .

Dokaz. Razvijmo f v Taylorjevo vrsto
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£(z) = c0.+ c,7 + cz‘z_; ® e w
Tedaj je
f(zA) = cOI + cle + 02;’21&-2 i owew

Iz (3.2.8) sledi [cy| =1, 4z £'(0)#0 pa sledi
cl¢=0 . Torej je

C C
lemll= 1+ 22+ 2%+ =1 (Reg20). (3.2.9)
o o | -
V specialnem primeru, ko je ¥ = it (t€R) iz (3.2.9) sledi
C C
1+ (o) (2a) + oA + = 1 @em,
0 o
torej
£1
Iz + 1:.-(-‘%:;)[[ =1+o0o() (TeR,T>0).

c

0d tod po Vidavovem lemma (gl.[5]) sledi, da je Elﬁ
0

sebi adjungiran operator. Dalje, iz (3.2.8) in iz pred-

postavke, da je |[£(gA)| v polravnini ReZ >0 enaka ab-
solutni vrednosti neke skalarne analiti&ne funkcije, po
izreku 3.2.5 eksistira § >0, da je

Negn ] = |efF) (Re¥ >0) . (3.2.10)

V naSem primeru je § >0. Ce bi namred bilo ¢= 0, bi iz
(3.2.8) in (3.2.10) sledilo | f(zxA)|= 1 (x€C) 4in od
tod po Liouville-ovem izreku, da je funkcija Z+ £(7A)
konstanta, kar pa zaradi A+ 0 in cli 0 ni mogole.

Ker je (cl/co)A sebi adjungiran operator in ker
(clfco)#=o r je A normalen operator. Tedaj po izreku
3.1.0 iz (3.2.10) sledi, da eksistira M¢dg(A), da je
|£(¢m) | = |ef¥| (Rex >0). Po zgoraj dokazanem je {+0 ,
torej je po izreku 3.1.0 +#0 . Sledi

Torej je £ res eksponentna funkcija
g0 | = [ €/ (gec)

Naj bo sedaj Me G(A), mM+#0 . Dokazali bomo, da je teda’j
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-M¢o(A) . Iz (3.2.8) po izreku 3.1.0 sledi
€M) | & |£(0)|  (Reg <03 med(a)),

torej

Predpostavimo, da je. m# 0, +mec(A). Tedaj iz (3.2.11)

sledi
le(?/"]o)‘(’f\l | (Rez "-'0) i

kar pa ni mogofe, ker je { >0 4in M+£0 . Protislovie

dokazuje, da ¢ (A) 1leZi na poltraku s krajisZem v tod&-

ki 0. 0d tod in iz dejstva, da je (cllcovnaebi adjungi=

ran operator, pri Cemer clfco#no, sledi, da je A = ein,
kjer je P pozitiven operator in 0g¥<21T . Q.E.D.
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