Vesti

DVAINDVAJSETO MEDNARODNO TEKMOVANJE
STUDENTOV MATEMATIKE

Tudi tokrat se je v Blagoevgradu v Bolgariji med 27. julijem in 2. avgu-
stom 2015 pomerilo 330 studentov matematike s 73 univerz z vsega sveta.
Ceprav so Se vedno prevladovale evropske univerze, sta se tekmovanja ze
tradicionalno udelezili tudi izjemno Stevilni brazilska in iranska ekipa, med
tekmovalci pa ste na primer lahko nasli tudi studente iz Kostarike, Mehike,
Kitajske in Arabskih emiratov. Ljubljansko univerzo so zastopali Rok Ha-
vlas, Vesna Irsi¢, Teo Kukuljan, Veno Mramor in Neza Zager Korenjak,
primorsko pa Ivan Bartulovié, Vladan Jovi¢i¢, Marko Palangeti¢ in Roman
Solodukhin.

Studentje so dva dneva, vsak dan po pet ur, reSevali po pet nalog. Ve-
¢inoma zelo zvite in tezke naloge so iz snovi, ki se predava pri standardnih
predmetih v prvih dveh letnikih §tudija matematike.

Slika 1. Predstavniki slovenskih univerz v menzi Ameriske univerze.

Veno Mramor in Marko Palangetié¢ sta dobila drugo nagrado, Ivan Bar-
tulovi¢ in Teo Kukuljan tretjo, preostali Studentje pa so dobili pohvale. Na
lestvici 74 ekip je ljubljanska ekipa zasedla 47., primorska pa 48. mesto.

Zelo veliko o tekmovanju, prejsnjih tekmovanjih, nalogah in rezultatih
lahko najdete na domaci strani organizatorja www.imc-math.org.

Za boljsi vpogled v tezo in tip nalog sledi nekaj nalog z reSitvami. Le-
tosnje naloge so bile bolj simpati¢ne in lazje resljive kot prejsnja leta. Ver-
jamem, da bodo za mnoge bralce zanimiv izziv.
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Nekaksen nenapisan dogovor pravi, da je treba vsak dan zaceti z dosto-
pno nalogo, ki naj bi jo resila velika ve¢ina studentov. Tudi jaz sem bil med
ocenjevalci naslednje zelo simpati¢ne naloge iz linearne algebre:

I.1. Naj bo n > 2. Realni matriki A in B velikosti n X n zadoSéata enacbi
(A+B)t=A"14+B71.

Pokazi, da je det A = det B. Ali enak sklep velja tudi v primeru kom-
pleksnih matrik?

Ko enakost pomnozimo z A + B, dobimo
I=(A'+B YHYA+B)=2I+A"'B+B'A,

ali ekvivalentno
A'B+B'A+I=0.

Prvi sesStevanec je inverz drugega, zato se enacba s substitucijo X =
A~ B poenostavi v

X+X1'+7I=0.
Od tod sledi X2+ X +T=01in

X*-1=0.
Zato je X3 = I, (det X)? = 1 in zaradi realnosti matrik velja

1 =det X =det(A™'B) = giiﬁ .

Tako smo pokazali, da je v realnem primeru det A = det B.

Enakost (det X)? = 1 da slutiti, da nam lahko v kompleksnem primeru
nagajajo tretji koreni enote. Naj bo ( = %(—1 +iv/3). Za A vzemimo
identi¢no matriko, za B pa diagonalno matriko, ki ima na diagonali ¢
ali ¢2, tako da det B # 1. V primeru, ko n ni veckratnik tevila 3, lahko
na primer vzamemo kar B = (I.

Tedajje A' =1, B-'=B, I+B+B=0in
(A+B) '=(-B)'=-B=I+B=A"+B"",

vendar det A = 1 # det B.

Podobno dostopna je bila naloga iz analize, s katero se je zacel naslednji
dan.
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Slika 2. Ljubljanska ekipa pred rilskim samostanom.

Pokazi, da velja
= 1
— <2
nz::l vn(n+1)

Studentje so nasli ogromno razliénih resitev, verjetno najbolj naravna
pa je ocena z integralom.

S pomo¢jo substitucije ¢ = 22 je zelo lahko v primeru a > 0 eksplicitno
izracunati integral

> 1
/ md:ﬂ:ﬂ—2arctg\/a.

Integrand je strogo padajoca funkcija. Poglejmo si Darbouxove pravo-
kotnike Sirine 1 za spodnjo oceno plos¢ine. Ker je m > 2, moramo nekaj
prvih ¢lenov izracunati posebej. Dobimo:

[o¢] (o]
Z;<1+L+L+/ ;d;p:
—yn(n+1) "2 3v2 43 J3 Va(z+1)
1 n 1 n 1
2 3v2 43
Zelo mi je bila vSe¢ tudi naslednja veliko tezja, a elementarna naloga z
zvito uporabo kompleksnih stevil:

+7r—2arctg\/§<2.

Ali obstaja 15 celih Stevil mq, ..., mis, za katera velja
15
ij -arctg j = arctg 16 7
j=1
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Slika 3. Primorska ekipa.

Rezultat funkcije arctg si predstavljajmo kot polarni kot. Ker se koti pri
mnozenju kompleksnih Stevil sesStevajo, pri potenciranju pa se mnozijo
z eksponentom, bi bil v primeru zgornje enakosti argument Stevila z =
1 + 167 enak argumentu produkta

w=(1+2)" - (1424)"-- (14 15i)™> .
V tem primeru bi bil kvocient » = ¥ neni¢elno realno stevilo. Se ve¢,
ker je realni del stevila w cel, realni del z pa enak 1, bi bil tudi kvocient
r nenicelno celo Stevilo.

Absolutna vrednost |w|? je r2-kratnik absolutne vrednosti |z|?:
15
(1+16%)r = [ +52m .
j=1

Sedaj pride najbolj nepri¢akovani del resitve: Stevilo
p=1+16* =257
je prastevilo, na desni pa za vse faktorje velja
1+2<14162=p.

To je v nasprotju z enoli¢nim razcepom Stevila na prastevila.

Za konec Se primer zadnje, najtezje naloge:
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Naj bon >2 in Ay, As, ..., Apt1 tocke v n-razseznem evklidskem pro-
storu, ki ne lezijo na isti hiperravnini. Tocka B lezi v notranjosti kon-
veksne ogrinjace tock Ay, Aa, ..., Apy1. PokaZi, da je kot LA;BA; top
za vsaj n parov (i,7), 1 <i<j<n-+1.

Za 1l <i < n+1oznacimo v; = BA;. Kot LA; BA; je top natanko tedaj,
ko je skalarni produkt (v;,v;) < 0. Ker je B v notranjosti konveksne
ogrinjace, za primerna pozitivna Stevila Ai,..., A, > 0 z vsoto, manjSo
od 1, velja

App1B = Z NiAn14;
=1

zn:)\ﬂ}i + <1 — zn:/\Z)’Un_H =0.
=1 =1

Potem je tudi A\pyq1:=1—-3 " A > 0.

Poglejmo si graf, ki ima za vozlis¢a tocke 1, 2,...,n + 1. Tocki i in
J naj bosta povezani, ¢e je (v;,v;) < 0. Pokazali bomo, da je ta graf
povezan. Ker ima vsak povezan graf z n + 1 vozlis¢i vsaj n povezav, bo
s tem naloga reSena.

ali drugace

Ce graf ne bi bil povezan, bi lahko vozlis¢a razbili na disjunktni podmno-
zZiciVin Wz VUW = {1,...,n+1}, pri ¢emer bi zaradi nepovezanosti
veljalo (v;,v;) >0zavseie VinjeW.

Poglejmo si enakost
n+1

Z )\ﬂ)z‘
=1

2
S| +2) 0> Aid(vi,vg)

iEW i€V jEW

2
0=

2
= -

Z AiV;

eV

Sestevanci v zadnji dvojni vsoti so nenegativni. Ker tocke ne lezijo v
isti hiperravnini, velja tudi

Z )\Z"UZ' 75 0 in Z )\wi 75 0.
icV icw
To pomeni, da zadnja enakost ni mozna in prisli smo do protislovja.

Kljub na videz liberalnim ocenam kot zanimivost povejmo, da je ocena
v nalogi najboljsa mozna. Za primer bi lahko vzeli v,+1 = (1,1,...,1),
za v; pa vektor, ki ima na i-tem mestu —1, drugje pa nicle. V tem
primeru je (v;,v;) <0 le v primeru, ko jei =n+1ali j =n+ 1.

Marjan Jerman
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