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Predgovor

Delo, ki je pred vami, obsega zapiske predavanj pri predmetu Analiza [ v obliki in
obsegu kot ga Ze nekaj let predavam na univerzitetnem studiju Elektrotehnike in Te-
lekommunikacij na Fakulteti za elektrotehniko, racunalnistvo in informatiko Univerze
v Mariboru in je namenjeno v prvi vrsti Studentom tega programa. Obsiren seznam
slovenskih del najdete v referencah - Studentom vsekakor priporocam, da vzamejo v
roke Se kak drug ucbenik, posebej naj izpostavim ucbenika [1] in [1 1], za zahtevnega
bralca pa [12], in zbirke resenih nalog [1], [5]. Toplo priporoc¢am tudi zbrane naloge
kolega I. Peterina [7—)].

vi



1 PODMNOZICE REALNIH STEVIL

1 Podmnozice realnih stevil

Najprej navedimo nekaj osnovnih racunskih operacij z mnozicami. Bodita A, B po-
ljubni podmnozici neke univerzalne mnozice U in definirajmo operacije:

e unija: AUB ={xz; x € Aaliz € B}
o presek: ANB={x; € Ainx € B}
e komplement A = A°= {x; z € U, z ¢ A}
o razlika A\B = {z; x € Ain z ¢ B}.

Nadaljujmo s pregledom podmnozic mnozice realnih stevil.

1.1 Naravna stevila N

so §tevila, s katerimi Stejemo: 1,2, 3, 4, .... Stevke (cifre) so simboli 0, 1, 2,..., 8,
9, s katerimi sestavljamo Stevilke. S Stevilkami nadalje zapisujemo Stevila. Isto ste-
vilo lahko predstavimo z razli¢nimi stevilkami in pri tem uporabimo razli¢ne Stevilske
sestave, npr.:

desetiski Stevilski sestav: 35 = 3.10' + 5.10°

dvojiski stevilski sestav: 357 =32+2+1=1.2°+0.2+0.2%+0.2>+1.2' +
1.2° = 100011py.

Desetiska stevilka 35(1g) in dvojiska stevilka 100011y skupaj s podatkom o Stevil-
skem sestavu predstavljata isto stevilo.

V mnorzici N sta definirani operaciji 4+ in - z naslednjimi algebrai¢nimi lastnostmi:

1. m+ (n+k)=(m+n)+k asociativnost sestevanja
2. m+n=n+m komutativnost sestevanja
3. (mn)k=m(nk) asociativnost mnozenja
4. mn =nm komutativnost mnozenja
5. ml=m 1 je enota za mnozenje
6. (m+n)k=mk+nk distributivnost

Vsaka od zgoraj navedenih lastnosti velja za poljubna naravna stevila m,n, k.
Mnozica N je za sestevanje komutativna polgrupa (lastnosti 1. in 2.), za mnoZenje
pa komutativna polgrupa z enoto (lastnosti 3., 4. in 5.) Obe operaciji povezuje
distributivnost.

1.2 Cela stevila Z

Mnozica celih Stevil Z je unija pozitivnih celih, negativnih celih in Stevila 0. V mnozici
7, lahko sestevamo, odstevamo in mnozimo. Poleg lastnosti, ki smo jih Ze omenili pri
naravnih stevilih, velja Se:

- 0 je nevtralni element za seStevanje

- vsakemu k € 7Z pripada enoli¢no doloc¢en nasprotni element —£k, ki ima lastnost
k+(—k)=0.
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Pravimo, da so cela stevila kolobar.

- v mnozici Z je definirana relacija deljivosti. Stevilo n € Z je deljivo z m €
Z\ {0}, Ce je za neki k € Z izpolnjeno: n = km. Pri tem sta m in k delitelja stevila
n. Stevilo p € N je prastevilo, ¢e razen 1 in samega sebe nima pozitivnih deliteljev.
Kaj je najvecji skupni delitelj stevil pozitivnih celih stevil m in n, pove ze ime
samo. Najmanjsi skupni veckratnik naravnih stevil m in n pa je najmanjse
mozno pozitivno $tevilo k, ki je deljivo z m in z n. Stevili sta tuji, ¢e razen 1 nimata
skupnih deliteljev. Najmanjsi skupni veckratnik tujih si Stevil je kar produkt obeh.

1.3 Racionalna Stevila (ulomki) Q

Enacba 3x = —6 je resljiva v mnozici Z, medtem ko enacba 5x = 6 v mnozici Z
nima nobene resitve. Mnozico Z razsirimo tako, da bodo tudi enacbe te vrste resljive.
Vpeljemo ulomke.

Resitev enacbe nx = m, kjer n # 0, n,m € Z, je ulomek ™. Isti ulomek resi

tudi enacbo: knx = km, torej je k—’: = 2. Zapis ulomka torej ni enolicen. Ulomek

k
™ razsirimo tako, da Stevec m in imenovalec n pomnozimo z istim Stevilom k #
0. Krajsanje je obratni postopek, stevec in imenovalec delimo z istim nenicelnim
stevilom.

Ulomka § in ¢ sta enaka < ad = bc. Po velikosti ju lahko primerjamo le, Ce imata

skupni imenovalec: ‘;—j = llu)TCi'
Sestevanje ulomkov: ¢ + £ = % (ali pa ju damo na najmanjsi skupni imeno-
valec)
MnozZenje ulomkov: 7.2 =%, f.c=
Obratna vrednost ulomkas: (%)_1 =2 a,b#0
—1
Deljenje: ¢ : =14 (¢) =424

Q ima za sestevanje iste lastnosti kot Z, pri mnozenju pa dodatno velja Se, da
ima vsak nenicelni element QQ obratno vrednost ali inverzni element. Torej je Q
komutativna grupa za sestevanje, Q\ {0} je komutativna grupa za mnozenje, kot
povezava med sestevanjem in mnozenjem pa velja Se distributivnost. Taki algebrski
strukturi recemo komutativen obseg ali polje.

Mnozica Q je povsod gosta. To pomeni, da med poljubnima ulomkoma < <

najdemo vsaj Se enega. Na primer, aritmeti¢na sredina % (% + 5) ima to lastnost.
Ali vsaki tocki Stevilske premice ustreza kako racionalno Stevilo? Hitro se prepri-
camo, da ne.
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1 2

Slika 1.1: Korenu v/2 ustreza tocka na Stevilski premici.

Trditev 1.3.1 /2 ni ulomek.

Dokaz. Trditev bomo dokazali s pomocjo protislovja. Denimo, da bi lahko Stevilo
V2 zapisali v obliki ulomka /2 = . Predpostavimo lahko, da je ta ulomek okrajsan;
vzemimo torej, da naravni stevili m in n razen 1 nimata skupnih pozitivnih deliteljev.
Enacbo 2 = ™ kvadrirajmo

m
2=
in zapisimo v drugi obliki
m? = 2n?. (1)

Od tod razberemo, da je m? sodo Stevilo. Preprost premislek pove, da je tedaj nujno
tudi m sodo stevilo in ga lahko zapiSemo v obliki m = 2k, £ € N. Enacbo (1)
preoblikujemo v

4k* = m? = (2k)* = 2n?,

jo delimo z 2 in dobimo
2k* = n?,

od koder s podobnim razmislekom kot prej dozenemo, da je tudi n sodo stevilo. Prisli
smo do protislovja, saj imata m in n skupni delitelj 2, kar pa po nasi predpostavki ni
mogoce. O

1.4 Realna stevila R

Vsaki tocki stevilske premice lahko (enoli¢no) priredimo neko realno stevilo. Za ra-
cionalna stevila smo videli, da ne pokrivajo vseh tock na Stevilski premici. Tako bo
mnozica realnih Stevil v nekem smislu dopolnitev manjkajoc¢ih tock na sStevilski pre-
mici. Realna Stevila lahko predstavimo z decimalnim zapisom. Glede na to, kaksen
je mozen decimalni zapis danega realnega Stevila, se izkaze, da
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a) racionalna Stevila predstavimo s kon¢nimi ali periodi¢nimi decimalnimi Stevil-
kami, npr.: 0.25, 56.361 ali % = 0.3, ? = 0.714285. Ta zapis ni zmeraj enolicen. Na
primer 0.9 = 1.0, saj

x:O.Q
102 = 9.9
10r —x =92 =9
x=1.

b) realna stevila, ki niso racionalna, se da predstaviti z neskon¢énimi neperiodi¢nimi
decimalnimi $tevilkami. Imenujemo jih iracionalna stevila. Npr.: /2, , e.
R = QU {z; z je iracionalno Stevilo}

Znana je Se ena delitev realnih Stevil:
a) algebrai¢na Stevila so koreni polinomskih enacb s celimi koeficienti, npr.:

V2 je koren enacbe 22 — 2 = 0, Stevili _1’;‘/5 in _1;‘@ sta korena polinomske enache
224+2x—-1=0.

b) transcendentna Stevila so tista realna sStevila, ki niso algebrai¢na, npr.: ,
e,In2,... .

1.4.1 Urejenost realnih stevil

Mnozica R je urejena po velikosti:

a<besb>asb—a>0
a<bsb>a

Za poljubne a, b, c € R velja:
1. Nastopi natanko ena od treh moznosti (zakon trihotomije):

a<b, a>0b, a=0D>.

2.a<bin b<e = a<ec
3.a<b=a+c<b+c
4. a<b in ¢> 0= ac < bc

5. a <b in ¢ <0 = ac > bc pri mnozenju z negativnim stevilom se neenacaj
obrne!

6. a,b>0alia,b<0 ina<b=1I>7.

10
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Zgleda:
1. Za katere x € R je izpolnjena neenakost:

2—3r>x+17

Resiti moramo linearno neenacbo. Na levi in desni strani pristejemo —x ter
—2; 7z drugimi besedami: neznanke premaknemo na levo stran neenacbe, ¢lene
brez neznanke pa na desno stran:

2—-2—-3r—x>x—xz+1-—2
—4x > —1.

Neenacbo delimo z —4, neenacaj se obrne!

x <

| =

2. PoiSci vse resitve neenacbe

21:;11 > 1.

Pri resevanju neenacbe moramo biti zelo previdni, kadar jo mnozimo ali delimo
z izrazom, ki Se nima dolocenega predznaka. Pri zgornji neenachi je verjetno prva
misel, da odpravimo ulomek, torej neenacbo pomnozimo z 2z — 1. Vendar pozor,
2z — 1 je stevilo, odvisno od neznanke z, ki pa je seveda ne poznamo.

Eden od nacinov je, da lo¢imo dva primera in ju obravnavamo lo¢eno: 1. 2xr—1 > 0
(ekvivalentno > 1) in 2. 2z —1 < 0 (ekv.: = < 1). Tretja moznost, ko bi bilo
2z — 1 = 0 ne pride v postev, ker je Ze v neenacbi 2x — 1 v imenovalcu in torej ne
more biti enako 0.

e Kateri z > % resijo neenacbo 22%11 > 17 Sedaj je 2x — 1 > 0 in lahko neenacbo

pomnozimo z 2z — 1 in pridemo do linearne neenacbe

r+1>2x—1
o> —2/(-1)
xr < 2.

Ne pozabimo upostevati Se pogoja x > %; tako je delna resitev
1
Rlz{xE]R; 2<x§2}.

e Sedaj vzemimo, da je r < % in spet pomnozimo neenacbo z 2x —1 < 0; neenacaj
se pri tem obrne!
r+1>2xr—1

S podobnim postopkom kot prej dobimo x > 2. V tem primeru ne dobimo
nobene resitve, saj je presek mnozic {x ER; x < %} in {z € R; = > 2} prazna
mnozica; druga delna resitev Ry = 0.

11
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e Na koncu je skupna resitev unija delnih resitev, v naSem primeru je R = Ry U
R2 - Rl.

. v . . v v 2 ..
Drugi nac¢in v tem primeru pa je, da neenacbo pomnozimo z (2x — 1), ki ima,
Ce v # %, zagotovo pozitivno vrednost neodvisno od vrednosti x. Neenacbo s tem
prevedemo na kvadratno neenacbo

(z+1) 2z —1)> 2z —1)°
22+ —1>42> -2+ 1
—2x2—|—3x—220,

ki jo resimo kot bo opisano v nadaljevanju.
Resitve neenacb so pogosto intervali, ki so lahko:

e konc¢ni ali omejeni intervali

la,b] = {z; a < x < b} zaprti interval '
a

o

(a,b) ={x; a <z <b} odprti interval ‘

e neskoncni ali neomejeni intervali

la,00) ={z; a <z}

(a,00) ={x; a < x} |
(—00,b) = {z; x < b}
(_ 700) =R

Rt = (0,00), Ry =10,00), R~ =(-00,0), Ry = (—00,0].

12
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1.4.2 Absolutna vrednost

Absolutna vrednost predstavlja oddaljenost tocke na stevilski premici od izhodi-
sc¢a. Oddaljenost je vedno nenegativna, npr. stevili 5 in —5 sta obe oddaljeni za
5 enot od tocke 0, zato bi lahko rekli tudi takole: ¢e je realno Stevilo negativno,
mu absolutna vrednost odreze negativni predznak, sicer ne naredi nicesar. Formalna
definicija absolutne vrednosti je

| = r; x>0
| -z x<0
Npr.: |=5| =5, [10| = 10.
Absolutna vrednost je realna funkcija z vrednostmi v mnozici nenegativnih realnih
stevil. Njen graf izgleda takole:

X L

Slika 1.2: f (z) = |z|

Lastnosti absolutne vrednosti:
Za poljubna x,y € R velja:

L |z] >0 in|z|=0<2=0
2. [zy| = [z] |yl
3. |z +y| <|z|+]y| trikotniSka neenakost
4|z =y = [lz] =yl
5. | =] = |z|
6. |z = a2
z| — lz|
7. yl vl y# 0.

Absolutna vrednost kot razdalja: |r — y| predstavlja razdaljo med tockama, ki
ustrezata realnima Steviloma z in y. Tako je |z — 1| razdalja med tockama (Steviloma)
x in 1. Mnozica |z — 1| < 2 je torej mnozica vseh tock, ki so od 1 oddaljene kveéjemu
dve enoti. To pa je interval [—1,3].

13
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1.4.3 Kvadratna neenacba

Naj bodo a,b,c € R in a # 0.
Pois¢imo mnozico tistih realnih stevil x, za katere je

azr® +bx 4 ¢ > 0.
Npr.:

2—r—2>0

2

Prva resitev: Narisimo graf kvadratne funkcije y = x* — x — 2. Z razcepom

2 —x —2=(x+1)(z —2) dobimo, da sta nicli r; = —1 in x5 = 2.
y._
f L —+— "
Ty, {:’2?2 T
M /
¥ _ -

Slika 1.3: Resitve kvadratne neenacbe

Pri katerih z-ih imajo tocke (x, y) na grafu dane kvadratne funkcije y nenegativen?
Tisti del grafa je na sliki narisan s polno ¢rto.

Resitev dane neenacbe so vsi z, za katere velja: = < x =—1ali v > 1y = 2;
Lahko tudi recemo, da je resitev dane neenacbe unija intervalov: (—oo, —1]U[2,0).

Druga resitev:

Izraz 22 — x — 2 = (z + 1) (x — 2) bo nenegativen, ¢e bosta oba faktorja istega
predznaka. Bodisibox +1>0inxz—2>0,alipaxz+1<0inx—2 <0. Torej
mora biti

r>—1linx>2 ali < —-1inx <2,

od koder sledi
< -1 ali z>2.

Tretja resitev:

Kvadratno funkcijo f (z) = 2% — 4x + 3 preoblikujemo v temensko obliko f (z)
(z —2)°—443 = (z — 2)°—1 in resimo neenacho (z — 2)*—1 > 0 oziroma (z — 2)*
1. Korenimo in pri tem upostevajmo, da je v/a2 = |a|. Dobimo, da je |z — 2| > /1
1; torej so resitev vsa realna Stevila, ki se od 2 razlikujejo za vec¢ (ali enako) od 1;
torej x < 1 ali x > 3.

v

Ponovimo Se definicijo in lastnosti potenc in korenov.

14
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1.4.4 Potence in koreni
Dani naj bosta stevili n € N, in a € R. Potenca a” je

a’=a.a....q
_—

n faktorjev

Stevilo a imenujemo osnova, n pa eksponent.
Potenco lahko razsirimo na cel oziroma racionalen eksponent:

Q
AR

Il

Q|

<

e}

Q
.
\.O

Nadalje je se:

a/in — i
a?’l
m
an = am = ({‘/5)
Pravila:
1. a"a™ = o™t
2. a:am=a" ™

3. (am)™ =a"m
4. (ab)" = a™b"
Korene z lihim eksponentom lahko ra¢unamo tudi iz negativnih stevil, npr.: v/—8 =

—2.
Za korene iz pozitivnih realnih sStevil pa zmeraj vzamemo pozitivno vrednost:
n-ti aritmeticni koren iz Stevila a > 0, je tako pozitivno stevilo b, za katerega

velja 0" = a.
Va=bs b =a, a,b>0.

Torej v/9 = 3 in ne —3, eprav je (—3)* = 9.
Iz pravil za racunanje s potencami lahko dobimo tudi pravila za racunanje s koreni:

Vab = /aV/b

V Va= "Ya
Ya=a
Va™ = am™ (sirjenje oz. krajSanje korenov)

Potenco s poljubnim realnim (torej ne nujno racionalnim) eksponentom vpeljemo
s pomocjo limite, o kateri bomo govorili kasneje.
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1 PODMNOZICE REALNIH STEVIL

1.4.5 Logaritmi

Bodi a > 0, a # 1. Logaritem stevila x € R z osnovo a je tak eksponent p, da je
a? = z. Ce torej logaritmiramo potenco (potencna in logaritemska osnova enaki),
nam logaritem vrne eksponent (log, a? = p).

log,x =p&d ==x
Lastnosti:

e log, zy = log, x +log, y

loga % = loga T — loga Y

e log, 2" =rlog,x
e log,a=1
e log,1=0

Najbolj pogosti logaritmi so logaritmi z osnovo a > 1, med njimi:
a =10 desetiski logaritem

a=e=271828.... naravni logaritem, Inx

a =2 dvojiski logaritem

1.5 Matematic¢na indukcija (popolna indukcija)

je metoda za dokazovanje nekaterih izjav, ki govorijo o naravnih stevilih. Pogosto
za majhna naravna stevila ugotovimo kako zakonitost, za katero domnevamo, da velja
za vsa naravna sStevila.

Zgled. Zan =1, 2, 3, 4 izracunajmo vrednosti

Sn=3 (2k—1)=1+3+---+(2n—-1)
k=1

n Sp
11

211+3=14
31143+5=9
411434+54+7=16

Opazimo vzorec, iz katerega domnevamo, da je s, = n%. Vendar iz nekaj poskusov,
v nasem primeru le stirih, ne moremo sklepati, da velja pravilo kar za vse. Tudi, c¢e
bi naredili milijon poskusov, ne bi samo na podlagi teh poskusov sledilo, da velja
lastnost za milijon prvega. Matemati¢na indukcija pa je metoda, s katero hipoteti¢no
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1 PODMNOZICE REALNIH STEVIL

lastnost, ¢e je seveda resnicna in primerna za tako metodo, dokazemo za vsa naravna
Stevila.

Princip matemati¢ne indukcije
Denimo, da zelimo dokazati, da izjava A (n) velja za vsa naravna stevila n € N.
Izvesti je potrebno dva koraka:

1. Preveriti, da velja izjava A (n) ob izbiri n = 1.

2. Ob (trenutni) predpostavki, da ze velja A (n), pokazati, da velja tudi
An+1).

Princip matemati¢ne indukcije nato zagotavlja, da velja izjava A (n) za vsa na-
ravna Stevila n.

Zakaj metoda deluje? Ko namre¢ preverimo, da velja A (1), uporabimo drugi
korak in sklepamo, da velja tudi za naslednika, to je 2; Se enkrat uporabimo 2. korak
in zvemo, da izjava velja za n = 3. Tako nadaljujemo v nedogled.

Variacija metode. Lahko dokazujemo tudi A (n), n > ng, kjer je ng neko celo
stevilo. V tem primeru na prvem koraku dokazemo A (ng), drugi korak pa ostane
enak.

Zgled. Dokazimo, da velja
1
P42+ ... +n®= 6n(n+1)(2n+1) Vn € N.

1. korak. Izjava A (1) pravi: 17 = £ (1 x 2 x 3) in ta je o¢itno pravilna.
2. korak. Denimo, da enakost zgoraj ze velja pri nekem n. Kaj je vsebina izjave
A(n+1)?

P+2%+“44n+n2:éo%+n«n+n+nﬂzm+¢y+m

:émﬁlﬂn+%@n+@

Oznacimo s, = 1> +2%2 + ... +n? Potem je

Sm1=124+22 4+ +n+4(n+1)°
=5, +(n+1)

:én(n+1)(2n—|—1)+(n+1)2:
_éUHJMn+m@n+$

in to je zeleni rezultat.
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1 PODMNOZICE REALNIH STEVIL

Zgled. Ali lahko dokazemo, da je za vsako naravno sStevilo n, Stevilo 2n — 1 sodo?

To je seveda oc¢itno napacna trditev, vendar se da videti, da iz A (n) sledi A (n + 1).
Denimo, da je za nek n stevilo 2n — 1 = 2k; potem je Stevilo 2(n+1) — 1 =
(2n—1)+2=2k+2=2(k+1) tudi sodo.
Defekt nasega sklepa je v tem, da nismo preverili ali izjava velja za n = 1 ali pa
vsaj za nek zacetni ng. Torej, samo z drugim korakom (ki slu¢ajno lahko celo deluje)
nismo nicesar dokazali.

Zgled. Dokazi, da je vsota kubov treh zaporednih naravnih Stevil deljiva s 3.

Dano izjavo lahko formalno zapisemo na ve¢ nacinov:
L nd4+(n+1)°+ (n+2)°%jedeljivos 3, zan=1,2,...
2. (n—1°+n*+ (n+1)% je deljivo s 3, zan = 2,3,... V tej obliki jo tudi
z indukcijo dokazimo.
1. Zacetni ng = 2. A(2) : 13 + 23 4 3% = 36 je deljivo s 3.
2. Denimo, da A (n) Ze velja, torej lahko zapiSemo, da je (n — 1) +n?® +
(n+ 1)® = 3k. Ali lahko podobno dosezemo, & n nadomestimo z n + 17
Iz racuna
(n+1) =D’ + (4 D*+ (n+ 1) +1)° =0 + (n+1)" + (n+2)°
= (Bk —(n— 1)3) + (n+2)°
=3k+9n>+9n+9
:3(k+3n2+3n+3),

sledi, da je tudi stevilo ((n+1) — 1)+ (n+ 1)* + ((n + 1) + 1)® deljivo s
3, kar je vsebina izjave A (n + 1).

1.6 Naloge

1. Dokazi, da je v/3 iracionalno $tevilo.
2. Stevilo v/2 + v/3 je algebrsko. Dokazi!

3. Dokazi: kvadrat vsakega lihega stevila lahko zapisemo v obliki 8p + 1, kjer je
pe NU{0}.

4. Dolo¢i parameter « tako, da bo 22 —2 (4da — 1)z + 150® —2a— 7 > 0 Vr € R.
Navodilo: Diskriminanta kvadratne neenacbe mora biti negativna. R: 2 < a <

4.

5. Obravnavaj kvadratno neenacbo v odvisnosti od parametra a: ax?+(2a + 1) x+
a+2>0.

—2a—1+v/—4a+1 o . .
( 5 ), ce 7é 0, VZemilmo, da Je 1 < X9.
«

R: T12 =

18
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—a=0=2> -2
70<a<i:>D>0:> T <z aliz > 2
~a>1=D<0=>VreR

6. Resi neenacbo: /x ++vz +1>+/3
R:(%,oo).

7. Resi enacbe/neenacbe z absolutnimi vrednostmi:

(a) |z +3|= 2], Rix = —3.

(b) [x—1|—|x+2|=1 Rz =—1.

(¢) |22 —2z| =1, Riz1 =v2+ 1, 20 =1 -2, 23 =1.

(d) Jz4+2]— |2 —4] <2, Rz < -1+ 1/1Taliz > 1 + 1V17.
(e) [1—|z—1]|<],Ri—l<z<lalil<z<3.

8. Razstavi

(a) 27a* + ab®, R: a (3a +b) (—3ab+ 9a* + b?) .
(b) a®+ 3a* + ba + 15, R: (a + 3) (a® +5).
(c) a* — (b2 + 2ab)*, R: (a2 — b% — 2ab) (a + b)*.

9. Poenostavi

(- ((—y)73)_4 - (- (—y)4)3 , R —y2.

)
)

(C) m4+3x3+3x2+x7 R: _(ac-i-l)2
)

z2—z* z(z—1)"

xn+2+3$n+1+3zn+xnfl . (33+1)2
R: — .
? z(xz—1)

" _zn+2

() VELI R: 42 ¥/a0.

10. Resi neenacbi
(a) (%)x —V7>0,R:z< —3
(b) 3236 + 42:17 Z 42;1:4—1 _ 32x+1’ R: z S %
11. Resi enacbe
(a) In(log(logyx)) =0, R: z = 2°.
(b) log (x — 5) + log (z — 10) — log (x — 7) = log (z — 9), R: = 13.
(c) logs (x —7)+logg(x+1) =2, R: z =8.
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12. Dokazi s pomocjo matematic¢ne indukcije:

(a) > (2k—1)=n?, YneN.
k=1

b) S k¥ =1-242-2+...4n-22=2((n—1)-2"+1), VneN.
k=1

YA e N, VneN.

)

(d) 64]3%*2 —8n—9, VneN.
)
)

20



2 KOMPLEKSNA STEVILA

2 Kompleksna stevila

Enacba 22 4+ 1 = 0 v mnozici realnih $tevil nima nobene resitve, saj je 22 > 0 za vsak
x € R in tako ne more biti enak —1.
Uvedemo novo mnozico Stevil: kompleksna stevila C

i=+v-1, #=-L

imaginarna enota

z=a-+1b, a,beR

kompleksno Stevilo

Mnozica kompleksih stevil je C = {a + ib; a, b € R} . Opazimo, da je R C C, sa]
jea =a+10 za vsak a € R. Pri danem kompleksnem stevilu z = a + b re¢emo
stevilu a realni del in stevilu b imaginarni del in zapiSemo:

a=Rez

in
b=1Imz.

Oba, realni in imaginarni del (retemo tudi komponenti), sta realni Stevili.

2.1 Osnovne racunske operacije

Na naraven nacin vpeljemo seStevanje

(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d)

in mnozenje
(a+1ib) - (c+id) = (ac — bd) + i (ad + bc) ,

nova operacija pa je konjugiranje: za kompleksno stevilo z = a + b, je

Z=a—1b

konjugirana vrednost.

Preberemo: "z precna’.
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2 KOMPLEKSNA STEVILA

Izrac¢unajmo potence stevila ¢ :

=1
i?=—1
i3 = —i
it =1

1" =14, Kkjer je m ostanek pri deljenju k s 4.
Opazimo, da se ciklicno ponavljajo. Npr.:

12
90— jA8+2 _ ;48,2 (24) 2 —i2=_1.

2.1.1 Predstavitev kompleksnih stevil v Gaussovi ravnini.

Kompleksno stevilo z = a + ib vriSemo v Kartezijev koordinatni sistem kot tocko
T (a,b).

[m
a4+ b
bi——————-- *
|
0 fl ! Re

Slika 2.4: Kompleksno stevilo v Gaussovi ravnini

Na slikah 2.5 in 2.6 je seStevanje in konjugiranje kompleksnih stevil graficno pri-
kazano.

Im I
) Z+ 2
(btdjir===--==- ::/I 4 z=a+1b
Zy -7 g - bip=====- T
, ;- i |
dir=—~—4 ) | !
/ t
: / : “ Re
bimr—/=A-—=% “1 | [
I i i hib-o -~ P
: : : z=a—1ib
0 C a  a+c¢ Re
Slika 2.5: Sestevanje Slika 2.6: Konjugiranje
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Lastnosti konjugiranja

1. 21+ 29 =721 + %9

2. 71723 = 2122

3. Z2==z

4. Rez=3(2+%), Imz=4(2—7%)
5. 2Z2=a’+b>>0

Vpeljimo pojem

2| = Va@ 1 b

absolutna vrednost kompleksnega stevila.

Geometrijski pomen: |z| predstavlja oddaljenost tocke z = a+ib od koordinatnega
izhodisca.

Im

Slika 2.7: Absolutna vrednost kompleksnega stevila

Sedaj pa lahko definiramo tudi deljenje kompleksnih stevil.
1 . 2122 . 21292
2 wZ |z

Ulomek 2 razsirimo s konjugirano vrednostjo imenovalca.

240 _ (2+0)(34+20) _ 44Ti  _ A+Ti _ 4 | T
Zgled. 375 = GG — powf — 138 — 13 T

EZ.

Kompleksna Stevila so za operaciji seStevanja in mnozenja komutativen obseg ali
polje; za ti dve operaciji veljajo namrec¢ ista racunska pravila kot za realna stevila.
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Lastnosti absolutne vrednosti:

1 = |+
2. |z22| = [z1] |2
3. |2l =0=2=0
4. |21 + 29| < |z1| + |22|] trikotniSka neenakost
Im
_________ zZ1 + 22
////‘
Z9 - |
-——e !
/’| !
/ | |
== - — A
yd i |
/ | \
| |
0 Re

Slika 2.8: Trikotniska neenakost

Absolutna vrednost razlike kot razdalja

Za dani kompleksni Stevili 2y = z1 +1y1, 20 = T2 + iy, je

|21 — 2] = \/(Il — )"+ (1 — )’ = d (21, 22)

kjer je d (21, z2) razdalja med tockama v Gaussovi ravnini, ki ustrezata kompleksnima
steviloma z; in zs.
Uporabimo to dejstvo za predstavitev kroga: za dan zy € C in r > 0, je mnozica

{z; |z — 20| <7} ={z; d(z,20) <1}

krog s sredis¢em v zy in polmerom r,
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Im

0 Re

Slika 2.9: Krog {z; |z — zo| < 7}
medtem ko je za dani kompleksni stevili zq, 29

{z [z =2l =z =2l = {z d(z2) = d(2,2)}

simetrala daljice med tockama z; in 2s.

2.2 Polarni zapis kompleksnih sStevil

V ravnini izberemo tocko 0 (koordinatno izhodiS¢e) in poltrak (polarna os).
Tako smo dobili polarni koordinatni sistem, v katerem predstavimo tocko T s
parametromas:

- r....oddaljenost tocke T od izhodiséa 0

- ....kot med polarno osjo in daljico 07", merjen v nasprotni smeri urinega kazalca.
Ce je r = 0, ¢ ni definiran.

T

s

Slika 2.10: Polarni koordinatni sistem

2.2.1 Zveza med kartezicnimi in polarnimi koordinatami

Polarni in kartezi¢ni koordinatni sistem zdruzimo tako, da se polarna os ujema s
pozitivnim poltrakom realne osi Gaussove ravnine.
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Ty

|
|
|
T Re

Slika 2.11: Polarni koordinatni sistem v Gaussovi ravnini

cosp =
sin p =

r= /2% + 12

Iz teh zvez dobimo obrazca za izracun kartezi¢nih koordinat iz polarnih:

S ks

T = TCcoSp,

Yy =rsinp.
Kompleksno stevilo z = x + iy lahko nato zapisemo v obliki
z=r(cosp+isinyp),

¢emur pravimo polarni zapis kompleksnega stevila. Polarne koordinate iz kar-
tezicnih izracunamo takole:

=/t

ﬁ
I
~

Absolutno vrednost r imenujemo tudi modul, polarni kot ¢ pa argument komple-
ksnega stevila. V uporabi je tudi zapis ¢ = arg z.

Zgleda:

e Zapisimo z = 141 v polarni obliki. Izracunati je treba modul r in argument ¢.

Iz
T2:x2+y2:1+1:2

sledi, da je r = /2. Nadalje je

y_1_y
1

tan p =
x
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2 KOMPLEKSNA STEVILA

torej ima ¢ vrednost bodisi § bodisi 7+ 7. Ker lezi kompleksno stevilo z = 1+
v 1. kvadrantu, izberemo ¢ = 7. Sledi

z:\/i(cosz+isinz>.

e Cepajew=—1—1i, jer=+/2, prav tako je tanp = ¥ = _—} = 1. Vendar je

xX
sedaj z v 3. kvadrantu, zato je ¢ = 7 + 7 = %r in

w:\/§<cosgzr+isingzr>.

V obeh primerih smo za kot ¢ izbrali vrednost iz intervala [0, 27) .
Zapis kompleksnega stevila v polarni obliki, ¢e privzamemo, da je lahko kot ¢ € R,
pa ni enolicen.

Definicija 2.2.1 Kompleksni stevili

21 =11 (cos @y + isin )
m

29 = 13 (COS g + 7 8in Yy
sta enaki natanko takrat ko velja

="
o — 1 =2km, keZ, r#0.
Velja npr.:

2( [+.. 7T>_2< 9£+.. 97T>
COS4 ZSIH4 = COS 4 7 S11 4 R

saj se polarna kota obeh stevil razlikujeta za 2w, absolutni vrednosti pa sta enaki.

Racunanje s kompleksnimi stevili v polarni obliki:

Spoznali bomo, da je s kompleksnimi Stevili v polarni obliki enostavno mnoziti,
deliti, predvsem pa potencirati kompleksna stevila. Bodita

21 =11 (Cos ¢y + isin )

2o = 13 (COS g + isingy) .

Izracunajmo produkt z; in 25 :

2129 = 11732 (COS 1 + i sin y) (cos g + i sin p9)
= 1179 (COS (1 COS g — Sin @y Sin @y + © (Sin Y1 COS Yo + COS Y1 Sin PYs))

= 1113 (cos (1 + p2) +isin (1 + @2)) .
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Zapis v zadnji vrstici racuna je prav polarni zapis produkta z;zo, od koder sledi

12122‘ =T1T9,

arg (z120) = arg z; + arg 2o + 2km, k € Z.

Kompleksni stevili v polarni obliki torej zmnozimo tako, da zmnozimo absolutni vre-
dnosti (modula), kota (argumenta) pa sestejemo.

Zgled. Naj bo z = r (cos ¢ + isin ¢) poljubno kompleksno stevilo, w = cos a1 sin «
pa neko stevilo z enotske kroznice (|w| = 1). Kaj geometrijsko predstavlja preslikava

2 ZW
oziroma mnozenje s Stevilom iz enotske kroznice?

Pa poglejmo:

zw =1 (cos (¢ + a) + isin (¢ + a)).
Opazimo, da se je modul (absolutna vrednost) ohranil, kot pa se je povecal za a.

Torej gre za vrtenje za kot o = argw okrog izhodisca.

Potenciranje v polarni obliki
Naj bo
z=r(cosp+isiny).

[zracunajmo

2> =71%(cos (¢ + ¢) +isin(p + ¢))
= 1% (cos2p + isin2¢p).

3

Ce bi nadaljevali in izracunali e 2%, 2%, bi hitro lahko postavili domnevo

2" =1r"(cosny +isinny), neN. (2)

de Moivre-ov obrazec
Obrazec dokazemo z matemati¢no indukcijo.

1. Za n =1 ocitno velja.

2. Denimo, da obrazec (2) velja za nek poljuben n in izracunajmo z"*! :

2 ="
=" (cosny + isinng) (cos @ + isin @)

= 7" (cos(n+1)p+isin(n+1)p).
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Zgled. Izracunajmo (1 +1)°.

(\/5 (cosz + ¢sin Z))g

(\/5)9 (cos QZ + 7sin T)

&t 8t 7
Y ot s (20 0
=2 \/5((:05(4 +4)+zsm(4 —|—4)>

= 16\/§ (cosz + 7 sin Z)

(1414)°

—16(1+1).

Potenco smo izracunali tako, da smo najprej stevilo 1 + ¢ pretvorili v polarno obliko,
nato ga ni bilo tezko potencirati; dobljen rezultat smo na koncu spet zapisali v kar-
tezicni obliki.

Nadalje pokazimo, da de Moivre-ov obrazec velja tudi za negativne cele eksponente
in 0. Najprej vzemimo n = —1 in z = r(cosp +ising), r # 0. Izracunajmo po
pravilu za deljenje kompleksnih Stevil

27l = 1 = L
2z r(cosp +ising)
__jcosp—ising

cos? ¢ + sin? ¢
=771 (cos (—p) +isin (—yp))
V zgornjem racunu smo upostevali, da je cos (—¢) = cosp in sin (—p) = —sinp. V

kombinaciji z de Moivre-ov obrazcem za n € N, sedaj ta velja za vsa nenicelna cela
Stevila. Nazadnje ni tezko videti, da je n = 0 velja r¥ (cos (Op) + isin (0p)) = 1.

2.3 Eksponentni zapis kompleksnega sStevila

je razlicica zapisa kompleksnega stevila v polarni obliki. Motivacija za ta zapis je, da
se v polarni obliki mnozenje kompleksnih Stevil z modulom 1 prevede na seStevanje
argumentov (kotov). Nekaj podobnega pa velja tudi za potence: potence mnozimo
tako, da eksponenta sestejemo. Vpeljemo nov eksponentni zapis

e'? 1= cos p + isin @,

kjer v tem trenutku Se niti ni pomembno, kaksno vlogo ima sStevilo e. Zaenkrat ga
lahko vzamemo kar kot nek simbol. Nato lahko vsako kompleksno stevilo zapisemo
kot:

z =1 (cosp +isinp)

= re'?.
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Lastnosti eksponentnega zapisa

—_

e =1,

2. €1 =2 = | — py =2k, k€,
3. el = e,

4. ()" = e, n ez,

5. ei1eir2 — pilpitez)

Enacba 2" =a

Dani naj bosta stevili a € C in n € N. Iscemo vsa tista kompleksna Stevila, da bo
2" = a. Vse resitve, ki jih bomo tako dobili, bodo vrednosti n-tega korena iz Stevila
a.
Resitev pois¢emo v obliki z = re*?. Tudi dano stevilo a zapisemo v eksponentnem
zapisu: a = |a| €. Sedaj se enacba 2" = a glasi:
ip\" ia
(re ‘”) = lale
rhein? — |a| et

™ (cos (ng) + isin (ny)) = |a| (cos a + i sin @)

V zadnji vrstici imamo enakost dveh kompleksnih Stevil v polarni obliki; od tod

dobimo
r= {/lal
o+ 2kw

np=a+2kr=p=——— k=01,...,n—1
n

Pri k = n bi dobili isto resitev kot pri £ =0, pri £k =n + 1 isto kot pri £ =1 in tako
naprej.

2.4 Naloge

~ : : . a—ib a+ib. .
L. Izracunaj vrednost izraza: 7=’ + 1=, a, b € R, R: 0.

2. Doloci Re (z), Im (2), Z, || za kompleksno Stevilo: z = 2& Kjer je a € R.

2 . . 2 1 .
R: Re (Z) = 32_"_17 Im (Z) = QQZ—CIL—l’ Z = Z—_’_; —a a21+12az’ ’Z’ =1.

3. Dolodi realna x in y, ki zadoscata enachi:

(a) 3z —14)(2+1i) + (z —iy) (1 + 24) =5+ 61, R:x:%g,y:—%g.

(b) cosx +isiny =sinz +icosw, Ri =7 +km, k € Z
4. Resi enacbe:
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(a) 222 =322 =10i, R: 2y = 1 414, 20 = —1 — i.
(b) (224 32) (22 +32) = -1, R: 0.

2_ 1 p. . _ _ 1, 1, 1 1
() 2=z, Rizi=1,2=3i 3—5,23——52\/§—5.

5. Narisi podmnozice kompleksne ravnine:

6. z1 = 14 2ai, 2o = 3a—4i; Doloéi a € R tako, da boIm (27 + 2z3) = 0. R.: a = 2.

7. Zapisi dano kompleksno Stevilo v polarni obliki in eksponentni obliki:

10.

11.

(a) 2 =22,

R: 2 =2v2 (cos (—%) + isin (—%)) = 2\/2e7'1.
(b) z=—1+1iV3, R: z = cos (%ﬂ) + isin (%’T) =i
(c) 2 %, R: 2z = cos (—g) + ¢sin (—g)
(d) z=sina+i(1—cosa),

R:z=2 ‘sin2 %’ (cos (% + kﬂ') + 7 sin (% + lmr))

=2 ’sin2 g ei(3+kT)

- T
15'

e

Narisi podmnozice kompleksne ravnine z upostevanjem geometrijskega pomena
absolutne vrednosti razlike dveh kompleksnih sStevil:

(a) {z |z—i[ <3}
(b) {z; Ogarg(%) < 7 in |z 41 gl}.
(© {z |z —il+|z+i=4)=>Z + £ =1, ¢ =1 — o,

4

6
. Izracunaj ( —; \/§> z uporabo de Moivre-ovega obrazca. R: 2.

Resi enacbi:
(a) 22=2—-2iV3,Ri 21 =i — V3, 20 = V3 —i.
b) (z+1)* = Rz =—3vB-1—1i, 5y = 144, 5 =1/3-1-1Li

Pois¢i vse kompleksne vrednosti /(2 — 2i)”!

i(2k—1)m

R: 2z, = v6de” 5, k=0,1,2,3,4.
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3 FUNKCLJE

3 Funkcije

3.1 O preslikavah na splosno

Naj bosta A in B dani mnozici.

Definicija 3.1.1 Funkcija (ali preslikava) je predpis, ki vsakemu elementu x
mnoZzice A priredi natanko doloceni element y € B.

Zapisemo:
f:A—>B ali f:A—>B
Ty y=[(z)
Elementom z € A re¢emo originali, medtem ko so y € B, y = f(z), njihove
slike. Mnozico A imenujemo domena, mnozico B pa kodomena funkcije f.

Zgled. A={1,2,3}, B ={a,b}

f+A—B g:A— B
1—a 1—a
20 2—a
3—a 3—a

Naj bo C C A. Slika f (C') mnozice C' je mnozica vseh slik originalov iz mnozice
C. Mnozico f(A) imenujemo zaloga vrednosti funkcije f. Seveda je f(A) C B.
Alternativni oznaki za zalogo vrednosti sta Se Z; in Ry. Za funkcijo, katere zaloga
vrednosti vsebuje en sam element (npr. funkcija g), reemo, da je konstantna. Pri
dani funkciji
f:4{1,2,3,4} — {e, f,g,h}
l—g
2—=h
3—gq
4 f

je zaloga vrednosti Z;y = {f, g, h} prava podmnozica kodomene {e, f, g, h}.

Definicija 3.1.2 Ce je f (A) = B, recemo, da je f surjektivna ali surjekcija. V
tem primeru za vsak element y € B najdemo tak x € A, da je f (z) = y.

Preslikava f : A — B je injektivna ali injekcija, ce se katerakoli razlicna
originala 1, xo preslikata v razlicni sliki f (x1), f(z2).

Torej: x1 # xo = f(x1) # f (72)

Ekvivalentno: f(x1) = f(x2) = x1 = 29

Preslikava, ki je injektivna in surjektivna, je bijektivna ali bijekcija (recemo
tudi povratno enoliéna).

Za vsako bijektivno preslikavo f : A — B obstaja inverzna funkcija f~! : B — A.
To je funkcija, ki preslika y v x, ¢e je f preslikala x v y.
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3 FUNKCLJE

f:A—B f1:B— A
Ty YT

Premislimo, zakaj potrebujemo bijektivnost za vpeljavo inverzne funkcije.

Surjektivnost potrebujemo zato, da bomo za vsak element mnozice B vedeli, kam
ga z f! preslikati. Ce je f surjektivna, je namreé vsak element mnozice B slika vsaj
enega originala x.

Ce funkcija ne bi bila injektivna, bi lahko bil kaksen ¥ slika dveh ali ve¢ razli¢nih
x-ov. Zaradi injektivnosti pa se s funkcijo f v vsak y preslika natanko en =x.

Definicija 3.1.3 Mnozici sta ekvipolentni (ali enako mocéni), ce med njima ob-
staja kaksna bijekcija.

Ce sta mnozici, katerih elemente lahko prestejemo, ekvipolentni, imata enako
stevilo elementov.

3.1.1 Komponiranje ali sestavljanje funkcij

Bodita f : A — B in g : B — C dani funkciji. Konstruirajmo novo funkcijo
go f:A— C, kibo delovala isto kot f in g druga za drugo. Torej

gof:A—=C
x@y@z
2=gW) =g(f(x)) =go[f(z)
Nasploh g o f # f o g. Na primer, dani naj bosta funkciji
f,g:R=R, f(x)=2% gx)=a+1
Nato je
(gof)(x)=g(f(z)=a”+1,
(fog)()=flg(x)=(z+1)"=2®+ 2z +1.

Oznac¢imo z i4 : A — A preslikavo na poljubni mnozici A, ki vsak element z € A
preslika vase. To preslikavo imenujemo identi¢na preslikava ali identiteta.
Ce je f: A — B bijekcija, je bijekcija tudi f~!: B — A in velja:

flof:A— A fof':B—B
flof=ia in fofl=ig
fH(f(x) =2 VYeeA f(f* )=y VyeB

Omenimo se pojem grafa funkcije f : A — B. To je mnozica

Gy=A{(z,y); x€Ainy = f(z)}
Vidimo, da je Gy C A x B={(a,b); ac€ A, be B}.
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3 FUNKCLJE

Zgled. Naj bo A =1{1,2,3}, B=1{a,b} in f: A — B dolocena s predpisom:

l1—a
20
3 — a.

Njen graf je Gy = {(1,a),(2,b),(3,a)}.

B

|
1 2 3 A

Slika 3.12: Graf diskretne funkcije

Zgled. Za funkcijo f : R = R, y = f (z) = 22, pa je Gy = {(z,2?), z € R}.

Y

Slika 3.13: Graf funkcije f (z) = z?

V posebnem, ¢e je z = 1 ali x = 2, tocki (1,1) in (2,4) lezita na grafu te funkcije.
3.2 Realne funkcije

Obravnavamo funkcije f : D — R, kjer je definicijsko obmocje D neka podmnozica R.
Vcasih realno funkcijo podamo samo s predpisom v obliki obrazca. Takrat govorimo o
(naravnem) definicijskem obmoéju Dy, ki je (maksimalna) mnozica vseh tistih realnih
stevil x, kjer lahko z danim predpisom funkcijsko vrednost smiselno izracunamo.
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Graf funkcije f je

Gy ={(x.y); 2 € Dyiny = f (1)}

3.2.1 Osnovne lastnosti

Pri proucevanju funkcij nas bo zanimalo:

- definicijsko obmocje D;

- ni€le: Stevilo a € Dy je nic¢la funkcije f, ¢e je f (a) = 0. Tocka x = a doloca
presecisce grafa funkcije z osjo x.

- zaCetna vrednost f (0) dolo¢a presek z osjo .

- parnost: Naj bo funkcija f definirana na nekem simetricnem definicijskem
obmoc¢ju (r € Dy = —x € Dy).
Funkcija je liha, ¢e velja f (—z) = —f (x) za vsak x € Dy
Funkcija je soda, ce je f(—x) = f (v) za vsak © € Dy.

- monotonost: Funkcija je na nekem intervalu I C Dy

narasc¢ajoca, ¢e velja: a <b= f(a) < f(b), Va,be I,
padajoca, ¢e velja: a < b= f(a) > f(b) Va,be I,

nepadajoca, ¢e velja: a <b= f(a) < f(b) Va,bel,
nenarascajoca,ce velja:a < b= f(a) > f(b) Va,be I

Interval I, na katerem je funkcija monotona, se imenuje interval monotonosti.

- omejenost: Funkcija je navzgor omejena, ¢e obstaja tako realno stevilo M,
da je f(x) < M za vsak x € Dy; in je navzdol omejena, ¢e obstaja tak m € R,
da je f(xz) > m za vsak x € Dy. Recemo, da je funkcija omejena, Ce je navzgor
in navzdol omejena. V tem primeru je njena zaloga vrednosti vsebovana v nekem
omejenem intervalu.

- periodi¢nost: Funkcija je periodi¢na, ce obstaja tako Stevilo T' > 0, da je
f(x+T)=f(x)za vsak x € Dy. Tudi tukaj mora biti D tako, da je x € Dy <=
r+T € Df.

3.2.2 Racunske operacije s funkcijami

Funkcije lahko seStevamo, odstevamo, mnozimo, delimo, komponiramo in na ta nacin
dobivamo nove funkcije.
f:D; — R, g: Dy — R naj bosta funkciji.

1. vsota:

(f +9) (2) = f(x) + g (x)

35



3 FUNKCLJE

2. produkt:

3. kvocient:

4. kompozitum:

(gof)(x)=g(f(x))

Vsota in produkt sta definirani na D; N Dy, medtem ko je naravno definicijsko
obmocdje kvocienta enako (D; N D)\ {a; g (a) = 0}. Kompozitum je definiran najvec¢
na mnozici {x; x € Dy in f(x) € Dy} .

3.2.3 Pregled elementarnih funkcij
Algebrske funkcije

1. linearna funkcija f (z) = kz +n
2. kvadratna funkcija f (z) = a (x — p)° +q = az® + bz + ¢
3. potenc¢na funkcija f (z) =2", n € N

e 1 sodo Stevilo

X+

Slika 3.14: Potencne funkcije s sodim pozitivnim eksponentom
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e 1 liho Stevilo

Slika 3.15: Potencne funkcije z lihim pozitivnim eksponentom

4. Polinomi: f (z) = a,a™ + ap_ 12" + -+ + ax2® + a1 + ag, a, # 0, stopnje n

Na sliki 3.16 je polinom stopnje 6.

X1

-20 —

Slika 3.16: p(z) = (z —2)* (z + 1) (z — 3)

Nicle polinomov.

Osnovni izrek algebre pravi: polinom stopnje n > 1 s kompleksnimi koeficienti
ima natanko n nicel (¢e jih Stejemo z veckratnostjo).

Polinom z realnimi koeficienti je lahko tudi brez realnih nicel: npr.: p(z) =
22 + 1; velja pa, da ima realni polinom lihe stopnje vsaj eno realno niclo,
kompleksne pa nastopijo v konjugiranih parih.

Nicle so lahko sode oziroma lihe stopnje, graf se v okolici nicle xy obnasa po-
dobno kot z — + (z — x0)*", ali © — + (x — 20)™* ", odvisno od stopnje nicle.
Od predznaka koeficienta ob ¢lenu najvisje stopnje je odvisno, ali za velike z
rastejo vrednosti p (z) ¢ez vse meje v pozitivno ali negativno smer. Vsak realen
polinom je razcepen na faktorje stopnje najvec 2.

5. Racionalne funkcije f (z) = %; p in ¢ sta polinoma
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e ni definirana v niclah imenovalca ¢ (x); ¢e taka nicla ni hkrati ni¢la stevca,
recemo, da ima v tej tocki pol in na grafu je navpic¢na asimptota.

e nicle: so nicle stevca, ¢e niso hkrati tudi ni¢le imenovalca
e potencna z negativnim eksponentom: f(x) =z, n € N.

— n liho stevilo:

1

5

Slika 3.17: = —

8] =

1
) g3

Funkcije so lihe, niso definirane v tocki x = 0, os y je navpi¢na asimp-
tota, os x pa vodoravna asimptota. So neomejene.
— n sodo stevilo:

Slika 3.18: z+— L+ L 1

z2 x4 26

Te funkcije so sode, niso definirane v tocki x = 0, os y je navpic¢na
asimptota, os x pa vodoravna asimptota. Vse so navzdol omejene z 0.

Zgled. Analizirajmo racionalno funkcijo f (x) = %
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10 12 14

. z—1)%(z
Slika 3.19: f(x) = W
Ima nicli pri z = 1 (dvojna, sode stopnje) in z = —1 (stopnje 1), pola pri z = 0
in x = —2 in vodoravno asimptoto pri y = 1.

6. Korenske funkcije

Fr)= WF £ @) = "
f(z) = /x, x > 0; inverzna funkcija k f (z) = 22

e s sodim korenskim eksponentom

Slika 3.20:

e S N

Slika 3.21: z — z, Vr, Jx

e 7 lihim korenskim eksponentom, definirane na vsej realni osi

f (z) = ¥z, definirana za vsak = € R

Slika 3.22:

v e Yo
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Vse funkcije, omenjene do sedaj, sestavljajo razred algebrskih funkcij.

Algebrske funkcije so tiste, ki jih lahko izrazimo kot korene polinomskih enach s
polinomskimi koeficienti ag (), ..., a, (z):

an (2) Y™ + py () y" ...+ ay (z)y +ag(x) =0.

Na primer: enacbo ¢(z)y — p(x) = 0 resi racionalna funkcija y = %, enacbo

y" — x = 0 korenska funkcija y = {/x.
Funkcije, ki niso algebrske, imenujemo transcendentne.
Transcendentne funkcije

1. Trigonometricne funkcije

e sinus

Slika 3.24:  f (x) = sinz, sinusoida

nicle: km, k € Z

periodic¢na, osnovna perioda je 27.

lokalni maksimumi: 7 + 2k7, k € Z

lokalni minimumi: 37” + 2km, k € Z

omejena je v obe smeri: —1 <sinz <1 oziroma [sinz| <1 Vr € R
liha funkcija: sin (—x) = —sinx

e kosinus

cos T = sin (x + g) , za 3 Vv levo premaknjen sinus
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Slika 3.25: f(z) = cosx

Tudi graf te funkcije je sinusoida.
soda, cos (—x) = cosx
f(z) = tanz = 322 nj definirana v niclah funkcije cos

nicle se ujemajo z niclami sin

e tangens
f(z)=tanx

Slika 3.26: Tangens

Je periodi¢na s periodo 7, neomejena v obe smeri, liha, navpi¢ne asimptote pri
_ s 3 5m
:r—:l:§, :]:?, :t?,

e kotangens

1
f(l’) = cotr = tanx = (s:?j;c
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Slika 3.27: Kotangens

Nekaj osnovnih zvez med trigonometri¢nimi funkcijami:

sinz + cos’r =1/ : cos®

9 1
tan x+1:72
cos? x
sin x
tanz =
Ccos T
o l+cosx
cos” — = ——
2 2
.o 1l—cosx
sin — = ——
2 2

Sin2x = 2sinx cosx

cos 2z = cos® r — sin® .

2. Eksponentna funkcija
f(x) =a", v praksi a > 1
(3) =@ =2+

pogoste osnove: e, 10, 2,

Slika 3.28: x +— e” Slika 3.29: x+— e ®
nima nicel, definirana za vse realne z,
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zacetna vrednost: 1, ker a® = 1 = €?,
vodoravna asimptota: y = 0 (za negativne x),

navzgor neomejena, navzdol je omejena z 0.

. Logaritemska funkcija

je inverzna k eksponentni x +— a”

Slika 3.30: Eksponentna in logaritemska (rdeca) funkcija

a®: R — (0,00), bijektivna

ima inverzno funkcijo:

y=a
= a
y =log, x
2__
y
2 3 4 5
X

Slika 3.31: logyz , Inx

definirana samo za x > 0, ni¢la pri x = 1, neomejena, narascajoca.
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4. Inverzne trigonometri¢ne funkcije:

e arkus sinus (arcsin) je inverzna funkcija k funkciji sinus,

Vzamemo samo zozitev funkcije sin na interval {—g, g} . Ta je injektivna z
zalogo vrednosti [—1, 1] ; njena inverzna funkcija je potlej arcsin = sin™! :

1,1 = [-5.%].
’ 2
y 2+ . g y
/ 1
’ — 1 1
2 2 ’ X
/ X !
7 24 2
Slika 3.32: Sinus in arkus sinus Slika 3.33: Arkus sinus

e arkus kosinus (arccos) je inverzna funkcija k funkciji kosinus

Slika 3.34: Kosinus in arkus kosi- Slika 3.35: Arkus kosinus
nus

Izberemo zozitev cosz : [0, 7] — [—1, 1], ki je bijekcija.

arccos r : zacetna vrednost 7, padajoca, nicla:1.

e arkus tangens (arctan) je inverzna funkcija k funkciji tangens.

tan : (—g, g) — R bijekcija (Pozor, samo ena veja!)

tan~! = arctan : R — (—g, %)
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X

Slika 3.36: Tangens in arkus tan-

gens

5. Hiperboli¢ne funkcije

Slika 3.37: Arkus tangens

e hiperboli¢ni kosinus coshz =  (¢” + ¢™*) (ali ch z),

1 2

3
X

Slika 3.38: Hiperboli¢ni kosinus, veriznica

e hiperboli¢ni sinus sinhz =

D=

(e® —e™*) ali sh z,

X, L

Slika 3.39: Hiperboli¢ni sinus

e hiperboli¢ni tangens tanhx =

45
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10— — —

Slika 3.40: Hiperboli¢ni tangens

6. Obstaja Se nekaj drugih trigonometri¢nih, hiperboli¢nih, inverznih trigonome-

triénih in inverznih hiperboli¢nih funkcij, vendar jih tukaj ne bomo obravnavali.

3.2.4 Premiki in raztegi

1.
2.

3.

3.3

x> f(xr—a),a>0, premik za a v desno
x— f(x+a),a>0, premik za a v levo

x> af(x), a> 1, razteg v smeri osi y

.x—af(x),0<a<]1,skréek v smeri osi y
. x+— f(—x), zrcaljenje preko osi y
.z — —f (z), zrcaljenje preko osi z

. x — f(|z|), desna polovica grafa funkcije f se prezrcali preko osi y Se na levo

stran, del grafa za negativne x izgine.

. x— |f ()|, del grafa pod osjo z se prezrcali Cez os z, ostalo se ohrani.

Naloge

. Za naslednje funkcije ugotovi ali so injektivne, surjektivne in doloci zalogo vre-

dnosti.
(a) f:{1,2,3,4} = {a,b,c,d}, 1 — b, 2 a,3+—d, 4D,
R.: ni inj., ni surj., Zr = {a, b,d})

(b) f:{-1,0,1} = {z,y,2z,w}, =12, 0~ w, 1 —y,
R.: je inj., ni surj., Z5 = {z,y, w}

(c) f:R=R, f(z)=vVx+1,
R.: bijekt., Z; =R
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(d) f:RxR—=RxR, f(a,b) =(2a+b,a —2b),
R.: bijekt., Z; = R x R

. Simbol 2N naj predstavlja mnozico vseh sodih naravnih stevil. Dana je presli-
kava

f N = 2N, n — 2n. Pokazi, da je preslikava bijekcija. Ce med mnozicama
obstaja bijektivna preslikava, pravimo, da sta mnozici enako mocni. Kaj to po-
meni za mnozici, ki sta konéni? Za neskoncéne mnozice pa je drugace; neskon¢na
mnozica A ima lahko pravo podmnozico B (to pomeni B C A, B # A), ki je
enake moci kot mnozica A.

. Doloc¢i kompozitume naslednjih funkcij

(a) f:{1,2,3,4} — {a,b,c,d}, 1= b, 2+ ¢, 3¢, 41— a;
g:{a,bc,d} -{1,2,3}, a—~2,b—1,¢—3,d— 2
R.: fog:{a,b,c,d} = {a,b,c,d}; arsc, b= b, cr— ¢, d— ¢
gof:1—1,2—3,3—3,4+—2

b) f,g: R->R, f(z)=Jx—1,g9(x)=2>+1
Ri fog(e)=Va?+1-1; gof(a) = (Yo —1)"+1

. Naslednjim funkcijam dolo¢i inverzno funkcijo in narisi oba grafa: f in f1.
(a) f:{1,2,3,4,5} = {a,b,c,d,e}, 1—d, 2—~b3—a,d—c, b—e

R.:. f~':{a,b,c,de} —{1,2,3,4,5}; a3, b—~2,c—4,d—1,e—5
b) [:R=R, f(z)=¥z+1,R: f:RoR, [ (z)=(z—1)°
() f:(-1,00) =R, f(z)=In(z+1),R: fl(z)=e"—1

. Preveri ali je funkcija soda ali liha:

(a) f(x) = gi—f{, R.: liha

(b) f(z) =xsinz® R.: soda
(c) f(z)=23In(1+ 2%, R.: liha

. Doloé¢i (naravno) definicijsko obmocje funkeij

(a) f(x) =In £, R (=00, 3) U (1,00)

(b) f(a:):ﬁj{.: (3.3)
(¢) f(x)=+3—2x—22+In|z|, R.: [-3,1]\ {0}
(d) f(x) =1n(In(n22)), R.: (§,00)

. Pokazi, da je kompozitum monotonih funkcij monotona funkcija. Upostevaj,
da je monotona funkcija lahko narasc¢ajoca ali padajoca.
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8. Samo z uporabo lastnosti elementarnih funkcij narisi grafe danih funkcij.
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4 Limita in zveznost

4.1 Limita funkcije
4.1.1 Limita v tocki

Definicija 4.1.1 Naj bo € > 0 in a € R. e-okolica (ali na kratko kar okolica) tocke
a je interval (a — e,a + €) . Punktirana e-okolica tocke a je interval

(a—¢e,a+¢)\{a}.

Punktirano okolico tocke a dobimo torej tako, da iz e-okolice tocke a izrezemo
njeno sredisce (tocko a). Zanimalo nas bo obnasanje funkcije f v neki dovolj majhni
punktirani okolici tocke a.

Oglejmo si obnasanje funkcije f(z) = % v okolici tocke x = 0. Ta funkcija v
x = 0 ocitno ni definirana, njene vrednosti pa lahko izracunamo za vse = iz neke
punktirane okolice. Izra¢unajmo nekaj vrednosti f (z) za nekaj argumentov z, ki so
blizu 0.

f(0.4) =0.97355

£(0.3) = 0.98507
£(0.2) = 0.99335
£(0.1) = 0.998 33
£(0.05) = 0.999 58

Videti je, da blize kot je # k & = 0, bolj se funkcijske vrednosti f (z) priblizajo
stevilu 1. Vrednost f pri = 0 pa sploh ni definirana.

Definicija 4.1.2 Stevilo L je limita funkcije f v tocki a, ce lahko doseZemo, da
se funkcijske vrednosti f (x) od Stevila L poljubno malo razlikujejo, ce je le x (x # a)
izbran dovolj blizu tocke a.

Zapisemo:
lim f (z) = L.

r—a
sin x
T

V prejsnjem primeru je videti, da je stevilo 1 limita funkcije v tocki 0, oziroma

lim sz = ]
z—0 7T

Se enkrat zapisimo definicijo bolj formalno:
Ve>0 30>0: 0<|z—al<di=|f(x)—L|<e.

Pri poljubnem vnaprej izbranem ¢ > 0 obstaja tak pozitiven 9, da se Stevila z
(razlicna od a), ki so za manj kot ¢ oddaljena od a preslikajo v e-okolico Stevila L.
Ponavadi je 6 odvisen od € in sicer je pogosto tako, da manjsi kot je €, manjsi bo tudi

J.

Leva in desna limita:

leva limita: L; = lim f(z), Opazujemo samo vrednosti f (x) za z < a
Tr—a—
desna limita: Ly = lim f (x) Opazujemo samo vrednosti f (z) za x > a.
r—a

49



4 LIMITA IN ZVEZNOST

Zgled:

lim 2 = lim z =1
z—0t ¥ z—0+ &

lim 2 = lim == = —1
z—0— 7 z—0+ 7T

Funkcija f (x) = %, x # 0, ima v tocki z = a = 0 levo in desno limito, ki pa nista
enaki.

Trditev 4.1.3 Funkcija ima v tocki a limito natanko tedaj ko ima v tej tocki levo
in desno limito ter sta enaki. Potem je tudi L = lim f (x) =L, = Ly.

4.1.2 Limita v neskoncénosti

Zapis
L = QCIEQO f (z) pomeni: vrednosti funkcije se poljubno priblizajo L, ¢e smo le x
izbrali dovolj velik.

Ve>0 IM: a>M=|f(z)—L|<e.

L = EI_H f (z) pomeni: vrednosti funkcije se poljubno priblizajo L, ¢e smo le

x < 0 izbrali dovolj velik po absolutni vrednosti (dovolj dale¢ od 0).
Ve>0 Im: zxz<m=|f(z)—L|<e.

Ce obstaja L, = xh_)rgof (x), ima funkcija f vodoravno asimptoto v +oo, to je
premica y = Ly. Ce pa obstaja Ly = xl_i}}loo f (), ima funkcija f vodoravno asimptoto
v —00, to je premica y = L. V nekaterih primerih se asimptoti tudi ujemata.

Zapis aljl_rg f (z) = oo pomeni, da vrednosti funkcije f presezejo katerokoli vnapre;
izbrano vrednost M, ce je le x dovolj blizu a.

VM 36>0: 0<|z—al]<d= f(x)> M.

Analogno glglgcllf (x) = —oo pomeni, da je f (z) manj od poljubnega m, ¢e je le x dovolj
blizu tocki a. V obeh primerih ima funkcija z +— f (z) navpi¢no asimptoto = = a.
Mozno je, da je premica x = a navpi¢na asimptota samo iz ene strani. Lahko je

npr. leva limita lim f (z) = oo, medtem, ko je desna limita lim+ f(z) =L < 0.
r—a~ r—a

Zgled. Oglejmo si obnasanje funkcije f (x) = e7T v okolici totke 2 = 1, v kateri
ni definirana. Najprej ugotovimo, da je leva limita lim,_,;- ﬁ = —o0 in desna limita
lim, ¢+ ﬁ = 00. Pisimo y = ﬁ, e 1 = e¥ in upostevajmo, da je lim,_,;- y = —o0
in lim, .1+ y = co. Nato je

) 1 )
lim e=—1 = lim €Y =0
z—1- Yy——0o0

in

17 .
lim e=—1 = lim €Y = 0.
1+ y—00
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Na grafu se to vidi takole:

=
o

1

+ +—

IN
1 "
T

2 4
X

|

Slika 4.41: Konc¢na leva in neskoncéna desna limita v isti tocki

Posevna asimptota
Lahko se zgodi tudi, da je lim, .4+ f (z) = +00. V tem primeru je mogoce, da
ima funkcija posevno asimptoto, premico y = kx + n, za katero velja, da je

lim (f(z)— (kx+mn))=0.

r—+0o0o

Koeficienta k£ in n zaporedoma dobimo takole

kzlimf(sc) n= lim (f (z) — kx).

T—00 €T T—00

4.1.3 Pravila za racunanje limite

(veljajo za vse tipe limit: v konéni tocki ali v neskoncnosti, pa tudi za levo in desno
limito)

e Ce obstajata lim f (x) in lim g (x), potem obstaja tudi lim (f () + g (x)) in
velja:
lin (f () + g (2)) = lim f (2) + lin g (z).

T—ra rT—ra Tr—a

e Ce obstajata lim f () in lim g (), potem obstaja tudi lim f (z) g () in velja:

lim f (z) g (x) = lim f (x).lim g (z).

r—a T—ra T—a
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o Ce obstajata lim f (z) in lim g () in lim g (z) # 0, potem obstaja tudi lim 7%
in velja:
o fw)_ mi@)
im =& _
r—a g (l‘) :%:l—r}(lzg (gj)
e lim A = A, ce je A= konstanta.
o lim 525 =0, Ce je lim f () = oo ali lim f () = —o0.

e Ce ne neki okolici tocke a velja f (z) < g(z) ali f(x) < g (), potem je

lim f (x) < lim g (x).

T—a r—a

e Ce obstaja glﬂl_rgf (x), obstaja tudi }311}% W f () in velja:

lim §/7 (2) = /tim £ (@)

(¢e je m sodo Stevilo, mora biti f () > 0 vsaj na neki okolici stevila a).
e Ceje b > 0 in obstaja }:ILICIL]E (x), potem obstaja tudi }gré b/ ) in velja

lim f(x
lim 5/ @ = pen @)

Tr—a

e Ceje f(x) < g(x) na neki punktirani oklici tocke a, je lim f(z) < lim g ().

T T—a

Omenimo se pomembni limiti

ST

1 T
lim (1 + > =e, lim(1+1)
x

= e’
r—+00 t—0

ki ju bomo utemeljili v poglavju o zaporedjih.
Kasneje, v poglavju o odvodih, bomo spoznali Se eno uc¢inkovito metodo za racu-
nanje limit: L.’Hospitalovo pravilo.

Zgledi.

1. f(gs):{ Qx(;rl’ ii} . Vidimo, da je f (1) =0 in lim f (z) = 3.

Ce je funkcija v tocki a definirana, se njena funkcijska vrednosti f (a) lahko
razlikuje od limite.

2. lim $2+Eﬁ_3 = lim W = lim (z + 3) = 4.
z—=1 T z—1 x z—1

3. lim =0, k>0.

r—+o0
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4.

10.

11.

12.

(3x272x+1)/12 3—=4

8 \m
e

3222241 _ q; \oxm et )/ _3
dim 55— = Iim g = i g Ty T
lim V- _ i (Va2+i-2)(Va?+i+s) lim 1 B
IT—00 T - L— 00 gc( /712_,'_14_%) - L— 00 a:( ,T-I-l—&-m) =
hn% ST — 1 se da geometrijsko utemeljiti, kasneje bomo to lastnost preverili se
b d

na drug nacin. Namrec, za vsak 0 <z < 7 je

sinx

sinex < x < tanx = .
COS T

Delimo neenakost s sinxz > 0

1<

sinz  cosw
in dajmo vse Clene Se na —1

sin x
1>

> COS .
X

Nato uporabimo se limito, ko z — 0 z desne in dobimo

. sinz .
1> lim > lim cosz = 1.
r—0t X z—0t
C . Sin(— t

Nazadnje je lim,_,o- = lim;_,o+ sin(— = = limy o+ bm( ) = 1.
lim 522 — Jim lsinz =0, sledi iz omejenosti funkcije sin.
z—+oo 7T r—>too T
lim sin2z __ = lim 2sin2x __ = 92lim sin2z __ 2.
z—0 7 z—0 T z—0

lim tanzx = oo, hm tanz = —o0.
g -5t

lim arctanz =%, lim arctanx = —7%.
T—00 2 2

T—r—00

lim e =00, lim e* =0.
T—00 T—r—00
Pri racionalnih funkcijah, katerih stevec ima toc¢no za 1 vecjo stopnjo kot

imenovalec, smo do posevne asimptote prisli z deljenjem polinomov. Recimo

f(z) = %?“fﬁ“ = 2z — 1 + 5. Vidimo, da je y = 2z — 1 poSevna asimptota,
ker je
2
| —2x—-1))=1 =0.
lim ((2) — (22 —1)) = lim ——
Po drugi strani je
212 1
b tim L) gy 2L

in

n=lim (f(x) = kz) = lim (f (z) - 20) = lim <_1+xi1> _ 1

Vendar imajo lahko posevne asimptote tudi druge, ne le racionalne funkcije.
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4 LIMITA IN ZVEZNOST

13. Naj bo funkcija f dolocena z eno vejo hiperbole ﬁ—z — z—j = 1; a,b > 0, in sicer
tisto, kjer je y > 0. Izracunajmo posevno asimptoto, kjer z — oo. Najprej

izrazimo y = ,/% — b2 = f(z). Nato

f (z) b
k=1 = 1i a
T—r00 €x T—r00 €x
) b2z2 b2 b
= lim - =—
z—oo \ q222 2 qa

in

T—00 T—00 a? a
2.2 2.2
<\/ baﬁ — b2 — Zx) baﬁ b + bz)
= Jm s b
az b + ax
) —b?
= lim =0

Torej je y = gx posevna asimptota hiperbole za x — oo in y > 0. Na sliki je
graf hiperbole, kjer je a > b.

—

—
—
—
—
—
4 4 |
1 1 1

—
+
~ X
~
~
~
~
~
~

—
~~

- Yy
~
~
~
~
~
~
~
I | | | ~
k 1 1 1
—
—
—
—
—
-
—
-

Slika 4.42: Hiperbola z—j — é’—; = 1 in poSevni asimptoti

14. Za funkcijo f (x) = In(2e® + z) velja lim, o f () = oo. Preverimo, ali ima
funkcija f posevno asimptoto. Najprej je
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T Ine® (2+ L
k= hmw: limy

T—r00 € T—00 €x

Ine* +In (2+6%)

= lim
T—00 €T
r+In(2+ L1
= lim ( c )
T—00 x
. 1 1
= lim <1+1n <2+>)
T—00 T er

=1

upostevajoc¢, da je lim, iln (2 + e%) = 0. Nato je

n = lim (In(2e* 4+ 1) — )

- (n(e e+ 2)) -

1
= lim <a:—|—ln(2—|—> —.CE)
T—00 et
=1In2.
Torej je poSevna asimptota v neskon¢nosti premica y = x + In2. Funkcija f (z) =

In (2¢* + z) je definirana samo za z, kjer je 2¢” 4+ x > 0, graficno ugotovimo, da je to
za x> xo ~ —0.85, torej pri x — —oo asimptota nima smisla.

Slika 4.43: Grafa y = 2¢” iny = —x

Se graf funkcije f (z) = In (2e* + ), x> 29~ —0.85.
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Slika 4.44: Graf funkcije f (z) = In (2e* + ) s poSevno asimptoto

V razmislek: funkcija g (z) = In (eg”2 + 1) ima kvadraticno asimptoto. Kako bi jo
poiskali?

4.2 Zveznost
4.2.1 Zveznost v tocki

Na spodnjih slikah so grafi treh razlicnih funkcij. Prvi graf funkcije je povezana
krivulja, medtem ko sta druga dva sestavljena iz ve¢ kosov, tretji graf celo iz treh
(pikica je namre¢ sestavni del grafa). Matematicno bomo opisali lastnost, da je graf
bodisi povezan, bodisi v kaki tocki (toc¢kah) pretrgan.

= =

Slika 4.45: Zvezna in nezvezni funkciji

Naslednji primer pokaze Se enega od moznih tipov nezveznosti v dani tocki. Ko
se « priblizuje vrednosti 2 = 0, vrednosti f () = sin L nihajo med —1 in 1.

o6
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X L

Slika 4.46: f (x) = sin &

Definicija 4.2.1 Funkcija je zvezna v tocki xy € Dy, ce velja:
funkcijske vrednosti f (x) se poljubno malo razlikujejo od vrednosti f (xg), ce je le ©
dovolj blizu xg.

Trditev 4.2.2 FEkvivalentna definicija zveznosti v tocki:
Funkcija f je zvezna v tocki x, ce:

1. zg € Df
2. Obstaja Ill}rgo f(x)=1L

3. f(z) =1L

Naj bosta f in g zvezni v tocki zy. Naslednje funkcije so zvezne v tocki xg :

e vsota f+yg
e produkt fg
e L, cejegu) #0.

e kompozitum fo g, ¢e je f zvezna v tocki g (z¢) in g zvezna v tocki x.

4.2.2 Zveznost na intervalu

Definicija 4.2.3 Funkcija f je zvezna na odprtem intervalu (a,b), ce je defini-
rana in zvezna v vsaki tocki tega intervala.

Vo € (a,b) : xlggo f(x) = f(x0)
Definicija 4.2.4 Funkcija [ je zvezna na zaprtem intervalu [a,b], ce je zvezna
na odprtem intervalu (a,b) in velja lim f () = f(a) in hril fz)=f(b).
T—a x—b—
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Naslednje funkcije so zvezne na vsem svojem definicijskem obmocju: polinomi, ko-
renske, = — |z|, sin, cos, arctan, arccot, arcsin, arccos, exp (z — €¥)  sinh, cosh, log,
In.

Primeri funkcij s tockami nezveznosti: racionalne (npr.: x — %, T ﬁ),
1

tan, cot .
) ) /—|17:1:2|

4.2.3 Lastnosti zveznih funkcij na zaprtem intervalu

Naj bo f zvezna funkcija na intervalu [a, b] . Potem zanjo velja:
1. f je na intervalu [a,b] omejena: obstajata Stevili m in M, za kateri velja:

m< f(z) <M, xz€]ab.

2. Ce je f(a)f(b) < 0, obstaja tak ¢ € (a,b), da je f(c) = 0. Bisekcija je
numeri¢na metoda za iskanje nicle, ki je osnovana na tej lastnosti.

3. Ce sta m in M natanéni meji funkcije f (infimum in supremum) na intervalu
la,b] , obstajata taki tocki z1, zo € [a,b], da je f(x1) = m in f(z3) = M.
Drugace receno:

Zvezna funkcija na zaprtem intervalu doseze svoj minimum in maksimum.
4. Ce je m < ¢ < M, obstaja tak xq € [a,b], da je f (20) = c.

Zvezna funkcija zavzame tudi vse vrednosti med m in M. Zaloga vrednosti
[ (la,0]) = [m, M].

5. Ceje f : [a,b] — [m, M] zvezna in monotona, obstaja f~! : [m, M] — [a, ]
in je tudi zvezna in monotona. Velja Se veé: Ce je f narascajoca, je tudi
f~! narascajoca, ¢e je f padajoca, je tudi f~! padajoca.

4.3 Naloge

1. Dolo¢i a tako, da bo funkcija f zvezna in narisi skico.

Inz, r>1 S
f(x)_{ax—Z, v< 1. R.:a=2.

2. Izracunaj limite:

: ) .
}CLH% z2+2x—3" R.:

2

3
4

lim

)

)

() lim o355k Rer 3

) lim VAT R
)

lim (\/zmT—zx) R.: 0

T—00
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(f) lim 232 R

27— Sin6zx

1
2
(g) lim <2 R.: 0

r—oo T

() lim (2£1)% R ef

200 \z—1

(i) lim arctan (””2+1) R.:

T—00 T

w3
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5 ODVOD

5 Odvod

5.1 Odvod funkcije v tocki

Zanimalo nas bo, kako hitro se spreminjajo vrednosti funkcije. Predpostavimo, da je
f definirana vsaj na neki okolici tocke x = a. Izraz

Ay _ flath) - [f(a)

Azx h

imenujemo

diferencni koli¢nik funkcije f v tocki x = a.

Ta predstavlja smerni koeficient sekante na graf skozi tocki

(a, f (a)) in (a+h, f(a+h)).

Definicija 5.1.1 Funkcija je odvedljiva v tocki x = a, ce obstaja limita diferencnega
kolicnika, ko gre h — 0. V tem primeru je

(@) — pim L@ D) = (@)

h—0 h

odvod funkcije f v tocki a.

S tem, ko posljemo h — 0, se sekanta na graf prelevi v tangento na graf v tocki
T (a, f (a)), limitna vrednost f’(a) pa predstavlja smerni koeficient tangente.

Slika 5.47: Sekanta in tangenta

Zgled. Izracunajmo odvod funkcije f (z) = 22 v poljubni tocki z = a.
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Npr. v tocki x = 3 funkcije f (x) = 22 je odvod f’(x) enak 2x =2 -3 = 6.

5.1.1 Enacbi tangente in normale

Enacba premice skozi tocko (a, f (a)) s smernim koeficientom £ se glasi:

y=k(x—a)+f(a).

Za pravokotni premici je znano, da za smerna koeficienta velja kiky = —1. Normala
je premica, ki poteka skozi dotikaliSce tangente in je nanjo pravokotna. Za smerni
koeficient tangente ze vemo, da je k; = f’ (a) , smerni koeficient normale je k,, = ﬁi)
Enacbi tangente in normale skozi tocko T (a, f (a)) sta:

tangenta: y=ki(z—a)+ f(a), k= f'(a)
normala: y=k,(z—a)+ f(a), k,= .

Zgled. Zapisimo enacbi tangente in normale na graf y = 2% v tocki x = 3.

V nasem primeruje b= f (a) = f(3) =9in k; = f' (a) = f' (3) = 6. Enacba tangente
se glasi:
y=6(x—3)+9=06x—09.

Zapisimo Se enacbo normale na graf. Sedaj je k, = ;—3 = f,_(i) = %1 in enacba
normale: ] 1 19
=—(x—-3)+9=—— —.
Y G (x —3) + &% + 5
Navedimo se primer funkcije, ki v neki tocki (pri = 0) ni odvedljiva:
r, x>0
r@=wl={ " 120
[zracunajmo limito diferen¢nega koli¢nika ﬁ—i’ v tocki x = 0.
Ay F)=fO) B[ 1, h<0
Ax h h -1, h<O.
Opazimo, da (obojestranska) limita ne obstaja, obstajata pa leva in desna limita.
h)—f(0 h)— f(0
i L= FO) L f0=f0)
h—0t h h—0— h
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5 ODVOD

Slika 5.48: Graf funkcije f (z) = ||

Kot vidimo, funkcija x + |z| ni odvedljiva v tocki 2 = 0. Ker pa obstajata leva
in desna limita diferencnega koli¢nika, recemo, da ima ta funkcija v tocki x = 0 levi
in desni odvod.

B) —
" (x) = lim flath) = Jla) levi odvod v tocki a
h—0— h
fla+h)—f(a) . "
fi(x) = hlgg& Y desni odvod v tocki a

Na grafu se ta tip neodvedljivosti izraza kot "negladkost', v tocki 0 je graf konicast.

Primer funkcije, katere graf ima tangento (navpic¢no) v tocki 0, pa vendar v 0 ni
z desne odvedljiva:

fla+h)—f(a) va+ —a

llzi—% h :}lzi—m
i \/F va Va+h+/a
h=0 h Vath+ya
= lim h
h=0 b (Va+h+/a)
:L ce a > 0.

2\/a’
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XL

1+

Slika 5.49: Graf funkcije f (z) = /z

S slike je razvidno, da je premica z = 0 tangenta na graf v tocki (0,0). Ce

. oy A . o FOER—fO) g1 .
ponovimo zgornji ra¢un pri a = 0, dobimo hlg& e hlﬂ%h 75 = 00, tore]

(desni) odvod v tocki 0 ne obstaja. Premice x = 0 namre¢ ni mogoce opisati z
linearno funkcijo oblike f (x) = kx +n. Koeficient k bi moral biti oo, saj je k = tan .

Izrek 5.1.2 Funkcija, ki je v tocki a odvedljiva, je v tej tocki tudi zvezna.

Dokaz. Prepricati se moramo, da velja }lbir%f (a+h) = f(a).
—

lim f (a+h) =l f (a+h) — f (a) + f (a)
= limy ' (@) 1+  (a)
~ /().

Definicija 5.1.3 Funkcija f je odvedljiva na odprtem intervalu (a,b), ce je
odvedljiva v vsaki tocki tega intervala. Funkcija f je odvedljiva na zaprtem in-

.....

oztroma desni odvod.

Ce je f na intervalu I odvedljiva, lahko definiramo novo funkcijo

ff:I—R
r— f'(z), Vzel.
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Definicija 5.1.4 Recemo, da je funkcija f zvezno odvedljiva, ce je odvod f' zvezna
funkcija.

C(I)=A{f; f jezvezna na I}
CH(I)={f; f je zvezno odvedljiva na I}
ct(nco().

Funkcija f (x) = v/1 — 2?2 je odvedljiva na odprtem intervalu (—1,1), pa ni od-
vedljiva (éeprav je zvezna) na zaprtem intervalu [ 1,1]. Graf te funkcije je zgornja

.....

.....

bomo videli, da v vseh notranjlh tockah intervala odvod funkcije f obstaja.

Slika 5.50: Graf funkcije f (z) = V1 — 22

5.2 Odvajanje

Hitro se izkaze, da je zelo nerodno odvod racunati po definiciji z limito. Enkrat za
vselej bomo izracunali odvode elementarnih funkcij, izpeljali pa tudi pravila, kako
potem odvajati (= poiskati odvode) sestavljenih funkcij.

Spodnja pravila odvajanja neposredno sledijo iz definicije odvoda funkcije v po-
ljubni tocki.
5.2.1 Pravila odvajanja

1. (f+9)=f+g¢ Odvod vsote je vsota odvodov.
2. (c¢f) =cf’ Konstanto pri odvajanju lahko izpostavimo.
3. (fg)' = f'g+ fg  Odvod produkta

(5
(f

;f 9 Odvod koli¢nika

IN

Q [~
\_/

5 (f(g(@) = f'(g(x)) g (x) Odvajanje sestavljene funkcije (posredno

dvajanje, verizno pravilo)
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Za zgled bomo preverili le pravilo za odvod produkta. Izracunali bomo limito
diferenc¢nega kvocienta za funkcijo z — f () g (z) . Denimo, da sta f in g odvedljivi
v tocki z in ozna¢imo A, (z) = g(x +h) —g(z), As(z) = f(x+h) — f (x). Zaradi
odvedljivosti obeh funkcij je

/ - Af <I> . / T Ag(x)
fiz) =lim == in g (z) = lim ==

(3)

Nato je limita diferencnega koli¢nika za produkt

fleth)g(@+h)—f(x)g(x)

lim
h—0 h
o S Mg (R~ @) g (et B+ f (@) g (a4 )~ [ () g ()
h—0 h
i Mg )+ (@) A, ()
h—0 h

Upostevajmo (3) in Se, da je

lim g (o + ) =g lim (a4 1)) =g (2)

saj kot ze vemo, iz odvedljivosti funkcije g v tocki x sledi zveznost v tocki z. Vrnimo
se k vrstici (4) in nadaljujmo z izpeljavo

i (S5 00 257 ) = i S5 i ) 1 ) 2

=[(@)g(x)+ f(x)g (z).
5.2.2 Odvodi elementarnih funkcij

Pred nami je tabela odvodov osnovnih funkcij, vsakega od teh odvodov izracunamo
po definiciji oziroma z uporabo zZe znanih lastnosti odvoda.

1. f(x)=c=konst. f' =0 Odvod konstantne funkcije je 0.

2. (") =nz"', neR
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10. (a®) =a*Ina

11. (arcsinz) = o
12. (arccosz) = — 11_962
13. (arctanz)’ = =
14. (arccotz) = — i

15. (coshw) = sinhx

16. (sinh )" = cosh z.

Izpeljimo najprej, da je (sinz)’ = cosx. Upostevajo¢ obrazec

: . a+p) . (a=p
sina — sin 3 = 2 cos 5 sin 5

je

sin (z + h) —sinx

(sinz) = lim

h—0 h
2 cos (22l ) gin (2
o 2eos (352) sin ()
h—0 h
' LB\ . sin (%)
_}L%cos<x+2>}lg% ha
= cos (7).

Po pravilu (5) za odvajanje sestavljenih funkcij dobimo, da je

(cosz) = (sin (a: + g))/ |
= cos (:IH—;T) <x—|—g>
= CoSs (x + g)

= —sinzx.

Pokazimo e, da je (tanz) = 1+ tan®x.
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(tan z)’ = (sinx)’

cos
(sinz) cosz — (cos ) sinz

cos? x

cos? x + sin? x

cos? x
=1+ tan’z.

. . v . /
Nazadnje preverimo Se, da je (arctanz)’ = 7

odvodu sestavljene funkcije. Odvajajmo identiteto

. Uporabili bomo pravilo st. (5) o

tan (arctanx) =z, x € R,

(tan (arctan z))’

1
(1 + tan? (arctan x)) (arctan )’ = 1,

tan’ (arctan x) - (arctan r)’

od koder upostevajo¢ tan (arctan z) = = dobimo, da je

1

tanz)’ = :
(arctan ) T2

5.3 Diferencial

Ce je graf krivulje v okolici neke tocke (a, f (a)) gladka krivulja, lahko tako funkcijo
f lokalno aproksimiramo z linearno funkcijo ¢ (x) (njen graf je premica — tangenta na
graf v tocki (a, f (a))). Spomnimo se enacbe tangente

y=f(a)(z—a)+f(a)
=:t(x).

Pri dolocenih pogojih bo za z, ki je dovolj blizu tocki a, x = a + Az, kjer si predsta-
vljamo Az majhen, veljalo

fla+Az) ~t(a+ Az) =
= f'(a) Az + f (a)
fla+Ax) — f(a) = f'(a) Ax.

Definicija 5.3.1 Izrazu f' (a) Ax, ki je priblizek za razliko f (a + Azx)—f (a), recemo
diferencial funkcije f v tocki a in ga pogosto oznacimo takole:

df (a) = f'(a) Az.

Zgled. Izracunajmo diferencial funkcije f (x) = 2.
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Lahko pisemo kar d (2?) = (22)' Az = 20Axz. Podobno naredimo za funkcijo f (z) =
in dobimo d(x) = dr = (z) Ax = Az. Zato lahko zamenjamo Ax s simbolom dz.
Tocka a je bila poljubna, piSimo x namesto a in dobimo

df (z) = f'(z) dz,
Af=fla+dz)—f(a), Af—df, ¢edr— 0.
Ta zapis formalno lahko razumemo tudi takole: f’(z) = d’;(j) = 4 in se pogosto
uporablja za zapis odvoda.
Na koncu zapisimo obrazec za linearizacijo, to je aproksimacijo z linearno funk-
cijo:

[l +de) = f (z) + df ()
=f(@)+ f (z)dx

Zgled. Izracunajmo priblizno vrednost /0, 97.

13\ _ 1

Definirajmo f (z) = /z in izracunajmo f'(z) = (x ) = 3775 = 3 . 'V tocki

x =1, ki je blizu 0, 97, je preprosto izracunati funkcijsko vrednost in odvod funkcue f.
Tako je f (1) = 1in f'(1) = 5. Vzamemo dz = —0, 03, ker je 0,97 = 1—0,03 = 1+dx.
Nato je

C»«\N)

Y097 = £ (1 +do)
~f(1 )+df()
=f()+f(1)dx
— 142 (=0,03)

3
=0,99.
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5.4 Izreki o odvedljivih funkcijah

Definicija 5.4.1 Funkcija f ima v tocki xg lokalni maksimum, ce obstaja taka
dovolj majhna okolica tocke xo, da za vse iz te okolice velja: f(x) < f (zo). Funkcija
f ima v tocki xy lokalni minimum, ce obstaja taka dovolj majhna okolica tocke x,
da za vse x iz te okolice velja: f(x) > f(xo). Takim tockam z eno besedo recemo
lokalni ekstrems.

5.4.1 Fermat, Rolle, Cauchy, Lagrange, L’Hospitale

Izrek 5.4.2 (Fermat) Ce ima odvedljiva funkcija f v tocki xq lokalni ekstrem, je
I (zg) = 0.

7 drugimi besedami: Ce ima funkcija f v tocki xy lokalni ekstrem, je f’(z¢) = 0
ali pa f v tocki xy ni odvedljiva. Pripomnimo, da iz dejstva, da je f’(zg) enak 0,
ne sledi, da ima f lokalni ekstrem. Primer: f (z) = 23, f'(0) = 0, vendar f, éeprav
odvedljiva, v tocki x = 0 nima lokalnega ekstrema, saj je narasc¢ajoca.
Dokaz. Denimo, da ima f v tocki xy lokalni maksimum. Potem za vsak x iz
dovolj majhne okolice tocke xq velja: f (x) < f (zo). lzrac¢unajmo levi in desni odvod
funkcije f v tocki zg :

f(xo+h) = f (o)

fi (@) = lim

h—0+ h
i @ =T
T—x0+ xr — X
- (o) = g L0 1= (20
= lim M > 0.
T—=T0— T — 2o

Ker je funkcija v tocki xy odvedljiva, je

0< f2(z0) = f'(x0) = f} (x0) <0,
od koder sledi, da je f' (zo) = 0. O

Stacionarne tocke funkcije f so tocke zg, kjer je f' (x¢) = 0. Med stacionarnimi
tockami najdemo lokalne ekstreme, pa tudi sedla.

Izrek 5.4.3 (Rolle) Naj bo funkcija f na definirana in zvezna na |a,b] in odvedljiva
na (a,b) . Poleg tega naj ima na krajiséih intervala [a, b] enaki vrednosti: f (a) = f (b).

.....

notranjosti intervala vsaj eno tocko, kjer je tangenta na graf vodoravna (vzporedna
7 0Sjo T).

Dokaz. Za konstantno funkcijo f izrek ocitno velja, saj je f' (z) = 0 za vsak z. Naj
bo torej f nekonstantna funkcija. Pri nekem zq je f (x¢) # f (a) = f (b) in recimo, da
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je f(zo) > f(a). Funkcija f je zvezna na zaprtem intervalu [a,b], zato doseze svoj
maksimum M. Naj bo f(§) = M pri nekem £ € (a,b) in izracunajmo Se f’(§). Pri
tem bomo upostevali, da je

fla) < f(wo) < f(§) =M.

Torej,
[ +h) = f(§)
/
€)= g h
_ iy [N - M >0
h—0— h
in
fE+h)—f(E)
HE) = hli{(gl-‘r h
h—0+ h
Podobno kot v dokazu Fermatovega izreka ugotovimo, da je f'(£) = 0. O

Izrek 5.4.4 (Cauchy). Bodita f in g zvezni na [a, b] in odvedljivi na (a,b). Dodatno
naj funkcija g Se izpolnjuje pogoja: ¢' na (a,b) nima nobene nicle in g (b) # g(a).
Potem obstaja taka tocka € € (a,b), da je

f)—fla) _ f'(§)

g(®)—g(a) g

Dokaz. Definirajmo novo funkcijo h (z) = f (x) —ag (x), ki je gotovo zvezna na [a, b]
in odvedljiva na (a,b). Konstanto o dolo¢imo tako, da bo h(a) = h(b). Ce tako
konstanto lahko izracunamo, bo funkcija h izpolnjevala pogoje Rolleovega izreka in
bo za neki £ € (a,b) izpolnjeno A’ (§) = 0.

Izracunajmo « :

h(a) = f(a) —ag(a) = f(b) —ag(b) = h(b)

Iz enacbe na sredini sledi

in je torej
f0) - 1)
g()—g(a)
Po drugi strani pa nam pogoj b’ (§) = 0 pove: f'(£) — ag' (§) = 0 oziroma
P 0 f
g€  gb)—gla)

kar je bil nas cilj. O
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Izrek 5.4.5 (Lagrange). Naj bo funkcija f na definirana in zvezna na la,b] ter
odvedljiva na (a,b) . Potem obstaja taka tocka & € (a,b), da je

f )= f(a) = f (&) (b—a))

Ta izrek nam pove, da obstaja taka tocka, kjer je tangenta na graf vzporedna

sekanti skozi tocki (a, f (a)) in (b, f (b)). Tam je k, = f/ (&) = LO=a) —

b—a

Slika 5.51: Tangenta, vzporedna sekanti

Dokaz. Lagrangev izrek je neposredna posledica Cauchyjevega izreka. Za funkcijo ¢
v Cauchyjevem izreku vzamemo kar g (z) = z in rezultat takoj sledi. O

Izrek 5.4.6 (L’Hospitalovo pravilo) Naj bosta funkciji f in g zvezno odvedljivi
(torej tudi zvezni) na neki punktirani okolici tocke a. Naj bo lim f (x) = lim g () =0
ing(z), ¢ () # 0 na neki punktirani okolici tocke a. Potem je

lim /(@) = lim ()

g (@) T g ()

Pravilo velja tudi splosneje, e je a = oo ali/in pa je chlglllf (x) = lim g (x) = 0.

To pravilo nam omogoca ucinkovito racunanje limit, predvsem takih, kjer nasto-
pajo funkcije, ki se z odvajanjem poenostavijo, npr. potence, logaritmi itd.

Zgled.
. sinz . (sinx)
lim =1l
=0 g x—0 x!
. cosz
= lim
z—0 1
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Skica dokaza L’Hospitalovega pravila. Brez skode za splosnost lahko privzamemo,
da sta f in g definirani in zvezni v tocki a (sicer ju pa¢ zvezno razsirimo). Nato je
f(a) =g (a) =0 in funkciji f, g sta zvezni na [a, x|, ¢e je le z dovolj blizu a, odvoda
fin ¢'pa zvezni funkciji na intervalu (a,z). V tocki a ni treba, da sta funkciji f in
g odvedljivi. Uporabimo Cauchyjev izrek: za neki £ € (a, z) je

f)—fl) [f@)-0_[f(x) [(§
g(@)—gla) g(x)—=0 g@) &)

Potem je

/! /
i L)y 1O 11O
wag(x) woag () evag ()
!
)
 f (2)
Za dokaz splosnejse variante bi bilo potrebno napraviti Se kak korak, ki ga pa izpu-
stimo.
L’Hospitalovo pravilo je zelo uporabno za rac¢unanje limit, ki so, kot pravimo,
nedolocenosti tipa % ali i%

., sajjea< & <axter fin ¢ zvezni.

Zgledi:
1. lim S22 — iy G02) _ Jjy cse g
xS0 T z—oo (@) oo 1
. 2 . .
2. lim £ = lim 2 = lim 2 =0.
r—00 € r—00 € r—00 €
. . 1 . 1 .
3. lim zlnz = lim %% = lim —% = lim (—x) = 0.
x—0+ x—0+ = z—0+ T2 r—0+

5.4.2 Odvodi visjega reda

Ce je funkcija f odvedljiva na nekem intervalu, se pogosto zgodi, da je tudi dobljeni

odvod f’odvedljiva funkcija in jo lahko Se enkrat odvajamo. Tako dobimo odvod

drugega reda. Podobno lahko dobimo odvode vigjih redov: f”, f f& .. f™ .
Induktivno lahko definiramo odvod n-tega reda kot

f(O) =f
Flor) (f(n))l7 n=0,1,2,...

Omenimo Se alternativen zapis odvoda reda n: fof = ),

Zgled. f(z) =%,

f/ (ZE) — 262:5’
f// (27) — 462:1:’ ,
f(n) (I) — 2n€2x
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Recemo, da je funkcija n-krat zvezno odvedljiva, ¢e so vse funkcije f, f/,... f
zZvezne.

Oznacbe:
C(a,b) ={f; f je zvezna na (a,b)}
C'la,b] = {f; f je zvezna nala,b]}
C" (a,b) = {f; f je zvezno odvedljiva na (a,b)}
C" (a,b) = {f; f je n-krat zvezno odvedljiva na (a,b)}, n=1,2,...

Seveda velja:

...C"(a,b) CC" ' (a,b) C ... C C"'(a,b) C C(a,b).

5.4.3 Taylorjev polinom

Pri aproksimaciji z diferencialom smo dano funkcijo v okolici neke tocke aproksimirali
z linearno funkcijo. Kaj pa ¢e bi namesto linearne poiskali kvadratno, kubic¢no ali pa
polinomsko funkcijo, ki bi (lokalno, v neki okolici dane tocke) "dobro'aproksimirala
dano funkcijo.

Recemo, da imata funkeiji f in g v tocki a dotik reda n, ¢e je f (a) = g (a) in se
v tej tocki ujemajo tudi vrednosti vseh odvodov do vkljuéno reda n:

f'la) =g (a), f"(a) = ¢"(a),.... f™ (a) = g (a).

Izrek 5.4.7 (Taylor) Funkcija f naj bo n-krat zvezno odvedljiva na intervalu |a, x|
in (n + 1)-krat odvedljiva na (a,x). Potem obstaja Stevilo € (a,x), za katerega je

f(z) =P, (z) + Ry (2,§),

polinom stopnje n

se imenuje Taylorjev polinom, izraz

(n+1)
- f (5) (I’ o a)n+1

R, (x,§) = 1) , £€(a,x) ali& € (x,a),

pa ostanek in predstavlja napako aproksimacije funkcije s Taylorjevim polinomom.
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Razli¢ica zapisa:
r—a=h, xz=a+h

Flat B = £ a) + o (a) + 5 (@) ot o (@) + R (1, 6)
hn+1

RJhﬁ):ZgITﬁ

f™(a+6n), 0<6<l.

f0)(z) =e®, f™ (a) = f™(0) =1 zavsak n =0,1,2,.... Potem je

2 n

e—4+x+54— +%+RM%Q
6£ .
Rn(x,f):(n+1)'x”, 0<é<x

Ce bi iskali recimo priblizek za vrednost €2, n = 3, bi lahko napravili oceno napake:
0<&<0,2; zelo groba ocena: ef < 2

Potem je R3 (z,§) = 2 < 2(0,2)>=6.7 x 1074,

o
)l
Dokaz Taylorjevega izreka. Naj bo g () = (z — a)™™" . Za pare funkcij

(f,9),(f,d). .., (f(”), g(”)) bomo veckrat zaporedoma uporabili Cauchyjev izrek, pri
tem pa bomo upostevali, da je

f% @) =g¢"(a), k=1,2,...,n

in so vsi odvodi f® ¢® k = 1,2,... n, zvezne funkcije na [a,z], f™ in ¢ pa
odvedljiva na (a, x).
Pisimo na kratko R, (z) = f () — P, (z) . Gotovo je

Rg’c) (a) :f(k) (a'>_PT$,k) (a) :O7 k:0,1’27.__’n’

in
Rgln—i-l) (x) _ f(n+1) (x) _ Pén—i—l) (x) — f(n+1) (ZL‘) —0= fn+1 (SE) .

Potem po Cauchyjevem izreku najprej obstaja taka tocka x; € (a,z), da je

= 0
Ru(2) _ Ry(2)~Rla) _ R, (x)
g (z) g(@)—ga) ¢ (x1)
—~~
=0
Podobno je za neki z5 € (a, z1) izpolnjeno IZ%(ESII)) = Rg%&;:?(lé?) = R,,((;”) Nadaljujemo
in dobimo
Rn R R n) " R(n—H) (n+1)
(33): 7(.%1):: (n)(x): (n+1) (é-):f( +1)(€)’ §E(a,xn)§(a,x).
g(x) ¢ (x1) g™ (x,)  gtI(E) gt (E)
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Ker je g (z) = (x —a)"™", je g™ (2) = (n+1)! in

Ry (x) _ o) (€)
g(@) ~

od koder sledi

f () fo(©)

e ¢ @ =5 "

Rn($): (gj—a

5.5 Uporaba odvoda
5.5.1 Monotonost, konveksnost in konkavnost

Odvedljiva funkcija f je na intervalu I:
— narascajoca, ce je f'(x) >0 za vsak z € [
— padajoca, ¢e je f'(x) <0 za vsak x € [

Obe dejstvi sta posledici Lagrangevega izreka. Denimo, da je f'(z) > 0
vsak € I. Ce izberemo poljubna z; < xy iz intervala I, je f(x3) — f(z1) =

f1(§) (x2 — 1) > 0.

N
s

Za dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo f je na intervalu I velja:
—Ceje f"(z) > 0,z € I, je f konveksna (graf funkcije je v vsaki tocki nad
tangento, k-ji tangent z narascajo¢im x rastejo):

npr.: f(x) =22 I =R,
~ Ceje f"(z) <0,z € I, je f konkavna (graf funkcije je v vsaki tocki pod
tangento, k-ji tangent z narascajoc¢im x padajo):

npr.: f(z)=—2* I =R

Z uporabo Taylorjevega izreka ugotovimo, da je za nek £ € (a,z) in y, (x) =

fla)+ f'(a) (x —a) = Ry ()

_ f//(g) (.17—(1)2.

Fa) = @) =1

Pri pogoju f”(x) > 0, z € I, je tudi f”(£) > 0, in tako f(z) > y (x). Pri tem
je y¢ (x) vrednost linearne funkcije, ki predstavlja tangento. Podobno sklepamo v
primeru, ko je f” < 0.

5.5.2 Stopnja nicle funkcije

Naj bo funkcija f zadosc¢a pogojem Taylorjevega izreka pri nekem n in ima niclo v
tocki a, torej f (a) = 0 in hkrati naj bodo e f'(a) = f"(a) = --- = f® Y (a) = 0.
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Potem je za nek &, € (a, z) izpolnjeno

f™ (a) n SOV (&) n
fle)="—3—(&—qa +m($—a) o
(@) (&)
=le-a) < al ()] (x_“)>
~ - @),
kjer g (z) = f<’2!(a) + f(zrl(ﬁ”) (x —a) in g (a) # 0. ReCemo, da ima funkcija f v tocki

a ni¢lo stopnje n, ¢e lahko zapisemo f (z) = (x —a)" g (z), kjer g (a) # 0.

5.5.3 Lokalni ekstremi in prevoji

Pravimo, da ima funkcija f v tocki a lokalni maksimum, c¢e za vse x iz dovolj
majhne okolice (a — ¢,a + ¢) stevila a velja, da je f (z) < f(a), © # a. Podobno, f
ima v tocki a lokalni minimum, ¢e za vse x iz dovolj majhne okolice (a — €,a + ¢)
stevila a velja, da je f(z) > f(a), z # a. Na intervalu I ima funkcija f globalni
maksimum v tocki a, ¢e je f(x) < f(a) za vsak z € I. Analogno, funkcija f ima
globalni minimum v tocki a, ¢e je f(x) > f(a) za vsak x € I. Lokalni ekstrem je
lahko hkrati tudi globalni, vendar nasploh ni nujno. Za zvezne funkcije velja naslednji
izrek:

Izrek 5.5.1 Zvezna funkcija na zaprtem intervalu je vedno v obe smeri omejena in
doseZe svoj minimum in maksimum.

Z drugimi besedami: Ce je na zaprtem intervalu [a, b] Stevilo M natanéna zgornja
meja funkcije f, potem obstaja tocka ¢ € [a, b] z lastnostjo f (¢) = M. Podobno velja
za najmanjso vrednost.

Tocke a, kjer je f’ (a) = 0 imenujemo stacionarne tocke funkcije f. Stacionarne
tocke torej pois¢emo tako, da resimo enacbo f’(x) = 0. Med stacionarnimi toc¢kami
najdemo lokalne ekstreme (lokalni minimum in lokalni maksimum) in prevoje.

Ce je funkcija samo enkrat odvedljiva, lahko o lokalnem maksimumu v tocki a
sklepamo iz tega, da na majhnem intervalu (a — 4, a) funkcija naraséa in na intervalu
(a,a + 0) pada.

Za dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo f (v okolici dane stacionarne tocke a, tore;
f'(a) =0) velja:

—¢e je f"(a) > 0, ima f v tocki z = a lokalni minimum,

—Ce je f"(a) <0, ima f v tocki z = a lokalni maksimum,

— ¢e je f"(a) = 0, ne vemo; uporabimo lahko npr. odvode vigjega reda.

Denimo, da je f” zvezna funkcija na neki okolici tocke a in je f” (a) > 0. Potem
je zaradi zveznosti f” > 0 vsaj Se na neki okolici tocke a. Uporabimo Taylorjev izrek
zan = 3.
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za vsak z iz neke okolice tocke a. To pa pomeni, da je f(a) < f(x) in je v tocki a
lokalni minimum. Ce pa je f”(a) = 0 in dodatno vemo $e, da je f” (a) # 0, v tocki
a ni ekstrema, je sedlo. V tem primeru je namrec

)

30 (x — a)3

f(x) = f(a)

in je predznak razlike f (x) — f (a) zaradi tretje potence odvisen od tega ali je x levo
ali desno od a. Sedlo je torej tocka na grafu, kjer je tangenta vodoravna ( f" (a) = 0),
vendar je v neki okolici tocke a funkcija bodisi narascéajoca, bodisi padajoca.

Ugotovimo tudi, da mora imeti funkcija f’ niclo lihe stopnje; takrat se bo namrec
v tocki a funkcija f prelevila iz narascajoce (f' > 0) v padajoco (f’ < 0), ki ima torej
lokalni maksimum, ali obratno. Ce pa bo funkcija f’ imela niclo sode stopnje v dani
tocki, bom tam nastopilo sedlo.

Prevoj recemo tocki, kjer funkcija preide iz konveksne v konkavno ali iz konkavne
v konveksno. Prevoj dva krat zvezno odvedljive funkcije lahko nastopi le v tocki, kjer
je f” (a) = 0. Prevoj bo, ¢e je f” (a) # 0 oziroma je prvi nenicelni odvod stopnje vsaj
3 v tocki a lihe stopnje. Ce se naj funkcija f prelevi iz npr. konveksne v konkavno,
mora f” spremeniti predznak iz pozitivhega v negativnega. Ce je f” zvezna funkcija,
se to lahko zgodi le, ¢e je f” (a) = 0 in ni¢la f” lihe stopnje.

Dolocanje globalnih ekstremov odvedljive funkcije

Odvedljiva funkcija doseze globalni ekstrem na zaprtem intervalu v lokalnem ek-
stremu ali pa na robu intervala. Ce na primer is¢emo globalni maksimum odvedljive
funkcije f na intervalu [a,b], pois¢emo najvecjo vrednost v mnozici {f (a), f (b)} U
{f(c), v cje lokalni ekstrem} . Ce je funkcija le zvezna in ni odvedljiva v kakih to¢-
kah (graf ima "konice"), pa lahko globalni ekstrem nastopi tudi v takih tockah.

Zgledi:

1. Funkcija f (z) = |z| v tocki z = 0 ni odvedljiva, ima pa v tej tocki lokalni in
hkrati tudi globalni minimum.

2. Funkcija f (z) = 3—+/1 — 22, |z| < 1, je zvezna na celem definicijskem obmo¢ju
in zvezno odvedljiva na (—1,1). Globalni maksimum doseze na robovih, pri 1
in —1 ima vrednost 3. S pomocjo odvoda pa bi ugotovili, da je lokalni (in hkrati
globalni) minimum pri z = 0 z vrednostjo 2.

3. Natan¢no narisi graf funkcije f (z) = 3z2e™2.

e D =R, edina nicla: x = 0 druge stopnje,

e limiti na "robu'D; : lim, o f () = 0, lim,_,_ f () = 0o; poSevne asimp-
tote ni.
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5 ODVOD

e stacionarne tocke: f'(z) = —3z(z —2)e* = 0, stacionarni tocki sta
r=0inz=2.
klasifikacija stacionarnih tock z drugim odvodom:
f"(x) =3e™* (2% — 4z + 2);
vrednost f” v stacionarnih tockah: f”(0) =6 > 0 in f”(2) = —6e~2 < 0.
Torej je tocka (0, f(0)) = (0,0) lokalni minimum in tocka (2, f(2)) =
(2,12¢7%) ~ (2,1.6) lokalni maksimum.

e prevoj: f"(x) = 0, torej 2% — 4z + 2 = 0, reditvi sta x; = 2+ V2, x5 =
2 — /2. Prevoja sta v tockah (zy, f (21)) ~ (3.4, 1.2) in (2, f (z2))
(0.6, 0.6). V prevoju tangenta graf prereze!

e konveksnost: z < 2—+/2 ali z > 2++/2, konkavnost: 2—v2 < 2 < 2++/2

Q

Slika 5.52: Graf funkcije f (z) = 3z%¢™" z znacilnimi tockami

5.5.4 Resevanje optimizacijskih problemov
Zastavimo si naslednja problema.
1. Doloci mere pravokotnika z danim obsegom o tako, da bo imel kar najvecjo plo-
s¢ino.
Izrazimo obseg 0 = 2(a+ b) in ploséino p = ab s stranicama pravokotnika.

[s¢emo maksimum ploscine, zato plos¢ino p izrazimo kot funkcijo ene spremen-
ljivke, recimo a. Zato iz 0 = 2 (a + b) izrazimo b = § (0 — 2a) , nato je

p(a) = ;a(o—Qa).

[s¢emo maksimum te funkcije. Prvi odvod mora biti enak 0.

0 1 1 0 0
=7 plo—20)=75 (O 2) 1

Ugotovili smo, da je tak pravokotnik kvadrat. Res smo dobili maksimum, ker
jep”(a) =—-2<0.
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5 ODVOD

2. Izmed vseh pravokotnikov, ki so vcrtani polkrogu s polmerom r tako, da se osnov-
nici ujemata, poisci tistega z najvecjo mozno ploscino.

Slika 5.53: Polkrogu vértan pravokotnik

Plos¢ina p(x) = 2zvr2—22%, 0 < x < r, mora biti maksimalna. p’(z) =

%, od koder ugotovimo, da je 222 = r2, torej je v = xg = @. Z drugim
72:1:(37"272x )

odvodom p” (z) = Y
2

r*, ugotovimo, da je v tej tocki p” (xy) = —4, torej smo res dosegli lokalni
maksimum, ki pa je oéitno tudi globalen, saj je p(—r) =p(r) =0.

in upostevanjem, da je v stacionarni tocki 2350

5.6 Naloge

1. Izracunaj odvode naslednjih funkcij:

Il
ot

vt =322 — 5 R 2 (102 - 32 + ).

8

) f(z)
b) flo) =2 -2 R:3(% +4).
(¢) f(z) =In(2z) —sinz, R: 1 —cosx.
d) f(z) =a3sinx — 2:62 cosx, R: 5x?sinx + 3 cos x — 4z cos x.
(
(©) f (@) = 2, Re —witezzen
(f) f(ZE) sina $7 : (cos?’:s>z—sinm;(2)s:0:32—|—;2cosm+x3sinx
(g) fx)=e"+xe® R: (—e " +1+3z)e?
(h) f(z) = (52 —3)", R: 50 (52 — 3)".
(i) f(z)=In(5z — 1), R: =25.
() f (@) = (@4 Va?+ 1), R ey
(k) f(x)=arctan i, R: m%ﬂ
sinz — cosy = 0 (implicitno podana funkcija y = y (z ) = -8
1 0 (impl dana funk Ry = —es2
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5 ODVOD

e® cos(y)—eY cos

T Yo _ ool
(m) e cosy —evsine = 0.R: y = Fo P 2meer

2. Doloci enacbi tangente in normale na graf funkcije f (z) = 1+zv2? + 4 v tocki
r=0Ry=20+1y=—32+1

3. S pomod¢jo diferenciala priblizno izra¢unaj /9. R: ¥/9 ~ 2.08.

4. Natan¢no narisi grafe funkcij (razvidni naj bodo ekstremi, prevoji, kje funkcija
narasca, pada, kje je konveksna, konkavna)

5. Doloc¢i pozitivno realno stevilo x tako, da bo vsota x —|—% najmanjsa., R.: x = 1.

6. Z uporabo L’Hospitalovega pravila izracunaj limite:

(a) lim :Ti, R.: 0.

T—00

(b) limIlnztanz, R.: 0.
z—0

: 2472 .3
() lim 5= R =5
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6 INTEGRAL

6 Integral

6.1 Nedoloceni integral
6.1.1 Definicija in lastnosti

Newton in Leibniz sta v drugi polovici 17. stoletja ugotovila, da je mogoce plos¢ino
med grafom dane funkcije (seveda ne ¢isto poljubne), osjo = in dvema vzporednicama
7z osjo y izracunati, ¢e poznamo funkcijo F' (z), katere odvod je enak dani funkciji
f (x). Taki funkeiji F'(z), za katero je

F'(x) = f(x), (5)

reCemo primitivna funkcija ali nedoloceni integral funkcije f. Hitro opazimo,
da funkcija F' pri dani funkciji f nikakor ni enoli¢no dolocena, saj je za poljubno
konstanto C'

(F(2)+C) = [ ()

in je torej F'(z)+ C tudi primitivna funkcija funkcije f. Govorimo torej o celi druzini
primitivnih funkeij za dano funkcijo f. To pa so tudi vse funkcije z lastnostjo (5), saj
iz F' = G' = f sledi, da je(F — G) = 0 in torej F (z) = G (x) + C za neko konstanto
C. Pisemo

F(x):/f(x)dx+0.

Tak zapis je bolj razumljiv, ¢e si predstavljamo integriranje kot obratno smer dife-
renciala. Namrec, ¢e je

dF (z) = F' (x)dz,

bo integral "unic¢il” diferencial
/dF(x) — F(2) :/F’(x)d:c:/f(x)da:.
Ce upostevamo, da je odvod funkcije 22 = 2z, bo
/(2:75) dr = 2° + C,

saj za poljubno konstanto C' velja (22 4+ C)' = 2.
Iz definicije hitro sledita naslednji lastnosti:

L [(f(x)+g(x)de=[f(x)dx+ [g(x)dx integriramo lahko ¢lenoma

2. [kf(x)de=k[f(z)dx izpostavljanje konstante k.

6.1.2 Integracijske metode

Najprej sestavimo tabelo nedolocenih integralov elementarnih funkcij, ki bo skorajda
v obratni smeri napisana tabela odvodov.

n _xn+1
L [fa"dr =15 +C, n# -1
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6 INTEGRAL

2. [ =In|z|+C

3. [ xglil = arctanx + C

4. [sinz dr = —cosx + C

5. [cosx dr =sinx + C

6. Cochdx:tana:—{—C
7. [e*de =¢e"+C
8. [coshx dx =sinhz 4+ C

9. [sinhx dx = coshz + C

10. f\/a%:ln‘x—i—\/x?ia‘—i—(}’

11. f\/ldj“"?:arcsinx—FC’

Medtem, ko smo z nekaj pravili prakti¢no znali odvajati vse elementarne funkcije,
pa z integriranjem ne bo tako. Ze za preproste funkcije se namrec izkaze, da se njihove
primitivne funkcije ne izrazajo z elementarnimi funkcijami. Take so npr.:

_,2 sinx cosz e

€ ’ 9 y
x X X

Dogovorimo se se, da bomo pri racunanju nedolo¢enih integralov aditivno kon-
stanto pripisali Sele pri kon¢nem rezultatu.

e Uvedba nove spremenljivke

[fa@)g @de= [y, cejet=g@). (6)

Zgled.
/ex2xdx =
t=g(x) =2’
dt = ¢ (z)dx = 2xdr = xdx = ;dt.
Torej je

2 1 1 1 -
/exa:dxzi/etdtzietziez + C.

Novo spremenljivko ¢ smo v tem primeru uvedli prav zato, ker je xdx do mnozilne
konstante enak diferencialu d (2?).

82



6 INTEGRAL

Preverimo se formulo (6): Naj bo F'(t) = [ f (¢) dt, vemo pa, da je F'(t) = f ().
[zracunajmo

(Z/f@unyqu=fw@»d@>

n
d d

LR ()= F(9() = F'(g(2)) ' (2).

Tako smo ugotovili, da se odvoda leve in desne strani enakosti (6) ujemata, torej se
integrala razlikujeta kvec¢jemu za aditivno konstanto.

e Integral tipa "Stevec je odvod imenovalca"

MG
/f@ﬂmﬁ\ﬂﬂ+0

Ta obrazec dobimo s pomocjo uvedbe nove spremenljivke t = f (z), nato je dt =
f'(z)dz in

fr@), —ordt _
/f( dx—/?—ln|t]—ln\f(:c)\+0.

x)
Zgleda:
— [tanz dv = [ 2%y = — [ =322y = In |cos x| + C,

cos T COos T

— fxﬁdfldx = %fxg_’“;ld:c: In(z*+1) +C.

1
2
e Namesto z je linearna funkcija ax + b
1
/f(a:n—i—b) = aF(&x—l—b)%—C, Ce je
/f(x)dx:F(x)JrC’.

Ta lastnost je posledica uvedbe nove spremenljivke t = ax + b.
Zgledi:

—Jedr =—e"+C

— [cos2x dx = %sinQ:x—l—C

— [ =In|z—a|+C

e Integracija ”po delih” (per partes)

/udv:uv—/vdu (7)

To pravilo izhaja iz pravila za odvajanje produkta:

(uv) = v + u’
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6 INTEGRAL

Pomnozimo enakost z dz,

(wv) dor = u'dr v+ u v'dr
d (uwv) = vdu + udv,

in integriramo

/d(uv):/vdu+/udv
uv:/vdu+/udv,

od koder sledi Zeleni rezultat. S pomocjo tega pravila bomo ve¢inoma integrirali take
produkte funkcij, kjer se en faktor z odvajanjem poenostavi, drugega pa je preprosto
integrirati.

Zgledi
— [ xe®dz. Vpeljemo
u=x, dv = e*dx
in izracunamo
du = v'dx = dr, v=[dv=[e"dr = e".

Uporabimo Se pravilo

/:ce’”dx = /udv
= uv — /vdu

= ze® — /emdx

=ge® — €

=(x—1)e".

— Podobno bi izracunali tudi integrale [z"edz, [x"sinzdz, [x"cosxdzx, kjer
je n € N. V vseh teh primerih bi postavili u = 2™ in izkoristili dejstvo, da se z
odvajanjem zniza eksponent potence.

— [Inx dx. Integrala logaritemske funkcije doslej Se nismo omenili, ne najdemo ga
niti v osnovni tabeli. Ima pa lepo lastnost, da ga odvajanje poenostavi v preprosto
racionalno funkcijo. Tokrat bomo za u in dv vzeli

u=lInx, dv =dx

in izracunali pripadajoca para
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6 INTEGRAL

Nato je

/lnxdx:uv—/vdu

dx
:xlnx—/x—

T
:xlnx—/dx
=z(lnz—-1)+C.

e Integrali racionalnih funkcij f p(z) da:

Najprej lo¢imo dva primera:
a) stopnja p > stopnja ¢; v tem primeru najprej ulomek zdelimo, kot vidimo

na primeru:
(222 —=1): (2*—=1) = 2

—2(x* —1)
=1
od koder sledi
222 — 1 o 1
2?2 —1 2?2 —1

in

2x2 — 1
/xQ—ldx_/de—'—/a:?—l

_9 /
T+ 21

Tako nam nasploh preostane Se integracija polinoma (kar ze znamo) in racionalne
funkcije, katere stevec je nizje stopnje kot imenovalec.

b) stopnja p < stopnja ¢

Z razcepom na parcialne ulomke razstavimo imenovalec do kvec¢jemu kvad-
ratnih nerazcepnih faktorjev, pri ¢emer nastopi ve¢ moznosti.
b.1) Ce so v imenovalci sami linearni faktorji,

1 1 A B

xz—lz(x—l)(:p+1)_x—1+x+1

Konstanti A in B dolo¢imo tako, da bo zgornja enakost veljala za vse x, razen seveda
za x € {—1,1}. Desno stran damo na skupni imenovalec in dobimo:

1 (A+B)z+(A-B)
2—-1 (z—1)(xz+1)
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6 INTEGRAL

Sistem A+ B=0in A— B =1namda A=1 B =3l in integral se nato glasi

/ﬁ /x—l /x+1

=3 (1n|:p— 1| —In|x+1]|)

1
= —In
2

r—1

C.
x+1 +

b.2) Kvadratni nerazcepni faktor az® + bx + ¢ (vendar na potenco 1) prinese
v razcepu Clen

Az + B
ax? +bx +c
c (xQH = A‘gif}dx + C [ %; konstante A, B in C je treba Se dolo¢iti in
1zracunat1 integrale. Denimo, da je f (z) = az? + bx + c. Potem integral
/ Axr + B / Ax + B
ax? + br + c

razcepimo na naslednji nacin

Az + B f(x)
d :D/ d E/—
f(z) v f(z) v ax? +br+c
npr.:
/ r—1 / 20 + 4 / 1 d
Pidr 5770 Eranrs 2 wram ™
Nadalje je
dx dx
/m2+4x+5 /(x+2)2+1 arctan (z +2) + C

b.) Ce imamo faktorje na visjo potenco kot ena, uporabimo formulo Ostrograd-
ski, ki jo bomo zapisali le za "dovolj splosen"posebni primer.

/ p(z) dr —
(x— 1D (@ +2)" (224 1)"
Ay () +/

(z—D)"@+2)" @2+ 1)

D Eu+ F
da:+/—d:c+/ T g
x4+ 2 2+ 1

pri tem je stopnja polinoma Ay (x) z neznanimi koeficienti za 1 manjsa kot stopnja
imenovalca: torej

N=stA(z)=(k-1)+(m—-1)+2(n—-1)—1.

Da dolo¢imo neznane koeficiente, je zgornjo enakost potrebno najprej odvajati!
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6 INTEGRAL

2x—1 _ Agx?+Ajx+A Dz+FE
Zgled. f 2o 2) (@251 sdr = 2)($+21 o _|_f o 1)d:c+f @12) +f sy de

(xAi)x(;glmeil +/ & 1)dx + [ (x ot D ’fif) dx. Enakost odvajamo in doblmo

2z — 1 B Az + Az + A ! B N C +Dm—|—E
G-+ @+ \@-De+2’@+1) @D @t2) @+
Ce bi odvajanje izraza v oklepaju e zares izvedli, bi prisli so linearnega sistema enach

za neznane konstante A,, Ay, Ag in B, C, D in E. Pa denimo, da smo to izvedli.
Potem je potrebno dolo¢iti Se integrale

/ ¢ dx, / b dx in /Ex+Fdx.
x—1 x+2 |

Hitro vidimo, da je

/ ¢ dr = C'ln |z — 1| 4 konst.,
r—1

D
/ dr = Dn |z + 2| + konst.
T+ 2

in

/ FEx + F / 2xdx / dx
— l’ —_—
241 2 2 + 1 22 +1
2 ln (;1: + 1) + Farctan x + konst.

Zgled. Tokrat [

w res do konca izracunajmo. Najprej ugotovimo, da je

2?4 dr+8=(x+2)°+4
:4((17;2)2“)
:4<<§+1>2+1)

zato je smotrno vpeljati novo spremenljivko t = § + 1, dt = 9 in g =2(t—1). Tako

2
se integral najprej poenostavi v

/(x2+4x+8 8/t2—|—1

dx

1 At+B [ Ct+D
/ sdt=— "2 [ =
#+ 1) 2l 2+1
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6 INTEGRAL

in z odvajanjem

1 At+ B\ Ct+D
(12 +1)° <t2+1> 241
At*+2Bt—A Ct+D
B
—At* = 2Bt + A+ (Ct+ D) (* + 1)
(124 1)°
CtP4+(D-A)t*+(C—-2B)t+A+D
B (12 + 1) '
S primerjavo koeficientov v stevcu dosezemo C' =0, D =A, B=0in A+ D =1, od
koder je A= D = me C = 0. Tako je

[t ks
(12 +1)° t2+1 2 2 4

¢
— tant.
2(zs2+1)+2arc o

Nazadnje se vpeljemo nazaj t = $ + 1 in dobimo kon¢ni rezultat

/(x2+4x—|—8 8/t2+1

1 5+1 1 x
= 3 5 —|—§arctan (2+1>
2((§+1) +1>

Tt + ! t (m—l-l)-i-k t
= — arctan | = onst.
8(x2+4x+8) 16 2

Iz teh primerov lahko posplosimo, da je mogoce vsem racionalnih funkcijam izra-
cunati nedolocene integrale. V rezultatu pa lahko nastopajo edino racionalne funkcije
(vklju¢no s polinomi), logaritemska in arkustangens.

e Integrali iracionalnih funkcij

a) V integralu racionalno nastopajo koreni ¥/z, /x, .... Z uvedbo nove spremen-
ljivke x = t", kjer je r najmanjsi skupni veckratnik korenskih eksponentov, prevedemo
integral na integral racionalne funkcije.

p/ ax+b N ax+b __ 4p
b) /R (x, CHd) dx uzenemo z uvedbo =50 = t7.

c) Za integral

pn (2) dx
Var? +br +c’

uporabimo nastavek

pn () je dani polinom stopnje n,

pn () dx
vax?+bx +c

d
— A (2) \/ax2+b:1:+c—|—B/ SR
vax?+bx +c
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kjer je A,_1 (z) polinom stopnje n — 1 z neznanimi koeficienti, dolociti je potrebno
n + 1 neznank. Na Primer,

/\/9(,37 (Aa: +B$+C)\/a:2 ~|—D/\/;ix7+1.

Za izrac¢un konstant A, B, C'in D moramo zgornjo enakost najprej odvajati. Dobimo

x3 (Az? + Bz + C) 2z D
—— = (2Ar+ B)va? + 1+ +
va?+1 (24z )Ve 2vx?+1 Va?+1

_(2A:E—|—B)(JZ2+1)+(AZL‘Z—l-BZL‘-f-O)JZ D

+
24+ 1 Vi +1 vViz+1

S primerjanjem koeficientov pri istoleznih potencah izracunamo konstante A, B in C.
Nato je potrebno dolociti Se integral [ ﬁ. Kvadratno funkcijo pod korenom
najprej preoblikujemo v temensko obliko. Odvisno od a in od diskriminante bomo z

uvedbo nove spremenljivke dobili bodisi integral tipa [ \/— ali pa [ \/7,

prvi se izraza z arkus sinusom, drugi pa z logaritmom.
e Integrali trigonometricnih funkcij

— [sinaxsinbx dx, [sinaxcosbx dx, [ cosaxcosbx dz;
uporabimo trigonometri¢ne formule za linearizacijo:

1

sin ax sin bx = 5 (cos (a —b)x — cos (a+b)x)
1

sin ax cos bxr = 5 (sin (@ + b) x + sin (a — b) x)
1

cos ax cos br = 5 (cos (a+b)x + cos (a —b) x)

Zgled:

/sm 3x cosdxdr = — / sin 7x —sinz) dx

2
( cos T —|— coS x) +C.

l\D\n—

— [sin™ x cos™ x dz;
Cilj je najprej znizati potence, pri tem pa lo¢imo dva primera:
a) vsaj eden izmed m, n je lih; v tem primeru uvedemo novo spremenljivko
sin ali cos; ¢e je v integralu sinx na liho potenco, potem uvedemo ¢t =
cosx za novo spremenljivko, sicer pa t = sinx. V zgledu, ki sledi, bi bilo
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naceloma celo vseeno; mi bomo vzeli ¢t = sin x.

/ sin® z cos dx = / sin®  (cos zdx)

t4

= [ 3dt = —

[ =

sin* z
= C.

1 +

.4

:/sin3x d(sinx):SIIilx—i-C'

Pogosto se uporablja tudi zapis

/sin3 xcosdr = /sin3 x d(sinz)

sin® z

= C.

1 +

b) oba, m in n sta soda; uporabimo formuli
. 9 1 — cos2z
sin“x = ————,

2

9 1+ cos2x
Cos" T = ————

in tako znizamo potenco.

— [a"sinz dx, [x"cosx dxr, n € N, n krat zaporedoma integriramo po
delih.

— [ R (tan?z) dz, kjer R racionalna funkcija; uvedemo novo spremenljivko
t =tanz.

— [ R(tanx) dz, kjer je R racionalna funkcija; uvedemo novo spremenljivko

t :tan%.

— [ ®Edx, [ “2Fdr se ne izrazata z elementarnimi funkcijami.

e Integrali eksponentnih funkcij

— [ R(e”)dz, kjer je R 'lepa'; uvedemo ¢ = €7, saj je dt = e"dx = dv = %

— [x"e*dx, n € N, integriramo n-krat per partes

— [e*™sinbx drx ali [ e cosbx dx, integriramo 2 krat po delih in pridemo do
enacbe za iskani integral.

x 2 . v . . .o .
— | %, J e” dz se ne izrazata z elementarnimi funkcijami.
e Integrali logaritemskih in inverznih trigonometri¢nih funkcij:

— [f(lnz) %, [ f(arcsinz) \/%, J f (arctan z) 1_‘&2; te resimo z uvedbo
nove spremenljivke.

— Jg(x)Inzdz, [g(x)arcsinxdz, [ g (x)arctan xdz; integriramo "po delih",
kjer se z odvajanjem funkcije In z, arcsin x in arctan z ipd. poenostavijo.

1%6 se ne izraza z elementarnimi funkcijami.
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6.2 Riemannov (doloceni) integral

6.2.1 Motivacija

Problem, ki je vzpodbudil razvoj integrala, je izracun ploscine lika, ki ga omejuje ena
ali ve¢ krivulj.

Denimo, da imamo na intervalu [a, b] dano zvezno nenegativno funkcijo z — f ().
Zelimo izra¢unati plod¢ino lika p med grafom funkcije f, osjo z in premicama = = a in
x = b. Intuitivno se zadeve lotimo takole: interval [a, b] razdelimo na n podintervalov,
to delitev dolocajo tocke

a=2g <21 <...<Xp_1 <xp,=0>0.

Na vsakem izmed podintervalov [z;, ;11| izberimo Se tocko ;.

VA

|
|
|
|
(|
2 ke Zn_1 by Tn= b T

|
|
|
| I
(I 11 I
] L1 Ll
[4

a=Iq t1 |

Slika 6.54: Delitev intervala

Oznac¢imo Awx; := x;11 — x;. Nato je plosCina i-tega pravokotnika Ap; = f (¢;) Az,
priblizek za plosc¢ino i-tega "traku', iz katerih je sestavljen celotni lik. Ce ploscine
teh pravokotnikov sestejemo, dobimo

=1 1=1

Videti je, da se bomo tem bolj priblizali natanéni ploscini, ¢im vecji bomo izbrali n,
hkrati pa morajo biti tudi Sirine podintervalov Az; ¢im manjse.

6.2.2 Riemannova vsota in integrabilnost

Pri dani funkciji f : [a,b] — R izberimo delitev intervala D = {zg,x1,...,2,} in

mnozico tock T = {t1,ts,...,t,} z lastnostjo z; 1 < t; < x;. Oznacimo maksimalno

sirino podintervalov z A,, = max Ax;. Intuitivno je jasno, da bo treba izbirati take
i<n

delitve intervala, da bo A,, ¢im manjsa (posledi¢no bo n velik, obratno pa ne bi bilo
nujno res). Ob izbrani delitvi D in tockah T ozna¢imo z Sp r naslednjo vsoto

Spr=Y_f(t) Az
=1
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Tej vsoti pravimo Riemannova vsota.

Definicija 6.2.1 (Riemannov ali doloceni integral)

Funkcija f : [a,b] — R je v Riemannovem smislu integrabilna, ali na kratko
integrabilna, ce obstaja tako stevilo L, da je razlika |Spr — L| poljubno magjhna, ce
je le maksimalna sirina podintervala A, dovolj majhna.

Ve > 0 obstaja tak 6 > 0, da velja: A, < = |Spr— L| <e.

Stevilu L s to lastnostjo recemo Riemannov ali doloceni integral funkcije f na
intervalu [a,b] in ga oznacimo
b
L=/

L:/abf(x)dx.

alt tuds

Stevilo L je torej integral funkcije f na intervalu [a, b] , ¢e se z izbiro dovolj fine de-
litve intervala [a, b] , Riemannova vsota Stevilu L pribliza na poljubno vnaprej izbrano
natancnost. Vcasih uporabimo tudi zapis

b n
[[F@de = Jim S 1 (6) A

pri cemer pa je ta limita nasploh zelo zapletena in je praviloma ne bomo uporabljali
za izracun doloCenega integrala. Vendar pa se pri prakti¢nih primerih pogosto zelo
naravno pojavijo Riemannove vsote, ki pripeljejo do uporabe integrala.

Poleg Riemannovega integrala obstajajo tudi drugi integrali, ki so posplositve
Riemannovega, npr.: Riemann-Stieltjesov in Lebesgueov integral, s katerimi se v tem
delu ne bomo ukvarjali.

Lastnosti dolocenega integrala

L [ kf =k f

2. [ (f+a) =L f+ 129

3. [Pf < Jbyg, Geje za vsak x € [a,b] : f (z) < g(x)

4\ f| <M (b —a), ceje f(x) <M za vsak x € [a,b].
5 [f1=b-a.

6. i f=—If

7. [0f=0

8. Ce je funkcija f zvezna na intervalu [a,b], je v Riemannovem smislu integra-
bilna.
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10.

11.

12.

13.

Ce je funkcija na [a,b] odsekoma zvezna, je integrabilna. Odsekoma zvezna
funkcija ima le kon¢no mnogo tock nezveznosti in Se te so skoki: v teh tockah
obstaja leva in desna limita.

Ce je funkcija f integrabilna, je integrabilna tudi |f| in velja

/abf 5/:|f|-

Primerjaj s trikotnisko neenakostjo!

Ce je funkcija integrabilna na zaprtem intervalu I, je integrabilna tudi na vsa-
kem podintervalu [a,b] C I. Dodatno, ¢e je ¢ € I, velja se

[r=[s+[r ®)

7, geometrijskega vidika, ¢e je a < ¢ < b, je to ocitno, plos¢ino razdelimo pac¢ na
dva dela. Vendar se zlahka prepri¢amo, da zveza (8) velja za poljubne a, b, ¢ € I.

Izrek o povpreéni vrednosti. Ce je f zvezna funkcija na intervalu [a,b],
obstaja taka tocka ¢ € [a, b] , za katero je

e =g [

Stevilu f (c) reéemo povpreéna vrednost funkcije f na intervalu [a,b] in ga
pogosto oznacimo z f[a,b}. Ce je f nenegativna, je f[a,b] visina pravokotnika z
osnovnico b — a, ki ima isto plos¢ino kot lik med krivuljo y = f (z), osjo x in
premicama x = a in x = b.

Spomnimo se ene izmed lastnosti zveznih funkcij na zaprtem intervalu, ki pravi,
da zvezna funkcija zavzame vse vrednosti med maksimalno M in minimalno m.
Hkrati pa je

m(b—a)g/abng(b—a)

oziroma .

b
< M.
b—a /a /=
Torej f zavzame tudi vrednost - [> £ in je torej za neki ¢ € [a, b] izpolnjeno
flo) =55 i f

Naj bo f odsekoma zvezna funkcija na intervalu [a,b]. Oznac¢imo S, vsoto
ploscin likov nad osjo z, omejenih z grafom funkcije f in z S_ vsoto ploscin
likov pod osjo . Potem je vrednost dolocenega integrala enaka razliki plos¢in
nad osjo x in plos¢in pod osjo x :

m <

/abf:s+—s_.
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6.2.3 Osnovni (fundamentalni) izrek integralskega racuna

Do sedaj Se nismo omenili nobene u¢inkovite (brez zapletene limite) metode za izracun
integrala. Izkazalo se je (Newton in Leibniz), da je doloceni integral tesno povezan s
primitivno funkcijo.

Izrek 6.2.2 (Osnovni izrek integralskega racuna)
Denimo, da je funkcija f v Riemannovem smislu integrabilna. Definirajmo

S(x) = /; f, za, poljuben x € |a,b].

a) S je wezna in odvedljiva funkcija. Se vec, S'(x) = f (z) ali z drugimi besedami:
S je primitivna funkcija funkcije f. Recemo tudi, da je doloceni integral zvezna in
odvedljiva funkcija zgornje meje.

b) Ce je F poljubna primitivna funkcija za funkcijo f, velja Newton-Leibnizov
obrazec

/abf:F(b)—F(a).

Dokaz. Tocko a) bomo preverili za poseben primer, ko je funkcija f zvezna. Izra-
cunali bomo limito diferen¢nega koli¢nika za funkcijo S.

S(x+h)—S(x)

/ .
S (@) = Jim h
| 1 z+h T
ST VAR
) 1 rzt+h
=T
Uporabimo izrek o povprecni vrednosti:
.1 path 1 : :
}lllir(ljﬁ/m f—}lllg(l)ﬁ(x—l—h—x)f(c), za neki ¢ med x in x + h,
= lim f (c)
= f(x), ker je f zvezna.

b) Naj bo F' poljubna primitivna funkcija funkcije f. Torej je F' (z) = f (z) = S’ (2)
oziroma (F (x) — S (z))" = 0. Sledi, da je F (z) — S (z) = C, za neko realno konstanto
C. Vrednost integrala [° f lahko izrazimo kot S (b). Upostevamo, da je S (a) =
[2f=0in

od koder sledi
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6.2.4 Uporaba dolocenega integrala

Najprej bomo navedli le obrazce, ki jih bomo utemeljili na koncu razdelka.
1. Ploscina

e med krivuljama y = f (z), y =g (z), f < g, in premicama x = a in x = b.

p=[ (90~ f @) de )

e izseka, ki ga doloca krivulja v polarnih koordinatah r =7 (), ¢ € [p1, p2]
p=s [1(e)ds (10)

e izseka, ki ga doloca parametricno podana krivulja x = x (t), vy = y (¢),

t€la,pf]: . |
p=§/a (zy — yi) dt, (11)

kjer  in y predstavljata odvoda na spremenljivko ¢.
2. Dolzina loka

e krivulje, ki jo doloca graf funkcije y = f (z), x € [a,b].

I= /ab 1+ (f (2))da
= /ab V1+ () de (12)

e krivulje v parametri¢ni obliki

B
l:/ Ji? + 2dt (13)

e krivulje v polarni obliki

= J (o) + (d;fj))zdw (14

3. Prostornina vrtenine;

e del krivulje y = f () med premicama r = a in x = b zavrtimo okrog osi
X

b
I/;:ﬂ/ yidx

— ﬂ/abf(:p)de (15)
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e del krivulje y = f () med premicama y = ¢ in y = d zavrtimo okrog osi
Y

Vo=n [ 57 ) dy
:W/Cda:(y)zdy.

e del krivulje y = f () med premicama x = a in x = b zavrtimo okrog osi
y; tako dobimo cilindri¢no telo s prostornino:

b
V:27T/ zy (x) dx
4. Povrsina vrtenine;

e del krivulje y = f (x) med premicama = = a in x = b zavrtimo okrog osi
X

dS = 2mydl

b
S = 27r/ yy/ 1+ y2de

e krivuljox =z (t), y =y (1), t € [a, ] zavrtimo okrog osi x :

S = 27r/by(t) Ji? + g2dt

e krivuljo r =1 (p), ¢ € [p1, p2| zavrtimo okrog osi x :

S=2r /m 7 () sin go\l r(p)” + <d7‘d§;0)>2d<p

1
e vrtenje okrog osi y: dS = 2mxdl; ostale obrazce dobimo analogno kot
Zgora)j.
Izpeljave:

1. Plosé¢ina.

e Od ploséine pod grafom y = g (z), p1 = [ ¢ (z)dz odstejemo ploscino
pod grafom y = f (), p» = [ f (z) dz, nato je iskana ploi¢ina lika enaka
p1 — P2-

e Za ploscino dela lika, ki ga omejuje krivulja v polarni obliki in poltraka ¢ =
¢o in @ = ¢y, izberemo delitev intervala [¢1, ¢a], D = {®o,¢1,---,¢n},
Ay = pr — Yr_1, in tocke oy, € (pr_1,0k), k = 1,2,...,n. Priblizek za
ploscino "tankega” izscka je Apy, = 37 (0)” Ay, nato je

n

n 1
Sp =Y Ap,= 3 Sor (01) Apy,
k=1

k=1

Riemannova vsota za integral 3 [ d)f r(@)* de.
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e Obrazec sledi iz prejsnjega, diferencial plosc¢ine "tankega” kroznega izseka
se glasi dp = ir?dp, r* = 2% + ¢?, tangp = % Po veriznem pravilu
izracunajmo diferencial glede na spremenljivko ¢ :

1

dp = =r’d
P 27" ¥
Ly 2\ dy
Iz ¢ = arctan % z odvajanjem dobimo, da je

dp 1 d<y(t)>
dt 1+(%>2dt x (t)
B 2?2 yx —dy
_x2+y2 2
yr — 1y
=T

od koder sledi dp = £ (§& — dy) dt in Zeleni rezultat.
2. Dolzina loka.

e Izberimo delitev intervala [a,b], D = {a = zg, x1,...,2, = b}, Az = 23—
xp_1. Priblizek za dolzino loka majhnega delca krivulje, ki je dolocen s to
delitvijo, je

Al = \/(ﬂﬁk — 21)” + (o — Y1)’
= (@n = 2ie)? + (f (20) = f (220))>

Denimo, da funkcija f zadosca pogojem Lagrangevega izreka, potem ob-
stajajo tocke & € (xp_1,zk) , za katere je

fxr) = fzrm) = (&) Azy,

nato je

Al = \/Az2 + (' (&) Ay)?

= 1+ (f" (&))" Ay

Vsota > 5y Al = Y0,V 1+ (f (ﬁk))QA:Ek je prav Riemannova vsota za
funkeijo \/1 4 f/ (z)*, od koder sledi obrazec (12).

e Za krivuljo, podano v parametri¢ni obliki, lahko v integral (12) uvedemo
novo spremenljivko z = z (t), t € [, 8] in upostevamo, da je f' (z (t)) =
9(t)

(0"
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o Iz zvez x (t) =1 (p(t))cosp(t) iny(t) =1 (p(t))sine(t) izracunamo

. dr .
T = ——pCOSp — rysin gy
dy

oodr :
Y= ——psine + rpcosyp
dp

nato kvadriramo in seStejemo ter pridelamo

2
\ 22+ 2dt = dr + r2@dt
dy ~~

3. Prostornina.

e Delitev intervala D = {x,...,x,} in izbira tock & € (xy_1, ), inducira
razrez vrtenine na tanke rezine, tanke valje s plos¢ino osnovne ploskve
f (gk)Z, in visino Az, = x, — x5_1. Tako je prostornina k-tega valja
AV, =r7f (fk)2 Auwxy, prav k-ti ¢len Riemannove vsote za funkcijo 7 f (av)2 )

e Pri vrtenju okrog osi y le zamenjamo vlogi x in y.

e V tem primeru vrtenino razrezemo na tanke cilindricne obroce. Ob de-

litvi intervala D = {zo, ...

2 Az f (&) -

4. Povrsina vrtenine.

,l‘n} in izbiri tock §k < (l’k,1,$k) je AV, =

e Sedaj razrezimo vrtenino na tanke prisekane valje (izkaze se, da razrez na
valje ni dovolj natancen, za razliko od razreza pri racunanju prostornine).

Delitev intervala D = {z, ..

., Tp} in izbira tock & € (z_1, ) nam da

povrsino plasca takega valja, izrazenega z velikim in malim polmerom R,
r ter stranskim robom Al:

R+r

=7 (f (2g) + [ (¥-1)) Alg
= (f (xr) = [ (2p-1) + 2f (wp-1)) Al
=27 f (wp—1) Al + 7f" (§ro1) Az Al

Zadnji ¢len wf’ (§g—1) Az Aly, zaradi produkta dveh majhnih koli¢in zane-
marimo, tako smo dobili ASy, = 27 f (z5_1) Al, kar je osnova za ustrezno
Riemannovo vsoto in koncno integral.

e Preostala obrazca dobimo z izrazavo dl v drugih koordinatah.
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Zgledi:

1. Doloé¢imo plos¢ino med parabolama y = 2% in y = 2x —22. Najprej potrebujemo

vvvvv

Y 24

Slika 6.55: Obmocje med parabolama

=1
Nato je p = [ (22 — 2?) — 2%dr = 2% — §x3 m_o =1-

1
3-

w N

2. Koliksna je plosé¢ina elipse ‘z—z + %—; =1, a,b > 0. Lahko si zamislimo, da je elipso
mogoce razrezati na tanke skoraj krozne izseke; tako lahko uporabimo obrazec
(11), Ce elipso izrazimo v parametri¢ni obliki.

T = acost
y = bsint,
t € [0,27]. Zaradi simetrije je
4 r3 . .
p= 5/ (xy — y) dt
0

= 2ab/§ cos?t +sin’t dt
0

= mab.

3. Izracunajmo plos¢ino enega lista lemniskate r = r () = a+/cos2¢p, p € [—g, ﬂ .

Na spodnjem grafu je narisana tudi druga veja, ¢ € Pf, %”] .
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Slika 6.56: Lemniskata (Bernoullijeva)

»2
Uporabimo obrazec p =1 [ r (¢)* dg, dobimo
1

cos 2pdp

P=r

\Mﬂ

NE]

2

=a” [ cos2pdyp

S —

. _m
o sin2p|PT
= qQ —

4. Izracunajmo dolzino dela loka veriznice, y = coshx = % (e +e ™),z el0,1].

-2 -1 0 1

2
X

Slika 6.57: Lok veriznice
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Najprej je 3y = sinhz in 1442 = 1+sinh® 2 = cosh? x, nato je /1 + 42 = cosh =

in
1 1 1
_ 2 _ — o _ _ 1
l—/o \/1+y’dx—/0cosh:z:dx—smhl—Q(e e )

5. Izracunajmo prostornino vrtenine pri vrtenju grafa funkcije y = 23, x € [2,3],
ki nastane a) pri vrtenju okrog osi = in b) pri vrtenju okrog osi y.
Ada) V, =7 [} y?de = 7 [} 2%dx = 37;2771
Ad b) V, = 7rf2333 22dy = 7rf27:£(y)2 dy, kjer je z (y) = ¢y = y/3. Nato je

— Py = 3 = (3 - ).

6. Doloc¢imo prostornino krogle s polmerom a. Zavrteli bomo polkroznico, r = a,
¢ € [0,7] okrog osi 2. Obrazec V = 7 [’ 32dx pretvorimo v polarno obliko.

V integral uvedemo novo spremenljivko rcos¢, nato je y = rsinp, dr =
(j—; cos p — rsin gp) dp. V nasem primeru je r (¢) = a konstantna funkcija, zato
Je L = (0, dr = —asin pdyp in

Ve ["y(e)dz(p)
= /7r (asin )’ (—asin ) dp
0
= —7a’ /Tr (1 — cos? ga) sin pdp
0

= ma® /07r (1 — cos® gp) d (cos p)

™

1
= 1a® (cos © — = cos® gp)
3 0

4dma®
3

6.3 Posploseni ali izlimitirani integral

1. Ena meja (ali obe) je neskon¢no:
/Oof dr = hm/ o
/ fla Zagrgloo/ f () dx
0 00
wa( )dx_/oof(x)da:+/0 f () da

Ce obstaja ustrezna limita, re¢emo, da integral konvergira, sicer divergira.

o [° df = hm fb df = lim Inb = oo; ta integral divergira.
b—o0
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oo dx __ bdx _ 1
o [[°% hmflﬁ—hrgo(m

7b . 1
= lim (| =
r=1 b—oo \ T

2. Podintegralska funkcija ima na eni od mej (ali tudi obeh) singularnost:

integral pa konvergira.

b b
/ f(x)dx = lim f(x)dx, Ceima f singularnost na spodnji meji,
e—0+ ate

b b—e
/ f(x)dx = li%lJr f(x)dx, C¢eima f singularnost na zgornji meji.
a E— a

Na primer:

1] 1 1
/ —dx :/ rY%dr = lim x V2dx
0 0

\/5 e—0+ Je
. =1
- al—lgl—&- 2\/5 T=€
:Eg%l+2(1 —JE) =2
dx = lim —dx
e—0+ €T

= lim (lnl —Ine) = 0.
e—0+

3. Ce ima f singularnost v notranji tocki c integracijskega intervala:

b c b
[ r@de= [ f@ydo+ [ f(@)da
c—e b
- 51—1>%l+ a f (ZE) dr T 51—1>%1+ c+e f (ZL’) du
Pri tem poudarimo, da morata obstajati oba integrala na desni strani.

Cauchyjeva glavna vrednost:

lim. ( / @) do + / i f (@) dx)

Mozno je, da integrala [© f (z)dz, [° f () dz ne konvergirata, obstaja pa Cau-
chyjeva glavna vrednost npr.:
L dx ) - dx . 1dx
/ — = lim — + lim —
-1 x e—0+ x e—0+ x
= lim (ln|—5|) + 11151+ (—ln lel) .

€*>0+

Posamezni limiti ne obstajata, medtem ko je Cauchyjeva glavna vrednost

, < < dz b dx)
lim / — +/ — | =
e—=0+ a xr e X
lim (In|—¢[ —1Inle|) = 0.

e—0+

definirana.
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6.3.1 Funkcije, definirane z integralom

sing cosz ¢ L (jn mnogih drugih prav tako) se ne

Nedoloceni integrali funkcij 7%, <% &
izrazajo z elementarnimi funkcijami. Zato se s pomocjo integralov teh funkcij uvede

nove funkcije.

1. Integralski sinus
zsint

Si (2) = / ST gt
o t
— definicijsko obmocje: R

— lim Si (z) = [5° #2tdt = Z (tega ni elementarno preveriti).

— parnost: Si(—z) = —Si(z)
_ Sll (l’) — sh;z7

— Ekstremi: Si' (z) =0 =sinzx =0, # 0=z =knr, k € Z\ {0}
. / .
- Si// (.ZU) — (smz) — zcosm—smm7

T 2

1 _ cos(km) _ (=1)F
*Sl (1{77)—7—??

izmeni¢no minimumi in maksimumi, pri £ = 1 je maksimum.

Slika 6.58: Graf funkcije Si(x)

2. Integralski kosinus

Ci(z) = / cosxdx, definirana le za x > 0,

T
T

— definicijsko obmocje: x > 0; pri x = 0 je integral posplosen tudi na spodnji
meji in divergenten,

— lim Ci(z) =0,

- Ci (z) = <=2,

— ekstremi so v niclah funkcije cos, v = § + km, k =0,1,2,...,
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6.4

/
~-Ci" (2) = (%) = — = (cosz + wsinz),
. sin( 5+km . . . . .. . .
- Ci” (g + kTF) = —%, torej so izmeni¢no minimumi in maksimumi.
2
7
y 0 /-:\~ e i :
2 4 6 8 10
1 X
-2
3
-4
5

Slika 6.59: Graf funkcije Ci(z)

Tudi integrala [ %dx in [ lfl—”; se ne izrazata z elementarnimi funkcijami, s tema
dvema integraloma se lahko (na ve¢ nacinov) vpelje nove funkcije, integralsko
eksponentno in integralsko logaritemsko funkcijo, ki pa sta povezani. Podrob-
nosti izpustimo.

Naloge

. IzraCunaj integrale naslednjih funkcij:

() J (3x+ VT — &+ 4 — 2)do; Ra32?+2 (Vo) +143 (V@) —2In [2[+C
(b) f(COSQ — 3sinx + — 7) dx; R.:
C

sin z+3 cos z+3 arctan x—4 In |x|+

1+z2 cosx

(c) [3%e®dx; R.: 252 +C

1+In3

Z uvedbo nove spremenljivke izracunaj integrale:

(a) [sinbazdr; R.: —1 cosba + C
(b) J L5 R —3,/(1—a%) +C

(c) [ fﬁlda: R.: i (In|2z +1|)dz +C
(d) [(1—x)%dr; Re: (1—33) +C
(e) f[e ™ R.: —e™® +C

(f) [sin®zcoszdr; R.: sin*z+C
(g) J 2+4; : tarctan 2 + C
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6 INTEGRAL

(h) [ %= =R.: arctan (x;rl)—i—C
(i) f@dx' R.: 2VIn’z + O,

(1) arffnz tdr; R.: arctan*z + C

3. Z integracijo po delih izracunaj integrale

(a) [z?sinzdr; R.: (2 —2?)cosx + 2xsinz + C
(b) [ze*dx; R.: =<5 (ax+1) + C.

(c) Je™coszdr; R.: Je ® (sinz — cosx).

4. Integriraj racionalne funkcije

(a) x;;lem;R.:f(:c—l——)dx—* —r—Infz+1[+C
(b) J#5mdn Re [ oo = [ =5 — o T se @ = —3nfzl -

thnjz+2/+2Injz -1+ C

(c) [ &5dr; R 5In(2® +4) — Jarctan § + C

5. Izracunaj Se dolocene integrale trigonometri¢nih funkcij

(a) j’sm zdz; R.: 3%
3

(b) 0f81n4xcos3 zdr; R &
27

(¢) [ sin2zcos3zdx; R.: 0
0

(d) fza:sinxdx; R.: 1.
0

6. Upostevaj sodost oziroma lihost podintegralske funkcije in poenostavi integral

1
(a) [ x3dx; R.: 0,

z

sin® zdx; R.: T,

—
o
~—

sinz cosxdr; R.: 0.

| | |
ply TN gy Tl =

7. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujejo:

(a) paraboliy =22 iny=/z. R:p=1%
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(b) y = —2® + 4z — 3 in tangenti na ta graf v tockah (0,—3) in (3,0); R.:
9
p=y-

. $2 -
(c) y= 1+1x2 iny="%.Re: p:i_%.

(d) krivulja v polarni obliki r = ¢, ¢ € [O, g} inosy. R: p= Z—;.

8. Za en lok cikloide x = a (t — sint), y = a (1 — cost), t € [0,27], a > 0, doloci

(a) dolzino loka, R.: | = 8a.

(b) prostornino pri vrtenju okrog osi z,
R.: V, = ma® [Z7 (1 — cost)’ dt = 5ra®.

(c) povrsino pri vrtenju okrog osi z. R.: S = %71

9. Ce konvergirajo, dolo¢i vrednosti posplosenih integralov:

(a) lf%; R.: 3
) Tt R g

(c) 1f %; ne konvergira.

10. Za katere s € R konvergira integral [;°te *'dt 7 R.: s > 0.

106



7 ZAPOREDJA

7 Zaporedja

7.1 Osnovni pojmi

Definicija 7.1.1 Realno (kompleksno) zaporedje je preslikava f : N — R (C), ki
vsakemu naravnemu stevilu n priredi doloceno Stevilo a,,. Vcasih iz prakticnih razlogov
vzamemo namesto N tudi Ny.

Zaporedje je lahko podano:

e eksplicitno: a, = f (n)

in zapisano: (a,),—,, (an), (a1, a2, ag, ..., Gy,...)

Primera eksplicitno podanih zaporedij:

an = 30 2y ="

1 = a=3 1 — 2z =i
2 = ay=2 2 = zp=-—1
3 = (13:% 3 = 2z3=—1
4 — 8 4 —

R
N
I

Posamezne funkcijske vrednosti imenujemo ¢leni zaporedja. Natancneje, a; je
k-ti ¢len zaporedja (a,).

e rekurzivno: a,1 = f(an, Gpn_1,-..,0n_t)

— enoclenska rekurzija: a; podan, a,.1 = f(a,), n € N. Vrednost n-tega
¢lena zaporedja je odvisna le od predhodnega ¢lena.

— dvoclenska rekurzija: aj, ay poznamo, a,11 = f (an, a,_1) ; vsak ¢len, razen
prvih dveh, ki morata biti podana, izracunamo iz predhodnih dveh.

Naj boa; = 1, aps1 = a, +2, n = 1,2,.... To zaporedje lahko izrazimo tudi
eksplicitno: (a,) = (1,3,5,7,...,2n —1,...). Mimogrede omenimo, da je to zapo-
redje aritmeticno (razlika med dvema zaporednima clenoma je konstantna), eksplici-
tni obrazec za to zaporedje se glasi: a,, =2n — 1, n € N.

Geometrijsko zaporedje bo za nase delo zelo pomembno.

Definicija 7.1.2 Geometrijsko zaporedje je tako zaporedje, pri katerem je kvo-
cient med katerima koli dvema sosednjima clenoma konstanten “Z—:l =q, n € N.
Zapisano v obliki enoclenske rekurzije: a,y1 = qan, ay je podan.
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7 ZAPOREDJA

Splo$ni ¢len geometrijskega zaporedja je a, = a1¢" ", n € N. Ce izberemo a; = 1
n—1
inqg= —%, dobimo zaporedje (1, —%, i, —%, cee (—%) . > .
Zelo poznano je Fibonaccijevo zaporedje:

f1:f2:17 fn+1:f7l+fn—17 n:2a3)"'7

oziroma, ¢e izracunamo prvih nekaj ¢lenov za obcutek:

(an) = (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...).

Tokrat obrazca za splosni ¢len ni preprosto uganiti. Splosna formula, ki je izpeljana
v resitvi naloge 5, se namre¢ glasi:

(Vs (Ve
£, = NG  n=1,23,... (16)

Opazimo, da je Fibonaccijevo zaporedje razlika dveh geometrijskih, saj je
(1+vs)” (1-vB)

S XNVE 2n\/5

1 <1+\/5>"_ 1 (1—%)”

2 NG 2

V5

B

1 n 1 n
= ﬁql \/SQQa

1+2\/57 ¢ = 52 Pri tem je ¢ = ”2\/5 = 1.618... =: ® zlatorezno
_ 1

1 =®—1= 5 =0.618... pa njegova obratna vrednost.

S

kjer je ¢ =

S

-1
2

razmerje,

7.1.1 Linearne diferencéne enacbe

Spoznali bomo metodo za iskanje splosnega ¢lena (torej eksplicitnega zapisa) za (ne-
katera) zaporedja, podana z dvoclensko rekurzijo oblike

api1 = aa, + fa,_1, «,f dani konstanti, (17)

podana sta Se ag in a;.

Fibonaccijevo zaporedje je tak primer, tam je o = = 1. Metoda temelji na nasle-
dnjem dejstvu.

Trditev 7.1.3 Ce za zaporedji (a,,) in (b,) velja rekurzija (17), tej zadosca tudi katero
koli zaporedje oblike ¢, = Ca, + Db, kjer sta C in D poljubni konstanti. Recemo
tudi, da je (¢,) superpozicija zaporedij (a,) in (b,) .

Dokaz. Uporabimo
(pt1 = QQp + Ban—l

bn+1 = abn + 5bn—17
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7 ZAPOREDJA

prvo enacbo pomnozimo s C, drugo pa z D, sestejemo in dobimo

Cnt1 = Capyy + Dby
=« (C’an + Dbn) + 5 (C(ln_l + Dbn—l)

= ac, + Bcnfl-

O

Trditev 7.1.4 Ce ima kvadratna enacba N> —a — 3 = 0 dva razlicna realna korena
A1 in Ag, potem obstaja enolicna resitev diferencéne enacbe (17) pri poljubnih zacetnih
pogojih ag in ay. Resitev je zaporedje s splosnim clenom a,, = CA} + DAY, kjer sta C
in D enolicno doloceni konstanti.

Dokaz. Poglejmo ali obstaja tak A, da bi veljalo a,, = A" in bi zaporedje zadoscalo
enacbi (17). Res, dobimo enacbo

AL = )4 AL,

Ce je A = 0, dobimo konstantno zaporedje a, = 0, ki zadoS¢a zacetnima pogojema,
le, ¢e je ag = a; = 0. V tem primeru je nicelno zaporedje seveda edina mozna resitev.
Torej vzemimo A # 0 in delimo gornjo enac¢bo z A"~!. Dobimo

N=a\+j

kar je kvadratna enacha iz trditve. Bodita A; in Ay njeni razlicni realni resSitvi.
Rekurzivno enacbo resita zaporedji s splosnim ¢lenom A} in A5, po trditvi 7.1.3 pa
tudi njuna superpozicija CA} + DA}. Konstanti C' in D dolo¢imo tako, da zaporedje
a, = CA} + DAy zadosti tudi zacetnim pogojem ap in a;. Dobimo linearen sistem

C+D:a0
CA\i + DXy = ay.

Pomnozimo prvo enachbo z —\; in enacbi odstejmo
D ()\2 — )\1) = a; — ao)\l.
Ker Ay # A1, je D enoli¢no doloc¢en, nato je C'=ag — D. O

Primer resevanja diferencnih enacb je v nalogah 4 in 5.

7.2 Topoloske lastnosti zaporedij
Definicija 7.2.1 Naj bo € dano pozitivno Stevilo. MnoZico stevil

K. (a) ={z; |v —a| <&}

imenujemo okolica (e - okolica) stevila a.
V mnozici R je K. (a) = (a—¢, a+¢€), v mnozici C je K. (a) krog s srediséem v
tocki a in s polmerom .
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7 ZAPOREDJA

7.2.1 Stekalisée in limita

Definicija 7.2.2 Stevilo b se imenuje stekalisée zaporedja (a,), ce je v vsaki okolici
stevila b neskoncno clenov tega zaporedja.
Formalno: pri poljubnem ¢ > 0 velja |a, — b| < & za neskoncéno indeksov n.

n n

n+1) sta 1in —1. Dokaz je v resitvi naloge 6. Podobno,
zaporedje (1,0,1,0,1,0,...), ima dve stekaliséi: 0 in 1, saj je ag, = 0 in ag,_1 = 1 za
vsak k € N.

Stekalisci zaporedja ((—1)

Definicija 7.2.3 Stevilo | imenujemo limita zaporedja (a,,), ce je izven vsake okolice
stevila | le koncno mnogo clenov zaporedja.

Formalno: pri poljubnem ¢ > 0 obstaja N € N z lastnostjo: |a, — | <
ezavsen > N.
Od ¢lena apn1 vkljuéno naprej so vsi ¢leni a, znotraj e-okolice Stevila

.

Uporabljamo zapis: [ = nh_)rgo (.
Definicija 7.2.4 Ce ima zaporedje limito, recemo, da je konvergentno. V naspro-
tnem primeru je divergentno.

Trditev 7.2.5 Ce ima zaporedje limito, je ta ena sama. Limita je poseben primer
stekalisca. Ni pa vsako stekalisce limita. Tudi ni res, da je edino stekalisce zaporedja
nujno limita.

Dokaz. Pogoj, ki doloc¢a limito, je izpolnjen tudi za stekalisce, torej je Stevilo, ki ima
lastnost limite, tudi stekalis¢e. Obratno seveda ni res. Kakor hitro bo imelo zaporedje
vec¢ kakor eno stekalis¢e, nobeno od stekalis¢ ne more biti limita, ker bo mogoce hitro
najti tako okolico katerega koli stekalis¢a, da bo tudi zunaj te okolice neskonéno ¢lenov
zaporedja. Navedimo Se primer zaporedja, ki ima eno samo stekalisce, ki ni limita.

Zaporedje a, = n="; to je: (1, 2,5,4,5,6,...,a,,.. ) ima eno samo stekalisce, to
je 0, ki pa ni limita. Zunaj poljubne okolice stevila 0 namre¢ ostane neskoncno c¢lenov
s sodimi indeksi. O

Definicija 7.2.6 Zaporedje (by) = (an,) je podzaporedje zaporedja (ay,,), ce je funk-
cija f: N — N, k — ny narascajoca ( f (k) < f(k+1) Vk).

Iz danega zaporedja a, = %; (a,) = (1, , %, i, .. ) , izberimo dve podzapored;ji.

N =

e Zaporedje (%, i, %, . ) = (agx) = (ag,ay,...) je podzaporedje zaporedja (a,);

ne = 2]€, bk = Q9.

e Zaporedje, kjer izpustimo prvi ¢len, (a1) = (az, as, ... ) je vedno podzaporedje
zaporedja (a,); ng =k + 1, by, = agy1.
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7 ZAPOREDJA

Brez dokaza navedimo Se izreka.

Izrek 7.2.7 Vsako podzaporedje konvergentnega zaporedja je konvergentno in ima isto
limito.

Veckrat v nadaljevanju bomo uporabili poseben primer te trditve: Ce je zaporedje
(a,) konvergentno, je
lim a,.; = lim a,.
n— oo n— oo

Izrek 7.2.8 Ce ima zaporedje kaksno stekalisce s, obstaja podzaporedje, ki konvergira

k s.

Definicija 7.2.9 Zaporedje je Cauchyjevo, ce velja, da od dovolj poznega clena
naprej pridejo cleni poljubno blizu skupay.
Pri poljubnem e > 0 je |a,, — an| < € za vse dovolj pozne indekse m,n (m,n > ny).

Izrek 7.2.10 Zaporedje je Cauchyjevo natanko takrat ko je konvergentno.

Komentar. Naceloma je lastnost Cauchyjevega zaporedja sibkejsa od konvergence,
vendar se izkaze (ni trivialno), da sta pri realnih zaporedjih obe lastnosti hkrati
prisotni ali pa ni nobene.

7.2.2 Omejenost zaporedij

Definicija 7.2.11 Stevilo A je zgornja meja zaporedja (a,), ce velja a, < A za
vsak n € N.
Ce zgornja meja zaporedja (a,) obstaja, recemo, da je zaporedje navzgor omejeno.

Ce je A zgornja meja, je vsako Stevilo b > A tudi zgornja meja.
Definicija 7.2.12 Stevilo B je spodnja meja zaporedja (a,), ce velja a, > B za
vsak n € N.
Ce spodnja meja zaporedja (a,) obstaja, recemo, da je zaporedje navzdol omejeno.

Ce je B spodnja meja, je vsako Stevilo b < B tudi spodnja meja.

Definicija 7.2.13 Zaporedje je omejeno, kadar je omejeno navzdol in navzgor.

Definicija 7.2.14 Stevilo M se imenuje natancéna zgornja meja (ali supre-
mum) zaporedja, ce velja:

- M je zgornja meja in

- pri poljubnem € > 0 obstaja vsaj en a,, za katerega je a, > M — e. (z drugimi
besedami: M je najmanjsa mozna zgornja meja)
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Zapisemo: M = supa,,.

Definicija 7.2.15 Stevilo m se imenuje natanéna spodnja meja (ali infimum,)
zaporedja, ce velja:

- m je spodnja meja in

- pri poljubnem & > 0 obstaja vsaj en a,, za katerega je a, < m + €. (z drugimi
besedami: m je najvecja spodnja meja).

Zapisemo: m = inf a,,.

Za zaporedje

- ”T“, n sodo St.

=1 —:%  nliho &
o= (L3825 T )
n - 2727 4747 6767 8787"'
3

je natancna zgornja meja M = sup a, = ;5 in natancna spodnja meja m = inf a,, =
—1. Stevilo % je ¢len zaporedja, medtem ko —1 ni. Ve¢ primerov in argumentacij

najdete v nalogi 6.
Izrek 7.2.16 Vsako konvergentno zaporedje je omejeno.
Dokaz. Ker zunaj poljubne okolice limite ostane le koncéno c¢lenov zaporedja, je

mogoce najti omejen interval, znotraj katerega se nahajajo vsi ¢leni zaporedja. O

Izrek 7.2.17 Vsako omejeno zaporedje ima vsaj eno stekalisce. Ce ima omejeno za-
poredje eno samo stekalisce, je to tudi limita.

Dokaz. Izpustimo. O
Izreka lahko zdruzimo.
Posledica 7.2.18 Zaporedje je konvergentno natanko tedaj ko je omejeno in ima eno

samo stekalisce.

Zaporedje a, = n(Y" je primer zaporedja, ki ima eno samo stekaliiée, pa ni
konvergentno.

ap = n—b"

nt n=2k-1
n, n=2%k

11
. = 1,2,,4,,6,...).
(an) ( 35

Edino stekalisce tega zaporedja je 0. Vendar to zaporedje ni omejeno, saj vsebuje vsa
soda naravna Stevila.
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Definicija 7.2.19 Zapis nh_)ngo a, = o0 pomeni, da je pri poljubnem M > 0, neenakost
a, > M izpolnjena za vse dovolj pozne indekse n > ngy. Podobno, nh_}rglo a, = —0Q
pomeni, da je pri poljubnem m > 0, neenakost a, < —m izpolnjena za vse clene a,
od nekega ng naprej. V obeh primerih pa je zaporedje divergentno.
Posledica 7.2.20 Ce je nhﬁrgo a, = oo ali nlg& a, = —oo, od tod sledi nh%rglo i =0.V
obeh primerih je zaporedje (a,) tudi brez stekalisc.

Zaporedja (a,) , za katera velja lim a, = oo ali lim a, = —o0, so seveda neome-
. n—oo n—o0
jena.

7.2.3 Monotona zaporedja

Loc¢imo ve¢ tipov monotonosti zaporedij - v literaturi je mogoce najti nekaj razlik v
izrazoslovju, mi se bomo drzali naslednje definicije.

Definicija 7.2.21 Zaporedje je narascéajoce, ce je za vsak n € N izpolnjeno a, <
ani1- Zaporedje je padajoce, ce za vsak n € N wvelja: a, > a,.1. Zaporedje je
monotono, ce je narascajoce ali padajoce. Zaporedje je strogo narascajoce, ce je za
vsak n € N izpolnjeno a,, < a,y1. Zaporedje je strogo padajoce, ce za vsak n € N
velja: a, > apyq.

Ce je zaporedje strogo padajoce (0z. strogo naraicajoce) je tudi padajoce (oz.
narascajoce).
Prakticen kriterij: zaporedje (a,) je monotono tedaj in le tedaj ko je
ani1 — Gy je istega predznaka za vse n € N.
Natancneje, (a,) je narascajoce, Ce je
Gpi1 —an >0, ne€N
in padajoce, ce je
py1 — ap <0, neN.

Za zaporedja s samimi pozitivnimi ¢leni je cesto prikladen tudi kriterij

Ant1

>1, (a,) je narascajoce,
an
a . .
ntl <, (an) je padajoce.
Qn

V nalogi 7 najdete primere monotonih zaporedij.

Izrek 7.2.22 Navzgor omejeno narascajoce zaporedje je konvergentno in velja:

lim a, = sup a,.
n—oo

Navzdol omejeno padajoce zaporedje je konvergentno in velja:

lim a,, = inf a,,.
n—oo n n
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Dokaz. Preverimo samo prvo trditev, druga je analogna. Denimo, da je zaporedje
(a,,) narascajoce in je M = sup a,,. Pokazimo, da je tedaj M = lim a,. Pri poljubnem
e > 0, poglejmo kateri cleni zaporedja (a,) se lahko nahajajo v e-okolici Stevila M.
Ker je M supremum, M — € ni zgornja meja, zato obstaja tak N, da je ay > M —¢;
zato je M —e < ay < a, < M za vse n > N. Torej je zunaj e-okolice Stevila M
kvec¢jemu N — 1 ¢lenov zaporedja, torej konéno mnogo. O

Za nas posebej pomembno bo geometrijsko zaporedje.
Konvergenca - divergenca geometrijskega zaporedja

Ce a1 # 0, je konvergenca odvisna samo od kvocienta ¢ in ni tezko videti, da velja:

konvergentno in lim ¢" =0, ce |q| < 1,
konvergentno in lim ¢" =1, ce q=1,
n . . . n—oo evve . v
ap =q" : divergentno in  ima dve stekalis¢i: 1 in -1, ¢e g = —1, (18)
divergentno in ILm q" = o0, ce q> 1,
n—oo
divergentno in neomejeno v obe smeri, ¢e g < —1.

7.2.4 Racunske operacije z zaporedji

Iz danih zaporedij (a,), (b,) in konstante ¢ € R tvorimo nova zaporedja:

Cp = an"'bn;

dn = tay,,
fn = anbm
Qn
gn:F7 bn%oa n e N.

Izrek 7.2.23 Ce sta zaporedji (ay) in (by) konvergentni, je zaporedje
o (a, +b,) konvergentno in velja
4333, (an +bn) = lim @ + lim b,
o (ayb,) konvergentno in velja
i (onb) = Jim ) ( fmn )
o (ta,) konvergentno za vsak t € R in velja

lim ta, =t lim a,
n—oo n—oo
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o Ce dodatno velja se nll_}IIOlo b, # 0, je konvergentno tudi zaporedje (‘b‘—:) in velja

lim a
. Cln _ n—o0 n
lim — =%
n—oo b lim b,
n—oo

Dokaz. Naj bo A = lim, ., a,in B = lim, .. b,. Pokazimo, da je A + B =
lim,, o (@, + b,). Naj bo € > 0 poljuben. Potem je zaradi konvergence zaporedij
(ay) in (b,) mogoce najti indeksa Ny in Ns, za katera velja, da je

|an—A|<g, n > Ny,
in c
b, — B] <3 n > Ns.
Nato je za N = max { Ny, Ny} izpolnjeno
la, + b, — (A+ B)| =|a, — A+ b, — B|
S |an_A|+|bn_B|

E €
<§+§:€,zavsen>N.

Pokazimo Se, da je AB = lim,, ., a,,b,. Najprej ugotovimo, da je
la,b, — AB| = |a,b, — Ab, + Ab, — AB)|
< |anby, — Aby| + |Ab, — AB|
= |bn| [an — Al + |A[bp — B .
Zaporedje (b,) je konvergentno, zato je omejeno in velja, da je |b,| < M. Zato je
lanb, — AB| < M |a,, — A| + |A| |b, — B|.
Pri poljubnem ¢ > 0 Zelimo, da bi bilo M |a, — A| 4+ |A] |b, — B| < e. Zaradi konver-
gence zaporedij (a,) in (b,) lahko najdemo indeksa N; in Ny, da bo veljalo
€

n— Al <
| | <537

£
i _Bl< -
in b, |<2]A\’
¢e A # 0. Nato je
lanb, — AB| < M |a, — A| + |A] |b, — B

g £
M-Sy |A] -
< Mo+l

:é‘?

kot smo zeleli.
Tretja lastnost je posledica druge, ¢etrto lastnost pa bi lahko preverili v podobnem
duhu, le z nekaj ve¢ tehni¢nimi dodatki. 0O
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Izrek 7.2.24 Naj bo f: I — R dana zvezna funkcija, kjer je I zaprt interval ali R.
Ce je a, € I za vsak n in zaporedje (a,) konvergentno, je konvergentno tudi zaporedje

(f (a)) in velja

lim f (an) = f (lim an>

n—o0 n—oo

= f(4)
kjer je A = 7}1_)120 Q-

Dokaz. Pokazimo, da je f(A) limita zaporedja (f (a,)). Zveznost f v tocki A
pomeni, da je pri poljubnem & > 0

f (z) = f(A)] <e,

kakor hitro je |x — A| < 0 za neki § > 0. Obstaja tak N, da je za n > N izpolnjeno
la, — A| < 8. Zato je |f (an) — f (A)| < e zavsen > N. O

Posledica 7.2.25 Ce je zaporedje (a,) C Ry konvergentno, je pri poljubnem k € N
konvergentno tudi zaporedje (\k/an) in ima limito nhg& a, = & nlgng() (.-
Naj bo b > 0. Potem iz konvergence zaporedja (a,) sledi konvergenca zaporedja

. . lim ap . . lim ap
(b%) in lim b = broee . Poseben primer: lim e = en—e
n—oo n—oo

Nekaj metod za racunanje limit sestavljenih zaporedij najdete v nalogi 8.

7.2.5 Definicija stevila e

Stevilo e je osnova naravnega logaritma. Konstruirali bomo dve konvergentni zapo-
redji racionalnih Stevil, katerih limita je (iracionalno, transcendentno) Stevilo e =
2,718281828459045....

Opazovali bomo zapored;ji:

1 n
an:(1+> , n>1
n

1—TL
bn:<1—> ., n>2.

n -

n

Prvih nekaj vrednosti zaporedja (a,) je:

(an) : 2.0, 2.25, 2.37, 2.441, 2.488, 2.522. ..
. azp = 2674, aipo = 2705, as000 — 2.71801

zaporedja (b,) pa

116



7 ZAPOREDJA

(by) : 4.0, 3.375, 3.16, 3.052, 2.986. ..
o bgo = 2765, blOO = 2732, 65000 = 2718 55

V resitvi naloge 9 pokazemo, da je zaporedje (a,) narascajoce, (b,) padajoce, obe
zaporedji pa omejeni, torej konvergentni. Nazadnje ugotovimo, da imata obe isto
limito, ki jo poimenujemo e.

1\" 1\
e = lim (1—1—) = lim (1—) . (19)
n—o0 n n—o0 n
7.3 Naloge
1. Dani sta zaporedji a,, = cosnm in b, = (—1)". Pokazi, da je a, = b, za vsak
n € N.

2. Zapisi prvih 5 ¢lenov geometrijskega zaporedja s prvim ¢lenom 3 in kvocientom
1

q= 3
3. Poisci eksplicitni zapis rekurzivno podanega zaporedja a, 1 = (n+ 1) ay,, ag =
1.

4. Doloci splosni ¢len rekurzivno podanega zaporedja a,,1 = a, + 2a,_1, ag = 1,
a1 = 4.

5. Dolod¢i splosni ¢len Fibonaccijevega zaporedja.

6. Dolodi stekalisca/limito danih zaporedij, ugotovi ali so konvergentna, omejena
in doloci natancne meje, ¢e obstajajo.

(a) a, = 1)"#1
(b "

_1)”
(

Ay —

(c
d

(e

7. Pokazi, da je zaporedje monotono in ugotovi tip monotonosti:

a, = 2n

)
)
) an =
)
) an =n=0",

(a) an = 5355

(b) a, =0b",0<b< 1.

8. Izracunaj limite:

: 1
(a) Jim, 5
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n3+4+2n2—n+1
n—00 nd+1

2n241

Rekurzivno podano zaporedje: a; = 3, @y = 3 — 2.

an

)
)
)
(e) lim (HZ5m)
)
)
)

(an) = (ﬁ 2v2, 2/2/2. ) lim a,, =7

(i) a1 =2, a1 = %(an + %), Pokazi: nh_>no10 an = /2, torej je (a,) zapo-

redje racionalnih priblizkov, ki konvergira k iracionalnemu $tevilu v/2.

9. Pokazi, da sta zaporedji a,, = (1 + %)n in b, = nhﬁrglo (1 — %)_n konvergentni in
imata isto limito e = 2, 7T18281828...

10. Izracunaj limite (nedolocenost tipa 1°°):

(a) Jim (1+4)"

n—oo
. n—1 2n
(b) lim (13)
Resitve

1. Opazimo, da je (cosnm) = (—1,1,—1,...) oziroma

cosnm = (—1)" = { _11’ " :El{;g L

2. (@) = (3,-3,%,-2.%,...)

3. Izrac¢unajmo nekaj ¢lenov: ag = 1, a4 = 1 X a9 = 1, ap = 2a;1 = 2 x 1,
a3 = 3 X ap = 3 x 2 x 1. Ponudi se domneva, da je a, = n! za vsak n € Ny,
kjer je 0! := 1, sicer pa je k! produkt prvih £ naravnih stevil. Domnevo je

potrebno preveriti Se z indukcijo. Zan = 0, 1,2, 3 ocitno velja, torej je potreben
le se indukcijski korak. Denimo, da je a,, = n!, potem je a1 = (n+1)a, =
(n+1)n!=(n+1).

4. V enacbo an41 = a, + 2a,_, vstavimo nastavek a, = A" in dobimo \"*! =
A" 4 2\ po deljenju z A" ! pridelamo kvadratno enacbo A2 — X\ — 2 = 0,
ki ima korena A\; = —1 in Ay = 2. Tvorimo zaporedje a, = C (—1)" + D2",

kjer konstanti C' in D dolo¢imo tako, da je ap = 1 in a; = —4. Iz sistema
enacb C+ D =1, —=C + 2D = 4 sledi D = %, C = —% in koncna resitev
a, = —1(=1)" + 120 = %
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5. Fibonaccijevo zaporedje zadosc¢a enacbi, f,11 = fo+fu_1, fo = f1 = 1. Ustrezna

kvadratna enacba je A2 — A — 1 = 0, katere korena sta \; =

1+2\/5 in Ay = 1—2\/5'

Nato je f, =C (Hz—‘/g)n +D (g)” Iz sistema

2

C+D=1
1 _
o(57) 0 (57) -
2 2
z nekaj truda dobimo, da je C' = 1;\/‘/;’, D= ’21#\/%/5, torej je

5 1;\/\3/3 (1 +2\/5>” - 12—\%5 (1 —2\/5>”

—\/5 2 \/S 2 ’ TV Sy Sy e

Primerjajte z (16)!

6. Obravnava zaporedij:

(a)

a, = (—1)" 75 stekalisci sta 1 in —1, zaporedje je divergentno, ker ima
dve stekalisc¢i, ni limite; zaporedje je omejeno v obe smeri, ker je |a,| =

n
T—Q—l<]"

Pokazimo, da je 1 stekalis¢e. Pri danem e > 0 se vprasamo, za katere n je
izpolnjeno |a, — 1| < €. Blizu 1 so le ¢leni s sodimi indeksi n, zato lahko
vzamemo, da je n sodo stevilo.

1

Torej, |a, — 1] < € je izpolnjeno za vse sode n, ki so vedji od 1 — 1, takih
n pa je neskoncno, zato je stevilo 1 stekalisc¢e tega zaporedja.

Preverimo se, davje supa, = 1. Najprej je a, < 25 < 1. Nato je ag, =
% =1- ﬁ Ce izberem dovolj velik £, je stevilo Tlﬂ poljubno majhno
in ag poljubno blizu 1. Torej zgornje meje 1 ni mogoce ve¢ zmanjsati.

a, = (—1)"; stekalis¢i sta 1 in —1, zaporedje je divergentno, ker ima dve

stekalisci, ni limite; zaporedje je omejeno v obe smeri, inf (—1)" = —1,
sup (—=1)" = 1.

ay, = %; edino stekalisce je 0, ki je hkrati limita tega zaporedja, zapo-
redje je konvergentno in je omejeno v obe smeri, infa,, = —1, supa,, = %

a, = 2n, divergentno, brez stekalis¢, navzgor neomejeno, navzdol omejeno
in inf a,, = 2.
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(e) a, =nl"V" = { 7’;’ " " 9% ' . Zaporedje vsebuje podzaporedje sesta-
vljeno iz sodih naravnih Stevil, ki je navzgor neomejeno, zato je tudi (a,)
navzgor neomejeno in ne more biti konvergentno (torej je divergentno).
Navzdol je omejeno z 0 in inf a,, = 0. Stevilo 0 je tudi edino stekalisce tega

zaporedja.
7. Monotonost zaporedij.

(a) a, = 2L Izrazimo razliko
n 2n—1

2n+3 2n+1

T+l -1
4

BEENICENR

zavsak neN

Apy1 — Ap

0

= an41 < ay, za vsak n € N, torej je to zaporedje padajoce.
(b) a, =0b",0<b< 1.
o 7z razliko: apy1 —a, =" - =0b"(b—1)<0,Vn €N

E—b<1,n€N,

e 7 razmerjem (kvocientom) “ = o =
n

torej je zaporedje (b™) padajoce.
8. Limite zaporedij so:

(a) nh_{&% =0, ker je (%) z 0 navzdol omejeno padajoce zaporedje, zato je (po
izreku 7.2.22) konvergentno. Ker je 0 = inf %, je tudi nh_)ngoi = 0.

k

(b) Ce je k > 0, je n* naras¢ajo¢e zaporedje z lastnostjo nh_}rgon = oo, torej je
A, = 0.

lim (n3+2n27n+1)

: n3+2n2—n+1 n— 00
(c) 7}520 ST 7 lim (n3+1)

n— o0

, ker limiti Stevca in imenovalca ne ob-

stajata, vendar pa s preoblikovanjem dosezemo

Y n3+2n? —n+1 Y ”3<1+%_n%+$>
im = lim
n—00 2n3 4+ 1 n—oo 3 (2+1/n3)

1+2 -5+ 5
lim n n? n3
n—oo 24 1/nd
Jim (143 = 3+ 5)

i 3
lim (2+1/n )
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()

Nedoloc¢enost oo — oo :

lim (\/n2+ 1—+vn2— 1)

n—oo
(\/n2—|—1—\/n2—1> (\/n2—|—1+\/n2—1)
= lim
n—00 \/n2+1+\/n2_1
li 2
= lim
n%oo\/nZ_i_l_i_\/nZ_l
— 0,
T 2 7 1) —
ker je nh_)ngO (x/n +1++vn 1) = 0.
. 1424...4n . gn(n4l)  3044) 1
nanc}o( +2nt+;r ) = T}Lnolo i 5(14”%2 =1

Geometrijsko zaporedje a,, = a1¢"'. Ce je a1 = 0, je zaporedje konstantno
a, = 0 in torej konvergentno z limito 0. Sicer, ¢e a; # 0, je konvergenca
odvisna le od ¢ kot je navedeno v (18). Zaporedje je konvergentno le, ¢e
je —1<q¢<1,lima1¢" ' =0, ¢ je —1 <qg<1inlima¢"' = ay, ¢ je
q=1.

Rekurzivno podano zaporedje: a1 = 3, a4 1 = 3 — % Priblizno izracu-
najmo nekaj ¢lenov: 3, 2.3333, 2.1429, 2.0667,... Zdi se, da bi lahko
bilo zaporedje padajoce in navzdol omejeno z 2. Izra¢unajmo a1 — a,

2 (@ —1)(an —2)

an+1_an:3_a7_an—_ a
n n

Pokazimo, da so vsi ¢leni a,, > 2. Iz tega bo sledilo, da so tudi a,, > 1 in
zato a,+1 — a, < 0 in zaporedje padajoce.
Matematicna indukcija:

e a1 =3>2.

e Denimo, da je a,, > 2. Potem sledi

3——>-1+3
an+1>2.

Zaporedje je torej padajoce in navzdol omejeno, zato je po izreku
7.2.22 tudi konvergentno. Izracunajmo Se limito.

a= lim a, = lim a

= lim (3—2>:3— 2 :3—2.
a

n—00 an li_)rn Qn
mn o
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(h)

Mimogrede smo uporabili Se, da a = nh_)ngo a, # 0. Tako smo pridelali

enacho a = 3 — %, oziroma a? — 3a + 2 = 0. Ta kvadratna enacba ima
korena a; = 1 in ay = 2. Ker so vsi ¢leni nasega zaporedja vecji od 2,
stevilo 1 ne more biti limita. Torej je lim a, = 2.

n—oo

_ ' —9
() = (V2. 2v2, 20202, ..., lim a, =
Resitev: a; = /2, ani1 = 2\/ay;
an, > 0; Gnt1 — 2YOn 2 > 1, ¢e je le a, < 4; torej je a1 > a, in

an an m
zaporedje narascajoce.

7, indukcijo pokazimo, da je a, < 4;
en=1:a,=+v2<A4.
° an<4:>an+1:2w/an<2\/é_l:4.

Zaporedje je narascajocCe in navzgor omejeno, torej je konvergentno.

a1 =2, Gpy1 = % (an + %) ; Pokazi: nh_}ngo a, = /2.

Nekaj priblizkov:
(2,1.5, 1.416, 1.41421568628, 1.41421356238,...).
To zaporedje je zaporedje racionalnih priblizkov za

V2 = 1.414213562373 . ...

Zdi se, da je to zaporedje padajoce, vendar je potrebno to Se preveriti.

e [zracunajmo a,+1 —a, = % (an + %) —a, = % (—an + %) = %

e Ocitno so vsi a, > 0, kakor hitro je a; > 0, kar je v nasem primeru
izpolnjeno.

e Ce pokazemo, da je zaporedje navzdol omejeno s v/2, je a, > V2,
n=1,2,....8Sledi, da je 2 — a2 < 0 in a,;, ~ an < 0, torej zaporedje

ay +2

2an

padajoce in navzdol omejeno. Ker je a,11 = ,je 2anan41 = a2 +2,

kar lahko preoblikujemo v
a2 — 2, 0,41 + aiﬂ = aiﬂ -2
Leva stran je popoln kvadrat
(an — an+1)2 = a?z+1 -2,

zato mora biti a2, > 2, torej a,+1 > V2, n = 1,2,.... hkrati pa je
tudi a3 = 2 > V2.
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e Padajoce navzdol omejeno zaporedje je konvergentno, torej ima limito.
Naj bo a = li_>m a,. Potem je
n o

0= Jim ans = Jim 5 (a0t ) =

L. .2 1 2
:(hm a, + lim > :<a+>;
2 \n—o0 n—oo q,. 2 a

Ker so vsi cleni zaporedja a,, > 0, je a = ILm an = V2.
n o0

9. a, = <1+%)n, n=12...,b, = (1— %>_n, n = 2,3,.... Pokazali bomo,
da je (a,) narascajoce in (b,) padajoce in da sta obe zaporedji omejeni, torej
konvergentni. Nazadnje bomo preverili, da imata isto limito.

Pri preverjanju monotonosti obeh zaporedij si bomo pomagali z Bernoullijevo
neenakostjo: (1+z)" > 1+ nx, Cejele x > —1, x # 0 in n > 1. (dokaz z
indukecijo!).

e Za sklep, da je (a,) narascajoce, zadosca preveriti, da je e >1,n =

n—

2,3, .... Najprej poracunamo, da je
o _ (1+3)
e ()T

Neenakost,

n—1
1+41 1
( 0 > (1 + ) > 1
ki jo zelimo preveriti, preoblikujemo v

n—1

1+
7 ><1+

1+ .45
( +
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Po drugi strani pa je leva stran gornje neenakosti

< 1+l >n—1 <n_"_1>n—l
1 =\ =
I+ 5= P
1 n—1
=(1-)

Sedaj upostevamo Bernoullijevo neenakost z izbiro x = —nl—Q in dobimo za
n>2

1 n—1
(1—712) 14+ (n-1)z

1 n?P—n+1
R Uy e e
Pokazimo Se, da je za vsak naraven n izpolnjeno

n?—n+1 - n
n2 n+1

Krizno zmnozimo:
(n2—n+1) (n+1)>n*
nd+1>n

Zadnja neenakost ocitno velja za vsak naraven n. Zdruzimo Se

1+ 1\

<1+7> :<1_n2)
n—1

n?—n-+1

n2
n

n+1’

kar smo zeleli.

b’n

e Zaporedje (b,) je padajoce: zadosCa preveriti, da je > 1 za vsak
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B n2 \" n
S \n2—-1) n+1

~(1+7m) o
N n:2—1) n+
Bernoullijeva neenakost za © = —— nam da

n

ik

1 n
<1+n2—1> >1+m::1+n2—1

Nazadnje je

_n2+n—1
o on2—1

(20)
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Od tod iz monotonosti zaporedij (a,) in (b, )sledi
2=a1<a, <by1 <by=4

Torej sta zaporedji (a,) in (b,) monotoni in omejeni in zato konvergentni.
e Na koncu preverimo, da imata obe zaporedji isto limito. Upostevajo¢ (20)

in lastnosti limit izra¢unamo

lim b, = lim b

n—oo n—oo n—o0 n n—oo

1 1
= lim (1 + ) a, = lim a, lim (1 + ) = lim a,.
n

Sedaj sledi (19).

10. Uporabili bomo limiti za stevilo e, ker imamo nedolocenost tipa 1°°.

(a) lim (1 + %)n =

n— oo
Vpeljemo novo neznanko m = 2n in dobimo

i (14 4)" = i (14 2)") = (i, (1+2)") = v2
i (0-57") "

(b) lim (@)QH = lim L " — nooo = _ =1
n—oo n+1 n=—00 1+% lim ((1+%)n)2 e2 et

n—r00
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8 Vrste

8.1 Osnovni pojmi

Naj bo dano zaporedje (a,). Zanimalo nas bo, kdaj ima smisel vsota

ay+ax+az+...+a,+ ...,

ki jo na kratko zapisemo v obliki
3 a.
n=1

Denimo, vsota vseh naravnih stevil 14+2+3+4+54...+n+... verjetno nima smisla,
medtem ko je videti, da bi bilo Stevilo 1 smiselna vsota vrste % + % + é + % + ...
Zaporedju (a,) , ki ga zelimo sesteti, priredimo novo zaporedje (s,).

Definicija 8.1.1 Zaporedje delnih vsot (s,) je zaporedje s splosnim clenom

Sp,=a1tazxtaz+...+ an,.
1 1 1 1 1 : _ 1 _ 3 _ T __ 15
ZaVrSt0§+Z+§+E+...+27+...‘]681—5,82—1 53—§,84—T6,...,

n__ . . . . . .
Sy, = 22n1 =1- 2% Vidimo, da zaporedje (s,) konvergira in lim,, . s, = 1.

Definicija 8.1.2 Za vrsto a1 + as + ... 4+ a, + ... pravimo, da konvergira, kadar
konvergira zaporedje ustreznih delnih vsot (s,). V tem primeru je vsota vrste limita
zaporedja (s,). Ce pa je zaporedje delnih vsot (s,) divergentno, recemo, da je vrsta

(0.)
> a, divergentna.
n=1

V primeru, da je vrsta konvergentna, lahko zapisemo:

o

s= lim s, = Qy,-

tim s, =S
-

Trditev 8.1.3 Ce vrsta . a, konvergira, je h_)m a, = 0.
n=1 n—0o0

Dokaz. Izrazimo a,,1 = S,+1 — Sp, od koder je

lim a, = lim a = lim (s —58,) = lim s — lim s, =s—s5=0.

Pri tem smo bistveno upostevali, da je zaporedje delnih vsot (s,) konvergentno za-
poredje. O

Zgled. Ugotovimo ali je vrsta

()" =1—14+1—-141—.  +(=1)""+. ..

n=1

konvergentna.
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Ne, ta vrsta ne konvergira, saj je s1 =1, so =0, s3 =1, s4, = 0,... in je zaporedje
(sn) z dvema stekaliSéema, 0 in 1, divergentno.

Zelo pomembna je harmonic¢na vrsta, vrsta iz obratnih vrednosti naravnih Ste-
vil:

11 1 1
1+—-4+-4+-4+...+—+... 21
totgtg Tttt (21)
Ceprav je lim a, = lim £ = 0, ta vrsta ne konvergira, kar bomo preverili v
n—00 n—oo 1

nadaljevanju. Obrat trditve 8.1.3 torej ne velja.
Trditev 8.1.4 Harmonicna vrsta (21) je divergentna.

Dokaz. Argument st. 1: Najprej dobimo oceno za vsoto apiq + ...+ aoy

1 n 1 - 1 1
— >N = —
n+1 2n 2n

an+1+...+a2n:

Nato bomo opazovali podzaporedje (san) .

1
32:1+§
11
si=sp=s+(a+a)>1+5+7
11y 1
58—323—54+a5+&6+a7+a8><1+2+2>+2

1
Son > 1+ ng = son divergira (— 00),

Namre¢, ¢e bi zaporedje (s,) konvergiralo, bi konvergiralo tudi vsako podzaporedje.
Zaporedje (san) je podzaporedje zaporedja (s,) in je neomejeno, torej divergentno,
zato zaporedje delnih vsot (s,) za harmoni¢no vrsto ne more biti konvergentno.

Argument $t. 2: Naj bo f(z) = % Zaporedje (s,) primerjamo z integralom
I () da.
n+1 n+1 dl’
(x)dx:/ Y 4+ 1).
1 1 T
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Slika 8.60: Harmonic¢na vrsta je divergentna.

Iz slike vidimo, da je vsota plos¢in pravokotnikov vecja od ploscéine pod krivuljo
Yy = i, 1 <z <n+1. Zato je s, > In(n+ 1), zaporedje (s,) neomejeno in torej
divergentno. O

Naj bodo a,, > 0, n € N. Vrsta s spreminjajoc¢imi predznaki a; — as + a3 — as +
+(=1)""a,+. .. se imenuje alternirajo¢a. Véasih alternirajoca vrsta konvergira,
vrsta iz absolutnih vrednosti ¢lenov pa ne.

Definicija 8.1.5 Kadar konvergira vrsta Y00 |a,|, recemo, da vrsta 320 | a,, kon-
vergira absolutno. Ce pa vrsta konvergira, vendar ne konvergira absolutno, recemo,
da pogojno konvergira.

Preverili bomo, da iz absolutne konvergence sledi konvergenca vrste, obratno pa
ne drzi. Ce vrsta pogojno konvergira, lahko z razli¢nim vrstnim redom sestevanja
dobimo razli¢ne limite (razli¢nih - odvisnih od vrstnega reda sestevanja) delnih vsot
- celo Se ve¢: pogojno konvergentni vrsti lahko z ustreznim vrstnim redom sestevanja
priredimo poljubno stevilo kot njeno vsoto.

Izrek 8.1.6 Ce je vrsta absolutno konvergentna, potem je tudi konvergentna in njena
vsota ni odvisna od vrstnega reda clenov.

Dokaz. 7 uporabo trikotniske neenakosti pokazemo, da iz dejstva, da je vrsta
iz absolutnih vrednosti ¢lenov Cauchyjeva, sledi, da je Cauchyjeva tudi dana vrsta,
torej konvergentna. Argument, da je vsota absolutno konvergentne vrste neodvisna
od vrstnega reda sestevanja, najde bralec v knjigi [12]. O

Zaradi stabilnosti seStevanja so absolutno konvergentne vrste najbolj zazelene.
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8.2 Racunanje z vrstami

Izrek 8.2.1 Vsota konvergentnih vrst je konvergentna vrsta in

Z(an—l—bn) = Zan+2bn.
n=1 n=1 n=1

Produkt konvergentne vrste s Stevilom je spet konvergentna vrsta in

teR=> ta,=t) a,
n=1 n=1

Dokaz. Prva trditev je posledica dejstva, da je vsota konvergentnih zaporedij konver-
gentno zaporedje in produkt konvergentnega zaporedja s Stevilom spet konvergentno
zaporedje. O

Geometrijska vrsta

je vrsta, katere ¢leni so ¢leni geometrijskega zaporedja: a1, a, = a;¢""'. Ce
ay; # 0, bo konvergenca vrste odvisna le od ¢, zato poglejmo geometrijsko vrsto s
prvim ¢lenom a; = 1.

l4qg+¢@+. .+ 1+ ..
Zaporedje delnih vsot za geometrijsko vrsto se glasi:

sn=1+q+¢+...+¢""
1+q¢+@+...+¢H(1—¢q)

I—gq
1—q"

:1—(]’ Q%lv (22)

in
Sp=mn, Ceq=1.
Obravnavajmo konvergenco zaporedja (s,,) . Kot vidimo iz zadnje enakosti, je vrsta
divergentna, ¢e je ¢ = 1 in lims, = oo v tem primeru. Sicer, ¢e ¢ # 1, lahko
uporabimo obrazec (22). Zaporedje (s,) = (1_qn) bo konvergentno le, ¢e je —1 <

1—q
q < 1, saj je geometrijsko zaporedje (¢" '), ¢ # 1, le v tem primeru konvergentno (18)
in takrat je lim, . ¢"' = 0. Torej je s = lim,_,o0 5, = lim % = l%q. Povzemimo:

Izrek 8.2.2 Geometrijska vrsta ay (1+q+¢*+...), a1 # 0, je konvergentna na-
tanko takrat, ko je |q| < 1. Njena vsota se tedaj glasi

ai
1—q

S =
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8.3 Konvergencni kriteriji za vrste s pozitivnimi cleni

Najprej omenimo, da je vrsta s pozitivnimi ¢leni divergentna samo v primeru, ko je
zaporedje delnih vsot tako, da je lims, = oco. Hitro namre¢ vidimo, da je s,y =
Sp, + a, > s,, torej je zaporedje delnih vsot narasc¢ajoce. Narascajoce zaporedje pa
je konvergentno natanko takrat ko je navzgor omejeno. Kadar je vrsta s pozitivnimi
¢leni divergentna, zapisemo ».>°,a, = oo. V primeru, da je konvergentna, vcasih
uporabimo tudi zapis >.2 ; a, < 00.

Vc¢asih, pravzaprav pogosto, je tezko izracunati limito zaporedja delnih vsot. Ali
lahko kljub temu ugotovimo, da neka vrsta konvergira ali divergira?

1. Celima, # 0 = vrsta divergira.

2. Primerjalni kriterij. Recimo, da zelimo ugotoviti konvergenco dane vrste
2. G-
a) Naj bo Y b, taka konvergentna vrsta, da velja 0 < a,, < b, za vse n razen
morda za kon¢no mnogo.

Potem konvergira tudi vrsta Y a,. Recemo, da je vrsta > b, majoranta za
vrsto > a,,.

b) Ce pa je Y ¢, taka divergentna vrsta, da velja 0 < ¢, < a, za vse n ra-
zen morda za kon¢no mnogo, pa tudi > a, divergira. V tem primeru je > c,
minoranta za vrsto Y_ a,.

Zgled. S primerjalnim kriterijem pokazimo, da je vrsta > n% konvergentna.
n=1

Ocitno je n2™ > 2", ¢e je n > 2, zato je - < 2% Vista s ¢leni a, = & = (5)n pa

n2n 2n

je konvergentna geometrijska vrsta (¢ = %), torej konvergentna majoranta za dano
[e.e]
vrsto. Torej vrsta nz—:l ﬁ konvergira.

Pogosto je vsoto vrste tezko izracunati. Vendar, tudi ce tega morda ne znamo,
nam informacija, da je vrsta konvergentna, omogoca, da se vsoti vrste priblizamo -
vec ¢lenov kot sestejemo, bolj se priblizamo vsoti vrste.

3. D’Alembertov (ali kvocientni) kriterij.

. Gpp1
L = lim n+;

n—oo an

Velja:
L <1 = vrsta ) a, konvergira,

L >1 = vrsta Y a, divergira,
L =1 = kriterij odpove.

[e.e]
Zgled. S kvocientnim kriterijem pokazimo, da je vrsta Y ﬁ konvergentna.
n=1
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1
. Qp41 . n+1)2n+1 1
L = lim = lim % = —,
n—oo  q,, n—00 o 2

n

[ee]
. 1 .
torej vrsta 7;1 —m konvergira.

4. Cauchyjev (korenski) kriterij

L <1 = vrsta Y a, konvergira,
L= nhﬁrgo Yay; L>1 = Vr§ta Z a, divergira,
L =1 = kriterij odpove.

Dokaza, da kvocientni in korenski kriterij delujeta, slonita na principu, da pois¢emo
konvergentno majoranto oziroma divergentno minoranto, v obeh primerih je to ustre-
zna geometrijska vrsta.

Preverimo kvocientni kriterij. Denimo, da je lim %t
n—00

= L < 1. To pomeni, da
pri poljubnem e > 0, neenakost

Qp+1

—L‘<a
an

L—e<® o1y (23)
ap,

izpolnjena za vse dovolj pozne clene zaporedja (%) ,n>N. Kerje0 <L <1,
lahko izberem tak ¢, da bo Se ¢ := L + ¢ < 1. Upostevam le desni del neenakosti v
(23) in jo preuredim v
41
G,

<e+L=gq,
pomnozim z a, > 0

py1 < qQn, 1> N.
Od tod vidimo, da

aN4+2 < qaN41
2
aN+3 < qani2 < ¢ aN41
in
el k=23
aN+k < ¢ AN 1, — 49y .

Prvih N 4 1 ¢lenov vrste ne vpliva na konvergenco (na vsoto seveda vpliva), zato je
dovolj obravnavati vrsto
aN+2 T aN43 + ...

in ugotoviti, da

ant2 + ants + ... < gans1 + Caner + o+ ¢ ang +
ZaN+1q(1+q+q2+...)

< 00,
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saj je vista 1 + ¢+ ¢> + ... zaradi 0 < ¢ < 1 konvergentna majoranta za prvotno
vrsto.

Na podoben nacin, ¢e je L > 1, lahko izberemo ¢ > 0 tako, dabo ¢ : =L —¢ > 1
in iz —e < “22 — L doZenemo, da je L — e < - oziroma a,41 > ¢'a,. Od tod
zgeneriramo divergentno minoranto, geometrijsko vrsto s kvocientom ¢’.

Za korenski kriterij, iz lim {/a,, = L dobimo —¢ < /a,, — L < ¢e,zan > N, od
koder je L —¢ < /a, < L+¢ein (L—¢)" < a, < (L+¢)", n > N. Ce je sedaj
L < 1, lahko izberemo ¢ > 0 tako, da bo ¢ := L + ¢ < 1 in dobimo konvergentno
majoranto, sicer, ¢e je L > 1, pa lahko izberemo ¢ > 0 tako, da je ¢ ;=L —e > 1 in

pridelamo divergentno minoranto.
5. Integralski kriterij

Denimo, da so ¢leni vrste Y a, integrabilne funkcije n; torej je a, = f(n)
in f taka funkcija, da se da izracunati nedoloceni integral. Velja naslednje:
vrsta > o a, konvergira natanko tedaj ko konvergira (t.j.: obstaja) posploseni
integral [ f (z) dx.

To idejo smo Ze uporabili pri dokazu, da je harmoni¢na vrsta divergentna (Ar-
gument $t. 2, stran 128). Primerjamo s, z vrednostjo integrala [{* f (z)dx in
¢e lahko pokazemo, da je za vsak n > 2 izpolnjeno s, < [{" f (z)dz, potem
iz konvergence integrala [* f (z)dz < [{° f (z)dz < oo sklepamo, da je zapo-
redje delnih vsot navzgor omejeno in zato konvergentno. Podobno iz divergence
integrala sklepamo, da je zaporedje (s,) neomejeno in zato divergentno.

8.4 Alternirajoce vrste

Za alternirajoce vrste, to je take, kjer se predznak ¢lenov izmeni¢no menjava, imamo
zelo preprost kriterij ugotavljanja konvergence. Se pred tem pa omenimo krepkejso
vrsto konvergence.

Definicija 8.4.1 Vrsta > .7, b, konvergira absolutno, kadar konvergira vrsta iz
absolutnih vrednosti clenov Y07 |b,| < o0. Ce wvrsta konvergira, ne konvergira pa
absolutno pravimo, da vrsta pogojno konvergira.

Prepricati se je namre¢ mogoce, da iz absolutne konvergence sledi konvergenca,
obratno pa ni res.

Leibnizov kriterij

Izrek 8.4.2 Alternirajoca vrsta ay — ay + as — ... + (=1)" ' a, + ... konvergira, ce
je zaporedje (ay,) , a, > 0, vsaj od nekega n naprej padajoce in je nh_)rrolo a, = 0.

Zgled. Po Leibnizovem kriteriju vrsta

1_14_1_1_'_1_

2 3 4 5 7

o0 _ 7L+1

—y EU 1)
n=1 n
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konvergira, saj zaporedje (l

n) pada proti svoji limiti 0.

Ta vrsta konvergira le pogojno, ker je vrsta iz absolutnih vrednosti ¢lenov harmo-
nic¢na vrsta, za katero vemo, da ne konvergira.

Vsota vrste (v vrstnem redu kot je napisana) je oCitno pozitivna, imenujmo jo
s > 0. Da se pokazati, da lahko s spremenjenim vrstnim redom sestevanja dosezemo,
da bo limita delnih vsot enaka %s, torej razlicna od s. Podrobnosti si lahko bralec
prebere npr. v [11].

V poglavju o Taylorjevi vrsti [6] pokaZemo, da je vsota vrste (24), seStete v danem

vrstnem redu, enaka s = In 2.

8.5 Naloge

1. Z analizo zaporedja delnih vsot s, ugotovi, ¢e vrsta konvergira in izracunaj
njeno vsoto, v primeru, da je konvergentna.

(b) & i
¢ 5 log (2L
() ¥ g (1)
2. Izrazi periodi¢no decimalno $tevilo 0.10 s pomocjo geometrijske vrste v obliki
ulomka.

3. Ugotovi, za katere x vrsta Yo% (z + 2)" konvergira in za te x dolo¢i njeno
vsoto.

- 14(—2)" 1 . . e .
4. Pokazi, da vrsta » >, % konvergira in dolo¢i njeno vsoto.

5. Z uporabo konvergencnih kriterijev ugotovi ali dana vrsta konvergira.

(2) (D" (@ Lakm 0 I

X n X pn . X (_q1)ynt!
(b) % (-1) 6 X DI
() 5 @ T g W X EH
(d) nzzjl 3n1+1 (h) ;:ozln%_ﬂ

6. Dokazi izrek 8.4.2 o konvergenci alternirajoce vrste.
7. Ugotovi ali alternirajoce vrste konvergirajo absolutno ali le pogojno.

o0 1 n—1 o0 _92 n—1 o0 1 n+1
(@ L5 0 L8 (0 LS

n= n=1 n=1

Resitve
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(%%...”—“):log(n+1)—>00

T0 = 10— - - _ 5 _ 10
2. 0.10—101(1—|—1O2—|—1O4_|_‘”)_171(1%_®‘

3. |z +2| <1, torej x € (=3,—1), s = —*..

o+l
4oy, HEYT e (1) gty (<) oL
5. (a) i_o:l (—=1)" 2L divergira, ker lim a,, = lim (—1)" % £ 0.
(b) ijl (—1)" divergira, ker (s,) = (=1,0,—1,0,...) divergira.

1 1 1 . . . . ..
(c) Z <% divergira, ker je 5% > = n > 3, primerjalni kriterij.

n=1
o0

(d) Z T +1 konvergira, primerjalni kriterij 5 +1 < (%)n

(e) Z (n%), konvergira, kvocientni kriterij.
n=1 ’

S n . . . . . .
(f) > 77 divergira, kvocientni kriterij.

n=1

() 22 W konvergira, korenski kriterij.

(h) ;’LO 1 (nQ +)1 , konvergira, integralski kriterij.

(i) 02, f’ divergira, integralski kriterij.

() ¥ S

~5— konvergira, Leibnizov kriterij.
1

n

(=2
3"+1

=
012

konverglra Leibnizov kriterij.

n=1

6. Dokaz izreka 8.4.2. Naj bo (s,) zaporedje delnih vsot za dano alternirajoco
vrsto. Opazujemo podzaporedji (sgx) in (sgx—1) ter pokazemo, da je za vsak

ke N

Sok41 — Sok—1 = Goki1 — G2k = — (Ao — Agpp1) < 0
Sok+2 — Sok = —Qgk+2 + Aokl = Aokl — Q242 > 0
od koder sklepamo, da je (s914+1) padajoce in (sgx) narascéajoce zaporedje. Opa-
zimo Se, da je
Sok+1 — S2k = Qg1 > 0.
Zato je
a1 — Qg = Sg < So < Sop41 < 81 = ay.
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7.

Obe zaporedji (sox) in (Sg,_1) sta monotoni in omejeni in zato konvergentni.
Naj bo o1 = lim $9541 in 09 = lim s9;. Upostevajo¢ dejstvo, da je razlika kon-
vergentnih zaporedij konvergentno zaporedje vidimo, da je

01 — 09 = lim Sgx1 — lim sof
= lim (Sort1 — Sok)

= lim agj41

=0,

torej je o1 = 0. Tudi zaporedje (s,) je omejeno. Videti je potrebno Se, da ima
le eno stekalisée. Denimo, da bi imelo dve s’ in s”. Potem obstajata podzapo-
redji (s, ) in (sp,,), ki konvergirata (s,,) — s’ in (s,,,) — s”. Potem pa tudi
podzaporedji konvergirata k istima limitama

(S2n,) — 8 In (s2p,,41) = 8"

Zaporedje (s2,,) je podzaporedje (s2,), zato je ' = oy, zaporedje (sa,,,+1)
pa je podzaporedje (sgr41), zato je s” = o9. Vendar, o1 = 09, zato je s’ = s”.
Zaporedje (s,) je torej omejeno in z enim samim stekalisc¢em, torej konvergentno
z limito s = o1 = 03.

(a) konvergira absolutno.

(b) konvergira absolutno.

(¢) konvergira pogojno.
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