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Povzetek. V Clanku predstavimo algoritem za odgovarjanje na poizvedbe o sosednosti vozliS¢ v hipergrafu

ali za zgraditev celotne matrike sosednosti. V primerjavi z naivno metodo preverjanja vseh hiperpovezav je

algoritem hitrej$i za logaritemski faktor. V hipergrafu z n vozlis¢i, m hiperpovezavami in vsoto velikosti

. . o . . L m

hiperpovezav M odgovarja predstavljeni algoritem 1113 posamezne poizvedbe o sosednosti v Casu O(@),
m-T€

s Casovno zahtevnostjo predprocesiranja O(M + Togmm ). Temelji na novem pristopu ekvivalenénih razredov
vozliS¢. Predstavljen pristop je prenosljiv tudi na problem iskanja pri¢ pri izracunu produkta dveh matrik z

logi¢nimi oz. dvojiSkimi vrednostmi.

Kljucne besede: sosednost, hipergraf, mnoZenje matrik, prica, ekvivalentnost

Node adjacency in hypergraphs

We present an algorithm for answering adjacency queries
or building an adjacency matrix in a hypergraph. The
algorithm exhibits a logarithmic speed-up compared to a
naive method of examining all hyperedges. In a hypergraph
with n nodes, m hyperedges and sum of hyperedge sizes M,
it answers individual adjacency queries in O(—2-), with

logm
a O(M + ) preprocessing time. It represents a new
approach based on equivalence classes of nodes. The results
are also applicable to detecting witnesses in Boolean matrix
products.
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1 Uvob

Hipergrafi so zelo sploSen naCin predstavitve relacij
med mnoZicami objektov, Se zlasti tedaj, ko relacije
med objekti niso zgolj dvojiske, temveC veCmestne.
k-mestna relacija lahko na zgo$€en nalin predstavlja
mnoZico dvojiskih relacij med vsemi pari objektov (npr.
predstavlja kliko v grafu brez naStevanja vseh k(k—1)/2
povezav med pari vozlis¢). Take sploSne predstavitve s
hipergrafi se uporabljajo na podrocjih, kot so bioinfor-
matika [1], klasifikacija slik [2], strojno uenje [3] in
analiza (druZbenih) omreZij [4].

Sosednost vozliS¢ v hipergrafih lahko definiramo na
ve¢ nacinov, to je odvisno od podroc¢ja uporabe. Raz-
iskave na podroCju analize omrezZij (npr. [5], [6]) se
veCinoma osredoto¢ajo na iskanje smiselnih in upo-
rabnih definicij (sosednost lahko npr. predstavimo z
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utezjo, ki oznacuje Stevilo skupnih sosedov) in ne na
ucinkovitost izra¢una definirane sosednosti.

IzraCun matrike sosednosti (glej razdelek 1.2) lahko
prevedemo na problem mnoZenja dveh inciden¢nih ma-
trik. Za ugotavljanje sosednosti zgolj enega para vozlis¢
je optimalna naivna metoda. Po drugi strani pa so za
izracun celotne matrike sosednosti asimptoticno boljSa
izbira metode za hitro mnoZenje matrik. NaSa predla-
gana metoda se uvr§¢a med ti skrajnosti. Pomeni nov
pristop na podlagi skupin ekvivalentnih vozlis¢, ki je
dovolj splosen, da je lahko potencialno uporaben tudi pri
reSevanju kakSnega drugega algoritmic¢nega problema.

Poglejmo si naslednji motivacijski problem. Recimo,
da je bilo v preteklem letu organiziranih m konferenc.
Za vsako konferenco poznamo seznam udelezencev, ki
so neka podmnoZica vseh n aktivnih raziskovalcev. Pred-
postavimo, da se med konferenco vsi prisotni razisko-
valci spoznajo med seboj. Kako lahko sedaj na ucinkovit
nacin odgovarjamo na vprasanja, ali se dva raziskovalca
poznata? In Ce se, na kateri konferenci sta se spoznala?

1.1 Hipergrafi

Hipergraf je posplositev grafa in je sestavljen iz
mnozice vozlis¢ V (n = |V|) in mnoZice hiperpo-
vezav £ (m = |EJ|). V primerjavi s povezavami v
navadnih grafih so hiperpovezave e € E predstavljene
s podmnoZzico vozlis¢ (e € V) in ne vedno s tocno
dvema vozlis¢ema, kot velja v navadnih grafih. Naj bo
m; = |E;| velikost i-te hiperpovezave in M = > m;
velikost problema oz. vhodnih podatkov. Za podrobnejSo
predstavitev hipergrafov bralcu svetujemo knjigo Hyper-
graph Theory [7].

Na hipergraf G(V, E) lahko gledamo na dva nacina.
Lahko ga obravnavamo kot druZino mnoZic ali pa kot
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dvodelni graf. V drugem primeru prva skupina vozliS¢
dvodelnega grafa ustreza vozlis¢em V' hipergrafa G,
druga skupina pa povezavam E. Vozlis¢i dvodelnega
grafa v € V in e € E sta povezani natanko takrat,
ko je vozlis¢e v element mnoZice oz. hiperpovezave e.

1.2 Sosednost vozlis¢

Vozlis¢i a,b € V hipergrafa sta sosedni, ¢e si delita
katero od hiperpovezav (de € F:a € eAb € e). V
skladu s to definicijo bi lahko hipergraf predstavili z
grafom, v katerem bi vsako hiperpovezavo modelirali s
kliko vozlis¢.

Naivni nadin za ugotavljanje sosednosti je, da preve-
rimo vse hiperpovezave in ugotovimo, ali sta v kateri
prisotni obe vozlis¢i, ki nas zanimata (a in b). MnoZico
vozlis¢, ki sestavljajo hiperpovezavo, lahko hranimo v
razprSeni mnoZici (angl. hash set), ki omogoca po-
izvedbe o prisotnosti nekega elementa v mnoZici v
pri¢akovanem konstantnem casu. Za ta problem obsta-
jajo tudi naprednejSe tehnike, ki odgovarjajo na poi-
zvedbe v konstantnem casu [8], [9]. Casovna zahtevnost
posamezne poizvedbe o sosednosti je torej O(m). Za
gradnjo matrike sosednosti, ki vsebuje podatke o sose-
dnosti vseh parov vozlis¢, pa s tem nac¢inom potrebujemo
O(n?*m) &asa. Cilj je izboljsati ta naivni pristop.

2 SORODNA DELA

V matriki sosednosti lahko namesto podatka o sose-
dnosti hranimo S$tevilo hiperpovezav, v katerih hkrati
nastopata obe vozlis¢i. S tem pravzaprav dobimo Se
podrobnejSo sliko sosednosti. Matriko Stevila skupnih
hiperpovezav M lahko izra¢unamo kot produkt inci-
den¢ne matrike A in njene transponirane matrike A7
(M = AAT). V incidenéni matriki A ustrezajo vrstice
vozlis€em, stolpci pa hiperpovezavam. Incidencna ma-
trika vsebuje vrednost 1 v j-tem stolpcu i-te vrstice, ¢e
je i-to vozlisce del j-te hiperpovezave, sicer je na tem
mestu vrednost 0. Produkt matrik lahko izraCunamo s
katerim od algoritmov za hitro mnoZenje matrik, ki ima
¢asovno zahtevnost O(n“),w = 2.373 [10].

Za izraCun, ali obstaja skupna hiperpovezava, namesto
tocnega Stevila skupnih povezav lahko uporabimo kate-
rikoli algoritem za mnoZenje dvojiskih matrik oz. matrik
logi¢nih vrednosti. Npr. Yu je v [11] predstavil algoritem
s &asovno zahtevnostjo O(n?/log* n - (loglogn)®).

Iskanje skupne hiperpovezave oz. predstavnika sku-
pnih hiperpovezav ustreza iskanju pri¢ v produktu dveh
matrik logi¢nih vrednosti. Algoritmi za iskanje takih pri¢
so bili obravnavani v okviru problema najkrajSih poti
med vsemi pari vozlis¢ [12] in pri iskanju najniZjega
skupnega prednika (angl. lowest common ancestor) vseh
parov vozli§¢ v usmerjenih acikli¢nih grafih [13].

Za iskanje pri¢ obstaja preprost algoritem z upo-
rabo nakljucnosti (nakljucni algoritem tipa Las Ve-
gas) s pri¢akovano asovno zahtevnostjo O(n* logn)
[12]. Obstajajo tudi derandomizirane (deterministi¢ne)
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razliCice tega pristopa s polilogaritemsko ¢asovno zah-
tevnostjo O(n“ log®n), vendar z veliko konstanto c.

Galil in Margalit [14] sta predstavila drugacen de-
terministiCen algoritem za iskanje pri¢ pri mnoZenju
matrik logi¢nih vrednosti. Njun pristop temelji na raz-
bitju matrik v bloke, ki jih lahko zmnoZimo z algo-
ritmom za hitro mnoZenje matrik. Tako ugotovimo, v
katerem bloku se nahaja pozitivno Stevilo pri¢, ki jih
lahko nato s podobnim postopkom rekurzivno pois¢emo
samo v tem bloku. Casovna zahtevnost njune resitev je
O(n“‘”rlog_l/3 ™). Kowaluk s sodelavci [13] je prilagodil
njun pristop za iskanje najvecje price s asovno zahtev-
nostjo O(n>T %) = O(n®63), kar je pozneje Czumaj
[15] izboljgal na O(n%>7).

3 PODATKOVNA STRUKTURA

Podan je hipergraf G(V, FE). Nasa metoda temelji na
postopnem izboljSevanju razbitja mnoZzice [16] s kon-
strukcijo in vzdrZevanjem pomoZnega grafa H (T, P),
ki ga imenujemo graf razredov. Vsako vozlis¢e ¢t € T
ustreza ekvivalenénemu razredu vozlis¢ ¢ C V, kjer je
ekvivalencna relacija definirana kot sosednost vozli§¢ v
G. Postopek vzdrzuje naslednji invarianti. Vsa vozlisca
v razredu ¢ € T so sosedna med seboj in za vsak par
vozlis¢ u,v € t velja, da sta u in v nekem tretjem
vozlis¢u w € V bodisi obe sosedni bodisi nobeno
sosedno. Sosednost med vozlis¢ema u in v v G, kjer
u € t1 in v € ty, predstavimo s povezavo (ty,t2) € P
v grafu razredov H. S tako strukturo lahko odgovorimo
na poizvedbo o sosednosti dveh vozlis¢ v G preprosto
tako, da ugotovimo, kateremu razredu pripada vsako
od vozlis¢. Vozlis¢i sta sosednji, e pripadata istemu
razredu, ali pa sta pripadajoCa razreda sosednja v H.
Algoritem se zaCne s praznim grafom razredov

Slika 1: Sprememba grafa razredov zaradi nove hiperpovezave
e (¢rna vozlisca), ki zajema vsa vozlis€a iz razredov A in B
ter del vozlis¢ iz razredov C in D
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H(T = 0,P = 0) in mnoZico vozlis¢ U, ki v vsakem
trenutku vsebuje vozliS¢a iz V, ki niso v nobenem od
razredov v T, se pravi U = V \ |JT. Nato zapore-
doma obravnavamo hiperpovezave e € E v poljubnem
vrstnem redu. Vsaka obravnavana hiperpovezava lahko
doda nov razred vozlis¢ iz U v T in delno ali pa v celoti
vsebuje katere od Ze vzpostavljenih razredov v 7'

Za vsako hiperpovezavo e € FE (gl. algoritem 1)
obravnavamo njene delne preseke z razredi (vozli$¢i)
M; € T, ki jih po potrebi razcepimo (ustvarimo novo
vozlis¢e v H) tako, da ohranjamo zgoraj definirani
invarianti. Odcepljeni razred razreda M; povezemo z
vsemi razredi v H, s katerimi je bil povezan razred
M;. V H ustvarimo tudi nov razred M’, ki vsebuje
vozliS¢a iz U to so tista, ki se Se ne pojavijo v T'. Tako
pridemo do stanja, kjer je hiperpovezava e sestavljena
iz mnozice razredov X C T, pri ¢emer so nekateri od
njih Ze povezani med seboj. Na koncu sosednost med
razredi v X oznacimo tako, da jih poveZemo v kliko v
H.

Algoritem 1: Gradnja in poizvedba v grafu razredov

function GRAFRAZREDOV.DODAI(e)
M; + {z | z € e, RAZRED(z) = i}
M «—{z|zecexeclU}
U+~ U\M
X < {M’'} > novi razred bo v kliki razredov
for all M, do > razcepi razrede
if |M;| <VELIKOSTRAZREDA(?) then
X + X U{ RAZCEPI(V) }
else
X +— XU{M;}
for all z € X do
for all y € X do
if not SOSEDNJA(x, y) then
POVEZI(z, 1)

> naredi kliko razredov

function GRAFRAZREDOV.POIZVEDBA(a, b)
A < RAZRED(a)
B < RAZRED(b)
return A = B V SOSEDNJA(A, B)

Postopek, opisan v algoritmu 1, ilustrira slika 1 na
primeru dodajanja hiperpovezave e = {1,2,3,4,5,8,9}.
Vozlis¢a hiperpovezave najprej razdelimo v mnoZice M;
glede na pripadnost vozlis¢ hiperpovezave e obstojeCim
razredom. Tako v podanem primeru dobimo M,y =
{1}, Mp = {2,3,4},Mc = {5} in Mp = {8,9}.
Razred M’, ki vsebuje nova vozli§ca, je prazen. Sedaj
za vsako mnoZico M;, ki ne zajema celotnega razreda
(v primeru sta to M¢ in Mp), odcepimo del vozlis¢ iz
razreda. Odcepljena dela razredov C’ in D’ podedujeta
tudi povezave, ki so sosednje razredoma C in D, kar je
oznaceno z rdecimi ¢rtami. Elemente mnoZice razredov
X ={A,B,C’,D'}, ki jih sedaj v celoti zajema hiper-
povezava e, poveZzemo v H med seboj z modrimi pove-
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zavami v kliko. Pri tem naj opozorimo, da so nekatere
povezave iz P obravnavane veckrat (na sliki so oznacene
s Crtkano Crto). Povezava (A, B) je obstajala Ze pred
dodatkom nove hiperpovezave, povezava (C’, D’) pa je
bila dodana pri odcepitvi dveh povezanih razredov.

Sosednost dveh vozlis¢ u,v € V dolo¢imo tako, da
ugotovimo, kateremu razredu v H pripada vsako od
njiju. Ce gre za isti razred, ali pa sta ta dva razreda
povezana v H, sta vozlis¢i u in v sosednji.

Ocenimo Casovno zahtevnost gradnje H(T,P). Z
ng(l) oznaéimo Stevilo razredov |T;| po ! obravnava-
nih hiperpovezavah. Velja ng(0) = 0, za l > 1 pa
ng(l) < 2ng(l—1) + 1 in zato ng(l) < 2'. Podobno
definirajmo mg(l) < 2% kot Stevilo povezav med
razredi, | P)|. Naj bo f(I) Stevilo operacij, ki jih zahteva
dodatek [-te hiperpovezave. Za vsako od m; vozlis¢ [-te
hiperpovezave moramo ugotoviti, kateri skupini pripada.
Poleg tega je morda treba pri odcepitvi dela skupine
podvojiti vse obstojeée povezave (22(¢=1) in na koncu
obravnavati (povezati) vse pare skupin, ki so del hiper-
povezave (n(1)?). Za Stevilo operacij torej velja f() <
my + 22070 4220 4n SN (1) = O(M + 22™), Kjer
je M vsota velikosti hiperpovezav (M = 7", my).

Casovna zahtevnost predlaganega algoritma je ek-
sponentna v odvisnosti od Stevila hiperpovezav, kar je
ucinkovito in smiselno samo za majhne vrednosti m
v primerjavi z naivho metodo s ¢asovno zahtevnostjo
O(n*m). Utinkovitost opisanega pristopa pri manjsem
Stevilu hiperpovezav pa lahko kljub temu izkoristimo
tako, da hiperpovezave razdelimo v 7+ skupin velikosti &
in za vsako skupino posebej zgradimo graf razredov, kar
zahteva O(M + 7:22F) Casa. Za odgovor na poizvedbo
o sosednosti dveh vozli¢ moramo preveriti vseh 7
skupin, v posamezni skupini pa lahko s pomocjo grafa
razredov izra¢unamo odgovor na poizvedbo v konstan-
tnem Casu. Algoritem 2 povzema opis procesa gradnje
struktur in odgovarjanja na poizvedbe.

Algoritem 2: Izracun sosednosti vozlis¢ v hipergrafih

function PREDOBDELAVA(V, E k)
n,m < |V|,|E|
for i=1to 7 do
Si = {E11(i—1)k> - - -

m

s Eir}
fori=1to 7 do > zgradi grafe razredov
H; < GRAFRAZREDOV()
for all e € S; do

H;.DODAI(e)

> razdeli v skupine

function POIZVEDBA(a, b)
for i =1to 7' do > poizveduj v vseh skupinah
if H;.POIZVEDBA(a, b) then
return Da
return Ne

Izbira velikosti skupine, k, je kompromis med hitro-
stjo gradnje grafov razredov in hitrostjo poizvedb. Vecji
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ko je k, hitrejSe so poizvedbe, ker je treba obravnavati
manj skupin hiperpovezav. Po drugi strani pa vecji k
mocno vpliva na ucinkovitost gradnje grafov razredov.
Da je Cas gradnje polinomski (in ne eksponenten), mora
biti & logaritmiCen. Primer take izbire je k = e1 logm,
ki vodi do naslednjega izreka.

Izrek 1: Na poizvedbe o skupni povezavi para vozlis¢
v hipergrafu z n vozlis¢i in m hieirpovezavami Z vsoto
velikosti M lahko z O(M + —) predprocesiranja

logm
odgovarjamo v casu O(").

Ce Zelimo zgraditi celotno matriko sosednosti, to-
rej odgovoriti na vseh n? mogocih poizvedb, morata
biti Cas predprocesiranja in ¢as, namenjen poizvedbam,
uravnoteZena. Optimalna izbira za k je v tem primeru
k =logn.

Iskanje skupnih hiperpovezav je povezano s proble-
mom iskanja pri¢ produkta AAT, kjer je A matrika
logi¢nih vrednosti. Predstavljeni algoritem lahko upora-
bimo za izracun poljubnega produkta AB dveh matrik
logi¢nih vrednosti, in sicer tako, da iz njiju sestavimo
pomozno matriko C (glej enacbo 1). Produkt matrike C
s transponirano vrednostjo pa v rezultatu vsebuje iskano
vrednost AB kot podmatriko. Izbira k = logn v izreku
1) nas vodi do naslednje posledice:

C: [;T:|7 CT: [AT B:I,
AAT ey

BTAT BTB

cet = { AB ] .
Posledica 1: Pric¢e produkta matrik logicnih vrednosti
A in B dimenzije n X n lahko izraCunamo v casu

3
O(l(:;,n).

4 RAZSIRITVE

Opisana podatkovna struktura se osredotoca zgolj na
obstoj skupne hiperpovezave, lahko pa bi jo preprosto
prilagodili tudi za iskanje primera hiperpovezave ali
pri¢e, ki je lahko poljubna ali pa najve¢ja. Za to bi
morali v grafu razredov H hraniti oznake na vozlis¢ih
in povezavah, ki bi nam povedale, katera hiperpovezava
je bila vzrok za vzpostavitev razreda ali povezave med
razredoma. Ce vozlid¢i a in b pripadata razredoma A in
B, odgovorimo na poizvedbo o njuni skupni hiperpove-
zavi, ¢e je A = B, kar z oznako njunega razreda, sicer
pa z oznako povezave med A in B v grafu razredov.
Podatkovna struktura je dovolj splosna, da dovoljuje
tudi porocanje seznama vseh hiperpovezav, ki so skupne
dvema vozlis¢ema v . Sprememba je podobna kot v
prejSnjem primeru, le da namesto posamezne oznake
na vozlis¢ih in povezavah v grafu razredov, hranimo
sezname oznak. Sedaj je v primeru odcepitve (dela)
razreda treba podvojiti (kopirati) celoten seznam oznak.
Pri tem uporabimo tehniko COW (angl. copy on write),
ki dejansko kopiranje izvede Sele, Ce je priSlo v podatkih,
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ki jih kopiramo, do spremembe. Ker pa nikoli ne pride
veC do pisanja (spreminjanja) v seznamu, ki ga Zelimo
kopirati, lahko vzdrZujemo seznam v Casu O(1) na
kopiranje.

A
E~—"63)
Oo

B o

050 —>1 >H

A

0,={H,L.J} B o
@ c 0551 > H

P

gD 8o
0,=(H11K}

0,=(HJL} B o,
@ O O->L—> J=>1—>H

O e N A T T

() (&) o«
0,=H1JK}

Slika 2: Primer podvajanja seznama oznak brez kopiranja

A

Slika 2 prikazuje opisani postopek na primeru kopi-
ranja oznake O; na povezavi med razredoma A in B.
Zgornja slika prikazuje zacetno stanje, kjer so v seznamu
O; shranjene hiperpovezave H, I in J. Ce dodamo
hiperpovezavo K, ki vkljucuje ¢rno pobarvana vozlisca,
moramo odcepiti razreda A’ in B’, kar je prikazano
na srednji sliki. Tako med novimi povezavami, ki so
nakazane s Crtkanimi ¢rtami, nastane tudi povezava med
razredoma A’ in B’ z oznako Oz = O; U {K}. Sedaj
lahko brez Skode dodamo tudi nove hiperpovezave v O,
kar je ilustrirano na spodnji sliki. Nova hiperpovezava L
(oznaCena s ¢rnimi vozliS¢i), ki zajema celotna razreda
A in B, doda oznako L v seznam O;. Vanj jo lahko
vkljuéimo brez vpliva na Os, ki se sicer sklicuje na O;.

Ker smo mnoZico hiperpovezav E razdelili na 7} sku-
pin velikosti £ = log m, na poizvedbo odgovorimo tako,
da zdruzimo 7' disjunktnih seznamov, ki jih dobimo s
poizvedbami v vsakem od grafov razredov. To zahteva
O(+=2— + occ) Casa, pri ¢emer je occ dolZina iskanega

logm
seznama skupnih hiperpovezav.

5 SKLEP

S preprostim algoritmom smo demonstrirali, kako lahko
pri ugotavljanju sosednosti vozli§¢ v hipergrafu pridemo
do pohitritve za logaritemski faktor. Pristop, ki temelji
na skupinah ekvivalentnih vozlis¢, je dovolj splosen, da
dovoljuje tudi Stevilne prilagoditve. Lahko z njim morda
dosezemo $e velje pohitritve? Ceprav Stevilo skupin
v pomoZznem grafu nara$¢a eksponentno, pa nikoli ne
preseze m, ker nobena skupina ne more biti prazna.



228

Taka visoka segmentacija se obiCajno pojavi skupaj s
Stevilnimi povezavami med skupinami. Morda bi lahko
z dobro strategijo zdruZevanja razredov grafu razredov
hevristino ohranjali manjSe Stevilo skupin in povezav.
Razreda sta ekvivalentna in ju lahko zdruzimo, Ce sta
povezana in imata enako mnoZico sosedov. Zaznavanje
ekvivalentnih skupin bi lahko izvajali u¢inkovito npr. z
uporabo prstnih odtisov mnozice sosedov. Kljub temu
pa ni oc€itno, kakSen bi bil vpliv vmesnega zdruzevanja
na Casovno zahtevnost algoritma.

ZAHVALA

Raziskavo je omogocila Javna agencija za raziskovalno
dejavnost Republike Slovenije (ARRS) v okviru progra-
mov P2-0209 in P2-0359 ter projekta N2-0053.

Poleg tega sta raziskavo omogocila Se Canada Rese-
arch Chairs Programme in Natural Science and Engi-
neering Council of Canada.

LITERATURA

[1] S. Klamt, U.-U. Haus, and F. Theis, “Hypergraphs and Cellular
Networks”, PLoS Computational Biology, vol. 5, no. 5, p.
€1000385, may 2009.

[2] Jun Yu, Dacheng Tao, and Meng Wang, “Adaptive Hypergraph
Learning and its Application in Image Classification”, IEEE
Transactions on Image Processing, vol. 21, no. 7, pp. 3262—
3272, jul 2012.

[3] D. Zhou, J. Huang, and B. Scholkopf, “Learning with Hyper-
graphs: Clustering, Classification, and Embedding”, Advances in
Neural Information Processing Systems 19, vol. 19, pp. 1601—
1608, 2007.

[4] E. Estrada and J. A. Rodriguez-Veldzquez, “Subgraph centrality
and clustering in complex hyper-networks”, Physica A: Statisti-
cal Mechanics and its Applications, vol. 364, pp. 581-594, 2006.

[5] K.-I. Goh, M. E. Cusick, D. Valle, B. Childs, M. Vidal, and A -
L. Barabasi, “The human disease network”, Proceedings of the
National Academy of Sciences of the United States of America,
vol. 104, no. 21, pp. 8685-8690, 2007.

[6] K. A. Zweig and M. Kaufmann, A systematic approach to the
one-mode projection of bipartite graphs, 2011, vol. 1, no. 3.

[7]1 A. Bretto, Hypergraph Theory, ser. Mathematical Engineering.
Heidelberg: Springer International Publishing, 2013.

[8] A. Brodnik and J. I. Munro, “Membership in constant time
and minimum space”, in Lecture Notes in Computer Science.
Springer-Verlag, 1994, pp. 72-81.

[9] A. Brodnik and J. I. Munro, “Membership in constant time and
almost-minimum space”, SIAM Journal on Computing, 1999.

[10] F. Le Gall, “Powers of tensors and fast matrix multiplication”, in
Proceedings of the 39th International Symposium on Symbolic
and Algebraic Computation - ISSAC ’14. New York, New York,
USA: ACM Press, 2014, pp. 296-303.

[11] H. Yu, “An Improved Combinatorial Algorithm for Boolean Ma-
trix Multiplication”, in International Colloquium on Automata,
Languages, and Programming, 2015, pp. 1094-1105.

[12] R. Seidel, “On the All-Pairs-Shortest-Path Problem in Unwei-
ghted Undirected Graphs”, Journal of Computer and System
Sciences, vol. 51, no. 3, pp. 400403, dec 1995.

[13] M. Kowaluk and A. Lingas, “LCA Queries in Directed Acyclic
Graphs”, in Proceedings of the 32nd international conference on
Automata, Languages and Programming, 2005, pp. 241-248.

[14] Z. Galil and O. Margalit, “Witnesses for Boolean Matrix Mul-
tiplication and for Transitive Closure”, Journal of Complexity,
vol. 9, no. 2, pp. 201-221, jun 1993.

[15] A. Czumaj, M. Kowaluk, and A. Lingas, “Faster algorithms for
finding lowest common ancestors in directed acyclic graphs”,
Theoretical Computer Science, vol. 380, no. 1-2, pp. 3746, jun
2007.

HOCEVAR, BRODNIK, MUNRO

[16] M. Habib, C. Paul, and L. Viennot, “Partition Refinement Te-
chniques: An Interesting Algorithmic Tool Kit”, International
Journal of Foundations of Computer Science, vol. 10, no. 02,
pp. 147-170, jun 1999.

TomaZz Hocevar je diplomiral in leta 2018 doktoriral s podrocja
racunalniStva in informatike na Univerzi v Ljubljani. Na Fakulteti
za raCunalniStvo in informatiko je zaposlen kot asistent. Njegovo
raziskovalno podrocje leZi na preseku analize omreZij in algoritmov
ter podatkovnih struktur.

Andrej Brodnik je redni profesor racunalnistva in informatike na Uni-
verzi na Primorskem in predava tudi na Univerzi v Ljubljani. Njegovo
osnovno raziskovalno podrocje so podatkovne strukture in algoritmi.
Posebno pozornost namenja vplivom spoznanj teoreti¢nih raziskav na
prakti¢ne resitve. Objavlja Se s podrocja kombinatori¢ne optimizacije,
Se posebej v povezavi z bioinformatiko. Veliko pozornosti namenja
razvoju poucevanja racunalni$tva v osnovnih in srednjih Solah.

J. Ian Munro je redni profesor in Canada Research Chair za
nacrtovanje algoritmov na Univerzi v Waterlooju, kjer deluje Ze od
leta 1971. Poleg tega je Clan osrednjega svetovnega zdruZenja za
racunalnistvo in informatiko Association for Computing Machinery in
Royal Society of Canada ter prejemnik nagrade za Zivljenjsko delo
CS-Can.



