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V prispevku predlagamo izpeljavo Casimirjevega tlaka, ki ga lahko predstavimo pri
predavanju iz osnov kvantne elektrodinamike. Najprej predstavimo osnovne prijeme pri
enodimenzionalnem primeru, potem pa brez posebnih zapletov pridemo do slavne Casi-
mirjeve enacbe. Namesto da bi racunali gostoto energije, se raje takoj osredototimo na
tlak, kar eliminira razpravo v zvezi s polarizacijo nekaterih stojecih valov. Pokazemo tudi,
da regularizacijska funkcija ne sme ostro odsekati podroc¢ja z visokimi frekvencami, kot je
to predlagano v nekaterih u¢benikih.

HOW TO PRESENT CASIMIR PRESSURE

The article introduces simple derivation of Casimir pressure which could be presented
in a course on basics of quantum electrodynamics. One dimensional case is introduced
first which allows smooth transition to famous Casimir equation for pressure between two
metal plates. We avoid calculation of energy density but start from the beginning with
pressure, therefore eliminating discussion of polarization of certain standing waves. We
show that regularizing function with sharp cut of high frequency region should not be
used, as suggested in some textbooks.

Osnovno stanje elektromagnetnega polja v kvantni elektrodinamiki je
stanje, kjer nimamo fotonov. To pa ne pomeni, da v tem stanju tudi polja
ni. Kvantna elektrodinamika uci, da je energija v osnovnem stanju povezana
s frekvenco tega stanja, in sicer znaSa za dano polarizacijo %“

Obravnava valovanja v prostoru je bolj zapletena kot v tankem koa-
ksialnem kablu. Zato si najprej oglejmo slednji primer. Stojece valove tu
opredelimo podobno, kot to storimo na struni z dolzino [, vpeti na dveh

konceh. Stojeci valovi so tedaj podani z jakostjo elektri¢nega polja:
E(z,t) = Eysin(wt) sin(kx),
kjer mora valovno Stevilo k zadoScati pogoju:

k=2
&

in
CTt
— Ny,

l

kjer je n; poljubno naravno Stevilo. Vsak n; dolo¢i na¢in nihanja in vsak
nacin nihanja nosi energijo % V klasi¢ni fiziki je lahko stojeci val prazen,

kl =nym, w; =
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ga ni, preprosto predpostavimo, da je amplituda Ey enaka ni¢. V kvantni

elektrodinamiki pa ni tako. Vsak na¢in nihanja nosi hoce$ noces energijo

% in z njo fluktuacije elektromagnetnega polja. Ker je razlicnih nacinov

nihanja neskon¢éno, je neskonéna tudi energija vakuuma. Tezko verjetno,
verjetno tudi napacno. Nacini nihanja pri zelo visokih frekvencah gotovo ne
prispevajo toliko, da bi energija vakuuma divergirala. A kje je meja, danes
Se ne vemo.

Sedaj pa si po Casimirju zamislimo zelo dolg kabel, ki je na sredi pre-
deljen z dvema tankima kovinskima stenama Kj, K5, na katerih mora biti
jakost elektri¢nega polja enaka ni¢. Razdalja med stenama Kj in Ko naj
bo D. Casimir trdi, da na steni sedaj deluje sila, ki ju skusa zblizati. To
presenetljivo ugotovitev bomo sedaj utemeljili.

Oglejmo si torej levo prevodno steno Kj in si mislimo, da je levo od
nje Se zakljucen kabel z dolzino [ (glej sliko 1). Dolzino ! bomo v ra¢unih
na primernem mestu raztegnili preko vseh meja. V tem delu kabla imamo
nacine nihanja, ki smo jih pravkar opredelili. Med stenama K; in Ko pa
imamo kos kabla z dolzino D, zato so nac¢ini nihanja tu podani prav tako
kot zgoraj, le da moramo namesto [ pisati D. Seveda se spekter nacinov
nihanja spremeni, postane redkejsi, kot je razvidno iz:

cm

wp = —np.

D= M

Tako levi kot desni del kabla deluje na steno K s silo. Vsak nacin nihanja
prispeva svoj delez, ki ga brez tezav dolo¢imo tako, da nekoliko prema-
knemo steno, denimo, da razdaljo [ malo zmanjsamo. Zaradi tega premika
se energija izbranega nacina nihanja z n; poveca, ker se poveca frekvenca
tega nacina. Torej je delo zunanje sile Fj,, ki zelo pocasi premakne steno
K proti levi, enako spremembi energije izbranega nacina nihanja:

dA; = Fdl = gdwl.

Tako sila Fj, kot dl sta tu negativna, ¢e privzamemo pozitivno smer sile
proti desni. Torej je sila polja samega:

h dwy hre
=& e
T T T oar™M

K K K, K

l D l

Slika 1. Tanek koaksialni kabel s prevodnima stenama K; in Kas, kjer je vozel jakosti
elektri¢nega polja. Na levi strani od K in na desni od K> je dolzina kabla [, med stenama
pa D.
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Podobno je sila na steno z desne zaradi nacinov nihanja tam:

hme

Rezultanta teh sil je:

AF — F 4 F hre [ = g = np
=fiTip= 2 Z 12 Z D2 |-
n;=1 np=1

Vsaka vsota zase divergira, razlika pa ne bi smela. Robnemu pogoju za ja-
kost elektri¢nega polja na steni pa¢ ne moremo povsem zadostiti, Se posebno
¢e imamo v mislih zelo visoke frekvence, denimo tiste, ki pripadajo sevanju
gama. Padajo¢i sili Fp se torej z narascajoco frekvenco vse bolj pridruzuje
sila F} na racun prepuscenega valovanja, pri zelo visokih frekvencah se obeh
meja ne ¢uti ve¢ in namesto Fp ostane le sila F;. Vsoto po np moramo
zato z narasc¢ajoco frekvenco zmanjsevati in ji ustrezno vse bolj dodajati del
vsote po n;. Vpeljemo padajoco odrezno funkcijo f(w), ki od 1 pri nizkih
frekvencah mehko in monotono prehaja proti ni¢ pri visokih, denimo s

F(w) = exp (—ew)

s primerno izbranim pozitivnim e. Rezultanto potem zapiSemo takole:

VL LR B SR SN Lyt
T2 B D2’ P i “
ny=1 np=1 ny=1
ali pregledneje:
hwc = np
AF = Z = f(w) - > D2/ (wn)
n;= 1 np=1

Vidimo, da sedaj posamezni vsoti pri vsakem pozitivnem e konvergirata in
lahko rezultanto brez tezav izracunamo. V literaturi zasledimo trditve, da
vpeljemo odrezno funkcijo le zato, da lahko sploh kaj izracunamo in se ji
potem odre¢emo (pri nas z limitiranjem € proti ni¢), in da je to le eden od
moznih predpisov za odpravo singularnosti. Tako razmisljanje pa privede do
protislovja, saj lahko z razliénimi predpisi pridemo do razli¢nih rezultatov.
Videli bomo, da izbira odrezne fukcije pri nas ni kriti¢na, zadosca ze vsaka
dovolj hitro padajoca funkcija frekvence, ki uposteva, da se snovi pri zelo
visokih frekvencah ne razlikujejo od vakuuma.

Preden se lotimo racunanja vsot, uvidimo, da lahko vsoto po n; zapi-
Semo z integralom, ker je vsak ¢Clen vsote z naras¢ajocim [ vse bolj podoben
Lexp(—ew)A(gL), ki za Ang = 1 in z narascajocim [ pada proti nic. Torej:

l—o0

. “.n W
lim Z l—Qlexp(—ewl) :/0 (c7rl)2 exp (—ewy)dw.
=1
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Konéno zapisemo rezultanto tako, da je povezava med integralom in vsoto
vidna na prvi pogled:

AF = % </Oovexp< e—v)dv— Z nDeXp( EDTLD)>7
0

kjer smo vpeljali v = Dw;/cr. 'V limiti, ko gre € proti ni¢, lahko dobimo
rezultanto v zakljuceni obliki, saj si lahko v tem primeru pomagamo z Euler-
Maclaurinovo sumacijsko formulo, prirejeno za nas primer:

/ 2)dz — ZF (F(a) + F(8) — 15 (F'(5) ~ F'(a)) + R,

kjer za ostanek VelJa.

1 b
R < 15 [ 1P @da, (1)

Pri nas je torej

[e's) S 1 ,
C7T'Zl')

in R = 0, ker je v limiti ¢ — 0 tretji odvod funkcije F(r) = zexp (—e%
enak ni¢ za vse x. Torej je kon¢no rezultanta

hme
24D?"

Enodimenzionalnega primera smo se lotili zato, ker je tu racunanje pre-
prosto, nauci pa nas, kako ravnati v tridimenzionalnem primeru, kjer bomo
izracunali tlak med dvema vzporednima kovinskima plo§¢ama K7 in K.

Analogno kot pri enodimenzionalnem primeru si zamislimo kvadrati¢no
prizmo z robovi [, [ in dolzino 2l + D (glej sliko 2). Leva in desna kocka
imata povsem odbojne povrsine, prav tako kvadrati¢na prizma z osnovnima
ploskvama, ki ju tvorita plos¢i. Jakost elektri¢nega polja v vseh ploskvah
mora biti bodisi enaka ni¢ ali pa pravokotna nanje. S superpozicijo stojecih
valov si lahko pri¢caramo kakrsnokoli valovanje znotraj kocke dale¢ od njenih
sten. V kocki so stojeci valovi podani podobno kot pri kablu, le da za njihov
opis potrebujemo tri cela stevila n, > 0, ny, > 0 in n, > 0, od katerih sme
biti le eno enako nic [2].

Iz valovne enacbe dobimo frekvenco w danega nacina nihanja, in sicer v

kocki
a=enf () + (%) + ()"
on=em[(5)"+ ()" + ()

156 Obzornik mat. fiz. 61 (2014) 4

AF =

v prizmi pa




Kako predstaviti Casimirjev tlak?
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Slika 2. Originalna Casimirjeva naloga — v prostoru sta veliki vzporedni prevodni ploséi.
Na levo plosco deluje na levi strani tlak zaradi nicelnih kolebanj v veliki kocki z robom
I, na desni pa tlak v prizmi z robovi (D, [, I). Is¢emo razliko teh tlakov dp. Na sliki je
prikazan eden od uporabljenih koordinatnih sistemov.

V kvantni elektrodinamiki vsak nacin nihanja z dano polarizacijo nosi
nic¢elno energijo %‘“ Ce kocko vzdolz osi  pocasi malo stisnemo, se frekvenca
nihanja poveca in s tem tudi ni¢elna energija. Delo, ki smo ga pri stiskanju
opravili, je enako spremembi te energije, torej

dA = Fj,dx = thw

Naprej sklepamo enako kot v enodimenzionalnem primeru in za tlak dobimo
_hem fng 2 1
e (7) . 2

V2 + 2+ ()

V prizmi, kjer malo premaknemo eno od plos¢ tako, da s tem spremenimo
razdaljo D, pa imamo

b

[

» :MJ(@f
DD Jag e

Razliko teh tlakov sedaj izra¢cunamo po enodimenzionalnem zgledu. SeSte-

vanje po n, in n. opravimo z integracijo, kjer namesto ng +n? pigemo n? in
1

nyme 1 [ 2mndn. Faktor

i uposteva, da sta n, in n, lahko le nenegativni celi Stevili. Tako dobimo
za razliko tlakov

vsoti v limiti I — oo zamenjamo z integralom: »

Ap=p—pp = /OOF()d —iF(n)
p=p=pp=pr| [ F)dv 2 :
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Slika 3. Slika funkcije F(v) za enodimenzionalni primer. Prispevki k rezultanti sil
AF so ponazorjeni kot razlike plosé¢in likov med krivuljo in histogramom. Torej so pri
nara$c¢ajocem delu funkcije pozitivni, pri padajocem delu pa negativni.

kjer je funkcija F'(v) to pot nekoliko bolj zapletena:

F(v):/ooo\/%f(cgvu—l—ﬁ).

Integracijska spremenljivka u je preprosto povezana z n“. Za eksponentno
odrezno funkcijo f(¢) = exp (—€() je funkcija F'(v) podana s

2

202 cT
F(v) = % exp (—651}).

Od tu dalje moramo poznati parameter € ali, Se bolje, kar celotno odre-
zno funkcijo, ki najbolje opise dejanske razmere, s katerimi imamo opravka.
Presenetljivo pa je, da dobimo konc¢en rezultat, ¢e povsem nefizikalno pred-
postavimo, da sega odrezna funkcija poljubno globoko v visokofrekvenéno
obmocje. Pri nas to dosezemo z limito € — 0, pri kateri dobimo za Ap
koncen izraz z uporabo Euler-Maclaurinove formule. UposStevati jo moramo
do odvoda tretjega reda:

b
[ Pde =37 Fm) = ~5(F(@) + F®) - 15 (F0) - Fla) +

]‘ " "
+ oo (F(6) = F"(@)) + R.

Ostanek R se izraza do faktorja tako kot v (1), le da je pod integralskim
znakom cetrti odvod funkcije F'(z). V limiti e — 0 so vsi odvodi funkcije
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F(x) enaki ni¢, zato je tudi R enak ni¢, z izjemo tretjega odvoda, ki je enak
12, zato je limitna razlika tlakov

m2he

Ap=1p; — = —.
pP=Dpi —PD 48004

Zapisano velja za izbrano polarizacijo elektri¢ne poljske jakosti. Ker imamo
v vsakem transverzalnem na¢inu nihanja dve neodvisni polarizaciji (nacin z
n, = 0 ima sicer le eno, a ne prispeva k tlaku), je konéno

m2he

Ap=1p—pp = ——n.
P=PI—DPD= 5y

To je znamenita Casimirjeva enacba. Ker velja Euler-Maclaurinova enacba
za vsako dovolj pohlevno funkcijo, o rezultatu ne dvomimo, tudi ne za naso
prav posebno odrezno funkcijo.

V nekem ucbeniku najdemo takle predlog za odrezno funkcijo: f(¢) =1
za ¢ < (g in 0 drugje. Da z njo ne pridemo do rezultata, se hitro prepri-
¢amo kar na preprostem enodimenzionalnem primeru. Razliko sil bi po tem
predlogu zapisali kot:

hme N N
AF:2D2</O vdv — Z nD>.
np=0
Tako integral kot vsoto z lahkoto izra¢cunamo v zakljuceni obliki in dobimo

2
AF:@ <N_N(N+1)>’
2D2 \ 2 2
kar seveda ne konvergira. Konvergenco sicer dosezemo s spremenjeno zgor-
njo mejo pri integralu N + 9 in potem dolo¢imo ¢ tako, da pri danem N
predpiSemo razliko integrala in vsote. A rezultat je potem seveda nedolo-
¢en do multiplikacijske konstante. Odrezna funkcija preprosto mora mehko
padati proti ni¢, in prav padajoci del funkcije F'(v) zagotavlja konvergenco.
Fizikalno s tem ni tezav, saj vsaka prava stena zacne tako ali drugace pre-
puscati valovanja pri dovolj velikih frekvencah.

Pri Casimirjevem primeru dveh prevodnih plos¢ sicer prevlada privlak
med ploSéama, krogelno lupino, na primer, pa tlak razganja. Pri tem tlak
celo divergira, ¢e odrezna funkcija prepocasi pada proti ni¢. Ve¢ o tej zani-
mivi tematiki najdemo v [1], ki je na voljo v nasi fizikalni knjiznici.
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