MATEMATIKA

Monty Hallov paradoks
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PrRIMOZ MORAVEC

- V Sestdesetih letih prejSnjega stoletja je v Zdru-
Zenih drZavah Amerike na televizijski mrezi NBC
potekal priljubljen televizijski Sov Sklenimo posel
(angl. Let’s make a deal), katerega voditelj je bil
Monty Hall. Med drugim je med oddajo potekala
igra, v kateri je imel tekmovalec pred seboj tri za-
prte skatle, v eni od njih so bili klju¢i avtomobila,
drugi dve pa sta bili prazni. Tekmovalec je izbral
eno od Skatel, in ce so bili v njej kljuci, se je domov

odpeljal z novim avtomobilom.

V eni od teh iger je med Montyjem in tekmovalcem
potekal naslednji pogovor:

MONTY: Ena od Skatel A, B, in C vsebuje kljuce
povsem novega Sportnega avtomobila,
drugi dve sta prazni. Dajem vam edin-
stveno priloznost, da izberete eno od Ska-
tel, in ¢e so v njej kljuci, je avto vas!

TEKMOVALEC: Uh, to je res odlicno! Izbiram
Skatlo B.

MONTY: Seveda je povsem mogoce, da so kljuci
v Skatli B. Ampak premislite, moznost za
to je 1 : 3, medtem ko je moZnost za to,
da je vaSa Skatla prazna, enaka 2 : 3. Dam
vam 500 dolarjev, ce mi vrnete Skatlo.

Za trenutek ustavimo ta pogovor. To, o cemer Monty
poskusa prepricati tekmovalca, v matematiki imenu-
jemo verjetnost dogodka. Mislimo si, da kljuce avto-
mobila naklju¢no razporedimo v katerokoli od treh
Skatel. Nato tekmovalec izbere eno od Skatel, zanj pa
je ugoden dogodek, da so kljuci v tej Skatli. Stevilo
moZnih razporejanj kljucev v Skatle A, B in C je 3,

za tekmovalca pa je ugodno le eno od teh. Razmerju
1/3 pravimo verjetnost, da je tekmovalec izbral Ska-
tlo s kljuci. Podobno je razmerje 2/3 verjetnost, da
je tekmovalec izbral prazno Skatlo. Verjetnost torej
meri, kakSna je moznost, da se dogodek zgodi, izra-
¢unamo pa jo tako, da Stevilo ugodnih moznosti za
dani dogodek delimo s Stevilom vseh mozZnosti, ki se
lahko zgodijo v dani situaciji.

Tekmovalec se je torej znaSel pred mamljivo po-
nudbo. Verjetnost, da dobi avto, je kar pol manjsa
od te, da ostane praznih rok. Zato je morda po na-
Celu bolje vrabec v roki kakor golob na strehi bolje
vzeti ponujeni denar in oditi. Toda sledil je preobrat:

TEKMOVALEC: Ne, vztrajam pri svoji izbiri!
Vzamem Skatlo B.

MONTY: Ker mi je vSe¢ vaSa odloCnost, vam
bom naredil uslugo in bom odprl eno od
preostalih Skatel (odpre Skatlo A). Kot vi-
dite, je Skatla A prazna! To pomeni, da
so kljuci bodisi v Skatli B bodisi v Skatli C.
Ker v igri ostajata le Se dve Skatli, je ver-
jetnost, da dobite avto, ze 1/2. Ponujam
vam 1000 dolarjev, ¢e odstopite od igre!

Montyjeva izjava je intuitivno jasna. Odprl je Ska-
tlo A, v njej ni bilo kljucev, torej se igra v resnici
zaCenja znova, tokrat z le dvema Skatlama. V eni od
teh Skatel so kljuci, druga je prazna. Verjetnost, da
dobimo kljuce, je torej narasla z 1/3 na 1/2. Ali pac
ne?

Tekmovalec, ki je nastopal v tej oddaji, je bil ma-
tematik. Odvrnil je:

TEKMOVALEC: Skatlo B zamenjam za $katlo C!

Montyja je ta zahteva presenetila. Imamo le Se dve
Skatli, B in C. Verjetnost, da so kljuci v B, je enaka
1/2, prav tolik§na je verjetnost, da so kljuci v Skatli
C. Ali pac ne?
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IzkaZe se, da zgornje sklepanje ni pravilno, Mon-
tyjevaizracuna verjetnosti po tem, ko je odprl Skatlo
A, sta oba napacna. PoiS¢imo pravilno reSitev. Naj-
prej si oglejmo primer, ko Monty odpre Skatlo A, ki
je prazna, tekmovalec pa se odloci, da bo obdrzal
Skatlo B. Na zacetku je bila verjetnost, da so kljuci v
Skatli B, enaka 1/3. Ko je Skatla A odprta, to nicesar
ne spremeni, torej je verjetnost, da dobimo kljuce,
Se vedno enaka 1/3 in ne 1/2, kot je trdil Monty. Kaj
pa, ¢e tekmovalec svojo Skatlo zamenja s tisto, ki je
ostala? Tu verjetnost izraCunamo s pomocjo preSte-
vanja vseh moznosti. Tekmovalec je izbral Skatlo B,
Monty odpre eno od praznih Skatel in tekmovalec za-
menja $katlo B za $katlo, ki je ostala. Ce so kljuci v
$katli B, tekmovalec izgubi v vsakem primeru. Ce so
kljuci v Skatli A, bo Monty odprl skatlo C, tekmovalec
bo zamenjal svojo Skatlo B s Skatlo A in gotovo dobil
kljuce. Ce so klju¢i v skatli C, bo Monty odprl $ka-
tlo A, tekmovalec bo zamenjal Skatlo B s Skatlo C in
spet gotovo dobil kljuce. V dani situaciji imamo to-
rej tri mozne izide, za tekmovalca pa sta ugodna dva
izmed njih, torej je verjetnost, da dobi avto, enaka
2/3, kar je bistveno bolje kot na zacetku. Do ena-
kega rezultata bi prisli, ¢e na zacetku ne bi dolo¢ili,
katero Skatlo je tekmovalec odprl, in bi spet preSteli
vse moznosti.

Zgornji primer ima presenetljivo reSitev, ki je v na-
sprotju s sklepanjem po zdravi pameti. Pojavu v ver-
jetnosti pravimo Monty Hallov paradoks. Problem je
prvi opisal Selvin [1, 2].

V pravilnost nasega sklepa se lahko prepricamo
tudi s simulacijo z racunalnikom. Veckrat ponovimo
poskus, ko nakljucno izberemo Skatlo, v kateri bodo
kljuci, naklju¢no in neodvisno izberemo Skatlo, za
katero se odloci tekmovalec, in naklju¢no ter neod-
visno izberemo Se neodprto prazno Skatlo, ki jo bo
Monty odprl. Nato Stejemo, ali je tekmovalec dobil
kljuce, enkrat ob predpostavki, da je zamenjal svojo
Skatlo, drugic pa ne. Seveda rezultati ne bodo vsa-
ki¢ enaki, tipicna simulacija 30-ih poskusov pa da
rezultat, kot je graficno prikazan na sliki 1. Iz grafa
je razvidno, da brez menjave v 30-ih poskusih kljuc
dobimo priblizno desetkrat, z menjavo Skatle pa pri-
bliZzno v dvakrat vec primerih. To se sklada z naSim
izracunom.

Zgornji problem lahko posploSimo na n Skatel, na-

tanko ena od njih vsebuje avtomobilske kljuce,
Monty pa po tekmovalcevi izbiri Skatle odpre m pra-
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SLIKA 1.
Stevilo dobitkov v ve¢ poskusih Montyjeve igre

znih $katel, pri ¢emer je 0 < m < n — 2. Ce tekmo-
valec ne zamenja Skatle, je verjetnost dobitka enaka
1/n. Ce pa se odlo¢i, da bo Skatlo zamenjal z eno od
preostalih zaprtih, je verjetnost dobitka enaka

. n-1
P m-m—-1)

Bralca vabimo, da preveri to formulo. Hitro vidimo,
da ¢e je m = 0, je ta verjetnost $e vedno 1/n. Ce pa
Monty odpre vsaj eno Skatlo, potem je verjetnost do-
bitka ve¢ja od 1/n. V najboljSem primeru, ko Monty
odpre m = n—2 praznih Skatel, je verjetnost dobitka
enaka

Ko je n velik, je vrednost p blizu 1, kar z drugimi
besedami pomeni, da bomo v tem primeru z menjavo
Skatle skoraj gotovo priigrali avtomobil.
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